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AVERTISSEMENT
Depuis la première Édition de cet Ouvrage, j'ai publié en 1882, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, deux articles (') relatifs à l'enseignement de la Géométrie descriptive.
J'ai proposé d'introduire dans les Éléments les procédés pratiques employés par les Ingénieurs : les plans de projection , et par suite la ligne de terre, n'interviennent que par leurs directions. Ce système a été immédiatement adopté dans plusieurs lycées deParis, en Russie, en Belgique, en Portugal, etc., et je l'ai naturellement suivi dans cette nouvelle Édition.
Le plan général de mon Cours ressort clairement de la Table des matières, La Géométrie cinématique (^) est exposée
( I ) Ces articles ont été réunis dans une brochure intitulée : Premiers élémenu lie la Géimétrie dexcriptive. Cette brochure a été traduite en langue russe par H. le professeur i.iguine, de l'Université d'Odessa.
(') Lorsqu'à paru la première Édition de cet Ouvrage, M. Resal a inséré dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences une Note sur les différentes branches de la Cinématique, dont je citerai ce passage : « M. Mannheim, par » de nomrebuses et intéressantes applications, a montré que l'emploi des pro- » positions élémentaires de la Géométrie cinématique constitue une méthode » nouvelle d'une véritable originalité,
« La Géométrie cinématique de M. Mannheim n'est pas simplement la para tie géométrique de la Cinématique telle qu'on l'étudiait jusqu'ici. Elle oonsi- » dère en outre les figures mobiles de formes variables, comprend aussi la » recherche des propriétés relatives aux figures de forme invariable pour les- 11 quelles le déplacement n'est pas absolument défini....
<i Comme dans cette courte Note je n'ai eu pour objet que de fixer quelques " définitions, je n'insiste pas sur la valeur du Livre de M. Mannheim. Qu'il me j> soit pourtant permis de dire que, à mon point de vue, ce beau Travail établit B un point de repère important dans l'histoirô de la Science, a
en plusieurs Parties donnant lieu chacune à un certain nombre d'applications. C'est ainsi, par exemple, qu'après avoir étudié le déplacement d'unplan dans l'espace, j'arrive à construire la normaleklasurfacederondeet, par suite, je trouve
les points coniques et les plans tangents singuliers de cette surface.
On doit remarquer que j'ai conserve à la Géométrie cinématique le rôle prépondérant que je lui avais donné et qui m'avait permis, avantage très précieux, d'apporter Vuniléde méthode dans les démonstrations.
Cette Édition contient de nouvelles applications de Géométrie cinématique extraites, comme presque tous les Suppléments, de mes travaux personnels; elle renferme en outre des modifications nombreuses et d'importantes additions.
Ainsi, j'ai ajouté l'étude du conoido de Plûcker, cette surface du troisième ordre si utile dans la théorie des déplacements d'une figure assujettie à quatre conditions; j'ai introduit dans la théorie de la courbure des surfaces le point que j'ai appelé point représentatif d'un élément de surface réglée, dont le premier j'ai fait usage, et qui m'a permis d'exposer très simplement cette théorie. Etc.
Comme on le voit par le titre de mon Cours, les leçons proprement dites comprennent les Éléments de la Géométrie cinématique; mais ce Livre, dans son ensemble, peut tenir lieu d'un Ouvrage spécial de Géométrie cinématique, grâce à ses nombreux Suppléments et aux indications bibliographiques qui sont données lorsque les questions traitées, ou à étudier, auraient exigé trop de développements.
PREFACE DE LA PREMIERE EDITION
Après quinze années de professorat, pendant lesquelles je me suis efforcé sans cesse d'améliorer et de compléter mon enseignement, je me décide à publier ce Livre.
Il contient les Leçons que j'ai faites à l'Ecole Polytechnique pendant l'hiver 187S-1879.
En les reproduisant pour ainsi dire sans modification, j'ai l'espoir de leur laisser une forme plus vivante que si j'avais recherché une rédaction concise.
On sait que les élèves admis à l'École Polytechnique sont déjà familiarisés avec les Éléments de la Géométrie descriptive. Il est donc nécessaire de posséder ces Eléments en commençant la lecture de cet Ouvrage; de même que, pour la suite, il faut se reporter aux notions que les élèves acquièrent dans le Cours d'Analyse.
Cet Ouvrage est divisé en deux Parties,
La première contient l'étude des différents modes employés pour la représentation des corps. Ceux-ci sont supposés terminés par les surfaces les plus simples, c'est-à-dire les surfaces planes, cylindriques, coniques, sphériques ou les surfaces du second ordre.
Après une Leçon sur les ombres et une autre sur les projections cotées, commence l'étude des différentes perspectives.
J'ai conservé sans aucun changement le trait de perspective que M. de la Gournerie, auquel j'ai eu l'honneur de succéder à l'École, avait adopté pour la perspective conique et qu'il a exposé dans son excellent Traité de Perspective linéaire (').
Pour profiter de cette première Partie du Cours, une simple lecture ne saurait suffire : il est indispensable d'y joindre le tracé de nombreuses épures.
Les surfaces que l'on rencontre le plus fréquemment dans la pratique, telles que les surfaces réglées, les surfaces do révolution et les surfaces hélicoïdales, sont traitées dans la deuxième Partie,
C'est aussi dans cette deuxième Partie que se trouvent les éléments de la Géométrie cinématique, exposés didactiquement pour la première fois.
Voici comment j'ai été amené à entrer dans cette voienouvellc.
En 18G7, le Conseil de perfectionnement de l'Ecole Polytechnique, sur la proposition éclairée et libérale du général Favé, qui commandait alors l'Ecole, accorda aux professeurs la faculté de modifier leur enseignement,
Profitant de cette latitude, j'aicommencé, dès cetteépoque, à faire usage de plusieurs propriétés relatives aux déplacemonts des figures; j'en ai successivement ajouté d'autres.
(') Je saisis ceUo occasion pour exprimer publiquement toute ma gratitude à M. de ia Gournerie, qui, avec la plus grande bienveillance, m'a beaucoup aidé au début de mon enseignement en youlant bien me communiquer ses programmes détaillés et ses notes-
Ce sont des propriétés de cette nature que j'ai groupées dans mon Cours sous le nom de Géométrie cinématique.
Dans des Mémoires divers et de nombreuses Notes, présentés à l'Académie des Sciences, j'avais préparé, depuis longtemps, les matériaux de cette branche particulière de la Géométrie. La plupart de ces travaux sont coordonnés dans cet Ouvrage; ainsi réunis Us forment, à proprement parler, un corps de doctrine.
Tandis que la Ciné/natique a pour objet l'clude du mouvement indépendamment des forces, la Géométrie cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces et du temps (').
Il s'agit bien là du déplacement des figures et non du mouvement tel qu'O est considéré en Mécanique, car à ce dernier point do vue i< ... il n'y a réii\lem.ent moui/ement que
(') Qu'on me permette de rappeler les noms de trois illustres géomÈtres français que j'aime ù citer :
Ampése, qui a distingué dans la Mécanique la branche particulière qu'il a nommée Cinénatique ;
PoNGELET, qui a créé magistralement l'Enseignement de !a Cinématique à la Sorbonne en [R38;
M. Chasles, dont les beaux travaux de Géométrie ont notablement contribué aux pro^ièb de la Cinématique
Grâce à ces malties, cette branche de la Seience est maintenant universellement étudiée, des chaires spéciales ont ele fondées, de nombreux Ouvrages ont été publiés Parmi ceux-ci je me borne à signaler l'important Traité de Cinemalique pure éQ a Resal
A son tour la Géométrie cinématique (') doit être séparée de la Cinématique proprement dite, et un bel avenir me semble aussi lui être réservé.
(") u Non seulement les questions. du déplacement d'une ligure sur le plan ou dans l'espace se rattiiohent à la Cinématiqxie...., mais elles forment même les éléments naturels de cotte partie de la Mécanique, d ( Chisles, Comptes rendus des séances de t'^ca- Jéiiie des Sciences, t. LI, p. 855.)
» quand, l'idée du temps pendant lequel a Heu le déplace- )i ment étant jointe à celle du dépiacement lui-même, il en » résulte la notion de vitesse plus ou moins grande avec >i laquelle il s'opère... (') ».
En employant d'une manière systématique des propriétés qui concernent les déplacements des figures, comme procédé très simple de démonstration, je suis arrivé à constituer une nouvelle méthode géométrique au moyen de laquelle j'ai pu résoudre des problèmes jusqu'ici réservés à l'Analyse infinitésimale.
Ces propriétés, d'ailleurs intéressantes en elles-mêmes, et qui sont d'une application immédiate en Mécanique, m'ont également permis de taire une Leçon d'Optique géométrique. J'ai ainsi cherché à réunir tout ce qui, dans les Cours de jMécanique et de Physique, est relatif à la Géométrie; car ce n'est que par une liaison bien entendue des différents Cours de l'Ecole que l'enseignement général de cette grande Institution peut présenter une certaine unité.
Les Applications de la Géométrie cinématique à la Géométrie descriptive concernent le raccordement des surfaces réglées, la théorie de la courbure des surfaces, l'étude des surfaces de vis à filet triangulaire ou carré et enfin certains problèmes relatifs aux surfaces réglées générales.
Toutes ces Applications, ainsi que celles dontil est question plus loin, sont le fruit de mes recherches personnelles ; elles sont présentées dans cet Ouvrage sous une forme appropriée à l'enseignement.
J'ai ajouté à plusieurs Leçons des Snppléments qui ren-
( ' ) Ampèhe, Essai sur la philn.mphie des Sciencci, p. 69,
ferment quelques développements relatifs à la théorie des surfaces et montrent l'utilité des surfaces que j'ai appelées normalies.
Da.nsd'autresSuppléraents, j'ai donné diverses Applications de Géométrie cinématique, afin de faire mieux connaître et de propager une méthode féconde qui me semble digne de l'attention des géomètres.
La dernière Leçon est consacrée aux surfaces topographiques et il leur emploi pour la représentation dos Tables.
Tout en me conformant au dernier programme arrêté par le Conseil de perfectionnement, j'ai donc agrandi ma tâche, et mon Cours comprend non seulement VAn du trait, mais tout V Enseignement géométrique de l'Ecole.
La partie théorique est ainsi plus développée ; mais je me suis rappelé ce que disait l'illustre Lamé en 1840 dans la Préface de la deuxième édition de son Cours de Physique : « Les études suivies k l'Ecole Polytechnique sont loin d'être M uniquement destinées à faire connaître une suite de cal- » culs, de formules, de ligures, de phénomènes physiques » et chimiques. Leur utilité principale est d'exercer cette » faculté de l'intelligence à laquelle on donne le nom de )) raisonnement. »
OMBRES SUR LES FIGURES GËOMËTRÂLES
Délinitions relatives aux dessins d'Architecture ou de Machines. — Définitions relatives aux ombres. — Nature de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour les surfaces les plus simples. — - Méthodes générales pour la détermination des ombres : — méthode des plans sécants, — méthode des plans tangents, — méthode des projections obliques. — Points brillants
PROJECTIONS COTÉES
iWéthode des projections cotées. — Problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — Plan tangent à un cûne. — Problèîne d'ombre
PERSPECTIVE LINÉAIRE COHIQUE.
Perspective d'un point. — réfinitions et notions générales. — Perspective d'un point du géométral, le tableau cl le géométral étant â la même échelle
Perspective du plan. — Perspective d'un Irapèze. — Échelle des éloignements. — Échelle des largeurs. — Perspective d'une ligne courbe. — Craticuler. — Perspective d'une circonférence de cercle. — Méthode des deuï points de fuite : perspective d'un parquet. — Points en dehors du cadre du tableau
Perspective d'une élévation. — Échelle des hauteurs. — Extension des constructions de la perspective. — Perspective d'arcades. géométral. — Suite de la recherche de la perspective de
CODStroctîons directes snr le tableau. — Problèmes relatifs i la ligne droite et au plan. — Perspective des moulures. — Amener un plan à être de front.
— Perspective d'une perpendiculaire k un plan. — Perspective d'une figure vue après réflexion. — Relèvement du géométral. — Perspective d'une figure tracée sur un plan vertical : méthode de la corde de l'arc. — Perspective d'une voûte d'arêtes. — Supplément ( ' )
Ombres en perspective. — Ombre portée par une verticale sur le géométral.
— Ombre portée par une verticale sur un plan oblique. — Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Ombre dans l'intérieur d'une voûte
Effets de perspective. — Problème inverse de perspective. — Restitutions comparées. — Choix du point de vue.
PERSPECTIVE CAVÂLISRE.
Défmitions ; ligne fuyante, projetante. — Angle d'une projetante avec le tableau, — Amener un plan à être de front. — Perspective d'une perpendiculaire â an plan, d'ane circonférence horizontale, d'une surface conique, d'une surface cylindrique, d'une sphère. — Conséquences déduites de la perspective d'une sphère. — Ombre d'une sphère. ~ Ombre dans une demi-sphère. — Supplément
PERSPECTIVE AXONOMÈTRIQUE.
Définitions; notions gcncralcs. — Construction des échelles
PERSPECTIVE ISOMÉTRIQUE.
Convention relative aux échelles. —Perspective depnsnies — Hlipse isométrique. ^- Rapporteur isométrique. — Sphère rencontrée pat un prisme à base carrée. — Perspective d'une niche. — Ombre dans l'intérieur d'une demi-spLèrc
COURBES PLANES
el de définitions et de résultats. — Courbe d' erreur
GËOMÊTRIC CINÉMATIQUE.
DélÎDition et conïentioos. — Déplacement fini d'une figure plane suc son plan. — Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instantané de rotation. — Déplacement d'une figure de l'espaee parallèlement k un plan, — Déplacement continu d'une figure plane sur son plan. — Développante, développée. — Développante d'une courbe sans point singulier, ou avec point singulier. — Développantes de la développée d'une ellipse. — Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur variable. — Droite mobile de grandeur variable. — Constructions du centre de courbure d'une ellipse. — Construction du centre de courbure d'une épicycloïde. — Construction du centre de courbure de l'enveloppe d'une courbe entraînée dans le déplacement épkj'cloldal. — Cycloïde. — Supplément
COUBBES GAUCHES.
Plan osculateur. — Projections diverses d'une courbe gauche. — Hélice. — Projection d'une hélice. — Perspective cavalière d'une hélice. — Hayon
SURFACES ENVELOPPES. - SURFACES RÉGLÉES
Surface enveloppe, enveloppée, ciiractéristïcjue. — Méthode des enveloppées circonscrites pour la détermination des lignes d'ombre ou de perspective. — Perspective cavalière d'une sphère. — Surface enveloppe d'un plan mobile. — Surfaces gauches. — C6ne directeur. — Surfaces développa blés, — Section faite par un plan. — Arôte de rebroussement. — Etude d'une nappe de la surface développable, — Rayon de courbure de la transformée d'une courbe. — Développement approximatif d'une portion de surface développable. — Supplément
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite).
Déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable. — Nombre des conditions qui assurent ces déplacements. — Déplacement infiniment petit d'une figure plane dans l'espace, — Déplacement d'une droite. — Supplément
APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE
Leçon d'Optique géométriqae. — VariaUon de longueur d'un segrnent de di-oitc mobile. — Théorème de Malus et de Diipin. — Construction de ia normale à la surface podaire. — Surface de l'onde. — Points singuliers.
— Plans tangents singuliers. — Supplément s5î
nfiniment petit d'une
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite).
Droites conjuguées. — Normales auï lignes décrites par les points d'uni gure dont le déplacement est assujetti à cinq conditions. — Normales surfaces trajectoires des points d'une figure dont les déplacements ! assujettis à quatre conditions. — Supplément
APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE CINEMATIQUE
Mormalies. — Théorème sur les normalies sga
Courbure des surfaces. — Théorème de Meusnier. — Construction du rayon de courbure d'une section normale. — Relation d'Euler. — Supplément., 3q\
Indicatrice elliptique, ombilic. — Indicatrice hyperbolique. — Tangentes à la section faite dans une surface i courbures opposées par l'un de ses plans tangents. — Tangentes fi la courbe d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles. ^ Indicatrice parabolique. — Lignes de courbure d'une surface. — Lignes de courbure d'une surface de révolution. — Surfaces osculatrices. — Surfaces du second degré osculatrices. — Hypecboloïde osculateur d'une surface réglée le long d'une génératrice. — Surface du second ordre de révolution osculatrice d'une surface de révolution le long d'un parallèle. — Supplément 3oï
Théorème des tangentes conjuguées. — Conséquences du théorème des tangentes conjuguées. — Autre démonstration do théorème des tangentes conjuguées. .— Rayon de courbure de la courbe de contour apparent d'une surface. — Supplémenl 3i5
APPI.LCATIONS Dlî L\ THiiûRtE DE LA COUnBUBB DES SURFACES.
Lignes d'orabre ou de perspective sur les surfaces à courbures opposées. — Cône d'ombre. ^ Tangente à la courbe d'ombre portée. — Raccordement des lignes d'orabre propre et d'ombre portée sur les surfaces i courbures opposées. — Points de rencontre des lignes d'ombre propre et d'ombre portée. — Cane d'ombre. — Ligne de contour apparent d'une surface à courbures opposées 3a3
Constructions des lignes d'ombre propre sur les sur/aces de révolution. — Surface de révolution considérée comme enveloppe de cônes de révolu-
Lion. — Surface de révolution considérée conime enveloppe de sphères.
— Le point lumineux est supposé dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection 343
Comtructions de la tangente en un point de la ligne d'ombre sur une sur/ace de révolution. — PremîÉce conslrueiion au moyen de l'indieatrice,
— Deuxième construction au moyen d'une surface du second ordre osculatvice et de révolution. — Supplément 34g
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (fin).
Dérmition^. — Le dcplacement infiniment petit ic plus général d'une figure de grandeur invariable est hélicoïdal. — Propriétés relatives au déplacement infiniment petit. ^ Supplément Zh-)
APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE
Hélîcoïiie dôveloppable.— HéUcoîde réglé, — Plan tangent. — Développable asymptote. — Construction du point où uo plan mené par une génératrice touche l'hélicoïde. — Courbe de contact de l'hélicoïde et d'un cylindre circonscrit. — Courbe d'ombre. — Paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoïde réglé 363
Surface de vis à filet triangulaire. — Construction d'une génératrice. — Trace sur un plan horizontal. — Plan tangent, — Contour apparent. — Dessin d'une vis k filet triangulaire. — Courbe d'ombre. — Asymptote de l'indicatrice. — Hyperboloïde osculateur, — Tangente à la courbe d'ombre.
— Formes diverses de la projection de la courbe d'ombre. — Construction des points de la courbe d'ombre situés sur une hélice donnée. — Construction des points de ia courbe de contour apparent situés sur l'hélice directrice, — Supplément 3^3
Surlace de via â filet C8irré. — Plan tangent. — Asymptote de l'indicatrice.
— Paraboloïde osculateur. — Lignes de courbure, — Rayons de courbure principaux, — La surface de vis i. filet carré considérée comme une normalie. — Courbe d'ombre. — Points limites sur la courbe d'ombre. — Dessin d'une vis à filet carré. — Supplément Sgo
SURFACES DÉTELOPPABLES.
Générations, — Surface d'ombre ou de pénombre dans le cas d'une surface lumineuse. — Surface développable circonserito à deux coniques. — Surface d'ombre d'una ellipse éclairée par un cercle. — Surface d'égale pente : définition et remarques. — Surface d'égale pente lorsque la directrice est une ellipse horizontale. — Sections planes. — Plan tangent mené d'un point donné. — Plan tangent parallèle à une droite donnée I\oo
SURFACES GAUCHES
Générations. — Paraboloïde hyperbolique, — Plan tangent. — Représentation. — Perspective cavalière d'une portion de paraboloïde. — Surface gauche définie par deux courbes directrices et un plan directeur, — Colloïde droit circonscrit s une sphère, — Plan tangent au conoïde en un
point. — Plan ungent au canolde parallèle h un plan donné. — Génératrices singulières du conolde. — Conoïde de Pliicker. — Surface gaucKe définie par deux courbes directrices et un cûne directeur. — Cas particulier oit le cône directeur est de révolution. — Surface gauche définie par trois courbes directrices. — Biais passé gauche. — Cûne directeur, -^ Plan tangent en un point : différentes solutions. — Génératrices singulières. ^ Supplément 4*'
APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE
Problèmes relatifs aux surfaces gauches. — Sur/aces réglées engendrées pendant le déplacement d'une figure de forme invariable. — riédre mobile. — Droite mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces données. — Construction de la tangente à la courbe de contact, avec l'une de ses surfaces directrices, de la surface engendrée par une droite tangente i trois surfaces directrices. — Lieu des droites liées à une figure, dont les déplacements sont assujettis A quatre conditions, et qui, à partir de leurs positions primitives, n'engendrent pas de pinceaux. — Supplément ^^î
SURFACES TOPOGRAPHIQIÏES.
Lignes de niveau. — Intersection de surfaces topographiques. — Courbes intercalaires. — Lignes d'égale pente. — Tracé des lignes d'égale pente. — Plan tangent à une surface topo graphique. — CÛne circonscrit. — Lignes de plus grande pente. — Emploi des surfaces topo graphiques pour la représentation des Tables. — Anamorphose. — Emploi de deux surfaces lopographiques qui représentent deux fonctions. — Représentation des lois naturelles 4^'^
CONTENUES DANS LES SUPPLÉMENTS AUX LEÇONS
Perpendiculaire à un plan en perspective conique 8Î
Construire les axes d'une ellipse, connaissant deux demi -diamètres conjugués, iïi
Démonstration du théorème énoncé page 177 et applications 191
Construction des centres de courbure des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane sur son plan (') 194
Er^emple de détermination du centre de courbure de la ligne décrite
par un point d'une figure mobile de grandeur variable soo
Construire le centre de courbure de la développée d'une ellipse aoi
Sur le déplacement infiniment petit d'une figure polygonale de forme
variable ao3
Sur les quadrilatères articulés ïi6
Courbes gauches et surfaces développables 349
Théorème relatif à la ligne d'intersection de deux sur/aces qui se coupent constamjneat sous le même angle aSo
Construction de la normale à la sur/ace podaire a64
Surface de l'onde ; autres définitions 264
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Définilions relatives aux dessins d'Architecture ou de Macliincs. — Définitions relatives aux ombres. — Nature de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour les surfaces les plus simples. ~ Méthodes générales pour la détermination des ombres : — méthode des plana sécants, — méthode des plans tangents, — méthode des projections obliques. — Poïots brillants.
Définitions relatives aax dessins d'Ârchitectnre ou de Macliines- — Les différentes projections ortliog-onales employées pour les dessins d'Architecture ou de Machines prennent des noms particuliers que nous allons définir.
On donne le nom à'élévation à la projection d'une façade d'un édifice sur un plan vertical parallèle aux arêtes horizontales de celte façade.
L'ensemble de la section faite par un plan horizontal, situé aune certaine hauteur au-dessus du sol d'un étage d'un édifice, et de la
projection sur ce plan des objets placés au-dessous de lui pnrle le nom de plan. Pour J'iûdication complète de la disposition in Lérieiire de l'édifice, on fait autant de plans qu'il y a d'élages.
La section par un plan vertical, mené perpendiculairement à la direction des grandes arêtes horizontales d'une des façades, est appelée coupe. On distingue les coupes longitudinales el les coupes transversales, et l'on a soin, comme pour )e/)/ffn, de projeter sur le plan sécant les objets placés derrière ce plan relativement au spectateur.
Lorsqu'il s'agit du dessin des Machines, on a encore des éléva^ lions et un plan, mais le plan est une projection horizontale de l'ensemble de la machine; le plan sur lequel on projette n'est pas un plan sécant. Les plans, les élévations et les coupes portent le nom àe figures géométrales.
Si l'on veut compléter le tracé linéaire de manière à le transformer en une figure faisant image, on ajoute des teintes et des ombres. Il est évident que, si une circonférence de cercle est tracée sur le dessin d'une élévation, on ne sait pas ce que représente cette figure; mais, si l'on j ajoute des ombres et des teintes, on peut parfaitement montrer s'il s'agit d'une demi-sphère en relief ou d'\ine demi-sphère en crens.
Définitions relatives aux ombres. — Occupons-nous des ombres dans la méthode des projections orthogonales, en supposant que le corps lumineux est réduit k un point.
Lorsque les rayons lumineux sont parallèles, on suppose que leur direction est celle de la diagonale d'un cube dont une face est parallèle au plan vertical de projection et une autre face parallèle an plan horizontal de projection. Le cube, placé comme noiis venons de l'indiquer, est représenté {fig- i) en projection verticale el en projection horizontale par deux carrés égaux entre eux. La projection d'une diagonale du cube est, sur chacun des plans de projection, une diagonale de ces carrés. On voit alors que les projections d'un rayon lumineux sont des droites faisant un angle de 45" avec la direction de la ligne de terre (').
(') Je rappdie que
Donnons maintenant quelques définitions relatives aux ombres.
Un corps de dimensions finies reçoit des rayons lumineux; il est éclairé par ces rayons et les intercepte; les différents points situés dans le prolongement de ces rayons ne sont pas éclairés et sont dits dans l'ombre. Les rayons qui son t ainsi interceptés par le corps sont renfermés dans une suite de rayons dont nous allons'examiner la situation.
Pour cela, prenons en particulier un rayon lumineux. Supposons qu'il traverse le corps; il y a un point d'entrée et un point de sortie. Transportons ce rayon lumineux de façon que le point d'entrée et le point de sortie se confondent. Ce rayon particulier, sur lequel
il y a maintenant deux points confondus, est tangent k la surface qui limite le corps ; s'il s'appuie sur la ligne d'intersection de deux surfaces, on peut aussi le considérer comme étant «ne tangente.
L'ensemble des rayons qu'on peut obtenir ainsi, et sur chacim desquels il y a deux points confondus, constitue ce que l'on appelle le cône d'ombre ou le cylindre d'ombre, et le lieu des points qu'on obtient en considérant sur chacun de ces rayons le point qui représente la réunion des deux points dont nous venons de parler est la ligne de séparation d'ombre et de lumière, qu'on appelle e ligne d' ombre propre.
sons de l'objet à représenter et que le piiin vcr:ii:al est éloigné au delà (le Cet objet par rapport aa spectatetir.
La situation des pians de projection n'étant pas fixée, leur intersection, e'eslà-dire la ligne de terre, est indéterminée.
Je ne trace pas cette droite sur les épures, mais sa direction est connue, puisqu'elle est perpeadieulaire à la droite qui joiii' point de l'espace. Noos parlerons de la directit cette droilfi était tracée.
SI l'on prolonge les rayons lumineux qui forinenL le cône d'ombre, leurs traces sur une nouvelle surface déterminent une ligne à laquelle on donne le nom de ligne d'ombre portée.
Prenons une siirface et imaginons d'un point lumineux s {Jlg- 2) des rayons tangents à cette surface; nous avons pour chacun de ces rayons lumineux un point de contact; en réunissant ces points de contact a, b, c, nous obtenons la ligne d'ombre propre. Au point a, par exemple, le plan tangent au cône d'ombre est le plan déterminé par la générati'ice sa et par la tangente en a à la ligne d'ombre propre. Mais ces deux droites sont tangentes à la surface éclairée; par conséquent, le plan tangent en a au cône est le plan tangent en a à la surface. Nous voyons donc qu'aux différents points de !a ligne d'ombre propre le cône et la surface ont les mêmes plans tan-
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gents. On dil alors que le cône d'ombre est circonscrit à la surface qui limite le corps éclairé.
Il est important de remarquer que le cône d'ombre est formé, en général, de surfaces différentes, et que la ligne de séparation d'ombre et de lumière n'est pas une ligne continue.
Prenons, par exemple, une surface polyédrale, c'est-à-dire terminée par des plans ; nous allons voir bien nettement que, lorsqu'on suit la ligne d'ombre propre, on est obligé de quitter une ligne pour passer à une autre qui ne rencontre pas celle-ci.
Soient deux murs verticaux se coupant à angle di-oit {fig- 3). Plaçons l'un de ces murs parallèlement au plan vertical de projection, et supposons qu'il y a, formant moulure, un bandeau en pierre. Prenons les rayons lumineux dirigés comme il a été dit précédemment et cherchons l'ombre portée par l'ensemble des deux murs et du bandeau sur le pian horizontal (H').
S'il n'y avait pas de bandeau, l'ombre portée serait limitée à
l'ombre portée par la verticale projetée au point a. Cherclions l'ombre portée par le bandeau. L'ombre portée par le segment vertical 6V est b\C\\ la perpendiculaire au plan vertical qui se projette en V a pour ombre portée la perpendiculaire à la ligne de terre qui passe par le point t, ; cette droite rencontre la ligne d'ombre portée par la verticale a en im point m, ; le rayon lumineux qui a pour trace »î, est projeté verticalement suivant m'b' : il rencontre à la fois l'arête d'intersection des deux murs et la perpendiculaire au plan vertical menée par le point h' . De même, si nous prenons l'ombre de l'horizontale parallèle au plan vertical de projection qui passe par c', nous obtenons la parallèle à la ligne de terre menée à partir du point c, ; cette droite rencontre la ligne nm, en un point »,, qui est sur (H') la trace d'un
rayon qui rencontre au point/7' l'arête verticale du mur et au point «' l'horizontale qui passe par le point c'.
Nous pouvons maintenant suivre la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Si noiis partons du point le plus haut de l'arêle d'intersection des deux murs, nous avons la portion de cette ligne qui vient se terminer au point rti' et qui porte son ombre sur le plan horizontal (H').
Au-dessous de m', le mur est bien éclairé, mais l'ombre n'est pas portée sur le plan (H') ; elle est portée sur le plan horizontal qui termine le bandeau à sa partie supérieure.
Arrivé en m', le rayon lumineux rencontre la perpendiculaire au plan vertical projeté en h'; à partir de ce point de rencontre, qui est projeté horizontalement au point d^ la ligne de séparation
d'ombre eL de lumière est le segm.ent compris entre ce point d et le point b. Le rayon lumineux continuant à se déplacer s'appuie le long de la verticale h'd et vient se retourner sur l'horizontale c'n' . A partir de là, il y a ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la mouinre et ombre portée sur le mur. Enfin, sur l'arête du mur, c'est à partir du point^ï' que nous devons continuer la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Cet exemple montre bien comment, lorsqu'un corps est terminé par un ensemble de surfaces, il importe de suivre la ligne de séparation d'ombre et de lumière et de bien voir comment on délimite le conloiir de l'ombre portée.
A l'occasion de cet exemple, faisons quelques remarques.
En projection horizontale l'ombre portée par une verticale est toujours iine ligne parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux, quelle que soit la surface sur laquelle se trouve l'ombre portée. Ainsi, dans l'exemple précédent, l'arête verticale a porte son ombre sur le plan supérieur de la moulure, puis sur le plan (H'), et, en projection horizontale, on aune seule et même ligne qui se continue.
Remarquons également qu'un plan mené parallèlement au rayon lumineux a pour trace, sur une surface quelconque, une ligne qui est l'ombre portée d'une ligne quelconque tracée sur ce plan. Nous ferons bientôt usage de celte remarque.
Hature de la ligne de séparation d'ombra et de lumière pour les surfaces les plus simples. ~ Si le corps est terminé par des plans, la ligne de séparation d'ombre et de lumière se compose d'une suite de droites, comme nous venons de le voir, et, au lieu d'un cône d'ombre, on a une pyramide d'ombre.
Si le corps est terminé par une surface cylindrique ou par une surface conique, la ligne de séparation d'ombre et de lumière se compose de génératrices de ces surfaces, et le cône d'ombre se compose de plusieurs plans.
S'il s'agit d'une sphère, la ligne de séparation d'ombre et de lumière, dans le cas d'un point lumineux, est un petit cercle, et le cône d'ombre est un cône de révolution.
Examinons le cas où la surface qui limite le corps est une surface du second degré. Considérons une surface à centre, le corps
lumineux étant réduit à un point, et démontrons que la ligne d'ombre propre est une ligne plane dont le plan, est conjugué du diamètre qui passe par le point lumineux.
Par le point lumineux s et te centre o de la surface, menons un plan sécant; il coupe la surface suivant une conique acb {fig- 4)- Nous obtenons deux points de ia ligne d'ombre propre en prenant les points de contact a, b des tangentes à cette courbe issues du point lumineux s. Menons la corde a&, et joignons le point s au point 0 par une droite qui rencontre la courbe au point c et la corde au point d. Nous savons que l'on a toujours odxos^^oc , et que la corde ab est parallèle à la tangente et à la courbe. Nous pouvons conclure de là que, quel que soit le plan sécant mené par la droite os, le point d est toujours le même. Quel que soit le plan sécant, nous avons donc à mener à partir du point d une parallèle
Fig. 4.
à une tangente en c pour obtenir une corde de contact telle que ab. Toutes les tangentes en c appartiennent au plan tangent en ce point à la surface du deuxième degré, et l'ensemble des parallèles à ce plan menées à partir du même point d constitue le plan de la courbe d'ombre. Nous voyons, en outre, que ce plan est conjugué de la direction os, puisqu'il est parallèle au plan tangent en c.
Lorsque le point s est à l'iniini, le plan de la courbe d'ombre passe par le centre ; et, si la surface du deuxième degré est dépourvue de centre, le plan de la courbe d'ombre est parallèle à l'axe.
Méthodes générales pour la détermination des ombres. — Après avoir indiqué la nature des lignes d'ombre lorsque les surfaces considérées sont des surfaces cjllndrlques, coniques, sphériqucs ou du second ordre, noiis allons parler des procédés généraux employés lorsqu'il s'agit de surfaces quelconques.
Les procédés que nous allons exposer sont toujours les mêmes, que! qoe soit le mode de représentation ; les tracés seuls diffèrent.
Méthode des plans sécants. — On distingue d'aboi'd ce qu'on appelle la méthode des plans sécants. Par le point lumineux on mène des plans qui coupent, suivant certaines lignes, la surface qui limite le corps éclairé; dans chacun de ces plans on mène par le point lumineuxdes tangentes à ces lignes; les points de contact qu'on détermine ainsi peuvent appartenir à la ligne d'ombre. Je dis qu'ils jne«ce/iï appartenir, parce que nous allons voir qu'il y a lieu de choisir parmi les points de contact ceux qui forment la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par la rotation du contour abc [fig. 5) autour de la droite st; l'intérieur du corps est entre le contour et l'axe, et le point lumineux est placé en s sur l'axe. Quel que soit le plan mené par le point s et par l'axe de révolution, nous avons toujours comme intersection une ligne méridienne. Nous devons, d'après ce qui a été
dit, mener des tangentes à celte courbe de section : nous obtenons ainsi les points de contact a, 6, t Si nous prenons les points analogues situés dans tous les plans méridiens, le lieu des points a est la circonférence qui se projette suivant la perpendiculaire à l'axe menée par le point a; de même pour le point b et pour le point c. 11 résulte de la disposition des points a, b, c que la partie éclairée est en avant du parallèle qui contient le point a, et que tout le reste de la surface est dans l'ombre; par conséquent, les circonférences qui contiennent les points b cl tes points c n'appartiennent pas à la ligne de séparation d'ombre et de lumière.
Si la tangente en a rencontrait le contour abc, on aurait sur le corps éclairé une circonférence qui serait l'ombre portée par le parallèle qui contient a.
Lorsque les rayons sont parallèles entre eux, on mène les plans sécants parallèlement à ces rayons lumineux; c'est ainsi qu'on pro-
cède dans le dessin d'Architecture. Si, par exemple, on vent déterminer les lignes d'ombre propre et d'ombre portée qui sonl relatives à lin chapiteau de colonne, on emploie des plans verticaux, parallèles aux rayons lumineux.
Nous allons représenter un chapiteau de colonne et indiquer sommairement comment on opère, dans ce cas, pour déterminer les lignes d'ombre propre et d'ombre portée.
Supposons le chapiteau représenté {fig. 6) par sa projection verticale, et par sa projection horizontale (sur la figure nous n'indiquons pas cette dernière projection); coupons ce chapiteau par un plan vertical parallèle au rayon lumineux ; à l'aide des deux projections, nous déterminons les lignes d'intersection de ce plan sécant avec les différentes surfaces qui llmllent le chapiteau.
Nous obtenons ainsi un contour t, 2,3, ....Parles sommets saillants de ce contour menons des parallèles au rayon lumineux, La parallèle au rayon lumineux menée du point i rencontre le contour au point i'; par ce point passe une ligne d'ombre portée.
Comme nous connaissons la nature de la moulure, nous pouvons tout de suite mener par l' la parallèle à l'arêle de la moidure qui contient i , pour obtenir la ligne d'ombre portée.
Par le sommet saillant 2 menons une parallèle au rayon lumineux; cette ligne rencontre le contour en un certain point 2', qui appartient à la ligne d'ombre portée. Nous menons ensuite une tangente parallèle au rayon lumineux; elle rencontre le contour au point 3', qui est l'ombre portée du point de contact 3 ; ce point de contact appartient à la ligne d'ombre propre.
Sur la moulure appelée quart de rond, il y a à déterminer, au
moyen d'un certain nombre de plans sécants, les différents points de la ligne d'ombre portée, tels que 2', ei les points de la ligne d'ombre propre, tels que 3.
On continue de la même manière pour achever la détermination des ombres sur le chapiteau.
Métliode des plans tangents. — Nous ne ferons que citer la méthode des plans tangents, qui sera développée plus tard.
Méthode des projections obliques. — Nous passons à la méthode connrie sous le nom de méthode des projections obliques. Précédemment, à l'occasion de l'ombre portée par deux murs, nous avons, sans nommer cette méthode, fait usage du principe sur lequel elle repose. Nous allons maintenant exposer ce principe.
Fin. 7.
Soient deux lignes A etB {Jtg. 7). Nous voulons déterminer le point de la ligne A qui porte son ombre sur la ligne B, et cette ombre elle-même sur la ligneB.
Pour cela nous faisons usage d'un plan auxiliaire (P), et nous déterminons les ombres portées sur ce plan par les lignes A et B, qu'on peut appeler les projections obliques de A et de B, Nous obtenons une ligne A| et une ligne B). Il est clair que le point de rencontre m, de ces deux lignes est la trace sur le plan (P) d'un rayon lumineux qui rencontre les lignes A et B. Le point m où ce rayon rencontre la ligne A est le point qui porte ombre, et le point où il rencontre la ligne B est l'ombre portée sur cette ligne.
Ainsi le principe bien simple qui conduit, comme on le voit, à déterminer l'ombre portée d'une ligne sur une autre se réduit à ceci : On prend les projections obliques des deux lignes sur un même plan, et les points de rencontre de ces projections sont les traces des projetantes qui rencontrent à la jois les deux lignes dont on s'occupe.
Remarque. — Si l'on considère un point p de la ligne A et la projection oblique p, de ce point sur le plan ( P), la tangente en p à la ligne A se projette obliquement suivant la tangente en pf à la ligne A|, puisque cette droite est la trace sur le plan (P) du plan tangent le long de pp, au cylindre projetant de A. (Nous examinerons plus loin le cas oii la projetante est tangente à A.)
Prenons pour exemple la surface de révolution engendrée par le contour a'c'd' tournant autour de la verticale o {fig- 8) : nous
avons, pour projection horizontale, des circonférences concentriques (qui ne sont pas tracées sur la flgure).
Cherchons l'ombre portée par le parallèle a' h' sur la surface de révolution engendrée par c'd'. Pour cela on prend l'ombre portée par a'b' sur différents parallèles de cette surface de révolution, en appliquant ce que nous venons de dire. Pour effectuer les constructions, nous cherchons les ombres portées par ces différents parallèles, sur le plan horizontal (H'). Comme les plans de ces circonférences sont parallèles au plan (H'), leurs ombres portées sont des circonférence'* qui leur sont respectivement égales. La trace
sur (H') de la parallèle au rajon luminciix menée par le centre de db' est le centre de l'ombre portée par ce parallèle. De ce point comme centre, avec un rayon égal au rajon de la circonférence fl'f, nous n'avons qu'à décrire une circonférence, et nous avons l'ombre portée par a'b' sur le plan horizontal (H'). De même pour les parallèles de la surface de révolution. En prenant les points de rencontre de l'ombre portée par céb' avec les ombres portées par ces différents parallèles ei relevant ces points comme nous venons de le dire, nous déterminons autant de points que nous voulons de la courbe d'ombre portée par a'b' sur la surface c'd'', en réunissant tous ces points, nous obtenons cette courbe d'ombre portée.
Le procédé qui vient de servir à tracer la ligne d'ombre portée conduit aussi à la détermination de la ligne d'ombre propre.
Supposons cette ligne connue, et prenons un parallèle qui la rencontre en im point m'. En ce point m', le plan tangent à la surface de révolution est parallèle au rayon lumineiis, et, d'après une remarque précédente, la trace de ce plan sur le plan (H') est l'ombre portée par toutes les Ugnes contenues dans ce plan; en particulier, c'est l'ombre portée par la tangente en m' au parallèle et par la tangente en m' à la courbe d'ombre propre.
Puisque les ombres portées par ces deux courbes sont tangentes à une même droite en un même point, il en résulte que ces deux courbes ont pour ombres portées des lignes tangentes entre elles.
Il suffit donc de chercher les ombres portées par les différents parallèles sur le plan horizontal (H'); on obtient une suite de circonférences dont les centres sont sur la parallèle menée du point o à la projection horizontale du rayon lumineux. Dès lors, on n'a qu'à tracer une courbe tangente à toutes ces circonférences pour avoir la ligne d'ombre portée; chacun des points de contact avec ces circonférences, étant relevé par une parallèle au rayon lumineux, détermine sur les parallèles eiix-mèmes des points tels que m' . Plus tard, quand nous aurons parlé des courbes enveloppes, nous verrons qu'on peut dire que la ligne d'ombre portée est ici Venveloppe des ombres portées par les parallèles de la surface de révolution.
Nous venons de chercher l'ombre portée sur un plan bori/onta! ; mais, dans la méthode des projections obliques, le plan auxiliaire
n'esl pas nécessairement ua plan horizontal. Cherchons, par exemple, le point n' de la courbe d'ombre portée situé sur la ligne méridienne. Ce point est l'omLre portée par un certain point de a' b' ; nous avons donc à chercher l'ombre d'une ligne a' b' sur une ligne C^ d' située dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. Pour déterminer ce point, nous n'avons qu'à prendre l'ombre portée par al b' sur ce plan vertical; c'est une ellipse qui rencontre t/c/' au point cherché /*'. Puisque le point n' est sur la ligne de contour apparent de la surface de révolution, la courbe d'ombre portée est tangente en ce point à la ligne c' d'.
On démontre aisément qu'au point de rencontre p' de la courbe d'ombre propre et de la courbe d'ombre portée la tangente à la courbe d'ombre portée est le rayon lumineux lui-même.
Nous avons parlé de la méthode des projections obliques dans le cas où les projetantes sont parallèles à une même direction ; tout ce que nous avons dit s'applique au cas d'une projection conique, c'est-à-dire lorsque les rayons lumineux partent d'un même point.
Points brillants. ■— Terminons ce qui est relatif aux ombres en définissant les points brillants.
Lorsqu'on applique le lavis à un dessin, il y a certaines parties des surfaces éclairées qu'on laisse sans teintes et qui entourent ce qu'on appelle les points brillants. Considérons une surface polie et réfléchissante représentée sur le plan vertical de projection, et supposons qu'il existe un rayon lumineux qui soit réfléchi par cette surface, de façon que ce rayon soit renvoyé dans la direction des projetantes. Comme il s'agit ici du plan vertical de projection, et que les projetantes sont des perpendiculaires à ce plan, il y a alors un rayon lumineux qui est renvoyé de façon que dans le pian normal, au point où ce ravon rencontre la surface (l'angle d'incidence étant égal à l'angle de réflexion), le rayon soit réfléchi perpendiculairement au pian vertical. Le point où ce rayon rencontre la surface est un point brillant.
Appelons R la direction des rayons lumineux, P la direction d'une perpendiculaire au plan vertical de projection. Nous connaissons l'angle (P, R), et, en prenant la bissectrice de cet angle, nous avons la direction de la normale N au point brillant. Un point brillant est donc un point pour lequel la normale est pa-
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railèle à celte direction, ou encore, c'est un point oii le plan langent à la surface éclairée esl paralicle à un plan perpendiculaire àN.
Ainsi, chercher nn poinl brillant, c'est chercKer le point de contact de la surface qui limite le corps avec un plan tangent qui est parallèle à une direction connue.
Au lieu d'un point brillant, on peut avoir une suite de points brlïlants formant une ligne brillante; c'est ce qui arrive, par exemple, pour les surfaces cylindriques et les surfaces coniques.
Voilà ce qui est relatif aux ombres et aux procédés gén. applicables dans tous les modes de représentation.
Nous avons donné quelques exemples, mais il est facile d'en trouver d'autres. Ainsi, par la méthode des projections obliques, on peut chercher l'ombre d'un segment de droite sur un tétraèdre, en déterminant l'ombre de la droite sur les différentes arêtes du tétraèdre. On peut encore chercher l'ombre d'une droite sur une surface conique en prenant l'ombre de la droite sur un certain nombre de génératrices de cette surface; l'ombre d'un cône sur un autre cône, ce qui revient à prendre les intersections de ce dernier cAne et des plans d'ombre du premier.
Ce n'est qu'à la condition de s'exercer sur un grand nombre d'exemples qu'on peut arriver à traiter facilement les problèmes concernant les ombres.
PROJECTIONS COTÉES
Mcthridc des projecLioiis cottes Plan ungeot
Méthode des projections cotées. — Lorsque l'étendue horizontale de l'objet à représenter est d'une dimension beaucoup pins grande f[iie ia hauteur des difTérenls points de cet objet, on a sur le plan vertical de projection des points très rapprochés les nns des autres. La lecture de cette projection verticale serait difficile, on ne l'emploie pas ; on fait usage de la seule projection horizontale dont les différents points sont accompagnés de nombres indiquant leurs hauteurs au-dessus d'un plan horizontal qu'on appelle plan- dp. comparaison. On a ainsi une projection cotée.
On a recours à la méthode des projections cotées pour la représentation des Fortifications; on l'emploie aussi en Topographie et en Hydrographie. Dans le dessin des Fortifications, le plan de comparaison est au-dessous de tous les points de l'ensemble à représenter; dans ce cas, les hauteursdes points sont des altitude.'! . D'une façon générale, le nombre que l'on place près de la projection d'un point porte le nom de cote.
ProMèmes relatifs à la ligne droite et au plan. — BpprésentatLon d'une ligne droite. — Une ligne droite est représentée par sa projection et la cote de deux de ses points.
Soii{yîjg'. 9) la droite dô, qui est la projection sur le plan de comparaison d'une droite de l'espace. La hauteur du point a est indiquée auprès de la projection de ce point; de même pour le point b. On doit ajouter, en outre, l'échelle du dessin i l'aide de laquelle on peut mesurer les hauteurs marquées près des projections des points de la figure.
Graduer une droite. — Nous allons résoudre par !a méthode des projections cotées un certain nombre de problèmes élémentaires. Pour cela nous avons besoin de montrer comment on prépare, pour ainsi dire, l'emploi d'une droite. Lorsqu'une droite doit intervenir dans la solution d'nn problème, on indique sur cette droite, afin d'en faire usage plus facilement, les points dont les cotes sont marquées par des nombres entiers. C'est ce que l'on appelle graduer une droite. Les points ainsi déterminés portent le nom de points à cotes rondes.
Si, par exemple, nous voulons trouver le point c, dont la cote est 3, nous n'avons qu'à établir cette proportion : la distance ac ou X est à la différence de cote entre le point coté 3 et le point
coté a,3S, c'est-à-dire 0,75, comme la longueur ab est à la différence de cote entre 6,^5 et 2,2j, c'est-à-dire 4/io :
Nous connaissons la longueur ai. mesurée à l'échelle du dessin ; au moyen de celte proportion, nous déterminons un certain nombre X qui correspond à une longueur mesurée à l'aide de l'échelle du dessin, et nous obtenons le point c en portant cette longueur à partir du point a.
Nous pouvons de même déterminer le point </, pour lequel !a cote est 4; parla proportion
cd on X _ ab_^
Cette longueur cf/, qui est, sur la projection de la droite, la distance de deux points dont la cote diffère de l'unité, est ce qu'on appelle V intérim aile .
L'intervalle étant déterminé, nous pourrions porter cet intervalle successivement sur la droite et nous aurions les points à cotes rondes. Mais, lorsqu'il s'agit d'un tracé graphique, il ne suffit pas de trouver le mojen théorique qui conduit à la solution du pro-
blême : il faut encore chercher parmi les constructions celle qui donne le résultat le plus exact.
Dans la praticjne, on opère ainsi : on détermine le point à cote ronde le plus voisin de chacune des extrémités de la droite; près du point a, par exemple, on cherche le point cote 3, et près du point b le point coté 6; il ne reste plus alors qu'à partager la distance comprise entre le point coté 3 et le point coté 6 en trois parties égales, ce qui donne les points cotés 4 et 5. De cette façon, la droite se trouve graduée.
Le procédé dont nous venons de faire usage pour graduer la droite est celui que l'on désigne sous le nom de procédé arithmétique. 11 en existe un autre que l'on désigne sons le nom de procédé gra~ pkique.
Considérons {fig- lo) le plan vertical qui projette la droite: il
Fig. ir.
se projette tout entier suivant la droite ab. Supposons que, dans ce plan, oa mène une horizontale par le point a : c'est l'horizontale qui a la même cote que le point a, c'est-à-dire l'horizontale 2,35. Faisons tourner ce plan vertical autour de cette horizontale 3,^5 pour l'amener à être parallèle au plan de comparaison; après le mouvement de rotation, le point qui se projetait en h vient se projeter au point è, , tel que la distance 66, égale la différence de cote entre le point b et le point a, soit 4i5o mesurés à l'échelle du dessin. On joint alors le point a au point b\ ; puis on ramène sur cette ligne abi , au moyen de parallèles à ab, les points à cotes rondes rahatlus sur bb, ; ces droites rencontrent ab, en des points qu'on projette sur ab, et l'on aies points à cotes rondes sur la droite ab.
La hauteur du point b au-dessus du point a étant mesurée par un segment d'une dimension petite relativement à la longueur de ab, les droites parallèles à ab rencontrent la ligne ab, sous des angles très aigiis. Le point de rencontre graphique de deux lignes qui se coupent ainsi sous un angle aigu n'est pas suffisamment défini, et
c<! procédé graphique présenle alors l'inconvénient de ne pas donner la graduation de la droite avec assez d'exactitude.
Voici encore comment on peut opérer graphiquement. Du point a on mène une droite auxiliaire. Sur cette droite et à l'aide d'une échelle divisée, un double décimètre par exemple, on porte à partir du point a des segments proportionnels aux segments à déterminer sur ah. Ces segments ont ici pour longueurs : ^'"",5, lo""", lo""", 10'".'°, 7""", 5. On joint au point b l'extrémité du dernier segment ainsi obtenu, et l'on mène des parallèles à cette droite par les différents points marqués sur la droite auxiliaire. Ces parallèles coupent ah aux points à cotes rondes demandés. Au point de vue graphique, on doit choisir la direction de la droite auxiliaire et l'unité de mesure des segments portés sur celle droite pour que les parallèles employés coupent la droite ah sous un angle convenable.
Au moyen d'une proportion analogue à celle dont nous avons fait usage précédemment, on résout les problèmes suivants :
Trouver la cote d'un point donné sur une droite. Trouver sur une droite la projection d'un point dont la cote est donnée.
Ces deux problèmes se résolvent appro^iinatlvemcnl quand la droite donnée est graduée.
Distance de deux points. — ha distance entre les points « et />, donnés par leurs projections cotées, esl ah,, déterminée comme on vient de le voir; on l'obtient facilement aussi par le calcul.
On appelle pente d'une ligne droite la tangente de l'angle que cette droite fait avec le plan de comparaison. Dans l'exemple précédent, la pente est — — r— ^ — ou encore --^, ed étant l'intervalle.
Si nous désignons l'intervalle par i et la pente par p, nous voyons que p X j'= i . On exprime ce résultat en disant que la pente et l'intervalle sont réciproques.
A l'aide d'une proportion analogue à celle précédemment employée, on résout encore le problème suivant ;
Graduer une droite dont on connaît la projection, laprojeclion cotée d'un de ses points, In penie, et le sens dans lequel on
doit marcher sur la droite pour se. rapprocher du plan dp. coinpar ai son.
Par un point donné, mener une parallèle à une droite donnée. — Soit nn point coté 8 : on demande de mener par ce point une parallèle à la droite ab, qui est donnée par sa projection colée.
Il suffît de mener par le point 8 une parallèle à la ligne «6; on a ainsi la projection de la droite demandée. A partir du point coté S on porte des segments égaux à l'inlervalle de la ligne ab, et l'on obtient les points à cotes rondes sur la ligne demandée. Il faut coter ces points de façon que celte ligne se rapproche du plan de comparaison comme la droite donnée.
lieprésentation d'un plan. — On représente un plan à l'aide d'une de ses lignes de plus grande pente dont on donne la projection cotée. A côté du trait qui représente la projection de cette ligne de plus grande pente on ajoute un trait paraUèle et d'égale force : on obtient ainsi ce que l'on appelle Véchelle de pente du plan. Cette échelle permet de tracer une lioriaontale quelconque du plan ; en la donnant, on évite donc de faire le tracé des horizontales du plan.
Lorsqu'un plan fait partie d'une construction, on l'indique simplement par son éclielle de pente; mais, si c'est un plan existant, on indique en outre le contour de la portion plane qu'on veut représenter.
Un point d' un plan donné est connu par sa projection : trouver sa cote. — Pour cela, par le point donné on mène une perpendiculaire à l'échelle de pente du plan, c'est-à-dire une horizontale de ce plan. Tous les points de cette droite ayant la même cote, on n'a qu'à prendre la cote du point de l'échelle de pente située sur cette horizontale pour avoir la cote du point donné,
Par trois points donnés faire passer un plan. — Soient {fig. Il) le point a coté a, 25, le point b coté 4, 5o et le point c coté 6, 70. Joignons par une droite le point a, qui est le plus rapproché du plan de comparaison, au point c, qui en est le plus éloigné; puis cherchons entre le point a et le point c le point qui a la même cote (4i5o) que le point b\ enjoignant ce point au point b, nous avons l'horizontale du plan demandé. Nous pouvons alors tracer l'écbellc de penlc de ce plan, perpendiculairement à cctie horizon-
laie, el rapporter sur cetle échelle de pente, au moyen de parallèles à cette horizontale, les points à cotes rondes de la droite ac.
Reconnaître si deux droites données sont dans le même plan. — Il suffit, pour cela, d'examiner si le point d'intersection des projections de ces droites a la même cote sur chacune des droites, ou encore si, en joignant les points àmème cote sur les deux droites, on obtient des droites parallèles entre elles. ■
Trouver l'intersection de deux plans donnés par leurs échelles de pente. — On prend des horizontales à même cote de chacun des plans, par exemple (yi^. i a) les horizontales 3; ces lignes se coupent
en un point a qui est coté 3. De même, l'horizontale 5 de l'un des plans est rencontrée par l'horizontale 5 de l'autre plan au point b qui est coté 5. La droite ab est la projection de la ligne d'intersection des deux plans.
Construire l'intersection d'une droite et d'un plan. — Le plan est donné par son échelle de pente, et la droite par sa projection cotée.
Par la droite menons un plan auxiliaire que nous indiquons par deux de ses horizontales. Par le point 3 de la droite donnée {Jig- i3) traçons une certaine droite que nous prenons pour une horizontale du plan auxiliaire, et par le point (3 menons une droite parallèle à cetle horizontale. L'horizontale 3 du plan auxiliaire
rencontre l'horizontale 3 du plan donné cnun cerLain point; l'horizontale 6 du plan auxiliaire rencontre l'horizontale 6 du plan donné en un autre point. En joignant ces deux points, nous avons la ligne d'intersection du plan donné et du plan auxiliaire mené par la droite; cette ligne rencontre la droite donnée en un point m, qui est le point demandé.
Par un point donné mener un plan parallèle à un plan donné. — Le plan est donné par son échelle de pente; il suffit alors, par le point donné, de mener une parallèle à cette droite, et l'on a l'échelle de pente du plan demandé.
La pente d'un plan est la pente de son échelle de pente.
Par une droitedonnée construire un planayant une pente donnée. — Soit (/îg. i4) 1^ droite ab cotée 4 au point a et lo au point b. Par le point b nous pouvons mener une infinité de droites ayant pour pente la pente donnée ; ces droites forment un cône de révolu-
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tiondonlle sommelest ao point & et dont l'axe esl vertical. Prenons la trace de ce cône de révolution sur le plan horlzonlal qui passe parle point a et qui est coté 4- H est facile de déterminer le rayon. de la circonférence hase de ce cône : la hauteur du cône a pour longueur la différence de cote i o — 4i so'i ^ î le rayon x doit être tel que - soit la pente donnée. Nous pouvons, sur l'échelle du dessin, trouver la longueur correspondant à ce nombre x, puis décrire, du point h comme centre avec cette longueur pour rayon, une circonférence, et, en menant du pointades tangentes à cette circonférence, nous avons les horizontales 4 des deux plans qui répondent à la question.
Au moyen d'un cône de révolution, on résout également le problème suivant :
Par un point donné dans un plan, mener sur ce plan une droite ayant une pente donnée.
Mener une droite perpendiculaire à un plan. — Le plan est
donné par son échelle de pente i^fig. i5) et c'est du point a que nous voulons lui mener une perpendiculaire.
La perpendiculaire au plan, étant perpendiculaire aux horizontales de ce plan, se projette suivant la droite ah menée parallèlement à l'échelle de pente.
Pour graduer ai, faisons tourner le plan projetant de cette droite autour de son horizontale G, de manière à l'amener à être horizontale; après celte rotation, le point «vient en a, sur la perpendiculaire aa\ à ab, à une dislance aa^ égale à trois unités de l'échelle du dessin, et la droite d'intersection du plan projetant de la perpendiculaire et du plan donné "se projette en a, h. La perpendiculaire au plan est alors projetée suivant la droite «(«(, qui fait un
angle droit avec a, b. Prolongeons l'horizontale 8 jusqu'en /,. Ce point est la projection du rabattement d'un point coté 8 et la parallèle lim^n, à ba est la projection du rabatlemenl de l'horizontale S du plan projetant de la perpendiculaire demandée. Par suite, le point n de cette perpendiculaire est coté 8.
L'intervalle sur la perpendiculaire an plan est alors an.
Dans le triangle rectangle /,«,«!, la hauteur «iHI; est égale à l'unité de l'échelle du dessin ; on a alors
relation qui montre que l'intervalle pou/- la perpendiculaire est r inverse de V intervalle relatif à l'échelle de pente du plan .
11 faut remarquer que pour se rapprocherdu plan de comparaison on marche dans la direction an sur la projection de la perpendiculaire et dans la direction ab sur la projection de la perpendiculaire, c'est-à-dire en sens opposés.
Il résulte de là que l'on doit opérer de la façon suivante : on mène une parallèle à l'échelle de pente du plan donné; on mesure à l'échelle du dessin le nombre qui correspond à l'intervalle de l'échelle de pente du plan donné, on prendl'inverse de ce nombre, et l'on obtient un nouveau nombre qui donne la longueur de l'intervalle de la perpendiculaire au plan; on porte cet intervalle sur la droite que nous venons de tracer, et l'on cote les points obtenus en sens inverse de la manière dont l'échelle de pente est cotée.
On peut aussi déterminer graphiquement l'intervalle de la perpendiculaire au plan. Il suffit de construire un triangle tel que /i a, n,, dont la hauteur a, m, est égale à l'unité de l'échelle du dessin et pour lequel /) m, est égal à l'intervalle de l'échelle de pente du plan donné.
Nous avons tracé arbitrairement une perpendiculaire au plan, mais il est tout aussi facile de la faire passer par un point donné.
Lorsqu'on a résolu ce problème : Mener par un point une perpendiculaire à un plan, on peut déterminer le point où cette perpendiculaire rencontre le plan, puis, soit par le calcul, soit graphiquement, chercher la distance du point donné au plan, c'est-à-dire la longueur comprise entre le point donné et le point où le plan est rencontré par la perpendiculaire abaissée du point donné sur ce phin.
Déterminer l'angle de deux droites données par leurs projections cotées. — Si les droites ne se rencontrent pas, d'un point de l'une on mène une parallèle à l'autre; on est alors conduit à chercher l'angle de deux droites qui se coupent.
Soient (Jig- i6) les droites n&, «c; le point dest coté 8. Enjoignant les points qui ont les mêmes cotes, nous avons les horizontales du plan qnî contient ces deux droites. Traçons l'horizontale 5 ; par le point a menons un plan perpendiculaire à cette horizontale 5 ; il est représenté par la perpendiculaire abaissée du point a sur l'horizontale 5. Ce plan auxiliaire rencontre le plan des deux droites suivant une ligne ad; le point d est côté 5. Nous allons
chercher la longueur de ad, afin d'arriver, comme dans la méthode des projections orthogonales, à l'angle des deux droites.
Pour cela nous faisons tourner le plan vertical ad autour de son horizontale 3. Le point a vient se rabattre en a' à une distance aa' égale à trois unités de l'échelle du dessin ; la longueur du segment rt'cî est la longueur du segment compris entre le point a de l'espace et le point d. Si maintenant nous rabattons le plan des deux droites sur le plan horizontal coté 5, en le faisant tourner autour de son horizontale 5 qui est la droite 6c, le point a vient en a, sur la droite nt^àune distance du point (/égale à da'. Les droites sont alors rabattues suivant les lignes que l'on obtient en joignant le point a, aux points 6 et c qui sont cotés 3 sur chacune des droites et qui n'ont pas changé de position. Les droites a, h, aiC comprennent entre elles l'angle demandé.
Trouver l'angle de deux plans. — Les plans sont donnés par leurs échelles de pente.
Commençons par déterminer la droite d'intersection des deux plans, problème que nous avons résolu précédemment : ab est la projection de celte ligne d'Intersection ifig. t^).
Co\ipons les deux plans par un plan auxiliaire perpendiculaire à leur intersection. L'horizontale de ce plan esl alors dirigée perpendiculairement à la projection de «i; pour tracer l'horizontale de ce plan auxiliaire coté 3, nous n'avons donc qu'à prendre une perpendiculaire à la ligne ab. Cette horizontale cotée 3 rencontre l'horizontale cotée 3 de l'un des plans au point m et l'horizontale cotée 3 de l'autre plan au point n. Le plan auxiliaire dont nous venons de tracer l'horizontale 3 coupe le plan vertical qui projette l'intersection «è suivant une droite qui est perpendiculaire à mn et à ab. Nous allons chercher la longueur de cette perpendiculaire commune, afin de construire le triangle qui a pour hase mn, pour hauteur cette pcrpendicalaire, et dont l'angle au sommet n'est autre
que l'angle des deux plans, puisque les côtés de ce triangle sont les intersections des plans donnes avec le plan auxiliaire perpendiculaire à ab.
Pour déterminer la hauteur de ce triangle, faisons tourner le plan vertical ab autour de l'horizontale 3 de ce plan {horizontale 3 qui passe par le point a) jusqu'à ce que ce plan soil parallèle au plan de comparaison. Après la rotation, le point b de l'espace, qui est coté 6, vient en un point b, à une distance du point b égale à 6 moins 3, c'est-à-dire à trois unités de l'échelle du dessin. La droite d'intersection des deux plans est alors rabattue suivant ab,, et la hauteur du triangle dont nous venons de parler esl rabattue en cd' suivant la perpendiculaire abaissée du point c sur cette droite ab,. Si maintenant nous faisons tourner le triangle qui a pour base m/i autour de mn, de façon à l'amener à coïncider avec le plan horizonlal coté 3, le sommet de ce triangle, qui est sur la droite d'intersection des pians donnés, et dont la distance au point c est égale
à cd' , vient se rabattre au poinl d^ obtenu en prenant nn segment cdi éga] à cd' . Les points m el n n'ont pas changé de position; il suffit donc de joindre le point m et le point n au point c/, ; l'angle des deux droites md^, nd, est égal à l'angle ries deux plans qu'il fallait déterminer.
Plan tangent à un cône. — Problème d'ombre. — Au moyen des problèmes élémentaires que nous venons de résoudre, on peut traiter les questions relatives aux ombres, chercher les intersections des surfaces, mener des plans tangents aux cylindres elaux cônes, etc.
Voici un exemple :
On demande l'ombre portée par un cône sur le plan de sa base. Le cône est donné {_fig- i8) par sa projection; la base est sur un
pian donné par son échelle de pente, et le rayon lumineux est donné par sa projection R, sur laquelle sont indiqués l'intervalle et le sens dans lequel on doit marcher pour se rapprocher du plan de comparaison.
Pour résoudre le problème, nous devons mener des plans tangents au cône, parallèlement au rayon lumineux; pour cela nous allons prendre la parallèle au rayon lumineux menée par le sommet s du cône, chercher le point de rencontre de cette droite avec le plan de la base, et, par ce point, mener des tangentes à la base. Ces droites limiteront l'ombre portée du cône sur le plan de sa base.
Ainsi, par le point lo nous menons une parallèle au rayon lumincu\; il est facile de graduer cette droite en portant l'intervalle qui
est donné sur la projeclion du rayon lumineux. Mous chej'cljons maintenant en quel point celte parallèle rencontre le plan de la base : pour cela, parle point 5 nous menons une droite dirigée de façon à avoir, dans l'étendue de la feuille du dessin, le pointoti elle rencontre l'Iiorizontale du plan à même cote; par le point 7 nous traçons une parallèle à cette droite auxiliaire, et nous prenons également son point de rencontre avec l'horizontale j du plan. Nous joignons les deux points ainsi obtenus par une ligne qui détermine le point de rencontre Sf de la parallèle au rayon lumineux 5S, avec le plan de la base. Le point s, est l'ombre portée par le sommet du cône sur le plan de la base. Les tangentes menées du point S) à la base du cône limitent l'ombre portée par ce corps, et, si nous joignons le sommet s aux points de contact de ces tangentes, nous obtenons sur le cône les lignes de séparation d'ombre et de lumière.
PERSPECTIVE D'UN POINT
générales. — Perspec
Définitions et notions générales. — La perspective llncolrc a pour but de représenter sur une surface, à l'aide de lignes, une figure qui offre l'apparence d'un objet de l'espace.
Pour déterminer cette perspective, l'objet étant placé, par rapport à l'observateur, derrière la surface sur laquelle on veut faire le dessin, on imagine des rayons visuels partant de l'œil de l'observateur et aboutissant à tous les points de l'objet à représenter. Sur cette surface, on prend les traces de ces rayons visuels : en réunissant convenablement ces traces par des lignes, on obtient une perspective linéaire.
Il faut bien remarquer qii'une figure perspective peut être considérée comme la perspective d'une infinité d'objets, puisque, pour chaque rayon visuel, un point quelconque de ce rayon serait représenté par la même trace de ce rayon sur la surface sur laquelle on prend la perspective. Une perspective n'est donc pas suffisante pour déterminer les objets de l'espace.
Nous n'avons conscience du relief d'un objet que parce que nous regardons celui-ci avec les deux yeux. Il suffit, pour le démontrer, d'employer un stéréoscope. A l'aide de cet instrument, on arrive à voir un objet en relief en regardant deux images différentes qui ont été obtenues en supposant l'objet vu séparément avec chacun des deux yeux.
Nous chercherons la figure perspective sur une surface plane verticale. On donne alors au plan sur lequel est tracée la perspective
le nom de tableau, et le point d'où parlcnl les rayons visuels porte le nom à'œil ou de point de vue.
Établissons un parallèle entre ce que nous avons dit à propos des ombres et ce qui se passe à propos de la perspective. Pour cela supposons que l'œil soit remplacé par un point lumineux. Un rayon visuel parlant de l'œil est maintenant un rayon lumineux; les parties vues par l'ceil sont les parties éclairées par ce point lumineux, et les rayons visuels qui renferment tous les rayons permettant de voir l'objet sont remplacés par les rayons lumineux dont l'ensemble forme ce que nous avons appelé le cône d'ombre. Ce cône prend en perspective le nom âti cône perspectif. La ligne de séparation d'ombre et de lumière devient la ligne de perspective ou de contour apparent.
II y a une différence entre la figure obtenue à propos des ombres et la figure perspective.
Si, par exemple, on trace la perspective d'un cube, on a une figure telle que A (yî^. 19); si l'on remplace l'œil par un pointliimineux, on n'a plus que A'. La différence consiste en ce qoe la figure représentant l'ombre du cube est un simple contour, tandis que la figure perspective, limitée à un contour analogue à celui-ci, renferme, en outre, des points à l'intérieur de ce contour.
Les rayons visuels partant de l'œil forment, en s'appiiyant sur les lignes de la figure, des surfaces coniques : c'est pourquoi la perspective linéaire que nous allons étudier s'appelle /le/'i/feci/ce conique.
Nous avons déjà dit que la perspective d'un point est la trace sur le tableau du rayon visuel qui passe par ce point. Il résulte immédiatement de là que la perspective d'une droite est une droite.
Le plan des rayons visuels qui s'appuie sur la droite dont on cherche la perspective porte le nom de plan perspectif.
Parmi les rayons visuels qui s'appuient sur la droite, celui qui est parallèle à la droite donnée rencontre le plan du tableau en un
point. Ce point, qui est la perspective du point àrinlini siii- la droite, est appelé \e point de fuite de la droite.
Des droites parallèles entre elles dans l'espace ont pour perspectives des lignes convergentes en un même point, qui est le point de fuite commun à toutes ces droites.
Des droites parallèles entr.? elles et parallèles au plan du tableau ont pour perspectives des droites parallèles entre elles. Ces droites parallèles au plan du lableau sont des droites de front. En général, une figure plane, dont le plan est parallèle au plan du tableau , est unejigure de front.
Le tableau étant toujours supposé placé verticalement, des verticales ont pour perspectives des droites verticales.
Comment doivent être placées des droites dans l'espace pour que leurs perspectives soient parallèles entre elles? — Par l'œil et par chacune des droites tracées sur le tableau faisons passer un plan. Ces plans sont les plans perspectifs des droites de l'espace. Puisqu'ils passentpar des droites parallèles entre elles et par l'œil, tous ces plans vont se couper suivant une parallèle au tableau menée par l'œil. Les droites de l'espace sont respectivement dans chacun de ces plans, elles rencontrent alors cette droite de front : c'est là la propriété dont elles jouissent^
Si, en outre, les droites de l'espace, dont les perspectives sont parallèles entre elles, doivent passer par un même point, on voit que ce point doit être dans le plan de front passant par l'œil.
Considérons maintenant un plan. Le Heu des points de fuite de toutes les droites qu'on peut tracer sur ce plan est la trace, sur le plan du tableau, du plan mené par l'œil parallèlement au plan donné. Cette trace porte le nom île ligne de fuite, et nous voyons ainsi que la ligne de fuite d' un plan contient les points de fuite de toutes les droites que l'on peut tracer sur ce plan.
Nous pouvons dire aussi que la ligne de fuite est la perspective d'une droite à l'infini sur le plan.
Des plans parallèles entre eux ont même ligne de fuite.
Des plans liorizontaux ont pour ligne de fuite une droite que l'on désigne sous le nom de ligne d'horizon ou simplement d'Aorizon.
Le plan horizontal qui passe par l'ccil porte le nom de plan d'horizon.
La ligne de fuite d'un plan vertical est une verticale.
La perspective d'une courbe est la trace sur le plan du tableau du cône perspectif de celte courbe. En faisant usage de ce cône perspectif, on démontre immédiatement qu'une courbe et sa tang'ente ont pour perspectives une courbe et sa tang;ente, à la condition que la tangente de la courbe donnée ne passe pas par l'œil, cav, dans ce cas particulier, la tangente de la courbe donnée n'a pour perspective qu'un seul point. Nous reparlerons plus loin de ce cas particulier.
Une figure de front a pour perspective une figure qui lui est semblable. Le rapport de réduction de la figure donnée à sa figure perspective dépend de la position du plan de front par rapport au tableau et de l'œil par rapport au tableau.
La perspective d'une figure change seulement de dimensions quand on transporte le tableau parallèlement à lui-même.
Nous supposerons que tes objets à mettre en perspective sont donnés par leurs projections, plan, et élévation. Nous décomposerons la reclierclie de la perspective en deux parties ; nous chercherons d'abord la perspective du plan, puis nous achèverons en déterminant la perspective de l'élévation.
On donne, en perspective, le nom de géométral au plan sur lequel est tracée la projection horizontale. La trace du géométral sur le plan du tableau porte le nom de ligne de terre.
Soient AB la ligne de terre {_fig. 20) et O la position de l'œil. Menons par le point O un plan horizontal; ce plan rencontre le plan du tableau (T) sinvant la droite HH', qui est la ligne d'horizon. Le problème de la perspective àw plan consiste à joindre le point O aux différents points du géométral et i\ prendre les traces de ces droites sur le plan du tableau.
On pourrait considérer ce problème comme un problème de Géométrie descriptive; en prenant le tableau comme plan vertical de projection, on aurait alors simplement à construire des traces de droites. Mais, si l'on opérait ainsi, après avoir rabattu le plan vertical du tableau sur le plan horizontal, qui est le géométral, on aurait à la fois, sur la même partie de la feuille du dessin, le géométral et la perspective ; il y aurait alors une grande complication dans les tracés, puisqu'on aurait la superposition de deux figures.
On opère différemment, et l'ensemble des tracés à l'aide des-
quels on dcterniine sur le tableau la perspective d'un objet dont on connaît le géométral constitue le trait de perspective.
Perspective d'un point du géométral, le talileaù et le géométral étant à la même échelle. — Nous allons commencer à faire connaître le trait de perspective en exposant les tracés qui conduisent à la détermination de la perspective d'un point.
m {fig' 30 ) est le point du géométral dont on veut déterminer la perspective. Par le point m menons sur le géométral les deux droites mC, mE; par le point O, qui est l'œil, et par cliacnnedes droites mC, mE, faisons passer un plan. Ces plans rencontrent le 'plan (T) du tableau suivant des droites qui se coupent en un
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point M; ce point M est évidemment la trace sur le plan du tableau de la droite d'intersection des deux plans. M est donc la perspective du point m, et les droites MC, ME sont les perspectives des deux droites mC, mE du géométral.
Nous devons donc, pour déterminer la perspective du point m, construire les perspectives de deux droites tracées sur le géométral par ce point m.
Pour cela cherchons le point de fuite de chacune des droites. Par le point O menons une parallèle à la droite mC ; elle rencontre le tableau au point F sur la Hgne d'horizon; ce point F est le point de fuite de la droite mC. De même pour la droite wiE : la parallèle menée par le point O à cette droite rencontre le plan du tableau en un point F' qui est le point de fuite de la droite »îE. I! suffit alors, sur le tableau, de joindre l'especlivement les points C, E aux points F, F', et l'on a deux droites qui se coupent au point M, perspective cherchée.
Voilà l'explication faite sur la fig. ao, qui est une figure d'ensemble.
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Séparons mainlenantchacuni; (les parties de cetLc figure; mettons d'un côté legéomélral {fig. 21), et de l'autre le tableau {fig. aa). Nous allons indiquer alors quels sont les segments dont on mesure les longueurs sur le géométral pour les reporter sur le tableau, afin d'arriver à effectuer tes tracés sur ce tableau.
Prenons d'abord le géométral {,fig- ^i), en supposant qu'on ait projeté l'œil sur ce plan.
Cette fig. 21 est la reproduction de la figure tracée sur le plan (G) de la Jîg. ao ; ÂB est la ligne de terre et le point 0 est la
projeci
tion de l'œil.
La position du point o par rapport à AB détermine un angle
-+^JJv:
AoB, qu'on appelle angle optique. Pour obtenir une perspective convenable, cet angle ne doit être ni trop petit ni trop grand, et pour cela le point o ne doit être ni trop rapproché ni trop éloigné de AB. En général, le point o ne doit pas être à une distance de AB moindre que la largeur AB ni plus grande que trois fois cette largeur; c'est ce qu'on exprime en disant que l'œil ne doit pas être à une distance du tableau plus petite que la largeur de ce tableau ni plus grande que trois fois cette largeur.
Soit, sur la Jlg. ai, la position m du point dont on cherche la perspective. Traçons les deux droites mC, mE et les parallèles o/, o/', menées par le point o, à chacune de ces droites. Les droites of, of sont les projections sur le géométral des parallèles aux droites mC, ffîE qui ont été menées par l'œi! dans l'espace.
Voilà les données sur le gcométral, et, pour pouvoir déterminer la perspective du point m, on donne en oulre la hauteur de l'œil au-dessus du plan géométral.
Proposons-nous maintenant de construire un tableau sur lequel doil figurer la perspective du point m de WJig. 21.
Traçons le cadre du tableau [fig. 22), en ayant soin de prendre le côté inférieur de ce cadre égal en longueur à AB de la fig, a i . Parallèlement à AB, et à une dislance de AB égale à la hauteur de l'œil au-dessus du géométral, menons une parallèle à cette ligne de terre : nous obtenons la droite HH', qui est la ligne d'horizon.
La fig- 22, que nous allons tracer maintenant, est la figure perspective ou tableau. Reproduisons les tracés qui ont été indiqués précédemment sur le plan (T ) de la figure d'ensemble
(fig. 20).
Prenons sur le géométral {fig- 21) les longueurs des segments AC, AE, et porions-les sur \^fig. 22 à ^partir du point A ; nous obtenons AG, AE. Prenons sur le géométral des segments égaux à A/, A/', et portons-les sur le tableau à partir du point H sur la ligne HH' : nous obtenons les points F, F', Il suffit maintenant de joindre {fig- 22) le point C au point F et le point E au point F' pour avoir sur le tableau les perspectives des deux droites mC, («E du géométral : le point de rencontre M de ces deux droites est la perspective demandée.
Pour obtenir cette perspective, nous avons fait usage de deux droites MC, ME, et nous avons employé les points de fuite correspondant à chacune de ces droites. La méthode suivie porte, à cause de cela, le nom de méthode des deux points de fuite -
Un peu plus loin, nous nous servirons de celte méthode pour faire la perspective d'un parquet.
Au lieu d'employer deux droites quelconques, imaginons que l'une d'elles ait une direction particulière. Supposons que l'on ait pris le segment CE' {fig- 21) égal au segment Cm : la droite, qui était niE, devient la droite mE'. Mais nous allons voir qu'il n'est pas nécessaire de tracer cette droite. Le point qui était /' est maintenant un certain point d obtenu en portant /rf i=/o, puisqu'il faudrait mener par le point o une parallèle à la droite mE'. Le triangle «iCE' est isoscèle; il on est de même du triangle dfo. Le géométral est donc maltitenanl réduit au point m, dont
on demande !a perspective, eL à 3a seule droite mC, qui est tracée. Nous avons mené par le point o la seule droite of parallèlement à ;nC,
Reprenons le eadre du tableau {fig. 22). La ligne de terre AB est toujours égale à la ligne de terre AB du géométrai.
Prenons sur \»fig. 22, à partir du point A, un segment égal au segment AC du géométrai ; nous obtenons le point C. Portons sur la ligne d'horizon, à partir du point H, un segment égal à A/ de la fig. 21 : nous obtenons le point F. Traçons CF ; cette ligne est la perspective de la droite Cm,
A partir du point C de la fig. 11, portons sur la ligne de terre Fig, 12.
un segment CE' égal à la longueur /hC de \a fi,g. 21: cette longueur mC est ce qu'on appelle Véloignement oblique du point m. Portons, à partir du point F, sur la ligne d'horizon, un segment Pd égal au segment /rf de lajlg. 21, mais dans le sens inverse du sens dans lequel nous avons porté le segment CE' : nous obtenons ainsi le point d. Il suffit de joindre le point d au point E' pour avoir la perspective de la ligne mE' du géométrai (que nous n'avons pas eu besoin de tracer). Le point de rencontre de cette droite avec la ligne CF est le point M, perspective du point m du géométrai.
Le point d est le point de fuite de la droite mE' du géométrai : il est le point de fuite des droites, telles que mE', qui déterminent des segments égaux sur la ligne mC du géométrai et sur une horizontale de front. Si nous menons une parallèle à ÂB {fig- 2.1), cette parallèle, la droite mC et ta droite niE' déterminent un triangle isoscèle; c'est pourquoi l'on dît que le point û? est le point de fuite des droites ayant la direclion mE qui déterminent des segments égaux sur des droites parallèles à mC et sur des horizontales de front. Ce point d porte le nom de point accidentel de distance relatif à la direclion mC, et la méthode à laquelle nous sommes
arrivés pour construire le point M est désignée sous le nom de méthode du point de distance.
Nous venons d'expliquer sur \afig. ai ce qui est relatif à ces triangles isoscèles formés par des droites parallèles à mC, par des horizontales de front et par des droites parallèles à mE'; nous pouvons reproduire celte explication sur le tableau; cela va nous fournir l'occasion de faire connaître le langage employé habituellement en perspective.
Si nous menons une droite sur le tableau, à partir du point (;? {ftg- 22), cette droite est la perspective d'une parallèle à mE'; si nous menons une parallèle à AB, cette droite est la perspective d'une horizontale de front. Nous obtenons ainsi un triangle 1-3-3, et nous disons que ce triangle est isoscèle, que le côté 1-2 est égal au côté i-3. Cela n'est pas exact, si l'on considère la figure tracée sur le tableau; mais, en parlant ainsi, il est convenu qu'il s'agît de la figure de l'espace. Ainsi, en regardant sur le tableau le triangle i-2-3, nous disons que le côté 1-2 est égal au côté i-3 : cela veut dire que le côté dont i-i est la perspective est égal au côté dont 1-3 est la perspective.
Quand on montre un point sur le tableau, il faut donc, à moins d'indication contraire, se reporter à l'objet de l'espace.
Nous avons porté l'éloignement oblique du point m dans un certain sens CE', et, naturellement, le segmentât/ se trouve en sens inverse. Si nous avions changé le sens dans lequel nous avons porté d'abord le segment CE', nous aurions trouvé dans le sens opposé un aiilre point que le point d. Nous voyons ainsi qu'il y a deux points de distance correspondant à une même direction. On emploie le point de distance qui se trouve le plus rapproché du cadre du tableau. Sur \SiJig. 22, nous aurions l'autre point de distance en portant, à partir du point F, la longueur Vd en sens opposé; nous obtiendrions ainsi un point qui serait éloigné du cadre du tableau.
Si, au lieu d'employer {Jig- ai) une droite quelconque mC, nous prenons une perpendiculaire à AB, le point de fuite correspondant porte le nom de point principal de fuite et le point de dislance correspondant est le point principal de distance ou le point de la distance principale. Dans ce cas particulier, la Ion-
giicur qu'il faut porter pour avoir ce point de ]a distance principale n'est autre chose que la distance de l'œil au plan du tableau.
Lorsqu'on donne ce point principal de fuite et ce point de la distance principale, on a ce que l'on appelle les points principaux de fuite et de distance.
Remarquons que nous n'avons déterminé la perspective dti point m que lorsque le tableau et le géoniétral sont à la même échelle. Nous verrons, en cherchant la perspective d'une figure plane, comment on modifie les traces lorsque le tableau est à une échelle différente de l'cchcllc du géométral.
Cette Leçon est très simple et il semble qu'il ne soit pas nécessaire de l'étudier pour en retenir les différentes parties. Cependant, comme elle renferme pour ainsi dire toute la perspective, il est très essentiel de se familiariser avec les tracés qu'elle fait connaître, pour arriver à les reproduire machinalement et sans avoir besoin de réfléchir.
PERSPECTIVE DU PLAN
Perspective d'un trapèze. — Échelle des éloignements. — Échelle des largeurs. — Perspective d'une ligne courbe. — Craticuler. — Perspective d'une circonférence de cercle. — Méthode des deuï points de fuite : perspective d'un parquet. — Points en dehors du cadre du tableau.
Reprenons les tracés auxquels nous sommes arrivés dans la rlcrnière Leçon, et, su moyen d'une remarque très simple, il sera facile
Fis. .3.
d'obtenir les constructions que l'on doit employer lorsque le tableau est à une éclicUe différente de l'échelle du géométral.
Reprenons ^^fig- 23. Marquons sur la ligne d'horizon un point que nous appelons \d, et qui est l'extrémité d'un segment égal au tiers de Ft^; à partir du point C, sur la ligne de terre, portons une longueur égale au tiers du segment CE'. Joignons le point ainsi obtenu sur CE' au point \d : il est bien évident que cette droite passe par le point M.
Celle remarque très simple permel, lorsqu'on amplifie le tableau, de ne pas amplifier les éloignemenis à porter sur la ligne de terre, en ayant soin de ne pas amplifier non plus l'éloignement oblique de l'œil par rapport au tableau.
Cela posé, cherchons la perspective d'une fignre plane, en supposant le tableau à une échelle trois fois plus grande que l'échelle du géomélral.
Perspective d'un trapèze. — Prenons, comme exemple, le trapèze mnrs qui est donné sur le géométral (Jig. a3).
Prolongeons les côtés parallèles jusqu'à la ligne de terre : nous obtenons ainsi les points e, g. Menons par le point o une parallèle o/aux côtés parallèles ms, m. Par le point A menons aussi la parallèle Ky à ces côtés du trapèze; puis, par les sommets du trapèze, menons des parallèles à la ligne de terre, c'est-à-dire des droites de front. Ces droites rencontrent A/ aux points i, 2, 3, 4-
ji
Prenons maintenant {fig. -2^) un tableau trois fois plus grand que le géométral. AB est alors égal à trois fois AB du géomélral. A partir de A portons AH égal à trois fois la hauteur donnée de l'œil au-dessus du géométral; traçons la ligne d'horizon HH'. A partir du point H', et sur cette ligne d'horizon, prenons un segment égal à trois fois la longueur B/ de la yî^. 23 : nous obtenons le point F, qui est le point de fuite des droites parallèles à la direction ms du géométral, En joignant A à F, nous avons la perspective de la ligne Ay.
il résulte de cette construction que TH est égal à 3/A du géo-
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mélral. Si alors nous portons, à partir du point F, le segment /A sur la ligne d'horizon, et si, par l'extrémité de ce segment, nous menons une parallèle à HA, cette droite rencontre FA en un point A', telqueFA==3FA'.
Par le point A' menons une parallèle à la droite AB. Il résulte de cette construction que, si le tableau n'avait pas clé amplifié, le cadre du tableau ne serait pas en AB : il serait sur la droite que nous venons de tracer à partir du point A', Pour avoir la perspective de la bgne es, nous n'avons alors qu'à porter, à partir du point A', un segment A!e' égal à Ae dugéométral, puis à joindre le point F au point c'. La droite Fe' rencontre AB an point E. On voit que la marche que nous venons de suivre évite de porter à partir de A trois fois le segment Ae pour obtenir le point E; nous avons simplement porté le segment Ae lui-même sur la droite que nous venons de tracer à partir de A'.
Opérons de même pour le côté m. A partir de A' portons un segment égal au segment A^ : nous obtenons le point g'. Joignons le point F au point ^ : la droite F ^' est la perspective delà ligne ^r.
Pour déterminer la perspective des sommets du trapèze, nous allons chercher les perspectives des points i, 2,3, 4' Pour cela, appliquons une bande de papier le long de A.y et relevons sur cette bande de papier les points A, i, 3, 3 et 4, puis reportons simultanément tons ces points à partir du point A sur la ligne de terre AB du tableau.
Dans le sens opposé à celui où nous avons porté ces segments, portons, à partir du point F, sur la ligne d'horizon, une longueur égale à/o; nous indiquons l'extrémité de ce segment par \d. Joignons le point jd aux points que nous venons de marquer sur AB; ces droites rencontrent AF aux points i', 2', 3', 4', qui sont les perspectives des points 1, 2, 3, 4 du géométral. Des points i', 2', 3', 4' on mène des droites de front, il suffit de prendre les intersections de ces droites avec les lignes Fe', F^' pour avoir les points M, N, R, S, qui sont les perspectives des sommets du trapèze.
En joignant maintenant ces points par des droites, on a la perspective du trapèze mars.
Échelle des éloîgnements. — La droite AF, qui est la perspective de la ligne Ky sur laquelle nous avons rapporté les différents
points de la figure pour mesurer les éloignements obliques, porte le nom d'échelle des éloignements.
ïdielle des largeurs. — La droite A'e'g', sur laquelle nous avons porté des segments égaux aux segments comptés sur la ligne de terre AB du géométral, s'appelle échelle des largeurs.
On peut remarquer que la droite A' ^' est la perspective d'une horizontale de front qui jouit de cette propriété ; la Teduction par la perspective de la longueur d'un segment de cette droite se trouve compensée par l'amplification du tableau.
Perspective d'une ligne courbe. — Les constructions que nous venons d'indiquer en prenant comme exemple un trapèze permettent évidemment de trouver la perspective d'une figure quelconque. S'il s'agit d'une courbe on peut chercher les perspectives des différents points de cette courbe, et, en réimissant convenablement ces perspectives, on a la perspective de la courbe. La perspective d'une tangente à la courbe, comme nous l'avons déjà fait remarquer, est une tangente à la perspective de cette courbe.
Craticuler. — Lorsque l'on a à déterminer la perspective d'une ligne sinueuse simplement tracée et sans définition géométrique, on établit un quadrillage formé par des droites de front et des parallèles à une certaine direction ; on cherche la perspective de toutes ces droites et l'on relève à vue sur le tableau la perspective de la ligne sinueuse, en tenant compte de la position des points de rencontre de cette ligne avec les lignes qui forment le quadrillage. Cela s'appelle craticuler.
Perspective d'une circonférence de cercle. — Si la courbe, à déterminer en perspective, a une définition géométrique qui permette de la construire par points, on peut opérer directement. Cherchons, comme exemple, la perspective d'une circonférence de cercle décrite sur une horizontale de front. On donne (Jig- aS) le point principal de fuite P et le point de la distance principale D ; le diamètre de la circonférence est le segment de front MN, Le point O, milieu du segment MN, est la perspective du centre de cette circonférence; en joignant le point P au pointO, nous avons
la perspective dn diamètre perpendiculaire à MN, puisque le point P est le point principal de fuite, c'est-à-dire le point de fuite des droites perpendiculaires au plan du tableau. Joignons le point D au point N; cette droite DN rencontre OP au point C et nous avons OC =^ ON, car le point D est le point de fuite des droites qui déterminent des segments égaux sur des perpendiculaires au tableau telles que OP et sur des horizontales de front telles que ON. Le point C est donc un point de la circonférence de cercle décrite sur MN comme diamètre.
Pour déterminer un point quelconque de cette circonférence, nous effectuons les tracés suivants. Joignons le point M au point C ; par le point P menons une droite quelconque qui rencontre les deux droites CN, CM aux points G et L. Joignons le point G au
point M, le point L au point N ; le point de rencontre I de ces deux droites est la perspective d'un point de la circonférence. En faisant varier la droite PL, nous obtiendrons autant de points que nous voudrons de la perspective de la circonférence.
Pour démontrer que le point I appartient àla perspective de cette circonférence, considérons le triangle MNL. Dans ce triangle, nous avons deux hauteurs : l'une est la droite NC, car l'angle en C est droit, le point C étant \m point de la circonférence; l'autre hauteur est LG, puisque toute droite partant du point P est la perspective d'une ligne perpendiculaire à MN. Le point G, point de rencontre de ces deux hauteurs, est dès lors le point de rencontre des trois hauteurs du triangle : la droite MG est alors perpendiculaire sur LN, et le point I appartient à la circonférence décrite sur MN comme diamètre.
Prenons la perspective T du point qui, dans l'espace, est le milieu du segment LG; joignons Se point T et le point O au point f. Les deux triangles MIN, LIG sont semblables comme ajant leurs
côtés respectivement perpendiculaires ; ils sont tons deux rectangles en I. Il en résulte que la droite 10, qui joint le sommet de l'angle droit I au point O, milieu de l'hypoténuse, est homologue de la droite qui joint le point I au point T, milieu de l'hypoténuse LG ; la droite IT est alors perpendiculaire à la droite 10. Puisque lï est perpendiculaire à l'extrémité du rayon 10, cette droite est la tangente en I à la perspective de la circonférence.
Si, au lieu de considérer le point I, nous avions pris le point C, nous aurions trouvé, de la même manière, que la droite CT est tangente en C à la circonférence. Mais nous connaissons la tangente en G : c'est une parallèle à MN, puisque le rayon CO est perpendiculaire à MN; nous avons donc le point T en menant parle point C une parallèle à MN; cette parallèle rencontre !a
droite PIj au point T, et la tangente au point I est la ligne qui joint ce point T au point l. Nous avons ainsi une construction qui donne à la fois les points de la perspective de la courbe et les tangentes en ces points à cette perspective.
La figure que nous venons de tracer directement sur le tableau est la perspective de la fig. a6, qui permet d'apercevoir tout de suite la relation de position des différentes lignes sans les modifications introduites par la perspective. La droite Ig, qui correspond à LG, est perpendiculaire à mn, ; nous avons le triangle Imn, dont les hauteurs sont ne, Ig et mi. Enfin la droite et, parallèle à mil, donne le point t qui est bien ici le milieu de Ig-., la droite ti est la tangente en ik la circonférence décrite sur mn comme diajnètre.
Méthode des deux points de fuite : perspective d'un parquet. — Revenons à la méthode des deux points de fuite et montrons un exemple où celte méthode peut être utilement employée.
On demande la perspective d'un parquet formé d'une siiUe d'hexagones {fig. 27).
Les sommets de ces hexagones sont situés sur des droites parallèles entre elles qui rencontrent AB aux points i, 2, 3, 4i 5; les segments compris entre ces points sont des segments égaux entre eux. Ces sommets peuvent être considérés aussi comme se trouvant sur des parallèles qui rencontrent AB aux points m, «, />, q, r; on a alternativement des segments égaux entre eux : mn ^pq, np = qr.
Par le pointu menons les droites 0/, of parallèlement à chacune
des directions des lignes que nous venons de tracer : nous obtenons les points/et /'. En employant ces deux points de fuite, nous allons déterminer la perspective du parquet.
Prenons {fig- 28) un tableau à une échelle triple de l'échelle du géométral. A partir du point H, portons sur la ligne d'horizon un segment égal à trois fois A/': nous obtenons le point F'. De même, à partir du point H' portons un segment égal à trois fois B/: nous avons le point F. Joignons le point F au point A et déterminons comme précédemment le point A' par lequel passe l'échelle des largeurs ; à partir du point A', portons des segments égaux aux scg-
itieius A-i, 1-2, 2-3, ...; joignons les poinLs ainsi obtenus siir réchelle des largeurs au poinl F : nous avons des droites qui sont les perspectives des lignes parallèles entre elles qui ont donné les points I, 2, 3, 4 sur la ligne AB du géomélraJ.
Faisons de même pour les parallèles m, n, p, q, r. Joignons le point F' au point B : nous obtenons sur l'échelle des largeurs le point B' qui correspond au point B du géométral. A partir du point B', portons sur l'échelle des largeurs des segments égaux à Bs, sr, rq, qp et ainsi de suite ; joignons, par des droites allant au point F', les points ainsi obtenus. Ces lignes sont les perspectives des pai'allèles qui passent par les points s, r, q, p, n, m: elles rencontrent les premières en des points qui sont les perspectives
des sommet !e 1 I exd-, n tl fl t a! is le jo dre convenablement ces points pour avoir la perspective du parquet.
Points en dehors du cadre du tableau. — Nous allons terminer ce qui est relatif à la perspective du plan en indiquant les constructions qui permettent de tracer des hgnes passant par des points situés en dehors du cadre et trop éloignés pour être employés directement.
Nous donnerons une série de constructions, mais on peut en employer beaucoup d'autres suivant les circonstances.
Soient {Jîg. ag) les droites A, A', B, B', La droite A rencontre la droite A' en un point en dehors du cadre et très éloigné ; il en est de même du point de rencontre des droites B cl B' : on demande
de tracer la ligne qui passe par le point de rencontre de A avec A! et par le point de rencontre de B avec B'.
Appelons G le point de rencontre de A et de B, G le point de rencontre de A' et de B', Traçons la droite CGet prenons, à partir de G, le tiers du segment CG : nous obtenons le segment CH, Par le point H menons une parallèle à A' et une parallèle à B' : nous obtenons ainsi le point a et le point b. La droite ab rencontre GG au point e; il suffit de porter trois fois la longueur de Ge à partir de G pour- avoir le peint E : la parallèle -à ab menée par ce point E est la droite cherchée.
On voit que nous avons réduit, pour ainsi dire, les dimensions
de la figure de façon à avoir des points de rencontre «, b dans l'intérieur du cadre ; puis nous avons amplifié, dans le rapport inverse de la première réduction, de manière à avoir la droite demandée dans la position qu'elle doit occuper.
On a deux droites A, B {fig. 3o) qui se rencontrent en un point trop éloigné pour pouvoir être employé, et sur une droite des points i, 2, ...; on demande de mener des droites passant par ces points et par le point de rencontre de A et de B.
Joignons les points donnés, ainsi que le point m, à un point quelconque ( de la droite B et menons la parallèle m' n' à mn. Gette droite rencontre les lignes que nous venons de tracer aux points m,' 1', 2', — Transportons maintenant cette droite parallèlement à elle-même dans la direction de B. Le point m' vient sur A en »i" au point où cette droite est rencontrée par la droite m' m" menée parallèlement à B. Par m" menons une parallèle à m' n' : nous obtenons la droite m"n" sur laquelle nous rapportons les points 1', ■?.', ..., en 1", u", ..., et il suffit évidemment de joindre
les poinLs I, ■>., ... nux poinls ainsi obtenus pour avoir les ciroiies demandées.
On est conduit quelqiiefois à une solution en faisant usage d'une propriété des lignes représentées sur le tableau.
Prenons un exemple : on a {_fig. 3i) une droite de front MN, sur laquelle il y a les points i, a, 3 ; une droite NN" passe par le point N et rencontre la ligne d'horizon en un point trop éloigné du cadre pour pouvoir être employé : on demande de tracer les droites partant des points M, 1,2, 3, et aboutissant au point, en dehors du cadre, où NN" rencontre la ligne d'horizon.
Traçons une horizontale de front et joignons les points M, i , 9., ri, N à un poiiil F de la ligne d'borizou : nous obtenons les jioints
M', 1', 'i\ 3', N'. Portons les segments compris entre ces points, à partir du point N", où l'horizontale de front que nous venons de mener rencontre la droite donnée qui passe par le point N : nous obtenons les points 3", 2", i ", M". Les lignes qui joignent ces points aux poinls donnés sont les droites demandées. Les droites qui aboutissent au point F sont, dans l'espace, des droites parallèles entre elles; les segments M'-i', l'-a', ..., qu'elles interceptent sur l'horizontale de front que nous avons tracée, sont égaux aux segments M-i, 1-2, 2-3, puisque ce sontdes segments interceptés par des parallèles sur deux parallèles. En portant ces segments sur l'horizontale de front, nous avons les segments qu'intercepteraient les lignes demandées, qui, dans l'espace, doivent être parallèles entre elles. Par conséquent, nous avons résolu le problème en faisant usage de la propriété, que possèdent des lignes convergentes en un même point de la ligne d'horizon, d'être les perspectives de lignes do l'espace parallèles entre elles.
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Déterminer sur MN {^fig- 3a) des points qui partagent ce segment comme i, 2,^ partagent le segment de front lA^.
Traçons la droite/M qui rencontre N4 au point L, Les droites Li, La, L3 coupent aux points 1', a', 3' la parallèle à M4 nienée du point N. On joint ces points au point /. Ces droites coupent MN aux points 1", 2", 3" qui sont les points demandés.
Remarquons qu'on doit clioisir la direction de IVt/de manière à avoir un point L qui ne soit pas éloigné. Dans certains cas on peut mener simplement sur le tableau une droite par le point M parallèlement à N4.
Si le segment MN est égal au segment M4, les segments compris entre les points M, i", •>.", 3", N sont égaux aux segments compris entre les points M, i, a, 3, 4-
Fig. 3.. Mg, 33.
Mener par un point M une droite qui passe par l'intersection de deux droites A, B dont le point de rencontre est trop éloigné.
Du point donné abaissons une perpendiculaire sur chacune des droites; ces perpendiculaires donnent sur A et B les points a et b. La droite demandée est la perpendiculaire abaissée du point M sur la droite ab. On fait ainsi tout simplement usage de !a propriété des hauteurs d'un triangle de passer par un même point.
Voici une autre solution du même problème.
Supposons qu'il s'agisse de deux droites du géométral. Par le point M ifig' 33) menons deux droites qui coupent la ligne d'horizon aux points Q et R. Ces droites rencontrent les deux lignes données A, R, l'une au point i, l'autre au point 3. Menons la ligne 1-3, qui rencontre la ligne d'horizon au point S. Par le
point S traçons une droite quelconque qui coupe les droites A, B, l'une en i', l'autre en 3'; joignons R à i' et Q à 2' : ces deux dernières droites se coupent au point M' et la ligne MM' est la droite demandée.
Cela tient à ce que, sur le géomélral, les deux triangles M-1-2, M'ri'-a' ont leurs côtés respectivement parallèles, puisque les perspectives de ces côtés se rencontrent en des points situés sur la ligne d'horizon.
La figure que nous obtenons ainsi conduit à cette proposition de Géométrie :
Si les cotés correspondants de deux triangles se coupent en des points situés sur une même droite, les sommets de ces triangles sont sur des droites convergentes en un même point.
Ou, réciproquement ;
Si les sommets de deux triangles sont sur des lignes convergentes en un même point, les points de rencontre des côtés correspondants sont en ligne droite.
Ces deux triangles, dont les sommets sont ainsi placés sur des droites convergentes, sont des triangles komologiques.
En général, lorsque sur un plan deux figures se correspondent point par point et droite par droite, de façon que les points correspondants soient sur des droites convergentes en un même point (', et que les droites correspondantes se rencontrent sur une même droite D, ces deux figures sont komologiques.
Le point I est le centre d'homologie, et la droite D est Vaxe d'homologie.
La théorie des Jlgures komologiques est duc à l'illustre géomètre Poncelet ( ' ).
(') Traité des propriétés projectii'es des figures, 2' cdiliofi, l. I, p. i5^.
PERSPECTIVE D'UNE ÉLÉVATION
Kchclledes hauteurs.— Eïtension des constructionsdela perspective. — Perspectivi d'arcades. — Abaissement du géomélral. ~ Suitede larcclierche df. la perspecliv des arcades.
Échelle des hanteurs. — Nous avons vu que l'échelle des largeurs est la perspective d'une horizonlale de front, telle qu'un segment de cette horizontale a pour perspective un segment qui lui est égai. Celle propriété de réehelle des largeurs est vraie pour une
droite quelconque du plan de front qui contient l'horizontale dont la perspective est l'échelle des largeurs. Il est facile d'en voir la raison.
Décrivons, sur ce plan de front dans l'espace, une circonférence de cercle dont le centre soit un point de l'horizontale qui a pour perspective l'échelle des largeurs; la perspective de cette circonférence est une circonférence, puisqu'elle est tracée sur un plan de front. On voit ainsi qu'un rayon de direction quelconque a pour perspective un segment qui lui est égal, puisque cela est vrai pour le rayon compté sur l'échelle des largeurs.
Cherchons, d'après cela, la perspective d'un point situé à une hauteur donnée au-dessus du géométral.
M est {^g. 34) la perspective de la projection du point donné sur le géométrai. Le point de Fespaco dont M est la projection se
trouve sur la verticale menée de ce point et à une hauteur qui doit être la perspective du segment mesurant la distance du point donné au géomélral, ,
Par le point M traçons une droite qui rencontre la ligne d'iiorizon au point F dans l'intérieur du cadre. Cette ligne rencontre l'échelle des largeurs au point N. Sur la perpendiculaire à l'éclielle des largeurs menée du point N, perpendiculaire que nous considérons comme la perspective d'une verticale, portons la hauteur qui mesure la distance du point donné an géométral : nous obtenons un point N'. Joignons le point F au point N'; cette droite rencontre au point M' la verticale issue du point M : le point M' est la perspective demandée.
Les deux droites FM', FM sont, en effet, deux droites parallèles entre elles dans l'espace, puisqu'elles ont même point de fuite; ces (lenx droites intercepient sur les verticales MM', NN' des segments
r.Jf\
MM', NN' qui, dès lors, sont égaux. Mais le segment NN' est égal à la hauteur du point donné au-dessus du géomélral; il en est donc de même de MM', et le point M' est bien la perspective cherchée. Cette construction permet de déterminer la perspective d'un point quelconque de l'espace ; mais, lorsqu'on cherche la perspective d'un certain nombre de points, on opère en employant une droite que l'on appelle échelle des bauieurs, et dont nous allons
Par le point H' [Jig. 35) et en dehors du cadre du tableau, menons une droite qui rencontre l'échelle des largeurs en un point C. De ce point C élevons une perpendiculaire à l'échelle des largeurs ; c'est sur cette droite, considérée comme ta perspective d'une verticale située dans le plan de front qui contient l'échelle des largeurs, que nous mesurerons les hauteurs ; on appelle celte droite Véchelle des haïUeurs,
Parle point M menons une horizonlale de front; elle coupe la droite H'C en un point |j.. Sur l'écheUe des hauteurs, à partir du point C, portons un seg^ment Gv égal à la hauteur du point donné au-dessus du géométral; joignons le point H' au point v. Cette droite rencontre au point ^.' la verticale qui passe par le point ja ; il suffit maintenant de ramener le point jx', à l'aide d'une horizontale de front, sur la verticale du point M, pour ohtcnir le point M', perspective dn point demandé.
En opérant ainsi, nous avons supposé que l'élévation et le plan étaient des dessins faits à la même échelle. Si l'élévation est à une échelle différente de l'échelle du plan, à une échelle double par exemple, on n'a qu'à doubler le segment H'C-, on porte CC'=;H'Ci du point C on élève une perpendiculaire à la ligne de terre, et l'on a l'échelle des hauteurs.
Nous avons pris le point C pour origine de l'échelle des hauteurs ; c'est à partir de ce point que nous avons porté la hauteur Cv du point donné. On prend souvent pour origine le point de rencontre de l'échelle des hauteurs avec la ligne d'horizon, et alors c'est à partir de ce point de rencontre qu'on porte, sur l'échelle des hauteurs, dans le sens convenable, la dislance du point donné, non plus au géométral, mais au plan horizontal situé à la hauteur de l'œil.
Considérons, par exemple {Jig- 36), un point dont la projection horizontale est m et la projection verticale m' : la hauteur de ce point au-dessus du géométral est la distance du point m' à la droite (C). Si nous indiquons sur le plan vertical de projection une horizontale hh' k une distance de (G') égale à la hauteur de l'œil au-dessus du géométral, la hauteur du point m' au-dessus du plan horizontal passant par l'œil est la distance du point m' à kh'; c'est cette hauteur que l'on doit porter à partir du point de rencontre de l'échelle des hauteurs avec la ligne d'horizon.
Extension des constructions de la perspective. — Avanl. de passer à une application, nous allons dire un mot de l'extension des tracés qui donnent la perspective d'un point lorsque celui-ci est en avant du tableau.
On est conduit à considérer des points en avant du tableau lorsqu'on s'occupe de la recherche des ombres en perspective; le point lumineux est dans une position tout à fait indépendante de la situation du tableau : il peut être derrière le spectateur. Il est donc nécessaire de pouvoir faire intervenir la position du point lumineux en établissant sa perspective, ce mot étant défini comme nous allons le dire.
On appelle encore perspective d'un point, placé en avant du
Kg. S,.
tableau, la trace sur le plan du tableau de la droite qui passe par ce point et par l'œil du spectateur.
Cherchons comment sont placées les perspectives des points suivant leurs positions relatives par rapport au tableau et par rapport au spectateur.
Projetons {fig- 37) le géométral et le tableau sur un plan perpendiculaire à la ligne de terre. Le tableau est représenté par une simple' droite (T), et le géométral par la droite (G) perpendiculaire à (T) ; l'œil est projeté au point O, la ligne de terre au point A.
Considérons d'abord un point m placé derrière le tableau par rapport au spectateur. Joignons le point O au point m ; cette droite rencontre (T) au point M, qui est entre la ligne de terre et la ligne d'horizon.
Prenons le point en m', en avant du tableau. Joignons le point O au point m' et prenons la trace de cette droite sur le plan du tableau, nous avons un point M' que nous appelons la perspective du point m', et nous voyons que ce point M' est au-dessous de la ligne de terre.
Plaçons maintenant le poinL en m", derrière le spectateur. Joignons le point m" au point O, nous avons une droite qui rencontre le tableau en un point M" situé au-des
Vis- ^8.
s de la ligne d'horizon.
Nous pouvons dire, d'après cela, en ne considérant que deux cas : Les points du géomélral qui sont en avant du spectateur ont leurs perspectives au-dessous de la ligne d'horizon; les points qui sont derrière le spectateur ont leurs perspectives audessus de la ligne d'horizon.
On peut arriver à ces résultats en appliquant la construction
Fig. .%.
i servi à délerm.irier la perspective d'un point du géo-
même qui métrai.
Reprenons {fig. 38) un point m sur le géométral, la droite mC qui passe par ce point, et la parallèle of à mC. Pour déterminer la perspective du point m, nous avons porté {fig. 39), à partir du point C jusqu'au point E, l'éloigncment oblique du point m, cl.
nous avons joint le point E au point d par une droile qui rencontre FC au point M, perspective du point m.
Si le point m, ait lieu d'être placé derrière le lableau, se trouve {Jig- 38) en m' en avant du tableau, tout en restant en avant du spectateur, les deux segments Cm' et fo sont comptés dans le même sens. Nous avons donc à porter l'éloigneraent oblique Cm' à partir du point C {fig- Sg) jusqu'au point E' dans la direction de ¥d, et, en joignant le point d au point E', on a une droite qui donne le point M', au-dessous de la ligne de terre.
Prolongeons la droite mC {fig- 38) et prenons un point m" situé derrière le plan de front qui passe par l'œil. II faut porter {^^. à parlir du point G sur la ligne de terre, la longueur Cm" qui est plus grande que fd; en joignant l'estrémité du segment ;
obtenu au point d^ on a une droite qui rencontre CF en M" audessus de la ligne d'horizon.
On retrouve bien de celte façon les résultats auxquels nous étions arrivés directement.
Prenons maintenant {fig- 4o) "n point m, à une certaine hauteur au-dessus du géométral et au-dessous du plan d'horizon. En joignant le point O au point m, , on obtient le point Mi, qui est au-dessous de la ligne d'horizon. De même, pour le point qui se projette sur le géométral au point m', si nous prenons un point m', toujours au-dessous du plan d'horizon, en joignant !e point O au point mj, nous obtenons la perspective M^, au-dessous de l'horizon, comme précédemment.
Mais, pour le point m" situé derrière le plan de front passant par l'œil, le point m,, qui est au-dessous dn plan d'horizon, donne en perspective un point situé au-dessus de la ligne d'horizon; ainsi, pour les points en avant du specLateur et au-dessous du
56 PHKSKEBJi PAitTIE. — C [ NQTJ 1 K M !■! T.KÇON.
plan d'horizon, les perspectives sont au-dessous de la ligne d'horizon; l'inverse a lieu pour les points placés derrière le spectateur.
Si l'on prend des points situés au-dessus du plan d'horizon, ceux qui sont devant le spectateur ont leurs perspectives au-dessus de la ligne d'horizon, et l'inverse se présente pour les points placés derrière le spectateur.
On peut retrouver ces résultats directement sur le tahlcau. Soit {Jig- 4^) Is point M, situé au-dessous du plan d'horizon et dontla projection sur le géométral est en M; cette projection, d'après ce que nous avons dit, montre que le point est placé derrière le tableau. Si l'on prend un point placé derrière le spectateur et dont la pro-
jection sur le géométral a pour perspecLive le point M", le point de l'espace se trouve sur la verticale passant par ce point M", et, s'il est à la même hauteur que le point M, au-dessus du géométral, en joignant le point cherché à ce point, nous avons une horizontale dont la perspective est M, F ; cette horizontale détermine alors le point MJ à sa rencontre avec la verticale passant par M". Le segment M"M° est égal au segment MM,, eL l'on voit que, pour le point placé derrière le spectateur et au-dessous du plan d'horizon, sa perspective MJ est au-dessus de la ligne d'horizon.
Il est essentiel de se familiariser avec la situation relative des points, selon qu'ils sont devant ou derrière le spectateur, et de voir la position correspondante de leurs perspectives, surtout lorsqu'il s'agit de recherches d'ombres. Ainsi une verticale telle que MM| a pour ombre portée une ligne qui s'éloigne de l'observateur ou qui s'en rapproche, selon la position du point lumineux par rapport à cette verticale. En se rendant bien compte de la situation relative de l'objet éclairé et du point lumineux, on voit tout de suite la direction que l'on doit prendre pour l'ombre portée de cette ver-
iipert
Nous reviendrons sur ces détails lorsque nous r de la reclierclie des ombres.
Ce que nous venons de dire relatîveraenL à la reclierche de la perspective d'un point dans l'espace et ce que nous avons dit précédemmenl pour la recherche de la perspective d'un point du géomëtral suffisent pour déterminer la perspective d'un ensemble dont on connaît le plan et l'élévation.
Nous allons prendre un exemple et montrer comment on opère dans ce cas.
Perspective d'arcades. — Soit à rechercher la perspective d'une suite d'arcades. On donne la projection horizontale des piliers soutenant ces arcades et la projection des arcades sur un plan vertical parallèle au plan du mur qui les limite. Nous avons {fig- 4^) sur le plan vertical de projection l'horizontale hh' à la hauteur de l'œil au-dessus du sol qui correspond au géométral.
Traçons sur le plan horizontal la projection AB du tableau el prenons la projection horizontale o de l'œil. Le tableau est, par exemple, limité en A et B, l'angle optique est AoB. On doit chercher à donner à AB une direction convenable et à placer le point o de façon à voir l'ensemble de l'objet dont on cherche la perspective.
Prolongeons les côlés des earrés qiti forment les projeelions des piliers, nous obtenons une suite de droites parallèles enlre elles; prenons une ligne of, parallèle à cette direction, pourla recherche de la perspective. Soit m un sommet du premier carré et n le sommet du troisième ; par les points m et n oii a deux droites qui déterminent sur la ligne AB les points i et 2.
Après avoir pris ces dispositions sur le géométral, et avant de passer à la perspective, nous allons dire quelques mots de l'opération qu'on appelle abaissement du géométral.
Abaissement du géométral. — Les perspectives des points du plan, placés sur le géométral derrière le tableau par rapport au spectateur, sont sur le tableau dans ime région qui est comprise entre la ligne de terre et la ligne d'horizon. Si l'on abaisse le géométral, c'est-à-dire si l'on transporte le géométral verticalement au-dessous de la position qu'il occupe, la figure tracée sur ce géométral a pour perspective, après le déplacement, une figure qui est toujours comprise entre la ligne d'horizon et une nouvelle ligne de terre. Mais celle-ci est plus éloignée de la ligne d'horizon que la première : on a donc ainsi une région plus étendue occupée parla perspective, et cette perspective est alors d'une lecture plus facile.
Le géométral ainsi abaissé occupe, par rapport à l'œil, une certaine position. Supposons que l'œil et ce géométral abaissé soient liés invariablement, et qu'on les transporte encore tous les deux au-dessous de la position qu'ils occiipent, jusqu'à ce que l'œil soit sur le prolongement dn premier géométral. Alors toute la perspective du géométral abaissé est maintenant située au-dessous de la ligne de terre, et on a l'avantage de n'avoir à faire des tracés qu'en dehors du cadre.
Comme la plupart des lignes qui conduisent au résultat, c'està-dire à la perspective du plan, doivent disparaître, et qu'il est difficile d'enlever des lignes sans détériorer un peu le papier du dessin, on évite ces détériorations en plaçant toutes les constructions en dehors du cadre; on peut alors, s'il y a lieu, appliquer facilement des teintes.
L'opération qui consiste à abaisser simultanément l'œil et le géométral porte le nom à^ abaissement du géométral.
Lorsque la détermination de la perspective du plan est ainsi faite
sfir le géoméLrai abaissé, il suffit de relever Lous les |ioinLs sur des verticales pour les avoir dans îa position qu'ils doivent occuper sur !a perspective du plan. C'est ainsi que nous allons opérer pour fa recherche de la perspective d'une suite d'arcades.
Suite de la recherche de la perspective des arcades. — La largeur du tableau est dans un rapport arbitraire avec la largeur AB qui est indiquée sur le géométrai.
Avec cette hypothèse, on est obligé d'opérer au moyen de lignes proportionnelles pour avoir la ligne d'horizon et la position des points de fuite.
ABest(^^. 43) la largeur du tableau. Portons A 6 = ABdu géométrai et AA| égal à la hauteur de l'œil au-dessus du géomélral; joignons le point hf au point h et menons par le point B une parallèle à la droite ainsi obtenue. Cette parallèle rencontre le cadre du tableau au point H, par lequel passe la ligne d'horizon HH', A partir du point A, portons le segment Afi^^^A./ du géomélral; joignons le point A) au point/, , et par le point H menons une parallèle à cette droite : nous obtenons le polntF', que nous relevons en F sur la ligne d'horizon. Ce point F est le point de fuite des droites mi, nz et de toutes les lignes parallèles à la direction de ces droites.
Abaissons le géomélral en transportant la ligne de terre en A'B'; la ligne d'horizon est confondue avec AE, et le point de fuite F est venu en F'. Joignons le point F' au point A'; par le point y, menons une parallèle à cette droite. Cette parallèle rencontre AA' en un point : c'est par ce point que nous traçons l'échelle des largeurs. On a bien ainsi l'échelle des largeurs, parce que la distance du point A à cette droite est à la distance du point A au point A' dans îe rapport rs > comme on le voit facilement sur la figure.
A partir du point B, traçons en dehors du cadre la ligne oblique BC qui rencontre l'échelle des largeurs en un certain point : c'est à partir de ce point que nous menons une droite sur laquelle nous compterons les hauteurs.
Cherchons la perspective du point m et la perspective du point/!. Pour cela, portons sur l'échelle des largeurs, à partir du point a, des segments égaux aux distances de A à i et à 2, ainsi qu'à toufi
les points iniermédiaires relatifs a ;cessivement, des points i
î piliers ; on obtient le point i' respondEoit aux sommets des
piliers. On a alors alternativement, à partir de i', des segments égaux aux deux intervalles qui se trouvent sur la ligne AB du géométral, à partir du point i . Joignons le point F' aux points ainsi obtenus : on a des lignes sur lesquelles doivent se trouver les
perspectives des sommets des carrés qui forment les projections des piliers.
Cherchons la perspective du point m on employant le point 2</, obtenu en portant F'-ac? égal à deux fois fo. Prolongeons la droite F'i' jusqu'à la droite A'B' en i", et, à partir du point i", portons sur la ligne de terre une longueur égale à deux fois mr, qui est l'éloignement oblique du point m. Joignons le point id au point que nous venons de déterminer sur la ligne de terre : cette droite rencontre F'i' en un point M' qui est la perspective du sommet m du carré d'un pilier.
Opérons de même pour le point n. La droite F'z' reiieontre la ligne A'B' au point 2". A partir du point 2" sur A'B', prenons un segment égal à deux fois l'éloignement oblique na du point n; joignons l'extrémité de ce segment au point ad. Cette droite rencontre F' a" au point JV', perspective du point n, et alors la droite mn a pour perspective la droite M'N'. Cette dernière rencontre les lignes divergentes du point F' en des points qui sont les perspectives des sommets des carrés projections des piliers. On détermine de la même manière la perspective de la ligne parallèle à mn et qui contient les autres sommets des carrés des piliers.
Nous avons ainsi achevé la recherche de la perspective du géométrai abaissé.
Ramenons maintenant le géométral dans sa position. Relevons verticalement les perspectives des sommets des carrés. Pour cela, relevons la droite M'N' et la ligne qui lui est parallèle. Prenons les points où ces deux droites rencontrent, d'une part F'i" et d'autre part l'oblique BC. Ces deux droites se relèvent, l'une en Fi'" et l'autre en H'C. Ramenons sur ces droites les points M', Q', r' et s' : nous obtenons les points M, Q, r, s. Joignons le point M au point r, le point Q au point s : nous avons les deux droites sur lesquelles il ne reste qu'à rapporter par des verticales les sommets des piliers. Nous possédons ainsi la perspective de la partie inférieure des piliers.
Occupons-nous de la hauteur de ces piliers. Prenons sur la figure géométrale ce qu'on appelle la ligne de naissance des arcades, c'est-à-dire la ligne à partir de laquelle commencent les arcades proprement dites. Portons, à partir du point ou l'échelle des hauteurs rencontre la ligne d'horizon, la hauteur de la ligne de naissance au-dessus de M';joignons l'extrémité/ du segment ainsi obtenu au point H'. Ramenons le point M par une horizontale de front sur la ligne H'C; puis, par le point ainsi ramené, menons une perpendiculaire à la ligne d'horizon : cette droite rencontre la ligne oblique H'y, en un point qu'on ramène en M',. De même pour le point N : on obtient le point N', et l'on joint le point M', au point N', . La droite M', N', est la perspective de la ligne de naissance des arcades. C'est à celte ligne que l'on doit limiter les verticales qui passent par les sommets des piliers qui se trouvent
sur la droilc MN. Oji trouve de même la perspective d'une parallèle à cette ligne sur laquelle on limite les extrémités des autres arêtes des piliers.
Sur le géométral abaissé, il est facile d'avoir les perspectives des projections des centres des circonférences qui forment ee qu'on appelle les courbes de léte des arcades. Nous relevons ces perspectives sur la ligne M'.N', , et nous avons les centres des circonférences courbes de tête des arcades. 11 suffit maintenant d'appliquer la construction donnée dans la dernière Leçon pour avoir la perspective d'une circonférence de cercle, après avoir cberché toutefois la perspective de la tangente commune à toutes ces circonférences : cette dernière perspective se détermine comme nous avons déterminé M'|N',.
Noua avons alors pour la circonférence, dont le diamètre horizontal est GI et dont le centre est au point tii, l'extrémité L du diamètre perpendiculaire à GI. On joint le point L aux points G et I, on mène une parallèle à Lw pour avoir une perpendiculaire au diamètre GI, et l'on joint aux points G et I les points de rencontre de cette droite avec LG et LI : ces droites se coupent en un point de la circonférence. On obtient ainsi autant de points que l'on veut, et l'on a alors, en les réunissant, une courbe qui doit être tracée tangentiellement en L à la perspective de la tangente commune aux courbes de tête des arcades. On fait de même pour les autres arcades.
Après avoir tracé la perspective des circonférences qui sont dans le plan vertical parallèle au plan MN, on a achevé la perspective des arcades.
Il y a des vérifications. Ainsi les perspectives des eûtes des carrés dont la direction est mi sur le géométral doivent rencontrer la ligne d'horizon au point F.
Voilà comment on opère lorsque l'on a, d'une façon complète, le plan et l'élévation de la figure dont on demande la perspective. Mais généralement on ne possède pas des données achevées, des dessins complètement terminés ; on connaît les principales dimensions de l'objet à mettre en perspective, et la perspective s'achève directement sur le tableau.
Pour elfectuer ces tracés directement en perspec(i\f, il (■■;( né-
ccssaire de connaître la solution des problèmes élémentaires relatifs à la ligne droite et au plan. Ces problèmes, analogues à ceux que l'on résout dans la méthode des projections orthogonales et à ceux que nous avons résolus en étudiant la méthode des projections cotées, nous les aborderons dans la Leçon suivante.
CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TARLEAU
Probièincs relatifs à la ligne droite et au piaH. — Perspective des moulur
Problèmes relalils à la ligne droite et au plan. — Pour les explications relatives aux solutions de ces problèmes, nous représentons un point par sa perspective et par la perspective de sa projection sur le géométral ; de même pour une droite.
Étant donnée une droite, déterminer sa trace sur le géométral. — La droite M'N' [fig- 44) et sa projection MN sur le géo-
métral soril deux droites dans un même plan : dès lors, M'N' prolongée rencontre MN. Le point de rencontre T de ces deux droites est un point du géométral : c'est alors la trace de la droite donnée sur le géométral, c'est-à-dire le point demandé.
Déterminer la trace d'une droite sur un plan horizontal situé à une distance donnée du géométral. — Sur les verticales qui projettent les extrémités de la droite donnée et à partir du géométral, on porte, dans le sens convenable, la distance donnée. On obtient ainsi deux points qu'on joint par une droite. Cette droite coupe la droite donnée au point cherché.
On construit de la même manière le point où une droite donnée rencontre un plan horizontal qui passe par un point donné.
Déierminer la trace d'une droite sur un plan dejront. — Soit xy {fig- 44) l'horizontale de front, trace du plan de front donné sur le géométral. Ce plan de front rencontre, suivant une verticale, le plan qui projette la droite donnée sur le géomélral; cette verticale passe par le point R, qui est le point de rencontre de xy et de MN : la droite d'intersection des deux plans est la verticale RR'; le point R', où cette droite rencontre la droite donnée M'N', est le point demandé.
On détermine de la même manière la trace d'une droite sur un plan vertical quelconque.
Reprenons le plan de front xy et supposons qu'on ail transporté ce plan de front à l'infini ; xy est alors confondu avec HH', le point de rencontre F de MN avec HH' est la nouvelle position du point R, et, en élevant la perpendiculaire FF' à la ligne HH', nous obtenons le point F', qui est le point de rencontre de M'W avec le plan de front, transporté à l'infini.
Puisque le point F' est la perspective du point de rencontre do la droite M'N' avec un plan à l'infini, le point F' est la perspective du point qui est à l'infini sur cette droite ; ce point F' est donc le point de fuite de M'N', et la construction que nous venons de trouver conduit alors à la détermination du point de fuite d'une droite donnée.
Résolvons directement ce dernier problème.
Construire le point de fuite d'une droite donnée. — Le point de fuite de la droite donnée est sur la ligne de fuite du plan qui pi'ojette cette droite siir le géométral. Ce plan étant vertical, sa ligne de fuite est une verticale. Mais nous connaissons un point de cette ligne de fuite, puisque, la droite IVIN étant une droite de ce plan, son point de fuite, c'est-à-dire le point où elle rencontre la ligne d'horizon, appartient à la ligne de fuite de ce plan vertical. Nous devons donc prolonger MN jusqu'au point F où elle rencontre ta ligpe d'horizon, par ce point F élever à la ligne d'horizon une perpendiculaire qui est la ligne de fuite du plan vertical qui projette la droite donnée sur le géométral. Le point de rencontre de cette ligne de fuite et de la droite M'N' est le point de fuite cherché de cette droite. Nous retrouvons ainsi la construction précédente.
La connaissance de ce point de fuite permet de résoudre immédiatement le problème suivant.
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D'un point donné, mener une parallèle à une droite donnée. — Il suffit de joindre le point donne au point de fuite de la droite donnée, et l'on a la parallèle demandée.
La trace d'un plan sur le géométral a pour point de fuite le point où cette droite rencontre la ligne d'horizon, et, comme la ligne de fuite du plan doit contenir les points de fuite de toutes les droites tracées sur ce plan, cette ligne de fuite doit passer par le point de fuite de la trace du plan. La trace du plan sur le géométral et sa ligne de fuite sont donc deux droites qui viennent se couper sur la ligne d'horizon.
Nous ne ferons pas usage de ces droites pour résoudre les problèmes élémentaires relatifs à ia droite et au plan. Lorsqu'on s'occupe du dessin d'un édifice, on a des plans obliques, comme cela se présente pour la toiture; ces plans obliques ne sont nullement définis par leurs traces sur le géométral et par leurs lignes de fuite : ils sont définis par les droites qui les terminent, comme le faîte et les arêtes inférieures de la toiture. Ce sont les données mêmes de ces plans que l'on doit employer.
Si l'on coupe un plan par des plans de front, les intersections sont des droites de front, et, comme les inlerseclions du plan donné avec ces plans de front sontdes droites parallèles entre elles, nous voyons que les lignes de front du plan ont pour perspectives des droites parallèles entre elles.
Parmi tous les plans de front, on peut considérer un plan de front à l'infini. La droite de front, dans ce cas, a pour perspective la ligne de fuite. Nous voyons ainsi que les lignes de front d'un plan sont, sur le tableau, parallèles à la ligne de fuite de ce plan.
Déterminer une droite de front d'un plan donné par une droite et un point ou par deux droites qui se coupent. ■ — Le plan est donné (flg. 45) par la droite (M'N', MN) et par le point (L', L). Par le point L, menons l'horizontale de front LR. Cette droite représente la trace, sur le géométral, du plan de front qui contient le point donné. Ce plan est rencontré par la droite donnée au point R' : la droite R'L' est la droite demandée. Si le plan est donné par deux droites qui se coupent, on résout le problème enjoignant par une droite les traces de ces deux droites sur un plan de front.
Partager une droite WW en parties propoi tionnelles à des segments donnés. — Par le point (M', M) {fig- 46) menons la droite de front (M'R', MR). Portons sur cette droite, àpartir du pointM, des segments proportionnels aux segments donnés ou ces segments eux-mêmes. L'extrémité du dernier segment étant {R', R), on mène la droite (N'R', NR) et l'on construit le point de fuite de cette droite. Il suffit alors de joindre F' aux extrémités des segments portés sur M'R' et de prendre les points de rencontre i, a, 3 de ces droites avec M'N' pour avoir les points chercliés.
Car les droites F'-i, F'-2, F'-3 sont les perspectives de lignes parallèles entre elles et qui déterminent, par conséquent,
Fig. ^5.
sur M'N' et sur la droite de front qui passe par M' des segments proportionnels. Mais les segments qu'on a portes sur la droite de front sont les segments donnés ou des segments proportionnels à ceux-ci ; donc les segments obtenus sur M'N'. sont bien proportionnels à ces segments donnés.
Pour ne pas être conduit à un point de fuite F' trop éloigné, on peut choisir ce point, puis on cherche la droite de front M'R' du plan déterminé par F' et par la droite donnée. On partage M'R' en segments proportionnels aux segments donnés et l'on achève comme précédemment.
Voici une autre solution du même problème :
Par le point M {Jig- 4^) on mène une horizontale de front; on porte sur cette droite, à partir du point M, des segments égaux ou proportionnels aux segments donnés ; on joint le point N à l'extrémité du dernier segment ainsi porté : cette droite rencontre la ligne d'horiïon. en un point que l'on joint aux extrémités des segments
portés sur l'horizontale de front menée psir le point M; on a des droites qui rencontrenl MN en certains points. Au mojcn de verticales, on relève ces points, et l'on retrouve sur M'N' les points i , 2, 3 qui partagent cette droite en parties proportionnelles aux segments donnés.
Si l'on porte sur une horizontale de front des segments égaux entre eux, les droites qui partent des extrémités de ces segments et qui aboutissent à un même point de la ligne d'horizon sont les perspectives de droites parallèles entre elles, qui déterminent alors des segments égaux sur toute horizontale de front. Les segments ainsi obtenus sur toutes ces horizontales de front sont les perspectives de segments égaux entre eux dans l'espace.
On obtient de la sorte, sur ces horizontales de front, ce qu'on appelle les échelles des plans de front qui passent par ces droites,
Fig. 47-
Lorsque l'on porte sur un plan de front une longueur égale à un segment donné, cette longueur doit être mesurée à l'échelle de ce plan de front.
Supposons, par exemple, que le point d {fig- 47) soit le point de distance correspondant à la direction M/; en j oignant le point à au point M, nous obtenons, sur la droite de front qui passe par le point M) , un point R, , et nous avons R, M| ^ MM, . On dit alors que R| M) est la longueur de MM, à l'échelle du plan de front qui passe par le point M) . Si nous avions joint le point d au point M, , nous aurions obtenu un point R5 qui nous donnerait encore RsM=:MM) ; mais ici Ra M est la longueur du segment MM) à l'échelle du plan de front qui passe par le point M, et l'on voit que sur le tableau la longueur MRj, mesurée entre les pointes d'un compas, est plus grande que la longueur MM,. Dans l'espace, il est bien évident que les longueurs correspondant à ces segments sont égales entre elles.
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Porter sur une droite des segments égaux à des segments donnés sur cette droite. — Soit, sur le géométral, MR (/ig. 48) la droite donnée. Par le point M traçons une horizontale de front. Joignons les extrémités des segments MN, NR à un point / de la ligne d'horizon : ces droites rencontrent l'horizontale de front qui passe par le point M aux points i el a. A partir du point 2, prenons des segments égaux aux segments M-i, 1-2 : nous obtenons les points i', 2'. Joignons ces points au point / : ces droites rencontrent la droite donnée aux points N', R', qui sont les points demandés.
Fig. 48.
Déterminer le point oit une droite rencontre un plan donné par deux droites qui se coupent. — On construit les points où les droites, qui déterminent le plan donné, rencontrent le plan vertical qui contient la droite donnée. La droite qui joint ces deux points rencontre la droite donnée au point demandé.
Au lieu de faire usage du plan vertical qui contient la droite donnée, on peut employer un plan déterminé par cette droite et par une droite de front menée de l'un de ses points. Mais cette solution exige qu'on sache résoudre le problème suivant.
Construire l'intersection de deux plans. — Nous supposons que chacun des plans est donné par deux droites qui se coupent. On coupe ces plans par un premier plan de front. On détermine ainsi deux droites de front qui, parleur rencontre, donnent un point de la droite d'intersection des deux plans. Au moven d'un second plan de front, on construit un second point de celte droite qui est alors déterminée.
Le problème, qui consiste à partager une droite en segments proportionnels à des segments donnés, trouve son application lorsqu'on cherche la perspective d'ane moulure.
Perspective des moulures. — Nous allons considérer une moulure
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qui conloume deux murs verticaux à angle droit et en chercher la perspective.
a'b'c'd'^g'l' {fig. 49) est le profil qu'on obtient en coupant la moulure par un plan perpendiculaire aux arêtes de cette moulure. En projection horizontale, on a des droites parallèles entre elles correspondant à la direction d'un des murs, et des droites parallèles entre elles correspondant à la direction de l'autre mur. Ces droites viennent se couper en des points appartenant à un contour relatif à la moulure et 'qui se trouve dans le plan bissecteur du dièdre formé par les plans verticaux des deux murs.
En projection horizontale, on a acdel.
Supposons que sur le tableau nous ayons les perspectives des
grandes arêtes qui viennent aboutir au point projeté en a et les perspectives des grandes arêtes aboutissant au point /; nous supposons en outre que ces grandes arêtes sont obliques par rapport au tableau.
Soit HH' la ligne d'horizon (yï^. do), Le point projeté en a a pour perspective le point A', et les grandes arêtes qui aboutissent à ce point A' sont les deux droites de la figure qui partent de ce point; de même pour le point L', et, comme ces dernières arêtes sont parallèles aux premières, elles doivent rencontrer respectivement la li^e d'horizon aux mêmes points que les premières.
Cherchons les perspectives des points appartenant au profil de la moulure, points qui se projettent en cdel {fig- 49)- Pour cela, partageons AL {fig- 5o} en segments proportionnels aux segments ac, cd^ de, el, ou encore, si nous n'avons que le profil de la moidure en segments proportionnels aux segments 1-2, a-3, i-g'
et g'-V. A cet effet, menons par le poinl A une horizontale de front, portons à partir du poinl A des segments égaux à 1-2, 2-3~, Z-g' él g'-l', joignons l'extrémité du dernier segment ainsi porté au point L : cette droite rencontre la ligne d'horizon en un certain point. Joignons ce point aux extrémités des segments portés sur l'horizontale de front qui passe par le point A : ces droites rencontrent AL en des points G, D, E, L qui sont les perspectives des points c, d, e, l.
Cherchons maintenant les points de l'espace correspondant aux
points C, D, E, L. Ces points sont dans le plan vertical qui a pour trace AL sur le géométral. Ce plan vertical rencontre le plan horizontal qui est à la hauteur du point A' suivant une droite qu'on obtient en joignant le point A! au point/, où la ligne d'horizon est rencontrée par la droite AL. Ce plan vertical rencontre aussi le plan horizontal qui est à la hauteur du point L' suivant une droite/L'. C'est dans ce plan vertical que se trouvent les points que nous cherchons, et qui sont sur les verticales élevées des points C, D, E. Dans ce plan vertical, et par les points du profil de la moulure, concevons des horizontales. Ces droites rencontrent la verticale qui passe par le point A' en des points qui correspondent aux points b'^ m', i du profd de la moulure. Nous n'avons donc qu'à
partager le segment A'i' en segments proportionnels aux segments a'b\ b'm', m'i. Comme la droite A'i' est une droite de front, nous partageons le segment Â'i' swr le tableau en segments proportionnels, en opérant comme s'il s'agissait de la droite A'i' de l'espace : noiis obtenons ainsi le point B' et le point M', et nous avons A'B' _ B'M' «.'6'~ fm'' ""
Joignons maintenant les points B' et W au point/ : nous avons ainsi, dans le plan vertical dont la trace est AL, les deux horizontales passant par les points B' et M'. Ces droites rencontrent les verticales qui passent par les points C, D, E en des points qui appartiennent au profil de la moulure ; c'est par les points ainsi déterminés qu'on doit mener les grandes arêtes de la moulure.
Par le point B passent deux grandes arêtes horizontales qui rencontrent la ligne d'horizon au poiiit où cette droite est rencontrée par les droites qui passent par le point A'. Nous menons de même les grandes arêtes qui passent par les points C, D', E', G' et L'.
Nous avons déterminé les points C, D', E' en employant des segments comptés {fig- A^) sur les lignes «'i et il'\ on procède de même pour construire un point quelconque du contour CD'.
Pour achever le tracé de la perspective de la moulure, il faut avoir soin de remarquer qu'il existe une droite A'B' entre le point A' et le point B' et une droite E' G' entre les points E' et C, mais qu'il n'y a pas de droite entre B' et C, parce que c'est un même plan horizontal relatif à la moulure qui existe sur les deux murs; de même, entre D' et E', entre G' et L', il n'y a pas d'intersection. Ainsi, ensuivant le contour de la moulure à partir de A' jusqu'en L', on ne rencontre pas une ligne continue d'intersections de plans. Il y a intersection de plans lorsqu'on a des plans verticaux et le long de la ligne qui représente le contour courbe; mais les plans horizontaux ne donnent pas lieu à des droites d'intersection.
Les grandes arêtes passant par A' ont, l'une un point de fuite qu'on peut employer, l'autre, A'N', un point de fuite trop éloigné. Pour mener les arêtes parallèles à celle-ci, on peut faire usage d'un plan vertical auxiliaire sur lequel on détermine, comme nous venons de le faire pour le plan vertical AL, les points où il est rencontré par les arêtes parallèles à A'N'.
Dans la pratique, lorsqu'on a à déterniiner un certain nombre
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de tracés de moulures, on se contente de chercher la perspective d'une figure dans laquelle on remplace, par exemple, le contour compris entre h' et g' {fig. 49) par une simple droite b'g'. On cherche alors la perspective comme précédemment : on a ainsi la perspective par masses. Puis, en substituant à la droite B' G' (_yîo'. 5o) un contour à simple vue, on obtient approximativement la perspective de la moulure. Mais cette manière d'opérer n'est possible que lorsqu'on sait, à la suite d'un certain nombre de tracés exacts, la forme à laquelle on doit arriver pour la perspective des moulures.
On doit remarquer que, pour la solution de tous les problèmes que nous venons de résoudre, les longueurs des segments n'intervenant que par leur rapport, nous n'avons pas fait usage des points de distance. Dans la Leçon suivante nous emploierons ces points pour traiter des questions, relatives au plan et à la droite, dans lesquelles on cherche la grandeur d'angles ou de segments de droites.
SEPTIÈME LEÇON
CONSTRUCTIONS DIRECTES SUR LE TABLEAU (suite).
mener un plan a être de front. — Perspective d'une perpendiculaire à un plan. Perspective d'une ligure vue après réHevion. — Relèvement du géoniÉtral.
En Géométrie descriptive, les problèmes dans lesquels interviennent des grandeurs angulaires ou linéaires se résolvent ati moyen de rabattements. Si, par exemple, on a à déterminer la grandeur d'un angle, on amène le plan de cet angle à être parallèle à l'un des plans de projection, on projette la figure ainsi obtenue, et l'on a en projection la grandeur de l'angle à mesurer.
De même, pour déterminer la grandeur d'un segment de droite, on amène le plan qui contient le segment qu'on veut mesurer à être parallèle à l'un ou à l'autre des plans de projection.
Dans la méthode des projections cotées, on n'a qu'un plan de projection, et alors les rabattements se font de manière à amener les plans, sur lesquels se trouvent les grandeurs qu'on veut mesurer, à être parallèles au plan de comparaison.
En perspective, nous n'avons plus qu'un plan vertical : c'est le plan du tableau. En amenant un plan à être parallèle au plan du tableau (et pour cela il suffit de le faire tourner autour de l'une de ses droites de front) et en construisant la perspective de la figure après la rotation, on obtient une figure semblable à la figure de l'espace. Les angles de cette figure sont alors égaux aux angles de la figure de l'espace, et les segments de droites sont proportionnels à ceux des droites de l'espace.
Le problème que nous sommes conduit à résoudre est donc le suivant ; amener un plan à être de front.
Avant de donner la solution de cette question, faisons remarquer que, lorsqu'on connaît les points principaux de fuite et de distance,
ou peut mesurer les segnieiUs comptés sur des perpendiculaires au plan du tableau.
P et D {fig. 5i) sont les points principaux de fuite et de dis- Fig. 5i.
tance ; une droite MP est la perspective d'une perpendiculaire au plan du tableau : cherchons la longueur d'un segment Mm de cette droite.
Nous n'avons qu'à joindre le point D au point M et à mener par le point m une droite de front : la ligne mg est la longueur du segment Mm, à l'échelle du plan de front qui contient le point »i, car le point D est le point de distance correspondant à la direction MP ; il est donc le point de fuite des droites, telles que DM, qui déterminent des segments égaux sur MP et sur une horizontale de front.
Occupons-nous maintenant de ce problème :
Amener un plan à être de front. — On donne i^fig- Sa) les points principaux de fuite et de distance P, D. Le plan est donné par les droites (M'C, MC), (M'E', ME), on le fait tourner autour d'une de ses droites de front, pour l'amener à être de front : on demande
, pour
de construire les perspectives des points du plan lorsque la rotation est effectuée.
Soit xy la droite de front autour de laquelle nous allons faire tourner le plan donné. Cette droite est dans le plan de front qui a pour trace sur le géométral l'horizontale de front CE^. En tournant autour de xy, le point M' décrit une circonférence de cercle dont le rayon est la perpendiculaire abaissée du point M' sur la charnière. Cherchons cette perpendiculaire : pour cela projetons le point M' sur le plan de front xy, et du pied de cette perpendiculaire abaissons une perpendiculaire sur xy. Le pied de cette dernière droite est le pied de la perpendiculaire abaissée du point M' sur la charnière xy.
Effectuons ces constructions. Menons les droites M'P, MP. Cette dernière droite rencontre CE en m, la verticale mni! coupe M'P
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aa point m', qui est la projection de M' sur le plan de front xy. Du point m', dans ce plan de front, ahaisaons une perpendiculaire sur xy, et pour cela il suffît de mener une droite rencontrant
Fi g, 53,
à angle droit cette droite xy, puisque nous opérons dans un plan de front. Le pied de cette perpendiculaire est jjl, et la droite M'ja est la perpendiculaire abaissée du point M' sur la charnière xy.
Après la rotation du plan autour de xy, la droite M'|a, qui est perpendiculaire à xy, a pour perspective la perpendiculaire à la cliarnlère menée à partir du point ix, et lo point M' est sur cette per-
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pendiculaire, à une distance du point ^ égale à la longueur de M'pL, à l'éciiclle du plan de front :ry.
Pour trouver la longueur de M'[a, considérons le triangle rectangle M'm'jji et amenons le plan de ce triangle à coïncider avec le plan de front xy, en le faisant tourner autour de là droite de front m' [A. Lorsque le plan du triangle M'm'|j. coïncide avec le plan de front xj', le côté m'M', qui est perpendiculaire à m'jji, a pour perspective une droite perpendiculaire à m' ^, et le point M' vient sur cette droite à une distance égale à la longueur de M'fn'. Mais, d'après ce que nous venons de dire, nous savons déterminer la longueur de ce segment de droite : on mène par le point m' l'horizontale de front m' g, et par le point M' la droite M'D; on obtient alors le segment m'g, qui est égal au segment M'm', à l'échelle du plan de front qui contient le point m'. Rapportons ce segment m'g en m'M" : l'hypoténuse M"^ du triangle M"m'^ esl la longueur de M'[i.
Il suffît alors de porter le segment jaM", à partir du point Ji jusqu'en M|, sur la perpendiculaire [aM| kxy, pour avoir au point M, la perspective du point M' après la rotation du plan. On dit que le point M, esl le relèi'ement du point M'.
On pourrait recommencer les mêmes constructions pour d'autres points du plan donné; mais quelques remarques permettent de simplifier les tracés qui conduisent aux relèvements de ces points.
Le plan du triangle Wm,']>. a sa ligne de fuite qui est parallèle à m' [A, puisque cette dernière droite est une ligne de front du plan de ce triangle. Cette ligne de fuite doit passer par le point P, qui est \h point de fuite de la droite M'/n' du plan du triangle. Nous avons donc la ligne de fuite du plan de ce- triangle en abaissant du point P une perpendiculaire sur la ligne de front xy du plan donné : cette perpendiculaire est, en eflet, parallèle à m']}.. EIIp rencontre M'jj. au point de fuite œ de celte droite.
Le point cp est le point de fuite des droites tracées sur le plan ei qui sont perpendiculaires à xy. On peut remarquer que cp esl sur la ligne de fuite J du plan donné, puisque M'fx est une droite de ce plan.
En tournant autour de xy, le point M' décrit un arc de cercle, et la corde de l'arc décrit est la hgne M'M). Pour chaque point du plan, on a une droite telle que M' Mi . Toutes ces droites, étant pa-
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rallèlcs entre elles, onL même point de fuite. Ce point de fuite est à la rencontre de M'M, avec la ligne de fuite Pta. Comme il est trop éloigné, prenons le tiers du segment M, [jl, joignons le point M' à l'extrémité du premier tiers de [iM, à partir de [>., nous obtenons, à la rencontre de cette droite et dePcp , le point -jS. Au moj'en du point f et du point |S, il est facile d'avoir le relèvement d'un point quelconque du plan.
Prenons, par exemple, le point N du plan. Abaissons du point N une perpendiculaire sur xy ; la perspective de cette droite est Ntp et son pied sur xy est le point v. Après la rotation, cette perpendiculaire Nv a, pour perspective, la perpendiculaire élevée du point V à la droite xy. Joignons le point N au point |S. Cette ligne rencontre la perpendiculaire issue du point v en un point qui est l'extrémité d'uii segment, compté à partir de v, et que nous triplons jusqu'au point N) : le point Ni est-le relèvement du point N.
Réciproquement, si l'on a un point du plan relevé, tel que N|, par des constructions inverses, on revient du point N, au point N,
Le relèvement d'une droite se fait en relevant deux de ses points ; la droite M'N, par exemple, est relevée en M)N), On peut remarquer que le point où la droite M'N rencontre la charnière est un point qui ne change |pas pendant la rotation, et, par conséquent, il appartient à la droite M,N,.
La figure qui est tracée sur le plan donné et la figure qu'on, obtient après le relèvement du plan sont deux figures, telles que les points correspondants, comme M' et M,, N et N,, sont sur des droites convergentes en un même point S. Les droites de ces deus figures, comme M'N et MiN,, qui se correspondent, viennent se couper sur la droite xy. Ces deux figures sont donc homologiques.
Le problème que nous venons de résoudre permet d'arriver à la solution d'un grand nombre de questions. Si, pour ne prendre qu'un exemple, on demande de construire dans le plan donné etsurM'ti un triangle semblahle à un triangle donné, on n'a qu'à relever le plan donné. La droite M'N vient en M, N) ; dans cette situation, on construit sur M|N) un triangle M|N,Q, semblable au triangle donné, puis on ramène le point Q) en faisant tourner le plan autour de xy jusqu'à ce qu'il soit revenu dans sa première position. Le point Q, vient prendre une certaine position
Q, et, en joignant le point Q aux points M' et N, on a la perspective demandée. Nous ne nous arrêtons pas à Iraiter d'autres problèmes de ce genre.
Perspective d'une perpendiculaire à vn plan. — Cherchons la perspective de la perpendiculaire au plan qui est issue du point M'.
La droite demandée doit être une droite du plan du triangle M'm'fJL {Jîg- 52), puisque le plan de ce triangle est perpendicidaire à xy; il contient, en effet, les droites [lM.' etu.m', qui sont perpendiculaires à xy. La droite demandée doit être, en outre, perpendiculaire à la droite M'u.; mais nous avons fait tourner le plan du triangle M' m' \l autour de la droite de front m' ]j- ; l'hypoténuse M' ]j. est venue en M"ja. Dans cette situation, la perpendiculaire, menée dans le plan du triangle à la droite M'^j-, n'est autre que la perpendiculaire M"/ à l'hypoténuse M"ia. Lorsque nous ramenons le plan du triangle dans la position qu'il a dans l'espace, le point de rencontre /, de la perpendiculaire M'/ avec m'[L, ne change pas de position, et la perpendiculaire demandée est IM'. En prolongeant cette perpendiculaire jusqu'au point où elle rencontre la ligne de fuite Pcp du plan du triangle IVI'wi'[a, on a le point de fuite de toutes les perpendiculaires au plan donné.
La construction que nous venons de donner s'appuie sur la détermination du rabattement de M' ijl lorsqu'on a fait tourner le plan du triangle M'm'\i- autour de la droite de front m' p. située dans le plan :ry. Nous pouvons faire la même construction en prenant un autre plan de front que le plan ay. Prenons, par exemple, comme charnière la ligne de fuite du plan donné, en supposant que le plan de front xy soit transporté à l'infini. Le triangle Wm'y. de la construction précédente est remplacé actuellement par le triangle MP;p et le segment m'g par le segment PD, que nous devons porter en PM'", perpendiculairement à P^, L'hypoténuse M'y du triangle M' Pff est maintenant rabattue en M'" tp, et la perpendiculaire au plan est rabattue suivant la perpendiculaire menée du point M'" à la droite W'f. Cette perpendiculaire rencontre Pip en un point / qui est le point de fuite des perpendiculaires au plan; en le joignant au point M', on a la perpendiculaire demandée.
On peut arriver directement à cette construction.
Le point P est le pied de la perpendiculaire abaissée de l'œil O
sur le plan du tableau; la ligne de fui le J du plan donné est la trace sur le plan du tableau du plan mené de l'œil parallèlement au plan donné.
Menons un plan perpendiculaire à cette ligne de fuite ; ce plan est à la fois perpendiculaire au tableau et au plan donné ; sa trace sur le tableau est la perpendiculaire P^ abaissée du point P sur la ligne de fuite du plan donné. Ce plan auxiliaire coupe le plan mené par l'œil parallèlement au plan donné suivant la droite Ocp; dans ce plan auxiliaire, la perpendiculaire au plan donné menée par l'œil est une ligne perpendiculaire à cette droite Ocp. Pour construire cette ligne, faisons tourner le plan auxiliaire autour de la droite Vf tracée sur le plan du tableau. La perpendiculaire qui va de l'œil au point P vient alors se rabattre suivant la ligne PM'", le segment PM'" étant égal à PD, c'est-à-dire à la distance de l'œil au tableau. Nous avons alors le rabattement M'"^ de la ligne Oif. Nous n'avons plus qu'à élever, du point M'", une perpendiculaire à cette droite et à ramener cette ligne en replaçant le plan auxiliaire dans la position qu'il doit occuper. Le point où la perpendiculaire menée du point M"' à M"'y rencontre P<f est le point de fuite/des droites perpendiculaires au plan donné.
Le plan auxiliaire que nous venons d'employer est perpendiculaire au tableau; il renferme deux droites rabattues, l'une en M'"o çt l'autre perpendiculaire à celle-ci en M'"/. Ces droites ont, pour points de fuite, l'une le point cf et l'autre un certain point/ de yP. Bans le triangle <pM"'/, on a la relation Pai X P/= PD . On peut donc dire que, lorsque sur un plan perpendiculaire au plan du tableau on a deux droites perpendiculaires entre elles, le produit des distances de leurs points de fuite au point principal de fuite est égal au carré de la distance principale. Ce résultat est applicable au géométral, puisque ce plan est perpendiculaire au plan du tableau.
Perspective d'une figure vue après réflexion. — Un point, vu par réflexion dans une glace, est vu comme s'il était, par rapport à la glace, le symétrique du point donné. Pour construire ce point symétrique, on applique ce qui précède, puisqu'on doit abaisser du point donné une perpendiculaire sitr le plan.
Dans le cas particulier où la surface réfléchissante est une sur-
face horizontale, par exemple une nappe d'eau, l'image d'un point s'obtient en menant une verticale et en prolongeant cette verticale au-dessous de la surface réfléchissante d'une longueur égale à la distance du point à cette surface; comme on a des segments égaux sur une verticale, ils restent égaux sur le lahlcaa.
Relèvement Au géométral. — Lorsqu'au lieu d'un plan quelconque on considère le géométral, le problème, qui consiste à amener ce plan à être parallèle au tableau, porte le nom de relèvement du géométral. Les constructions, dans ce cas, se simplifient et se réduisent aux tracés que nous allons indiquer.
Soient M {fig- 53) un point du géométral et x^^' la droite de front
Fig. 63.
qui est la charnière. On obtient la perpendiculaire à cette charnière en joignant le point M au point P : cette droite coupe xy au point ^. La longueur de Mja s'obtient en joignant le point M au point D, le segment )i.g est égal à M[jl, à l'échelle du plan de front xy. La droite M[j. est relevée en |j.Mi, perpendiculairement à xy, le point M, étant tel que [iM, soit égal à ^.g.
Toutes les cordes des arcs décrits par les points du géométral sont des droites parallèles à MM, et ont alors pour point de fuite le point S, oh MM, rencontre la perpendiculaire menée du point P à la ligne d'horizon. Ce point S est appelé le point supérieur de distance. Si le géométral toiu'ne autoijr de xy, de façon que le point M vienne en M^ au-dessous de cette droite, la corde MM^ a alors pour point de fuite \c point inférieur de distance.
Une droite MN du géomélral esl relevée en M , N.
C\ievG\ioni\^ relèvement du point dont la perspective est à l'infini sur MN. Joignons le point P au point à relever qui est à l'infini sur MN, c'est-à-dire menons par le point P une parallèle à MN ; cette droite coupe xy au point i. Précédemment, pour le point M, nous avons mené la droite jaM), élevons maintenant une perpendiculaire à xy^ à partir du point i\ nous avons joint le point D au point M, nous devons mener alors par le point D une parallèle Dy à MN et porter à partir du point i une longueur égale à la distance du point i au point j : nous- obtenons ainsi le point I, qui est le relèvement du point de l'espace dont la perspective est à l'infini sur MN. Ce point de l'espace est dans le plan de front qui passe par l'œil. Comme il est alors sur te géométral du même côté que M, par rapport à xy, on doit le placer après le relèvement du même côté que M| par rapport à xy. La longueur (I est égale à PD, d'après cette construction, et alors, quelle que soit la droite MN tracée sur le tableau, pourvu qu'elle soit parallèle à la même direction, on obtient toujours le même point I appartenant au relèvement de toutes ces droites. Ce résultat était à prévoir, puisque les droites tracées sur te géométral et dont les perspectives sont parallèles entre elles sont des droites qui convergent en un même point du plan de front passant par l'œil.
On peut relever te géométral en supposant donnés le point de fuite et le point accidentel correspondant à une dire ctîonarbit rai re, mais alors il faut donner l'angle que fait cette direction avec unC' horizontale de front.
On peut se proposer un grand nombre de problèmes qui exigent le relèvement du géométral. Pour arriver à effectuer rapidement le relèvement du géométral, il est utile de s'exercer en résolvant un certain nombre de ces problèmes. Nous indiquons seulement l'énoncé suivant :
Déterminer sur le géométrallaperspectived' une circonférence décrite sur un segment donné, oblique par rapport au tableau.
Au lieu de prendre le cas particulier du relèvement du géométral, on peut chercher à amener de front un plan vertical. On arrive à des tracés très simples qui constituent la méthode de la corde de l'arc, dont nous nous occuperons dans la Leçon suivante. On doit remarquer que, dans le cas d'un plan quelconque, en se servant du
point |3, on fait déjà usage de cette méthode; mais elle avait cti5 employée jadis dans le cas particulier des plans verticaux. Notia réservons alors, comme on l'avait fait d'abord, le nom de méthode de la corde de l'arc à ce dernier cas seuleEient.
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Perpendiculaire à un plan. ^ Ondétermine aussi la perspective d'une perpendiculaire à un plan en construisant d'abordles perspectives des projections de celte droite sur le géométral et sur un plan de Iront,
Soient Tn et a^ {_fig. 54) la trace sur le géométral et une droite de front du plan donné.
Par le point quelconque (M', M), d'où nous voulons abaisser une perpendiculaire sur le plan donné, menons un plan de front : l'intersection de ce plan et du plan donné est la droite de front xy.
En abaissant du point M' la perpendiculaire M''^ sur cette droite, on a tout de suite la projection sur ce plan de front de la perpendiculaire demandée.
Pour avoir la projection de cette perpendiculaire"sur le géométral, relevons le géométral; faisons-le tourner autour de l'horizontale de front M^. La trace Ty du plan donné est relevée en T^y et le relèvement d'une perpendiculaire à cette trace s'obtient en menant une droite Ti w, de façon que l'angle jTiit soit droit.
En ramenant le géométral, le point « ne change pas de position et la droite kT est alors la projection sur le géonaétra! d'une perpendiculaire au plan donné.
Cette droite rencontre la ligne d'horizon au point / : la droite M/, qui est parallèle à iiT, est !a projection de la perpendiculaire demandée.
Cette projection est coupée au point p par !a droite P ç ; la droite M'p est alors la perpendiculaire au plan, passant par le point M', qu'il s'agissait de construire.
Le plan vertical /i M rencontre le plan donné suivant re. Le pointe, o(i cette droite rencontre M'p, est le pied, sur le p'an, de la perpendiculaire M'c.
Par des constructions inverses de celles qui précédent, on détermine f:icilement un pian perpendiculaire à une droite donnée.
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CONSTRUCTIONS DIRECTES SDR LE TARLEAU (fin)- OMBRES EN PERSPECTIVE.
Perspective d'une figure tracée sar un plan Tertical: méthode de la corde de l'arc. - Perspective d'une voûte d'arêtes. — Ombres eiiperspective. — Ombreportéeparun verticale sur le géomélral. — Ombre portée par une verticale sur un plan oblique
Perspective d'une figure tracée snr un plan vertical : méthode de 1
Gorde de l'arc. — Considérons le cas particulier où le plan qu'oi
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veut amener à être de front est un plan vertical. On donne {fig. o5) les points principaux de fuite et de distance P, D et la trace MM du plan donné sur le géométral. On veut déterminer la perspective
d'une figure tracée sur ce plan et dont on connaît les dimensions géométrales.
Nous pouvons faire tourner le plan vertical donné autour de l'une de ses verticales, de manière à l'amener à être parallèle au plan dit tableau. Après la rotation, nous aurons sur le tableau une figure semblable à la figure donnée. Afin d'obtenir une figure égale à la figure donnée, nous prenons comme cbarnière la droite d'intersection du plan vertical donné avec le plan de front qui contient l'échelle des largeurs.
L'échelle des largeurs rencontre la trace du plan donné au point u. C'est la verticale xy qui passe par ce point |a qui est la charnière.
Cherchons ce que devient un point M après la rotation. Dans le cas particidier actuel, on a tout de suite la droite M \i., qiii est le rayon de la circonférence décrite par le point M, Déterminons la longueur de cette droite. Pour cela, projetons le point M en m sur le plan de front de l'écbelle des largeurs; faisons tourner le géométral autour de m\i. : la droite mM, après le relèvement, est la perpendiculaire mG à l'échelle des largeurs. Joignons le point D au point M de manière à déterminer la longueur de mM, et portons cette longueur à partir du point m jusqu'au point G : G|j. est alors la longueur de M j* à l'échelle du plan de front qui contient l'échelle des largeurs.
Portons le segment ^G depuis le point ^ jusqu'au point M, : le point M| est la position du point M lorsque le plan vertical MN est amené à être de front après avoir tourné autour de xy. La corde de l'arc décrit par le point M est MM, ; cette droite rencontre la ligne d'horizon en un point 3, qui est le point de fuite de toutes les cordes des arcs décrits par les points du plan vertical. Connaissant S, il est facile de déterminer ce que devient un point du plan vertical, et, inversement, on ramène aisément sur ce plan les points du plan de front qui contient l'échelle des largeurs.
Prenons, par exemple, un point N, joignons ce point à 3 par la droite S IV : cette droite rencontre l'échelle des largeurs au point N), qui est la perspective du point N après la rotation du plan vertical.
Traçons sur le plan de front de l'échelle des largeurs, et avec les dljnensions qu'elle a sur l'éiévation qui est donnée, la figure dont
on demande la perspective sur le plan verlical donné. Cette figure étant tracée, il faut la ramener sur le pian verlical MN.
Cherchons ce que devient le point R', de cette figure, qui se projette au point R| sur l'échelle des largeurs. Le point R', ainsi que le point R| décrivent des arcs dont les cordes ont pour perspectives 8R'|, SRf ; cette dernière droite rencontre MN au point R. En menant la verticale qui passe par ce point, on a une droite qui rencontre SR', au point R', qui est la perspective du point R, ramené dans le plan verlical MN.
Pour avoir la tangente au point R', nous n'avons qu'à mener la tangente au point R', ; celte droite rencontre la charnière xy en un point T. Le point T restant, pendant la rotation, à la place qu'il occupe, la tangente qui passe par le point R'est alors la droite R'T.
Il résulte de cette construction que, sur le tableau, la tangente, menée de 8 à la perspective de la courbe tracée sur le plan de front de l'échelle des largeurs, est aussi tangente à la perspective de cette courbe lorsque son plan est revenu dans sa position.
Aux points M et N les tangentes à la courbe cherchée sont verticales.
Proposons-nous de mener à cette cowbe la tangente qui est parallèle à une droite UV donnée sur le tableau.
Traçons sur le tableau des droites parallèles à UV, et parmi ces droites la tangente demandée, on a des lignes qui sont les perspectives de droites convergentes en un même point du plan de front passant par l'œil, si l'on suppose qu'elles sont les perspectives de lignes situées sur le plan vertical MN.
Cherchons ce que devient ie point de convergence de toutes ces droites lorsque le plan vertical MN est amené à être de front. Pour cela, nous n'avons qu'à appliquer la construction précédente au point dont la perspective est à l'infini sur la droite UV. Ce point se projette sur le géométral en «n point dont la perspective est à l'infini sur la droite MN. Menons la droite qui joint le point 3 à ce point à l'infini, c'est-à-dire menons par le point S une parallèle à la droite MN ; le point I, où celte droite rencontre l'échelle deslai-geurs, est la perspective du point où MN perce le plan de front passant par l'œil, lorsque le plan vertical MN est amené de front.
En élevant une verticale à partir du point 1, on a une droite qui doit contenir la perspective du point correspondant au point situé
à l'infini sur UV; mais ce point se trouve sur la droite SI' qui joint le point S au point à l'infini sur UV, c'est-à-dire sur une parallèle à UV : on a donc au point F la perspective du poinl de convergence des droites tracées sur le plan vertical MN, lorsque ce plan est amené à être de front.
Parmi toutes ces droites se trouve la tangente demandée : c'est celle qui est maintenant la tangente menée du point F à la courbe située dans le plan de front de l'échelle des largeurs ; elle rencontre la charnière xy en un certain point, el, en menant de ce point une parallèle à la droite UV, on a la tangente cherchée.
Telles sont les constructions dont l'ensemble est désigné sous le nom de méthode de la corde de l'arc.
Nous pouvons remarquer qu'en exposant cette méthode nous avons trouvé la solution du problème suivant : Etant donnés une direction MN sur le géométral et les points principaux de fuite et de distance, construire le point accidentel correspondant à cette, direction. Le point S est, en effet, le point de distance accidentel correspondant à cette direction MN, puisqu'il est le point de fuite de droites, telles que SM, qui détermine des segments égaux sur MN et sur une horizontale de front.
Perspective d'une voûte d'arêtes. — Nous avons jusqu'à présent traité des problèmes relatifs aux droites et aux plans; nous allons résoudre maintenant un problème relatif aux intersections de surfaces. Nous nous proposons de chercher la perspective d'une voûte que l'on désigne sous [e nom de voûte d'arêtes. Celle dont nous allons nous occuper est formée par la rencontre de deux voûtes appelées berceaux en plein cintre, dont les intrados, c'està-dire les surfaces apparentes de ces voûtes, sont des cylindres de révolution. Les axes de ces cylindres se rencontrent à angle droit et sont situés dans un plan horizontal appelé plan de naissance de la voûte. Puisque les deux cylindres ont leurs axes dans ce plan de naissance et que leurs sections droites ont des rayons égaux, les intersections de ces cylindres sont des courbes planes dont les plans sont verticaux.
AB {fig- 56j) étant la section droite d'un des cylindres, BC la section droite de l'autre cylindre, il est facile de voir que les lignes d'intersection de ces deux cylindres de révolution sout des
courbes planes qui se projetlent suivant les diagonales du carré dont les côt^s sont AB et BC. Ces lignes planes, qui dans l'espace sont des ellipses, reçoivent le nom de lignes d'arêtes de la voûte. Nous 'allons chercher la perspective d'une voûte d'arêtes, en supposant que les génératrices de l'un des cylindres qui forment l'intrados de l'une des voûtes soient des horizontales de front et que les génératrices de l'autre cylindre soient des perpendiculaires au plan du tableau.
Fig. 56.
AB {Jig. 5']) est un segment de front; nous supposons qu'il est la projection sur le géoméiral du diamètre A'B' de la section droite du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau. Les génératrices de ce cylindre qui passent par les points A' et B' ont pour perspectives A'P et BP', et les perspectives des projections de ces droites sont AP et BP. Le cylindre, dont les génératrices sont des horizontales de front, a pour section droite, dans le plan vertical PA, une circonférence dont le diamètre, passant par A', a pour perspective A'C, dont la projection est AC, la droite AC ayant été déterminée de façon qu'on ait AC^AB. Achevons la perspective du carré qui a pour côtés AC et AB ; c'est la projection d'un carré dont la perspective est A'B'C'E'.
Dans le plan de front AB, la section droite du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau est la circonférence décrite sur A'B' comme diamètre. Dans le plan de front CE, ce même cylindre a pour_ section droite la circonférence décrite sur CE' comme diamètre. Les lignes d'arêtes se projettent sur le géométral suivant les diagonales AE, BC du carré ABCE; nous sommes amenés à chercher l'intersection du cylindre, qui a pour section droite la circonférence A'B', avec les plans verticaux AE clBC.
yGoosle
Cherchons la perspective de la ligne d'arête «jiii est projetée suivant BC. Coupons le cylindre par un plan horizontal : la trace de ce plan sur le plan de front AB est la parallèle G'L' à A'B', Ce plan rencontre le cylindre suivant deux génératrices qui ont pour perspectives les droites CP et L'P et il rencontre le plan vertical BC suivant la droite qui joint le point où CL' coupe la verticale BB' au point où BC coupe HH'. Celte dernière droite rencontre les génératrices G'P, L'P aux points M', N' de la ligne d'arête.
On peut aussi construire ces points en déterminant les traces sur le plan vertical BC des génératrices CP, L'P. Les projections de ces deux génératrices sur le géométral sont les droites PG et PL ; ces deux dernières lignes rencontrent la ligne BC aux points M et N, qui sont les projections sur le géométral des points de rencontre des génératrices PC, PL' avec le plan vertical BC, Nous avons donc, en menant les verticales MM', NN', tes deux points M'N' de la ligne d'arête,
La tangente en M' est la trace sur le plan de la ligne d'arête du plan tangent au cylindre le long de la génératrice CP. Construisons cette droite. Prenons les traces du plan tangent au cylindre
sont nsi une ;que le
et du plan de la lig-ne d'arête sur le plan de front CE' : ces droites sont la tangente RU et la verticale C'U; elles se coupent en U, et UM' est la tangente en M'.
On peut construire ainsi autant de points qu'on voudra de cette ligne d'arête. En les réunissant, on a une courbe partant du point C tangent! eUeraent à la verticale C'U, arrivant au point M' tangentiellement à UM', puis enfin au point B' tangentiellement à la verticale B'B.
Propos on s -nous de déterminer la tangente à cette courbe qui est parallèle à la ligne d'horizon, c'est-à-dire que nous voulons déterminer sur le tableau la tangente au point le plus élevé de la perspective de la ligne d'arête.
La ligne d'arête étant l'intersection de deux cylindres, considérons-la comme tracée sur le cylindre dont les générati des horizontales de front. Sur ce cylindre, nous avons ai courbe plane, dont le plan ne passe pas par l'œil, pu plan de la courbe est le plan vertical BC. Cette courbe rencontre tangentiellement la ligne de contour apparent du cylindre, qui est ici la trace sur le tableau du plan mené par l'œil tangentiellement à ce cylindre. Mais la ligne de contour apparent du cylindre est une parallèle à la ligne d'horizon : cette ligne de contour apparent est donc la tangente que nous nous proposons de construire. Toutes les b'gnes tracées sur ce cylindre, et qui sont, comme la ligne d'arête, des lignes planes dont les plans ne passent pas par l'œil, ont pour perspectives des courbes tangentes à ta même ligne de contour apparent du cylindre. Parmi ces lignes, il y a la section droite du cylindre, qui est la circonférence décrite sur A'C comme diamètre. Si nous déterminons pour cette circonférence la tangente parallèle à la ligne d'horizon, nous aurons, d'après ce que nous venons de dire, la tangente que nous voulons construire pour la ligne d'arête. Le problème est donc ramené à celui-ci ; Mener, à la perspective de la circonférence verticale décrite sur A'C comme diamètre, une tangente parallèle à V horizon.
Pour cela, nous n'avons qu'à appliquer la construction que nous venons de donner en exposant la méthode de la corde de l'arc. Cette circonférence étant dans le plan vertical AC, nous pouvons consti'uire sa perspective, en faisant tourner son plan autour de la verticale CC. Après îa rotallori, le point A' vient en E', en même
temps que le point A. vient en E, et la corde de l'arc décrit par le point A est la droite AE; le point de rencontre D de AE avec la ligne d'horizon est alors le point de fuite de toutes les cordes des arcs décrits par les points du plan vertical AC; après la rotation, la perspective de la circonférence est la circonférence décrite sur CE' comme diamètre.
Nous avons vu qu'il faut joindre le point D au point dont la perspective est à l'infini sur AC, c'est-à-dire mener par le point D une parallèle à AC. Cette droite rencontre la ligne de front CE au point I; en élevant au point I la verticale II', on a I'. Il suffit de mener par le point I' une tangente à la circonférence CE' : cette droite rencontre la charnière CC au point ï ; la parallèle menée du point T à la ligne d'horizon est la tangente cherchée.
n résulte de cette construction, puisque Dl est parallèle à PA, que CI = PD, et alors la droite PI est parallèle à CB. Par suite, on peut déterminer le point I en traçant la ligne PI parallèlement à la diagonale CB; puis on relève le point I en I' sur la ligne d'horizon, et l'on achève la construction comme nous venons de le
Ces tracés, pour construire dans un plan vertical la tangente parallèle à une droite donnée sur le tableau, reviennent à considérer le cylindre, dont les génératrices ont pour point de fuite le point D, qui contient la circonférence A'C et dont la trace sur le plan vertical CE est la circonférence décrite sur CE' comme diamètre. Au lieu d'employer un pareil cylindre, on peut faire usage du cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au tableau. On a ainsi, pour le même problème, une deuxième solution que je vais maintenant indiquer.
Nous voulons déterminer sur le plan vertical BC une tangente à la ligne d'arête dont la perspective soit parallèle à HH'. En considérant HH' comme une droite du plan vertical BC, cela revient à chercher la tangente qui passe par le point à l'infini sur cette droite, point dont la projection sur le géométral est à l'infini sur BC. Cherchons les plans tangents au cylindre perpendiculaire au plan du tableau qui sont menés par ce point. Pour cela de ce point à l'infini menons une parallèle aux génératrices de ce cylindre ; la perspective de cette droite est confondue avec la ligne d'horizon et la perspective de sa projection est PI parallèle à CB. La trace de
cette droite sur le plan de la base du cylindre est 1' dont la projection est I. La tangente l'V est la trace de l'un des plans tangents au cylindre sur le plan de sa base. Ce plan tangent touche le cylindre suivant la génératrice PVW. La trace de ce plan langent sur le plaa vertical BC passe par le point T et elle est parallèle à la ligne d'horizon : c'est donc TW; on a ainsi la tangente à la ligne d'arête dont la perspective est parallèle à HH'. Le point W où cette droite est coupée par VW est le point de contact de cette tangente : c'est le point le plus haut de la perspective de la ligne d'arête {').
Remarques. — Nous n'avons pas parlé des piliers que l'on voit sur la figure, parce qu'il est très simple de les déterminer.
Pour la facilité des explicalions , nous n'avons considéré qu'une ligne d'arête ; mais, pour la rapidité des tracés, il est préférable de construire simultanément les deux lignes d'arêtes. ■
Le même plan horizontal CL' permet de construire quatre points. Pour éviter de tracer les circonférences A'B', CE', on emploie ordinairement les circonférences d'entrée et de sortie de la voite perpendiculaire au tableau.
Les tangentes aux quatre points des lignes d'arêtes situés dans le plan horizontal G'L' se rencontrent en un même point S' de la verticale SS'. On détermine le point S' en construisant le point où la verticale SS' est rencontrée par le plan qui touche le long de PM'G' le cylindre perpendiculaire au tableau. On fait usage pour cela de la trace JS' de ce plan tangent sur le plan vertical PSS'.
Nous ne prendrons pas d'autres exemples relatifs aux intersections de surfaces, parce que nous allons avoir l'occasion d'en donner à propos de la détermination des ombres en perspective.
(') Lorsqu'on demande la tangente à la ligne daiète qui donné sur le tableau, on considère ce point comme étant un ] ligne d'arête et l'on applique la solution que nous menons de oii le point est à l'infini sut une direction ttacée sur le tableai
OMBRES EN PEIISPECTIVE.
Lorsque le Soleil éclaire i'objeL dont on recherche les ombres, le Soleil esl supposé à l'infini. Sa perspective est un point audessus de la ligne d'horizon quand il est devant le spectateur; la projection de ce point sur le géométral est un point de la ligne d'horizon.
Lorsque !e Soleil est derrière le spectateur, comme î! est audessus du plan d'horizon, sa perspective est au-dessous de la Hgne
d'horizon, et la perspective de sa projection sur le gcométral est toujoiirs un point de la ligne d'horizon.
Ombre portée par une verticale sur le géométral- — Clicrchons l'ombre portée par la verticale M'M éclairée par an flambeau placé devant le spectateur et derrière le tableau.
Le plan d'ombre de cette verticale a pour trace {fig- 58) la ligne qui joint le point M au point L, perspective de la projection du flambeau sur le géométral. Nous limitons l'ombre portée, qui est un segment de la trace de ce plan d'ombre, à sa rencontre avec L'M' qui joint le flambeau L' au point M'. L'ombre portée esl alors le segment MM,.
Rapprochons le flambeau du géométral jusqu'en L, sur la verticale L'L : l'ombre portée va alors en augmentant.
Lorsque le flambeau est venu au point L'^, de façon que sur le tableau L'^L= M'M, la droite L',M' est alors parallèle à LM, et l'ombre portée est un segment indéfini sur le tableau.
Lorsqiie le flambeau est au point L3, lel que M'L'^ rencontre la ligne d'horizon au point où LM rencontre cette même ligne d'horizon, l'ombre portée a une longueur infinie dans l'espace.
Si nous rapprochons davantage le flambeau jusqu'au point L^, l'ombre portée a toujours une longueur infinie dans l'espace et l'on ne doit pas joindre le flambeau L', au point M' pour avoir une droite qui limite l'ombre portée. Le flambeau ne peut pas donner d'ombre portée située entre lui et le côté opposé au point éclairé ; le point éclairé est M', il est placé sur le rayon lui qui part du flambeau dans une certaine direction, et l'on i pas chercher son ombre portée dans la direction opposée sur ce rayon lumineux.
Examinons encore le même problème lorsque le flambeau est placé derrière le spectateur.
Le flambeau, étant placé derrière le spectateur et au-dessus de
l'horizon, a pour perspective i^fig- Sg) un point L' au-dessous de la ligne d'horizon, et la perspective de sa projection sur le géométral est un point L au-dessus de la ligne d'horizon. Dans ces conditions, l'ombre portée par la verticale M'M s'éloigne du spectateur; donc, en prenant la trace ML du plan d'ombre de la verticale, nous devons chercher l'ombre portée de la verticale sur la portion de celte droite qui, partant du point M, se rapproche de la ligne d'horizon. Nous Umilons cette ombre portée à la rencontre de ML avec la droite qui joint le point M' au point L'; ainsi l'ombre portée est MM, .
Nous pouvons, comme précédemment, rapprocher le flambeau du géométral. Le flambeau venant au point L', , l'ombre portée est MMa, qui est un segment plus long que le segment MM, ; lorsque le flambeau est au point L^, tel que M'L'^ passe par le point de fuite / de la droite ML, l'ombre portée s'étend jusqu'à l'iaiinî,
puisqu'elle est limitée à l'horizon. Si nous prenons un flambeau plus rapproché encore du géomélral, en joignant le point M' au point L'j, nous obtenons le point de rencontre de cette droite avec ML, mais nous ne devons pas prolonger l'ombre portée jusqu'en ce point : l'ombre portée ne pouvant pas dépasser la ligne d'ho-
Lorsque le rayon lumineux est parallèle au plan du tableau, la rechercbe de l'ombre portée par la verticale MM' est très simple : il suffit de mener par le point M une horizontale de front et de prendre le point de rencontre M, de cette droite avec la parallèle au rayon lumineux menée par le point M'; on a alors immédiatement MM|, qui est l'ombre portée sur le géométral par la verticale MM' éclairée par des rayons lumineux parallèles au plan du
Omlire portée par une verticale sur un plan oblique. — Cherchons l'ombre portée par une verticale sur un plan oblique.
La trace du plan donné sur le géométral a pour perspective [fig- 60) la droite EC, et ce plan est limité par cette trace et par une horizontale B'Â', dont le point A' se projette sur le géométral au point A. La verticale dont nous allons chercher l'ombre portée sur ce plan est MM'; le point lumineux est le soleil S', supposé placé derrière le spectateur.
Employons la méthode des projections obliques pour déterminer l'ombre portée par la verticale sur l'horizontale A'B'; cherchons les ombres portées de ces deux lignes sur le géométral. L'ombre portée par la verticale est sur la droite MS ; l'ombre portée par l'horizontale A'B' est une horizontale dont il suffit de construire un point. Pour cela, prenons l'ombre portée par le point A': joignons le
point S au point A, le point A' au point S'; nous oLlenons A,, qui est l'ombre portée par le point A'. L'horizontale FA' a alors pour ombre portée FA).
Celle droite rencontre MS aii point Gi, elen joignant le point Gi au point S' on obtient le point G, qui est l'intersection avec A'B' du rayon lumineux qui rencontre aussi la verticale. En joignant le point G au point I, on obtient une droite IG, qui est la trace sur le plan donné du plan d'ombre de la verticale. L'ombre portée par le point M' est sur le rayon lumineux M'S', et, comme cette droite rencontre la droite IG entre le point I et le point G, le point d'intersection M) est l'ombre portée par le point M' sur le plan donné. L'ombre portée par la verticale MM' se compose donc de Ml sur le géométral et de IM, sur le plan oblique.
On résout de la même manière ce problème :
Déterminer l'ombre portée par un segment de droite sur un plan oblique.
NEUVIEME LEÇON
OMBRES EN PERSPECTIVE (fen). EFFETS DE PERSPECTIVE.
Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Ombre dans l'intc — Effets de perspective. — Problème inverse de perspcctiv comparées. — Choix du point de vue.
Ombre d'un cylindre posé sur le géométral. — Un cylindre est posé sur le géométral; il est éclairé par fe soleil placé dei'ant le spectateur : on demande les lignes d'ombre sur ce cylindre et son ombre portée sur le géométral.
F (Jig- 61) est le point de fuite des génératrices du cylindre donné, qui est limité à deux plans verticaux parallèles. On donne la trace de ces plans sur le géométral et leur ligne de fuite. La perspective du soleil est au point S',
Pour déterminer la ligne d'ombre sur le cylindre, nous avons à construire des plans tangents au cylindre parallèlement aiix rayons lumineux dont le point de fuite est S'; ces plans tangents, contenant des génératrices du cylindre, ont pour ligne de fuite une droite qui passe par le point F, et, comme ces plans sont parallèles aux rayons lumineux, cette ligne de fuite est la droite FS'. Ces plans tangents rencontrent le plan de l'une des bases du cylindre suivant des tangentes à cette base; ces droites ont poiir point de fuite le point de rencontre de la ligne de fuite des plans tangents avec la ligne de fuite du plan de cette base, c'est-à-dire le point f. On a donc les traces des plans d'ombre sur le plan de la base en menant du point f des tangentes à la courbe de base du cylindre. Appelons A', B' les points de contact de ces tangentes ; les lignes d'ombre passent par ces points de contact, et, comme ce sont des génératrices du cylindre, elles ont pour point de fuite le point F. On obtient donc les lignes d'ombre sur le cylindre en joignant le point F aux points A' et B'.
La ligne d'ombre qui passe par le point A' a pour ombre portée sur le géométral une des droites qui limitent l'ombre portée par le cyliadre sur ce géomëtral; cette droite est la trace, sur le géomérral, du plan d'ombre qui contient FA'. On obtient cette droite en joignant le point F au point a, où la ligne (f A' rencontre la trace Ta du plan de la courbe de base du cylindre sur le géométral. Pour avoir la portion de cette droite qui est utile, nous n'avons qu'à la limiter aux points où elle est rencontrée par les rayons lumineux Fig. 6..
qui passent j a les ^ umt A et A extre nites de la ligne d'ombre sur le CYlindre. Aj , A sont les extrémités de la portion utile de cette droite. De même pour la ligne d'ombre qui passe par le point B'; son ombre portée est limitée au point B'^. Entre le point A', et lé point B,, il y a l'ombre portée par l'arc de courbe A'M'B'.
Construisons un point de cette courbe d'ombre portée et la tangente en ce point.
Prenons, par exemple, le point M' projeté en M sur le géométral. Joignons le point S au point M, le point S' au point M'. Ces deux droites se rencontrent au point M',, qui est l'ombre portée sur le géométral par le point M'.
Pour avoir la tangente en ce point à la courbe d'ombre portée, menons au, point M' la tangente M'T à la courbe de base du cylindre; cette droite rencontre la trace du plan de cette courbe au
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point T; la ligne TM'^ est ]a tangente en M'^ à la courbe d'ombre portée. Celte courbe est, du reste, tangente à la droite menée du point S' tangentiellement à la courbe de base du cylindre ; elle est tangente aussi en A\ et B', aux lignes d'ombre portée que nous veDons de déterminer. Nous pouvons donc tracer cette courbe; nous obtenons de même l'ombre portée à l'autre extrémité du cjlindrc, et nous avons ainsi achevé l'ombre portée sur le géométral.
Ombre dans l'intérieur d'une voûte. — L'intrados de !a voûte est formé par uq cylindre de révolution dont les génératrices sont perpendiculaires au plan du tableau. A'B' (Jlg'. 62) est le diamètre horizontal de la courbe de tête de la voûte; CE' est le diamètre horizontal de la courbe de tête de la voûte située à une distance plus grande du spectateur que la courbe décrite sur A'B' comme diamètre.
Nous prenons un flambeau placé au delà de la voûte, et alors plus éloigné du spectateur que la voûte elle-même. La perspective de ce flambeau est au point L' et la perspective de sa projection sur le géométral est en L; les rayons lumineux éclairent la voûte en entrant par l'ouverture EE'C'C,
La verticale CC a pour ombre portée la trace de son plan d'ombre. Sur le géométral cette trace est CGi ; sur le plan vertical EB, c'est la verticale CiYi. Le point -(, est l'ombre portée par le point y, de la verticale CC, qui se trouve à la rencontre de cette droite avec le rayon lumineux L'yi- On a donc déjà l'ombre portée par la verticale Cy-
Cherchons l'ombre portée à l'intérieur du cylindrepar laligneyC' et l'arc de la courbe de tête du cylindre d'intrados. Parlons d'abord de l'ombre portée par l'arc de cette courbe de tête qui part du point C. Cette courbe donne heu à un cône d'ombre dont le sommet est au point L', et son ombre portée dans l'intérieur de la voûte est l'intersection de ce cône avec l'intrados de la voûte. Nous sommes ainsi conduits à chercher l'intersection d'un cône et d'un cylindre qu'on peut considérer comme ayant pour base commune la demi-circonférence de cercle décrite sur CE' comme diamètre.
Avant d'effectuer les tracés, nous allons d'abord démontrer^ que cette courbe d'ombre portée est une ligne plane, et, comme il s'agit
ici d'un cône et d'un cylindre du second degré, nous allons faire voir d'une manière générale que, lorsque deux surfaces du second degré se coupent suivant une ligne plane, la portion restante de leur intersection est une ligne plane.
Cette propriété, relative à l'intersection de deux surfaces du second degré, s'énonce souvent ainsi :
Lorsque la courbe d'entrée est plane, la courbe de sortie l'est aussi.
Pour construire des points appartenant à la ligne d'intersection de deux surfaces du second degré, on coupe ces surfaces par un plan. Ce plan rencontre chacune des surfaces suivant une conique ; les points de rencontre de ces coniques appartiennent à la ligne d'intersection cherchée. Ces points sont au nombre de quatre : on voit donc que la ligne d'intersection des deux surfaces rencontre en général un plan en quatre points.
Puisque nous supposons que les deux surfaces se coupent déjà suivant une ligne plane, qui rencontre alors le plan'sécant en deux points, nous voyons que la partie restante de l'intersection rencontre ce plan en deux points seulement. Cette partie restante
n'est pas alors une courbe gauche, elle est donc ou une conique ou l'ensemble de deux droites.
Pour faire voir que celle partie restante n'est pas l'ensemble de deux droites, nous allons prouver que, si deux sur/aces du second degré se coupent suivant deux droites, qui ne se rencontrent pas, la partie restante se compose aussi de deux droites. Quand nous aurons démontré cette propriété, nous aurons bien fait voir que les deux surfaces, se coupant suivant une ligne plane, ne peuvent pas se couper en outre suivant deux droites, car il s'ensuivrait, si nous supposions qu'elles se coupent suivant deux droites, que la première partie de l'intersection se composait de deux droites, ce qui est contraire à l'hypothèse.
Soient A et B des droites qui ne se rencontrent pas el qui sont les intersections de deux surfaces du second degré. Prenons un point M de la partie restante de l'intersection des deux surfaces; par ce point, menons une droite M«& qui rencontre A et B. Il n'y a ainsi qu'une droite, et il y en a toujours une seule. La droite Maô rencontre chacune des surfaces au point M par hypothèse, puis aux points a et 6, où elle rencontre A et B; elle a donc avec chacune des surfaces trois points communs ; donc elle est tout entière sur chacune des surfaces et elle fait partie de leur intersection. Nous pouvons prendre maintenant un autre point de la partie restante el reproduire le même raisonnement. Nous voyons ainsi que les deux surfaces, se coupant déjà suivant les droites A et B, se coupent en outre suivant deux autres droites, et, d'après la remarque faite précédemment, puisque nous supposons que les deux, surfaces du second degré se coupent suivant une ligne plane, la partie restante est donc plane aussi.
Revenons au problème d'ombre.
Nous avons à déterminer l'intersection d'un cône dont le sommet est L' {Jig. 62) avec un cylindre dont les génératrices ont pour point de fuite le point P. Par le sommet du cône, menons une droite parallèle aux génératrices du cylindre; saperspectiveesl PL', et la perspective de sa projection est PL. Cette droite rencontre le plan de la base du cône et du cylindre au point F,
Par la droite PI' faisons passer des plans auxiliaires ; l'un de ces plans a pour trace, sur le plan de la hase, une droite l'M'N' menée du point I'. Ce plan sécant auxiliaire coupe le cylindre suivant
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deux généraLrices qui ont pour perspectives PM', PN'. lî coupe le cône suivant deux génératrices qui ont pour perspectives L'M', L'N'. Les points de rencontre M,, N, de ces génératrices du cône et du cylindre appartiennent à l'intersection de ces surfaces. Le point M, est seul utile au point de vue de la question d'ombre, il est au delà du point M' par rapport au point lumineux : il est l'ombre portée par le point M' dans l'intérieur du cjlindre ; tandis que le point N, est placé entre le flambeau et le point N' et n'est pas l'ombre portée par ce point N'.
Pour avoir la tangente au point M, à la ligne d'ombre portée dans l'intérieur du cylindre, nous n'avons qu'à chercber l'inlersection du plan langent au cône le long de la génératrice L'M' avec le plan langent au cylindre le long de la génératrice PN'. Ces plans tangents onl pour traces, sur le plan de la base du cône et du cylindre, les tangentes à cette courbe de base aux points M' et N'; ces deux droites se coupent au point T, et la ligne TM, est la tangente à la ligne d'ombre portée.
Si nous prenons comme plan auxiliaire celui qui a pour trace sur le plan de la base la tangente menée dn point F à cette courbe de base, nous obtenons le point de contact G, qui est le point de rencontre de cette courbe avec la ligne d'ombre portée dans l'intérieur du cylindre.
Nous ne pouvons pas déterminer la tangente au point G à cette ligne d'ombre portée par l'intersection des plans tangents, puisqu'en ce point le cône et le cylindre ont le même pian tangent : c'est le plan déterminé par la ligne GI' et par la droite l'P.
Pour construire la tangente au point G à la ligne d'ombre portée, nous n'avons qu'à prendre sur ce plan tangent commun au cylindre et au cône la trace du plan de la courbe d'ombre portée. Le plan de la courbe d'ombre portée rencontre suivant la droite M|N| le plan aiixiliaire employé précédemment; le plan de la courbe d'ombre portée rencontre donc la droite PI' au point R, où la ligne MiNj rencontre cette droite. Mais le point R est un point du plan tangent commun au cône et au cylindre ; il en est de même du point G; donc la droite RG est la trace du plan de !;i courbe d'ombre portée sur le plan tangent en G au cône et au cybndre ; c'est donc la tangente chercliée.
Nous pouvons maintenant tracer la courbe qui part du point G
[angentiellement àla droite que nous venons de construire, qui arrive en M) tangentiellement à TM, et enfin au point ^i ta ngen lie lie ment àyiCi-La courbe d'ombre portée que nous traçons ainsi d'une façon continue entre le point M) et le point y, s'obtient de la même manière, qu'il s'agisse de points provenant de l'arc C E' ou de points provenant de la droite C'y-
On voit bien maintenant quelle est la partie éclairée, et l'on peut indiquer par des hachures le contour de l'ombre portée.
Nous avons terminé ici ce qui est relatif à la rechercbe de la perspective d'un ensemble accompagne des ombres.
EFFETS DE PERSPECTIVE
Problème inverse de perspective. — Comme nous l'avons fait remarquer en commençant l'étude de la perspective, une figure tracée sur le tableau est la perspective d'une infinité de figures de l'espace. Le problème inverse de la perspective, c'est-à-dire celui qui consiste à revenir à l'objet de l'espace par la connaissance seule de cette figure tracée sur le tableau, est donc un problème indéterminé.
Nous allons montrer comment, en tenant compte de !a nature des objets représentés, on peut, dans certains cas, revenir aux éléments qui suffisent pour reconstruire les figures géométrales.
Les éléments à retrouver sont la ligne d'horizon et les points principaux de fuite et de distance. La direction de la ligne d'horizon est, en général, connue par la perspective des lignes verticales représentées sur le tableau; il suffit de prendre une droite perpendiculaire à la direction des verticales représentées pour avoir la direction de la ligne d'horizon.
Lorsqu'on a un édifice, on peut admettre que les grandes arêtes figurées sur le tableau sont des droites horizontales, et, en prenant les arêtes correspondant à une même façade, on a des horizontales parallèles dont le point de rencontre est sur la ligne d'horizon. Ce point de rencontre détermine donc un point de la ligne d'horizon, et, comme on a la direction de cette droite, eHe se trouve ainsi déterminée.
On a encore un poinl de la ligne d'horizon, si l'on connaît une horizontale sur laquelle sont portés des segments égaux. Par un point de cette horizontale on mène une parallèle à la direction de la ligne d'horizon ; à partir de ce point on porte sur celte droite de front des segments égaux, et Ton joint ces points aux points marqués sur l'horizontale oblique : on a ainsi les perspectives de lignes parallèles entre elles qui doivent concourir en un même point de la ligne d'horizon. Connaissant ce point, cette droite est alors
déterminée.
Fiê.63.
Montrons comment, dans certaines circonstances, on peut retrouver les points principaux de fuite et de distance. On a sur le tahleau, par exemple, deux édifices terminés chacun par deux murs, et noiis supposons que ces murs se rencontrent à angle droit. La ligne d'intersection pour deux des murs est la droite AA' {fig- 63) ; pour les deux autres murs c'est BB'. Par le point A menons des parallèles aux traces des deux murs qui se coupent suivant BB', c'està-dire des parallèles aux droites B/, B/'; pour cela, nous n'avons qu'à joindre le point A aux points / et /', Nous avons maintenant au point A deux angles droits ayant même sommet. Menons une horizontale de front; cette droite rencontre les murs qui se coupent suivant AA' aux points ï et 2, et les droites A/ et A/' aux points 3 et 4- Relevons le géométral autour de la droite de front i-4 ; comme l'angle 1 Aa est un angle droit, après le relèvement, le point A se trouve sur la circonférence décrite sur 1-2 comme diamètre. Gomme l'angle 3 A4 est droit, le même point A se trouve sur la circonférence décrite sur 3-4 comme diamètre.
Le point A doit donc être relevé au point A, , intersection de ces deux circonférences. Abaissons du point A| la perpendicidaire A, a
sur 1-4; quand nous ramenons le géométral dans sa première position, celte perpendiculaire devient une perpendiculaire au plan du tableau, et sa perspective Aa rencontre alors la ligne d'horizon au point principal de fuite P, qui se trouve ainsi déterminé. Portons à partir du point a sur l'horizontale de front un segment aA\ ég-al à aA| ; la droite AA, rencontre la ligne d'horizon au point principal de distance D.
Prenons un autre exemple. On a sur le tableau une ellipse que l'on sait être la perspective d'une circonférence de cercle : on. demande les points principaux de fuite et de dislance.
Menons à cette courbe des tangentes parallèles à la ligne d'horizon j la corde de contact rencontre la ligne d'horizon au point principal de fuite. De ce point menons des tangentes à l'ellipse figurée sur le tableau; ces droites et les premières forment un carré circonscrit dont les diagonales rencontrent la ligne d'horizon aux points principaux de dis lance.
Ainsi, dans bien des cas, on peut retrouver les points principaux de fuite cl de distance et revenir alors de la perspective à l'objet de l'espace. C'est ce qu'on appelle faire une restitution.
Restitutions comparées. — Lorsque l'on se place devant un tableau, cette restitution se fait à simple vue; mais elle varie suivant la position que l'on occupe. Si l'on se met exactement au point de vue, on est conduit à faire une restitution exacte; sinon il j aura des modifications introduites.
Nous allons chercher la nature de ces modifications en comparant deux restitutions d'une même perspective. Nous admettons qu'on est naturellement conduit à restituer une verticale suivant ime droite verticale.
Nous avons sur le tableau {fig. 64) un point M' dont la projection sur le géométral est au point M. En nous plaçant d'abord au point Oi, la restitution du point M est le point de rencontre m-i de la droite Oi M avec le géométral, et le point de l'espace se trouve sur la droite O) M' et sur la verticale élevée du point m^ , par conséquent au point m\ .
Prenons une seconde position de l'œil; plaçons-le au point Oj. Le point M se trouve restitué au point m^, point de rencontre de OsM avec le géométral. Nous pouvons remarquer tout de suite
que la drollc m, in^ passe par le point R, qui est le poini, de rencontre delà ligDeOiOj avec le géométralprolongé.Le point M' pour la position Oj de l'œil est restilué en m., sur la verticale m^ et sur le rayon visuel O5M',
La droite m\m'.-^ étant la droite d'intersection du pian vertical m,m2 qui contient le point R et du plan M'O, Oj qui contient aussi ce point, cette droite passe par le point R. Nous pouvons alors faii'e la remarque suivante : Les deux restitutions d'un même point de l'espace sont sur des droites convergentes en un même point.
Prenons une droite. La perspective de la projection de cette droite
est MN; la perspective de la droite elle-même est M'N'. Eu prenant le point N sur la ligne de terre, on a un point qui est à lui-même sa restitution ; de même pour le point N' :1e point N', étant sur le tableau, est toujours restitué en N', quelle que soit la position de l'œil. La droite M'N' est toujours restituée suivant une droite, parce que la restitution de sa projection sur le géométral est d'abord une droite et que la restitution dans l'espace est l'intersection du plan vertical mené par cette droite et du plan perspectif. Dès lors, la droite M'N' est restituée en m', N' pour la première position de l'œil et en m'^N' pour la seconde position de !'œil, et l'on voit que les deux restitutions d'une même droite sont deux droites qui se coupent sur le plan du tableau.
Puisqu'une droite est restituée suivant une droite, un plan est restilué suivant un plan, et, la trace d'un plan sur le tableau étant une droite qui ne change pas avec la position de l'œil, on voit que deux plans restitués d'un même plan se coupent suivant une
droite du tableau. En résumé, pour les figures du gcométral, les points correspondant à un même point sont sur des droites convergentes; les droites restituées d'une même droite se coupent sur la ligne de terre; donc deux restitutions de la perspective d' une figure du géométral sont deux figures homologiques. Le centre d'iiomologie est le point R; l'axe d'homologie est la ligne déterre.
Pour les figures de l'espace, les points correspondants sont sur des droites qui passent par le point R, les droites restituées d'une même droite se co\ipent sur le plan du tableau, les plans euxmêmes se coupent suivant des droites du tableau. Les deiix restitutions sont alors ce qu'on appelle des figures homologiques dans l'espace.
Ces restitutions jouissent des propriétés de figures homologiques. Noiis ne noiis occuperons pas de ces propriétés; mais on peut remarquer, par exemple, que, si l'une des figures est inscrite dans un cône, lafigurehomologique est inscrite dans le même cône.
L'ensemble des remarques que nous venons de faire nous donne la natxire des variations produites dans les restitutions.
Lorsqu'on se place devant un tableau et que, partant d'une première position, on marche vers la gauche de la position qu'on occupe, les restitutions des points semblent s'avancer vers la droite, et les droites et les plans paraissent tourner. Les figures de front restent des figures de front. Les horizontales restent des horizontales si l'œil reste toujours dans le plan d'horizon ; mais, si l'œil sort du plan d'horizon, les horizontales s'inclinent et les rapports des segments, mesurés sur ces droites, se trouvent changés. Il est donc important, lorsqu'on examine un tableau, de placer l'œil dans le plan d'horizon. C'est pourquoi, lorsqu'un tableau est à une certaine hauteur au-dessus du spectateur, on l'incHne de façon que l'œil de ce spectateur puisse se placer dans le plan d'horizon du tableau.
Puisqu'une droite se trouve restituée suivant une droite, quand elle passe une fois par l'œil du spectateur, elle y passe toujours. On comprend pourquoi, lorsque sur le tableau ime droite est représentée par un seul point, elle paraît constamment se diriger vers la personne qui regarde le tableau.
Puisque les droites sont restituées suivant des droites, les plans suivant des plans, les ombres sont toujours exactes, quelle que soit
la posiLion de l'œil devant le tableau. Du reste, on peut remarquer, en se reportant aux constructions qui ont été faites pour la recherche des ombres, que les points de distance n'ont pas été employés.
Les modifications les plus profondes qui proviennent des restitutions sont relatives aux surfaces courbes.
Une sphère est représentée par une circonférence de cercle, si la droite qui joint l'œil à son centre est perpendiculaire au plan du tableau. Si l'on ne se place pas exactement dans la position où cette sphère a été déterminée en perspective, la restitution ne se fera plus suivant une sphère : elle se fera suivant une surface homologlque d'une sphère.
Des colonnes équidistantes et de même diamètre devraient être représentées entre des droites parallèles distantes l'une de l'autre d'intervalles différents. Il en résulterait alors que, suivant la position de l'œil, la restitution ne se ferait pas suivant des colonnes de dimensions égales. Pour éviter ces restitutions inexactes, les peintres, suivant leur expression, trichent; ils ne font pas une perspective exacte, afin de permettre au spectateur d'opérer une restitution aussi approchée que possible.
Choix du point de vue. — La hauteur de l'œil au-dessus du sol dépend de la plus ou moins grande étendue qu'on veut apercevoir. Le point principal de fuite esta peu près au milieu de la ligne d'horizon ; quelquefois on le déplace un peu en le portant vers le point où l'on veut attirer l'attention du spectateur. La distance, comme nous l'avons déjà dit, est variable; elle est comprise entre une fois la largeur du tableau et trois fois cette largeur.
Les petites distances ont l'inconvénient d'altérer beaucoup les contours apparents des surfaces courbes qui sont placées près du cadre du tableau, et alors les restitutions ne sont pas exactes si l'œil n'est pas à la position qu'il doit occuper.
Les grandes distances ont l'inconvénient de réduire les lignes fuyantes.
Il y a donc lieu, lorsqu'on veut établir une perspective, de faire des essais pour donner à l'œil la position qui convient le mieux selon l'objet que l'on doit représenter.
PERSPECTIVE CAVALIÈRE
IWfiritionsr ligne fii jante, projetante. — Angle d'une projetante arec le tableau. - Amener un plan à être de front. — Perspective d'une perpendiculaire à un plan e horizontale, d'une surface conique, d'une surface cjlindriquf
5 d'une ellipse dont on donne deui conjugués.
Définitions : ligne fnyante, projetante. — La perspective cavalière d'un objet est la projection obliqne de cet objet sur un plan de front.
Nous allons faire dériver la perspective cavalière de la perspective conique, en supposant que l'œil du spectateur s'éloigne indéfiniment sur un rayon visuel.
Reprenons la figure à laquelle nous sommes arrivés lorsque nous
avons déterminé la perspective d'iiD point, le géométral et le tableau étant à la même échelle. SoîtP{^g-. 65) le point principal de fuite; CM est alors la perspective d'une perpendiculaire au tableau; CE est égal à l'éloignement du point M.
Supposons que l'œil s'élève à l'infini stir le rayon visuel qui passe par le point M; le point P s'élève alors à l'infini sur la droite MF, en même temps que le point D, et la ligne d'Iiorizon s'élÈve en res-
tant parallèle à elle-même. Lorsque l'œil est à l'infini, les droites qui se dirigeaient vers les points P et D sont devenues des droites parallèles, l'une à la direction MP, l'antre à la direction MD, et alors, pour un point N, on a une parallèle NC et une parallèle NE' à ces droites; CE' est l'éloignement du point N.
Pour déterminer la perspective d'un point tel que N, nous avons besoin de connaître la direction de la ligne d'horizon ou d'une verticale, la direction d'une droite telle que C'N et la direction d'une droite telle que NE',
La droite C'N, qui est la perspective d'une perpendiculaire au plan du tableau, prend le nom de ligne fuyante. Au lieu d'indiquer la direction NE', on donne le rapport ^^, , qu'on appelle rapport de réduction; c'est le rapport qui existe entre la longueur qu'il faut porter sur la ligue fuyante, pour avoir la perspective du point, et l'éloignement de ce point dans l'espace.
Le rayon visuel prend le nom de projetante; toutes tes projetantes sont des droites parallèles entre elles, et chacune d'elles n'a
pour perspective qu'un seul point. Ainsi, N représente la perspective de tous les points de la projetante qui passe par ce point.
En élevant l'œil jusqu'à l'infini, on le place nécessairement audessus de tous les objets à représenter; les figures qu'on obtient alors sont les figures d'objets vus en dessus. Ainsi, en prenant pour ligne fuyante une ligne ayant une direction telle que C'N, le point N étant plus éloigné du spectateur que le point C, le résultat de la perspective est alors une figure vue en dessus. Si, au contraire, on prend une ligne fuyante ayant la direction 1-2 ou la direction 3-4, on obtient une figure représentant les objets comme s'ils étaient vus en dessous.
Par exemple, en prenant pour ligne fuyante la direction C'N, un
cube dont une face est de front est représenté comme on le volt fig. 66, et l'on aperçoit la face du cube qui est à la partie supérieure. Si l'on prend comme ligne fuyante la direction 1-2, la perspective du cube est donnée par la. fig. 67, et l'on aperçoit la face inférieure du cube.
La perspective cavalière d'un objet n'est pas modifiée quand on transporte le tableau parallèlement à lui-même; aussi on ne fixe pas sa position. On le suppose placé devant les objets dont on cherche la perspective.
Fis. fi:-
Angle d'une projetante avec le tableau- — Reprenons {fig. 66) un cube dont une face est de front. Le point de l'espace dont la perspective est C est à l'extrémité du côté du cube partant de B et perpendiculaire à ABEG. Ce côté a pour perspective la droite BC. Cette droite représente aussi la perspective d'une ligne quelconque du plan projetant le côté du cube; elle peut être considérée comme la perspective de la trace de ce plan projetant sur le plan de front ABEG, Faisons tourner ce plan projetant autour de cette trace pour l'amener à être de front. Après la rotation, le côté du cube parlant de B et perpendiculaire au tableau a pour perspective le segment BC,, perpendiculaire à BC et égal à AB, La projetante qui passe par le point C est alors rabattue en CC,, et l'angle BCC, est l'angle demandé.
Amener un plan à être de front. — Nous ne reprendrons pas les problèmes élémentaires que nous avons résolus dans la perspective conique. Les solutions en perspective cavalière sont très simples; ainsi, par exemple, si l'on demande de partager un segment de droite en parties proportionnelles à des segments donnés, on effectue sur la perspective cette division en parties proportionnelles, puisque les projetantes sont des droites parallèles entre elles. Nous traiterons seulement le problème :
Amener un plan à être de front.
Le plan est donné {fig. 68) par les deux droites M'C, M'E', dont les projections sur un plan horizontal sont MC, ME. On donne aussi la direction Mm des lignes fuyantes et le rapport de réduction qui est {.
Perpendiculairement à CC menons CE, cette droite est une horizontale de front du plan CME, elle est la projection de la droite de front CE' du plan donné. Appelons xy cette droite de front. C'est autour de xy que nous allons faire tourner le plan C'M'E' pour l'amener à être de front. Pendant la rotation, le point M' dé-
crit un arc de cercle dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée de M' sur xy. Poiir avoir ce point, projetons M' en m' sur le plan de front ay, au moyen de M'm.' menée parallèlement aux lignes fuyantes. Le point m' est à la rencontre de cette droite et de la verticale m}n' . Dans le plan de front x/, on mène m'ji. de façon que l'angle m'^M soit droit. Le point (a est alors le pied de la perpendiculaire M' [a à xy.
Lorsque le plan donné a tourné de manière à être amené de front, llM' vient sur la perpendiculaire ?)/|j. prolong^ée, à une distance du point [A égale à la longueur M'[a. Cherchons la longueur de ce segment de droite ; faisons tourner le plan du triangle M' ni' [x autour de la droite de front m' |j. jusqu'à ce qu'il soit de front. Après la rotation, le côté M'/n' vient sur la perpendiculaire élevée en m' à la droite m'a; le point M' vient en M"i ce point M" étant tel que
M"m'= 2 M' m'. En joignanl le point M" au poinLji, on aune droite dont la longueur est égale à la longueur de M'[a; il suffit alors de porter [iM" depuis le point [j. jusqu'au point M,, et l'on a au point M, le relèvement du point M.
La droite M'M, est la corde de l'arc décrit par le point M'. Connaissant la droite M'M, et la droite M'[A, il est facile de relever un autre point du plan. Soîl N' un point à relever. De ce point abaissons une perpendiculaire sur la charnière; nous n'avons, pour cela, qu'à mener une parallèle N'y kM'^. Au point v élevons une perpendiculaire à la charnière, et menons du point N' une parallèle h la corde M'M) ; celte droite rencontre au point N, la perpendiculaire menée du point v : N) est le relèvement du point N.
Si l'angle de M'Mj avecM, [jl est trop aigu, le point Nj est graphiquement difficile à déterminer exactement. On emploie alors un triangle semblable à un triangle tel que M'E'M( , comme on le voit sur la figure.
Par une construction inverse de celle qui donne le relèvement du point N, , on revient d'un point relevé à la perspective de ce point quand le plan est ramené dans sa position.
Perpendiculaire à un plan. — Si l'on demande la perpendiculaire au plan élevée du point M', on mène au point M" une perpendiculaire à la droite M"ji, on prend le point l où celte perpendiculaire rencontre m'[i. : il suffit alors de mener la droite IM'.
Perspective d'tme circonférence horizontale. ^ Faisons tourner le plan de cette circonférence autour du diamètre de front donné AB {Jîg- 69) pour amener son plan à être de front. Après la rotation, cette courbe a pour perspective une circonférence décrite sur AB comme diamètre. Nous devons maintenant ramener les points de cette circonférence pour avoir l'ellipse perspective eberchée.
Prenons un point M) sur celte circonférence; abaissons de ce point une perpendiculaire M, m sur le diamètre de front AB. Lorsque le plan de front est amené à être horizontal, la droite mM, devient perpendiculaire au tableau; sa perspective est alors la parallèle aux lignes fuyantes menée par le point m, et, si nous supposons que le rapport de réduction est |, nous devons porter à partir du point /n, sur cette parallèle aux lignes fuyantes, un segment niM
égala ■'■ En ramenant ainsi des points de la circonférence, nous
avons des pointa de la perspective demandée.
Lorsqu'on amène le plan de front à être horizontal, les points de la circonférence décrivent des arcs dont les cordes sont parallèles à MM|. On a alors le point C, qui correspond au point C,, en construisant le triangle C, OC semblable au triangle M, mM. Ceci est vrai pour un point quelconque de la circonférence.
Pour avoir la tangente au point M, nous n'avons qu'à prendre lii tangente au point M, et chercher ce que devient cette droite, en-
traînée en même temps que le plan de la circonférence. Le point T, où cette tangente rencontre la charnière AB, ne change pas de position ; la tangente à l'ellipse au point M est donc la ligne MT.
Il résulte de cette construction que pour le point C qui correspond au point G, , situé à l'extrémité du diamètre perpendiculaire à AB, on a une tangente parallèle à AB. Nous vojons ainsi que OC et OB sont deux demi-diamètres conjugués de (a perspective de la circonférence. On arrive aussi à ce résultat en remarquant que les tangentes en A et B à cette perspective sont parallèles à OC, puisqu'elles proviennent des tangentes au cercle qui sont perpendiculaires à AB.
Nous pouvons déterminer autant de points que nous voudrons de la perspective et les tangentes en ces points, et par suite tracer facilement cette perspective.
Construire les axes de l'ellipse perspective de la circonférence
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horizontale, connaissant les deux diamètres conjugués CC, AB. — Menons parallèlement à la corde M, M une tangente à la circonférence décrite sur AB. Quand on ramène le plan de front à être horizontal, la droite qui correspond à cette tangente coïncide avec cette tangente elle-même, puisque le point de contact vient sur cette droite, qui a été menée parallèlement à la direction de la corde Ml M, et que le point où elle coupe AB ne change pas de position ; cette tangente particulière est donc tangente à l'ellipse perspective de la circonférence.
Nous avons fait correspondre le point G au point G, , en supposant la rotation do plan de front autour de AB faite dans un certain sens ; jnais, si nous supposons que le plan de front tourne autour de AB dans l'autre sens, nous pouvons faire correspondre le point C au point C'i , et, en répétant ce que nous venons de dire, nous voyons qu'une tangente à la circonférence de front menée parallèlement à la droite G', G est tangente à l'ellipse perspective de la circonférence. Nous avons donc deux droites qui sont des tangentes comjnunes à une ellipse el à une circonférence concentriques. Mais les tangentes communes à une ellipse et à une circonférence concentriques sont également inclinées sur les axes de l'ellipse; nous \ojonsùojicqv.e les axes demandés sont paz-allè les aux bissectrices des angles formés par les droites C,GetCG'|. Ainsi, si l'on donne les droites OB et OC, en élevant au point O une perpendiculaire il OB et en portant sur cette droite des segments égaux à OB, on obtient les points C| et G', , et les bissectrices des angles formés par les droites GG( et CC, sont parallèles aux axes.
Nous pourrions dire que l'axe de l'ellipse perspective de la circonférence est dirigé suivant OD, le point D étant le point de rencontre des tangentes à la circonférence menées parallèlement y GC', et àG,C; puis, au moyen du relèvement de OD, nous pourrions construire le point de la perspective situé sur celte droite OD. Nous aurions alors l'extrémité de l'un des axes. Nous allons suivre une autre marche qui va nous conduire à une construction élégante des axes en grandeurs et en directions.
Prenons une nouvelle figure {^g- 70) en conservant les notations précédentes. Du point G abaissons sur OCi la perpendiculaire C / et du point M abaissons sur M, m la perpendiculaire M p. Prolongeons cette dernière droite jusqu'au point q où elle ren-
contre OM,. On a
C|0 ~ M, m ~ IVliO' Il rcsuUe de là que M, ^ ^i: Gt ^. Faisons maintenant tonrner le rayon OM, et le triangle qMM, autour de O jusqu'à ce que M, vienne en G, :1e point M vient en M'et 0M'= OM. L'angle G, M7 est égal à l'angle M,Mç et par suite est égal à l'angle C)C^. Les quatre points C,^GM' sont alors sur une circonférence de cercle et l'on voit que cette circonférence a pour diamètre G, C. Ainsi, les
jm-
points tels que M' appartiennent à (a circonférence décrite sur iJ,C comme diamètre.
On peut dire qu'à chacun des points de î'elllpse correspond un point de cette circonférence et que les distances du point O à deux points correspondants sont égales.
Le demi grand axe de l'ellipse, demi-diamètre maximum de cette courbe, est alors égal à la dislance du poinl O au point de la circonférence CM'Gi le plus éioigné de O. Ce dernier point est en o à l'extrémité du diamètre Oia de cette circonférence. Ainsi : oa est égal au demi grand axe de l'ellipse.
De la même manière on voit que : ob est égal au demi petit axe de cette courbe.
Le point t étant le milieu de G,C, la droite 0( est parallèle à C'|G, Les axes de l'ellipse sont alors parallclcs à G| 6, C| n, qui sont également inclinées sur G, ( et sur 0(.
En définùive, on arrive à la construction suivante : Du point O on mène une parallèle à C',C. Sut- cette droite, et à partir du point i où elle rencontre C|C, on porte ia = ib = t'C : les droites G,i, C|« donnent les directions des axes de l'ellipse et les segments 0«, Ob sont égaux aux demi-axes de cette courbe (').
On peut employer la droite CC, et terminer les tracés ainsi, après avoir construit d et C, . Du point O on mène Oi' parallèlement à C,C ; cette droite rencontre CC, en ('. A partir de ce point et sur celte droite, on prend des segments égaux à (' C, ; on a ainsi al et 1^ : Oa' et Ob' sont les longueurs des demi-axes de l'ellipse; C\a', G\ b' sont les directions de ces axes.
Perspective d'une snrf ace conique.— On demande la tangente à (aperspectivede lacirconférence quipasseparunpointdoniié\. — Cherchons le relèvement du point I (J!g- 71 ), considéré comme
Fis. :■■
lin point du pian de la circonférence horisonlale. Parie point I menons la droitel; parallèlement aux lignes fuyantes; élevons au point [' une perpendiculaire au diamètre de front AB et par le point I traçons une parallèle à la corde MM, : nous obtenons au point I) le relèvement de I. En menant par le point I) une tangente à la circonférence relevée, nous avons le relèvement de la tangente demandée, et en prenant le point V, où cette tangenîerencontreAB, nous avons itn point qui ne change pas quand on la ramène; par conséquent, la tangente demandée est la droite IV.
( ') Voir le Siipplcmcnt â cette Leçon.
Ce tracé donne la solution du problème suivant ; Construire les lignes de contour apparent d'une surface conique dont la base est une circonférence horizontale et dont le sommet est donné.
Perspective d'une surface cylindrique.— On demande la tangente à l'ellipse qui est parallèle à une droite donnée, par exemple, parallèle à une perpendiculaire à AB. Ce problème donne la solution de celui-ci ; Déterminer le contour apparent d'un cylindre vertical qui a pour base la circonférence donnée.
Du point M {fig- 71) menons \ine droite MQ faisant un angle droit avec AB, et considérons cette droite comme tracée sur le plan de la circonférence horizontale. En relevant le plan de cette circonférence, cette droite MQ se relève en M|Q; il suffit maintenant de mener une tangente à la circonférence parallèlement à M, Q et de ramener cette tangente sur le plan liorîzontal. Pour cela on prend le point U, où elle rencontre AB : on a un point qui ne change pas pendant la rotation, et alors la tangente demandée est la perpendiculaire menée du point U à la droite AB.
Perspective d'une sphère. — La perspective cavalière d'une sphère est la trace, sur le plan du tableau, du cylindre circonscrit à cette sphère, dont les génératrices sont parallèles aux projetantes.
Puisque ce cylindre a ses génératrices parallèles aux projetantes, sa trace sur le plan du tableau est la perspective de toute ligne tracée sur sa surface. On est ainsi amené à chercher la perspective d'une ligne tracée sur ce cylindre. Prenons la ligne qui est dans le plan de front qui passe par le centre de la sphère, et cherchons à la construire.
Sur ce plan de front on a le grand cercle de front de la sphère donnée, dont le centre est au point 0{fig. 72). Coupons la sphère par un plan perpendiculaire au tableau el parallèle aux projetantes. La trace de ce plan sur le plan de front qui passe par le centre O est une parallèle aux lignes fuyantes. Ce plan coupe la sphère suivant un petit cercle qui a pour diamètre la corde ab, que le grand cercle de front de la sphère détermine sur la trace du plan sécant. Ce plan sécant coupe le cylindre circonscrit suivant des tangentes à ce petit cercle. Pour déterminer ces droites, amenons le plan de ce petit cercle à coïncider avec le plan de front qui contient ab.
Après la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonférence décrite sur ab comme diamètre et les tangentes à ce petit cercle, parallèles aux projetantes, sont maintenant des tangentes à ce petit cercle parallèles au rabattement de la projetante. Pour déterminer cette direction, reproduisons la construction indiquée page 1 1 1 pour obtenir l'angle d'une projetante avec le tableau. Considérons le rayon de la spbère perpendiculaire au tableau dont
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la perspective est OF; le plan, qui contient ce rayon et la projetante passant par son extrémité, après avoir tourné dans le même sens que le petit cercle, donne pour le rabattement de ce rayon la droite OC, et pour la projetante la droite FC. C'est donc parallèlement à FG que nous devons mener des tangentes au petit cercle. Ces tangentes rencontrent la droite ab aux points M et M', et, lorsque nous replaçons le plan du petit cercle dans la situation qu'il doit avoir, ces points Met M' ne changent pas; ils représentent alors les perspectives des tangentes relevées. Les points M et M' appartiennent donc à la perspective de la sphère.
Nous n'avons qu'à prendre d'autres plans sécants analogues à celui que nous venons d'employer, et nous obtiendrons ainsi autant de points que nous voudrons de la perspective de la sphère.
On retrouve, par celte construction, que celle perspective est une ellipse. Appelons, en effet, L le point de contact de la tangente LM au petit cercle et I le centre de ce petit cercle. Pour un point quelconque de la ligne de contour apparent de la sphère, nous avons une tangente analogue à ML, parallèle à cette droite, et un
rayon analogue au rayon IL, qui esL perpendiculaire à cette tangente. Nous avons donc lonjonrs des triangles semblables au triangle IML. Le rapport -pj- est constant, quelle que soltia position du point M sur la perspective de la sphère. Mais IL = 16, comme rayons d'une circonférence; on voit ainsi quele poinlM est un point de l'ordonnée du grand cercle de front, qu'on a augmenté de façon à avoir toujours le rapport constant jj • Le lien des points tels que M est une ellipse dont l'un des axes est parallèle à la direction des lignes fuyantes, et dont l'autre axe est perpendiculaire à cette direction. Les points C et C, situés aux extrémités du diamètre perpendiculaire aux lignes fuyantes, sont des sommets de cette ellipse; les autres sommets sont sur le diamètre parallèle aux lignes fuyantes, aux points E et E', où ce diamètre est rencontré par les tangentes au grand cercle de front menées parallèlement à FC.
SUPPLÉMENT A LA DIXIÈME LEÇON
Construire les cures d'une ellipse connaissant les deua; demî-diamètres conjugués OB, OC (fig. 73).
Conservons les notations employées pour exposer la solution de la page 116. Le point- [i est un sommet de l'ellipse, si la tangente \i.t en ce point à la courbe est perpendiculaire à Op.. Soit |j.| le relèvement de |j., la droite jxii étant la tangente à la circonférence relevée, l'angle 0\).it est droit aussi.
Afin de déterminer (i, construisons une figure semblable à Ofi-,\).t qui est telle que k circotiféreace décrite sur 0 e comme diamètre passe par les points fi et Hi. Pour cela, du point i, milieu de CCi, élevons une perpendiculaire à cette droite. Cette perpendiculaire rencontre OB en un point qui est le centre de la circonférence circonscrite au triangle GiCC'|. Soient 0' et l' les points où cette circonférence rencontre OB. Le quadrilatère O'CiCi' est semblable au quadrilatère 0}t.,\>.t; il résulte de là que 0[<. est parallèle à O'C, c'est-à-dire à la bissectrice de l'angle CiCC',.
On retrouve ainsi que les axesde l' ellipse sont parallèles aux bissectrices des angles formés par les droites CC,, CC,.
o'Ci _ o;c o;c, _ o;c
(l'oit
O II = O'C cos O'CO = O'C cos O'GC, .
Projetons orthogonalemetit 0' en v sur CC[, on a alors Ce ^ 0|j.; (le même pour l'autre axe. Ainsi les demi-axes de l'ellipse sont égaux aux projections de CO' et de Ci' sur CC',.
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Menons la (iroite Oi, appelons a le point où elle rencontre CC. La droite C,« est parallèle à O'C. Les droites aC,, aC, obtenues comme nous l'avons vu dans la dixième Leçon, donnent donc les directions des axes de l'ellipse.
Les points O'CiCC, sont sur une même circonférence de cercle. Les pieds it, 0, v des perpendiculaires abaissées de 0' sur les côlés du triangle GiCC, sont alors en ligne droite; mais O' est sur la bissectrice O'G de l'angle «Ce; donc la droite «Oc est perpendiculaire à O'C, et, par suite, elle est parallèle à Ca. On a donc O^r =^ Ci'. Le segment On est, par suite, égal au demi-axe Q\i.. On démontre de même que 0& est égal à l'autre demi-axe. On retrouve ainsi la construction donnée dans la dixième Leçon (').
( ') Voir The Messenger of Malhematks, vol. XI, p. 175,
ONZIEME LEÇON
PERSPECTIVE CAVALIÈUE (fin).
ConsÉquciices déduites de la perspective d'une sphère. — Ombre d'iiiie spliiJ Ombre dans une dcmï-sphcre.
CouBèquences déduites de la perspective d'une sphère. ^ Reprenons la perspective cavalière d'une sphère pour arriver à quelques conséquences.
Du point O (^fig- y4)< menons une parallèle ans lignes fuyantes,
el portons sur celle droî Le, à parlir de ce point 0, la longueur réduite du rayon, nous obtenons en F et F' les perspectives des exti-émités du diamèlre perpendiculaire au plan du tableau. Le diamètre AB, tracé sur le plan de front qui contient O, perpendiculairement à la ligne fuyante, est terminé aux points A et B, qui sont deux des sommets de la perspective de la sphère.
Joignons le point F au point B, et menons au grand cercle de front des tangentes parallèles à FB; ces droites rencontrent la parallèle à la ligne fuyante, menée par le point O, aux points C, E, qui sont les deux autres sommets de l'ellipse perspective de la spbcre. Traçons cette ellipse.
I'i4 PRUMIÉRI!; 1MRTLE. — O^JZIÈIIE LEÇON.
Par le centre O de la sphère, menons un plan horizontal. La trace de ce plan sur le plan de front qui passe par le point O est [a droite DG ; la section faite dans la sphère par ce plan horizonlal est un grand cercle dont la perspective passe par les points D el G et a pour tangentes en ces points des parallèles auxlignes fuyantes. Celte perspective passe par les points F et F' et a pour tangentes en ces points des parallèles à la droite DG. Cette courbe est doublement tangente à la perspective de la sphère.
Si l'on coupe la sphère par un plan de front, la trace de ce plan sur le plan diamétral horizontal est la droite MJV et la section faite dans la sphère par le plan de front est un petit cercle qui a MN pour diamètre. Le plan de front MN rencontre, suivant une droite, le plan de la ligne de contact de la sphère et du cylindre projetant circonscrit à cette sphère; les points où cette droite rencontre la ligne de contact de la sphère et de ce cylindre projetant ont pour perspectives les deux points où ce petit cercle de front touche la perspective de la sphère.
Ainsi, le petit cercle décrit sur MN comme diamètre est doublement tangent à l'ellipse perspective cavalière de la sphère. Ce double contact est réel ou imaginaire, et, d'après ce que nous venons de dire, la corde commune à ce cercle el à l'ellipse perspective de la sphère est la droite réelle, intersection du plan de front MN et du plan de la courbe de contact de la sphère et du cylindre projetant qui lui est circonscrit.
Si nous prenons une corde parallèle à MN, telle que M'N', le plan de front qui passe par cette droite coupe la sphère suivant le petit cercle décrit sur M'N' comme diamètre; ce petit cercle est doublement tangent à l'ellipse qui représente la perspective cavalière de la sphère. Mais, dans les circonstances où nous nous plaçons sur la figure, le double contact est imaginaire.
Si nous continuons à déplacer le plan de front tel que M'N', nous arrivons à un plan de front qui touche la sphère au point F', extrémité du diamètre perpendiculaire au plan de front; nous sommes ainsi conduits à considérer le point F' comme un cercle évanouissant doublement tangent à l'ellipse perspective cavalière de la sphère, et nous pouvons dire alors que le point F' est un foyer de celte courbe. II en est de même du point F, symétriquement placé par rapport au point O.
Nous pouvons arriver autrement à ce résultat. Nous avons dans l'espace «ne sphère el un cylindre qui lui est circonscril; nous menons un plan tangent à celte sphère parallèlement au plan du tableau. La section faite dans Je cylindre par ce plan, en vertu d'un théorème connu, dû à Dandelin, a pour foyer le point de contact du plan et de la sphère; la section faite dans le cylindre est une courbe de front qui a pour perspective «ne b'gne qui lui est égale et qui est l'ellipse perspective cavalière de la sphère. Quant au point de contact, il est en F' : donc le point F' est le foyer de l'ellipse perspective cavalière de la sphère.
Enfin, on peut voir tout de suite sur la figure que le point F est un foyer de l'elUpse perspective de la sphère. Nous avons mené au grand cercle de front la tangente LG parallèlement à FB pour avoir le sommet G de cette courbe. II résulte de cette construction que les triangles OBF, LOC sont égaux entre eux; le côté OB est égal au côté OL, l'angle en C est égal à l'angle en F, et les triangles sont rectangles, l'un en L, l'autre en O ; on a alors BF ^ OC- Le point F peut donc être considéré comme déterminé par la rencontre du grand axe avec une circonférence ayant pour centre l'extrémité B du petit axe et pour rayon le demi grand axe ; le point F est donc le foyer de l'ellipse perspective cavalière de la sphère.
La figure à laquelle nous sommes conduits nous donne deux théorèmes qu'il suffit d'énoncer :
1° Etant donnée une ellipse, on mène des cordes parallèles entre elles, et sur ces cordes comme diamètres on décrit des circonférences de cercle: toutes ces circonférences sont doublement tangentes à une ellipse qui a pour foyers les extrémités du diamètre conjugué des cordes considérées.
a" Étant donnée une ellipse, on mène des circonférences doublement tangentes à cette courbe, et l'on prend pour chacune de ces circonférences un diamètre parallèle à une droite donnée : le lieu des extrémités de ces diamètres est une ellipse qui passe par les foyers de l'ellipse donnée.
Gomme cas particulier, nous pouvons considérer les diamètres de ces circonférences qui sont menés perpendiculairement au grand axe de l'ellipse donnée, et nous voyons alors que, si l'on redresse les normales d'une ellipse perpendiculairement au grand axe
de cette courbe, le lieu des extrémités des normales redressées est une ellipse qui a pour sommets les foyers de V ellipse donnée: les deux autres sommets sont aux extrémités du petit axe de l'ellipse donnée. Ce dernier théorème nous sera uûle plus tard.
Ombre d'une sphère. — Proposons-nous de déterminer la ligne d'ombre propre et la ligne d'ombre portée d'une sphère qui repose sur un plan horizontal.
Nous nous donnons la direction du rayon lumineux par sa perspective et par la perspective de sa projection sur un plan horizontal. OR \fig- 70) est la perspective du rayon lumineux, O /■ la
perspective de la projection de ce rayon lumineux sur un plan horizontal, et alors Or' est la perspective de la projection de ce rayon lumineus suc le plan de front, dont la trace sur le plan horizontal est Ox.
Nous avons besoin de connaître la direction du rayon lumineux lorsque le plan qui projette ce rayon sur un plan de front est amené à être de front. Pour déterminer cette direction, faisons tourner le triangle Or'R autour de la droite Or'; après la rotation, le côtéRr' est perpendiculaire à Or', le point R vient sur cette droite au point R,, qui est tel que R(7-'= a.R*-', si le rapport de réduction est-i. Après le relèvement, le rayon lumineux est donc dirigé suivant OR, .
Par le centre de la sphère donnée, menons un plan de front. Ce plan coupe la sphère .suivant un grand cercle de front et le plan horizontal, sur lequel repose cette sphère, suivant une horizontale tangente à ce grand cercle de front. Traçons l'ellipse perspective
cavalière de la sphère comme nous l'avons expliqué précédemment.
Pour déterminer la ligne d'ombre sur la sphère et l'ombre portée par cette surface sur le plan horizontal, employons la méthode des plans sécants. Coupons la sphère et le plan horizontal par des plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et parallèles au rayon lumineux, par conséquent par des plans parallèles au plan du triangle ORr' de \Ajig. yS. Or' est une droite de front du plan de ce triangle; l'un de ces plans auxiliaires a donc pour trace, sur le plan de front qui passe par le centre C de la sphère, une droite parallèle à Or'. Soit abd {fig- 76) la trace d'un plan auxiliaire sur
le plan de front qui contient k c<-ntre de la sphon. La trace de ce plan sur le plan horizontal est une perpendiculaire au tableau : la perspective de cette trace est donc la parallèle aux lignes fuyantes menée du point d. Faisons tourner ce plan auxiliaire autour de sa trace abd; le petit cercle, intersection de la sphère par ce plan, se relève, sur le plan de front qui passe par le centre C, suivant une circonférence décrite sur ab comme diamètre. La trace du plan auxiliaire et du plan horizontal vient se relever suivant la perpendiculaire menée du point rf à la trace ad.
Dans ce plan auxiliaire, 11 y a les rayons lumineux tangents à la sphère; l'un d'eux vient se relever suivant une tangente à ce petit cercle menée parallèlement à OR, de ^Sifig. ■jS. Appelons M, et N, le point de contact de cette tangente avec le petit cercle et le point
où cette droite rencontre la perpendiculaire menée du point d à\a droite ad.
Ramenons maintenant le plan du petit cercle. Pour trouver ce que devient le point M, , abaissons de ce point une perpendiculaire M, p sur ab ; par le point p menons une parallèle aux lignes fuyantes, el portons sur cette droite une longueur ^M = - — - : le point M est ce que devient le point Mj. De même pour le point N) ; ce point vient en N sur la droite Nt/ trace du plan auxiliaire, le point N étant tel que Ni^= —l—- Comme vérification, la droite MN doit être parallèle au rayon lumineux. Le point M a son ombre au point N.
En considérant une suite de plans sécants parallèles au plan auxiliaire que nous venons d'employer, nous aurons autant de points que nous voudrons de la ligne d'ombre propre et de la ligne d'ombre portée.
Parmi tous les plans auxiliaires, considérons celui qui a pour trace une tangente au grand cercle de front, la section faite dans la sphère par ce plan auxiliaire est réduite a un point et ce point fait partie de la ligne d'ombre propre. Ainsi, les extrémités du diamètre TU, du gTand cercle de front, mené perpendiculairement à ab, appartiennent à la ligne d'ombre propre ; en d'autres termes, ce diamètre est la trace du plan de la ligne d'ombre propre sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère. D'après cela, lorsqu'on amène le plan de la courbe d'ombre propre à être de front en tournant autour de TU, la ligne d'ombre propre, après la rotation, se confond avec le grand cercle de front de la sphère.
La droite qui joint le point M au point l, où TU coupe fl6, est perpendiculaire à TU; après la rotation, cette droite M ^ vient en Ib; nous pouvons donc construire des points de la ligne d'ombre propre en faisant usage du grand cercle de front el de triangles semblables au triangle 1VH6.
Prenons, par exemple, un point b' sur ce grand cercle, abaissons du point b' une perpendiculaire b'I' sur le diamètre TU, menons par le point l' une parallèle à /M, et par le point b' une parallèle h Mb. Ces deux droites se rencontrent au point M', qui est un point de la ligne d'ombre propre. Celte ligne d'ombre propre, en perspective, est (LUC ellipse qui passe par les poiiits U, M', M, T; elle
est doublement tangente à l'ellipse perspective cavalière de la sphère, et il est facile d'avoir ses points de contact avec cette ligne. Considérons pour cela le cylindre d'ombre. Ce cylindre a pour lignes de contour apparent les tangentes à la sphère menées parallèlement au rayon lumineux ; la ligne d'ombre propre est tangente à ces lignes de contour apparent, et les points de contact sont les points de contact des lignes de contour apparent du cylindre avec la ligne de contour apparent de la sphère.
La ligne d'ombre portée est aussi tangente à ces lignes de contour apparent du cylindre d'ombre.
Ombre dans nne demi-sphère. — On demande l'ombre dans l'intérieur dhine demi-sphère en perspective cavalière. Supposons tracée {Jîg. 77) 1^ perspective cavalière de la demi-sphcrc. Le plan diamétral qui la limite est un plan horizontal.
Employons encore la méthode des plans sécants. Prenons des plans auxiliaires perpendiculaires au tableau et parallèles au rayon lumineux, La trace de l'un de ces plans sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère est la droite ab menée parallèlement à Or'; ce plan auxiliaire coupe le plan diamétral horizontal qui limite la sphère suivant />M parallèle aux lignes fuyantes. La section faite dans la sphère par ce plan est un petit cercle que nous amenons sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère. Après la rotation, ce petit cercle a pour perspective la circonférence décrite sur ab comme diamètre. La droite /)M, entraînée jiendant cette rotation, devient la perpendiculaire menée du point//
à la droÎLe ab, et le point M vient au point Mi , où ccLte perpendiculaire rencontre la circonférence décrite sur ab.
Nous avons amené ce petit cercle à droite de ab; nous devons considérer le relèvement du rayon lumineux en faisant tourner de même le plan 0/R vers la droite de O/. Après la rotation du plan 0/R, la droite r'R vient se placer perpendiculairement à Or', et le point R vient sur cette droite au point R/tel que /-'R, zz;: ar'R, en supposant que le rapport de réduction soit^; le rayon lumineux est donc relevé maintenant en 0R(. Par le point M) menons une parallèle à OR, ; cette droite rencontre la circonférence décrite sur ab en un point N|, et le point Ni ramené en même temps que le plan auxiliaire devient l'ombre portée par le point M. Pour déterminer ce que devient le point N, , abaissons de ce point une perpendiculaire Ni q sur ab; par le point q menons une parallèle aux lignes fuyantes, et portons sur cette droite un seg-ment çN ^^ — - : le point N est l'ombre portée par le point M, et la droite MN, comme vériiication, doit être parallèle au rayon lumineux OR.
On peut déterminer ainsi autant de points que l'on veut de la ligne d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère, en considérant un certain nombre de plans sécants parallèles à celui que nous avons employé. Mais nous allons voir comment on peut construire cette courbe, connaissant le point N et la trace du plan de la courbe d'ombre sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère.
Examinons la nature de la courbe d'ombre portée et sa situation sur la sphère. Projetons orthogonalement la demi-sphère sur un plan, perpendiculaire au plan diamétral qui la limite, et parallèle au rayon lumineux. La sphère se projette {Jig- 78) suivant une demi-circonférence de cercle, le plan diamétral suivant un diamètre, et le rayon lumineux est parallèle au plan de projection. L'ombre dans l'intérieur de la sphère est l'intersection de cette surface avec le cylindre d'ombre du grand cercle qui limite la sphère. Nous avons là deux surfaces du second degré qui ont déjà un grand cercle comme ligne d'intersection; la partie restante est plane. Mais le plan de projection choisi est parallèle à un plan de symétrie des deux surfaces; les points de la ligne d'intersection complète dans l'espace sont donc placés de façon à se projeter deux par deux
en un même point. La ligne d'intersection des deux surfaces,, qui, dans l'espace, est une ligne du quatrième degré, se projette donc ■suivant une ligne du second degré.
Mais AB est la projection d'une partie de cette ligne ; c'est une -droite : donc la partie restante est aussi une droite. II est facile de la construire : le point A, extrémité du diamètre parallèle au plan ■de projection, a pour ombre le point A', obtenu en menant AA' parallèlement au rayon lumineux; la génératrice du cylindre qui passe par le point B est la droite BB'; A' et B' appartiennent à la projection de !a ligne d'intersection. Donc k ligne d'intersection
Fin- 7S-
se projette suivant le diamètre B'A' et la ligne d'ombre se projette suivant le rayon CA'; on voit ainsi que la trace du plan de la ligne d'ombre sur le plan diamétral AB, qui est ici une perpendiculaire au plan de projection, est perpendiculaire au rayon lumineux et perpendiculaire aussi àla projection du rayon lumineux sur le plan diamétral AB,
Revenons à la perspective cavalière {Jig- 77)- Nous venons de •dire que la trace du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan diamétral qui limite la sphère est une perpendiculaire à la projection du rayon lumineux sur ce plan diamétral : cette projection du rayon lumineux est parallèle à Or. Nous pouvons déterminer la direction de cette perpendiculaire en amenant le plan rox à être de front, et en menant par le point C une parallèle à la droite ainsi déterminée. On obtient ainsi le diamètre EG qui passe par les points où l'ellipse perspective du grand cercle horizontal a pour tangentes des droites parallèles à O /■ ; EG est la ligne d'intersection du plan de la courbe d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère avec le plan diamétral qui termine cette surface.
Cherchons la droite de front du plan de cette courbe d'ombre
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portée, plan qui passe par EG et par le point N. Menons, pour cela, un plan de front par le point N. La trace de ce plan sur te plan auxiliaire employé est la parallèle N/à aô menée du point N; N/ est alors une droite de front du plan auxiliaire. Cette parallèle rencontre Mp au point l; la trace du plan de front, dont nous nous occupons, sur le plan diamétral qui termine la demi-sphère passe par le point l et est parallèle à Cp ; cette ligne rencontre EG en un point (', et la droite l'N est la ligne de front du plan de la courbe d'ombre portée dans l'intérieur de la sphère. Du point G on mène une paraUèle à la hgne i'N, et l'on a la trace TU du plan de la courbe d'ombre portée sur le plan de front qui passe par le centre de la sphère. En tournant autour de cette trace , cette courbe d'ombre portée vient coïncider avec le grand cercle de front de la sphère, et l'on peut alors construire cette courbe par points en la faisant dériver de ce grand cercle de front,
La droite N^ est perpendiculaire au plan de front qui passe par le centre de la sphère : abaissons du point q la droite gs perpendiculairement à TU etjoignonslepolntsaupointN, on a ainsi la perpendiculaire N5 abaissée du point N sur TU. Lorsque le plan de la courbe d'ombre portée a tourné autour de TU, le point N vient, sur le grand cercle de front, au point N', où ce cercle est rencontré par la droite gs prolongée.
Pour avoir un autre point de la ligne d'ombre portée, on n'a qu'à prendre un point quelconque V du grand cercle de front; on abaisse de ce point une perpendiculaire sur TU, du pied de cette droite on trace une parallèle à la droite sN; le point de rencontre V de celte droite avec la parallèle à NN', menée du point V, est tm point de la ligne d'ombre portée.
On obtient ainsi autant de points que l'on veut; la courbe passe par les points G, V, N, E, et la partie vue de l'ombre est la partie couverte de hachures.
DOUZIEME LEÇON
PERSPECTIVE AXONOMÈTRIQUE. - PERSPECTIVE ISOMÉTRIQUE.
Perspective axonomélrigue. — Définitions ; notions générales. — Construction des échelles. — Perspective isométrique. — Convention relative aux échelles. — Perspective de prismes. — Ellipse isométrique. — Happortcur isomctriqiie.— Sphère rencontrée par un prisme à base carrée.
is; notions générales. — Eu Architecture, comme pour les Machines, on distingue, sur les objets à représenter, des directions principales : ce sont, par exemple, pour un édifice, les arêtes verticales, les grandes arêtes horizontales d'uue façade longitudinale et les grandes arêtes horizontales d'une façade latérale. Ces trois directions sont parallèles aux arêtes d'un trièdre Irirectangle.
Supposons que l'on place l'objet à représenter de façon que ces directions soient obliques par rapport au plan sur lequel on projette la figure et qu'on fasse la projection orthogonale sur ce plan de la figure ainsi placée. Cette projection orthogonale est ce que l'on désigne sous le nom de perspective axonomé trique.
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Le trièdre trirectangle dont les arêtes sont parallèles aux trois directions principales, étant projeté ainsi orthogonalement, est représenté par la fig. 79. On dispose cette projection de façon que l'arête SZ, qui correspond à la direction des verticales, soit sur la
feuille du dessin, supposée inclinée, perpendiculaire à la direcliondes horizontales de celte feuille.
Si l'on coupe le trièdre Irirectangle par un plan parallèle au plan de projection, les arêtes de ce trièdre et le plan sécant se rencontrent aiix points X, Y, Z. Les droites XY, YZ et XZ sont lestraces des faces du trièdre sur ce plan sécant, et, comme les arêtes du trièdre sont respectivement perpendiculaires aux faces, les droites SX, S Y, SZ sont les hauteurs du triangle XYZ ; le point de rencontre des hauteurs S est à l'intérieur du tiiiangle XYZ. SZ correspondant aux verticales de l'objet à représenter, SX et SY correspondent aux horizontales.
Avec cette disposition, la figure que l'on obtient est une figure vue en dessus. Si, par exemple, nous représentons un prisme dont les arêtes sont parallèles aux arêtes du trièdre, nous avons la fig. 80. Si, au contraire, le trièdre a ses arêtes projetées suivant les droites SX, SY, SZ dela^î^. 81, un prisme dontles arêtes sont parallèles aux arêtes de ce trièdre est représenté par \'3.fig. 8a, et l'on voit la face inférieure de ce prisme, tandis qu'on voyait la face supérieure sur \a.Jig. 80.
Si l'on veut représenter un point tel qiie celui qui est à l'extrémité du faîte de la toiture d'une maison, on détermine ce point à l'aide de coordonnées dirigées parallèlement aux arêtes du trièdre trirectangle. Ainsi, pour obtenir le point A situé à l'extrémité du faîte {fig. 83), on mène une parallèle mn aux arêtes qui terminent la toiture à sa partie inférieure et à égale distance de ces arêtes; on porte sur cette droite une longueur ma qni détermine la projection du point A sur le plan horizontal qui contient ces arêtes; on relève ce point à l'aide d'une parallèle aux verticales, c'est-à-dire d'une parallèle à SZ, et l'on porte sur cette droite la hauteur Aa du point A au-dessus du plan horizontal dont nous venons de parler, puis on joint ce point aux extrémités
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des grandes arêtes horizontales; sur AB, parallèle à SX, on détermine de même la position du point E qui limite le laite de la toiture.
Dans la perspective axonomé trique, les arêtes du trièdre trirectangle sont inégalement inclinées sur le plan de projection.
Construction des échelles. — Afin de construire les échelles nécessaires dans ce mode de représentation, nous allons résoudre le trièdre trireciangle et déterminer les angles de ses arêtes avec le plan de projection.
Projetons (yî^. 84) le trièdre trireciangle sur un plan perpendiculaire au plan de projection XYZ et parallèle à l'arête SZ. Le pointX se projette enX', le point Z en Z', et le point S vient en
un poiat de la circonférence décrite sur X'Z' comme diamètre; en abaissant du point S une perpendiculaire sur (H') projection verticale du plan XYZ, nous avons le point S' à la rencontre de cette droite et de la circonférence : le point S' est la projection du sommet du trièdre. L'arête SZ est maintenant projetée en S'Z', et l'angle que cette droite fait avec X'Z' est l'angle de l'arête SZ avec le plan de projection.
Faisons tourner le plan projetant de SY autour de la perpendi-
culaire au plan projetant menée par le point S jusqu'à ce que le point Y vienne en Y, sur SZ, et projetons cette droite sur le plan de projection auxiliaire; sa projection détermine avec (H') l'angle que SY fait avec le plan de projection; de même pour SX. Les longueurs égales portées sur les droites qui partent du point S', comme S'Z', ont de sprojections inégales; par conséquent, si l'on établit des éclielles sur les arêtes du trièdre trirectangle, on est conduit à des échelles particulières correspondant aux trois directions SX, SY et SZ; en outre, les longueurs portées sur des droites parallèles au plan de projection et qui se projettent sans altération de grandeur donnent lieu à une quatrième échelle. Ces quatre échelles sont employées en perspective axonométrique. Lorsque l'objet à représenter est fait dans des dimensions réduites sur le dessin, on emploie une convention que nous expliquerons on parlant de la perspective isométrique.
PERSPECTIVE ISOMÉTRIQUE.
Lorsque les arêtes du trièdre trirectangle, parallèles aux directions principales de l'objet à représenter, sont également inclinées sur le plan de projection, la perspective axonométrique est dite perspective isométrique. Toute droite parallèle aux arêtes de ce trièdre porte le nom de droite isoméirique ; les échelles correspondant à ces directions reçoivent la désignation A'échelles isométriques, et enfin les plans parallèles aux faces du trièdre sont des plans isométriques.
Dans le cas particulier de la perspective isométrique, les arêtes du trièdre trirectangle se projettent sur le plan de projection suivant des droites, comprenant entre elles des angles égaux et qui sont les trois hauteurs du triangle XYZ {fig. 85), maintenant équilatéral.
Les arêtes faisant avec le plan de projection des angles égaux, nous n'avons plus, pour résoudre le trièdre, qu'à déterminer l'un
de ces angles, en reproduisant la conslriiction c[ue nous venons de donner.
Calculons la valeur de l'angle a que S'Z' fait avec (H'). Appe-
lons P' le pied de la perpendiculaire à X'Z' qui passe par !e poiri S'. On a
, en élevant au carré,
Mais S'Z,' -=PZ'. X'Z,': donc
P'Z'est égaîàSZ;X'Z'e téral. On peut donc écrire
it égal à la hauteur du triangle éqaila-
Pour l'angle complémentaire p, on a ces ^ = \/|.
Nous pouvons arriver plus rapidemenl à cette valeur de cosaen remarquant que le plan XYZ est également incliné sur les trois arêtes du trièdre trirectangle, et, comme la somme des carrés des cosinus des angles que les arêtes de ce trièdre font avec ce plan est égale à 2, on a immédiatement 3 cos^a ^ 2, d'où l'on tire la valeur de cosa que noiis venons de déterminer.
Connaissant cette valeur de cosa, voici comment on construit l'angle a. Sur une droite {^fig- 86), à partir d'un point A, portons une longueur AB = i; élevons au point B une perpendiculaire
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BC^AB^i; AG est alors égal à \/ a, A partir du point B, portons un segment BO = AC := y/a ; joignons le point O au point G; OC est égal alors à y/ï. Le cosinus de l'angle BOC, étant égal à jTji, est égal à y/|, et, pur conséquent, cet angle BOG est égal à l'angle a.
Cet angle étant construit, il est facile d'établir sur ses côtés les deux échelles que l'on emploie en perspective isométrique.
ConTention relative aux échelles. — ■ Supposons que la figure à représenter soit faite à l'éciielle de j^. Sur la droite OB, qui est l'échelle isométrique, on porte ~ de l'unité de longueur; si l'unité de longueur est le mètre, on porte donc sur OB un segment de droite mesurant o"", i, et la longueur de l'espace dont la projection est o"", I est alors plus grande que o", i : cette longueur est o", I X \/|.
Ainsi, si l'on projette une sphère de i"' de rayon, le contour apparent de cette sphère est une circonférence dont le rayon est égal au rayon de la sphère donnée, et, puisque la sphère a i"' de rayon et que l'on construit à l'échelle de ~, on serait porté à croire qiie le rayon de celte circonférence est o", i . En vertu de la convention faite en perspective isométrique de porter dans la direction des axes isométriques les longueurs comme si elles n'étaient pas réduites par la projection, la sphère est représentée par une circonférence de cercle dont le rayon est o", i x \/|- On voit donc que, pour arriver à la perspective isométrique avec cette convention, il faut supposer que le corps à représenter est amplifié en restant semblable à lui-même et que le rapport de similitude
yGoosle
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Avec cette convention, mn, étant égal à o"", i , est l'unité de l'échelle isométrique, et m'n' est l'unité de l'échelle des dimensions géométrales, qu'on nomme souvent aussi échelle des vraies grande ui s.
Perspective de prismes. — Perspecli^e de deux prismes à base rectangulaire qui se rencontrent à angle droit. — Nous avons (ys^. 87) la figure géométrale qui donneles dimensions des prismes. Nous nous proposons d'obtenir la perspective isométrique à la
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même échelle que celle qui a été employée pour représenter cette figure géométrale.
Indiquons sur la figure géométrale la position du Irièdre trirectangle. L'une de ses arêtes est la droite sz ; les deux autres arêtes sont, l'une sx , et la troisième est projetée en s. A partir d'un point s' {Jig- 88), et sur une parallèle à l'axe SZ du irièdre, qui donne les directions isométriques, portons un segment égal à sz de lajîg. 85 ; nous obtenons le point s'. Menons une parallèle ^x' à SX. et égale à 5a;; nous portons sur ces deux directions des segments respectivement égaux aux segments sx et ss, puisque la perspective est faite à la même échelle que la figure géométrale, et qu'en vertu de la convention les dimensions comptées sur les directions isométriques ne sont pas altérées. Par le point z', menons une parallèle à l'axe SX et portons une longueur égale à za; nous obtenons ainsi le point a'. A partir du point a', menons une parallèle à ^z', et portons sur cette droite une longueur égale à ah; nous obtenons le point b'. b's' est alors la perspective de bs, et, en complétant au moyen d'une parallèle menée du point b' à l'axe SX et d'une parallèle menée du point x' à l'axe SZ, nous avons la perspective deJa^^. 87.
Traçons maintenant par les points c', b' , d des droites parallèles à l'axe SY et portons sur ces droites des longueurs égales à l'épaisseur donnée des prismes ; nous n'avons plus qu'à joindre les extré-
pour a\oir la perspective isomé-
mités des segments ainsi obtenu; trique achevée,
La figure est vue en dessus, et nous apercevons la face latérale qui est à gauche et qui est projetée suivant ab.
En conservant le même trièdre de manière à voir toujours la face qui est en dessus, nous arrivons à une autre perspective, en suppo-
sant que l'axe S Y corresponde àladroite 57(^1^.89) et que l'axe SX soit projeté en s. On obtient alors \a.fig. 90, et nous apercevons encore la face supérieure qui se projette suivant bc sur la figure géométrale; mais nous voyons maintenant les faces qui étaient projetées, l'une suivant sz, l'autre suivant cd. On comprend par là combien il importe, avant de tracer une perspective isométrique, de bien se rendre compte de la situation des directions principales par rapport au plan de projection, selon que l'on veuille montrer
l'objet en dessus ou en dessi de gauche.
isoîiÉTRiaui;. I.
ivec ses faces lalérales de droite o
Ellipse isométrique. — Si une circonférence est tracée sur un plan isométrique, c'est-à-dire parallèle à l'une des faces du trièdre trirectangle, la projection de cette circonférence sur le plan de projection, c'est-à-dire la perspective isométrique de cette circonférence, est ce qu'on appelle une ellipse isométrique.
Toutes les ellipses isométriques sont semblables.
Le grand axe d'une ellipse isométrique tracée sur le plan des XY ijig- 91) est perpendiculaire à l'axe des Z; le petit aiie est dirigé parallèlement à SZ.
Traçons l'échelle isométrique et l'échelle des dimensions géomé- Irales.
A partir du point O, portons sur l'échelle isométrique une lon-
gueur Or égale au rayon de la circonférence donnée. Élevons au point r une perpendiculaire à l'échelle isométrique ; nous obtenons le point R à la rencontre de cette droite avec l'échelle des dimensions géométrales. Il résulte de la convention que OR est égal au
demi grand axe de l'ellipse isométrique; Rr est égal au demi-petit axe de cette courbe, et, si nous menons à partir du point C des droites parallèles à SX et SY, les longueurs des demi- diamètre s ainsi tracés sont mesurées par O ;■ ; ainsi CM = O r.
Dans le triangle ORt-j puisque OR est le demi grand axe, Rrle demi petit axe, Or est égal à la distance du point C aux foyers de l'ellipse ; en décrivant du centre C de l'ellipse ujie circonférence passant par le point M, on a alors, à la rencontre de cette circonférence avec l'axe AA', les foyers de l'ellipse isométrique. Si Je demi petit axe est égal à i, 0R=: y/3 et Or ^ y/a. Ainsi, pour l'ellipse isométrique, CB étant i, CM est égal à y/a et CA est égal à y/S; CM est la direction d'on diamètre dont le conjugué a la même longueur.
Rapporteur isométrique. — Lorsque l'on veut faire des perspectives isométriques, il est utile de construire ce qu'on appelle un
rapporteur isométrique. Pour cela, on trace {fig- 92) une série d'ellipses isométriques homothétiques dont les extrémités des grands axes correspondent à des points de division de l'échelle des dimensions géométrales; on divise ces ellipses en parties égales, les points de division se correspondant sur des rayons. A cet effet, on amène le plan de ces ellipses à être parallèle au plan de projection. Après la rotation, l'une de ces ellipses, la plus grande, par exemple, se projette suivant une circonférence de cercle. Partageons cette circonférence en parties égales, puis ramenons les points de division en replaçant le plan de cette circonférence dans la position qu'il doit avoir; les points de division sur cette circonférence se ramènent sur l'ellipse en menant à partir de ces points des perpendiculaires air grand axe de la courbe. Nous n'avons plus qu'à
joindre ces points de division au centre commun de toutes les ellipses pour avoir un rapporteur isométrique.
Au moyen de ce rapporteur, on pourra non seulement tracer des circonférences de cercle en perspective isométrique, mais il sera facile également de déterminer une longueur mesurée sur une direction arbitraire, car, sur un rayon quelconque, ces ellipses isométriques déterminent l'éclielle relative à la direction de ce rayon.
Perspective d'une sphère rencontrée par un prisme à base carrée. — La sphère est représentée {fig. ri3) par une circonférence do
cercle dont le rayon, comme nous l'avons dit, est égal au rayon de la sphère de l'espace multiplié par \/|, en supposant que la perspective soit faite à l'échelle même de la figure géométrale.
Supposons que les arêtes du prisme soient parallèles à l'axe SY et que les côtés de la base de ce prisme soient parallèles l'un à l'axe SX et l'autre à l'axe SZ. Menons par le centre de la sphère un plan parallèle au plan des XZ et cherchons la base du prisme, supposé prolongé jusqu'à ce plan. Menons par le point O une parallèle à l'axe des X et une parallèle àl'ase des Z; portons sur ces droites à par tir de O des longueurs égales à la moitié du côté du carré base du prisme, et, au moyen de ces points, traçons la perspective isométrique de cette base du prisme ; cette perspective est un losange dont deux sommets se trouvent sur la parallèle menée du point O à l'axe des Y. Pour représenter le prisme, on mène des parallèles à l'axe SY par les sommets de ce losange ; on voit que deux des arêtes se projettent suivant une même droite.
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Si nous coupons ce prisme par un plan parallèle au plan ries XZ, la section ainsi obtenue est un losange ABCD égal au losange cjiie nous venons de construire dans le plan auxiliaire mené par le centre de la sphère.
Nous devons maintenant déterminer les lignes d'intersection avec la sphère des faces du prisme qui contiennent, l'une le côté AB, l'autre le côté AC. Comme ces faces sont des plans isométriques, les lignes d'intersection de la sphère par ces plans sont des circonférences de cercle qui sont représentées par des ellipses isométriques. Pour déterminer ces dernières courbes, nous faisons usage du rapporteur isométrique; mais nous allons construire d'abord les cordes de contact de ces ellipses avec le plan de ia circonférence de cercle déjà tracée, et qui représente la ligne de contour apparent de la sphère. Chacune de ces ellipses isométriques doit, en effet, être doublement tangente à cette circonférence de cercle.
Le plan de cette circonférence de cercle, le plan de la face du prisme passant par AB et le plan mené par le centre O parallèlement au plan des XZ se coupent en un point par lequel passent les intersections de ces pians deux à deux. Le plan mené par le centre O rencontre le plan du grand cercle parallèle au plan de projection suivant la diagonale bOc; ce même plan du carré, mené par le centre O, rencontre la face supérieure du prisme qui contient AB suivant la ligne al?; le point b est donc le point de rencontre des trois plans, et la ligne d'intersection de la face supérieure du prisme avec le plan mené par le centre parallèlement au plan de projection est une droite qui passe par le point b. Mais cette droite est perpendiculaire à SZ, puisque la face supérieure du prisme est parallèle au plan des XY ; noas avons donc l'intersection de la face supérieure du prisme avec le plan mené par le point O parallèlement au plan de projection en menant du point b une perpendiculaire à SZ. Cette droite rencontre la circonférence qui représente la hgne de contour apparent de la sphère aux points m et rt : ce sont les points de contact de cette circonférence et de l'ellipse isométrique, projection de la ligne d'intersection de la sphère et du plan supérieur du prisme. Au moven du rapporteur isométrique, nous traçons cette courbe, dont nous connaissons la direction des axes. Son centre est du reste au point i, milieu
de ab, puisque ce poini est le pied de la perpendiculaire abaissée du centre O sur la face AB«&,
Ce que nous venons de dire pour la face A^ab, nous pouvons le répéter pour la face AC«c. Nous abaissons du point c une perpendiculaire sur l'axe des X; cette droite rencontre la circonférence, ligne de contour apparent de la sphère, en deux points <jni sont les points de contact avec cette courbe de l'ellipse isométrique qui représente la projection de la ligne d'Intersection de la sphère et de la face ACac du prisme.
Si la sphère est un solide auquel on limite le prisme qui la rencontre, les arêtes du prisme doivent alors être tracées en trait plein jusqu'à lenrs intersections avec les ellipses isométriques, et nous devons figurer seulement en trait plein les portions de ces ellipses qui sont comprises entre les arêtes du prisme partant des points B, A, C. Quant à la ligne de contour apparent de la sphère, nous devons la limiter aui arêtes B6, Ce du prisme. Nous avons ainsi achevé la perspective de l'ensemble de la sphère rencontrée
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PERSPFXTIVE ISOMÉTRIQUE (fin).
Perspective d'tine niche. — Ombre dans l'intérieur d'une deini-splidi marques à pi-opos de la première Pai-tie du Cours. — Commenccn seconde Partie du Cours.
Perspective d'une niche. — Une niche est formée par un demîcjlindre de révolution dont l'axe est une verticale du plan du mur ; ce demi-cylindre est limité à sa partie inférieure par un plan horizontal et à sa partie supérieure par un quart de splière.
Noos allons chercher la perspective de cette niche en supposant que le plan du mur soit un plan isométrique.
00', parallèle à SZ {/ig. gi), est l'axe du cylindre. Par les points O et O'menonsdes parallèles à SX, et portons sur ces droites, à partir des points O et O', des segments égaux au rayon de la seclion droite du cylindre de la niche. Traçons les droites AA', BB'; ce sont les génératrices d'intersection du cylindre avec. le plan du mur. Par le point O menons une parallèle à XY, et portons sur cette droite, à partir du point O, une longueur égale au rayon de la section droite du cylindre mesuré à l'échelle des dimensions géométrales ; puis, à partir du point O sur 00', portons le demi petit axe de l'ellipse isométrique perspective de la base du cylindre située dans le plan horizontal AB. Traçons cette elhpse.
De même on a une ellipse isométrique située dans le plan horizontal A'B'; et le demi-cylindre de la niche, s'il était plein au lieu d'être en creux, aurait pour contour apparent ta tangente commune à ces deux ellipses menées parallèlement à AA', Sur le plan du mur, nous avons une ellipse isométrique qui est l'intersection avec ce plan de la sphère qui surmonte ce cylindre ; le grand axe de cette courbe est parallèle à XZ, sa longueur est égale à la longueur du grand axe des ellipses déjà tracées. Décrivons cette courbe. Si le quart de sphère, au lieu d'être en creux, était en relief, on
aurail pour ligne de contour apparent un arc de cercle tangent à celte ellipse située sur le mur et à l'ellipse située dans le plan horizontal A'B'. Le cjlindre et la sphère se raccordent suivant cette dernière ellipse.
Jusqu'au plan horizontal A'B' le mur se construit par assises ; les
plans horizontaux qui terminent ces assises rencontrent le mur suivant des lignes qu'on appelle lignes de joint, qui sont des parallèles à AB. Ces plans horizontaux rencontrent le cylindre suivant dos circonférences horizontales, lignes de joint sur ce cjlindre, et dont les perspectives sont des ellipses isométriques égales aux ellipses qui passent par A, B ou A', B'.
Pour construire la partie sphériquc, on réunit des pierres appelées voussoirs, qui sont limitées à des plans de joint menés par
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le centre de la sphère perpendîc ni ai renient au plan du mur et par des points de division situés sur la courbe de tète de la partie sphérique. Ces plans de joint sont limités à une pierre qui repose sur le plan liorizontal A'B', et qu'on appelle trompillon. Ce trompillon évite de prolonger les voussoirs de la partie sphérique jusqu'au plan horizontal qui limite le cylindre et supprime ainsi de ces voussoirs une partie qui se briserait trop facilement.
Cherchons la représentation des lignes de joint dans l'intérieur de la sphère, c'esl-à-dire les intersections de cette sphère avec les plans de joint dont nous venons de parler. Divisons la courbe de tète de la partie sphérique en un nombre impair de parties égales. Pour cela, faisons tourner le plan du mur autour du grand axe de l'ellipse AX'B' jusqu'à ce que ce plan soit parallèle au plan de projection. Après la rotation, le point B' vient au point B) , le point A' au point A,, et le diamètre A'B' est alors projeté suivant A, B,, Partageons la demi-circonférence B) C'A, en cinq parties égales; puis replaçons cette circonférence dans la position qu'elle doit occuper et ramenons les points de division sur l'ellipse isométrique A'C'B'. Les traces des plans de joint sur le plan du mur sont des droites passant par ces points de division, ainsi que par le point O'; nous limitons ces droites à une ellipse isométrique dont -le centre est en O'.
Le trompillon est terminé à un plan isométrique parallèle au plan du mur et dont la trace sur le plan horizontal A'B' est dh' , parallèle à A'B'. Ce plan rencontre la sphère suivant une ellipse isométrique que nous traçons sur a' 6'. Il ne reste, pour achever la figure, qu'à tracer les lignes de joint sur la partie sphérique; on ne voit comme ligne de joint que celle qui part du point de division E'. Pour la tracer, faisons tourner le plan de l'ellipse isométrique A'B'n'ô' autour de la parallèle menée du point O' à l'axe des Y, c'est-à-dire autour d'une perpendiculaire au plan du mur. Un point M de cette courbe décrit un arc de cercle dont on obtient le rayon en menant du point M une parallèle Mm à O'B' jusqu'au point m oïl cette droite rencontre la charnière. Lorsque le point B' est venu au point E', le rayon OB' est venu en O' E' et la parallèle mM à ce rayon est maintenant la droite menée du point m parallèlement à O'E'. La corde de l'arc décrit par le point B' est E'B'; la corde de l'arc décrit par le point M est parallèle à cette droite; cette corde
rencontre an point M' la ligne que nous venons de mener du point m, et nous avons en ce point M' un point de !a ligne de joint. Nous pouvons ainsi construire autant de points que nous voulons et, en les réunissant, nous avons îa ligne de joint pour la partie sphérique.
Ombre dans l'intérieur d'une demi-sphère. — Proposons-nous de déterminer l'ombre dans l'intérieur d'une demi-sphère terminée par un plan isométrique parallèle au plan des XZ i^fig- 95).
Prenons la projection SR du rayon lumineux; supposons que ce rayon rencontre au point R le plan XYZ. Le plan qui projette ce rayon sur le plan des XZ est le plan YSK; sa trace sur le plan XYZ est la droite qui joint le point Y au point R; cette droite rencontre au point /la droite XZ; joignons le point S au point/-', nous avons la projection S/-' du rayon lumineux sur le plan des XZ.
Glierehons le rabattement du rayon lumineux quand on fait tourner le plan qui le projette sur le plan de projection, de manière à amener ee plan à coïncider avec le plan XYZ, Déterminons d'abord la hauteur du point S au-dessus du plan XYZ. Prolongeons la droite SZ jusqu'au point/) où elle rencontre XY; surpZ comme diamètre décrivons une demi-circonférence de cercle, et élevons au point S une perpendiculaire à joZ; nous obtenons ainsi le
point S, ; le segment SS, est égal à la hauteur du point S au-dessus du plan XYZ. Lorsque le plan projetant du rayon lumineux SR a tourné autour de sa trace sur le plan XYZ, le point S vient sur une perpendiculaire à SR en nn point S' à une distance de S égale à SS, , et la droite S'R est la projection du rayon lumineux après le rabattement du plan projetant de ce rayon.
Décrivons une circonférence de cercle qui représente le contour apparent de la sphère donnée ; par le centre O menons une parallèle à l'axe XZ. Le diamètre qu'on obtient ainsi est le grand axe de l'ellipse isométrique perspective du grand cercle qui iiraile la demi-sphère. Traçons cette ellipse.
Cherchons l'ombre portée dans l'intérieur de cette demi-sphère en employant la méthode des plans sécants. Prenons des plans perpendiculaires au plan de projection etparallèles au rayon lumineux. La trace de l'un de ces plans est, par exemple, la corde ab menée parallèlement à SR; ce plan sécant coupe la sphère suivant un petit cercle que nous amenons à être parallèle au plan de projection en le faisant tourner autour de ab. Ce plan sécant rencontre au point M le grand cercle qui limite la sphère, et ce point, après le rabattement du plan sécant, vient, sur la circonférence décrite sur ab comme diamètre, au pointM, où la perpendiculaire MM, à ab rencontre la circonférence.
Le rayon lumineux qui passe par le point M est maintenant rabattu suivant M, T,, parallèle à S'R. Cette droite rencontre ie petit cercle au point T, , et, quand le plan sécant reprend sa position, le point T, vient sur ab au pied de la perpendiculaire abaissée du point Tj sur cette droite : le point T ainsi obtenu est l'ombre portée par le point M.
La courbe d'ombre dans l'intérieur de la sphère est un grand cercle dont le plan rencontre le plan diamétral qui limite la sphère suivant une droite perpendiculaire à la projection du rayon lumineux sur ce plan diamétral. Cherchons ce diamètre perpendiculaire à Sr'. Nous pouvons déterminer sa direction, en construisant sur le plan des XZ, comme on le voit sur la figure, une perpendiculaire à Sr'. Nous pouvons encore opérer ainsi : menons parallèlement à S/ des tangentes à l'ellipse Isométrique perspeclivedu grand cercle qui [imite la sphère ; la droite qui joint les points de contact de ces tangentes est le diamètre Alî suivant lequel le plan de la courbe
d'ombre portée rencontre le plan diamétral qui limite la sphère. Faisons tourner ce plan diamétral autour de AB, de façon que le point M vienne au point T. Le point M décrit alors un arc de cercle dont le rayon est perpendiculaire à AB, par consécjuent, c'est la parallèle Mm menée du point M à Sr'. La droite Mm, après la rotation, vient en mT. On a des points de la courbe d'ombre portée en cherchant ce que deviennent les points de l'ellipse isométrique AMB; on détermine ces points à l'aide de triangles semblables au triangle MmT. Ainsi, pour un point N, on mène la parallèle N« à M m; du point n on mène la parallèle nY k mT; cette droiio rencontre la parallèle NV à MT au point V, qui appartient à la courbe d'ombre portée. En réunissant les points ainsi obtenus, on a la courbe d'ombre portée; cette courbe est une ellipse qui est tangente en A et B à des droites menées de ces points parallèlement à la ligne niT ; elle est doublement tangente'à la ligne de contour apparent de la sphère.
BEKARauES A FBOFOS DU LA FBISnÈRE FABTIE DU GOUBS.
Nous terminons ici la preniiôre Partie du Cour», dans laquelle nous avons exposé les différents modes de représentation des objets supposés éclairés. Quanta l'emploi de ces modes de représentation, il est important de remarquer que si, pour l'étude d'un projet, on peut adoptsr tel ou tel système de projection avec lequel on est familiarisé, on doit toujours, lorsqu'on en vient à l'exécution, faire usage de celui qui conduit à des dessins de lecture facile.
En Architecture, les projets de bâtiment sont établis au moyen de plans, de coupes et d'élévations, auxquels il est utile de joindre une perspective de l'ensemble du projet.
Les perspectives cavabère ou isométrique, qu'on désigne aussi sous le nom àe perspectives rapides, sont très employées pour le dessin de détail dans l'Industrie; elles ont le grand avantage de donner, au moyen d'une seule projection, des figures faisant image et sur lesquelles on peut mesurer les dimensions de l'objet repré-
Il existe des appareils à l'aide desquels on construil. assez facilement la perspective des objets visibles. Le plus simple se compose d'une vitre, placée verticalement et servant de tableau, puis d'une carte percée d'un trou pour fixer la position de l'ceil. On suit les contours des objets à représenter au moyen d'un crayon gras que l'on ajjpule sur la vitre.
Cet instrument perfectionné a conduit au diagraphe de Gavard. On obtient une perspective très nette dans la chambre noire de Porta. La chambre clairedeWollaston, perfectionnée par le colonel Laussedal, est tiu instrument portatif à l'aide duquel on obtient, avec un peu d'habitude, laperspectivedesobjels visibles. On trouve l'explication de ces différents instruments dans l'excellent Traité de Perspective linéaire de M. de la Gournerie.
Afin de compléter l'étude de la perspective, on fera bien de lire, dans le même Ouvrage, ce qui concerne les panoramas, les basreliefs (') et les décorations théâtrales.
Nous avons laissé de côté les applications qu'on peut faire des modes de représentation des figures à la démonstration de certaines propriétés géométriques. La perspective conique ou projection centrale aurait pu donner lieu à de grands développements ; à ce point de vue, on ne saurait trop recommander la lecture du Traité des propriétés projectiles desjigures de l'illustre général Poncelet.
( ' ) Le Traité de Perspective relief de M. Pomdra a été l'occasion d'un Rapport très intéressant de Chasles {Comptes rendus des séances de l'Académie des Scienees, 12 décembre iS53).
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COCRBES PLANES. - GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE.
Courbes planes, — Rappel de liéfinilïons et de résultats. — Courbe d'erreur. — Géométrie cinématique. — Définition et conventions. — Déplacement fini d'une ligure plane sur son plan. — Déplacement infiniment petit d'une figure plane, centre instantané de rotation. — Déplacement d'une figure de l'espace parallèle-
Rappel de définitions et de résultats ('). — Une courbe plane est le lieu des positions d'un point mobile qui ne se déplace pas en ligue droite cl qui reste dans un même plan. Pour une position du point mobile, la direciion du déplacement est ceile de la tangente à la courbe.
La perpendiculaire à une tangente issue du point de contact de cette droite est une normale à la courbe. Le plan perpendiculaire à une tangente, mené du point de contact de cette droite, est le plan normal à la courbe, h'aiigle de contingence en un point d'une courbe est l'angle que la tangente en ce point à la courbe fait avec la tangente à la courbe au point infiniment voisin de celui-ci.
Le cercle osculateur en un point m d'une courbe est la circonférence tangente à la courbe au point m et qui passe par le point de la courbe infiniment voisin de m, ou encore on peut dire que le cercle osculateur est un cercle qui possède avec la courbe trois
( ') Éléments de Calcul infinitésimal, par Dl-u.ijiel.
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points iofitlîmenL voisins communs. IJ résulte de là que le cercle osculateur traverse généralement la courbe. Dans le voisinage du point pour lequel on considère le cercle oscillateur, la courbe partage le plan en deux régions; on ne peut pas passer d'une région à l'autre en coupant la courbe, si ce n'est en la coupant un nombre impair de fois, et réciproquement; par conséquent, le cercle osculateur traverse la courbe, puisqu'il la rencontre en trois points.
Il peut arriver, dans certains cas, que le cercle osculateur rencontre la courbe en plus de trois points ; c'est ce qui a lieu, par exemple, aux points où la courbe est rencontrée par un axe de symétrie. En ces points, le cercle oscillateur et la courbe ont au moins quatre points communs. Lorsque le cercle osculateur a avec la courbe quatre points infiniment voisins communs, il ne traverse pas la courbe. Les points pour lesquels cette circonstance se présente sont appelés sommets.
En un point d'une courbe, le cercle osculateur peut se réduire à ime droite; on a alors ce qu'on appelle un point d'inflexion. En ce point d'inflexion, la courbe et sa tangente ont trois points infiniment voisins communs.
La courbure d'une courbe en un point est égale à l'angle de contingence eu ce point divisé par l'arc infiniment petit qui se termine au point de contact des tangentes comprenant cet angle.
L'inverse de celte courbure est le rajon d'une circonférence qui a même courbure que la courbe donnée.
Si l'on place cette circonférence tangentiellement à la courbe au point m, elle prend le nom de cercle de courbure et se confond avec le cercle osculateur en m. Le rayon de cette circonférence qui aboutit au point m est le rayon de courbure de la courbe en ce point m; le centre de cette circonférence est le centre de courbure de la courbe pour ce point m; ce centre de courbure est le point de rencontre de deux normales infiniment voisines (').
En un sommet, le rayon de courbure est maximum ou minimum ; au point d'inflexion, défini comme prcccdcmment, le rayon de courbure est infini.
Si les points d'une courbe M sont les points d'intersection de
rappeler
courbes infiniment voisines aj^partenanl à une même série, la courbe M a, avec chacune de ces courbes, deux points infiniment voisins communs, c'est-à-dire qu'elle leur est tangente. La courbe M est Venveloppe de ces courbes infiniment voisines, et celîcs-ci prennent le nom à'' enveloppées de M.
Une courbe est l'enveloppe de ses tangenlcs.
Faisant usage de ce mot enveloppe, on peut dire que l'ombre portée par une surface est l'enveloppe des ombres portées par ses génératrices. Ainsi, lorsque, dans la première Leçon, nous avons cherché l'ombre portée par une surface de révolution sur un plan horizontal, nous l'avons déterminée en traçant des lignes tangentes aux ombres portées par les parallèles de la surface; ces lignes d'ombre portée sont les enveloppes des ombres portées par les parallèles, supposés infiniment voisins.
De même, la ligne de perspective ou de contour apparent d'une surface est l'enveloppe des perspectives des génératrices de cette surface. Lorsque, par exemple, nous avons considéré en perspective cavalière les sections faites dans une sphère par des plans de front, nous avons eu une suite de circonférences de front dont les perspectives étaient des circonférences de cercle; l'enveloppe de ces circonférences, supposées infiniment voisines, est la courbe perspective cavalière de la sphère.
Courbe d'erreur. — Lorsqu'une courbe est tracée et qu'on ne connaît pas sa définition géométrique, on a ce qu'on appelle une
courbe graphique. Proposons-nous de construire pour une pareille courbe la tangente au point m {fig- 96). Du point 1 centre décrivons un arc de cercle; du point m menons ui
qui rencontre la courbe donnée au point a; portons, à partir dn point où ta droite ma rencontre la circonférence et dans le sens de ma, un segment égal à ma : nous obtenons le point a'. Menons une autre sécante qui rencontre la courbe an point b ; construisons de même le point b', puis une troisième sécante qni rencontre la courbe au point c à l'aide duquel nous déterminons le point c', et ainsi de suite. Les points a', b', c' sont reliés par une courbe qu'on appelle courbe d'erreur. Cette courbe rencontre la circonférence de cercle en un point : c'est le point pour lequel on a une sécante qui rencontre la courbe en un point à une distance nulle du point m : c'est la tangente en m.
GÈOMÉTIilE CINÉMATIQUE.
Définition et conventions, — Nous allons nous occuper des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane qui glisse sur son plan. Nous commençons par là l'étude d'une branche de la Géométrie, que j'appelle Géométrie cinématique {^).
La Cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces; la Géométrie cinématique a pour objet l'étude du mouvement indépendamment des forces et du temps, c'est-à-dire qu'elle a pour objet l'étude des déplacements. Nous réservons l'expression de déplacement pour un mouvement dans lequel on ne considère pas la vitesse (^).
C) Ce-.! je cruia le sa^int tjudateur des I\ou<,eUes Annales de Mathématiques, O TcaacEu qui, en ibSg djn? un article de ion intéressant Recueil, a, le premier, fait naage de cette ekpresaion Depuis elle a été employée en Allemagne. Le professeur Abo\uold a publié en 187 un Mémoire relatif au déplacement plan, inljlulé Rtnematische MitUteilungen Gruiidzûge der kineinatischen Géométrie
Los titres des Mémoiies suivants renferment des expressions analogues : JÎ!nematisck geometi esche Unteisuchungen der Bewegung àhnlich veràiiderlicher ebener Système, parL. Bdbuebteii (1874)1 6' Xinematisch-geometrische Théorie der Besckleunigimg fiir die ebeiie Bewegung, par T. Rittershaes, etc.
(') a II semble d'abord que, quand on a dit que la Mécanique est la réunion de toutes les vérités relatives aux mouvements ou aux forces considérées en général, on a sufjisamment distingué cette science de toutes les autres. Mais on pourrait objecter que, dans la Géométrie, et surtout dans la théorie des lignes
Les propriétés géométriques relatives aus déplacements des figures, intéressantes en elles-mêmes, sont utiles en Mécanique; employées en Géométrie comme on emploie les différenlialions en Analyse, elles permettent d'arriver à des propriétés géométriques concernant des figures immobiles.
Pour l'exposition des propriétés relatives aux déplacements, nous adoptons les notations suivantes. Les points sont marqués par de petites lettres; les lignes décrites par ces points, c'està-dire leurs trajectoires, sont indiquées par les lettres qui indiquent ces points placées entre parenthèses : ainsi le point a décrit la trajectoire (a). Les lignes sont indiquées par de grandes lettres ; les surfaces engendrées par ces lignes sont indiquées par les lettres, qui indiquent ces lignes, mises entre parenthèses : ainsi la ligne A engendre la surface (A).
Si l'on considère pour un point la surface sur laquelle il se déplace et que j'appelle sur/ace trajectoire du point, il faut avoir soin de distinguer cette surface de la surface engendrée par une ligne; nous l'indiquons par une lettre entre crochets ; ainsi le point a a pour surface trajectoire [a].
Déplacement fini d'une figure plane sur son plan. — Étant données sur un plan deux figures égales, telles que l'on puisse amener l'une à coïncider avec l'autre par glissement sur le plan, on peut obtenir cette coïncidence par une simple rotation (' ),
Le quadrilatère abcd {fig- 97) est égal au quadrilatère a'b'e'd',
et des surfaces, on définit ces lignes et ces surfaces en déterminant le déplacemept du point ou de la l'niic qu' les d' ri et q e déphcen eut est déjà un mouvement. La réponse que je fera d ce te object on c est qu I n y aréellement inoucement nue quand 1 dee lu tenp9 peu lant lequel a 1 eu le déplacement étant jointe à celle du déflacc nent 1 1 m me 1 en ésulte la not on de la vitesse plus ou moins grande are Idq elle 1 opeie cons deration tout d fait étrangère â la Géométrie, qui U t le cara tere p opre ie la Mucan que et la distingue à cet égard de la Géométr e (AmpEkc Ess isu l Pk losopJ e des Sciences, p. 63.) {') Ce théorème, les théorèmes suivants et la méthode des normales qui en résulte sont dus à CaiSLEs. (Voir, dans le Bulletin de la Société mathématique de France, 1878, le Mémoire qui a été présenté à la Société phiSoraalliique le 1 1 août 1829, et qui a pour titre : Mémoire de Géome'trie sur la construction des normales à plusieurs courbes mécaniques, par Chasles, et, du même illustre géomètre, ^jserf M historique sur l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, p. 548; 1837.)
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el nous supposons que, lorsque le côLé ab coïncide avec a'b', les deux quadrilatères coÏQcident. Dans ces circonsLances, nous allons montrer qu'il existe un point du plan autour duquel on peut faire tourner abcd de manière à l'amener à coïncider avec a' b'c' d'.
Joignons le point a au point a', et élevons ime perpendiculaire sur le milieu de la droite aa'. Joignons le point b au point b', et élevons une perpendiculaire sur le milieu de la droite bb'. Ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point o; nous allons montrer que ce point o est le centre de rotation qui répond à la question.
Il résulte de la construction de ce point que ao = a' o et bo = b' o. Les deux triangles abo, a'b' o sont alors égaux comme ayant leurs
Fis- !n-
trois côtés égaux chacun à chacun; l'angle aob est donc égala l'angle a'ofe', et, par suite, l'angle aoa' est égal à l'angle èoè'. En faisant tourner la figure autour du point o de manière que le point a vienne en a', alors le point h vient en b' , et, par suite, les deux quadrilatères coïncident.
Nous avons considéré deux quadrilatères, mais il est bien clair que l'on peut prendre une figure quelconque ; les points de la première figure viendront coïncider, après la rotation autour du point o, avec les points correspondants de la deuxième figure.
Ce que nous venons d'expliquer pour un déplacement fini est vrai pour un déplacement infiniment petit.
Déplacament infiniment petit d'nne flgnre plane, centre instantané de rotation. — Dans le cas d'un déplacement infiniment petit, lu point 0 prend le nom de centre instantané de rotation, et les droites, telles que aa' , bb', cc\ . . . sont des tangentes aux lignes décrites par les points de la figure mobile. Les perpendiculaires
GÉOIIÉTRIE CISKJl.lTigUZÏ. l5g
élevées sur les milieux de ces droites sont des normales à ces trajecloires, et l'on voit ainsi que :
Pour un déplacement infiniment petit d'une fi-gure sur son plan, les normales aux trajectoires des points de cette figure passent par un même point gui est le centre instantané de rotation, et, si l'on ne parle pas d'un déplacement infiniment petit, on peut dire : Pour une position quelconque d'une figure plane que l'on déplace d'une manière continue sur son plan, les normales, issues des points de la figure, aux trajectoires de ces points passent par un même point.
Il suffit de donner les trajectoires de deux points de la ligure mobile pour connaître tout ce qui est relatif au déplacement de cotte figure. Si, par exemple (fig- g8), la droite ah, de grandeur
invariable, se déplace de façon que le point a reste sur sa trajectoire (a), le point b sur sa trajectoire {(?), le centre instantané de rotation est le point de rencontre des normales issues des points a et b aux trajectoires (a), (6); la normale à la courbe décrite par un point m entraîné par le déplacement de ab, c'est-à-dire lié invariablement à ab, est alors, d'après ce que nous venons de dire, la droite mo, qui joint le point m au centre instantané o.
Du point o abaissons sur la droite ab la perpendiculaire oe; la tangente à la trajectoire du point e est la droite ab elle-même. En vertu de la rotation infiniment petite autour du point o, le point e se déplace alors sur ab; il est donc l'intersection de ab avec ce segment arrivé dans sa position infiniment voisine ; il appartient, par suite, à la courbe enveloppe de ab. On détermine donc le point où la droite ab touche son eni>eloppe en projetant sur cette droite le centre instantané de rotation.
Le même raisonnement s'applique à une courbe entraînée en même temps que ab, et l'on voit que le point où cette courbe
louche son enveloppe est le pied de la normale qui lui est abaissée du centre instantané de rotation.
Oéplâcemant d'une figure de l'espace parallèlement à un plan. — Ce que nous venons de dire pour une figure plane <jni glisse sur son plan s'clend, dans l'espace, au cas d'une figure qui se déplace parallèlement à un plan, avec celte différence, qu'au lieu d'un centre instantané de rotation, on a un axe instantané de rotation perpendiculaire à ce plan. Ceci est applicable à un segment de droite qui se déplace dans l'espace; les différents points de ce segment décrivent des trajectoires, et les tangentes à ces trajectoires issues des points de la droite sont parallèles à un même plan, comme il est facile de le voir en considérant d'abord un déplacement fini. Le déplacement infiniment petit d'un segment de droite dans l'espace peut donc s'obtenir au moyen d'une rotation autour d'une droite, et l'on peut alors énoncer cette propriété : Les plans normaux aux trajectoires de tous les points d'une droite se coupent suivant une même droite (' ).
(') Cn.isLEs a énonce ce thcorème, ainsi que beaucoup d'autres, dans un très beau travail inséré, en 1 843, dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, et intitulé Propriétés géométriques relatives au mouvement iiifiiiim,ent petit d'un corps solide libre dans l'espace.
Dans le même Recueil, en 1860 et 1861, Ch.isles a publié aussi Propriétés relatives au déplacement fini quelconque, dans l'espace, d'une figure de forme invariable. Ce Mémoire est suivi d'une intéressante Notice historique sur la question du déplacement d'une figure de /orme invariable, k laquelle je renvoie le lecteur.
Aux noms qui figurent dans cette Notice on peut ajouter ceux de : A. Bohdosi, C.-J. GiuLio, G. Bellivitis, D. Tuhiizzi, SoMorii, A Caïley, LIGUl^E, NicouiBês,
HabICU, H.ITON DE LiV GoOPELLIÊDE, JoRlllN, BrISSE, DaRBDUK, d'OcACNE, A, ScnUUADH,
Dewdlf, Laisasi, SunoEsFLiES, VanÊÎëk et quelques auties quej'aui dltr pl„, loin.
QUATORZIÈME LEÇON
GIÏOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite).
Diiplacementconlinu d'une figure piane sur son plan. — Développante, développée. — Développanle d'une courbe sans point singulier, ou avec point singulier. — Développantes de la développée d'une ellipse. — Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur variable, — Droite mobile de grandeur variable. — Construction du centre de courbure d'une ellipse.
Déplacement contittu d'une figure plane sur son plan, — Nous avons vu que le déplacement inJiniment petil d'une figure plane sur son plan est une rotation infiniment petite autour d'un point qu'on appelle centre instantané de rotation. Considcrons maintenant le déplacement continu d'une figure plane sur son plan,
fis- 3a-
Pour les diverses positions de la figure mobile on a {fig- 99)1 sur le plan fixe, une suite de centres instantanés de rotation c, C), C2, ..-; sur le plan de la figure mobile, on a les points </, c", .,.,qui deviennent successivement ces centres de rotation. Les points c, Ci , Cj, . . . appartiennent à une courbe F qui est sur le plan fixe ; les points (/,«", ... sont sur une courbe M tracée sur le plan de la figure mobile. Les courbes F et M ont en commun le point C, qui est le centre instantané de rotation pour la position de la figure que nous considérons, Les deux courbes F e^ M sont tangentes entre elles au point c\ car l'angle compris entre leurs tangentes
iGa siîcoNDE PinirE. — quatorzibhe leçon.
au point c esl infiniment petit, puisque c'est de cet angle qu'il faut faire tourner !a figure mobile pour amener d à coïncider avec C\. On a donc «ne courbe M qui, dans chacune de ses positions, est tangente à F, et dont les différents points viennent coïncider successivement avec les points de la courbeF; en oulre, chacun des points de M ne reste en coïncidence qu'avec un seul point de F. La courbe M roule alors sur la courbe F sans glissement, et l'on voit ainsi que le déplacement continu d'une figure plane sur son plan peut être obtenu en considérant sur le plan de la figure mobile une certaine courbe qui roule sans glisser sur une courbe du plan fixe.
Le roulement d'une courbe sur une autre est appelé déplacement ^icj'c/ojt/af/ on peut dire alors que le déplacement continu d' une figure plane sur son plan est un déplacement épicycloïdal .
La trajectoire (m) d'un point m prend le nom particulier de roulette. La courbe F porte le nom de base de la roulette.
En se reportant à ce que nous avons dit précédemment, on voit que la normale à la roulette décrite par le point m, lorsque ce point occupe sur cette courbe une position à laquelle correspond le centre instantané c (qui est le point de contact de F et de M), c'est la droite me.
Si la courbe F et la courbe M sont des circonférences de cercle, un point de la circonférence M décrit une roulette qu'on appelle épicycloide. Un point du plan de cette circonférence M, situé à l'intérieur de celte courbe, décrit une épicycloïde qu'on appelle raccourcie, et iin point, au dehors de la circonférence M, décrit une épicycloïde allongée.
Dans le cas oii la courbe fixe est réduite à une droite, la courbe mobile étant toujours une circonférence M, on a, pour un point du plan de cette circonférence entraîné pendant le roulement de cette courbe sur la droite fixe, ime cycloïde, ou une cycloïde raccourcie, ou une cycloïde allongée, selon que le point est sur M, en dedans ou en dehors de M.
Prenons un exemple de figure mobile, et cherchons la ligne fixe et la ligne mobile à l'aide desquelles on obtient le déplacement de la figure de grandeur invariable par le roulement d'une courbe sur
Supposons que la figure de forme invariable soit {_fig. loo) un
segmenL de droite ab de grandeur invariable : le point a décrit la ligne droite («), le point b décrit la ligne droite ( b). Dans la position qu'occupe la droite ab, le centre instantané s'obtient en menant, des points a et b, des perpendiculaires aux lignes décrites par ces points; ces droites se coupent en un point c qui est le centre instantané de rotation. L'angle acb est le supplémentaire de l'angle en o formé parles deux droites (a) et (6); par conséquent, sur le plan de la figure mobile, le point c appartient au segment
capable de l'angle acb décrit sur la droite ab ; il est sur la circonférence oacb^ qui est alors la courbe M.
Le diamètre oc de cette circonférence étant de grandeur constante, le Heu des points tels que c est, sur le plan fixe, la circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon ; cette circonférence est la courbe fixe F; on voit qu'elle est tangente eue à la circonférence oacb. Ainsi, la circonférence dont le centre est au point o est la ligne JixeY et la circonférence oacb est la ligne mobile M.
D'après ce qiiiprécède, la circonférence Mroule sans glisser dans l'intérieiu' de la circonférence F, le point a décrit le diamètre oa, le point b décrit le diamètre ob; de même un point quelconque de la circonférence M décrit un diamètre de la circonférence fixe F.
De là on peut conclure la nature de la courbe décrite par un point quelconque m du plan de la circonférence mobile. Joignons le point m au point i, centre de M; ce diamètre rencontre la cir-
conférence M aux points e, g. Pendant le roulement de M, le point e se déplace sur le diamètre oe, le point ^ sur le diamètre og; le point m décrit donc une courbe qu'on peut considérer comme engendrée par un point d'une droite ge de grandeur invariable dont les extrémités e, g décrivent les côtés d'un angle droit. Le point m décrit donc une ellipse dont les axes coïncident avec oe et og, et dont les longueurs des demi-axes sont me, ing.
Ceci permet de retrouver la construction donnée précédemment (p. ii8) pour obtenir les axes d'une ellipse, connaissant deux diamètres conjugués. La normale en m à l'ellipse décrite par ce point est la droite cm, qui passe par le centre instantané c; cette droite rencontre la circonférence M en un point d, et, comme od est perpendiculaire à cm, od est une parallèle à la tangente en m à l'ellipse, c'est-à-dire que od est le diamètre dont la direction est conjuguée du diamètre om.
Pour avoir la longueur de ce diamètre conjugxié de om, considérons le point m comme un point de la droite cd. Pendant le roulement de M, celte corde, qui est de grandeur invariable, se déplace dans l'angle cod ; le point c glisse sur la droite oc et le point d décrit la droite od. Lorsque le point c est venu au point o, le point /«est venu sur la droite od ea un point n, tel que on=^ cm; le point n ainsi obtenu est l'extrémité du diamètre conjugué du diamètre om.
D'après cela, on procède de la façon suivante pour construire les axes d'une elbpse, connaissant les diamètres conjugués om et on : Du poini m on abaisse une perpendiculaire sur on; on porte sur cette perpendiculaire, à partir du point m, une longueur mc^ on; on Joint le point o au point c, et l'on décrit sur cette droite une circonférence de cercle. On Joint le point m au centre de cette circonférence par une droite qui la rencontre aux points e, g; les droites oe, og sont les axes de l'ellipse, et les segments me, mg sont les longueurs des demi-axes de cette courbe ('). On voit facilement que le segment porté à partir du
(') C'est en 1807, dans les Nouvelles Annales de Matkématiguea, p. 188, que j'ai donné pour ia première fois cette construclioo. Depuis, daua le même Recueil (1878), j'ai montré comment on en déduit la construction, bien connue, due à Chaelee.
point m pour obtenir le point c peut être porté dans l'autre sens: la construction s'achève toujours de la même manière.
Enveloppe d'un diamètre d'une circonférenceW qui roule sur une circonférence F. — Le point de contact c de ces deux circonférences {Jig. toi) étant le centre instantané de rotation, on a le point où ce diamètre touche son enveloppe en prenant le pied e de la perpendiculaire abaissée du point c sur ce diamètre. Le lieu des points analogues au point e est alors la courbe enveloppe du diamètre ab. On peut considérer le point e comme un point de la circonférence (i) tangente en c à M et dont le rayon est moitié du rayon de M; ce point e est tel, que pendant le roulement de (i)
à l'intérieur de M il décrit le diamètre ab. On a l'arc ec de la circonférence (i) qui est égal à l'arc ac de M. Prenons l'arc oc égal à l'arc ac; on peut considérer (i) comme tangente d'abord en son point e à F en o. Lorsque cette circonférence (i) roule sans glisser sur F et vient toucher cette courbe en c, la roulette décrite à partir de o vient en c tangenlieUement à ab. Cela est vrai, quelle que soit la position de M : donc, le lieu des points tels que e, c'est-à-dire l'enveloppe de ab, est l'épicyclolde engendrée par ce point lorscjue la circonférence (i) roule sur la circonférence F.
On démontre de la même manière que, si une circonférence (a) roule- à l'intérieur de M, un point e' de cette courbe engendre une épicycloïde E et que l'enveloppe de cette courbe, entraînée en même temps que M, n'est autre que l'épicycloïde engendrée par le point e' de la circonférence (a) qui roule sur la circonférence F.
Développante, développée. — Prenons comme courbe fixe une
courLe quelconque et comme ligne mobile une tangente à cette courbe.
Pendant le roulement de cette tangente, chacun de ses points décrit une courbe; ces courbes reneontrent à angle droit les diverses positions de cette tangente : ce sont donc tes trajectoires orthogonales des tangentes de la courbe fixe. Elles ont pour normales communes ces tangentes, et, comme elles interceptent sur ces droites des segments égaux, ce sont des courbes parallèles. Toutes ces courbes, trajectoires orthogonales des tangentes de la courbe fixe, portent le nom de développantes de cette courbe, et, par rapport à ces courbes, la courbe fixe porte le nom de développée ( ' ).
La développée d'une courbe est l'enveloppe des normales à la courbe, et, comme nous avons rappelé que le point de rencontre de deux normales à une courbe, qui sont infiniment voisines, est un centre de courbure de cette courbe, nous pouvons dire que la développée d'une courbe est aussi le lieu des centres de courbure de cette courbe.
Une courbe n'a qu'une développée; elle a une infinité de développantes.
Développante d'une courbe sans point singulier, ou avec point singulier {-). — Traçons une développante d'une courbe fermée.
Considérons (yfg'. i02)les tangentes qui touchent cette courbeaux points I, a, 3, — En prenant la trajectoire orthogonale de ces tan-
(') Hui(.Fis Horolugtum nscillat iium et De lineai-um curvamm evolutione et dimenswiie
(') Parn les i'poiiclir' qu 5C =int n iipés des points siûsuliers, je citerai ; MM. CiTLci Quiiteilj. J( mal t \ II oe li, Gonu^iEsiE, Journal de Mathéma-
gentea à partir du poinl m, on a pour développante une branche qi s'étend à l'infini. Si l'on prend les tangentes aux points i', 2', 3', . sur la courbe dans le sens opposé à celui d'abord considéré, on a, à partir du point m, l'autre branche de la développante, qui s'étend aussi à l'infini. On a au point m un point poiir lequel les deux branches de la développante sont tangentes à la normale en m à la courbe fixe. Le point m est donc sur la développante un point de rebroitssement de première espèce, et l'on voit que la développante rencontre la courbe fixe en un point de rebroussement de première espèce. No\is supposons évidemment que le point m eslun point ordinaire sur la courbe fixe.
Lorsque les deux branches d'une courbe sont tangentes à une même droite et situées d'un même côté de cette droite, on a un point de rebroussement de deuxième espèce. On rencontre un pareil point en cherchant la développante d'une courbe qui présente un point d'inflexion.
Si l'on prend la développante qui pari d'un point m {fig. io3)
d'une courbe qui présente un point d'inflexion au point i, on a, à partir du point m, la trajectoire orthogonale des tangentes dont les points de contact sont les points de l'arc mi', cette courbe rencontre en r la tangente au point d'inflexion, et, à partir de ce point, il y a une branche do courbe trajectoire orthogonale des tangentes dont les points de contact sont sur le prolongement de l'arc mi. La développante présente au point r un point de rebroussement de deuxième espèce.
tiques de Liouville, ï* série, t. XIV et XV; Stolz, Mathematische Annalen, t. VIII et t. XV; NûTHEB, Mathematische Annalen, t. IX; Hilphex, Recueil des Savants étrangers, t. XXVI, et Bulletin de la Société mathématique de France, l. III, IV, V; Étude sur les points singuliers des courtes algébriques planes (Appendice au Traité des courbes planes de G. Salmon) ; Smith, Proceedings 0/ London mathematical Society, t. VI; Zeuthes, Mathematische Annalen, t. X. A celte liste on doit ajouter le nom de Puiseux, qui, le premier, a fait l'étude d'une [onction algébrique dans lo voisinage d'une valeur singulière.
Si l'on cherche ïa développante d'une courhe qui a elle-même un point de rebrous semeiil de deuxième espèce, on trouve encore une branche de courbe qui présente un point de rebrousscment t de deuxième espèce situé sur la tangente à la courbe donnée en son point de rebrousscment, La différence qui existe entre le point t trouvé maintenant et le point /■ trouvé précédemment, c'est que le point t est un sommet, puisqu'en parcourant la développante on trouve successivement, pour les points de cette courbe, des rayons de courbure allant d'abord en croissant jusqu'à ce qu'on arrive au rayon de courbure de la courbe en (, et à partir de ce rayon de courbtire ils vont en décroissant ; au point ï on a donc un rayon de courbure maximum, tandis que, pour la courbe qui présenle un point d'inflexion, on a un rayon de courbure allant constamment en croissant lorsque l'on parcourt celte courbe depuis le point m jusqu'ati point r, puis à partir du point r sur l'autre branche du point de rebrousscment.
Cherchons la développante d'une courbe qui a des branches infinies. Prenons une hyperbole (Jïg- io4) el un point m de cette
courbe; traçons la trajectoire orthogonale des tangentes dont les points de contact sont i, 2, 3 et ainsi de suite jusqu'à l'infini. On a une branche de courbe partant normalement à l'hyperbole et venant rencontrer l'asymptote au point a à angle droit. Puis on doit prendre les points 4. 5i 6 de l'autre branche, à partir de l'infini, et les tangentes en ces points, pour tracer la trajectoire orthogonale de ces tangentes à partir du point a. La développante vient rencontrer de nouveau la courbe au point m', repart de ce point m', rencontre de nouveau l'autre asymptote et continue ainsi de suite.
ii'hc des poinLs de rcbrousseiiienl ^cUelienc rencontre les
On a successivement sur 1; ponr cette développante, et aux points o asjTnplotes on a des points d'inflexion.
Prenons comme autre exemple une courbe située d'un même côté par rapport à l'une de ses asymptotes. Partant d'un point m de cette courbe i^fig' io5), on a un arc de cotirbe normal en m à
la courbe donnée et qui rencontre à angle droit l'asymptote en a. Cootimiant à partir du point a, on a une brancJie de courbe qui vient rencontrer la courbe donnée au point m'; en ce point on a un point de rebroussement ainsi qu'au point m. Nous voyons sur cet exemple un point de rebroussement de première espèce en m pour lequel le rayon de courbure de la développante est nul, et en a un point de rebroussement de cette même développante pour lequel le rayon de courbure est infini.
Développantes de la développée d'tme ellipse. — Tra loppce d'une ellipse i^fig- 106). Cette développée e;
uatre poinls de Les développer
veloppde sont des courbes parallèles à l'ellipse, c'est-à-dire des courbes qu'on obtient en portant sur les normales à l'ellipse des segments égaux entre eux.
Partant du point m de cette développée, on a une courbe (i) qui a quatre points de rebroussement sur la développée de l'ellipse.
Partant du point m', on a une courbe qui présente toujours quatre points de rebrotis sèment, mais qui a en outre deux points doubles situés sur le grand axe.
Enfln, partant du point n situé sur une tangente à la développée de l'ellipse, on a une courbe dont la forme rappelle la forme même de l'ellipse.
II est important de connaître les formes de ces courbes parallèles à l'ellipse. On les rencontre, par exemple, quand on cherche la projection orthogonale d'un tore sur un plan oblique par rapport au plan qui contient le centre de la sphère, variable de position, mais de grandeur constante, qui engendre le tore. Le centre de cette sphère mobile décrit dans l'espace un cercle dont la projection est une ellipse ; sur le plan de projection le contour apparent de cette sphère est une circonférence de cercle décrite d'un point de cette ellipse, comme centre, avec un rayon égal au rayon de la sphère mobile. On a donc à considérer la courbe enveloppe d'une suite de circonférences de cercle ayant des rayons égaux et dont les centres sont sur une elhpse. L'enveloppe est une courbe parallèle à l'ellipse ; on l'obtient en portant sur les normales à l'ellipse une longueur constante égale au rayon de ces circonférences. Le contour apparent du tore est donc une ligne qui, selon la position du tore par rapport au plan de projection, a l'une ou l'autre forme des développantes de la développée de l'ellipse.
Déplacement sur son plan d'une figure de grandeur variaLle. Droite mobile de grandeur variaLle. — Relativement au déplacement d'une figure plane sur son plan, nous avons jusqu'à présent considéré une figure de grandeur invariable ; nous allons montrer par un exemple comment on peut résoudre certains problèmes relatifs à une figure variable de forme, en profilant des éléments de cette figure qui restent de grandeur invariable (').
( ' ) Voir Cicisics, 3Iémoîre de Géùméirie sur la cnnstruction des normales à
Prenons une droite mobile ab qui enveloppe une courbe donnée E {fig- 107)1 '*' longi'Siif de celte droite étant définie par les courbes sur lesquelles doivent se trouver les extrémités a et b. Ainsi le point «reste sur la courbe ((ï), le point 6 sur la courbe (è). Sur celte droite construisons un triangle ahni semblable à un triangle donné. Construisons ainsi, pour chacune des positions de la droite ab, un triangle tel que ahm, les points tels r|ue m appar-
tiennent à une courbe {m). Nous nous proposons de déterminer au point m la normale à cette courbe.
Puisque les triangles tels que abm restent semblables à un triangle donné, l'angle en a est de grandeur invariable. Lorsque le point et se déplace infiniment peu sur sa trajectoire, le côté ae de cet angle restant toujours tangent à la courbe E, le centre instantané de rotation a est au point de rencontre de la normale en a à la trajectoire de ce point et de la normale en e à la courbe enveloppée par ab. Au moyen de ce centre instantané a on obtient le point/, où am touche son enveloppe, en prenant le pied de la perpendiculaire abaissée du point a sur am.
De même, on a, pour le déplacement infiniment petit de l'angle mobile abm de grandetir invariable, le centre instantané fj à l'aide duquel on obtient le point g, où le côté mb touche son enveloppe, en abaissant une perpendiculaire du point ^ sur ce côté et en prenant le pied de cette perpendiculaire.
On a maintenant un angle de grandeur invariable m, dont les
plusieurs courbes mécaniques { Bulletin de la Société ntathématigue de Frai t. VI, p. 323) cl le Supplémenl de la quinzième Leçon.
côtés sont tang;ents à deux courbes ; le centre Instantané relalif an déplacement infiniment petit de cet angle est le point de rencontre [L des normales à ces courbes issues des points/ et §■, Le point fji étant le centre instantané relatif au déplacement do l'angle m, la normale à la courbe décrite par le point m est la droite [j.m.
Cet exemple montre comment on peut déterminer la normale à la courbe décrite par un point d'une figure de grandeur variable, en profitant des éléments de cette figure qui restent de grandeur invariable pendant son déplacement.
Le triangle qui a pour sommets les trois points a, p, lj. est semblable au triangle abm ; on a
l'renons le cas particulier où le triangle se réduit à am'b^ le. point m' étant sur ab; le point ^\ analogue au point [i, est alors
ce qni donne le résultat suivant :
On partage un negment de droite ab de grandeur variable en segments proportionnels à deux segments donnés au point m' ; pour avoir la normale à la courbe lien des points tels que m', on mène la normale en a à la trajectoire de ce point, cette droite rencontre, au point a, la normale issue du point e à l'enfeloppe de la droite mobile. On détermine de même le point p sur la normale ea. On prend sur a^ un point fj.', placé par rapport aux points a, p comme le point m' est placé par rapport aux points a et b, c'est-à-dire tel que ^^soit égal à -p-r', la normale à la courbe lieudes points m! est la droite m' \i.'.
Inversement, si une droite mobile est déplacée de façon que trois courbes données (fi), {m'), (b) la partagent en segments proportionnels, on obtient, pour une position de cette droite, le point où elle touche son enveloppe en menant une perpendiculaire à la
droite ab qui soit partagée jjar les normales «a, «;'[*', ^1(3, de façon qu'on ait sur celle perpendiculaire les points a, |j.'el^ tels que -7^ =;; — i^ et en prenant le point où celte perpendiculaire rencontre ab.
Remarque. — Si la droite mobile reste, pendant son déplacement, normale à l'une des courbes données, {a) par exemple, le point oïl elle touclie son enveloppe est un centre de courbure de (fl). Voici une application de cette remarque.
Constinctions du centre de courbure d'une ellipse. — Prenons trois lignes il'iineest une ellipse (m) (yî^. 108), les deux autres sont les axes de cette courbe. Une normale quelconque à l'ellipse mab
L6^1--fC I
; l'on sait, partagée par ces trois lignes en segments proportionnels. On peut alors déterminer le point où cette normale touche son enveloppe, c'est-à-dire le centre de courbure de l'ellipse correspondant au point m, La normale au point m à l'ellipse est la droite mobile elle-même; la normale en d à la ligne sur laquelle doit rester ce point est la perpendiculaire élevée de a au grand axe ; de même pour le point b.
On doit donc construire une perpendiculaire à la normale qui soit partagée, par la normale ma et par les perpendiculaires aux axes menées des points a et b, en segments proportionnels à ma et mb, c'est-à-dire qu'on doit avoir -^ ^ —,•
Les triangles uot, bca sont semblables comme ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires. En vertu de la proportion précédente, les droites mab, [J-a^ sont homologues relativemenl à ces triangles. Le point [i. partage donc ab, comme m partage ut.
De là différentes constructions; en voici quelques-unes : Menons ae parallèlement à tu, on a
i" Le point \x peut donc s'obtenir ainsi :
Aupoint a, où la normale en m rencontre l'un des axes, on mène une perpendiculaire à cette normale; cette droite rencontre le diamètre qui passe en m en un point d; on abaisse de ce point une perpendiculaire sur l'axe dont on a considéré le point de rencontre avec la normale : cette perpendiculaire rencontre la normale au centre de courbure }x de la courbe ( ' ).
Il est évident que cette conslniclion est vraie, qu'on l'applique à un ase ou à l'autre. Nous l'emploierons plus tard pour déterminer le centre d'une conique lorsque l'on donne l'un des ases^ un point de la courbe et le centre de courbure correspondant,
2" On mène la droite ua, elle coupe la parallèle à ot menée du point m en un certain point : la parallèle à ob, menée de ce point, coupe la normale en m au centre de courbure cherché.
3" Les perpendiculaires aa., b^ aux axes de l'ellipse se rencontrent en c, on abaisse de ce point une perpendiculaire sur le diamètre om : cette droite rencontre la normale en m au centre de courbure [j..
La perpendiculaire abaissée du point c sur om est, en ofTet, l'homologue de om et détermine le point p. qui correspond au point m.
Remarque. — Projetons a et ^ en ^ et /' sur les axes ; on démontre facilement que la droite rq est parallèle à mo et contient p. Cette remarque sera utile plus loin (p. 202).
C) M. LjcceHKE a donné une construction analogue pour le cas de l'espace dans soft travail Sur la détermination, en un point d'une surface du second ordi-e, des axes de l'indicatrice et des rayons de courbure prirtcipaux (Journal de Mathématiques pures et appliquées, %' série, t. IV, p. s^'j). Voir aussi, sur le même sujet, un article que j'ai publié dans le même Recueil, 3* série, t. VIII, page 167.
QUINZIEME LEÇON
GKOMIiTRIE CINÉMATIQUE (sufTE). — COURBES GAUCHES.
Gonstrnction du centre de courbure d'une épicyololdc. — ConslrucLion du centre de courbure d'unecourbe entraînée dans ledéplacementépicjoloïdal. — Cjclolde. — Courbes gauclies. — Plan oscuialeur. — Projections diverses d'une courbe gauche. — Hélice. — Projections d'une hélice. — PerspecLire cavalière d'une hélice. — Raj'on de courbure d'une hélice.
Sctplïmest. Démonstration du théorème énoncé page 177, applications de ce théorème. — Géométrie cinématique. — Construction des centres de courbure des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane sur son plan. — Centre de courbure de la ligne décrite par un point d'une figure mobile de grandeur variable. — Construire le centre de courbure de la développée d'une ellipse, — Sur le déplacement infiniment petit d'une figure polygonale de forme variable. — Sur les quadrilatères articulés.
Construction du centre de courliure d'une épicycloide. — }A(fig. 109) est la circonférence qui roule sur la circonférence fixe F, m est le point qui engendre l'épicycloïde.
Joignons le point m au point de contact a des circonférences F et M. La droite ma est la normale au point m à l'épicycloïde.
Joignons le point m au centre c de la circonférence M, et centre o delà circonférence F menons une parallèle à kdroii celte droite rencontre la normale nin au point b. Les triangles mac, boa, sont semblables, et l'on a
Dans cette proportion, les segments me, ca, oa sont de grandeur constante, quelle que soit la positioE de la circonférence mobile ; le segment ob est alors aussi de grandeur constanlei I-e lieu des points tels que b est donc la circonférence décrite du point o comme centre avec ob pour rayon.
Les triangles semblables mac, boa montrent aussi que le rapport de ma à mb est constant. La droite ma est donc partagée, quelle que soit la position de la circonférence M, par l'épicycloïde, la circonférence fixe F et la circonférence concentrique à celle-ci qui passe par le point b, en segments proportionnels.
On peut alors construire le point oii cette droite toucbe son enveloppe. La normale au point m à l'épicycloïde est la droite ma ; la normale au point « à F est le rayon ao ; la normale en & à la circonférence qui contient ce point est le rayon bo. On doit alors mener nne perpendiculaire à la droite ma qui soit partagée par ces trois droites en segmeots proportionnels à ma et mb- Peur cela, on élève au point a une perpendiculaire à ma ; elle rencontre la droite me au point d; la droite do coupe la no/'male ma au point [A : ce point ^ est le centre de courbure demandé (').
Pour le faire voir, prolongeons la droite ad jusqu'au point e et menons parallèlement à celte droite la ligne [J-ap; on a
|j.ji de mb
Le point [A est donc bien le pied de la perpendiculaire partagé par les normales aux trois courbes en segments proportionnels ma, mb; c'est le centre de courbure de l'épicycloïde.
Pour avoir la relation qui existe entre le rayon de courbure m [
gLinéralemont attribuée k S\v Saint-Péieisbourg pour i^(
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et les rai'ons des deux circonférences M el F, que nous désignerons par Rji et Rf, nous faisons usage du lemme suivant :
On donne un angle de sommet s [Jî g. 110) et un point odans l'intérieur de cet angle; on mène de ce point une transversale
quelconque qui rencontre les côtés de l'angle aux points a el ù, quelle que soit celte transversale ('), on a
Appliquons ce lemme. Prenons (Jig- 109) l'angle mdo et les deux transversales ?nb, co cjiii passent par le point a. On a
i^dii ' \R„ "^ ïir) sixioi
Appelons p lo rajon de coiirLnre ;» ;j. et o l'angle mac; cetlc ormule petit s'écrire
Telle est la relation qui permet de déterminer p, ( l'angle o el la portion de normale ma comprise entre le point décrivant et le point de contact des den\ circonférences.
(') Voir dans ma brochure ; Transformation des propriétés métriques des figures à l'aide de la tliéorie des polaii-es réciproques ( M aile t- Bachelier, i85';, p. 3), l'origine de ce théorème et une dé nions ira tion directe. Le supplément 4 cette leçon contient une autre démonstration île ce théorème et quelques applications- Ce théorème, dn reste, peut être souvent très utilement employé; j'en ai fait beancoup usage dans un Mémoire d'Optique géométrique {Âtti delta R. Aceademia dei Lincei (i884-f885) ; Journal de Mathématiques pures et appliquées.
Construction du centre de couriiiire de l'enveloppe d'une courbe entraînée dans le déplacement épicycloïdal. -^ La construction du centre de courbure de la courbe décrite par im point permet de trouver le centre de courbure de la courbe enveloppe des positions d'une courbe entraînée dans le mouvement.
Pour le faire voir, démontrons d'abord le lemme suivant ;
Deux courbes parallèles entraînées dans le déplacement épicycloïdal ont pour enveloppes des courbes parallèles entre elles.
Pour une position quelconque de la figure, les points où ces courbes touchent leurs enveloppes sont les pieds des normales qui leur sont menées par le point de contact a de la courbe mobile et de la courbe iixe. Comme ce sont des courbes parallèles, la normale à l'une est normale à l'autre, et le segment m», compris entre les pieds de cette normale sur les courbes entraînées, est de grandeur constante, qiielle que soit la position de la figure. On voit ainsi que les courbes enveloppes ont pour normale commune la droite am, et la portion mn de cette normale, comprise entre les enveloppes, est une longueur constante : donc les enveloppes sont aussi des courbes parallèles entre elles.
Dans le cas particulier où la courbe entraînée est une circonférence de cercle, la courbe enveloppe se compose de branches parallèles distantes entre elles d'une longueur égale au diamètre de cette circonférence, et ces branches sont aussi parallèles à la courbe engendrée par le centre de cette circonférence.
Prenons maintenant une courbe quelconque C {Jlg- i m)- Du point de contact a de F et de M menons une normale ap à celte courbe ; prolongeons ap jusqu'au centre de courbure y de la courbe entraînée, et du point y comme centre décrivons avec yp pour rayon le cercle de courbure de la courbe C. Sur la courbe mobile M prenons un point a' infiniment voisin du point a; en menant du point a' une normale à la courbe entraînée C et une normale à son cercle de courbure, on obtient deux points g, r, qui sont l'un et l'autre infiniment voisins du point p, et l'angle ra'q est infiniment petit du second ordre (').
(') En général, si l'on n en p, les normales à ci
Après un déplacement infiniment petit de M, le point a' devient le centre instantané «(, le point q vient au point qt, qui est un point de la courbe enveloppe E de la courbe C entraînée, et le point r vient an point /■) , qui esl un point de la courbe enveloppe du cercle de courbure entraîné. Les points j, et /'i sont infiniment
voisins du point p, et l'angle r, o, ^i, qui est égal à l'angle ra' q, est toujours infiniment petit du second ordre. Les développées des courbes enveloppes, qui sont des courbes tangentes à la normale pa, doivent alors toucher celte droite aii même point : on voit ainsi que les courbes enveloppes de la courbe entraînée et de son cerele de courbure sont des courbes osculatrices (' ).
Mais, en se reportant au lemme, le cercle de courbure a pour enveloppe une courbe parallèle à la ligne décrite par le point •j' : on a donc le centre de courbure de E en construisant le centre de courbure de la courbe décrite par le point -^ (*).
Cycloide. — Ce que nous avons dit pour l'épicycloïde est applicable à la cycloide. La construction du centre de courbure de la cycloïde engendrée par le point m {Jig- iia) est !a suivante : on
c'est-à-dire les tansentes à leurs développées qui partent de a', font entre elles un angle infiniment petit du n'*™' ordre. Il est facile d'énoncer la réciproque. ' (') De la même manière, on démontre le théorème suivant : Deucc courbes ayant entre elles un contact du a''"" ordre au point p ont pour enveloppes des courbes ayant entre elles en ce point un contact de ce même ordre,
(') Résultat dû àEuLEB {loo. cit.). Voir aasû Des méthodes en Géométrie, par P. Serhet, p. 83.
joint le point m au point de coniacL a du cercle mobile et de la droite fixe; on élève au point a une perpendiculaire à /.
joint le point m au centre de la circonférence mobile; cette droite
rencontre en d in perpendiculaire que nous venons de mener du point a; la perpendiculaire abaissée du point d sur la droite fixe rencontre ma au point fj., qui est le centre de courbure de la cvcloïde engendrée par m.
COURBKS GAUCHES.
On appelle courbe gauche une courbe qui n'est pas plane.
Pour ces courbes, comme pour les courbes planes, commençons par rappeler des définitions, des résultats et quelques démonstrations, en insistant particulièrement sur ce qui doit être le plus utile {'),
En chaque point d'une courbe gairche, il y a une tangente et ime infinité de normales ; toutes ces normales sont dans le plan normal à la courbe, qui est le plan mené perpendiculairement à la tangente par le point de contact de cette droite.
(') De S.iist-Ves,i:!I, Mémoire sur les lignes courbes non planes {Journal de l'École Polytechnique, XXX- Cahier); J. Behihiud, Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral, t. I, p. 597.
Plan oscillateur. — Parmi tons les plans cfii'on peut mener par un point m d'une courbe gauche, i! y en a un qui se rapproche de la courbe p[us que tous les autres.
Parle point m {fig. ii3}, menons un plan quelconqnc qui coupe la courbe sous un angle fini. Un point m' de la courbe, qui
Fig. Ji3.
est inflDiment voisin du point m, est à une distance de ce plan qui est un infiniment petit de même ordre que mm', car on a mp = min'.sinpmm',
et nous supposons que l'angle pmm' est un angle fini.
Si l'on veut que la distance m! p soit infiniment petite par rapport à nun' , on doit supposer que la corde mm' est rencontrée par ce plan sous un angle infiniment petit, c'est-à-dire que le plan doit être mené par la tangente en m à la courbe.
Cherchons, parmi tous les plans qu'on peut mener par la tangente en m à une courbe, celui qtii se rapproche le plus de la courb''. Par la tangente mt {fig- ii4) à la courbe, menons un plan;
abaissons du point i?t' de la courbe gauche, qui est inTmiment vo sin du point m, la perpendiculaire m'p sur ce plan et la perpei diculaire m'^ sur la tangente mt.
Dans le triangle rectangle m', pq, on a
n> = m'q smpqm
et l'on voit que, parmi tous les plans menés par ml, celui qui se rapproche le plus de la courbe est celui pour lequel la distance m'p est infiniment petite par rapport à m' g : c'est le plan pour lequel
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l'angle pqm' est infiniment petit, c'est-à-dire le plan mené par la tangente ml et par le point m' de la courbe gauche, qui est infiniment voisin dn point m. Ce plan est appelé le plan osculateur àe la courbe gauche.
Nous allons faire voir que le plan osculateur d'une courbe gauche en un point m {Jîg- 1 15) est aussi le plan mené par la tangente en m à celte courbe, parallèlement à la tangente à la courbe au point qui est infiniment voisin du point m.
Projetons la courbe gauche sur un plan perpendiculaire à la tangente en m. Le point m est projeté au point [jl, et le point m', in-
finiment voisin du point m, est projeté au point [j.'. Le plan osculateur de la courbe, considéré comme étant le plan mené par la tangente m p. et par le point m', infiniment voisin du point m, a pour trace sur le plan de projection la droite [ajj;'; le plan mené par la tangente m^, parallèlement à la tangente au point m', a pour trace sur le plan de projection la droite menée du point \j. parallèlement àla tangente en [x'. Lorsque le point wi'est confondu avec le pointm, le point [*' est confondu avec le point y., et les traces des deux plans considérés viennent coïncider et donnent en jx la tangente à la projection de la courbe. On volt ainsi que ces deux plans n'en font alors qu'un.
On peut donc dire que le plan oscillateur est le plan mené par une tangente à la courbe^ parallèlement à la tangente à cette courbe au point infiniment voisin de celui que l'on considère. Il résulte de là que, si d'un point s on mène des droites parallèles aux tangentes d'une courbe gauche, la surface conique lieu de ces droites jouit de cette propriété : Le plan tangent, le long de la génératrice qui est parallèle à la tangente m p., est parallèle au plan osculateur de la courbe gauche au point m.
On peut démonlrer qu'on arrive encore an même plan osculateiir en cherchant le plan qui passe par le point m de la courbe gauche et par deux points infiniment voisins; en d'autres termes, le plan oscillateur a, a<^ec la courbe gauche, trois points infiniment voisins communs.
Puisque le plan osculateur peut être considéré comme ayant avec la courbe li'ois points infiniment voisins communs, il traverse la courbe; cette propriété est importante à remarquer.
Le cercle osculateur est sur le plan osculateur; le centre de ce cercle est sur la normale à la courbe qui est dans le plan osculateur. On donne à cette normale le nom de normale principale.
La perpendiculaire au plan osculateur élevée de ce centre de courbure est une droite que j'appelle aa;^ (/e co«?-/iM/-a de la courbe gauche.
Les plans osculateurs d'une courbe gauche en deux points infiniment voisins comprennent entre eux un angle qu'on appelle angle de torsion.
Le rapport de l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins à l'arc compris entre leurs points de contact est lu seconde courbure ou la torsion de la courbe gauche.
L'inverse de cette seconde courbure est le rayon de seconde courbure ou rayon de torsion.
Les courbes gauches sont souvent appelées courbes à double courbure.
La plus courte distance de deux tangentes à une courbe gauche, qui sont infiniment voisines, est un infiniment petit d'ordre supérieur au second ( ' ).
Par la tangente mt (fig. 1 16) menons un plan parallèle à la tangente au point m'; abaissons du point m' une perpendiculaire m'p sur ce plan : m'p est égal à la plus courte distance des deux tangentes en m et m'. Abaissons du point m' une perpendiculaire m' g
(' ) BoïouET, Remarques sur les syslèmss de droites dans l'espace {Journal de Matliématigues de Liouville, i" série, t. XI, p. i25); 0. Bossët, Note sur la distance de deux cangenles infiniment voisines à une courbe gauclie {Nouvelles Annales de Malhémaligues, i"série,t. XII, p. iga). Dans cette Note, M. O.Bom- NET donne l'expression de cette distance, qu'il trouve égale au douzième du produit de l'arc par l'angle de contingence et par l'augle de torsion.
nte int, joignons le point/j t
l'q csl nn infiniment petit du second ordre lorsque m' est infini lent voisin de m. Mais, lorsque m' est infiniment voisin de n
l'angle pm'q diffère infiniment peu d'un angle droit; on voit alors que m'p est infiniment pelit par rapport à m'q, et, par suite, la plus courte distance des deux tang-entes est un infiniment pelit d'ordre supérieur au second.
Projections diverses d'une courbe gauche. — Appliquons ce que que nous venons de rappeler ou de démontrer à l'examen des projections diverses d'une courbe gauche.
Supposons qu'il s'agisse de la projection conique d'une courbe gauche. Si le point d'où partent les rayons projetants est placé arbitrairement par rapport à la courbe, la projection de la courbe jouit de celte propriété : La tangente en un point a' , projection du point a de la courbe, est la projection de la tangente en a.
Si le sommet du cône pi-oj'etant est dans l'un des plans osculateurs de la courbe, la projection de la courbe est tangente à la trace de ce plan osculateur sur le plan projetant et est située de part et d'autre de celte trace ; elle présente alors un point d'inflexion .
Si le sommet du cône projetant est un point de la tangente en m à la courbe gauche, la projection de cette courbe est tangente a» point ]j., projection de m, à la trace du plan osculateur en m sur le plan projetant, et, comme la courbe gauche est de part et d'autre de ce plan osculaieur, la projection de la courbe gauche présente un point de rebroussement aupoint \i..
Ce dernier résultat peut s'énoncer de la manière suivante :
Lorsque la courbe directrice d'un cône est tangente à l'une des génératrices de ce cône, la section faite dans ce cône par un plan présente un point de rebroussement au point où le plan sécant rencontre cette génératrice. On dit alors que le cône présente wn rebroussement le long de cette génératrice particiilière, et le plan tangent au cône, qu'on appelle le plan de rebroussement, n'est autre que le plan osctilatcur de la courbe directrice an cône.
Au lieu de parler de cône projetant, on peut encore énoncer ainsi le résultat auquel nous venons d'arriver ;
Lorsquhin rayon visuel est tangent à une courbe, la perspective de cette courbe présente un point de rebroussement et la tangente en ce point de rebroussement est dans le plan osculateur de lacourbe gauche au poi/it oit elle est touchée par le rayon visuel.
Tout ce que nous venons de dire en parlant d'une projection conique s'applique évidemment lorsqu'il s'agit d'une projection cylindrique.
Hélice. — Comme exemple de courbe gauche, éludions l'hélice.
L'hélice est une courbe tracée sur une surface cylindrique et qui rencontre sous des angles égaux les génératrices de cette surface.
Considérons seulement l'hélice tracée sur un cylindre de révolution.
II résulte de la définition de l'hélice que, si l'on développe le cylindre de révolution, cette courbe se transforme en une ligne droite.
Si ab (Jlg. 117) est la transformée d'une section droite du cylindre et ac la transformée de l'héliee, l'ordonnée mp du point m est égale à la distance du point de l'hélice correspondant à m à la section droite du cylindre transformée suivant ab; l'abscisse ap est le développement de l'arc de cette section droite. Comme, pour un point quelconque de la droite am, on a toujours —^ = consl., on voit que l'hélice sur le cylindre jouit de cette propriété que l'ordonnée d'un point de cette courbe divisée par l'are compté sur a droite entre îe pied de cette ordonnée et le point où
la courbe rencontre celte section droite donne un rapport constant. On peut dire alors que, sur le cylindre, l'hélice est engendrée par un point d' une génératrice qui est tel que, pendant que cette génératrice se déplace de façon que son pied sur une section droite parcoure successivement des arcs égaux, le
point s'avance sur la génératrice successivement de longueurs égales.
L'hélice parlant d'un point d'une génératrice rencontre de nouveau celte génératrice; la portion de cette droite comprise entre ces deux points de rencontre consécutifs est ce qu'on appelle le pas de i'hélice.
L'arc d'iiélice compris entre ces deux poinis est ce qu'on appelle une spire.
Si ac est le développement d'une spire de l'hélice, cb est le pas ; on a
bc = ab tangiac.
Si l'on désigne le pas par H, l'angle bac par a, le rayon de la section droite par r, on a
h est ce qu'on appelle le pas réduit { ' ).
(') Celte expression esl due à M. de la Gourïerie {Traité de Géométrie Cive, III" Partie, p. no).
On voit que /( est le rayon de la circonférence dont la longueur est H, ou encore h est le rapport constant entre l'ordonnée d'un point quelconque de l'hélice et l'arc de section droite correspondant, pour la circonférence de rayon i .
Les tangentes à l'hélice font, avec les génératrices du cylindre qui passent par leurs points de contact, des angles égaux entre eux; si alors d'un point de l'espace on mène des parallèles aux tangentes de l'hélice, le lieu de ces droites est un cône de révolution.
Projection d'une hélice. — Prenons {Jig- iiB) comme plan horizontal de projection un plan perpendiculaire à l'axe du cylindre
siir lequel est tracée la courbe ; {a', a) est le point de départ de l'hélice, a'b' est le pas de cette courbe.
Divisons a'b' en un certain nombre de parties égales, huit par exemple; divisons la circonférence base du cylindre en un même nombre de parties égales.
Nous n'avons maintenant qu'à relever les points de division de cette circonférence successivement sur les parallèles à la ligne de terre menées par les points de division de a' b' , et nous avons des points de l'hélice; en réunissant ces points, on obtient la projection de la courbe.
Prenons en particulier le point ///, pour lequel la tangente est de front.
Sur lo cône forme par les parallèles aux tangentes à l'hcliee, la génératrice parallèle à la tangente en ml est parallèle au plan vertical de projection. Le plan tangent à ce cône suivant cette génératrice est alors perpendiculaire à ce plan vertical de projection, puisque ce cône est de révolution; mais les plans tangents à ce cône sont parallèles aux plans osculateurs de l'hélice : donc, au point m', le plan osculateurde l'hélice est perpendiculaire au plan vertical, et la projection verticale de la courbe, étant faite sur un plan perpendiculaire à son plan osculateur, présente en m' un point d'inflexion.
Perspective cavalière d'une hélice. — Traçor perspective cavalière de la section droite du c
{fis-
lindre
l'ellii
li-ices de contour apparent de ce cjlindre. Nous divisons celle section droite en parties égales en faisant tourner son plan autour de son diamètre de front, puis, par les points de division, nous menons des génératrices du cjlindre.
Si l'hélice part du point i, nous portons à partir du point o. un segment 2-a; à partir du point 'i, nous portons deux fois ce même segment et nous obtenons le point b; à partir du point 4f nous portons trois fois ce même segment, et ainsi de suite : les points i, a, b, c sont les points de l'hélice en perspective cavalière.
Elle est tracée sur le cj'lindre; elle arrive tangentiellement aux génératrices de contour apparent du cylindre, excepté dans un cas particulier dont nous allons parler bientôt.
Supposons que l'on ait construit le cône dont les génératrices sont parallèles aux tangentes à l'hélice et que ce cône ait pour hase la base même du cjlindre de révolution. Le sommet de ce cône
csL siipjiosc en s, en dehors de l'ellipse perspective de la base du cylindre. Dans ce cas, le cône a deus génératrices de contour apparent ; il y a alors deux plans tangents à ce cône parallèles aux projetantes. Mais les plans tangents à ce cône sont parallèles aux plans ossiilaleurs de l'hélice ; il y a donc des plans oscidateiirs de l'hélice parallèles aux projetantes, et, par conséquent, la perspective de l'hélice doit présenter des points d'inflexion.
Supposons que le sommet du cône soit en s' sur la courbe de base du cylindre ; cela veut dire qu'il y a une génératrice du cône dirigée suivant une projetante, et, comme les génératrices de ce cône sont parallèles aux tangentes à l'hélice, il y a des tangentes à cette courbe qui sont parallèles aux projetantes; et alors, pour les perspectives des points de contact de ces tangentes, la courbe présente des points de rebroussemeni. Ces points cle rebroussement sont nécessairement sur les génératrices de contour apparent du cvlindre, puisque ces tangentes parallèles aux projetantes sont nécessairement dans les plans tangents à ce cylindre parallèles aux projetantes. C'est là le cas particulier annoncé précédemment.
Enfin, si le sommet du cône est à l'intérieur de l'ellipse perspective de la circonférence de base, la perspective de la courbe n'a ni poiut d'inflexion, ni point de rebroussement; elle présente alors ce qu'on appelle des points doubles, c'est-à-dire qu'elle se coupe elle-même; ces points doubles correspondent à des projetantes qui rencontrent deux fois l'hélice.
Ces difl'érents cas se rencontrent lorsqu'on cherche l'ombre portée d'une hélice sur le plan de la base du cyhndre; il est facile de voir que, selon l'inclinaison du rayon lumineux, cette ombre est une cycloïde ordinaire, raccourcie ou allongée.
Rayon de courbure de l'hélice. — Pour terminer ce qui concerne l'hélice, cherchons le rayon de courbure cle celte courbe en un point quelconque.
Prenons (Jlg'- ii8) pour plan vertical de projection un plan parallèle au plan tangent au cylindre en ce point. Ce point se projette alors en m' sur l'axe du cylindre, et le plan osculateur de l'hélice se projette suivant la tangente à la projection de celte courbe en m'; cette droite fait avec le plan horizontal un angle a. La section faite par le plan osculateur dans le cylindre est une
ellipse qui a en commun avec l'hélice trois points infiniment voisins réunis en m' \ le rayon de courbure de l'héiice est donc égal au rayon de courbure de cette ellipse.
Le demi petit axe de cette ellipse est égal au rayon /■ de la base du cylindre, et le demi grand axe est — - ■
Cherchons le centre de courbure de cette ellipse pour le sommet m' {fig- 120), c'est-à-dire le point où le petit axe est rencontre
par la normale au point infiniment voisin de m' . La normale en un point/jestla bissectrice de l'angle /p/", qu'on obtient en joignant />aux deux foyers /et/'; elle rencontre le petit axe en un point qui est sur la circonférence circonscrite au triangle /r»/'. Lorsque/» est infiniment voisin de m', cette circonférence passe par /, m', f, et elle rencontre le petit axe au centre de courbure demandé.
Le rayon de courbure en m' est alors égal à —{— ■ Mais, d'après
ce qui précède, m'/'--. et m' 0 ^^ r; on a donc, pour le rayon
de coui'biirc 0 de l'hébce,
La longueur de p est la même quel que soit le point de la courbe, comme on pouvait le prévoir.
Pour construire p, on mène {Jtg. 118) a'c parallèlement à la tangente en m' à l'hélice. Celte droite rencontre la projection de l'axe du cylindre au point <;; de ce point on élève ce perpendiculairement à ne : le segment a'e est le rayon de courbure demandé.
SUPPLÉMENT A LA QUINZIÈME LEÇON
Démonstration du théorème énoncé p. 177(')et applications dece théoràma-— On donne sur un plan (Jig. ii\) unangle ash eliin pointo. Quelleqiie soit la transversale oab, issue dupoint o, on a
{^a-i:i)ji^. '■"""'■
Kii
L effet.
, ou i
Qivfiosi — aire osa = aireasè, ■ .ib shiosb — so .sa ûnosa. ~ sa.sb »inasl),
c|a'oi
ipeut
, écr!
I T sinffii
asinosa sùsmosO so smosam<osù'
relation vraie quelle que soit la transversale ab, et, comme le second membre est constant, le théorème est démontré (').
La relation (i) reste la même, quelle que soit la position du point o par rapport à l'angle, à la condition de donner un signe aux. segments comptés à partir de o, selon le sens de ces segments.
(') II est facile de voir que ce thcorème s'étend au cas où l'on a un angle dièdre et un polat fixe- Dans le cas particulier où (/iff. 121] la transversale est perpendiculaire à os, la
f)1 SECONDE PARTIIÎ. — QUINZIÈME LEÇOX.
Menons op paralIèlemcnL à sb, il résalte du théorème précédent
\oa où) blnboi'
Du point o', pris arbitrairement sur jo, menons o'/parallélement , 06; on a
où o' et l'anglc/û'^ sont arbitraires.
Si l'on considère les droites so, sa, sb coram^ des projetantes, on peut considérer op comme projeté ea o' p' sur la droite arbitraire o'f. La formule (2) donne alors la valeur de op en fonction de sa projection o'p- , du segment o'y limité au pointy, projectiondu point à l'infini sur op, et d'autres quantités qui disparaissent lorsqu'on emploie convenablement cette formule (2).
Nous allons faire usage de celte formule pour transformer des relations homogènes de segments comptés sur une même droite.
Transformons d'abord le rapport — {fig- Appliquant la formule (■!), on a
L-snIe o-f étant arbilri
e tliivcloppement de sin(oï6 —
quatre droites so' , sp' , sq' , sf détermine sur une transversale quelconque des segments entre lesquels on a un rapport, tel que (3 ), qui a toujours la même valeur {').
Le rapport (3), qui n'est pas altéré par la projection, c'est-à-dire qui est projectif, est un rapport ankannonique des quatre points o',
Si la transversale of est perpendiculaire à o's, on a o'p' — o'slango'sp',
portant ces valeurs dans ie rapport (3), ou a
(3-) taç^^Lli^^,
tango'sp' larso'î/ qui est un rapport anliarmonique des quatre droites So',Sp', Sq',S/.
Au moyen de ia formule (a) nous venons de Iransformei- un rapport de deux segments en un rapport projectif : ceci est général, cette formule permet de transformer une relation homogène quelconque de segments d'une droite en une relation projectiçe.
Prenons. comme exemple {Jîg. laa) la relation
op — oq-v-or^...
= l'-om,
dan
is laquelle la
constante ;j: est égale Fis- 1=3.
r, .... Le point m. est appelé centre des moyennes distances des points/), î, r, ... (^).
(') Il est facile de voir qu'oQ a une pi-oiiriùLé anoiloguo pour un faisceau de quatre plans.
(') Cbables, Géométrie supérieure, 2" édition, page 7. -— Cbemo?).!, Éléments de Géométrie pi-ojectîve (traduction de Dewulf), p. 44- — Rouché el de Comiie- RunaeE, Traité de Géométrie, p. 21a.
(') La relation (4) pouvant s'écrire mp + mq + mr +.. . = o, le centre m est le même que! qne soit le point o.
Appliquons la formule (a), remplaçons op, oq, valeurs eL supprimons le fadeur commun, il vient
or, ... pa
">' ~ <7 ôY ~ "^ VT-^T/f
Ï77^'~ Vf
que l'on peut écrire
-if)
ou
p'f ^ îV ^
Cette relation est alors projective.
Le point m' est le centre des moyennes harmoniques des distances des points p' , q' , r', ... au point / (*). On voit donc que la projection du centre des moyennes dislances des points p, q, r, ... est le centre des moyennes harmoniques des distances des projections de ces points au point/, qui est la projection du point à i' infini sur la droite pqr.
GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE.
Constructiou des centres de courbure des lignes décrites pendant le déplacement d'une figure plane sur son plan C)-— Nous avous trouvé (p. 1-77) la relation
(')Pra
, Traité des propriétés projectiles des figui
{') BoBiLLCEB, Cours de Géométrie, Géométrie plane, II' Partie, Section III.
A.. Tb.ïssos, Métlwde géométrique pour les rayons de courbure d'une certaine classe de courbes [Journal de Mathématiques, t. X, p. 148; i845).
Ch*bles, Construction des rayons de courbure des courbes décrites dans le mouvement d'une Jigiu-e plane gui glissesur son plan {Journal de Matliéma.ligues, t. X, p. ao4; i8^5).
BfiESÈE, Mémoire sur un théorème nouveau concernant les mouvements plans
GBOMKTBIE CENÉIIITIQIIE. IÇ)5
Supposons (yî^. 123} que le poiatmse soit Éloigné à l'infini sur a/n
■e de coarL
Isi nouvelle position du poÎQt fi, c'est-à-diri Dure de la trajectoire décrite par le poin
el sur l'application de la Cinématique à ta détermination des rayons de courbure (Journal de l'École Polytechnique, XXXV' Cahier, i85ï).
Ph. Gilbert, Recherches sur les propriétés géométriques des mouvements plans {Mémoires couronnés pai' l'Académie royale de Belgique, t. XXX, 1857).
E. Ljuarle, Théorie géométrique des l'ayons et centres de courbure (Bulletins de l'Académie royale de Belgique, 1" série, t. Il, 1857).
CiiBLLBi, Dei moti geometrici, etc. (Accadem. di Bologna, a' série, t. I, 186s).
Resal, Ti-aité de Cinématique pure. Paris, i86î,
DiBLAsBEB (G.-R.), Geometrisk tlieori /or accelerationen, viden plan figurs forfiyttung i dess plan ( Of«ersight of Kongl. Vetenskaps-Akademiens. Forhandlingar. Stoclcliolni, t. XXV, i868).
LiGuisE, Théorie géométrique du mouvement absolu d'un système invariable. Odessa, 1873.
AsDRBBi'BK!, Siir les méthodes de Ckasles et de Bresse pour la construction des rayons de courbure des courbes décrites dans le mouvement plan d'une figure plane invariable {Bulletin de l'Université de Varsovie, 1873).
Pu, Gilbert, Sur quelques propriétés relatives ausi mouvements plans {Annales delà Société scientifique de Bruxelles, 3" année, 1877).
T. rtiTTBRSHÀUB, Kïnematlsch-geometriscke Théorie der Beschleunigang fur die ebene Beweguiig (aus dem Civilingenieur., XXIV Band, I Hefi).
SuuELL, Théorie der Betvegung und der Krâfte. Leipzig, 1879.
Pn, (ja.tle,Kr, Sur quelques propriétés relatives auo! mouvements plans {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1877).
Pn. GiLBEBT, Sur l'extension au3! mouvements plans relatifs de la méthode des normales el des centres de courbure {Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1878).
J. Fetebseb, Kinematik; Copenhague, 188I.
Enfin un Mémoire que j'ai publié dans le XXXVH* Cahier du Journal de l'École Polytechnique.
içje SECONDE PARTIE. — OUIN
La relation précédente devient
" Km ■ IV
Pour un point à l'infini siluésur une autre droite issue de «, on obtient le centre de courbure analogue à v en projetant le point fixe ( sur cette
Il résulte de cette construction que :
Pour une position quekonrjue de la figure mobile, les centres de courbure des lignes déc/'ites simultanément par les points de l'infini sont sur une circonférence tangente à la courbe fixe au centre instantané. Nous désignons par I cette circonférence.
La démonstration directe de cette propriété est très simple. Menons des droites partant de a. Prenons sur M un point a' infiniment voisin de a et menons de a' des droites parallèles aux droites issues de a. On a ainsi deus faisceaux de droites qui sont égaux et dont les sommets sont a et a'.
Après un déplacement infiniment petit de M, le point a' vient en «j sur F et devient le centre instantané de rotation. Le faisceau de droites dont le sommet est maintenant en «j est l'ensemble des normales au\ trajectoires des points de l'infini. Les points de rencontre des droites du faisceau a, et des droites du faisceau a sont alors les centres de courbure des trajectoires décrites par les points de l'infini. Mais les faisceaux a et «i sont égaux ; donc ces points de rencontre sont sur une circonférence qui passe par a et «i, et le théorème précédent est démontré. On peut énoncer ainsi ce théorème, en s'appuyant sur une propriété démontrée page 178 :
Les centres de courbure des courbes enveloppes de toutes les droites du plan de la figure mobile, pour une position quelconque duplan de cette figure, sont sur une circonférence I tangente à la courbe fixe au centre instantané de rotation.
Prenons un exemple. Un triangle abc de grandeur invariable ifig. 124} ïfî déplace de façon que les côtés ac, bc restent constamment tangents à deux circonférences données dont les centres sont e,f : construire le centre de courbure de l'enveloppe du troisième calé ab du triangle mobile.
Le centre instantané o est le point de rencontre des perpendiculaires aissées des points e, /sur les côtés ac, bc. La circonférence qui ntient les points o, e,f est alors la circonférence I, La perpendi-
culaire abaissée du point o sur ab rencontre cette circonférence point g qui est le centre de courbure demandé. Il résulte de cette i struction que ce point est fixe, et par conséquent que le côté ab e loppe aussi une circonférence de cercle.
Reprenons les relations ( i ) et (2). Il en résulte que
Cette relation permet de construire le point [* lorsque l'on connaît v. Faisons une application. D' un point fixe p {fig. i25} on abaisse des
perpendiculaires sur les tangentes d'une courbe L : on demande de construire le centre de courbure de la courbe {m), Heu des pieds de ces perpendiculaires (courbe qu'on appelle podaire de L) (').
(') MAtLACRrS, 1
le nom de podain
On peut considérer le point /m comme le sommet de l'angle droit /wi^. En déplaçant cet angle de grandeur invariable de façon que le côté mp passe toujours par p et que le côté ml reste tangent à L, le sommet m décrit la podaire {m). Cherchons le centre de courbure de cette courbe qui correspond au point m.
La perpendiculaire élevée du point/) à />m rencontre la normale / à L au point o, qui est le centre instantané de rotation, La droite mo est alors normale en tm à {nt).
Le point X étant le centre de courbure de L pour le point /, la circonférence qui contient les points p, o, X est la circonférence L La normale om à {m) rencontre cette circonférence au point v. Connaissant m et V, il s'agit maintenant de construire ji au moyen de la relation (4).
Du point V abaissons la perpendiculaire vi %\n- po. La droite /( rencontre mo au point [i.
Pour lo faire voir, prenons l'angle mit et les deux transversales om et ot qui partent du point o. On a (p. igi)
Ainsi ;i est bien le centre de courbure demandé.
Un triangle abm {fig. 126) de grandeur invariable se déplace de
façon que a décrive la courbe (a) et b la courbe (b) : on demande le centre de courbure [i-de la courbe (m) décrite par m, connaissant, pour la position du triangle abm, le centre de courbure a de (a) e( le centre de courbure ,B de (b).
Le centre instantané o est le point de rencontre des droites «ï, Ap, La droite mo est la normale à {m). Prenons sur a-t et i^ les points c et rf, tels que
points o, c, d est alors la circonfé-
Joignons le point « au point P; cette droite rencontre n6 an point/. Dans l'angle afo, les deux transversales oa, ob donnent (p. 191)
(^ - Ta) ^^ = \^-Tb) ^b^--
\i\\ tenant compte des égalités précédentes, il vient
ocûy.aof..od.n^bo.f.
Il résulte de là que cd est parylléle hof. De même, ai le point ji était connu, on trouverait que ce est parallèle à og, le point e étant tel que
Mais les angles ceo, cdo sont égauï- donc l'angle eog est égal à l'angle dof.
D'après cela, on a la construction suivante ; Après avoir déterminé o, on trace la droite ap. Elle coupe ab en f. On construit l'angle mog égal à l'angle bof : là droite ag rencontre mo au centre de courbure demandé (i (').
Appliquons cette construction à la reclierclie du centre de courbure de l'enveloppe d'une droite L du plan du triangle abm, en déterminant le centre de courbure de la courbe décrite par le point qui est à l'infini sur la perpendiculaire oX abaissée de o sur L. Menons la droite oh telle que l'angle XoA soit égal à l'angle bof. Celte droite oh rencontre au point h la droite qui joint le point a au point décrivant, c'est-à-dire la perpendiculaire «A à L ; la droite /i« coupe la perpendiculaire oX à L au centre de courbure 1 cherché. Comme on pouvait le prévoir, ce point est sur la circonférence I.
Nous avons fait remarquer précédemment que la circonférence lest
tangente à la circoinérence F, base de la roulette; nous allons utiliser cette propriété.
Une droite ab du plan de la figure mobile {Jig- i2j) reste tangente à une courbe L, le point a décrit {a) : on demande de construire la tangente pour le centre instantané o à la base de la roulette qui permet d'obtenir le déplacement épicycloïdal du plan de la figure mobile.
r la droite o«, eoiistruisons le point c de façon que int n étant le centre de coui-Luve de («). Pour cek
|)oint o la droite ot parallèlement à ab. Cette droite est coupée pai' la droite il au point t : la perpendiculaire te à ab donne le point c.
La circonférence qui contient le point c, le point o et le centre de courbure >. de L est la cireonférenee I. On sait que cette courbe est tangente en 0 à la base de la roulette; on a alors la normale en o à celte courbe en menant la droite ok qui joint le point o au point de rencontre k des perpendiculaires ck, ).k aux droites oa, ol.
Cette construction très simple peut être utilement employée lorsqu'il s'agit de construire le centre de courbure de la ligne décrite par un point qui fait partie d'une figure mobile de grandeur variable. Je vais donner un exemple.
Exemple de détermination du centre de courbure de la ligne décrite par un point d'une figure mobile de grandeur variable. — Une droite aa' {fig. laS) de longueur variable reste tangente à une courbe L; ses extrémités décrivent les courbes (a) et {a') .on demande de construii'e le centre de courbure de la courbe (a"), lieu des points tels que a", qui détermine sur la droite aa' des segments proportionnels.
La normale au point a" à (a") s'obtient en joignant le point a" au point o", qui est tel que
riQiiE
Pendant le déplacement de aa', la droite oo' reste tangente à la développée de L; ses extrémités décrivent des courbes dont on sait construire les normales ok, o' k' . D'après ce qui précède, on peut déterminer Ih normale o" k" à la courbe lieu des points o" , qui sont tels que
Il suffit, pour cela, de joindre le point o" au point k' , déternainé de
çon nue tttj = —r-i = — n ■ Connaissant k" , on proiette ce point sur ■ ^ ' k k" oo aa" ' i j i
fl" au point c" , ou iibaisse la perpendiculaire c" t sur la paiallcle
menée du point o" à aa' : la droite tl coupe la normale o" u" au centre de courbure a," cherché.
Inversement, on peut construire le centre de courbure X de l'enveloppe L d'une droite mobile sur laquelle trois courbes (a), (a'), {a") déterminent constamment des serments proportionnels, connaissant les centres de courbure de ces courbes données.
Pour cela, on détermine les trois droites c A, c' A', c"^'' et Ton cherche une droite kk' telle que l'on ait -^rp = -i— »■ Le point X oii cette droite rencontre la normale lo est le centre de courbure de l'enveloppe L.
Si la droite mobile remplissant les conditions imposées reste constamment normale à {a), le point ), ainsi déterminé est le centre de courbure de la développée de {a).
Appliquons ceci à une ellipse.
Construire le centre de courbure de la développée d'une ellipse. ~ La normale a une ellipse (Jtff- 129) est partagée par cette ellipse et par les axes de cette courbe en segments proportionnels. Si, en se déplaçant, elle reste normale à l'ellipse, le centre de courbure de son enveloppe est le centre de courbure de la développée de l'eliipse; em-
ploj'ons alors la construction précédente. On a l'ellipse {a) dont le centre de courbure est le point /. Les centres de courbure des axes («') et («') sont à l'infini. On a alors c' en prenant sur le prolongement dea'o' un segment o' c' égal à a'o'. De même pour c' , Puis on élève les perpendiculaires c'k', c" k". Ces droites se coupent en e' : en me-
ine parallèle à ae, V l'k !a perpendiculai
! le point cherché ou a bien
ï,/t" ~ aa!'
comme le montrent les figures semblables tuea!' a, t' ii' e' k"\.
Transformons celle construction. Les points e, /, e' sont en ligne droite et l'on a ef=--fe'. Mais ef est partagée en deux parties égales par la diagonale qr, qui, d'après une remarque faite à la fin de la quatorzième Leçon, est parallèle à ae et contient l; on a dooc
Par suite, comme les droites «e, il et e"k sont parallèles outre elles, on a l\ r^'ilg.
On obtient donc le point X en portant à partir de l, sur la perpendiculaii'e à la normale al, un segment l\ triple du segment Ig intercepté sur cette perpendiculaire par le diamètre ae et la nor-
Nous retrouvons ainsi un résultat dû à Maclaurin (Proprïélés générales des courbes algébriques et Traité des fluxions.)
Sur le déplacement infiniment petit d'une figure polygonale de forme variable ( ' )■ — Les élémenls d'une figure polj'gonale, côtés et angles, varient pendant le déplacement; cherchons d'abord les expressions des variations de grandeur de ces éléments. Nous déterminerons ensuite le rapport des chemins élémentaires parcourus par les extrémités d'un côté; cela nous permettra d'établir une liaison entre les côtés successifs du polygone.
ab {fig- i3o), dont la longueur est l, se déplace en restant tangent à E, le point a décrit {a), cl h la courbe {b) : on dentçinde la varia/tion de longueur de l pour un déplacement infiniment petit de ab.
Prenons sur ab le segment ac de grandeur invariable. Pour un déplacement infiniment petit de a sur (a), on a, relativement à ce segment, le centre instantané a. Eu désignant par rffl l'angle de contingence de E, on a, en désignant par e, la nouvelle position de e, aprè'^ un déplacement infiniment petit de ae,
Be même, en prenant le segment de grandeur invariable be et le
(') Voir BouB, Cours de Mécanique et de Machines. Cinématique, p. 5i, et Nouvelles Annales de Mathématiques, i" série, t. XVI, p. 3aa ; 18J7.
Grouard, Sur les Jigui'es semblables {Bulletin de la Société philomathique, 1870).
AousT (l'abbé), Analyse injinilésintale des courbes planes, 1873.
LTGC1^E, Sur quelques propriétés géométriques du déplacement d'une figure plane sui- son plan {Nouvelles Annales de Mathématiques, 3" série, t. XII, 1873).
BuRUEsTEK, Kinematisck-geometrisctte Untersuchungen derBeivegung àhnlich verânderlicher ebener Système { SchlSmilch's Zeitschrift, t. XIX, XX et XXIH , 1874).
M. LevY, Sur la Cinématique des figures continues sur les surfaces courbes et, en général, dans les variétés planes et courbes ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 1" avril 1878).
GEisENHErMER Bccherckes sur le mouvement d'un système mobile qui reste semblabl a lu né {Zeitschrift filr Mathematilc u. Physik, t. XXIV, p. tag; 7879).
G n u n C nstruction défigures en affinité au moyen de systèmes qui s n u n n anl semblables à eux-mêmes {loc. cit., p. 345).
G QE u R lation entre les rayons de courbure de deua: courbes récip q II tea es ou inverses { loc. cit. ), t. XXV, p. îoo.
F M Mu ment des figures gui se conservent semblables à elles-mêmes (J n Ide Ba aglini, t. XVII).
D'Oe.iosE, Articles dans (es Nouvelles Annales de Mathématiques, 5' 5érle, t. XIX, XX, et 3= série, t. I et II.
centre înstanlauc 3, o
Mais e, ej, en négligeant des infiniment petits d'ordre supérieur, est égal à la variation de longueur de ab; on a donc l'expression de-
Dan5 le cas part
e courbe parallèle à E, le point p
est le point de rencontre de deux normales de li, et, si ces deux courbes sont infiniment voisines, ce point de rencontre est le centre de courbure £ de E; on a alors
Lorsqu'un segment mobile se déplace parallèlement à lui-même, Iii variation de sa longueur est la somme algébrique des projections sur ce segment des chemins parcourus par ses extrémités.
On demande la variation de gi-andeur d'un ajigle mobile.
Prenons l'angle abc, dont le c6té hc reste constamment tangent à Iei la courbe C,
Pour un déplacement infiniment petit de b sur (è), la variation do l'angle abc, ou *, est la difl~crence des angles de contingence des
OÉOMÉTHJE ClNÉMiTIOL'E.
courbes C et 1^. En employant le centre instantané p, on ;
d{b) -^ b'^.dfi pour l'arc infiniment petit d{b) décrit par b sur {b), d'oi!
mplojani le centre i.
■ Y relatif à hc, on a
dlJA
Enfin, si l'on prend le rapport des expressions de d{a) et de d(b), o a la formule
Donnons quelques applications. Nous pouvons d'abord faire reraar quer que la formule (i) permet de retrouver très simplement la con struction que nous avons donnée (p. 172) de la normale à la courb qui partage constamment ab en segments proportionnels (^).
On Joint constamment par une droite {fig. r3i) l'extrémité a de l'aiguille des heures à l'extrémité b de l'aiguille des minutes : on demande le centre de courbure de l'enveloppe de cette droite.
Appelons e le point où ab louche son enveloppe. Comme l'extré-
{')Enn
na;î^. ■
appliqua
a formule (i), n
yGoosle
mployant la formule (3), on vc
s xg- parallèlemeiiL au rayon ob, on a
bp=,^aff.
! eff, el, comme eg r= ae, on conclut que, Fi g. i32.
pour avoir le point e, on prend le point de diviùon le plus rapproché de a lorsqu'on a partagé ah en treise parties égales.
Puisque le point de contact de l'enveloppe E de ah partage toujours cette droite en segments proportionnels, oq voit, en appliquant la formule (i'), que le centre de courbure t de K s'obtient en partageant ï^ en treize parties égales et en prenant le point de division le plus rapproché de a. (').
Les côtés d'un triangle ahm mobile (Jig. iZ-î) et de grandeur variable restent tangents à trois courbes données ; les sommets a et h
(') E est une épicycloïde. Cela Deuai points décrivant dans h anguli
suite de ce théorème dû à M. Foubei ; même plan deux cercles avec des vitesses proportionnelles, tout point qui divise dans un rapla droite Joignant à chaque instant les deux premiers points épicycloïde {Bulletin de la Société philomatique, séance du 16 mai
iocARD, Nouvelles Annales de Mat/iémaliques, a' série, t XI, p. Sag. HT, Annales de la Socie'té scientifique de Bruxelles, p. i53; 1880.
décrivent deux courbes données : on demanc courbe décrite par le sommet m.
Pour un déplacement infinimenl petit de ab, o formule (3),
rf(6)
^ nU£.
ibre c,
3S trois ég
...if-. m,,;
On a donc la normale demandée en construisant une droite issue de m et qui soit partagée par g a' et f^' en segments m\>.' , m\x dont le rapport est déterminé.
On voit aussi de la même manière que, si l'on donne les courbes décrites par les trois sommets du triangle mobile, ainsi que les courbes enveloppées par les deux côtés am, bm, on détermine le point e OLi ah touche son enveloppe en construisant une perpendiculaire à cette droite, de façon que le rapport j-^ soit égal à un rapport déterminé. Tout cela est vrai pour un polygone variable d'un nombre quelconque de côtés.
Dans sa Statique, Mobius a considéré seulement le cas particulier où le polygone a ses côtés de grandeur constante. De pareils polygones forment ce qu'on appelle maintenant un système articulé. Plus loin, je dirai quelques mots sur les quadrilatères articulés.
Remarquons que la construction qui donne m\). est linéaire. L'ensemble des tracés qui conduisent à cette droite est une certaine figure polygonale dont on peut, d'après ce qui précède, déterminer les éléments qui servent à définir son déplacement infiniment petit, c'està-dire les tangentes aux lignes décrites par ses sommets et les points où les côtés touchent leurs enveloppes. Mais le point où m^ touche son enveloppe est le centre de courbure de (nt); on a donc le moyen de construire ce centre de courbure. Pour arriver à cette solution, on
esL coLiduiL à se donner les centres de courbure des lignes (a) et (b) et des courbes enveloppées parles trois côtés du triangle.
On donne une ellipse {fig. i33); on prend un triangle m}}.g, dont les côtés sont la normale m [i, le diamètre passant par m, et la perpendiculaire élevée du centre de courbure }i.à la normale ni]i, : on demande la normale en g à la courbe décrite par ce point lorsque m décrit l'ellipse donnée.
illtfl
-, de courbure de la l appliquons la forn
d{m) m',x dif) " .fl • d{p.} f.).
tUsV «•»'
dis) S.f
diSr^fr,-
dévclopiiée nule (3), on
ibre
il membre ces égal mi,..gf
ités, il vient
D'après cela, on obtient h par cette construction : on mène du point ^ la parallèle \j.e à om, cette droite rencontre gc au point e; la perpendiculaire à om menée du point e rencontre la perpendiculaire \h à (iX au point h. La droite gh est la normale demandée.
Connaissant cette DOrmale et sachant que |*X est égal à trois fois^|i, on n'a rju'à prendre le point « de façon (jue Xv soit égal à trois fois X /(
pour obtenir en ce point -j le centre de courbure de la ddi>e/oppée de l'ellipse.
Éteint donnés un point fixe a et une circonférence de centre c, on demande le centre de courbure de la courbe {m) {Jî g. i34, ovale de X)escaTles), Ueudespoints telsque m, pour lequelona—r^ consi. (').
Appelons X celte constante. On trouve facilement que la tangente mC en m s'obtient en joignant le point m aii point de rencontre ( des
perpendicidair telle c\\n;
\ droite? am, bm, ou que la normale m/iest
désignant par \i. le centre de courbure cherché cl appliquant la formule (s), il vient
matangamn mi taiigtmji relation qui montre que, en élevant à la normale mn les pcrpcndi-
( ' ) Voir Annali di Matematica di Torlotird, t. I, p. 364 ;
cataires 'J.g, -(h, on obtient sur ma, inh les points g et li, et que la droite gh détermine \). sur mn.
La formule (i) peut s'écrire sous celle forme, donnée par Newton (') {fig. .30),
d{a)_^ae.at
d{b)' be.bt'
les droites at, bt étant les tangentes à (a) et à (&).
Si le point e est à l'infini, c'est-à-dire si la droite mobile se déplace parallèlement à elle-même, on a simplement
d(a) _ al d(b)~ F('
ce qu'il est facile de voir directement. Appliquons cette dernière formule.
On donne (Jig. i35) une droite D et une courbe {a). Sur les ordonnées telles que ap, parallèles entre elles, on construit des triangles semblables au triangle apm ; les sommets tels que m appar-
tiennent à une courbe (m) : on demande ta relation entre le rayon de courbure p„tde {m) en m et le rayon de courbure pa de (a) pour le point a.
Il résulte immédiatement de la génération de (m) que les tan- !>:entes at, mt aux courbes (n), (»i) se coupent sur D. Lorsque l'on déplace a sur (a) la droite am reste parallèle à elle-
d{a) _al d{m) nu
L'arc d{a) est égal au produit de p„ par l'angle de contingence ( ' ) Traclatus de quadixiti'rn curi-aruni, opusculum III, p. aoG.
l.eom,
= cet .„gle e,l égal à ''-!§,
p„ at X a(
p„, hfx.'^C
somme i
1 est facile de le voir,
Telle est la relation cherciicc.
On peut remarquer que — ^ est constant et que cette relation s'applique aussi à la courbe (m) considérée comme lieu des points qui partagent dans un rapport constant les ordonnées telles que «^de la courbe («).
Si le point de la courbe (a) est tel que sa tangente est parallèle à D, la relation précédente donne simplement —r pour le rapport des rayons de courbure aux points correspondants de («) et de {m)- Cette circonstance se présente pour le point C {fig- 70 ) de l'ellipse perspective cavalière du cercle. Appelons p. le rayon de courbure de cette courbe pour le point C. On a, d'après la remarque précédente,
p = oc,x?5! = !5b'
' ol ol
On retrouve ainsi que : pour un point d'une ellipse le rayon de courbure de cette courbe est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente en ce point divisé par la distance du centre à cette tangente.
Dans le cas particulier ofiam (Jig. 1 35) est parallèle à D, les rayons de courbure p„ et p,„ sont simplement proportionnels aux cubes destangentes at, mt.
On arrive au même résultat si (a) et (m) forment une seule courbe dont D est un diamètre. Ceci est applicable à une ellipse, donc ; En deux points d'une ellipse, les rayons de courbure sont entre eux comme les cubes des tangentes à la courbe, qui sont issues de ces points et qui sont limitées à leur point de rencontre.
Voici encore quelques applications des formules précédentes.
Un triangle rectangle aoa' , mobile et variable de grandeur, a son sommet de l'angle droit au point ficee o, son hypoténuse touche au sommet a une courbe {a) : construire la tangente en a' à la courbe {a') décrite par ce point lors/jue aparcourt (a).
Fig. i3(i.
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ag pa' a' h ph
. Appelons / le
Portant ces valeurs dans la relation précédente, il vient pi _pa-
Il résulte de là que ; la normale a'e est parallèle à la droite al ou que la tangente a' a" à {a') est la perpendiculaire abaissée de a' sur al.
Appelons a° le point de rencontre de cette tangente avec oa et cherchons l'expression de oa" en fonction de oa et de l'angle oi que oa fait avec (a).
Le point a" est le point de rencontre des hauteurs du triangle taa' . Menons oq parallèlement à a°î, c'est-à-dire perpendiculairement àaa'. L'angle a" ta, coupé par les transversales oa et oq donne (p. 191)
appelant p„ le rayon de courbure de (a) e
Appliquons cette relation : Ona{fig. ii&) des courbes («),(«!), ... dans un plan; on mène d'un point o une transversale qui les coupe aux points a, «j, . . . ; o/î prend sur cette droite un point m, tel que X _£ _ _^, X3 ei X,„ étant des constantes. Lorsque la tranversale
tourne autour de o, les points, tels que m, appartiennent à une courbe (m), dont on demande le rayon de courbure p,„.
Pour une variation angulaire infiniment petite de la transversale,
Soit mm' là tangente en m à {m). On a, poi lairc d^ de la transversale oam,
Portons ces valeui-s dans la relation précodcntG, il vient
Cette relation permet de construire la "tangente m' hi. Elle est de même forme que la relation d'où nous sommes partis. Opérant alors encore de la même manière, on a, en appelant m" un point analogue
^ oa" ~ om"' Mais nous avons trouvé précédemment
Introduisons ces valeurs de — i,, — ^ dansla derniè
Telle est la relation qui donne le rayon de courbure p,„. Voici quelques conséquences résultant de cette relation :
On a deua courbes ( a), («i ). Sur une transversale issue du point fixe o,on prend le point m, harmonique conjuguée de o par rapport aux points a et a,, où les courbes sont coupées par la transversale. Lorsque cette transversale tourne autour de o, le point m décrit une courbe {m), et l'on a, en conservant les notations pi-écédenles,
iasin^o) p„jSin'ï.
poin
le poi
1 0 est !
Ht m est
> rinfini, les transvi , le milieu du segmei
alaa^.Ux
\. parallèles courbe (m)
est alors une ligne diamétrale. La relalioii précédente subsiste <;t permet de délerminer le rayon de courbure en un point de cette ligue diamétrale.
Prenons une courbe géométrique A, supposons que les coefficients constants, tels que X^, soient égaws à l'unité et que 1„, soit égal au degré de la courbe A. Le point m est alors, par rapport à o, le centre des moyennes harmoniques des points n, «,, . . ., oti la transversale coupe A (p. 194)- On sait, en vertu d'un théorème dû à Cotes, (jue la courbe (m) esi une ligne droite. Le rayon de courbure p,„ est alors infini et la relation précédente donne
Le théorème exprimé par celte relation est dCt au D' Reiss {'). On peut en déduire divers théorèmes, entre autres celui qui est relatif au\ rayons de courbure en deux, points d'une conique (p, 211).
On a des courues A, Aj, ... {/Ig: i^j) dans un plan, on mène une tangente à chacune de ces courbes parallèlement à une certaine direction.
jSoienC oa la distance du point fia^e o à la tangente à K et X^ une constante. Parallèlement à toutes ces tangentes on prend une droite dont la distance om au point 0 soit telle que l'on ait
Lorsque la direction des tangentes varie, celle parallèle 1 'oppe une courbe M : quelle est la relation entre le rayon de t 'jure p,„ de M et les rayons de courbure des courbes données.
YÀ„rf.on = )„„rf.û
Menons opq parallèlement aux. langentes parallèles.
La droite ap est la normale en « à la podaire de A par rapport à o vX inq est la normale en m ù la podaire de M par rapport au même point. On a alors, pour nue variation angulaire doi de la direction des tangentes
d.oa — op. dit), d.oin — oq .diji.
Portons ces valeni's dans la relation précédente, elle devient
D'après ceia, il y a entre le point q elles points tels que p la mômft relation <[u'entre m et les points tels que a.
Opérons, relativement aux points p, . . . et 7, comme nous venons de le faire. Appelons a et [i les centres de courbure de A et de M : on
Reiranchatit term
telle est la relation clierciiée.
Dans le cas particolier oti il s'agit d'une seule courbe géométrique à laquelle on mène toutes les tangentes parallèles entre elles, si les coefficients, tels que ^o, sont égaux à l'unité, on sait que M se réduit à un point. Le i-ajon de courbure p„i est alors égal à o et la relation précédente se réduit à
Le théorème exprimé par ccLtc relation est dû à Duhamel (').
Sur les quadrilatères articulés. — Un quadrilalère est formé par
(') Journal de Mathématiques, 1™ série, t, IV, p. .W4.
quatre tiges, trois de ses sommets sont respectivement liés à des points fiâmes par des tiges, construire, pour une position du quadrilatère, la normale à la ligne que décrit le quatrième sommet pendant la déformation du quadrilatère.
abcm {Jîg. t38) esl le quadrilatè ac, bm, cm. Le point a est lié au point
fort
ries
r la tige ao ; le point b est
lié au point o' par la tige bo' ; e lige co". Le sommet libre estw) Le point (le rencontre a, des relatif au côté ab; on a
ifin le point c est lié an point o" par la
ipliant membre à mite de cette relat
djm) d{c) d(c) d(a)-
<fc^a6xp«,
< i^cx ya.
/ertu d'un théorème coni les diagonales a\i., p-f du quadrilatère formé par les quatre instantanés de rotation des côtés passent par les points de re p et q des câtés opposés du quadrilatère abcm (^).
centres
1 (Annales des Mines, i8j3 ei
ai8 SIÎCONDE PAHTIE. — OL'INZIEUB LEÇON.
D'après cela, on mène la droite pa.; elle coupe o" c au poiiit |a. Lïi droite in\i. est la normale demandée.
Cas particulier, — Supposons que les diagonales du quadrilatère abcm se rencontrent à angle droit (elles se coupent alors toujours à angle droit pendant la déformation du quadrilatère) el que les points ')', o' soient confondus en un seul point o' sur la diagonale ani.
On a alors {Jig. iSg) un système articulé pour lequel les points o',
a, m restent toujours en ligne droite, quelle que soit la dcformalion du quadrilatère.
Appliquons la construction précédente. Menons la droite pi, elle coupe o' c au point [j. : la droite ;/i|i est la normale à la courbe {m) décrite par le sommet libre m.
L'heitagone o' bcp^mo' a ses sommets sur les droites o'c cl pm ; en vertu du théorème de Pascal, les points de rencontre a, a, i de ses côtés opposés sont en ligne droite. Il résulte de là que la normale en m à (m) passe par le point i où oa rencontre la diagonale bc.
Comme le point i ne dépend pas de la position de m sur o' a, on voit que, si l'on relie par des tiges aux points betc différents points de o' a, les normales aax courbes décrites par ces points concourent au même point i.
Prenons, en particulier, le point /n, symétrique de a par rapport à
Brochure; Mallet-Bachelier, i853). — W. Schell, Théorie der Bewegung uitd âer Kràfte, Leipzig, '879; — J. Peiebsen, Kinematik, Copenhague, i885, — G- Ytso, Sur une propriété géométrigue, statique et cinématique des polygones articulés (Comptes rendus de l'Institut lOyal lombard, l'i mars (8S5).
bc, la normale à Ja courbe (ï«i) ilécrile par ce point est inii. De la connaissance de cette normale, on peut déduire que {/Wj) esl une circonférence de cercle dont le centre est le point où chJi rencontre flo'; mais nous allons démontrer directement cette propriété. Supposons que l'on décrive une circonférence du point c comme centre avec fa pour rayon, on a o'd X o'7W[!!= o'c — ■ ca =i consi.
La courbe («*,) est donc la transformée par rayons vecteurs récjjiroques (') de la circonférence décrite par n, c'est-à-dire une circonférence de cercle dont le centre est sur o'o el telle que le rayon nij»
Si oa est égal à oo', alors inii est parallèle à oo' , et m, décrit uiu> droite perpendiculaire à oo' (*).
La circonférence décrite dn point ( comme centre avec ia pour rayon est tangente aux circonférences («) el (wi). Le lieu (t) des points, tels que i, est alors le lieu de points également distants des deux, circonférences : c'est donc une conique.
La tangente en i à cette courhe est ib. On voit ainsi que la diagonnle bc enveloppe une conique.
Prenons le symétrique nîj de m par rapport à bc, et formons avei'
(') La transformée par rayons vecteurs réciproques d'une figure donnée est lu ligure qa'on obtient en portant, à partir d'un point ou pâle fixe, sar les rayons vecteurs partant de ce point et aboutissant aux points de ia figure donnée, des longueurs inversement proportionnelles aux longueurs de ces rayons vecteurs. C'est en 1836 que M. Bellivitis a fait connaître ce mode de transformation. Kn 1843, lil. Stcbbs l'a trouvé de son cûté et a publié un Mémoire : On the application of a new melhod to the Geometry oj Curves and cwve Sur/aces (Philosophical Magazine, t. XXIII). A la suite d'un Mémoire de Sir VV. TnoMSOs, Liol'- YLLE {Journal de Mathématiques 1" série t XII) a étudié ue mode de tians formation auquel il a donné le nom actuel de ti ans/01 mation pai rajonrlecteurs lectproques II a trouvé quf pai une seule ti ansformation on peut ibtemr le réoultat de transfoi mitions successncs J u démontré géoraétiiqiip ment cette très belle piopriélé dans Ir Journal de Mathématiques a' scric t \\1 M A HiBST a employé ce mode de ti ansformation dans son Mémoir \ui la toarbui e d une sei le de su/tces et de lignes {Ânaali di Matemalica l. Il) . On trouve l exposiiion élémentaire do ce modede transf 01 mation dans 1 Ouvrage de M. P. Sebret : Des méthodes en Géométrie, p. 21, et dans le Traité de GeomeiWe de MM. RoucH* et de Comberoïsse, 1" Pai'tie, p. a47, et II' Partie, p. 372.
(') Ce système articulé, composé de sept tiges, au moyen duquel on peut tracer une circonférence ou une droite, est dft au général Peaucellicr, qui l'a découvert en iSGj. Depuis, MM. H*rt et Keupk ont fait connaître, pour le même objet, des systèmes articulés composés de cinq tiges. Le professeur J.-J. Svlvssteb a fait, i\ l'Institution royale de la Grande-Bretagne, une très intéressante lecture qui a provoqué de nombreuï travaux sur les systèmes articulés. [Voir Lioclie, Liste de-i travaux sur les compas composés (Bulletin des Sciences mathématiques, i883). j
SECONDE PARTIE, — QUINZIEME LEÇON
des liges le losange incin^b. Lorsqu'on déforme le système à tiges, les points m et m^ font partie d'une courbe qui rencontre la droite o' a aux deux positions de m et m^ qu'on obtient en amenant le point décrivant sur la droite o' a. La courbe (m) est donc du quatrième ordre. On it
- un = .
-cm =const.
La courbe ordre {').
est donc
une an
allagmatique du
quatrième
Décrivons di rayon. Appelo l'anallagmatiq!
circonférence
ipoii nsC le (/) coup
it ( comme centre une ( cette circonférence, elle
n). Mais, comme o'i e orthogonalement la
circonférence a' ! est tangente ei
.ec im pour a m et m^, à cm , celte décrite du
point o' comme centre avec un rayon égal à \o'c ^cm . On peut dire alors que l'anallagmatiq ue du quatrième degré {m) est l'enveloppe de circonférences dont les centres sont sur la conique (i) et qui coupent orthogonalement une circonférence donnée (^).
Si le point décrivant est ms, symétrique de o' par rapport à bc, alors (»*}) est une podaire de conique, car cette courbe est semblable à la courbe lieu du point de rencontre des diagonales am, bc, et cette courbe est la podaire de o' par rapport à la conique (i).
Clierchons sur la normale mi le point e centre de courbure de l'anallagmatique (m). Pour un déplacement infiniment petit du quadrilatère articulé, le triangle aiin se déforme et le point (' se déplace sur la tangente ib à la conique (().
Elevons en o la perpendiculaire oj à oi, celte droite coupe en /' la jiaraûèle i/ menée du point i à o' m. On a
d{a) dii) '-
;!icrclié él
evons
droite i/.
On a
dii) d{m) ■
, du point o
(') M. MociARD 3 donné le aora d'anallagmaligiie à une courbe qu forme en elle-même par rayons vecteurs réciproques.
(') Cette génération des anallagroatiques du quatrième degré (
en /' et q les droites mi, ao. On y
d{m) ^mr (l{a) aq
Multiplions membre à membre ces trois égalités, il vient
ao X il X. irtr = ij x me x aq.
Appelons w et tf les angles que fout ia et im avec ib\ on a
Portant ces valeurs dans la relation précédente, il vient
Le triangle aiin, coupé par ta transversale o' og, donne ao X ig X mo'= io x ao'x mg.
i-ff
Coupons le faisceau o' i, o'm, o'e, o' g par la parallèle ij a o'm. Le rapport anharmonique qui est dans le premier membre de dernière égalité est égal à -r-, (p. igS). On a alors
une pi perper d'où l'i
ig' au
contre
Sir
quelle
suite, on construit e' de la manière suivante : on abaisse de irpendi cul aire sur mi; du pied de cette droite on abaisse \ idiculaire sur ig' ; cette dernière droite rencontre ia en un po élève une perpendiculaire à ia : cette perpendiculaire coi point e'. Il suffit maintenant de mener la droite e'o' : elle ri
(' au centre de courbure demandé.
on applique celte construction à la courbe {m,), on trouveqi que soit la position du quadrilatère, le centre de courbure rs sur o'o. Ce centre de courbure est alors unique, et nous ns que la courbe (m,) est une circonférence de cercle.
L'appareil du géuérai l^eaiicellier se construit en prenant ur sauge abcm (Jlg. i4o) comme quadrilatère articulé. Cherchons, < ce cas, les rapports des chemins élémentaires parcourus par les s mets opposés du losange (').
Prenons d'abord les sommets a et m. Les segments dos normale
s de cercle. Les arcs élémeittaii ilécrits par ces points sont entre euv comme les segments couipris s co', bo' entre c ou 6 et les points 0(1 la perpendiculaire élevée en i à rencontre co' , ho' . Mais ces segments sont également inclinés sur c nii a alors
d(c) _ cl
d{b) ib'
(') Voir il ce sujet, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 1° iè t. XX, p. 456, 3* série, t. III, p. igt) des Notes de M. i>'Oc\r.sE, et dans le mO Recueil, 3' série, t. I, p. iS3, un Article de M. Ligcixe.
SURFACES ENVELOPPES. — SURFACES RÉGLÉES
Surface enveloppe, enveloppée, caracti^nstiquc. — Métliode des enveloppées cii conscriles par la déterminatioii des lignes d'ombre ou de perspective. - Perspective cavalière d'tine splifre. — Surface enveloppe d'nii plan mobile. - Surfaces réglées. — Surfaces gauches. — Cône directeur. — Surfaces dévr loppables.
Surface enveloppe, enveloppée, caractéristique {'). — Le lieu des (lositions successives d'une ligne qui se d<?place en se déformanl suivant une certaine loi est une surface. On peut aussi considérer une surface quelconque (S) comme Venveloppe d'une surface vnriable (E); voici en quoi consiste ce mode de génération.
Concevons des surfaces (E) construites au moyen d'un même mode de génération dépendant d'un seul élément variable. Deus. surfaces (E), infiniment voisines, déterminent par leur intersection une ligne E : le lieu des lignes, telles queE, est une surface (S) qui est Venveloppe des surfaces (E).
Les surfaces (E) sont les enveloppées de (S).
La courbe E est la caractéristique de la surface enveloppe (S).
Chaque enveloppée est tangente à l'enveloppe le long de la caractéristique.
Pour montrer qu'il y a contact de l'enveloppe (S) et de l'enveloppée en un point m de la caractéristique, menons des plans par ce point»!. Chacvm de ces plans coupe les enveloppées de (S), infiniment voisines, suivant des courbes infiniment voisines dont l'enveloppe est la ligne d'intersection du plan sécant et de la surface (S). Mais cette ligne enveloppe est tangente à ses enveloppées ;
(') MoiicE, Analyse iipplitjuéi' à la GéomÉIrie.
on a donc, à partir du point m, qiict que soit le plan siicanl mené par ce point, la courbe d'intersection avec la surface (S) qui est tangente à la courbe d'intersection du plan sécant cl de l'enveloppée. Le plan tangent en m à la surface enveloppe et à l'enveloppée est donc le même.
Cela est vrai pour tous les points de la caractéristique; c'est ce que l'on exprime en disant que In sur/ace enveloppe eC l'une de ses enveloppées sont circonscrites l'une à l'autre le long- de la caractéristique.
Une surface peut, de bien des manières, être considérée comme enveloppe. Le tore peut être engendré par une sphère de grandeur invariable qui tourne autour d'une droite; dans ce cas, les enveloppées du tore sont des sphères égales; les caractéristiques sont les méridiens du tore. On peut encore considérer le tore comme l'enveloppe de sphères dontles centres sontsurl'axe de révolution; on a une série de sphères inégales, et deux sphères infiniment voisines se coupent suivant un parallèle du tore.
Cette deuxième manière de considérer le tore comme enveloppe de sphères est applicable à une surface de révolution quelconque ; nous allons faire usage de cette remarque à propos du problème
Déterminer l'intersection de deux surfaces de r, les axes se rencontrent.
Projetons les dpus surfaces {fig- i4i) sur un plai axes. Pour construire un point de la ligne d'intersection, on décrit une sphère dont le centre est au point de rencontre de ces axes; cette sphère coupe chacune des surfaces de révolution suivant un parallèle; les plans de ces parallèles sont perpendiculaires au plan de projection. Ces parallèles sont alors projetés suivant de simples droites, et le point de rencontre m de ces droites est un point de la projection de la ligne commune aux deux surfaces.
Les surfaces étant de révolution peuvent être considérées comme l'enveloppe de sphères" qui les touchent le long de leurs parallèles. Le contour apparent de la sphère, qui touche l'une des surfaces de révolution le long du parallèle ab, est une circonférence de cercle doublement tangente aux points o et 6 à la ligne de contour apparent de la surface de révolution. De même, pour l'autre surface
de révolution, le contour apparent de la sphère qui louche celte surface le long du parallèle cd est une circonférence de cercle tangente aiix points c el d an contour apparent de cette surface. Aux points de la ligne d'intersection des deux surfaces projetés en m, ces sphères ont respectivement les mêmes plans tangents que les surfaces dont elles sont les enveloppées; leur ligne d'intersection est donc tangente à la ligne d'intersection des deux surfaces. Mais la ligue d'intersection de ces deux sphères est un petit cercle dont le plan est perpendiculaire aii plan de projection et qui se projette suivant la corde ef; la droite e/doit donc passer par le point m, et
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elle est la tangente en ce point à la projection de la ligne d'intersection des deux surfaces.
Au point de rencontre g' dans l'espace des ligues de contour apparent des deux surfaces, les plans tangents à ces surfaces sont perpendiculaires au plan de projection; la tangente à la courbe d'intersection des deux surfaces se projette donc en un point g el cette courbe est alors projetée sur un plan perpendiculaire à l'une de ces tangentes ; la tangente au point g à cette projection est, par suite, dans le plan osculateur de la courbe au point g".
Cette tangente au point g s'obtient en appliquant la construction que nous venons de donner pour le point m. On prend le parallèle de chacune des surfaces qui passe par le point g', puis les sphères tangentes à ces surfaces le long de ces parallèles, et la projection du petit cercle, intersection de ces sphères, est la tangente au point g.
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Si les deux surfaces sont, par exemple, des ellipsoïdes, la ligne de l'espace esl une ligne du qiiatrième ordre ; mais, le plan des axes étant un plan de symétrie, les points de cette ligne se projettent deus à deux en un même point, et la projection de la courbe de l'espace est alors un arc de section conique.
Cette courbe est d'un niême côté par rapport à sa tangente an point g; le plan osculateur de la courbe de l'espace en g' ne la traverse pas; ce plan osculateur a donc au point ^', avec cette courbe, quatre points infiniment voisins communs.
Il est facile d'arriver autrement à ce résultat.
II y a deux points de la courbe de l'espace projetés en m ; en ces points, la circonférence projetée suivant ef est tangente à la ligne d'intersection des deux surfaces.
Lorsqu'on suppose que les points projetés en m se rapprochent du point ^'', on a constamment une circonférence, analogue à celle qui est projetée suivante/, doublement tang'enle à la ligne d'intersection de l'espace. Lorsqu'on arrive au point g^, les quatre points communs de cette circonférence avec la courbe d'intersection sont réunis en ce point; on a donc au point g' une circonférence ayant avec la courbe quatre points infiniment voisins communs. Cette circonférence esl le cercle osculateur de la courbe; son plan est un plan osculateur qui a avec la courbe quatre points infiniment voisins communs et qui laisse la courbe d'un même côté.
Méthode des enveloppées circonscrites pour la détermination des lignes d'ombre ou de perspective. — En exposant dans la première Leçon les méthodes générales à l'aide desquelles on détermine les ombres, nous avons laissé de côté une méthode que nous allons maintenant développer sous le nom de méthode des enveloppées circonscrites.
Soit à déterminer la ligne d'ombre sur une surface (S){Jig. 142).
Considérons cette surface comme l'enveloppe d'une série de surfaces, et soit C une caractéristique de (S). Cherchons le point de la ligne d'ombre situé sur C. Pour cela, déterminons la ligne d'ombre sur l'enveloppée qui touche (S) le long de la caractéristique C. Cette ligne d'ombre est une courbe qui rencontre C au point m. Le point m est un point de la ligne d'ombre sur (S), car le plan tangent au point m passe par le point lumineux,
puisque le point m est ud point àa la ligne d'ombre de l'enveloppée de (S).
Il est clair que cette méthode n'csl, simple que si la construction
des lignes d'omhre est facile sur les enveloppées particulières que l'on considère pour déterminer la ligne d'ombre sur (S).
Ce que nous disons à propos des ombres est applicable en perspective. Si une surface est considérée comme enveloppe, un point de la ligne de contour apparent de cette surface se détermine en prenant la rencontre d'une de ses caractéristiques avec la ligne de contour apparent de l'enveloppée qui la touche suivant celte caracléristique.
Appliquons cela à la recherche de la perspective cavalière d'une ■iphèrc.
Perspective cavalière d'une s rand cercle horizontal de cette sphè
raçons la perspective i\\\ ifig. ,43). Considérons
tableau. La ligne de eontael de l'un de ces cônes avec la sphère est le cercle de front décrit sur la corde ab\ le sommet du cône est le point de rencontre s des tangentes en a et 6 à la perspective du grand cercle horizontal. Le petit cercle de front, décrit sur ab comme diamètre, est la caractéristique C.
Les lignes de contour apparent du cône sont les tangentes à ee petit cercle de front menées du point s. Les points de contact m et n de ces tangentes sont alors, d'après ce que nous venons de voir, des points qui appartiennent à la ligne de contour apparent de la sphère ; les points m et n sont donc des points de l'ellipse perspective cavalière de la sphère.
Nous pouvons maintenant compléter un théorème que nous avons énoncé précédemment. Noos avons dit (p. isS) que si l'on prend une ellipse et des cordes telles que ab, parallèles à une direction donnée, les circonférences décrites sur ces cordes comme diamètres ont pour enveloppe une e]lij>se; nous pouvons ajouter qu'on obtient, sur l'une de ces circonférences, les points où elle toucbe cette enveloppe en déterminant le pôle s de la corde aÔ, par rapport à l'elhpse donnée, et en prenant la polaire du point s par rapport à la circonférence décrite sur ab : cette polaire coupe cette circonférence aux points m et n, qui sont les points de- Surface enveloppe d'un plan. — Parmi les surfaces simples qu'on peut considérer comme enveloppes, on peut prendre l'enveloppe d'un plan mobile. Dans ce cas, la caractéristique est une droite, et la surface enveloppe touche le plan mobile dans une de ses positions suivant la caractéristique qui est sur ce plan. Cette surface enveloppe peut être considérée comme le lieu des caractéristiques, par conséquent comme un lieu de droites : c'est alors une surface réglée. On désigne sous le nom de surfaces réglées les surfaces engendrées par une droite.
La surface enveloppe d'un plan est une surface réglée qui, d'après ce qui précède, jouit de cette propriété : le plan mobile, dans chacune de ses positions, est tangent à la surface tout le long d'une génératrice.
Comme exemple de surface enveloppe de plan, on peut prendre l'enveloppe des plans normaux à une courbe gauche. Celte enve-
loppe csl le lieu des intersccLÎons des plans normaux successifs de la courbe donnée. Le plan normal en a à la courbe gaucbe est perpendiculaire à la tangente en a; de même, pour le point b, le plan normal est perpendiculaire à la tangente en & à la courbe gauche. La droite d'intersection de ces plans normaux est alors perpendiculaire à un plan parallèle à la tangente en « et à la tangente en b. Si le point b est infiniment voisin du point a, on sait que le plan mené par la tangente en a parallèlement à la tangente en b est le plan osculateur de la courbe; donc la caractéristique du plan normal en a est perpendiculaire au plan osculateur de la courbe gauche ; en outre, elle passe par le point de rencontre de la normale principale en a avec le plan normal en b, qui est le centre de courbure de la courbe. Celte caractéristique est alors la droite que nous avons appelée Vaxe de courbure de la courbe gauche.
Ainsi, la sur/ace enveloppe des plans normaux à une courbe gauche est la sur/ace formée par les axes de courbure de cette courbe.
SUtSFACES RÉGLÉES.
Surfaces gauches, — La surface enveloppe d'un plan mobile noiis amène à faire une première étude des surfaces réglées.
G{Jig. i44) sst la génératrice d'une surface réglée, G' la génératrice infiniment voisine de celle-ci. Menons la perpendiculaire commune oo' à G et G'; la limite des positions du pied o de cette perpendiculaire sur G est ce qu'on appelle \e point central (*). Sur chaque génératrice il y a un point central ; le lieu de ces points centraux est ce qu'on appelle la ligne de striction de la surface réglée. Il ne faut pas croire, d'après la définition du point central, que la ligne de striction rencontre à angle droit les génératrices.
Le plan de G et de la perpendiculaire commune oo' est ce qu'on appelle le plan central pour la génératrice G.
{Coi
:!luAELEs, Mémoire sur les sur/aces engendrées pur une ligne droit: spondaitce mathématique et physique de Qiieielet, t. XI).
Par le point o' menons une parallèle G, à G; par un point a de G menons un plan perpendiculaire à cette droite. Ce plan rencontre G| au point b el G' au pointe. G' étant une génératrice infiniment voisine de G, le point c est infiniment voisin du point a, el la droite ac est la tangente en d à la ligne d'intersection de la surface réglée et du plan mené en a perpendiculairement à G; le plan de G et de la droite ac est alors le p]an langent en a ùla surface réglée.
Cherclions la tangente de l'angle â que ( le plan central; on a
plan lancent fail avec
En désignant par l la distance du point a au poini a, pi l'angle que font entre elles les génératrices G et G', ou, ee qui vient au même, l'angle de G' et de G|, on a
,.„.-« - £tang5.
ab étant la longueur de la perpendiculaire commune à G el G', perpendiculaire que nous désignons par/>, on a donc
en substituant l'angle à la tangente, ces deux quanlilés différanl d'un infiniment petit d'ordre supérieur.
p et T sont des infiniment petits ; si nous les supposons de même ordrcj le rapport - esl fini. JVous îc représenterons par/. : /.■ esl ee
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(ju'oii appelle ]c paramètre de distribution des plans tangents à la surface réglée pour la génératrice G.
La formule tangfi ^ -r montre que, pour une génératrice. G, la tangente de l'angle que le plan tangent en un point de G fait avec le plan central est proportionnelle à la distance du point que l'on considère au point central sur cette génératrice.
Il suffit de faire varier / pour déterminer les différcates valeurs de tang6, et par suite pour voir comment varie le plan tangent à la surface réglée lorsque l'on prend successivement différents points de la génératrice G.
Lorsque l est infini, tangS est infini : le plan tangent est alors perpendiculaire au plan central, il est parallèle à la génératrice iafinimenl voisine de G ; ^ diminuant, l'angle 9 diminue.
Lorsque /est égal à k, tangS est égal à i; l'angle S est alors égal à 45"- On peut dire aussi ; Le plan mené par G, qui fait avec le plan central un angle de 4^°; touche la surface réglée en un point dont la distance au point central est un segment égal au paramètre de distribution des plans tangents.
Lorsque l est égal à zéro, le plan tangent coïncide avec le plan central. Lorsque a, continuant à se déplacer sur la génératrice, passe de l'autre côté du point o, on trouve alors des plans qui sont, par rapport au plan central, symétriques des plans qu'on avait trouvés pour les points de G d'abord considérés. Et si l'on suppose le point a à l'infini, on retrouve alors un plan perpendiculaire au plan centrai.
Nous voyons qu'à un point partant de l'infini sur G, et parcourant cette droite jusqu'à l'infini, correspond un plan tangent qui tourne autour de G ; ce plan coïncide avec le plan central lorsqu'il a tourné d'un angle droit; puis il continue son mouvement de rotation, et il coïncide avec le plan tangent au point qui est à l'infini sur G après avoir tourné de deux angles droits.
On voit que, lorsque k est fini, l'on a une surface réglée dont les plans tangents sont difTérents pour les divers points de la génératrice G et telle que tout plan mené par G la touche en un point de celte droite. Cette surface réglée fait partie d'une classe de surfaces à laquelle on donne le nojn de surfaces gauches.
Ce que nous venons de trouver peut se voir géométriquement au moyen de la construction de l'angle 8.
Élevons an point central o de G xme perpendiculaire oy égale au paramètre A" et menons la droite Y"-
Dans le triai
,-(oa,
1 = Of tango-/«
donc l'angle ovu est égal à 0.
Pour un autre point a, de G, on obtient de même l'angle 0, correspondant.
En prenant la difTérence de ces angles, on trouve que :
L'angle sous lequel on voit du point y un segment de G est égal à l'angle compris entre les plans qui touchent (G) aux extrémités de ce segment.
J'appelle y le point représentatif as l'élément de surface (G) le long de G (').
Jusqu'à présent nous avons supposé que le paramètre k est fini ; supposons maintenant que k soit infini, c'esl-à-dire que n soit infiniment petit par rapport à p. On a alors sur la surface réglée une génératrice analogue aux génératrices des surfaces cylindriques, c'esl-à-dire parallèle à la génératrice infiniment voisine. Pour une pareille génératrice, tangB := — ; par conséquent, tangQ est nul pour tout point de la génératrice à distance finie du point central; pour ces points, le plan tangent coïncide alors avec le plan central. Pour un point à l'infini, on ne peut pas dire quelle est la direction du plan tangent; tout planmené par la génératrice et qui n'est pas confondu avec le plan central doit être considéré comme tangent à l'infini.
Si k est nul, c'est-à-dire si p est infiniment petit par rapport à a-, tangO ^ -; on a alors une génératrice pour laquelle tangB est infini pour tout point à distance finie du point central; les plans tangents pour ces points sont confondus avec le plan tangent au point qui est à l'infini; le plan langent est unique tout le long de cette génératrice. Lorsque l est nul, on ne peut pas dire quelle est
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la direction du plan tangcût; tout [jlan mené par la génératrice et qui n'eslpas confondu avec le plan langent unique le long de cette droite doit être considéré comme tangent au point central.
Lorsqiie k est constamment nul ou infini pour les différentes génératrices, on a une surface appartenant à une densième classe de surfaces pour lesquelles le plan tangent est le même le long de chaque génératrice. On désigne ces surfaces sous le nom de s«/'faces développables.
Dans cette classe de surfaces, à l'exception des surfaces cvlindriques, on ne trouve que celles pour lesquelles p est infiniment petit par rapport à c. En nous reportant à ce que nous avons dit relativement à la plus courte distance des tangentes à une courbe gauche, qui sont infiniment voisines, il en résulte que !e lieu des tangentes à une courbe gauche est une surface développable, et que l'enveloppe d'un plan mobile, en supposant que cetti' enveloppe ne soit pas une sur/ace cylindrique, est une sur/ace telle que la plus courte distance de deux génératrices est infiniment petite par rapporta l'angle que ces droites comprennent entre elles.
Nous allons montrer que cette surjace enveloppe d'un plan m.obile est le lieu des tangentes à une courbe gauche.
Soient G et G' {fig. i^o) deux génératrices d'une surface réglée, a le point central sur G, a' le point central sur C ; aa' est alors un arc de la ligne de sti-iction; aa' est du même ordre que l'angle de G et de G'. Si nous supposions aa' infiniment petit d'un ordre supérieur, nous aurions une génératrice G analogue à une génératrice de surface conique.
Ecartons ce cas. Prenons la perpendiculaire oo' commune à G et G', menons par le point o' une parallèle G, à G, abaissons du point a la perpendiculaire ac sur G( et du point c la perpendiculaire cb sur G'. 11 résulte de cette construction que ah est per-
pendiculaire à G'. Le point «, éUnl le point central sur G, est à une distance infiniment petite du point o, puisque ce point a est la limite des positions du poinl o lorsque G' se rapproche infinimenl de G. Le segment «cest infiniment petit du premier ordre, ainsi que o'c; bc est un infininient petit d'ordre supérieur au premier; alors, dans le triangle acb, ab est un infiniment petit de même ordre que ac, et par suite de même ordre que ad. Il en résulte que dans le triangle ahd l'angle en a' est un angle fini; la ligne de striction coupe donc les génératrices sous des angles finis. C'est le cas des surfaces gauches.
Si ac est d'ordre supérieur au premier, il en est alors de même de ab \ le segment ab est infiniment petit par rapport à aa', l'angle en a' estinfiniment petit, et la ligne de striction est tangente à la génératrice. Ainsi, lorsque, quelle que soit la génératrice, sa distance à la génératrice infiniment voisine est infiniment petite par rapport à l'angle de ces droites, on peut dire que les génératrices de la surface sont tangentes à une courbe gauche.
En résumé, les surfaces de la deuxième classe, en exceptant les surfaces cylindriques et les surfaces coniques, peuvent être considérées comme le lieu des tangentes à une courbe gauche.
Nous sommes ainsi amenés, pour étudier les surfaces développahlcs, à prendre la surface formée par les tangentes à une courbe gauche. Définissons d'abord ce qu'on appelle le cône directeur d'une surface réglée.
Cône directeur. — Si d'un poinl s de l'espace on mène des parallèles aux tangentes d'une courbe gauche, on obtient une surface conique, que nous avons déjà considérée à propos de l'hélice, cl qui, par rapport à la surface développable lieu des tangentes à la courbe gauche, prend le nom de cône directeur {' ), Cette expression de cône directeur est employée d'une manière générale lorsque, pour une surface réglée quelconque, on prend le cône lieu de
(') L'intersection de ce citne directeur et d'une spLére dont le centre est au sommet de ce cône est la courbe que M. P. Serbeï a nommée indicatrUx sphérique de la courbe gauche et dont il a montré l'utilité ( Théorie nouvelle géométriqui; et mécanique des lignes à double courbure, p. -jb ; 1860).
droites menées d'un point fisc parallèlement aux genéralrices de la surface réglée.
Lorsqu'il s'agit d'une surface développable, à une génératrice G correspond sur le cône directeur une génératrice Sg qui lui esl parallèle, et le plan tangent à la surface développable le long de G est parallèle au plan langent au cône le long de sg; le cône directeur de la surface développable peut donc être considéré comme l'enveloppe des plans menés du point s parallèlement aux plans tangents de la surface développable.
Dans le cas d'une surface gauche, à une génératrice G correspond sur le cône une génératrice sg; le plan langent au cône le long de j^ est parallèle au plan tangent à la surface ganclie au point qui est à l'infini sur G, puisque le plan tangent au point qui est à l'infini sur G est parallèle à la génératrice de la surface gauche qui est infiniment voisine de G.
On voit alors que, dans le cas d'une surface développable, si d'un point de l'espace on mène des plans parallèles aux plans tangents de cette surface, on a une enveloppe.
Dans le cas d'une surface gauche, en menant d'un point de l'espace des plans parallèles aus plans tangents de la surface, il n'y u pas d'enveloppe.
Surfaces développables. — C étant une courbe gauche, menons des tangentes à cette courbe et considérons la surface développable formée par ces droites. Le plan tangent à cette surface le long de la génératrice G est le plan mené par cette droite parallèlement à la génératrice infiniment voisine G'; mais ce plan n'est autre que le plan osculateur de G pour le point a où G louche cette courbe ; on voit donc que les plans tangents de la surface développable ne sont autres que les plans osculateurs de la courbegauche, etl'onvoîlaussique l'intersection dedeux plans osculateurs infiniment voisins est une tangente de la courbe gauche.
Il résulte de là \in moyen graphique pour construire le plan osculateur d'une courbe gauche en un point de cette courbe.
Si l'on veut avoir au point a le plan osculateur de la courbe gauche C, on prend des tangentes à cette courbe gauche et les points où ces droites rencontrent un plan ausiliair-e (P); en réu-
(lissant ces points par un trait continn, on a la trace delà surface développable formée par les tangentes deC. On mène à cette courbe une tangente au point où elle est rencontrée par la génératrice de la surface développable qui passe par a : le plan déterminé par cette tangente et par cette génératrice est le plan tangent à la surface développable lien des tangentes à ta courbe gauche; c'est, comme nous venons de le voir, le plan osculateur de la courbe gaucbe au
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SURPACES DÉVELOPPABLES. —GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE (suite).
Section faite par un plan. — ArÉte de rebroussera en t. — Etude d'une nappe de la surface développable. — Rayon de courbure delà transformée d'une courbe. — Développement approiiraatif d'une portion de surface développable. — Géométrie cinématique. — Déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable. — Nombre des conditions qui assurent ce^ déplacements. — Déplacement infiniment petit d'une figure plane dans l'espace. — Déplacement d'une
SippLïMEST. — Courbei gauches et surfaces développableç. — Tliéori la ligne d'intersection de deux surfaces qui se coupent sous le mén
Section faite par an plan. — La section faite dans une surface développable par un plan a un point de rebroussement au point oà le plan sécant /-encontre la courbe gauche gui définit
la surface développable.
Prenons commclplans de projections leplan sccanl(S) (yî^. i4<5) et le plan oscillateur (O) de la courbe gauche au point a où (S) rencontre la courbe, Ces deux plans se coupent suivant la droite xy. La projection de la courbe gauche sur son plan osculateur (O) est la courbe C, en supposant que celte projection soit faite au moyen de droites parallèles au plan sécant (S) et perpendiculaires à xy. La projection C de la courbe gauche sur le plan (S), étant faite
au moyen de droites parallèles à la tangente au point a, a un point de rebroiissement eo «; la tangente en ce point est xy.
On a les protections d'un point de !a courbe gauche en abaissant d'un point m' de C iine perpendiculaire in'p s\ir xy et en menant par le point p une parallèle à la tangente «ï; cette parallèle rencontre la courbe C au point m, qui correspond à m'. La tangente à la courbe gaiielie, au point de l'espace dont les projections sont m et m', se projette suivant les tangentes en ces points aux projections C et C Pour avoir le point où cette tangente rencontre le plan (S), élevons une perpendiculaire à xy aii point où la tangente mq coupe cette droite ; cette perpendiculaire rencontre la tangente en m' au point ^'; le point ^' est la trace sur le pian (S) de la tangente à la courbe gauche au point {m', m). Le point a étant un point ordinaire sur la courbe donnée, les points tels que q sont toujours d'un même côté du point a sur la droite xy, et, par suite, la perpendiculaire qq' est tout entière sur l'une des régions de (S) située d'un même côté par rapport à la perpendiciilaire élevée du point a sur xy.
Quant aux points tels que q\ ils sont de part et d'autre de xy, puisque la courbe C présente un point de rebroussement.
On voit déjà que ta courbe trace de la surface développable est située de part et d'autre de xy et d'un même côté par rapport à la perpendiculaire menée du point a à celte droite.
La tangente au point ^' à la trace de la surface développable s'obtient en prenant la trace sur le plan (S) du plan oscuiateur de la courbe donnée en (m', m). En appliquant toujours cette même construction, pour avoir la tangente au point a à la trace de la surface développable, on obtient en ce point la ligne xy qui est l'intersection du plan sécant et du plan oscillateur en a. La courbe partant de q' arrive donc tan gen lie lie ment à xy au point a, et, comme elle est de part et d'autre du point a, elle présente en ce point un point de rebroussement (').
Dans le cas particulier où le plan sécant est mené par une génératrice de la surface développable, la section faite par ce plan ne présente pas de rebroussement et a pour tangente la génératrice de
n chef des ponts et cliatissiîe.
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la surface qui est l'intersection du plan sécant et du plan osciilaleur de la cmirbe.
Arête de rebroua sèment. — La courbe gaiiehe qui définîila surface développabie est donc, d'après ce que nous venons de démontrer, le lieu des points de rebrou sseiuent des sections planes de la surface développabie ; c'est pour cette raison que l'on donne à cette courbe le nom d'a/'ête de rebroussement. La projection de l'arête de rebroussement forme le contour apparent de la surface développabie.
On peut considérer la surface développabie comme formée de deux nappes tangentes entre elles le long de l'arête de rebroussement; l'une des nappes est engendrée par les portions des tangentes à l'arête derebroussementpartantdes points de cette courbe et se divig^eant toutes dans le même sens.
Étude d'une nappe de la surface développabie. — Prenons des points sur la courbe donnée, arête de rebroussement de la surface développabie. Menons les plans tangents en ces points à la surface développabie; ces plans successifs forment une surface polyédrale. Les propriétés de ce polyèdre, qui ne dépendent ni du nombre ni de la grandeur de ses faces, peuvent s'étendre à la surface développabie vers laquelle on tend en augmentant infiniment le nombre des points pris sur la courbe donnée.
On peut appliquer ce polyèdre sur un plan, en faisant tourner successivement ses faces autour des arêtes. Lorsqu'on augmente infiniment le nombre des points pris sur la courbe donnée, ce polyèdre tend vers la surface développabie, et le développement du polyèdre se rapproche infiniment d'un développement qui est celui de la surface développabie. C'est cette propriété de la surface développabie de pouvoir se développer sur un plan qui lui a fait donner le nom de surface déeeloppable .
Prenons sur le polyèdre un polygone quelconque ; après le développement du polyèdre, le périmètre de ce polygone n'a pas changé. Cette propriété conduit, pour la surface développabie, h celle-ci : Lorsqu'on développe une surface développabie, un arc d'une courbe tracée sur cette surface et l'arc correspondant de la transformée de cette courbe ont la même longueur.
Si, sur le polyèdre, à partir d'un point, on mène deux droites.
côtés de polygones tracés sur le polyèdre, l'angle compris entre ces droites reste le même après le développement du polyèdre. Cette propriété conduit à celle-ci : L'angle que deux courbes tracées sur une surface développable comprennent entre elles et l'angle que font entre elles les transformées de ces deux courbes après le développement de (a surface développable sont égaux entre eux.
On peut tracer sur une surface développable une courbe qui rencontre à angle droit les génératrices de cette surface; celte courbe, qu'on appelle déçeloppante de l'arête de rebroussement de la surface développable, se transforme, d'après ee qui précède, en nne trajectoire orthogonale des tangentes de la transformée de l'arête de rebroussement après le développement de la surface développable, et par conséquent devient une développante de cette transformée de l'arête de rebroussement.
Rayon de courbara de la transformée d'une courbe. — Clierclions la relation qui existe entre le rayon de courbure d'une courbe tracée sur une surface développable et le rayon de courbure de la transformée de cette courbe après le développement de la surface.
Prenons {fig. 147) pour plan de projection, que nous supposons de front, le plan tangent à la surface développable le long de la génératrice ga qui contient le point a de la courbe C tracée sur la surface. Projetons le point m en m', ainsi que les différents points de la courbe C; nous obtenons la projection am' ou P. Développons la surface développable sur le plan tangent le long de ag. Le point m, supposé infiniment voisin du point a, décrit un arc mm, infiniment petit et vient, dans ce plan tangent, sur la
perpendiculaire à ag menée du point m', à une distanee du point m infiniment petite du troisième ordre, La courbe am se transforme ainsi suivant la courbe am, ou T.
On a maintenant trois courbes : la courbe donnée C, la projection de cette courbe P sur le plan tangent, et la transformée T de la courbe d. Les courbes T et P sont osculatrices au point a, puisque les points m' et trii de ces deux courbes, infiniment voisins du point a, sont distants l'un de l'autre d'une longueur qui est infiniment petite du troisième ordre.
Cberchons alors la relation qui existe entre le rayon de courbure f de la courbe C en a et le rayon de courbure R de la courbe P au même point a. Pour cela, abaissons du point m' la perpendiculaire m't sur la tangente at à ces deux courbes ; mt est alors aussi perpendiculaire à cette tangente, puisque mm! a été mené perpendiculairement au plan de projection, qui est tangent à la surface développable le long de ag et qui est supposé de front. La droite m' t est dans ce plan tangent à la surface développable; la droite mî est dans le plan osculateur de la courbe C; l'angle 6 de ces droites est donc l'angle que le plan oscillateur de la courbe G en o fait avec le plan tangent à la surface développable en ce point. Le
rayon de courbure p de G est égal à — y, le rayon de courbure R
de Sa courbe P est égal à - - , ■; on a alors
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d'où
Ainsi, le rayon de courbure R de la ti-anuformée d'une courbe est égal au rayon de courbure de cette courbe divisé
par le cosinus de l'angle que le plan osculatew de la courbe fait avec le plan tangent de la surface développable.
Pour construire ce rayon de courbure R, menons l'axe de courbure aa' de la courbe donnée; cette droite rencontre en un certain point a' le plan tangent suivant ag à la surface développable : le segment aa! est égal au rayon de courbure R de la transformée de la courbe sur ce plan langent. En effet, cette droite fait avec le plan osculaleiir l'angle 6; la projection de cette droite sur le plan osculateur est le rayon de courbure aa de la courbe C. On a alors
Lorsque le plan osculateur de la courbe tracée sur la surface développable est perpendiculaire au plan tangent, l'axe de courbure de la courbe rencontre ce plan tangent à l'infini, et, par suite, le rayon de courbure de la transformée est infini. Cette transformée présente un point d'inflexion.
Lorsque le plan osculateur de la courbe se confond avec le plan tangent à la surface développable, c'est-à-dire lorsque 6 est nul, R est égal à p : c'est ce qui a lieu pour les points de l'arête de rebroussement de la surface développable. Ainsi, lorsque l'on développe une surface développable, la transformée de l'arête de rebroussement est une courbe dont les rayons de courbure sont respectivement égaux aux rayons de courbure de l'arête de rebroussement.
Dans le cas particulier où l'arête de rebroussement est une hélice, on voit que la transformée de cette courbe, après le développement de la surface développable formée par ses tangentes, est une circonférence de cercle.
Développement approximatif d'une portion de surface développable. — Si l'on veut eil'ecUier le développement d'une portion de surlace développable limitée à deux courbes, on opère approximativement. On prend des points sur l'une des courbes et on les réunit en formant un contour polygonal; on trace les génératrices qui passent par ces points et l'on prolonge ces droites jusqu'à l'autre courbe; on réunit les extrémités de ces droites en formant un autre contour polygonal. On obtient ainsi une série de quadrilatères que l'on dé-
compose en tnang-les au moyen de diaf^onales ; on construit ensuite sur lin même plan des triangles égaux à ces triangles, et l'on a le développement approximatif de la portion de surface développable comprise entre les deux, courLcs.
r.ÉOMf.TIllE CINÉMATIQUE
Déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariaJile. Nombre des conditions qui assurent ces déplacements. — Nous allons suivre une marche analogue à celle que nous avons adoptée pour les courbes planes. Après avoir considéré ces courbes d'une façon générale, nous avons pris en particulier les lignes décrites pendant le déplacement d'une figure sur un plan; de même, après avoir parlé des courbes gauches et des surfaces d'une façon générale, nous allons considérer les lignes décrites oti les surfaces engendrées pendant les déplacements dans l'espace d'une figure de forme invariable.
Commençons par déterminer le nombre de conditions auxquelles peut être assujettie une figure de l'espace que l'on déplace. Trois conditions fixent laposition d'unpoint dans l'espace et assurent son imi7Zoi(7i>e. Retranchons une condition, conservons-en alors deux, le point n'est plus immobile; il peut se déplacer et il décrit une ligne trajectoire. Retranchons encore une condition, le point, à partir de la position qu'il occupe, peut se déplacer dans une infinité de directions; toutes les lignes trajectoires ainsi décrites appartiennent à une surface que j'appelle la surface trajectoire du point {').
Cherchons maintenant combien il faut de conditions pour assurer l'immobilité de tous les points d'une droite. Le point a d'une droite D étant immobile, le point b de cette droite ne peut se déplacer que sur une sphère dont le centre est au point a. Tandis qu'il faut trois conditions pour assurer l'immobilité du point a, il
(') Voir mon Étude sur le déplacement d'u (Recueil des Mémoires des Savants étrangers, Folytechnigm, XLIIi° Cîihîei-),
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n'en faut plus que deux pour assurer l'immobilité du point 6, puisque ce point est déjà assujetti à une condition, celle de se trouver sur une sphère déterminée. En ajoutant le nombre trois, qui indique les conditions relatives au point a, au nombre deux, qui indique les conditions relatives au point b, on trouve qu'iY faut cinq conditions pour assurer l'immobilité du segment ab et, par suite, de tous les points de la droiCeU.
En retranchant une condition, on voit que quatre conditions permettent aux points d'une droite de se déplacer; ces points décrivent des lignes trajectoires.
En retranchant encore une condition, on voit que trois conditions permettent aux points de la droite de se déplacer; ces points engendrent des sur/aces trajectoires.
Ce que nous venons de dire est relailii aux points de la droiteD; mais, si nous ne nous occupons pas des points de la droite D, si nous prenons simplement cette droite comme figure géométrique, il faut une condition de moins pour assurer son immobilité que pour assurer l'immobilité de chacun de ses points; car, la droite D occupant tme certaine position, on peut la faire glisser sur ellemême sans modifier cette position, les points seuls changeant de place. 11 ne faut donc que quatre conditions pour assurer l'immobilité d'une droite indépendamment de ses points; c'est un résultat que l'on connaît, puisqu'on a vu, en Géométrie analytique, qu'il n'entre que quatre paramètres dans les équations d'une droite. Retranchant une condition, on trouve que trois conditions permettent à ta droite de se déplacer; elle engendre alors une surface réglée.
Reprenons la droite D et les points de cette droite; imaginons un plan passant par D. Les points de la droite D étant immobiles, le plan ne peut que tourner de D; pour assurer son immobilité, il faut ajouter une condition à celles qui assurent l'immobilité des pointa de D, et l'on trouve ainsi qu'il faut six conditions pour assurer l'immobilité d'un plan; or, comme l'immobilité d'un plan d'une figure de grandeur invariable entraîne celle de la figure tout entière, on conclut <y^' il faut six conditions pour assurer l'immobilité d^une figure dans l'espace. Ce nombre six, on le retrouve lorsqu'on cherche les équations d'équilibre d'un corps solide : il y a six équations d'équilibre.
Retranchant une condition, on voit que cinq conditions permettent à une figure de l'espace de se déplacer; les points décrivent alors des lignes trajectoires. Une condition de moins, et les points de la iîgure se déplacent sur des surfaces. Ainsi, quatre conditions permettent aune figure de r espace de se déplacer d' une infinité de manières à partir de la position qu'elle occupe; les points décrivent alors leurs surfaces trajectoires.
Indépendamment des questions relatives au déplacement, ce que nous venons de dire peut être utile lorsque l'on veut chercher le nombre des conditions qu'il faut donner pour déterminer une figure dans l'espace, connaissant le nombre des paramètres qui suffisent pour déterminer sa forme. II faut, par exemple, connaître les trois axes d'un ellipsoïde pour avoir la forme de celte surface. En ajoutant à ce nombre trois le nombre six relatif à la position, on retrouve bien qu'il faut /lew/ conditions pour déterminer un ellipsoïde de forme et de position.
Quant aux déplacements, les nombres que nous venons de déterminer permettent de savoir si le lieu d'un point mobile est une ligne ou une surface.
Si, par exemple, im ellipsoïde de grandeur invariable est assujetti à rester tangent à cinq ellipsoïdes, il est alors assujetti à cinq conditions, et, d'après ce que nous venons de dire, on peut le déplacer; chacun des points invariablement liés à cet ellipsoïde décrit alors une ligne trajectoire.
Si les quatre sommets d'un tétraèdre de grandeur Invariable sont assujettis à rester sur quatre surfaces données, un point quelconque, invariablement lié au tétraèdre, et entraîné pendant le déplacement de ce tétraèdre, engendre une surface, puisque nous ne donnons que quatre conditions pour définir le déplacement de la figure.
Déplacement infiniment petit d'une figure plane dans l'espace (' ) . — Commençons par le déplacement infiniment petit d'une figure plane.
( ' ) C'est à Chasler que l'on doit les fondements de lu théorie q ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, p. i aussi mon Etude sur le déplacement {loc. cit.).
Le plan (P) {fig- 1 48) contient une figure. Après un déplacemenl infiniment petit, il vient en (P, ), et la figure qu'il contient prend sur ce plan (P)) une certaine position.
Faisons tourner le plan (P)) autour de la droite d'intersection C des plans (P) et (P|), la figure qu'il contient prend sur (P) une nouvelle position. Nous pouvons amener cette figure à coïncider avec la première position qu'elle occupait d'abord sur (F) en la faisant tourner autour d'un centre instantané/. On voit ainsi qu'on peut décomposer le mouvement de la figure plane en deux rotations, l'une autour d'une droite perpendiculaire à (P) menée du
point/: un point «'de celte figure vient alors en «'; l'autre autour de la droite C, intersection des plans (P) et (P,) : le points' vient maintenant prendre la position rt, que doit avoir le point a mt{P,).
Le plan a, aa' est perpendiculaire au plan (P), et, comme a/eit normale à la trajectoire aa', on voit que af est aussi normale à la trajectoire aa,. On peut dire que a/ est la trace sur le plan (P) du plan mené par le point a normalement à la trajectoire aa, de ce point, et, comme le point a est arbitraire sur le plan (P), on peut dire que ;
Les plans normaux aux trajectoires de tous les points du plan {V) passent par lepoint f.
Le point/reçoit, pour cette raison, le nom de/ojerduplan{P). On voit qu'il jouit delà propriété d'être le seul point du plan (P) dont la trajectoire soit normale à ce plan (P), puisque son déplacement est une rotation infiniment petite autour de la droite C seulement (').
X pli.ns d'une Ilg.
■s plans et qu'au)
Quand un p!an se déplace d'une façon continue, dans chacune de ses positions il a, en général, un nouveau foyer; la courbe qui réunit tous ces points n'est pas une trajecloire orthogonale dit plan mobile. Chacun des foyers jouit seulement de cette propriété : si on le considère comme marqué sur le plan mobile, son déplacement infiniment petit est normal à ce plan.
La droite C, intersection de (P) et de (i't), porte le nom de caractéristique; c'est, en effet, la droite de contact du plan{P) et de la surface développable que ce plan enveloppe pendant son déplacement continu, puisque cette droite est l'intersection du plan (P) avec ce plan dans sa position infiniment voisine. Les points de cette droite jouissent de la propriété de se déplacer sur le plan (P) lui-même pour un déplacement infiniment petit de ce plan (P), puisqu'ils tournent seulement autour de la perpendiculaire à (P) en / : leurs rotations autour de la droite C ne changeant pas leurs positions.
Si une droite D du plan (P) est entraînée pendant le déplacement de ce plan, elle engendre une sur/ace réglée (D); la perpendiculaire /n abaissée du foyer f du plan (P) sur la droite D est normale à la surface réglée (D), car la droite _/« est perpendiculaire à D, et, en outre, elle est normale à la trajectoire décrite par le point n; elle est donc normale à deux lignes tracées sur la surface (D) à partir du point n; donc elle est normale à cette surface.
La réciproque de cette propriété est évidemment vraie.
Déplacement d'une droite, — Prenons la droite d'intersection D de deux plans (P) et (F). Le plan normal à la trajectoire du point a de cette droite passe par le foyer /du plan (P); il passe aussi par le foyer/' du plan (P'); il contient donc la droite/'/. Gela est vrai pour un point quelconque de D ; on voit donc que :
Les plans normaux aux trajectoires des points d'une droite se coupent suivant une même droite.
plana normaus aus trajectoires de ces points, on obtient un mode de consti uction de figures corrélatifes doot M. L, CBKHOsi a fait une élégante application dans son Mémoire Le figure recîpi-oche netla Statica grafica, publié d'abocd à Milan, en 187a, et depuia traduit en français par M. le capitaine Bossut ( Gauthier-Villars,
Nous sommes déjà arrivés à cette propriélé (p. i6o) et nous avons vu, en outre, que cette droite est l'axe instantané de rotation à l'aide duquel on obtient le déplacement infiniment petit de la droite D.
La connaissance des trajectoires de deux points d'une droite suffit pour déterminer cet axe de rotation. Si le point a décrit la courbe (a), si le point b décrit la courbe {&), en menant par les points a et 6 des plans respectivement normaux aux trajectoires de ces deux points et prenant leur droite d'intersection, on a l'axe A autour duquel il faut faire tourner le segment ab pour faire décrire à chacim des points a et 6 les éléments des courbes (a) et (6).
Si le segment ab, pour une de ses positions, est normal à la trajectoire du point a, le plan normal en n à cette trajectoire contient le segment ab; il coupe alors le plan normal en 6 à la trajectoire (b) suivant une droite A qui passe par le point b. Le déplacement de ab est donc, dans ce cas, une rotation infiniment petite autour de A, qui fait décrire aux points de la droite ab des éléments dans un même plan, à l'exception du point b, qui reste dans la même position. Cela veut dire que, pour un déplacement infiniment petit du premier ordre du point a, le déplacement du point b est infiniment petit d'ordre supérieur au premier.
Si la droite ab, dans l'une de ses positions, est normale en n et 6 aux trajectoires de ces points et si les tangentes en a et b k ces trajectoires sont dans le même plan, les plans normaux en n et t sont confondus; la droite A est une certaine droite de ce plan normal à la fois aux trajectoires des points a et b, et le déplacement autour de celte droite est une rotation qui fait décrire aux points de ab des éléments normaux à ab et situés dans le même plan.
Enfin, si le segment ab, dans l'une de ses positions, est normal aux trajectoires des points « et i et si les tangentes en ces points à ces trajectoires ne sont pas dans le même plan, la droite A est confondue avec ab, et le déplacement de ce segment ab ne peut plus être obtenu par une rotation. Les points de ce segment décrivent des éléments normaux à aè-, car, si l'un d'eux, m, ne décrivait pas un élément normal à ab, nous nous trouverions dans le premier cas examiné et nous aurions un axe de rotation passant par ce point ?n. En vertu de cet axe de rotation, tous les points du
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segment ah décriraient des éléments normaux à ab dans un même plan; or, par hypothèse, les éléments décrits par les points a et h ne sont pas dans un même plan; on ne peut donc pas admettre que le point m ne décrive pas un élément normal à ab. On voit alors que le segment ab est tel qu'il est normal aux trajectoires de tous ses points, et, d'après tout ce que nous venons de dire, on peut conclure que :
Lorsqu'une droite se déplace normalement à la trajectoire (Vun de ses points, elle est, en général, normale aux trajectoires de tous ses points.
SUPPLÉMENT A LA DIX-SEPTIÈME LEÇON
Courbes gauches et surfaces développ ailes. — L'enveloppe des plans normaux à une Courbe gauche C est une surface développable que Monge {') a nommée sur jace polaire de C. Les génératrices de cette surface polaire sont les a\es de courhure de C. L'ase de courbure de C, relatif au point a de cette courbe, touche l'arête de rebrousseœent de la surface polaire en un point qui est le centre d'une sphère qui a, avec C, quatre points infiniment voisins confondus en a, comme il est facile de le voir en prenant d'abord quatre points de C à distances finies les uns des autres. Cette sphère est appelée sphère osculatrice deC.
Le plan mené par la tangente en « à C, perpendiculairement au plan osculateur de cette courbe en ce point, est appelé plan rectifiant (=) de C.
L'enveloppe des plans rectifiants de C est la surface rectifiante de cette courbe. Les génératrices de cette surface développable sont les droites rectifiantes de C. Après le développement de la surface rectifiante de C, cette courbe est transformée suivant une droite.
Relativement à la surface développable formée par les tangentes à C, les plans rectifiants de cette courbe sont des plans normaux menés par les génératrices de cette surface. La droite rectifiante est l'intersection de deux de ces plans normaux infiniment voisins; aussi je
(') Recueil des Savants étrangers, t. X, p. 5ii; 1875.
{') LiNCBET, Mémoire sur les courbes à double courbure, même Recueil, t. I, i8o5. Mémoires sur les développoides, mime Recueil, t. II, iSei.
i cette dioUele nom d'axe de courbure de la surface dévelop-
pable.
Les axes de courbure de cette surface dévelojipable sont aussi les axes de courbure des trajectoires orthogonales des génératrices de cette surface, ce qui fait que les points de l'arête de rebroussement de la surface rectifianle de C sont les centres des sphères osculatrices de ces trajectoires.
Théorème relatif à l'intersection de deux surfaces qui s& coupent sons le même angle. — Soient (Jlg. i/^y) deuN; surfaces (M) et (IV) qui se
coupent suivant la courbe («) et toujours sous le même angle aux, différents points de cette courbe.
Prenons un arc infiniment petit aot sur ( a), et menons, à partir de a et a,, les normales aux surfaces (M) et (N),
Les normales issues de a sont am et an ; celles qui sont issues de a, sont a,m, et ai«i.
On a l'angle man, qui est égal à l'angle mja,n,. On peut amener ces angles en coïncidence au moyen de deux rotations : l'une, qui amène en coïncidence les plans de ces angles, a lieu autour de la caractéristique du plan man; l'autre a Heu autour d'une perpendiculaire à ce plan issue de son foyer.
La caractéristique du plan mfl«, qui reste normal à (a) pendant son déplacement, est l'axe de courbure C de cette courbe. La perpendiculaire au plan man issue de son foyer est tangente en « à («).
En tournant autour de C, a vient en «, et l'angle man vieuL en ma,n; puis cet angle tourne autour de a, et vient coïncider avec l'angle nî,a,rt|.
Il résulte de là que l'angle mja,m est égal à l'angle n^a^n, et, comme a<i, est normal au plan de l'angle mobile, ces angles mesurent les angles des normales a, m,, a^n^ avec les plans mna, et naa-^.
Ainsi, lorsque a déerit aa,, la normale ain à (M) vient en a,mi,
qui fait avec Le plan maa^, normal à (M), un angle (') égal à l'angle que a,ni/ait avec le plan naa, qui est normal à (N).
Il est important de remarquer que, tandis que a, m, esi extérieur au dièdre dont les faces sont maa„ naa„ la normale a, «i est à l'intérieur de ce dièdre. Si «, jh, avait été à l'intérieur, a^ «, aurait été à l'extérieur.
(') Angle de torsion géodésique, àoat]a considération est d (Journal de Mathématiques, i" série, t. IX, p. i33; iS^i).
LEÇON D'OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE
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Variation de longueur d'un segment de droit m h I — Th renie do Malus ei de Dupin, — Coiistniction de la normale à la u t p i rc. — Surface di l'onde. — Points singuliers. — Plans tang n ng 1
StppLÉHENT. — Construction de la normale à la surface podaire. — Surface de l'onde : autres délinitions. — Détermination de la normale à la surface de l'onde. — Noms des auteurs qui ont traité de la surface de l'onde.
Nous allons consacrer cette Leçon à des applications des propriétés déjà démontrées relativement au déplacement dans l'espace d'une figure de forme invariable. Ces applications ont un double objet ; d'abord, elles font bien comprendre les propriétés relatives au déplacement des figures; ensuite, elles donnent des résultats utiles en Optique.
Variation de longueur d'un segment de droite mobile. — ' Nous avons vu que, lorsqu'une droite se déplace sans rester dans le même plan, si elle est normale à la trajectoire d'un de ses points, elle est normale aux trajectoires de ses autres points. Il résulte de cette propriété le moyen de déterminer une expression de la variation de longueur d'un segment mobile de grandeur variable.
Le segment ab (Jîg. 1 5o) devient a, b, : quelle est la variation de longueur de «6? Menons à partir des points a et 6 les trajectoires ortbogonales des droites ab,a,b,; on peut confondre les
éléments de ces trajectoires avec les perpendiculaires abaissées des points a et b sur a, bi- On obtient ainsi, aux pieds de ces perpendiculaires, les points a et p, et, d'après le théorème que nous venons de rappeler, a^ est égal à ab. La variation de longueur du segment est donc la somme des segments «a,, ^b,, etl'on peut dire que la variation de longueur d'un segment de droite est égale à la somme algébrique des projections, sur la direction de ce segment, des chemins parcourus par ses extrémités (').
Si la variation de longueur du segment est réduite à la projection du chemin parcouru par l'une de ses extrémités seulement, l'autre extrémité se déplace normalement au segment mobile. C'est ce cas particulier dont nous allons faire usage pour démontrer la généi'alisation faite par Dupin (-) d'un théorème dû à Malus (') :
Théorème de Malus et de Dupin. — Des rayons lumineux sortent normalement d'une surface; ils rencontrent une surface et sont réfractés de façon qu'un rayon incident et le rayon réfracté correspondant soient dans un même plan normal à cette surface et qu'entre le sinus de l'angle d'incidence et le sinus de l'angle de réfraction il y ait un rapport constant ; après la réfraction, tous ces rayons sont encore normaux à une surface.
ab {Jig- i5i) est un rayon lumineux qui est normal à une surface (A); ce rayon rencontre en b une surface (B); après la réfraction, il est dirigé suivant bl; les droites ba, bl font avec la normale au point 6 à la surface (B) des angles i et /•, tels que
'k étant \\.n& constante.
Nous allons démontrer que les rayons, tels que bl^ sont à une même surface. Menons au point a le plan tangent à la
des lignes iiacées sur une sur/ace quelconque (Bullelin de l'Académie royale de Belgique, a' série, t. IX, n» 1}.
(') Applications de Géométrie et de Mécanique,- quatrième Mémoire.
(') Premier Mémoire sur l'Optique {Journal de l'École Polytechnique, XIV" CiHcr).
)IX-IIIlirièME LEÇON.
face (A), au point b le plan langent à la surface (B). Ces deux plans se coupent suivant une droite T, qui est alors perpendiculaire au plan du rayon incident, du rayon réfracté et de la normale à la surface (B). Par celte droite T menons un plan perpendiculaire au rayon réfraclé bl\ il rencontre ce rayon au point c. Les trois plans, qui se coupent suivant la droite T, étant respectivement perpendiculaires au rayon incident, au rayon réfracté et à la normale à (B), comprennent entre eus des angles égaux à i et /■; et,
comme les sinus des angles compris par ces plans sonl entre eux
ba comme T- ' on voit que
Si le rayon lumineux issu de la surface (A) pari d'un point infiniment voisin du point a, il rencontre la surface (B) en un point è( infiniment voisin de b. Joignons le point 6 au point b, ; celte droite coupe T au point t. Joignons le point ( aux points C et a; les droites îc, ta sont respectivement perpendiculaires au rayon réfracté et au rayon incident. En abaissant du point &, une perpendiculaire 6| p sur ab et une perpendiculaire 6, q sur bc, on a alors des droites respectivement parallèles à ta et te. Comme le rayon lumineux ab, quand on le déplace de façon à amener le point b au point 6), est tel que le point a décrive sur la surface (A) une trajectoire normale à ab, la variation de longueur de ce rayon est simplement bp. Nous allons faire voir qu'en même temps la variation
de longueur de bc n'est autre chose que bq, et alors le point c luimême se déplace sur une surface tEmgente en c au plan mené pai la droite T perpendiciilairem.eiit au rajon réfracté. De la relation (i) on tire
dba = 'i.dbc.
c'est-à-dire
rarialion de longaciir de ba est
longueui
c bc dan
LS le rapport constant 7..
On a
d'où
bp ba .
biTc'-'-
bp = ll/q.
Mais bp
dba; 01
i a alors
dba= \bq.
En rapprochant cette relation de la relation (2), on trouve qae bq est la variation de bc, et le point c se déplace alors normalement à bc. Gomme cela est vrai quelle que soit la direction de bb,, on conclut que le rayon réfracté est normal à une surface tangente en c au plan (T, c) (').
(1) Montrons que
, pour a.
rriver au théorème de Dupin, on doit •
^Boii- la loi des
sinus. Soient ab ur
L rayon .
incident et cb la dii-eclion du rayon
réfracté; nous
supposons que le pi
an de ce
s rayons est normal en È à (B), que 1
;es rayons sont
respectivement non
aiaux av
LU surfaces (A), (G), et que cela esi
constamment
Prenons le rayon
infiniment voisin de ab qui rencontre (B) ai
L point è„ pro-
Jetons 6, en/? suc ab. Le se.
imeal pb est la variation de longueur
. vient .n., ou «
pb OH d.ab b,b_ ab tb '
.le même
d.eb b,b cb ' tb'
On s donc
d.ab _ d.cb
d'où, co iutégrant,
cb
Tb = ™"^^-
[Voir Mémoire sur
la théorie des surfaces, par M. Behibisq (Jni
imal de Liou-
ville, 5- série, t. IX
J& SKCONDE PARTIE. — DIX-HUITIÈME LEÇON
Le théorème que nous venons de démontrer s'applique lorsqu'au lieu de réfraction on parle de réflexion, el lorsqu'au lieu d'une surface d'où partent normalement des rayons lumineux on a simplement un point lumineux.
Constmctionde la normale à la surface podaire. — S oianl a {Jig. i52) le point lumineus, ab un rajon lumineux, bn la normale à la surface réfléchissante. Prenons comme plan de la figure le plan abn; le rayon réfléchi est alors dans le plan de la figure, et il fait avec bn un angle égal à abn. La droite T de la figure précédente est maintenant projetée au point l, intersection de la tangente en Z* à (B) et de la perpendiculaire menée par le point a au rayon ab. Le
plan mené, par la droite projetée en (, perpendiculairement au rayon réfléchi est projeté suivant la perpendiculaire te abaissée du point t sur le rayon réfléchi. D'après ce que nous venons de démontrer, le heu des points, tels que c, est une surface (C) qui a pour normale la droite cb.
Gomme l'angle d'incidence et l'angle de réflexion sont égaux entre eux, la droite ac est perpendiculaire sur bt, et le point /> où elle rencontre cette droite est le milieu du segment ac. Le lieu [p~\ des points, tels que p, c'est-à-dire le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point fixe a sur les plans tangents à la surface (B) est alors une surface homothétique à la surface (C). On a donc la normale en /> à la surface [p], en menant une parallèle àcb.
La surface [/)] est ce que l'on appelle la surface podaire de (B) par rapport au point a. On voit que, pour construire en /j (a
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normale à la surface podaire, on doit mener une droite qui rencontre ab et qui fasse avec nple même angle que ah {').
Cette dernière construction va nous être utile pour l'étude d'une surface que l'on emploie en Optique : la sur/ace de l'onde lumineuse.
Surface de l'onde. — Prenons comme première définition de celle surface celle que l'on rencontre dans la théorie de la lumière.
On donne un ellipsoïde dont le centre est en o {fig- i53); on joint le point o à un point m de cet ellipsoïde. Dans le plan mené par om et par lanormale en /n à l'ellipsoïde (plan que nous prenons
pour plan do la figure), on élève une perpendiculaire à om, cl l'on
porte sur cette droite une longueur op =^ Par le point p on
mène un plan perpendiculaire à o/j : ce plan est tangent à la surface de l'onde.
Menons par om un plan perpendiculaire au plan omn ; il coupe le plan tangent en m à l'ellipsoïde suivant une droite tangente à la section qu'il détermine dans l'ellipsoïde et qui est perpendiculaire à om. On voit ainsi que le point m est un sommet de la section faite dans l'ellipsoïde par le plan diamétral mené par om perpendiculairement au plan de la figure; om est l'un des demi-axes de cette section, et ia longueur op est inversement proporlionnetle à la longueur de cet axe. On peut dire, d'après cela, que la surface
de l'onde est la surface dont les plans tangents sont menés parallèlement aux plans diamétraux d'un ellipsoïde et à des distances de ces plans inversement proportionnelles aux axes des sections faites dans l'ellipsoïde par ces plans diamétraux.
Proposons-nous de construire le point où le plan tangent à la surface de l'onde que nous venons de mener par le point p touche cette surface. Puisque ce plan tangent à la surface de l'onde a été mené perpendiculairement à op, le point p est le pied de la perpendiculaire abaissée du point o sur ce plan, et les points tels que p appartiennent à la surface podaire [p] de la surface de l'onde relative au point o.
Si nous savions construire la normale à cette surface podaire [/j], nous aurions le point de contact demandé en menant du point o une droite rencontrant la normale à [p] et faisant avec op un angle égal à l'angle que cette normale fait avec cette droite.
Cherchons la normale à la surface podaire [p]- Portons sur op une longueur omi égale à om; au point m de l'ellipsoïde correspond ainsi un point m,, et l'on peut dire qu'à l'eUipsoïde correspond une surface [ni|] lieu des points tels que m,.
On a
op X om = K«,
La surface podaire et la surface [mi ], ajant leurs points correspondants liés entre eux par cette dernière relation ('), jouissent à€ celle pvopTiélé: la sphère tangente en pà[p]eC gui contient m, est tangente en ce point à la surface [m,]. Mais les normales on m, el en p k cette sphère sont deux droites qui se rencontrent el qui sont également inclinées sur op; rapprochant alors ce résultat de ce qui a été dit précédemment, on voit que la normale au point n(, à la surface [m,] est parallèle à la droite que nous nous proposons de trouver et qui rencontre le plan tangent à la surface de l'onde au point de contact qu'il s'agit de construire.
Le problème est donc ramené à la constriicliou de la normale en m, à la surface [wi]-
(') La siLi'fiice [mj est la transformée de [p] |i Voir la N'oie au bas de la page 319.
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Joignons le point ?n, au point hî. Le triangle mom, est un triangle rectangle isoscèle de grandeur variable. Pour construire la normale à la surface sur laquelle reste le sommet m, , nous allons profiter des éléments de grandeur invariable qui existent dans ce triangle. Prenons l'angle omin, de gi-andeur invariable; cherchons le foyer du plan de cet angle que l'on déplace de façon que, m restant sur l'ellipsoïde, ce plan contienne toujours la normale en ce point à cette surface ; en outre, le côté om passe constamment par le centre o. Quand le point m se déplace sur l'ellipsoïde dans une direction arbitraire, le foyer de ce plan est sur la normale à la trajectoire du point m; donc il est un point de la normale mn à l'ellipsoïde. Comme le côté ojn passe toujours par le point o, le point de cette droite qui, après le déplacement inlîniment petit, vient au point o, décrit un élément dans la direction même de om ; la normale, dans le plan omn, à la trajectoire de ce point est alors 3a perpendiculaire élevée du point o à la droite ojn. Cette droite rencontre mn au point/, qui est le foyer cherché.
En appliquant une propriété démontrée dans la Leçon précédente, nous n'avons qu'à abaisser du point / une perpendiculaire sur le côté mm, pour avoir le point q où la surface engendrée par mm, est normale au plan ommt.
Prenons maintenant l'angle om,m de grandeur invariable. Le plaii de cet angle coïncide toujours avec le plan du premier angle omm, ; mais ces deux angles ne sont pas soumis au même déplacement, puisque le triangle omm, est variable. Cherchons le foyer relatif au déplacement du plan de l'angle o m, m. Lecôtéonii passant par le point o, le foyer cherché se trouve sur la perpendiculaire élevée au point o à la droite omi , c'est-à-dire sur mo ou sur son prolongement. Ce foyer se trouve aussi sur la normale à la surface engendrée par m, m, menée du point q où cette surface est normale au plan mobile. Le foyer se trouve donc au point/,, à la rencontre de Jq et de mo. La droite / m, est alors la normale à la trajectoire du point m, , et, comme le point /, ne dépend pas de la direction du chemin suivi, par m, la droite/ m, est normale à la trajectoire du point m, quelle que soit cette trajectoire; donc cette droite est normale à la surface [^i], sur laquelle se déplace le point m,.
Dans le triangle /^min^, l'angle m, om esl droir, l'angle/ qm
est droit; le point/ est donc le point de rencontre des hanteurs de ce triangle, et la droite/) m, est perpendiculaire sur mn. On voit ainsi que, pour avoir la normale à la surface [nîi], il suffit d'abaisser du point m, une perpendiculaire sur la normale m/i à l'ellipsoïde. En se reportant à ce que nous avons déjà dit, comme il faut mener du point o une parallèle à cette normale pour avoir le point de contact du plan tangent à la surface de l'onde, on voit qu'i7 suffit d'abaisser du point o une perpendiculaire sur la normale mn et que le point r où cette perpendiculaire rencontre le plan tangent à la surface de l'onde est le point de contact de ce plan.
Du point û abaissons la perpendiculaire ot sur le plan tangent à l'ellipsoïde. Les deux triangles opr, otm sont semblables; on a
Puisque ot X or est un produit constant, nous tirons de là une deuxième définition de la surface de l'onde en faisant correspondre le point r au plan tangent mt de l'ellipsoïde. On peut dire qu' o/i obtient le point r de la surface de l'onde en menant du point o une parallèle à la projection de om sur le plan tangent en m à l'ellipsoïde et en portant sur cette droite une longueur or inversement proportionnelle à la distance du point o à ce plan tangent.
On a ainsi une définition de la surface de l'onde qui donne les points de ce ttesurface correspondants au plan tangent de l'ellipsoïde, tandis que la première définition faisait correspondre les plans tangents de la surface de l'onde à des points de l'ellipsoïde.
En employant ces définitions, il est facile de se rendre compte de la forme de la surface de l'onde. Cette surface a les mêmes plans principaux que l'ellipsoïde, et l'on démontre aisément que sur un quelconque de ces plans principaux la trace de la surface de l' onde se compose d' un cercle et d'une conique homothétique à la conique trace de l'ellipsoïde sur ce plan principal. Dans le plan principal perpendiculaire à l'axe moyen de l'ellipsoïde, la circonférence et la conique, traces de la surface de l'onde, i trent en des points réels.
Soient ad {fig- 1 54) la conique et bb' la circonférence de cercle sur le plan des xz. Sur le plan des xy on a une circonférence de cercle qui passe par le point a et dont le rayon esl oa. Sur le plan des zy la circonférence de cercle a pour rayon oc' . Sur le plan des xy la conique a pour demi-axes ob' et oc, et sur le plan des yz elle a pour axes ob et oa'.
La surface de l'onde se compose de deux nappes : l'une, cxtc-
Points singuliers. — Aux points tels que ^, la surface de l'onde a une infinité de plans tangents dont l'enveloppe est une surface conique. C'est pourquoi le point g est appelé point conique. Nous allons montrer quVn un point conique de la sur/ace de l'onde l'enveloppe des plans tangents est une surface conique du second degré.
Prenons (Jig- i55} l'ellipsoïde et l'un des cylindres de révolution qu'on peut circonscrire à cette surface. Employons la deuxième définition de la surface de l'onde, celle qui détermine par points cette surface en faisant correspondre ses points aux plans tangents de l'ellipsoïde. Puisque les distances du point o aux plans tangents de l'ellipsoïde, qui sont des plans tangents à ce cylindre de révolution, sont égales, les distances du point o aux points de la surface de l'onde qui correspondent à tous ces plans tangents sont égales. Ainsi, à tous ces plans tangents correspondent sur la sur-
face <ie l'onde les deux seuls points g, g' qu'on obûent en menaot du point o une parallèle aux génératrices du cylindre et en portant à partir du point o une longiieur og ou og' égale à K.^ divisé parla distance du point o aux plans tangents du cylindre circonscrit.
Le point g ainsi déterminé est un point conique. Construisons le plan tangent à la surface de l'onde en g qui correspond au plan tangent en m. Menons un plan parallèle au plan de la courbe de contact E de l'ellipsoïde et du cylindre circonscrit. La trace du
plan gom sur ce plan est la droite sni' parallèle à oin. D'après ce qui précède, le plan tangent au point ^ à la surface de l'onde est parallèle au plan mené par sm! perpendiculairement à m'os, ou encore, le plan tangent à la surface de l'onde est perpendiciilaire à perpendiculaire abaissée du point o sur m' s. Lorsque m varie sur E, les plans tangents en ^ à la surface de 'onde sont toujours respectivement perpendiculaires aux perpendiculaires abaissées du point o sur les droites, qui partent du point s et sont tracées sur le plan parallèle au plan de E. L'ensemble de ces perpendiculaires forme un cône du second degré, et, comme ce cône est supplémentaire du cône formé par les plans tangents àla surface de l'onde, on voit que les plans tangents au point g à la surface de l'onde enveloppent une surjace conique du second degré.
Plans tangents singuliers, — Prenons l'ellipsoïde et l'une de ses
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sections circulaires C {^g- in6). Employons la première définition de la surface de l'onde; à un point m pris sur C correspond un plan (P) parallèle au plan de cette section circulaire, et ce plan est le même quel que soit le point pris sur C. On a donc là un plan (P) qui est tangent à la surface de l'onde en des points qui varient lorsqu'on prend différents points sur la section circulaire de l'ellipsoïde.
Cherchons le lieu des points de contact de (P) el de la smhicc
de l'onde. Pour avoir sur (P) le point de contact qui correspond à m, on doit abaisser du point o une perpendiculaire sur la normale en m à l'ellipsoïde et prendre la trace de cette droite sur le plan (P). Les normales à l'ellipsoïde, dontles pieds sont sur C, sont parallèles à un plan (Q) mené perpendiculairement au diamètre conjugué du plan de la circonférence G; en outre, elles rencontrent le diamètre perpendiculaire au plan de la section circulaire ; ces normales sont donc parallèles à toutes les droites que l'on peut tracer sur le plan (Q) à partir du point u, où ce diamètre perpendiculaire au plan de G rencontre (Q). Pour avoir les points de contact du plan (P), on doit donc abaisser du point o des perpendiculaires sur toutes les droites tracées sur le plan (Q) à partir du point u el prendre les traces de ces perpendiculaires sur (P).
Mais le lieu de ces droites est une surface conique dont les sections circulaires sont, les unes parallèles au plan (Q), les autres perpendiculaires à ou] la trace de cette surface conique sur le plan
tangent (P) à la surface de l'onde est alors une circonférence de cercle. Le plan (P) est donc tangent à la surface de l'onde suivant une circonférence de cercle.
A chacune des sections circulaires diamétrales de l'ellipsoïde correspondent ainsi deux plans tangents singuliers qui touchent la surface de l'onde suivant des circonférences de cercle. Ces plans tangents singuliers sont (_^^. 1 54) Perpendiculaires au plan a;o; et leurs traces sur ce plan sont les tangentes communes à la conique ac' et au cercle bb'.
Les points coniques, qui sont des points singuliers de la surface de l'onde, donnent lieu à ce qu'on appelle en Optique la réfraction conique, et les plans tangents singuliers, tels que (P), donnent lieu au phénomène que l'on désigne sous le nom de réfraction cylindrique.
SUPPLÉMEMT A LA DIX-HTJITIÈME LEÇON.
Construction de la normale à la surlace podaire. — Reprenons la
flg. l52.
Quelle que soit la position du point p sur la surface podaire, on a un angle droit, tel que apb, dont un côté passe parle point fixe «, dont l'autre côté est tangent à (B) et dont le plan est normal en 6 à celte surface.
Pour un déplacement infiniment petit de l'angle apb, satisfaisant toujours à ces conditions, on obtient le foyer de son plan en élevant du point a la perpendiculaire al à ap et en prenant le point l où cette droite rencontre la normale bn. Cette dernière droite est, en effet, dans le plan apb, la normale à la surface engendrée par le càtépb.
Le foyer du plan apb est donc le point /, pied de la perpendiculaire abaissée de a sur bn. La normale à la trajectoire du point p est alors pi; comme cela est vrai, quel que soit le déplacement de l'angle apb, la droite pi est la normale à la surface podaire [/>].
Les droites pi, ab, diagonales du rectangle apbl, sont également inclinées sur ab : on retrouve ainsi le résultat déjà obtenu page a56.
Surface de l'onde : autres définitions. — Du point o comme centre {fg. i53) décrivons une sphère de ravon K et prenons par rapport à
celle sphère la polaire réciproque (') de l'ellipsoïde [m] : nous obtenons un nouvel ellipsoïde (M). Cette surface est tangenie au plan polaire de m, plan qui esl perpendiculaire à om et qui est une dislance op' du point 0 égaie à op. La trace de ce plan polaire sur le plan delà ligure est/j'/''; elle rencontre oîau point /■', pôle du plan tangent fm. Ce point r' est le point de contact avec (M) du plan tangent /t'r'.
En faisant dériver la surface de l'onde [r] de l'ellipsoïde (M), on a cette troisième définition :
On Joint le centre o de l'ellipsoïde (M) au point r' de cette surface. Dans le plan mené par or' normalement à (M) en r', on élève à or' la perpendiculaire or et l'on porte sur cette droite le segment or égal à or'; le lieu des points r est une sur/ace de l'onde.
Il résulte de cette troisième définition que la surface [oîi] est aussi une surface de l'onde (^).
En faisant usage des trois définitions de la surface de l'onde, j'ai pu transformer des propriétés de l'ellipsoïde et arriver à des propriétés de la surface de l'onde. C'est ainsi qu'aux propriétés des diamètres conjugués de l'ellipsoïde correspondent des propriétés relatives aux diamètres de la surface de Tonde. Ces dernières propriétés sont remarquables, parce qu'elles s'interprètent en Optique (').
Voici une autre définition de la surface de l'onde ;
La sur/ace de l'onde est le lieu du sommet d'un angle droit dont les côtés sont respeclit^ement tangents à un ellipsoïde {ou à deux ellipsoïdes homofocaux) et dont le plan est normal à cette surface {ou à ces surfaces) en chacun des points de contact de cescâtés.
En déplaçant infiniment peu l'angle droit, on voit facilement que la normale à la surface de l'onde ainsi engendrée passe par le milieu de la corde de contact des côtés de cet angle (').
Détermination de la normale à la surface de l'onde, — Hcprcnons l'ellipsoïde (E), dont le centre est o (fig. i53); menons le rayon vec-
(') La théorie des polaires réciproques est due S Poucei.et, On trouve la théorie générale des polaires réciproques dans le Tome IV du Journal de Crelle.
La théorie des polaires a donné le premier eiemple de transformation d'une figure en figure corrélative.
{') Cette génération delà surface de l'onde esl due à Mac-Chiugu, qui a trouvé ausai que la normale à [m,] en m, est perpendiculaire à la normale en "i il l'ellipsoïde et rencontre cette droite.
(•) Nouvelles propriétés optiques déduites de l'étude géométrique de la surface de l'onde {Journal de Physique théorique et appliquée, t. V).
(') Voir mes Notes dans les Comptes rendus, séances des aG avril iSSa cl
teiif om et la normale N à (E) an point m. Faisons tourner le plan île ces deux, droites sur lui-même d'un angle droit autour du point o. Le j>oint m vient en ni, et la normale N vient en Nj, qui est alors perpendiculaire à N.
En répétant cette coDSlruction pour tous les points de (E), on obtient la surface de l'onde [/Ji,] : nous allons démontrer que N, est la normale au point m, à cette surface.
Traçons sur (E), à partir du point m, une courbe quelconque, et prenons cette courbe comme directrice d'une surface (N), lieu de normales à (E),
En répétant la construction précédente, les différentes génératrices <le cette surface conduisent à des droites, telles que N,, appartenant à une surface réglée que nous désignerons par (Ni).
Les droites N, Nj et la bissectrice oi de l'angle droit compris entre l'es droites déterminent une figure de forme invariable. Déplaçons cette figure de façon que la droite oi passe toujours par o et que N coïncide successivement avec les génératrices de (N), alors N, coïncide avec les génératrices de (Nj).
Pour un déplacement infiniment petit de cette ligure, son plan a pour foyer un certain point f de la perpendiculaire élevée du point o à la droite oi. Les pieds b et bi des perpendiculaires abaissées de ce foyer sur N et N, sont les points pour lesquels le plan (N,Ni) est normal à (N) et (Ni). 11 résulte de la construction de b et de 6, que l'angle bob^ est droit et que oèi=^oô; par suite, on a aussi è, m,=^èm.
Laissons le déplacement de cette figure et supposons maintenant que l'on déplace N, de façon que son pied m décrive la directrice de (N). Le point b, supposé marqué sur N, décrit alors «ne trajectoire normale à N, et, comme il se déplace dans le plan tangent en h à (N), plan qui est perpendiculaire au plan de la figure, il décrit un élément normal au plan de la figure.
Puisque obi est égal à ob, le point 6,, correspondant au point i, <lécrit aussi un élément perpendiculaire à N,. Mais, lorsque N décrit (N), bm reste de grandeur invariable; il en est alors de même de b^iriy, qui lui est égal : le point /h, décrit alors aussi un élément normal à Ni- Ceci est vrai quelle que soit la directrice de (N): doncN, est normal à tous les éléments décrits par m^ ; par suite, c'est la normale à la surface [wîi].
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DIX-NEUVIÈME LEÇON
UACCOTiDEMENT DES SURFACES BÈGLÉES(app. m gkom, ciném.)- GÉOMÉTRIE CUSÉMATIQUE (suite).
Déplacement infiniment petit d'une droite. — Paraboloide des normales. — Raccordement des surfaces réglées. — Géométrie cinématique. — Droites conjuguées. — Normales aux lignes décrites par les points d'une figare dont le déplacement est assujetti à cinq conditions. — Normales aux surfaces trajectoires des points d'une figure dont les déplacements sont asnujettis à quatre conditions.
Supplément. — Lieu des conjuguées d'une droite. — De la droitf Des pinceaux de droites. — Méthode des normales dans le cas i grandear invariable mobile dans l'espace. — Exemple relatif a d'nne figare mobile de grandeur variable.
Déplacement infiniment petit d'une droite, — Considérons {fig. i^j) inc surface réglée (D) et un point a d'une des génératrices D de
cette surface. A partir de a traçons sur (D) une courbe (a) qui ne rencontre pas à angle droit les génératrices. Si nous assujetlissonsî la génératrice D à venir coïncider successivement avec les génératrices de la surface (D), le point a décrivant la courbe que nous venons de tracer, le déplacement de cette génératrice D est bien défini. ï.c déplacement infiniment petit de cette droite, comme
nous l'avons démontré, peut élre obtenu au moyen d'une rotation infiniment petite autour d'une certaine droite A; les différents points de D, pendant cette rotation infiniment petite, décrivent des éléments pour venir se placer sur la g'énératrice D' infiniment voisine de D. Pour étudier ce qui est relatif aux plans tangents à la surface (D) aux différents points de celte droite, nous n'avons alors qu'à considérer les plans tangents à la surface engendrée par D qui tourne infiniment peu autour de la droite A.
Prenons comme plan de projection un plan parallèle aux droites D et A. Les normales à l'élément de surface engendré par D, qui tourne autour de A, se projettent suivant des perpendiculaires à D, el ces droites rencontrent la droite A. Au point a, la normale est aa', le point a' étant sur la droite A. Le plan tangent en a est le plan mené par D perpendiculairement à la normale aa'.
Lorsque le point a s'éloigne sur la droite D, la normale aa' tend à devenir parallèle au plan de projection, el, lorsque le point a est à l'infini, le plan tangent en ce point est le plan mené par D perpendiculairement au plan de projection.
Lorsque te point a vient au point c, qui se projette au point de rencontre des projections des deux droites D et A, la normale en c se projette en ce point de rencontre; le plaii tangent est alors un plan mené par D parallèlement au plan de projection. Ce plan est perpendiculaire au plan qui touche (D) à l'infini sur D; donc c'est le plan central, et alors le point de contact c est le point central sur la génératrice D.
On voit ainsi que le pied de la perpendiculaire commune à D e( A est, sur la droite D, le point central relatif à cette génératrice, et que le plan central est parallèle à A.
Pour deux points également éloignés du point central, on retrouve des plans tangents qui sont également inclinés sur le plan central.
Appelons p la plus courte distance de D et A, B l'angle que le plan tangent en a fait avec le plan central ou encore l'angle que hi normale aa' fait avec la normale en c. On a
««' = /. tangO; eu désîgTianl par t la dislancc ac, on a aussi ,.»'=nanï(D,i).
11 résulte de là
tai'g(D, 4)
Comparant celte valeurde langS à ia valeur tang;S ;= t> trouvée
précédemment (p. z'ào), on voit que /: est égal à ,_ .■ > c'est-
r \i. " ^ o tang(D, A)
à-dire que le paramètre de distribution des plans tangents
di {D), pour la génératrice D, est égal à lapins courte distance
entre D et A, divisée par la tangente de l'angle compris entre
ces deux droites.
Paraboloïde des normales. — - Les normales à (D) aux différents points de la droite D sont perpendiculaires à cette droite et rencontrent A ; ces normales sont donc parallèles à un plan perpendiculaire à D et rencontrent les deux droites D et A. Elles appartiennent alors à un paraboloïde hyperbolique, et l'on peut dire : Les normales à une surface réglée, dont les pieds sont les points d'une génératrice de cette surface, appartiennent à un paraboloïde hyperbolique.
On désigne ce paraboloïde sous te nom de paraboloïde des
Les plans directeurs de ce paraboloïde sont, l'un perpendiculaire à D, et l'autre parallèle aux droites D et A. Mais le plan central de la surface gauche pour la génératrice D est parallèle aux droites D et A; par conséquent, pour la génératrice D le paraboloïde des normales à la sur/ace gauche (D) « pour plans directeurs un plan perpendiculaire à D et le plan central relatif à cette génératrice.
Si D est une génératrice d'une surface développable, le paraboloïde des normales se décompose en deux plans. L'un de ces plans est le plan normal à la surface développable mené par D, l'autre est le plan perpendiculaire à D mené par le point où cette droite touche l'arête de rehroussement de la surface développable.
Reprenons la surface gauche (D). Un autre déplacement de D sur (D) se fait autour d'une autre droite A; mais cette nouvelle droite doit toujours conduire au même paraboloïde des normales : donc le lieu des droites telles que A est le paraboloïde des nor-
maies à {Ty) pour ia génératrice H. Les droites A sont les giSncratrices de ce paraboloïde qui ne sont pas perpendiculaires à D,
L'axe du paraboloïde des normales est parallèle à l'intersection des plans directeurs; il est alors parallèle à une droite perpendiculaire à D et parallèle an plan de projection. Le plan mené par D perpendiculairement à cette droite contient la normale an point c] donc ce plan est tangent au paraboloïde des normales au point c de la droite D. Nous avons vu que ce point c est le point central relatif à cette génératrice, et comme, d'après ce que nous venons de dire, c'est le point de contact d'un plan perpendiculaire à la direction de l'axe du paraboloïde des normales, nous pouvons ajouter que le point central sur D est le sommet du paraboloïde des normales relatif à cette génératrice.
De la relation l^= ^tangS on lire, en différentianl.
dl =
kd(\ ,, , di
dl est l'accroissement de ca quand le point (( se déplace sur D' et rf8 est l'angle dont tourne la normale ad; -^ est alors le paramètre de distribution des plans tangents au paraboloïde des normales pour la génératrice de ce paraboloïde, qui est ia normale an' ^ Si nous désignons par k\ ce paramètre de distribulion, on voil
Construisons le paramètre k\. Klevous i^fig- i^^), du poini central c, une perpendiculaire à D. Portons sur celte droite une longueur c-y égale à /■; la perpendiculaire y/» à -^a rencontre la perpendiculaire ap à D au point p ; le segment ap est égal à kx- Ou a, en effet,
cos/iac' ros' ec'rt cos^ fi
Lorsque 0 est nul, c'esl-à-dîre lorsque l'on considère la généra- Irice du paraboloïde des normales issue du point c, alors A-, = A-,
(>) Dan5 le Supplcinent de ceUe Leçon, noiis amverons géométriquement .
c'est-à-dire que le paramètre de dislributioii des plans tangenln au paraboloide des normales, pour la génératrice menée normalement à la sur/ace (D) àpartir du point central sur D, est égal au paramètre de distribution des plans tangents à la surface (Ji) pour la génératrice D,
Démontrons directement ce dernier résultat.
Pour la génératrice C du paraboloïde des normales, issue du point c, le plan central est le plan mené par cette droite et par D, et le point central est aussi le point c.
Appelons g le point où C rencontre A. Le plan tangent en g au paraboloïde des normales est le plan (C, i). Ce plan fait avec le plan central (D, C), relatif à C, l'angle (D, A), La distance gc n'est autre que/». Le paramètre de distribution /f, pour C, en vertu de
la formule taneQ = y' est alors f, . ,7 gui est égal à k. On a
° k tang(D, i) ^ °
donc /.■, ^^ k.
Raccordement des surfaces réglées. — Pour construire le paraboloïde des normales, on doit connaître trois de ses génératrices, c'est-à-dire trois normales à la surface réglée. Cela revient à dire que la connaissance de trois plans tangents à la surface réglée, pour trois points d'une génératrice, entraîne la connaissance de tous les plans tangents de la surface réglée pour cette génératrice, donc : sideux surfaces gauches ont une même génératrice et, pour trois points de cette génératrice commune, les mêmes plans tangents, elles auront les mêmes plans tangents pour tous les points de cette génératrice commune. On dit alors que ces deux surfaces gauches se raccordent le long de cette génératrice.
L'un des plans tangents communs à ces deux surfaces, qui oui une même génératrice, peut les toucher au point qui est à l'infini sur cette droite. Ce plan tangent est parallèle au plan tangent au cône directeur le long de la génératrice correspondant à celle des surfaces gauches. D'après cela, on peut dire : Lorsque deux surfaces gauches ont même cône directeur ou même plan directeur, elles se raccordent si elles ont, en deux points d'une génératrice commune, les mêmes plans tangents.
Reprenons une génératrice D d'une surface régiée (D) et supposons qu'en trois points cï, b, c de cette droite 1
plans tangents à la surface réglée. Dans chacun de ces plans et par les points a, b, e traçons une droite; l'hyperboloïde qui a ces trois droites pour directrices est de raccordement avec la surface gauclie, puisqu'il a les mêmes plans tangents que cette surface aux trois points «, b, e. Comme, par les points a, b, e, on peut tracer des droites quelconques dans les plans tangents en ces points, on voit que; le long dhme génératrice d'une sur/ace réglée, on peut construire une infinité d' hyperboloïdes de raccordement.
On peut remarquer que chacun de ces hyperboloïdes a son centre dans le plan tangent à (D) au point qui est à l'infmi sur D. Parmi tous ces hyperboloïdes, il y en a une infinité qui sont de révolution : ce sont ceux qui sont engendrés par D qui tourne autour d'une des droites, telles que i, c'est-à-dire autour d'une des génératrices du paraboloïde des normales à (D).
Par une droite donnée arbitrairement on peut faire passer un hyperboloïde de raccordement avec (D) le long de la génératrice D. On prend les traces de la droite donnée sur les points a, b, e et l'on joint respectivement ces traces à ces trois points ; on obtient ainsi les directrices de l'hjperboloïde de raccordement qui contient la droite donnée.
Par chacun des points a, 6, c, on peut mener parallèlement à un plan donné des droites sur les plans tangents en ces points ; ces trois droitesdéfinissenlun paraboloïde qui est de raccordement avec la surface réglée, et, comme le plan, parallèlement auquel on mène des droites par les points a, b, e, a une direction arbitraire, on voit que, le long d'une génératrice D, on peut construire une infinité de paraboloïdes de raccordement.
Si l'on fait tourner d'un angle droit autour de D l'un quelconque de ces paraboloïdes, on obtient un paraboloïde normal a la surface réglée en chacun des points de D. L'un de ces paraboloïdes normaux est le paraboloïde des normales : c'est celui qui a l'un de ses plans directeurs perpendiculaire à la génératrice D.
Ce que nous venons de dire constitue les propriétés relatives au raccordement des surfaces réglées; c'est, comme on peut le remarquer, une application immédiate de la propriété que nous avons démontrée : que tout déplacement infiniment petit d'une droite peut s'obtenir par une simple rotation.
Nous allons maintenant reprendre l'ctiide des propriétés relatives au déplacement d'une figure de forme invariable, et nous continuerons les applications à mesure que nous avancerons dans cette
GÈOMËTRIE CINÉMATIQUE.
Droites conjuguées. — Prenons une droite D (Jîg. i58), des plans (P), (Pi), (Pj) menés par cette droite et liés entre eux, constituant alors une figure de forme invariable. Nous avons déjà dit que, pour un déplacement infiniment petit de cette figure, le déplacement de la droite D peut s'obtenir par une rotation autour d'une
droite i, et que celle droite A contient les foyers de tous les plans menés par la droite D,
Supposons que i soit elle-même liée à la figure mobile. Pour un déplacement de cette figure, cette droite i est entraînée et son déplacement peut lui-même être obtenuau moyen d'une roiationautour d'une certaine droite : cette droite n'est autre que D, comme nous allons le voir.
Le foyer / du plan (P) est, d'après ce que nous savons, un point dont la trajectoire est normale au plan (P), ou, ce qui est exactement la même chose, le plan (P) est normal à iii trajectoire
GBOMÉTHIB CINKIIATIQUE. ajS
du point/. De même le plan (Pj) est normal à la trajectoire du point/,, et ainsi de suite. Les plans (P), (P|), (Pa) sont donc les plans normaux aux trajectoires des points de la droite i, et ils se coupent suivant la droite D, qui est alors l'axe instantané relatif à A, Ainsi la droite D est l'axe instantané relatif à la droite A.
Les droites D et A jouissent alors de cette propriété que, pendant le déplacement infiniment petit de la figure, l'une d'elles peut être considérée comme tournant autour de l'autre ; c'est pourquoi l'illustre géomètre, Chasles, les a appelées droites conjuguées {').
Une rotation infiniment petite de la figure mobile autour de D fait prendre à la droite A sa nouvelle position A, ; une autre rotation de la figure autour de A fait prendre à D la place que cette droite doit avoir. Le déplacement de A, , en vertu de cette dernière rotalion, est négligeable, puisque les points de celte droite décrivent des éléments infiniment petits du second ordre. Ces rotations autour deD et de A, qui amènent ces droites dans leurs nouvelles positions, amènent aussi la figure tout entière dans la position que celle-ci doit occuper.
Le déplacement de la figure mobile peut donc être obtenu' au moyen de deux rolalions, et, comme D est une droite arbitraire,
{') Propriétés géométriques du mouvement infiniment petit d'un corpssolide libre dans l'espace (Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 1843). Ce beau Mémoire renferme de nombreuses propriétés des droites conjnguées. CuABLEs avait déjà fait conoaftre ces propriétésdans un Mémoire intitulé i'/-o/îri'e(eï nouvelles de l'hyperboloïde à une nappe {Journal de Mathématiques de Liauiiîle, 1" série, t. IV; iSSg), Pluckeh a retrouvé ces propriétés en étudiant l'ensemble des droites auquel il a donné le nom de complexe linéab-e de rayons [On a new Géométrie ofSpace {Philosophical Transactions, vol. CLV; i865), et lu traduction de ce Mémoii'e {Jom-nal de Mathématiques de Liouville, s' série, t. XI); Neue Géométrie des Baumes, Leipîig, 188S]. Les travaux de Plcckeb ont été le point de départ de nombreuses reeUerches suc les complexes et les congruences de droites, duesàMM. Clkbsoh, Cmlet, Reïe, Cheusi, Zeutubx, F.Kleis, Dbjcht, Vcsa et H.ii.phes. A l'occasion de communications faites à l'Académie des Sciences par M. Stlvester (i5 avril et i3 mai iSût), Cdasles est revenu sur Jes propriétés des droites conjuguées dans son travail Sur les six droites qià peuvent être les directions de sia: forces en équilibre ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 3 juin (861). Pour cette dernière question, voir aussi SIùBius {k.-P.}, Ueber die Zusammensetswig unendlicli kleiner Drehungen {Jownal de Mathématiques de Crelle, t. XVIII, p. 18g; i838).
on a alors ce résultat : ie déplacement infiniment petit d'une figure mobile de grandeur invariable peut être obtenu d'une infinité de manières au moyen de deux rotations.
Pendant le déplacement de la fig^ure, les droites D et i sont telles, que l'une tourne autour de l'autre. Il résulte de là qu'aine droite G de la figure mobile, qui rencontre D et ^, jouit de la propriété d'être normale aux trajectoires de ses points, car le point a où G rencontre D, par exemple, ne fait que tourner autour de A, la rotation autour de D n'ajant pas d'influence sur le déplacement du point «; la trajectoire de ce point est donc normale à la droite G.
Normales aux lignes décrites par les points d'une figure dont le déplacement est assujetti à cinq conditions. — Prenons {fig' ' Sq) un point quelconque i de la ligure mobile. Menons, du point i, la normale à la trajectoire de ce point qui rencontre D. Cette droite est dans
Fig. i5g.
le plan (P), qui passe par le point (' et par la droite D; elle est la trace sur (P) du plan normal à la trajectoire du point /; elle passe donc par le fojer/dn plan (P), c'est-à-dire qu'elle rencontre la droite A conjuguée de D. Comme cela est vraij quel que soit le point i, on a la propriété suivante :
Pour une position quelconque d'une figure mobile de/orme invariable, les normales aux points entraînés qui s'appuient sur une droite D rencontrent la droite i, conjuguée de D,
On peut supposer que la droite D est à l'infini et donner cette droite au moyen d'un plan dont elle est la droite à l'infini. Le théorème précédent devient alors celui-ci :
Pour une position quelconque de la figure mobile, parmi les normales aux trajectoires des points entraînés, celles qui sont
parallèles à un mcme plan j-encoiitrent toutes une même droite, qui est la conjuguée de la droite à l'infini sur ce plan.
Nous verrons plus loin que la direction de cette droite est indépendante de la direction du plan donné.
Ces théorèmes sont relatifs à une figure mobile dont les points décrivent des lignes trajectoires, c'est-à-dire qu'ils concernent HOC ligure mobile doot le déplacement est assujetli à cinq conrli-
Normales aux surfaces trajectoires des points d'une figure dont les déplacements soat assujettis à quatre conditions. — Prenons maintenant une figure de forme invariable, assujettie simplement à 'quatre conditions (^). Les points de cette ligure décrivent alors des surfaces trajectoires. Cherchons la situation relative des normales aux surfaces trajectoires de tous les points de la figure.
Fig. z6o.
Supposons que quatre points de la figure «, b, c, e se déplacent sur quatre surfaces données {fig- i6o). On connaît, par exemple, pour une position de la figure mobile, les normales A, B, C, E, menées des points a, i, c, e aux surfaces sur lesquelles se déplacent
{') Pour le cas où le déplaccmeat de la ligure est assujetti â moins de cinq conditions, voirScHosËHAHa, Ueber die Construction von Normalen und Normal^ ebenengeivisser krummerFlacken und Linien (Journal de Borchardt,%' Cahier); SoîiOFï, Sur tes vitesses virtuelles d'une figure invariable, assujettie à des équor lions de condition quelconques de forme linéaire {Bulletin de l'Académie de Saint-Pétersbourg, t. IV; i8p); H*i.phes, Sur le déplacement d'un solide invariable {Bulletinde la Société mathématique de France, t. II, p. 56; 1873); RODEKT St.ihell Call, Tkc tkeory of screrus : a study in tke dynamics of a rigid body; Dublin, 1876, et mon Etude sur le déplacement, etc. {loc. cit.).
ces points. Il y a deux droites D, A réelles ou imaginaires, qui rencontrent ces quatre droites; il est facile de le voir : les trois droites A, B, C déterminent un hjperboloïde ; parmi les génératrices qui rencontrent A, B, C, si l'on prend celles qui passent par les points où cet hjperboloïde est rencontré par E, on a les droites qui s'appuient sur les quatre droites A, B, C, E.
Les droites D eî A sont conjuguées. — En effet, quel que soit le déplacement de la figure, la droite A est normale à la trajectoire du point a et elle s'appuie sur D; donc elle doit rencontrer la conjuguée de D, On peut répéter la même chose pour B, C, E, etl'on voit que la conjuguée de D doit rencontrer les quatre droites A, B, C, E; par conséquent, cette conjuguée est la droite A.
Prenons maintenant un point quelconque i de la figure mobile, et menons du point i une droite I qui rencontre D et A. Quel que soit le déplacement, la trajectoire du point lest normale à cette droite, d'après une remarque faite précédemment. Cette droite I, étant normale aux trajectoires qu'on peut faire décrire au point i à partir de sa position, est alors la normale à la surface trajecloire de ce point.
Ainsi, la normale à la surface trajectoire d'un point quelconque ie la figure est la droite issue de ce point et qui s'appuie sur D et ^; on peut dès lors énoncer cette propriété ;
Lorsqu'une figure de forme invariable se déplace de manière que quatre de ses points restent sur quatre sur/aces données, pour une position quelconque de cette figure, les normales aux surfaces trajectoires de tous ses points i-enconirent deux mêmes droites (').
Il est important de remarquer que, pendant qu'un point arbitraire de la figure mobile se déplace, à partir de sa position, d'une infinité de manières sur sa surface trajectoire, un point de D ou A ne décrit qu'un même élément de ligne, parce que le déplacement
( ' ) Voir : ScHosEaAss ( lûc. cil.) ; ce que j'ai publié dans mon Étude sui- le déplacement, etc. (loc, cil.) ; dans le Bulletin de V Association fi'ançaise pour l'avancement des Sciences (Congi'Ès de Lyon, 1873 ); dans le Becueil des Savants étrangers, t. XXII, et dans le Journal de Mathématiques de M. Besal, 3' série, t, I, p. 57; E. CoLLicsox, Traité de Mécanique, II" Partie : Statique, p. ai6; Geiser, Journal de Borchardt, 30" Cahier.)
infiniment petit d'un point d'une de ces droites est nnc simple rotation autour de l'autre.
Dans le cas du déplacement d'une figure plane sur son plan, on a vu que, pour une position de cette figure, les normales aux trajectoires de ses points passent par un même point, centre instantané de rotation; dans le cas de l'espace, au lieu de lignes trajectoires, on a des surfaces trajectoires, et les normales à ces surfaces trajectoires rencontrent les deux mêmes droites; ces deux droites sont les axes instantanés de rotations simultanées à l'aide desquelles on obtient tous les déplacements de la figure mobile (').
Si l'on prend une droite quelconque G de la figure mobile, les normales aux surfaces trajectoires des points de cette droite partent des points de G et s'appuient sur D et A; ces normales, rencontrant trois droites, appartiennent à l'hyperboloïde défini par ces trois droites. Ainsi, les normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite forment un hyperboloïde.
Parmi les génératrices de cet hyperboloïde, il y en a deux, réelles ou imaginaires, qui sont perpendiculaires à G. Les points/ et/', où ces génératrices rencontrent G, décrivent des surfaces trajectoires tangentes à G, et, pour tous les déplacements infiniment petits de la figure, la droite G, à partir de la position qu'elle occupe, décrit des éléments de surfaces qui sont tangents à ces surfaces trajectoires.
SUPPLÉMENT A LA DIX-NEUVIÈME LEÇOM
Lieu des conjuguées d'une droite. — Kous venoos de démontrer que les normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite mobile G forment un hyperboloïde. Ces droites sont normales aux lignes trajectoires décrites par les points de G pour un déplacement de G;
{') A ae &u\n, voir :l\\aM<:.avB^ Note sur la déformation des surfaces {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l'j, février 1870). Dans cette Note, M. RiB.iïcouR considère le cas ofi les droites D et i se rencontrent toujours. Il énonce alors celte belle proposition : Les lieum des points de rencontre des droitesBel idans l'espace et dans le corps sont deux: sur/aces applicables l'une sur l'autre, qui est l'analogue de la proposition relative au déplacement épicjcloïdal d'une figure plane sur son plan.
mirent donc la conjuguée de celte droite relatî
Cela est vrai pour tous les déplacemeots qu'on peut imprimer à G. On voit donc que /e lieu des conjuguées d'une droite, qui fait partie d'une /iffure de /orme invariable assujettie à quatre conditions, est un hyperboloïde qui contient G et les axes simultanés D, i.
Comme on l'a vu dans cette Leçon, lorsque G se déplace sur une surface réglée, le lieu des conjuguées de cette droite est le paraboloïde des normales à cette surface.
De la droite auxiliaire.— Prenons (yî^. i6i) une surface véglée (D) et le piiraijolûïde des normales à celte surface pour la génératrice D,
que nous supposons verticale. Projetons ce paraboioïde sur deu\ plans : l'un perpendiculaire à D en o, l'aulre vertical mené par cette droite.
Les normales à (D), issues des points de D et qui sont les génératrices du premier sjstème pour le paraboioïde des normales, se projettent horizontalement suivant des droites passant par o et verticalement suivant des perpendiculaires à D. L'une de ces normales se projette verticalement au point «, oh le plan vertical de projection est langent à (D). Les génératrices du paraboioïde du second système se projettent verticalement suivant des droites passant toutes par ce point n. Horizontalement, elles se projettent suivantdes droites parallèles à la trace horizontale du plan central de (D), puisque ce plan central est un plan directeur du paraboioïde et qu'il est perpendiculaire au plan horizontal de projection.
Par le point m menons une parallèle à cette trace du plan central; nous obtenons une droite A, qui est à la fois la projection horizontale et la projection verticale d'une génératrice du second système du paraboioïde des normales.
La normale en a à (û) est projetée verticalement suivantla perpendiculaire rta à D et horizontalement suivant oï.
La normale en n est perpendiculaire au plan vertical; la normale en o est confondue avec ow, c'est-à-dire que le plan vertical est tangent en « à (D) et normal en o à cette surface.
L'angle que le plan tangent en a à (D) fait avec le plan langent en o, étant égal à l'angle des normales en ces points, n'est autre que ico^. De même, les plans tangents en a et è comprennent entre
Connaissant les plans tangents en o, a et b, c'est-à-dire en trois points de D, il est aisé de construire la droite ^ au moyen de a et fl, qu'on détermine facilement.
La droite A étant parallèle à la trace horizontale du plan central, la normale à (D), menée du point central sur D, se projette horizontalement suivant la perpendiculaire o^ abaissée du point o sur i. En abaissant du point -f la perpendiculaire -fc sur D, on a la projection verticale de celte normale ; par suite, c esl le point central.
Dans le triangle coy, l'on a
oc ^cYtangcYO=r.cYl3ng/îo-,-, (1 Oti
et, comme poy est l'angle que le plan tangent en o fait avec le plan tangent en c, c'est-à-dire le plan central, on voit que c-[ est le paramètre de distribution k des plans tangents à (D) pour la génératrice D. '
Puisque A est à la fois la projection horizontale et la projection verticale d'une droite de l'espace, celle-ci est dans le plan bissecteur de l'un des dièdres formés par les plans de projection. Par suite, le point p est, sur la génératrice op du paraboloïde, le point de contact de ce paraboloïde et d'un plan tangent incliné à 45° sur le plan vertical de projection. Mais le plan vertical est le plan central relatif à ce paraboloïde pour op, puisque D est perpendiculaire commune à toutes les génératrices du premier système du paraboloïde; donc le point p est sur op, à une distance du point central o relatif à cette droite, égale au paramètre ^i pour cette génératrice.
On voit qu'on obtient op ou A, en portant, sur la perpendiculaire à D élevée du point central c, cy égal au paramètre k, et en élevant la perpendiculaire '^p à yo.
C'est la construction même à laquelle nous étions déjà arrivés (p. 271).
Nous disons que A esl la droite auxiliaire de (D) pour la génératrice D et relative au point o.
Pour wn aulre poim o,, on obtient la droite auxiliaire en prenant la perpendiculaire élevée du point f à Ja droite -fO).
Relativement au point central, la droite auxiliaire est parallèle àD.
Le point f est le point fixe que nous avons appelé point représentatif {^. 282) : c'est par ce point que passent toutes les droites auxiliaires pour D ; l'angle sous lequel on voit du point -( un segment ab de D est égal à l'angle que font entre eux les plans tangents en aetb à (D), théorème déjà trouvé (p. 282) (').
Des pinceanx de droites (^). — Des droites assujetties à deus conditions forment une congruence. Prenons une droite G et des droites voisines de celle-ci faisant partie d'une congruence. Par un point a de Gj menons «ne surface [a] qui coupe ces droites. Amenons successivement G en coïncidence avec les droites qui lui sont voisines en laissant a sur [fl]. Chacun des points de G reste alors sur sa surface trajectoire, et, d'après ce que nous venons de démontrer à la fin de cette Leçon, il y a, sur G, deux pointsycl/' dont les surfaces trajectoires sont tangentes à G. Sur chaque droite de la congruence, il y a deux points analogues à/et/'. Lorsque la droite G vient coïncider avec G,, qui lui est infiniment voisine, elle engendre une surface réglée tangente en / à la surface trajectoire de ce point. La ligne qui joint / au point analogue /i de Gi est alors tangente à cette surface. Il résulte de là que la surface lieu des points tels que / et /', qu'on appelle surface focale de la congruence, est tangente à G en / et aussi en/' ; on peut dire alors :
(') Relaliïement à la droite auxiliaire, j'ai publié un Mémoire sur les pin de droites, etc. {Journal de Mathématigues de Liouville, a« série, t. XVII); dans le même Recueil, même Volume, une Note ioxituïèt Démonstration géométrique d'une proposition due à M. Bertrand, et un travail Sur la surface gauche lieu des normales principales de deux courbes; dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Nouveau, mode de représentation plane de classes de sur/aces réglées (séanees des 19 octobre, 5 novembre, 19 novembre 1877 et ao mai 1878), Sur un mode de transformation des surfaces réglées (3 juin 1879), Transformation d'un pinceau de normales (9 juin 1879); Association fra/içaise pour l'avancement des Sciences (Congrès de Paris, 1878), une Noie Sur îa sur/ace de l'onde; voir aussi Traité de Géométrie descriptive de M. DE LA GocBNEBCE, ILt" Partie, p. 4i.
(') Indépendamment des travaux que je viens deciter, j'ai publié relativement aux pinceanx de droites : Sur la sur/ace de l'onde et sur la transformation d'un pinceau {16 juin 1879), Beprésentalion plane relative auœ déplacements d'une figure déforme invariable assujettie à quatre conditions (a février i885), Mémoire d'Optique géométrique ( loc. cit.)
UNliMATIQDE.
>nt tangentes aux nappes de la
Les droites d'une congr, surface focale (').
L'élément infinitésimal d'une coogruence est un pinceau.
Pour définir un pinceau [Gj, on donne {fig. i64) une droite G ou rayon du pinceau, les points / et /' foyers du rayon G, et les nappes (F), (F') de la surface focale que G touche en / et/'. Les plans tangents aux nappes (F), (F') aux foyers /et/' sont \ti plans focaux du pinceau [G]('). Lorsque l'on déplace le rayon G, de manière à l'amener dans «ne position infiniment voisine, il engendre
un élément de surface réglée que j'app pinceau.
Toutes les surfaces élémentaires du pinceau [G] ont pour pli tangents communs en/et/' les plans focaux.
Représentons ces surfaces élémentaires par des droites auxiliai relatives au foyer/.
Toutes ces droites passent par ie point ç situé si laire f'f à G et tel que l'angle f'ff est égal à l'an les plans focaux.
Projelons/sur toutes les droites auxiliaires des taires de [G]. Le lieu de ces projections est une cir a /y pour diamètre.
Au moyen de cette circonférence C, on peut déterminer les pro priétés du pinceau [G].
Par exemple, puisqu'il suffit de projeter les points de cette circonférence sur G pour avoir les points centraux des surfaces élémentaires du pinceau [G], on voit que ;
(') M.iLiis, Journal de l'École Polytechnique, XIV' Cahier, (') Les expressions de i-ayan, foyer, sur/ace focale, sont tirées de l'OpLique où l'on considiire des pinceaux de rayons
ipelle surface élémentaire du
la perpendicu- 3 compris entre
irfaces élémennférence C qui
Les points centraux de toutes les surfaces élémentaires d'un pinceau [G] se trouvent sur un segment déter/niné de G.
M, Kummer a nommé points limites les extrémitéa de ce segment ('),
Les surfaces élémentaires dont les points centraux sont aux points limites ont pour plana centraux des plans que M. Kummer appelle plans principaux du pinceau [G].
Au moyen de la circonférence C, on voit tout de suite que :
Les plans principaux d'un pinceau sont rectangulaires.
De même on voit que :
La distance focale //' est égale à la distance qui sépare les points limites multipliée par le sinus de l'angle que font entre eux les plans focaux.
L'existence de C prouve que ;
Si dans un plan passant par un rayon d'un pinceau on porte sur des perpendiculaires à ce rayon élevées des points centraux des surfaces élémentaires et, à partir de ces points, des longueurs égales aux paramètres de distribution de ces surfaces, les extrémités des longueurs ainsi portées sont sur une circonférence passant par les foyers du rayon et gai coupe ce rayon sous des angles égaux à l'angle que font entre eux les plans focaux,
Pinoean de normales. — Lesnormalesà une surface(S) autour d'une normale A forment un pinceau [A] pour lequel les plans focaux sont rectangulaires. Les foyers et les points limites sont, dans ce cas, confondus avec les centres de courbure principaux fi et yj. Les surfaces élémentaires sont des éléments des surfaces que j'appelle «orntiïft'e.î à (S), et la circonférence précédente est décrite sur ■Yi'fa comme diamètre ('),
Au moyen de cette circonférence C, on trouve facilement des propriétés des normalies {').
(' ) Tliéorie générale des systèmes de rayons rectilignes (^Journal de Mathématiques de Crelle, t. LVII): \t%Naii,uelles Annales de Mathématiqiies, t. XI\, XX, XXI, contiennent une traduction de ce Mémoire faite pai ^1. Dewulf.
(') Voir la Leçon suivante,
C) Pour plus de développement, vnir mon Mp/noiie sur les pinceaim: de droites et les normalîes {Joui liai de Mathématiques de Lioiiville, s" série, t. XVII); HiR.iKCOUR, Fropnefes lelatii-es 'iiii, deptu.eineiils d'un corps assit-
Méthode des normales dans le cas d'une figuie mobile dans l'espace et de grandeur invariable ('). — Les normales aux surfaces trajectoires décrites par Jes points d'une figure dont quatre points restent sur quatre surfaces données rencontrent les deux, mêmes droites D et A : de là un moyen de construire la normale à la surface trajectoire décrite par un point de la figure mobile quand D et A sont réels.
Comment doit-on opérer lorsque ces droites sonl imaginaires? — Appelons a, b, c, e {fig. i63) les points qui décrivent les surfaces données [a], [fc],[c],[e], et A, B, G, E les normales à ces surfaces dont les pieds sont en ces points.
Soit i le point de la figure pour lequel on demande la normale à la surface trajectoire [j] qu'il décrit. Menons la droite ai et désignons par g le point od elle rencontre l'hyperboloïde définie par les droites A, B, C. Il est facile de construire g; pour cela, oo prend la droite suivant laquelle l'hyperboloïde eit coupé par le plan (A, ai) : le point oii celte droite rencontre ai est le point g. Par ce point passe une génératrice de riijperboloïde (A, B, C) de même système que A, B, C; désignons cette droite par G. De la même manière, en prenant les trois droites A, B, E, déterminons une droite II.
Les trois droites A, G, H déterminent un /lyperboloïde, et la génératrice de cette sur/ace, du même sjsteme qui, (t9 dioile'! qui passe par le point i, est la normale demandât
jetti à quatre conditions {Comptes rendus des seanca, de t Académie des Sciences, a juin. i8j3 ). M. RutAucoua montre que les droites du corps qui engendrent des pinceaux de normales appartiennent a un complexe du premiei degré. (') SchO.iemjn:* iloc. cit.) et mon Élude sui le déplacement d unejigure de
Car les droites D, ^, étant des génératrices des hyperboîoïdes (A, B, G) et (A, B, E), sont rencontrées par G et H, et par suite sont des génératrices de Thyperboloïde (A, G, H) : la généralrice de ce dernier hjperboloïdej issne de (, rencontre donc D, i et est la droite demandée.
Cette construction, indépendante de l'exislence des droites D, i, répond à la question posée.
Prenons le cas particulier où le point / est à l'infini dans la direction d'une perpendiculaire à un plan (P) (Jïg. i64).
Tout ce qui précède est applicable. On détermine encore les
droites G', H', comme on vient de déterminer G, H, en employant une perpendiculaire à (P) menée de a. L'hjperboloïde (A, G', H'), qui contient déjà la perpendiculaire à (P) issue de a, contient encore une autre perpendiculaire à ce plan. CeUe-ci est la normale I demandée.
Pour déterminer son pied p sur (P), on construit deux, droites qui rencontrent A, G', II' : les projections de ces droites sur (P) se coupent au point ^.
La normale que nous venons de déterminer est normale aus surfaces trajectoires de chacun de ses points ; par suite, le plan (P ) est tangent en /> à la surface trajectoire de ce point.
En d'autres termes, nous avons construit le /wiVî(/» oà le plan (P) touche la sur/ace à laquelle ce plan reste tancent pendant le déplacement de la figure mobile.
Supposons que les points û; et ô soient confondus, les surfaces [n] et [ô] étant distinctes. On a alors une figure dont un point a décrit une ligne {a), intersection des surfaces [a] et [&] et dont les points restent sur des surfaces données,
La solution est toujours la même; les droites A, B partent maintenant du mûme point a. Les droites D et i sont alors, l'une la droite
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(]ui joint les traces des normales C, E sur le plan (A, B), c'est-à-dire sur Je pian normal en a à {a), l'autre est la droite issue du point a et qui rencontre C et E.
La construction de la normale à la surface trajectoire d'un point d'une figure mobile dont quatre poînls restent sur quatre faces données conduit immédiatement à la constrnclion du plan normal à la trajectoire décrite par un point d'une figure mobile dont cinq points restent sur cinq surfaces données.
Soient a, b, c, e, l les points qui décrivent les surfaces données. Faisons abstraction de la surface [/] sur laquelle se déplace le point l, on a, pour un point ( invariablement lié à la figure mobile, la normale I à sa surface trajectoire [r]. Reprenons [/] et faisons abstraction de [e]; le point i se déplace sur une nouvelle surface trajectoire [i'] qui donne lieu à une normale 1'.
Le plan (1,1') est alors le plan normal à la ligne trajectoire (i) décrite par le point i lorsque les cinq points donnés restent sur leurs surfaces trajectoires.
Exemple relatif au déplacement d'une figure mobile de grandeur variable ('). — Dans l'espace comme sur le plan. On peut arriver facile-
(') A. PicABT, Nouvelle théorie du déplacement continu d'un corps solide (Nouvelles Annales de Mathématiques, a' série, l. VI, p. i58).
DottBisnE, Essai sur le déplacement d'une figure de forme variable {^Annales scientijlgues de l'École Normale supérieure, i' série, t. II, iS^S) ; Étude de l'accélération dans le déplacement d'un système de forme variable {Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, a* série, t. III, 1874).
DiBiCHiET, Beckerchei sur un problème d'Hydrodynamique (Journal de Borchardt, t. LVIII).
Bkiobcui, Développements relatifs aux reclierches de Dirichlet (Journal de Borchardt, U LIX).
Tnoasos et Tajt, Philosophie naturelle.
Beltrâmi, Sur les principes fondamentaux de l'Hydrodynamique rationnelle {Mémoires de l'Académie de Bologne, 1871-1874 ).
EïBHETT, Cinématique d'un système solide { Quarterly, etc., t. XIII, 1876) .
JoïBOFSKï, Cinématique d'un corps liquide {Bulletin de la Société mathématique de Moscou, t. VIII, 1876).
Léïï, Sur la composition des accélérations d'ordre quelconque et un problème plus général que celui de la composition des mouvements ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, ag avril 1878).
G. FouBET, Sur te mouvement d'un corps gui se déplace et se déforme en restant homothétique à lui-même ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 3 février 187g).
Ad. ScouMisM, Sui- la cinématique des systèmes variables (Journal de So/iiomiicft, t. XXVI).
ment au cas de la figure de grandeur variable en utilisant les propriétés relatives à une figure de grandeur invariable. Je vais en montrer un ex-emple :
Détermine?- l'expression de la variation de longueur d'un segment d'une droite mobile dans l'espace. — ■ La droite mobile G {Jig- i65) se déplace en restaul tangente à trois siii-faces données (L), (M), (N); elle est limitée en a et & à deu^ surfaces [a\, [b] : on demande la variation de longueur de ab pour un déplacement infiniment petit de G.
Les normales aux surfaces {L), (M), (N) dont les pieds sont les
points de contact de G avec ces surfaces définissent le paraboloïde des normales à la surface (G) engendrée par G pendant son déplacement.
Menons du point a la normale A à [a]. Cette droite rencontre ce paraboloïde des normales en un point. La génératrice A de ce paraboloïde qui passe par ce point est l'axe de rotation instantané qui permet d'amener G dans sa position infiniment voisine, le pointa restant sur [a].
Menons la perpendiculaire commune à G et i; elle rencontre G au point c, qui est le point central de (G), ei i en un point que nous désignons para.
De même, en considérant le point b, nous avons de la même manière une droite A'. Cette droite rencontre à angle droit la perpendiculaire commune à G et A, en un point que nous désignons par p.
Après le déplacement infiniment petit de G tournant autour de A, cette droite vient en Gi; le point central c vient en d sur G,.
De même, on peut faire tourner G autour de A' pour l'amener à coïncider avec Gi ; le point c vient alors en Cj.
La variation de longueur de ab est le segment infiniment petit c, c^.
Pour évaluer ce segment, abaissons du point c une perpendiculaire cp sur G,.
c,p = ccisinpcci.
Mais les angles pcCi et pcc^ sont respectivement égaux aux angles (G, i)et (G, A'), et l'on a, comme il est facile de le voir,
en désignant par d-( l'angle (G, G,).
On obtient donc
Cip = ci..d-(, ap = c'^.d-i;
Telle est l,i formule, complètement analogue à la formule (i), trouvée (p. 2014) pour le déplacement plan, et qui donne la variaiioii de longueur d'un segment de droite dans l'espace.
NORJIALIES. — COURBURE DES SURFACES
(appl. de géoji. ciném.)
e sur les norinaliea. - Courbure rfes surfaces. — Thp.orémc - Construction du rsyoïi de couvbuM d'une section normale. —
Sur les normales infiniment voisines autour d'un point. — Cor struction directe du rayon de courbure tl'uce sectîou oblique.
J'rt|ipelle normalie le lieti de normales à une surface dont les pieds sonllcs points d'une coarlje tracée sur cette stirfacc. Cette courbe est la directrice de la normalie.
Lemmb. — A partir d'un point a sur une surface (S), il existe une courbe M telle que les normales à (S), dont les pieds sont des points de celle courbe, rencontrent la normale A de la surface (S) aupoint a.
Du pointa comme centre {fig. i6fj), décrivons une .sphère. Lu ligne d'intersection de cette sphère et de la surface (S) est une courbe G. Les distances des points de celte courbe au plan (T), tangent à (S) en a, sont inégales ; car, si elles étaient égales, cettecourbe G serait plane ; ce serait une circonférence de cercle, et, en général, la section d'une surface (S) par une sphère n'est pas une circonférence de cercle. Puisque les points de la courbe G sont inégalement distants du plan (T), l'un de ces points est à ime distance mînima de ce plan tangent. Appelons b ce point. La distance du point b au plan (T) étant miuima, la tangente en ce point à G est parallèle à ce plan tangent.
Le plan normal à G en 6 est alors perpendiculaire à (T), eî, comme il contient le myon de la sphère et par suite a, il contieni
aussi la normale A. La normale à (S), qui est dans ce plan normal à G, rencontre donc A.
Pour chacune des sphères décrites du point a comme centre, on a une courbe telle que G, et sur chacune de ces courbes un point tel que b. Tous ces points appartiennent à la directrice d'une normalic dont les génératrices rencontrent A, directrice dont il fallait établir l'eslstcncc.
Cette directrice comprend aussi le lieu des points, tels que c, qui, sur les courbes G, sont chacun à ime distance maxima du plan (T). Appelons M la branche de cette directrice, lieu des points 6, et N la branche relative aus points c.
Si le rayon de la sphère décrite du point a comme centre est infiniment petit, le point Yd où la normale à (S) issue de b rencontre A, est le centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan mené par A tangentiellement à M en a. Le point b étant à une distance minima du plan (T), le rayon de courbure rt-j-i ^^^ le plus grand parmi les rayons de courbure des autres sections normales à (S) en a.
De même, la normale en c à (S) rencontre A en un point f^, et aya est le rayon de courbure le plus petit parmi les rayons de courbure des sections normales à (S) en a. Le plan de la section normale, qui a a-^^^ pour rayon de courbure, est tangent à N en o.
Les rayons de courbure nyi i "Ya s^*"*- appelés rayons de courbure principaux de la surface (S) pour le point «; les points ■]'(, Va sont les centres de courbure principaux, et les plans des seclions de (S) qui ontYu ya pour centres de courbure sont appelés plans des sections principales de (S).
Les plans des sections principales de (S) en a sont distincts, c'est-à-dire que les branches M et N ne sont pas tangentes entre elles en «; car, si l'on admettait le contraire, les centres de courbure Yi, Yî coïncideraient, et, par suite, il en serait de même des centres de courbure de toutes les sections normales de (S) en a, ce cjui ne peut avoir lieu que dans un cas particulier.
Théorème sur les normalies. — Conservons i^fig. 166) la surface (S) sur laquelle on a M et N qui se rencontrent sous un angle fini. Du point a, décrivons une sphère. Elle coupe M en b' et N en c'('). Supposons que les points «, b' , d, invariablement liés entre eux, appartiennent, avec un quatrième point e, à une figure de forme invariable.
Déplaçons cette figure de façon que a, Z/, c' restent sur (S), tandis que e reste sur une surface [e]. Le déplacement de la figure mobile peut être effectué d'une infinité de manières, puisqu'elle n'est assujettie qu'à quatre conditions. On obtient tous ces déplacements au moyen de rotations simultanées autour de deux axes, et, dans les circonstances actuelles, il est facile de construire ces axes, comme on va le voir.
Menons en a, b', c' les normales A, B', C à (S), et en e la normale E à [e]. L'un des axes de rotation est la droite qui joint le point de rencontre de A et de B' au point où E rencontre le plan (A, G). L'autre axe est la droite qui joint le point de rencontre de A et de C au point où E rencontre le plan (A, B'). Car on a bien ainsi deux droites qui rencontrent à la fois les quatre droites A, B', C, E.
Tout cela est vrai, quel que soit le rajon de la sphère qui a donné f et c'. Passons au cas limite où ce rajon est nul, et figurons en 6 et c les points b' et c'. Les droites ab, ac sont maintenant des tangentes à (S). La figure mobile doit alors se déplacer, de façon que les droites «&, «c restent tangentes à(S) en leur point de rencontre a, tandis que e reste sur [e]. Appelons D et A les axes simultanés de rotation relatifs à tous les déplacements de celte figure. D'après ce qui précède, l'une de ces droites est la droite A, qui joint le centre de courbure principal y, au point de rencontre
{') Les poinls b' et c' ne sont pas suv la ilgiTrc.
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de E et du plan de la section principale tangente en a à N, l'autre est la droite D qui joint le centre de courbure principal ^a au point de rencontre de E et du plan de la section principale tangente en a à M.
Lions à la figure mobile la normale A, perpendiculaire aux tangentes ab et ac. Quel que soit le déplacement de la figure, cette droite A engendre une normalie à (S), Les éléments de toutes les normalies que peut ainsi engendrer A, à partir de sa première position, peuvent être obtenus au moyen de rotations simultanées autour des droites D, A. Mais le point y, de A appartenant à A ne peut que tourner autour de D et engendre toujours le même élément de ligne. Cet élément de ligne et A déterminent un plan qui est alors tangent à toutes les normalies engendrées par A. De même, on a en Yj un plan tangent commun à toutes ces normalies. Ainsi : toutes les normalies engendrées par K ont les mêmes plans tangents aux centres de courbure principaux yi , y^-
Parmi les normalies engendrées par A, il y a celle qui a pour directrice M, dont le plan langent en yj est le plan de la section principale (A, E) qui contient D; il y a celle qui a pour directrice N, dont le plan tangent en y, est le plan de la section principale (A, C) qui contient A, donc : les plans tangents communs en yi, ys aux normalies engendrées par A sont les plans des sections principales tfe ( S ) pour le point a.
Puisque yi tourne seulement autour de D, l'élément décrit par ce point est perpendiculaire au plan (A, D). Mais cet élément est dans le plan (A, C) qui contient A, donc : Les plans (A,D), {A, A) sont perpendiculaires entre eux, ou encore, les sections principales de (S) en a sont rectangulaires.
En résumé, on peut énoncer le théorème suivant :
Si, àpartir d'un point a sur une surface (S), on trace des courbes quelconques, les normalies à (S), qui ont ces courbes pour directrices, ont les mêmes plans tangents aux centres de courbure principaux de (S) situés sur la normale en a à cette surface, et ces plans tangents communs, qui sont les plans des sections principales de (S) en a, sont rectangulaires.
COURBURE DES SURFACES
Théorème de Meusnier. — JMous allons ramener l'étude de la courbure des sections faites dans une surface par des plans menés par un point, et obliques par rapport au plan tangent en ce point, à l'étude des courbures des sections normales, en démontrant le théorème de Meusnier { ' )..
Si, par une tangente at en a à une surface (S), on mène un plan normal à cette surface et un plan oblique, le centre de courbure de la section faite dans {S) par ce plan oblique est la projection du centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan normal.
Établissons d'abord un lemme : Un plan mobile passe successivement par les génératrices d'une surface réglée; pour une position quelconque de ce plan, sa caractéristique passe par le point où il touche la sur/ace réglée.
(P) est le plan mobile (Jig- 167); il passe par la génératrice G de la surface (G), Après un déplacement infiniment petit, ce plan vient en (Pi) et contient la génératrice Gi, infiniment voisine de G; la droite d'intersection de ces deux plans, c'est-à-dire la caractéristique de (P), rencontre donc G et G, ; elle est alors tangente à la surface (G), et le point où elle rencontre G est le point de contact du plan mobile (P) avec (G),
Démontrons maintenant le théorème de Meusnier.
Appliquons le théorème relatif aux normalies en prenant cette
fois non pins des courbes quelconques tracées à parûr du point a sur (S), mais des courbes ayant pour tangente at {Jlg- 168). Puisque toutes lesnormalies dont les directrices passent par a sont tangentes entre elles aux points yi el ys situés sur la normale A, celles qui ont pour directrices des courbes tangentes entre elles en a sont, en outre, tangentes entre elles en ce point a; leur plan tangent commun en a est le plan de la normale A et de la tangente commune at à leurs courbes directrices; ces normalies ont donc les mêmes plans tangents au point a, an point y, et au point ys; par suite, elles se raccordent.
Prenons l'une d'elles, celle qui a pour directrice une courbe C ;
1 point a le plai
lal à cette courbe. Menons de
même à C un plan normal passant par le point «', qui est, sur C, infiniment voisin de a. Ces deux plans normaux se coupent suivant l'axe de courbure C, et cette droite est la caractéristique du plan normal en a à la courbe C, lorsqu'on déplace ce pian en le laissant normal à cette courbe. D'après le lemme, cette caractéristique passe par le point où ce plan normal touche la normalie dont la directrice est C, car ce plan, supposé mobile en restant normal à la courbe C, contient constamment une normale de la surface (S), c'est-à-dire une génératrice de la normabe. Ce plan normal, qui a pour caractéristique l'axe de courbure de C, touche au point l la normalie dont C est la directrice, et l'axe de courbure doit alors passer par ce point /.
Prenons une courbe C, tangente en « à la droite at, et répétons le même raisonnement : nous trouvons que l'axe de courbure de C passe par le point où le plan normal en « à C touche k normalie
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à (S) dont cette courbe est la directrice. Mais celle normalie se raccorde avec celle qui a pour directrice C; le plan normal commun à C et C touche alors ces normalies au même point l. On voit donc que toutes les courbes tracées sur la sur/ace à partir du point a et tangentes entre elles en ce point ont pour axes de courbure des droites qui passent par le même point l. L'axe de courbure d'une courbe étant la perpendiculaire à son plan osculateur élevée du centre de courbure de cette courbe, on obtient donc les centres de courbure des directrices des normalies en projetant le même point l sur les plans osculateurs de ces courbes, c'est-à-dire sur des plans qui passent par la tan génie commune at.
Prenons comme directrice d'une normalie la courbe qui résuUe de l'intersection de (S) et du plan mené par at normalement à celte surface; on a le centre de courbure de celte courbe en projelanl le point l sur son plan ; mais le point l esl à lui-même sa projection; donc le point l est le centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan normal qui contient at. En rapprochanl cela des résultais précédents, on voit que le théorème de Meusnier, énoncé comme nous l'avons fait d'abord, esl démontré.
Le plan normal, commun à toutes les courbes tracées sur la surface (S) à partir du point a, est tang-ent aux normalies, dont ces courbes sont les directrices, au même point /, qui est le centre de courbure de la section normale à (S) el tangente à ces courbes directrices. Si l'on fait tourner de 90" ce plan normal autour de A, il devient le plan normal à (S) qui contient at, el l'on a alors ce théorème :
Si l'on considère une normalie qui a pour directrice une courbe C tracée sur (S), le plan normal à (S), tangent en a. à C, est normal à cette normalie en un point gui est le centre de courbure de la section qu'il détermine dans la surface (S).
Construction du rayon de courbure d'une section normale. — Soient {/ig' 169) Â la normale en n à (S), normale que nous supposons placée verticalement. Sur A, on a les centres de courbure principaux Yt , -(2 de la surface { S).
Prenons une normalie à (S) qui conlicnne A, et soit y le poini représenlatif de l'élément de celle normalie le long de A. Je place y
de façon que la figure formée par les droiies y^^, -f^^, y« soîl égale à la figure formée par les traces liorizontalcs des plans qui touchent la normalie aux points y, , yai «■
Les plans Langcnts à la normalie en y, et y^ sont rectangidiiires ; les plans tangents en y^ et en a comprennent entre eux un angle u. L'angle yiyy^ est alors droit, et l'angle yjya est égal à tp.
D'après le théorème qui vient d'être démontré, le plan tangent à la normalie au centre de courbure de la section faite dans (S) par te plan tangent en a à cette normalie est perpendiculaire à ce dernier plan tangent. On obtient alors ce centre de courbure en / au point où A est coupée par la perpendiculaire y^ à -{a.
Le point l est donc facile à construire lorsque l'on a y.
On peut obtenir ce point y au moyen de deux segments capables : l'un, d'nn angle droit décrit sur y, y,, l'autre, de l'angle cp décrit sur y^a. Nous allons l'obtenir directement. Prolongeons y/ jusqu'à sa rencontre en c^ et en Cj avec les perpendiculaires élevées de yt et ya à A. Les points Cj, yi, y, a appartiennent à la circonférence décrite sur «Ct comme diamètre. L'angle y, ac, est alors égal àyiyC) et, par suite, à u. Les points a, ya, y, Ca appartiennent à la circonférence décrite sur a-^C^ comme diamètre. L'angle Caay^ est alors égal à ysy^, c'est-à-dire au complément de œ. II résulte de là que l'angle c^act est droit.
La construction qui donne le rayon de courbure d'une section normale peut donc être énoncée ainsi :
On a {fig. 169) la normale A, les centres de courbure principaux y, , yj el les perpendiculaires à A issues de ces points. On mène, du point a, la droite ac, qui fait avec A l'ang/e o que le
plan de la section normale, dont on cherche le rayon de courbure, fait avec le plan de la section principale dont le centre de courbure esf^f ('). On élève, aupoint a, la perpendiculaire aCi à la droite aCf ; on Joint le point C) au point c^-^ cette droite rencontre A au point l ; le segment al est le rayon de courbure de la section normale considérée.
Lorsque l'angle droit c-iac^ tourne autour de «, on retrouve bien par cette construction que l se trouve toujours entre yi et ya,
Relation d'Enlar. — Nous allons traduire en une formule cette construction du rayon de courbure d'une section normale.
Soient R, et Rj les longueurs des rayons de courbure principaux de (S) au point a.
Écrivons que l'aire du triangle rectangle 0,00^ est égale à la somme des aires des triangles Ci «/ et lac^ ;
Le double de l'aire du triangle c,ac2 est ac, X aci'-, de même, pour le triangle c,al, on a aci x alx siny, et, pour le triangle lac2 , al X «Ca X cos ;p ; on a alors
aci X aCi = acj x al x, sino -i- al x ac^X c.os'f.
En divisant par le produit ac, X ac^ X al^ il vient
al est le rayon de courbure p de la section normale ; «c^ est égal à
Rï
■ On a donc la relation
Cette relation, qui permet de déterminer le rayon de courbure d'une section normale, connaissant les rayons de courbure principaux R, , Rj et l'angle fp que cette section normale fait avec le plan
(') Il ne faut pas oublier que le plan de la secti en y^alo normalie, lui est normal eu y, et que ce ■ de la section que ee plan détermine dans (S),
de la section principale dont le rayon de courbure csL l\, , csl signée sous le nom de relation d'Euler (' ).
SUPPLÉMENT A LA VINGTIÈME LEÇON
Sur les normales infiniment voisines autour d'un point. — Ces normales sont dans les positions que prend la normale A à (S) en a (Jcg. 1 70), lorsque celte droite est entraînée avec le plan (T), tangent à (S) au point «, que l'on déplace, à partir de sa première position, de toutes les manières en le laissant tangent à (S) au pied de A.
Tous ces déplacements peuvent être obtenus au moyen de deux axes simultanés de rotation D, i que nous prenons perpendiculaire ment à A.
La droite A, issue du centre de courbure principal -fn est dans le plan de la section principale qui est langent en ce point à toutes les normalies à (S), dont les directrices partent de a. La droite D, issue de Ys) est dans le plan de l'autre section principale.
En tournant autour de D, la normale A vient prendre la position y'-fs; puis, eu tournant autour de A, cette droite vient en q'p'a,.
Noua désignons par A, cette nouvelle position de A. La droite A, est normale en «, à (S); sa projection sur (T) est^ipt;'.
Appelons m l'angle que fait an, avec ax, trace snr (T) du plan de
(') Ileche?-ohcs sur la courbia-e des sur/aces (Mémoires de l'Acade'mic de
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la sectioa priacipale qui conLient D. On a, au moyen des Iriaûgle semblables riff'Ys, 72«<;,
d'oli
de même on a
Escpresnon de l'angle di que fait A avec la normale iiijîiiimenl voisine A,.^ La tangente de cet angle est égale à t, __ia" *^" a alors, en employant les valeurs de -^iq' et de -{îp' ,
Rî RI
En désignant «a, pai- ds, il vient
Expression de l'angle d% que fait Aj avec le plan (A, ««, ). — La tangente de cet angle est égale à la distance du point p' à ce plan normal divisée par Rj.
Comme la distance du point jd' au plan (A,«rti) estégak à y^/i' sinw,
«(R.-Rî)
Cette formule est due à M. Bertrand ('), qui en a déduit ce ihéo-
« Si en un point A., pris sur une surface, on mène une nor- » maie AZ, puis que par le point A on fasse passer sur la surface a deux lignes perpendiculaires sur lesquelles on prenne des lon- » guetirs infiniment petites et égales KË, AC, la normale au point B B fera avec le plan ZAB un angle égal à celui que la normale au » point C forme avec le plan ZAC; J'ajouterai que les deux nor- B maies seront toutes deux dans l'intérieur de l'angle dièdre BAC B ou toutes deux en dehors de cet angle, a
On peut aussi démontrer ce théorème en faisant asagc do la ^^- 170 et sans employer l'expression de rffi.
(') Journal de Mathématiques de Lioitville, 1" série, t. IX, p. i33; 184.^.
COURBURE DES SURFACES
Remaiique. — La normale A, dans toutes ses positions infiniment voisines, rencontre D et A. Nous serions arrivés à un résultat analogue avec d'autres axes simultanés de rotation. Il est bien clair pourtant que les normales à (S), infiniment voisines de A, ne rencontrent pas toutes les droites tracées à partir de Yi et f j dans les plans des sections principales, et qu'on peut prendre par couples comme a\es de rotation. C'est qu'il ne faut pas oublier que nous n'avons conservé dans ce qui précède que les infiniment petits du premier ordre.
Onvoit donc comment il faut comprendre ce théorème de S turm(') : Les normales infiniment voisines de A. rencontrent deux droites.
Construction directe du centre de courbure d'uua section oblique. — Connaissant les centres de courbure principaux y,, -f^ et les plans des sections principales de (S) relatifs au point a, construire directement le centre de courbure de la section E faite dans (S) par un plan quelconque (V) mené par la tangente at à cette surface (^).
Prenons la norraalie à (S), qui a E pour directrice. Le contour apparent de celte normalie sur le plan (P) est la développée de E. Le centre de courbure e que nous cherchons est, sur la normale at en a à E, la projection sur (P) du point oii le plan normal en « à E touche la normalie.
Pour le construire, prenons, le long de la normale A à (S) au point a, un paraboloïde de raccordement de la normalie. Choisissons celui qui a pour plan directeur le plan mené par at perpendiculairement à (P).
Nous connaissons les plans tangents à la normalie en a, Yj, fs- Nous pouvons alors construire les directrices de ce paraboloïde : ces droites sont ai et les intersections des plans des sections principales de (S) avec des plans menés des points 7,, -/s parallèlement au plan directeur.
Au mojen de ces directrices, nous construisons une génératrice du môme système que A. La projection de cette droite sur (P) coupe a^ a\\ point E demandé, parce que toutes les génératrices du paraboloïde du même système que A se projettent suivant des droites qui passent par un même point, et que, pour A et la génératrice qui lui est infiniment voisine, le point de rencontre des projections de ces droites est le point e.
( ' ) Mémoire sur la théorie de la vision ( Comptes rendus dss séances de l'Académie des Sciences, i845).
(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, fi avril i87'i-
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COUKBUUE DES SURFACES (suite).
Indicatrice elliptique, ombilic. — Indicatrice hyperbolique. — Tangentes à la section faite dans une surface â courbures opposées par l'un de ses plans tangents. — Tangentes à la courbe d'intersection de deux surfaces tangentes enti-e elles. — Indicatrice parabolique. — Lignes de courbure d'une surface. — Lignes de courbure d'une surface de révolution. — Surfaces oaculatrîces. ^ Surfaces du second degré osculatrices. — Hjperboloîde osculateur. — Surface do second ordre de révolution osculatrice d'une surface de révolution le long d'un pa-
Indicatrice elliptique. — Reprenons la rdation d'jîulci-
p=ï,rf\ R,=),â^ R,=x6^
5 dans ia relation précédante (
équation en coordonnées polaires d'une ellipse dont les demi-axe.s sont a et b; d est le rayon vecteur ; par conséquent, c'est un demidiamètre de cette ellipse.
Construisons cette courbe (Jig. 171) sur le plan (T) tangenf. à la surface (S) de façon que son centre soit au point de contact a de ce plan tangent et que son demi grand axe soit dans le plan de la section principale dont le rajon de courbure est R( ; l'autre ase est alors sur (T) la trace du plan de la section principale dont le
rajon de courbure eslR^, Si, parla normale aii point « à (S), nous menons un plan faisant un angle (f avec le plan de la section principale qni donne lieu au rayon de courbure R, , sa trace est sur (T) un diamètre de l'ellipse et la longueur de la moitié de ce diamètre est donnée par l'équation (2).
Ainsi, les sections normales de la surface (S) au point a onl des rayons de courbure proportionnels aux carrés des diamètres d'une conique.
C'est pour cette raison que Dupin, à qui l'on doit l'emploi de cette courbe, l'a désignée sous le nom à.' indicatrice { ' ).
Lorsque les centres de courbure principaux y, et ^s sont d'un même côté par rapport au plan tangent (T), la surface est convexo autour du point a ; l'indicatrice, est une ellipse.
Fis. '-■-
Dans le cas particulier où, pour un point de (S), les centres de courbure principaux coïncident, R, est égal à Ro et, pour une section normale quelconque en ce point, le rayon de courbure est égal à R, ; on a alors sur la surface (S) un point tel, que toutes les sections normales faites dans la surface en ce point ont des rayons de courbure égaux; l'indicatrice est une circonférence de cercle, et le point est un ombilic.
Indicatrice hyperbolique. — Si les centres de courbure principaux sont de côtés différents par rapport au plan tangent, les rayons de courbure principaux sont de signes contraires et la relation d'Euler devient
(') Développements de Giioniii,
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]a surface traverse le pian tangent, on dit qu'elle est à courbures opposées et l'indicatrice est une hyperbole.
Les plans menés par les asymptotes de l'indicatrice déterminent, dans la surface, des sections qui ont un rayon de courbure infini ; par conséquent, pour ces sections, le point a est un point d'inflexion et la tangente en a est osculatrice. Celte droite est aussi une tangente osculatrice de la surface, et, comme il y a au point a deux asymptotes de l'indicatrice, on voit qu'e« un point a d'une swface à courbures opposées il y a deux tangentes oscuîatrices.
Tangentes â la section faite dans une surface à courbures opposées par l'un de ses plans tangents. — Nous venons de dire que la surface traverse son plan tanguent. Soit C {fig- 1 72) la courbe d'inter-
section de la surface et de son plan langent (T). Menons par le point a un plan; sa trace sur le plan (T) est une certaine droite qui contient le point a et qui rencontre la courbe C en m; la seclion faite dans la surface par ce plan est une courbe tangente en a i\ la droite am et qui passe par le point m. Lorsqu'on fait tourner ce plan autour du point a de façon que le point m se rapproche infiniment du point «, la section qu'il détermine dans la surface devient une courbe E tangente en n à sa trace sur (T) et qui contient un point de C, infiniment voisin du point a, c'est-à-dire que celte trace est une tangente osculatrice de la courlie E, et par suite de la surface.
Ainsi, la section faite dans la surface (S) par son plan tangent a pour tangente au point a une tangente osculatrice de (S), et, comme il y a deux tangentes osculatrices au point a, la courbe d'intersection C tangente à ces deux droites présente au point a un point double; donc : La section faite dans une surface à courbures opposées par son plan tangent en a est une courbe qui a un point double au point a, et les tangentes en ce point
aux deux branches de la courbe sont les asymptotes de l'indicatrice pour ce point a.
On peut suivre les ifariations de forme des différenies sections normales autour du poinl a de la manière suivante.
Soit (Jig- 173) sur le plan tangent en a la trace de lu surface à courbures opposées ; indiquons par le signe + les parties de cette surface qui sont d'un côte du plan tangent et par le signe — les
parties de la surface qui sont de l'autre côté de ce plan tangent. Menons un plan dont la trace est une droite qui passe par le poinl a; si cette droite est dans la région marquée par le signe +, elle se prolonge de l'autre côté dans la région marquée par le signe +, c'est-â-dire que la courbe d'intersection de la surface par ce plan est située tout entière d'un seul côté du plan tangent; de même, si la trace du plan est une droite dont les deux parties sont dans les régions marquées par le signe —, cette droite est la trace d'un plan qui coupe aussi la surface suivant une courbe située tout entière d'un même côté du plan.
Menons le plan sécant tangenti elle ment en n à l'une des branches de la trace de la surface sur son plan tangent, c'est-à-dire contenant une droite passant de la région marquée du signe — dans la région marquée du signe -|- ou réciproquement. Considérons la partie de la section qu'il détermine située d'un côté du plan tangent et la tangente correspondante issue du point a, l'autre partie de cette droite est tangente à la portion de la section qui est de l'autre côté du plan tangent, et cette section présente au point a un point d'inflexion.
La section faîte dans une surface par un plan qui contient une asymptote de l'indicatrice, et qui n'est pas le plan tangent de la surface, est une courbe oscuiatrice de cette asymptote. Cette propriété se généralise si, au lieu de considérer la section d'une sur-
face par son plan tangent, on considère h courbe d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles.
Tangentes à la courbe d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles. — Deux surfaces se touchent an point «; la courbe d'intersection de ces deux surfaces est G, Menons un plan sécant par le point a; il coupe chacune des surfaces suivant une courbe qui passe par le point m, où ce plan sécant rencontre C, et ces deux courbes d'intersection sont tangentes entre elles au point a. Lorsque le plan sécant a tourné de façon à contenir la tangente au point a à C, le point m vient se confondre avec a, et les deux courbes d'intersection des surfaces par ce plan ont en a même rayon de courbure. Traçons, sur le plan (T) qui est tangent en a aux deux surfaces, et au mo^-en d'un même paramètre X, les indicalrices de chacune de ces surfaces; le plan sécant, qui a été mené par la tangente en a à C, a pour trace sur (T) une droite qui doit alors passer par l'un des points de rencontre de ces indicatrices. Mais les indicatrices des deux surfaces sont des coniques concentriques, qui se coupent en quatre points symétriques deux à deux par rapport à leur centre ; donc les deux diamètres qui contiennent ces quatre points sont les tangentes aux deux branches de la courbe d'intersection des deux surfaces tangentes entre elles.
Indicatrice parabolique. — Relativement aux différentes formes que peut avoir l'indicatrice, il reste à supposer que l'un des rayons de courbure principaux de (S) est infini. Si R, est infini, la relation d'Euler devient
et l'indicatrice correspondante se compose simplement de deux droites parallèles entre elles.
Cette circonstance se présente pour les surfaces développables. Le plan normal qui contient une génératrice coupe la surface suivant cette génératrice et, par conséquent, la section faite par ce plan normal est une ligne pour laquelle le rayon de courbure est infini; l'indicatrice d'ime surface développable en un point est donc l'ensemble de deux droites parallèles à la génératrice qui passe par ce point.
Lignes de courbure d'nne surface. ■ — Monge a donné le nom de ligne de courbure à une courbe tracée sur une surface (S) et telle qu'en chacun de ses points sa tangente est l'un des axes de l'indicatrice de (S) en ce point. Ces lignes donnent alors en chacun des points de (S) les directions de plus petite ou de plus grande courbure.
Une ligne de courbure est la directrice d'une normalie développable, car, pour un point quelconque a de cette ligne, le plan langent à cette normalie est l'un des plans de section principale de (S), plan qui est aussi tangent àla normalie en l'un des centres de courbure principaux de (S). La normalie est donc telle, que sur une quelconque de ses génératrices un même plan lui est tangent en deux points : elle est donc développabte. On démontre de la même manière que : lorsqu'une normalie est développable, sa directrice est une ligne de courbure.
Puisque, à partir d'un point n, il y a les deux axes de l'indicatrice qui se coupent à angle droit, il en résulte que sur une sui-face il y a deux séries de lignes de courbure qui se r-enconlrenl à angle droit.
Lorsqu'on a un système de lignes de courbure, il est facile d'avoir les lignes de courbure de l'autre système; il suffit de prendre les trajectoires orthogonales des lignes de courbure du premier système.
Par exemple, pour une surface développable, les génératrices forment un premier système de lignes de courbure; les autres lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales des génératrices, c'est-à-dire des développantes de l'arête de rebrousse ment.
Dans le cas particulier où la surface est conique, les génératrices sont des lignes de courbure; les autres lignes de courbure sont les trajectoires orthogonales de ces génératrices, et comme, après le développement du cône, ces trajectoires orthogonales des génératrices deviennent les trajectoires orthogonales de droites qui partent d'un même point, leurs transformées sont des circonférences de cercle. Il résulte de là que les autres lignes de courbure d'une surface conique sont les intersections de cette surface avec des sphères dont le centre est au sommet de cette surface conique.
3oB SECONDE PiRIIE. — VINGT ET U N [ L H E LEÇON,
Lignes de courbure d'une surface de révolution. — Cherchons les lignes de courbure d'une sur/ace de révolution.
Les normales à la surface de révolution issues de tous les points d'un méridien sont dans un même plan : ce méridien est donc une ligne de courbure. Pour un point m de ce méridien (Jiff. 174); l'un des centres de courbure principaux de la surlace de révolution est le centre de courbure [/., de celle ligne méridienne.
Le parallèle de la surface qui passe par le poinlmesl l'autre ligne de courbure. Les normales à la surface de révolution issues de chacun des points de ce parallèle forment, en effet, un cône de révolution; le sommet de ce cône est le point de rencontre jjIï des normales à la surface issues des points de ce parallèle ; ce point de rencontre [Aï est donc l'autre centre de courbure principal. Le parallèle a pour tangente au point m une ligne perpendiculaire au plan méridien qui passe par ce point; on a bien là deux lignes de courbure se rencontrant à angle droit. On voit aussi que les points de Vaxe de révolution de la surface sont des centres de courbure principaux.
La seclioQ normale à la surface de révolution, tangente en ni au parallèle, a pour centre de courbure le point [a^ situé sur l'ase de révolution, et en projetant ce point sur le plan du parallèle on doit retrouver, d'après le théorème de Meusniev, le centre de ce parallèle. C'est ce qui arrive, puisque cette perpendiculaire est l'axe de révolution et que cette droite passe par le centre du parallèle.
Prenons un point m' tel que le centre de courbure de la ligne méridienne ainsi que le point de rencontre de la normale en m' et de l'axe de révolution soient d'un même côté de m' : autour de
ce poinl, m' la surface est convexe- Prenons un point m pour lequel la surface est à courbures opposées; tandis qu'au point m' l'indicatrice est une ellipse, au point m l'indicatrice est une hyperbole. Si l'on suit d'une manière continue l'arc de la ligne méridienne depuis le point m'jusqu'aii point m, il y a un point à partir duquel l'indicatrice, qui était une ellipse, devient une hyperbole. Le passage d'un cas à l'autre a lieu au point nf, qui est le point de contact d'une tangente à la ligne méridienne perpendiculaire à l'axe de révolution. En ce point hi" l'un des rayons de courbure principaux est infini et l'indicatrice se compose de deux droites parallèles entre elles.
Surfaces osculatrices. — Considérons deux surfaces, tangentes entre elles en un point a, qui ont en ce point mêmes plans de sections principales et mêmes rayons de courbure principaux. En vertu du théorème de Meusnier et de la relation d'Euler, un plan sécant mené par le point a détermine dans ces surfaces des courbes ayant au point a même rayon de courbure. Les sections faites dans ces deux surfaces par des plans menés par leur point de contact a sont donc des courbes osculatrices; on dit alors qiie ces surfaces sont osculatrices.
Etant donnée {fig- 17J) une sur/ace (S), construire une sur-
face du second degré qui lui soit osculatrice en a et dont un des sommets soit en ce point. Prenons sur la normale en a à (S) un point 0, et déterminons la siirface du second ordre qui a ce poinl pour centre et qui a pour plans principaiix les plans des sections principales de la surface donnée, en même temps que celte surface a pour rayons de courbure principaux aii point a les rayons de courbure principaux de la surface donnée.
Puisque la section faite dans la surface du second ordre par le
plan principal dont la trace est ap doit être une conique dont le sommet est au point a et dont le rayon de courbure doit être le rayon de courbure R| de la surface donnée, le demi-axe a de cette conique, parallèle à ap, doit être tel que l'on ait
car nous avons vu que le rayon de courbure en un sommet d'une conique est égal au carré du demi-axe parallèle à la tangente au sommet que l'on considère, divisé par la longueur du demi-axe aboutissant à ce sommet.
De même, le plan principal dont la trace est aq sur le plan tangent (T) doit couper la surface du second ordre suivant une conique doûl, l'un des axes étant oa, l'autre 6, doit être toi que l'on ait
On a alors les trois axes«, b eloi:;de la surface du second ordre qui est osculatrice en a à la surface donnée.
Le point o a été pris arbitrairement sur la normale en a. Lorsqu'il s'agit d'une surface convexe, on doit le prendre d'un seul côté du plan tangent; quand la surface est à courbures opposées, le point o peut être un point quelconque de la normale. On voit, dans tous les cas, qu'il y a une infinité de surfaces du second ordre osculatrices à (S) ayant pour sommet le point a.
Si l'on prend pour centre de l'une de ces surfaces osculatrices un point situé à une distance du point a égale à Rr, l'autre demiaxe de la surface du second ordre, qui est dans le plan principal dont le rayon de courbure est R(, est lui-même égal à Rj, et, par conséquent, cette section principale est une circonférence de cercle et la surface du second ordre est de révolution.
Gomme on peut répéter la même chose en plaçant le centre de la surface du second ordre à une distance du point a égale à Rj, on voit que, parmi les sur/aces du second ordre osculatrices à (S) en a, il y en a deux, qui ont ce point pour sommet, et qui sont de révolution.
On peut remarquer aussi que la section faite daus l'une des sur-
laces du second ordre osciilatriccs en a à (S) par uq plan mené par son centre parallèlement a\i plan tangent en a est une conir^uc semblable à l'indicatrice de la surface au point a.
Dans les applications, on construit souvent l'indicatrice sur le plan tangent en a en donnant pour axe à celte courbe les traces des plans des sections principales sur le plan langent en a. On peut remarquer que, si l'on prend R) pour demi grajtd axe de cette indicatrice, le demi petit ase est égal à y^R, Rj .
Hyperboloïde osculatenr d'une surface ràglàa le long d'une génératrice. — Nous venons de voir qu'on peut construire des surfaces du second degré osculatrices à une surface donnée en un point donné; nous allons montrer que pour une sur/ace réglée (G) on peut déterminer un hyperboloïde osculaCeur tout le long d'une génératrice.
Soit G une génératrice de (G) le long de laquelle nous nous proposons de déterminer un hyperboloïde osculateur, c'est-à-dire un hyperboloïde tel, qu'im plan sécant coupe la surface réglée donnée et cet hjperboloi'de suivant des courbes ayant même rajon de courbure pour le point où le plan sécant rencontre la génératrice G.
Prenons une génératrice G' de la surface (G). Par G', comme par une droite quelconque, on peut construire un hyperboloïde de raccordement de (G) le long de la génératrice G. En coupant la surface donnée et cet hyperboloïde par un plan, on obtient deux courbes tangentes entre elles au point a, où le plan sécant rencontre la génératrice G, et ces deux courbes d'intersection ont en commun le point m, où le plan sécant rencontre la génératrice G'. Si maintenant nous supposons que G' soit infiniment voisine de G, ces deux courbes sont osculatrices au point a; comme le plan sécant est arbitraire, l'iiyperboloïde est devenu alors osculateur.
Menons le plan tangent en « à la surface (G). Ce plan coupe cette surface suivant une courbe et l'hjperboloïde suivant une droite qui est la tangente en a à cette courbe. Cette tangente est l'une des asymptotes de l'indicatrice de (G) en a; l'autre asymptote est la génératrice G. On a donc l' hyperboloïde osculateur de [G) le long de G en prenant l'hjperboloïde quia pour di-
reclrices les asymptotes des indicatrices de (G) en trois points de G(')-
Si la surface donnée est à plan directeur, on n'a plus uii hyperboloïde, mais nn paraboloïde osculateur.
Surface du second ordre de révolution osoulatrîoe d'une surface de révolution le long d'un parallèle. — Nous allons montrer que le long d'un parallèle d'une sur/ace de révolution on peut déterminer une surface osculairice du second ordre ayant pour axe de révolution l'axe de révolution de la surface donnée.
Prenons {Jig- 176) un point m de la ligne méridienne de la surface donnée. Construisons pour le point m une conique oscula-
irice de la ligne méridienne ajant pour axe l'axe de révolution donné. Pour cela, du centre de courbure [Ade la ligne méridienne, correspondant à m, abaissons sur l'axe de révolution la perpendiculaire ]i.g ; du point p, où la normale m [a rencontre l'axe de révolution, élevons àcettenormalela perpendiculaire/»^. La droite mg rencontre l'axe de révolution au point 0, et, d'après ce que nous avons trouvé (p. i^4) pour la détermination du centre de courbure d'une conique, le point o est le centre de la conique demandée et op est la direction de l'un des axes de celle courbe. Celte conique a, avec la ligne méridienne, trois points communs infiniment voisins. Lorsqu'on la fait tourner autour de l'axe de révolulion, elle engendre une surface du second ordre de révolution qui
('} Cette CDD a traction, Irouïée par Ciiasles, lorsqu'il était élèye à l'École Polytechnique, a été insérée par Hachette dans ses Éléments de Géométrie à trois dimensions, p. 86; 1817. Voir le supplément à la 3o" Leçon.
a, avec la surface donnée, trois paralièics infiniment voisins com-
Coupons maintenant la surface donnée et cette surface du second ordre par un plan ; les courbes d'intersection ont ea commun les trois points infiniment voisins où ce plan rencontre ces trois parallèles; par conséquent, ces deux courbes d'intersection sont osculatrices. Gomme le plan sécant est arbitraire, la siirface du second ordre de révolution est osculatrice tout le long du parallèle décrit par le point m.
SUPPLÉMENT A LA VINGT ET UNIÈME LEÇON
Autre démonstration du théorème de Meusnier ('). — Prenons sur une surface (S), à partir d'un point a, une courbe G. Construisons une sphère tangente à (S) au point a qui passe par le point «i situé sur C et infiniment voisin du point a. La surface ( S) et cette sphère se coupent suivant une courbe don t une des tangentes est la droite a«, t. Un plan mené par cette tangente at coupe la surface (S) et la sphère suivant des courbes ayant en a même rayon de courbure. La section faite dans la sphère par ce plan est alors le cercle de courbure de la section qu'il détermine dans (S), et, comme ceci est vrai, quel que soit le plan mené par at, pourvu que ce ne soit pas le plan tangent en « à (S), on voit que cette sphère est le lieu des cercles de courbure des sections faites dans (S) par des plans menés par la tangente at (').
En particulier, on peut prendre le centre de courbure Me la section faite par un plan mené normalement à (S) par la tangente at, puis le centre de courbure d'une section oblique menée par cette même tangente at, et, comme les centres de courbure de ces deux sections sont l'un le point /, centre de la sphère, et l'autre le centre d'un petit cercle de cette sphère, on voit que ce dernier centre de courbure est la projection du point / sur le plan sécant, c'est-à-dire que l'on retrouve le théorème de Meusnier.
Théorème snr les normalies. — Nous avoas démontré que les normalies à une surface (S), dont les directrices sont des courbes tracées
(') A l'occasion de cette démonstration, voir une Note de M. Moimcin dans les Applications d'Analyse et de Géométrie du général Posceiët, t. II, p. 363. (') Dtpin, Développements de Géométrie, p. 38.
sur celte surface à partir d'un point a, sont tangentes entre elles au\ centres de courbure pnncipaux -fi. Ys situés sur la normale A à (S) en a. Supposons que les directrices de ces normalies passent en outre par un point b de (S), Les uormalies correspondantes ont alors en commun les normales A, B à (S), qui sont issues des points a et b. Coupons ces normalies par un plan arbitraire mené par le point 7,. On obtient des sections tangentes entre elles en ce point et qui passent par le point b', oiï ce plan sécant rencontre la normale B. Si le point b est infiniment voisin de a, le point b' est infiniment voisin de Yi elles courbes de section sont osculatrices entre elles au point fi. Comme le plan sécant est arbitraire, on a alors ce théorème ;
Les normalies à une sur/ace (S), donl les directrices sont des coifrbes tangentes entre elles en a, sont osculatrices entre elles aux centres de courbure principaux de {%) situés sur la normale A en a.
On voit de la même manière que, si tes directrices des normalies à (S) ont un contact du n'^"" ordre au point a, les sections faites dans les normalies correspondantes par des plans passant par les centres de courbure principaux, situés sur la normale A, sont des courbes ayant un contact de l'ordre n-\-i (').
Puisque les normalies à (S), dont les directrices sont tangentes entre elles en a, sont osculatrices entre elles aux points y,, '{t, les indicatrices ont en ces points les mêmes asymptotes. La normale A est une asymptote commune à ces deux indicatrices; les deux autres asymptotes sont des droites issues respectivement de Yu ïsi st situées dans les plans des sections principales de (S). L'utilité de ces dernières droites ressort de Communications que j'ai faites à l'Académie des Sciences (').
(I) Cette propriété m'a été signalée par M. O. Bos^iet [Étude sur le déplacement, etc. (Journal de l'École Polytechnique, XHII' Cahier, p. ii4)]-
C) Note à l'occasion de la Communication faite par M. Ribaucour dans la séance du i5 mars iS-jS ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 31 mars 1875); Déinoiutratioii géométrique d'une relation due à M. Laguerre (ibid., 6 mars 1876).
THÉORÈME DES TANGENTES CONJUGUÉES : CONSÉQUENCES ET APPLICATIONS
Ltinme, ~ Thûorème des tangentes conjuguées. — Conséquences du théorème des tangentes conjuguées. — Autre démonstration du ttéorème des tangentes conjugaées. — Rayon de courbure de la courbe de contour apparent d'une surface. — Ligne d'ombre ou de perspective sur les surfaces k courbures opposées. — Cône d'ombre.
SuMLÉMÈST. — Droites de coui-burc. — Lignes tracées sur uni. -urfa e — Dueloppée d'une surface. — Tliéovèmes analogues au iliéorémc de Mcusniei — Construire pour un point de la courbe d'intersection de deux suita es i° 1 a^c de courbure; a° le centre de la splière osculatrioe. — Tliéorèm.e de Dupia sur les surfaces onliogoosles. — Détermination des ce de la surface de l'onde (appl. de Géoni. ciiiÉm.). face de l'onde.
Nous allons nous occuper d'un théorème important qui est dû il Dupin ('), et qu'oB désigne sous le nom de théorème des tangentes conjuguées.
Dëmontrons d'abord le lemmc suivant :
Lemme. — La tangente en un point a à (a directrice d'une normalie à une surface (S) et la trace du plan central de cette normalie sur le plan (T) tangent en a à (S) sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice de (S) en a.
Soient toujours, comme précédemment (_/î^. 177), la normale A à (S) en a, qui est placée verticalement, y,, y^ les centres de courbure principaux de (S) sur A, et, pour un élément de normalie, le point représentatif Y convenablement placé sur la figure. L'angle Y)yY2 est alors droit, et l'angle y, y" ^^^ ^S^^ ^ l'angle que les plans tangents en y^ et en a à la normalie font entre eus.
(') Dé'i'sloppemenls de Géométrie, p. ^i.
r A, est le te compris 1 n à cette
Le pied c de la perpendiculaire yc, abaissée de y point central de cette normalie, et l'angle c-^a est l'ar entre le plan central de la normalie et le plan langent surface.
La figure formée par les droites yy,, yc, yy^, y « étant égale à la figure formée par les traces horizontales des plans qui touchent la normalie en y,, c, y^, a est aussi égale à la figure formée par les traces de ces plans tangents sur (T), tangent à (S) en a.
"yf\
Au lieu de tracer l'indicatrice de (S) pour le point a sur le plan (T), traçons cette courbe sur !e plan de la figure en mettant son centre en y, dirigeant son grand axe suivant yy^, et en la faisant passer par a. Appelons toujours a, b les demi-axes de cette conique. Puisque c'est une indicatrice, on a
Cette relation montre que A est normale en a à l'indicatrice tracée sur le plan de la figure. Par suite yc, qui lui est perpendiculaire, est parallèle à la tangente en a à cette courbe. Les droites yc, ya sont donc deux diamètres conjugués de l'indicatrice, et, comme ces droites correspondent à la trace sur (T) du plan central de la normalie et du plan tangent en a à cette surface, le lemme est démontré.
Théorème des tangentes conjngnées. est tracée sur une sur/ace (5); oi courbe le plan lancent (T) à cette
- Une courbe (a) {fig- 178) mène au point a de cette urface. La caractéristique
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de ce plan, que l'on déplace de façon qu'il soit toujours langent à (S) e( que son point de contact reste sur la courbe {a), est une droite C qui passe par le point a et qui forme avec la tangente en a à la courbe (a) un système de diamètres conjugués de l'indicatrice de (S) en a.
Démoatrons d'abord que la caractéristiqiic C passe par le point a. Les plans tangents à la surface (S) contiennent les tangentes à la courbe (a), c'est-à-dire les génératrices de la surface développable formée par ces tang-enles; ta caractéristique du |)lan (T) passe alors par le point où ce pian est langent ù cette
surface. Puisque le plan (T) n'est pas le plan oscidateur de la courbe (a), il doit être considéré comme tangent à la surface développable au point a; donc C passe par ce point.
Prenons sur (a) le point (3,, infiniment voisin de a, et menons par les deux points a et «, les normales A et A( à la surface (S). Les plans tangents à cette surface aux points a et O) sont respectivemeol perpendiculaires à ces normales ; le plan (T) est perpendiculaire à A, le plan (T, ) est perpendiculaire à A, ; la droite d'intersection de ces deux plans tangents est donc paraDèle à la perpendiculaire commune à A et A, . Ainsi, la droite CJest parallèle à la perpendiculaire commune aux deux normales A et A). Le plan mené par A el par cette perpendiculaire commune a alors pour trace sur (T) la droite C, caractéristique de ce plan. Mais le plan mené par A cl par cette perpendiculaire commune est le plan central de la normalie dont la directrice est la courbe [a), et, d'après le lemme précédent, la trace de ce plan esl conjuguée de la tangente at à cette courbe directrice; donc C et la tangente at sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice au point a. Le ihéorcmc de Dupin est ainsi démontré.
Si l'on trace du poinL a une courbe («') Ungente à la droite G, on peut répéter pour cette courbe ce que nous venons de dire pour la courbe (a); on voit alors que la caractéristique du plan (T), lorsque son point de contact se déplace sur (o'), est la droite at. C'est pour cette raison que les deux droites at et C sont désignées sous le nom de tangentes conjuguées.
Le théorème des tangentes conjuguées, extrêmement utile, donne lieu à de nombreuses conséquences.
Conséquences du théorème des tangentes Gonjaguées. — Traçons sur une surface une courbe quelconque E, el menons à cette surface des plans tangents aux différents points de cette courbe. L'enveloppe de ces plans est la surface développable circonscrite à la surface donnée le long de la courbe E. D'après le théorème précédent, la génératrice G de cette surface, qui passe par le point a de E, et la tangente at en ce point à cette courbe sont deux diamètres conjugués de l'indicatrice de la surface donnée par le point a.
Si, sur la génératrice G, on prend un point quelconque comme sommet d'un cône circonscrit à la surface donnée, la courbe de contact de ce cône et de la surface donnée est tangente au point a à la droite at, car la tangente en ce point à la courbe de contact du cône est conjuguée de la génératrice G. Par suite, quelle que soit la position du sommet du cône sur la tangente G, les courbes de contact de tous ces cônes sont tangentes entre elles au point a.
Il résulte de là que la tangente en un point d'une courbe d'ombre sur une surface est la tangente conjuguée du rayon lumineux qui passe par ce point.
Substituons à la surface donnée au point a une surface qiii lui soit osculatrice, ces deux surfaces ont en ce point même indicatrice; la direction conjuguée d'une tangente G en a est la même pour l'une ou l'autre de ces surfaces. Par conséquent, pour lit recherche de la direction conjuguée d'une tangente à une surface en un point a, on peut substituer à cette surface une surface qui lui est osculatrice en a.
La construction, en un point, de la tangente conjuguée d'une tangente est très simple lorsque l'on connaît les asymptotes de l'indicatrice pour ce point, puisque le diamètre conjugué d'un
dîamèlre d'une hjperbole est le même, par rapport à la courbe ou par rapport aux asymptotes. Dans tous les cas, les constructions peuvent être faites sur les plans de projection par rapport aux projections de l'indicatrice, parce qu'une conique et deux diamètres conjugués se projettent suivant une conique et deux diamètres conjugués.
De ce que nous venons de dire on peut conclure que, si deux sur/aces géométriques se raccordent simplement le long d'une ligne, les lignes d'ombre ne se raccordent pas. C'est ce que l'on voit immédiatement en prenant comme exemple (Jig- 179) un cylindre de révolution terminé par une demi-sphère.
Projetons ce cylindre et cette demi-sphère sur un plan parallèle aux génératrices du cylindre, et supposons que le rayon lumineux soit parallèle à ce plan de projection, La ligne d'ombre sur le cylindre est une génératrice qui se projette sur l'axe de ce cylindre; la ligne d'ombre sur la sphère est un grand cercle dont le plan est perpendiculaire au rayon lumineux et se projette alors suivant une droite perpendiculaire à la direction du rayon lumineux. On voit Lien que les deux courbes d'ombre ne se raccordent pas ; elles se rencontrent en un point de la ligne de raccordement des deux surfaces, mais en ce point elles n'ont pas la même tangente.
Il résulte de là que, lorsqu'on Architecture on veut prendre le profil d'im balustre, ce profil ne doit pas être tracé par arcs de cercle. Si l'on traçait les courbes qui forment le profil du balustre au moyen d'arcs de cercle, les surfaces de révolution engendrées par ces arcs donneraient lieu à des surfaces se raccordant seulement le long de parallèles, et alors la ligne d'ombre sur le balustre présenterait des angles. Il vaut mieux tracer à simple vue le profil du balustre, en ayant soin de prendre les courbes qui forment ce
profil de manière à les renrlre osnuJalrices aux points oà l'on passe de l'une à l'autre.
Autre démonstration dn théorème des tangentes conjuguées. — On peut arriver au tliéorème des tangentes conjuguées en s'appujant sur ce que nous avons démontré (p. 3o6) relativement à la construction des tangentes aux deux branches de la ligne d'intersection de deux surfaces tangentes entre elles en un point.
Nous avons vu que, lorsque deux surfaces sont tangentes entre elles en un point a, si l'on construit sur le plan tangent en a les indicatrices de ces deux surfaces à l'aide du même paramètre, les diamètres communs à ces deux courbes sont les tangentes aux deux branches de la courbe d'intersection des surfaces au point a.
Si les deux surfaces, au lieu d'être simplement tangentes entre elles en a, sont aussi tangentes entre elles en un point infiniment voisin du point rt, alors les deux diamètres des indicatrices doivent se confondre pour ne donner au point a qu'une seule et même tangente aux deux branches de la courbe d'intersection. Pour cela, il faut que les deux indicatrices soient doublement tangentes. Celte circonstance se présente pour les points de la ligne de contact de deux surfaces circonscrites l'une à l'autre.
Soient une surface et la développable qui lui est circonscrite le long d'une courbe (a). Au point a de cette courbe de contact, la surface donnée a pour indicatrice une certaine courbe que nous pouvons tracer sur le plan tangent en o; la surface développable a pour indicatrice l'ensemble de deux droites parallèles à la génératrice G qui passe par a. Mais, d'après ce que nous venons de dire, cette indicatrice doit être doublement tangente à la première ; l'indicatrice de la surface développable se compose donc de l'ensemble des tangentes à la première indicatrice menées parallèlement à la génératrice G de la surface développable, et la corde de contact de ce système de tangentes est la tangente à la courbe {a). Il est bien clair, d'après cela, que cette tangente est conjuguée de G, et l'on retrouve ainsi le théorème des tangentes conjuguées.
De là il résulte aussi que les cônes qui ont pour sommets des points de la génératrice G sont osculateiirs entre eux au point a, car tous ces cônes ont même indicatrice. Cette courbe est lou-
jours, en effet, l'ensemble des langeâtes communes à l'indicatrice de la surface donnée, menées parallèlement à G.
Cette dernière propriété est utile à l'occusion du problème sui-
Rayott de courbure de la courbe de contour apparent d'une surface donnée. — Construire le rayon de courbure de la courbe de contour apparent d'une surface projetée orthogonalement sur an plan.
Circonscrivons à la surface donnée (S) «n cylindre dent les génératrices soient perpendiculaires au plan de projection. Appelons E la courbe de contact de ce cylindre et de (S) et E' la trace de ce cylindre sur le plan de projection. La courbe E' est la ligne de contour apparent de (S) sur le plan de projection. Comme cette courbe ne cliange pas, à quelque distance que l'on transporte ce plan de projection parallèlement à lui-même, nous supposons que ce plan passe par le point a de E, pour lequel nous allons chercher le rayon de courbure de E'.
Prenons E pour directrice d'une nornialie à (S).
Les génératrices de cette normalie sont parallèles au plan de projection et se projettent suivant les normales à E',
Soient, pour le point a de (S), la normale A que nous supposons placée verticalement. A, la normale à (S) au point a, de E, qui est infiniment voisin de a, et c le pied sur A de la perpendiculaire commune à celle droite et à A,. Le point c est le point de rencontre de deux normales à E', qui sont infiniment voisines. C'est alors le centre de courbure demandé.
On voit ainsi que, pour la génératrice A de la normalie, ce centre de courbure -est un point central, et que le plan central est perpendiculaire au plan de projection.
D'après cela, reproduisant \&fig- 177, on a {Jig- 180) l'angle ai que les projetantes font avec le grand axe de l'indicatrice en a qui est égal à l'angle CYY2 'V-^^ ^^ "çXan central de la normalie fait avec le plan tangent en yn à cette surface. Mais cet angle est égal à l'angle Y^T'Y' '^" ^ alors la construction suivante pour déterminer c :
On mène yi y qui fait avec y, ya V angle donné w. Cette droite
rencontre au point y la circonférence décrite sur YiYi comme diamètre : la projection de f sur A est te centre de courbure cherché.
Ori ;i
Désignons par R le rayon de courbure ac de E' en a. La relation précédente peut s'écrire
R_ R3=(Ri — fi)tangno, d'où
R = Risiii'<u + R3C0s!o).
Telle est la relation qui existe entre le rayon de courbure de la courbe de contoiir apparent d'une surface, les rayons de eour-
bure principaux de celte surface et l'angle de la projetante et du grand asc de l'Indicatrice pour le point que l'on considore.
Lorsque la surface est à courbures opposées, celte relation de- A'ient
n = R, sinn.) — R,cos'w.
Si l'on veut que le rayon de courbun apparent soit nul, on doit alors avoir
de la courbe de contour
bai a étant les demi-axes de l'indicatrice.
Il résulte de là que la direction de la projetante est la direction
d'une asymptote de l'indicatrice. Ainsi, quand on projette une surface à courbures opposées sur un plan perpendiculaire à la direction d'une asymptote de l'indicatrice en un point de cette surface, le rayon de courbure de la courbe de contour apparent est nul.
Remarque. — Si, au lieu de projeter orthogonale me ni la surface donnée, on la projette coniquement sur le même plan de projection, en prenant pour sommet du cône projetant uu point de la projetante eu a, on a, sur ce plan de projection, une courbe de contour apparent dont le rayon de courbure en a est encore ac; car ce cône projetant et le cylindre projetant, dont nous venons de parler, sont osculateurs en a.
Lignes d'ombre ou de perspective sur les surfaces à courbures opposées. — Pour construire un point de la ligne d'ombre de la surface (S) éclairée par un point lumineux /, employons la mélbode des plans sécants.
Par ie point îiimineux {fig- 18 1) menons un plan; il coupe !a
l'is- 18..
surface suivant une ligne C, et le corps occupe la partie couverte de hachures.
Du point l on peut mener à cette ligne un certain nombre de tangentes; les points de contact de ces tangentes appartiennent à la ligne de contact du cône circonscrit à la surface donnée et dont le sommet est an point lumineux. Mais, pour la question d'ombre, ces points de contact ne jouent pas le même rôle. Les points de contact tels que a, c, d, f des tangentes extérieures au corps reçoivent le nom de points réels; les points tels que 6, e, qui sont des points de contact des tangentes intérieures au corps, sont appelés points virtuels de la courbe d'ombre.
On peut remarquer que, parmi les points réels, il y en a qui ne
sonl pas utiles comme points de la courbe d'ombre; ainsi, le point d est un point réel qui n'est pas utile, car le rayon lumineux Id est intercepté par le corps ; le point d se trouve dans une rég;ion qui est dans l'ombre. Les points réels peuvent former une ligne séparée de la ligne formée par les points virtuels; c'est ce que l'on voit immédiatement en prenant le point lumineux sur l'axe d'une surface de révolution {fig. 182). Le point c appartient à un parallèle, lieu de points réels, qui est séparé du parallèle auquel appartient le point b\ celui-ci est un lieu de points virtuels.
En général, la ligne de contact du cône circonscrit se partage en arcs formés par des points réels suivis d'arcs formés par des points virtuels ; les points qui séparent ces arcs sontappelés/iomis depassage; on donne aussi à ces points de passage le nom de points limites.
ïl ressort de la définition des points réels ou virtuels qu'un point limite considéré comme appartenant à l'arc réel est un point de contact d'un rayon lumineux extérieur au corps, et, si a\i contraire on le considère comme l'extrémité de l'arc virtuel, il est le point de contact d'un rayon lumineux intérieur au corps. Le point limite est donc le point de contact d'une tangente qui passe d'une région dans l'autre ; cette tangente est alors une droite osculatrice de la surface, et par conséquent une asymptote de l'indicatrice. Ainsi, au point limite, le rayon lumineux est une asymptote de l'indicatrice. Dans tout cela, il s'agit, bien entendu, de surfaces géométriques.
Pour avoir la tangente en un point quelconque de la ligne d'ombre, nous avons dit qu'on devait prendre la direction conjuguée du rayon lumineux qui passe par ce point. Pour un point limite, la direction conjuguée du rayon lumineux, qui est une asymptote de l'indicatrice, est cette asymptote elle-même; donc, au point limite, la ligne d'ombre est tangente aurayon lumineux.
Réciproquement, les points de contact de la courbe d^oinbre
et des rayons lumineux qui lui sont tangents sont des points limites.
Car la tangente et le rayon lumineux, étant confondus, doivent coïncider avec une asymptote de l'indicatrice de la surface éclairée. Cette droite est alors osculatrice, elle traverse la surface et son point de contact est un point limite.
Cette propriété se conserve en projection, et l'on a alors un moyen de déterminer les points limites lorsqu'on a construit les projections de la ligne d'ombre. On mène, sur le plan de projection, des tangentes à la projection de la ligne d'ombre, et les points de contact sont les projections des points limites; à moins que ces points de contact ne soient les projections de plans pour lesquels les plans tangents de la surface sont perpendiculaires au plan de projection. Car, lorsqu'on a, pour des points d'une surface, des plans tangents perpendiculaires à un plan de projection, les droites tracées à partir de ces points sur ces plans tangents se projettent toutes suivant les tangentes aux projections des lignes tracées à partir de ces points sur la siirface, bien qu'elles ne soient pas, dans l'espace, tangentes à ces lignes.
Cône d'ombre. — Les rayons lumineux tangents à la surface éclairée forment te cône d'ombre. Au point limite il y a une génératrice de ce cône qui est tangente à la ligne d'ombre. Le cône d'ombre présente alors un rebroussement le long du rayon lumineux qui passe en un point limite, et, en ce point, le plan tangentà la surface éclairée est le plan oscalateur de la courbe d'ombre. Cela résulte de ce que nous avons dit (p. 184) relativement aux projections d'une courbe gauche.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-DEUXIÈME LEÇON
Droites de courbure. — Conservons toujours les mêmes notations. (G) est la normalie à (S) dont la directrice est C. Au point a de cette courbe menons la normale A. à (S) et sur cette droite marquons les centres de courbure principaux ^ii Ta- ^^ '^^^ points élevons les droites r,, Tj, normales communes à toutes les normalies à (S), dont les directrices parlent de a.
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Ce sont ces droites r„ r, que j'appelle droites de courbiu-e, elles permettent de déterminer ce qui est relatif à ta courbure de { S) pour le point a.
Menons le plan (P) tangent en a à (C) et construisons le centre de courbure l de la section qu'il détermine dans (S), Pour cela, élevons en a la perpendiculaire an à (P). D'un point quelconque n de cette droite menons la droite G qui rencontre T^ et r^. Cette droite rencontre (P) en un point qu'il suffit de projeter sur A pour avoir /. G est, en effet, une génératrice du paraboloïde des normales à la normalie (G), et, par la construction précédente, on voit que (P) est normal à (C ) au point /.
La droite G étant une génératrice du paraboloïde des normales à (C) est parallèle au plan central de cette surface pour la génératrice A, La projection de G sur le plan (T), langent à (S) en «, est alors parallèle à la trace du plan central de (C) sur ce même plan (T).
Par suite, cette projection donne la direction conjuguée de la trace dupla„(P)sur(T).
Ainsi : la projection de G sur le plan Aan rencontre A au centre de courbure de la section faite dans (S) par le plan (P) et la projection de G sur (T) donne la direction conjuguée de la trace de (P) sur ce plan.
Définitions de quelques lignes tracées sur une surface (')■ — Nous avons déjà parlé des lignes de courbure dues à Monge.
C) 0. BosNET, Mémoire sur la théorie générale des sur/aces (Journal de l'Ecole Polytechnigue, XXXIP Cahier).
LiouïLLLE, nouvelle édition de V Application de l'Analyse à la Géométrie suivie des Disguisiliones générales circa superjicies curvasde Gniiss et de Notes importantes, Paris, i85o.
E. BouB, Théorie de la déformation des sur/aces (Journal de l'École Polytechnique, XXXIX' Cahier).
O. BoKSET, mémoii-e sur la théorie des sur/aces applicables sur une sur/ace donnée (Journal de l'École Polytechnique, XLI" et XLII» Caliier).
LiBÉ, Leçons sur les coordonnées curvilignes,
Chasles, Théorie analytique des courbes à doubli tracées sur l'kyperboloïde à une nappe ( Comptes demie des Sciences, 1861).
L'abbé AouflT, Analyse infinitésimale des courbes tracées sur une sur/ace
BT, Mémoire sur la tliéorie générale des lignes tracées sur une sur-
i (Mémoire de l'Académie de Belgique, t. XXXVIÏ). , Propriétés de courbes tracées sur les surfaces (Comptes rendus ~e l'Académie des Sciences, i5 mars 1875).
LIGKES TRiCÉES StR UNE SURFACE. 3a7
Dupin a donné le nom de ligne asymptotique à une courbe tracée sur une surface et qui a pour tangente en chacun de ses points une asymptote de l'indicatrice de la surface en ce point.
La surface développable, circonscrite à une surface donnée le long d'une ligne asymptotique, a pour génératrices, d'après le théorème des tangentes conjuguées, les tangentes à cette ligne. D'après cela, les plans osculateurs d'une ligne asymptotique sont tangents à la surface sur laqiieUe cette ligne est tracée. Réciproquement, une ligne tracée sur une surface et dont les plans osculateurs sont tangents à cette surface est une ligne asymptotique.
Une ligne de longueur minima sur une surface est la plus courte entre deux quelconques de ses points. En prenant deux, points infiniment voisins, on voit que le rayon de courbure de la courbe doit être maximum et, par suite, que son plan osculateur est normal à la surface (').
Entre deux points d'une surface, la ligne la plus courte que l'on peut tracer sur la surface porte le nom de ligne géodésique. D'après ce que nous venons de dire, le plan osculateur d'une ligne géodésique est, en chaque point de la courbe, normal à fa surface sur laquelle est tracée la ligne géodésique. Par extension, on donne encore le nom de ligne géodésique à une courbe tracée sur une surface et qui, en chacun de ses points, a son plan osculateur normal à cette surface.
On dit qu'une courbe est surosculée par son cercle osculateur lorsqu'elle a avec ce cercle un contact du troisième ordre. Aux sommets des coniques on a des cercles qui surosculenl ces courbes. M. de la Gournerie a étudié (') sur les surfaces du second ordre les lignes tangentes aux sections normales surosculées par des cercles, et il a démontré que ces courbes sont les lignes de contact de surfaces développables circonscrites à la surface du second ordre donnée et à des sphères concentriques. C'est en raison de cette propriété qu'il a donné à ces courbes le nom ds pol/todie, qui avait été employé par Poinsol seulement dans le cas de l'ellipsoïde central.
M. Ribaucour a établi un théorème remarquable (*) relatif à la section faite dans une surface par un plan mené par une tangente à cette surface et tel que cette section soit surosculée par un cercle. Pour cela, il a considéré une ligne tracée sur la surface et qu'il appelle
(' ) BEKTBisn, DémoHstratiort géométrique de quelques tlteorêmes r la théorie des sur/aces {Journal de Mathématiques de Liouville, t. xm, p. 73 ).
(') Traite de Géométrie descriptive, III' Partie, p. gfi.
(') Comptes rendus des séances de L'Académie des Sciences, i5 m.
courbe à courbure normale constante. Cette ligne est telle que les sections normales à ia surface sur laquelle elle est tracée, et qui lui sont menées tangentiellement, ont des rayons de courbure égaux.
M. Darboui a considéré les courbes tracées sur une surface (S) et telle que leurs sphères osculatrices sont tangentes à cette surface (').
En raisonnant comme nous l'avons fait dans le Supplément à la vingt et unième Leçon pour démontrer le théorème de Meusnier, on voit que les plans osculateurs de cette courbe déterminent dans (S) des sections qui sont surosculées par leurs cercles osculateurs ('). 11 est facile de voir aussi que, sur la normalie à (S), gui a l'une de ces courbes pour directrice, les centres des sphères osculatrices de celte courbe appartiennent à une ligne asymptotique.
Développée d'une surface. — A partir d'un point a d'une surface (S), il y a deux lignes de courbure. Ces lignes de courbure sont les directrices de deux normalies développables. En décrivant l'une de ces normales la normale A à (S) en a reste tangente à l'arête de rebroussement de cette normalie. En décrivant l'autre normalie, A reste tangente à l'arête de rebvoussement de celte autre normalie.
Le lieu des arêtes de rebroussemenl des normalies développables se compose des deux nappes de la surface lieu des centres de courbure principaux de (S). C'est celle dernière surface que nous appelons développée de (S).
Une normale quelconque de (S) est tangente aux deux nappes de cette développée,, et, aux points de contact, les plans tangents à ces nappes sont à angle droit. Cette propriété est due à Monge; je n'ai fait que lui donner une autre forme en énonçant le théorème sur les normalies (p. agâ).
Les nappes de la développée de (S) forment la surface focale de la congruence formée par les normales à (S). Les foyers d'un pinceau [A] sont les centres de courbure principaux de (S) sur A, et les plans focaux de ce piaccau sont les plans des sections principales de (S) menés par A.
Théorèmes analogues au théorème de Heusnier ('). — Traçons sur une surface (S) des courbes («i), {di), . . . tangentes entre elles en a. Le long de ces courbes circonscrivons à (S) des surfaces développables.
{') Annales scieatifigiies de l'Ecole Normale supérieure, t. VII, (8'jo. (') Bihaccomb, Propriétés de courbes tracées sur les surfaces {loc. cil.). {') Voir, dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,
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Ces surfaces ont une génératrice commune ht, qui est la tangente conjuguée de la tangente at aux courbes («i), (flj), Prenons les
normalies à (S) qui ont ces courbes pour directrices.
L'axe de courbure de la surface développable (') circonscrite à (S) le long de («[) esl dans le plan normal à (S) mené par «t et passe par le point p, où ce plan touche la iiormalie à (S) dont la directrice est (a,). De même, pour la surface développable circonscrite à (S) le long de («s), l'axe de courbure passe par le point où ce même plan normal touche la normalie à (S) dont la directrice est («s)-
Mais les normalies à (S), dont les directrices sont les courbes («J, (flj), . . . tangentes entre elles en «, se raccordent le long de la normale A à (S) au point a; le plan normal (A., a-z) touche alors toutes ces normalies au même point p, et l'on peut dire :
Lorscjue des courbes tracées sur une surface (S) sont tangentes entre elles en un point a, les sur/aces développables circonscrites à (S) le long de ces courbes ont, pour axes de courbure relatifs à ta génératrice guipasse en a, des droites qui passent par un même point p de la normale A à (S) en a.
ha. surf ace polaire d'une courbe quelconque (a) tracée sur une surface (S), c'est-à-dire la surface enveloppe des plans normaux à cette courbe, est une surface circonscrite à la normalie à (S) dont (a) est la directrice. La courbe de contact de ces deux surfaces coupe A au point a, oh l'axe de courbure de (a) rencontre cette normale.
Prenons sur (S) des courbes osculatrices entre elles en a. Elles ont un même ase de courbure relatif à ce point. Leurs surfaces polaires contiennent cette droite et sont circonscrites aux normalies à (S), dont ces courbes sont les directrices. Les courbes de contact avec ces normalies passent par le point a, et, en vertu du théorème des tangentes conjuguées, elles sont tangentes entre elles en ce point.
En appliquant le théorème précédent, nous pouvons dire roainte-
Lorsque des courbes tracées sur une surface sont osculatrices entre elles, les axes de courbure de leurs surfaces polaires passent par un même point.
Par le cercle osculaleur de (a) faisons passer une sphère. Appelons E l'intersection de cette sphère et de (S). L'axe de courbure de a) rencontre la sphère en uu point •;, qui est le centre de courbure sphérique de E.
(') Vvir piigc 2io la diîliiiition de cet ^ixc He courbure.
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La surface polaire de E rencontre la sphère suivant la développée sphérique de E, c'est-à-dire suivant l'enveloppe sur la sphère des grands cercles normaux à E. L'axe de courbure de la surface polaire de E rencontre la sphère au centre de courbure de cette développée sphérique correspondant à f .
Prenons différentes sphères passant par le cercle osculateur de («), et leurs intersections Ej, Ej, ... avec (S). Les développées sphériques de ces courbes ont, pour centres de courbure sphérique relatifs à ce point, les traces sur les sphères des axes de courbure des surfaces polaires de E,, Ej, .... Comme ces dernières droites passent par un même point et respectivement par les centres des sphères, on peut dire :
Lorsque, par le cercle osculateur en a d'une courbe {a) tracée sur une surface (S), on fait passer des sphères, celles-ci coupent {S) suivant des courbes dont on obtient les centres de courbure de leurs développées sphérigues en projetant un même point sur ces sphères.
Il est utile de remarquer que le point que l'on projette est dans le plan normal à (S) mcoé tangentiollement en « à {a).
Construire pour un point de la courhe d'intersection de deux surfaces : 1° l'axe de courbure de cette conrhe; 2° le centre de la sphère osculatrice (')■ — Soil (a) la courbe qui résulte de l'intersection des deu\. surfaces données (S) et (S'). Désignons par at la tangente à (a) au point a.
En vertu du théorème de Meusnier, le plan normal à (S), mené par at, est rencontré par l'axe de courbure cherché au centre de courbure de la section qu'il détermine dans (S). On peut répéter la même chose en prenant la section faite dans (S') par le plan normal à cette surface, mené par at. On a donc l'axe de courbure de («) en joignant par une droite les centi-es de courbure des sections faites dans (S) et (S') par les plans respectivement normaux à ces surfaces et menés
Le plan mené par at perpendiculairement à cet axe de courbure est le plan osculateur de («) en a, et le point de rencontre de ce dernier plan et de l'axe de courbure est le centre de courbure de {«). Cette construction, due à Hachette, résulte, comme on le voit, du théorème de Meusnier. De même, pour résoudre la seconde partie du problème,
(>) Voir mes Notes dans le Bulletin de la Société mathématique de France, i874j et dans les Com,ptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,
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nous allons appliquer le théorème analogue au théorème de Meusnier, qui vient d'être démontré.
Considérons d'abord {a) sur (S). Parmi toutes les sphères qu'on peut mener par le cercle osculateur de {a) en a, il y a celle dont le centre est à l'infini et qui se réduit au plan osculateur de (a). Ce plan coupe (S) suivant une courbe dont le centre de courbure 3 de la développée est la projection orthogonale d'un certain point p. Ce point p est aussi dans le plan normal à (S) mené par la tangente at. En supposant connu le point S, il est alors facile de déterminer p.
De même, en considérant («) sur (S'), on a un point p' analogue à P en employant un point S' analogue à S.
Prenons maintenant la sphère osculatrice de {a) et désignons par o son centre.
D'après le dernier théorème démontré, il faut joindre p ou fl' au centre o de cette sphère pour avoir le centre unique de courbure de la développée sphérique des courbes d'intersection de cette surface avec (S) et (S').
Inversement, le centre o se trouve sur la droite pp'. D'aprùii cela, on a la construction suivante :
On détermine les centres de courbure 5, S' des développées des sections faites dans (S) ei {S') par le plan osculateur de {a) en a. On élève en ces points des perpendiculaires à ce plan. Elles rencontrent respectivement en p, p' les plans menés par at normalement à {S) et à {S' ) : la droite PP' rencontre le plan normal en a à {a) au centre o de la sphère osculatrice demandée.
Celte solution exige qu'on sache construire le centre de courbure de la développée de la section faite dans une surface par un plan, problème dont j'ai donné différentes solutions (').
Théorème de Dupin sur Isa surfaces orthogonales. — Si trois séi'ies de surfaces sont telles que chaque surface de l'une quelconque de ces séries coupe orthogonalement les surfaces des deux autres séries, on dit que ces surfaces forment un système triplement orthogonal. Dans un systènie triplement orthogonal, la ligne d'intersection de deux sur/aces appartenant à deux séries différentes est une ligne de courbure pour chacune de ces sur/aces (').
(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, ij et 22 inars (') Dsveloppenieiits de Géométrie, quatrième Mémoire.
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Prenons (fig. i83) les surfaces de chacune des séries qui passent par un point quelconque o. Soient oa, ot>, oc des éléments égaux entre eux des lignes d'intersection de ces surfaces. Les droites oa, ob, oc normales aux trois surfaces forment un trièdre trirectangle.
Amenons la normale oc en «c, et supposons qu'elle soit extérieure au trièdre. On a deux surfaces se coupant à angle droit suivant oa; les normales à ces surfaces en a sont ac,, «fr, perpendiculaires l'une à l'autre, et aèj est à l'intérieur du trièdre, puisque nous supposons que «C| est à l'extérienr.
Amenons la normale oc en bc^. Cette droite est extérieure au trièdre comme «c,, en vertu d'un théorème de M. Bertrand {p. 3oo). Puis on a une autre normale iti,, qui est alors à l'intérieur du trièdre,
Fig. i8î.
La normale ab, peut être considérée comme la nouvelle position de ob, dont le pied est venu en a. En déplaçant alors ob de façon que son pied vienne en c, elle sera intérieure au trièdre comme «&,.
On peut répéter la même chose pour bai 6t '^<^ii nouvelles positions de oa, et qui sont alors toutes deux à l'intérieur du trièdre.
On arrive ainsi à avoir les deux normales coj, cb^, qui sont à angle droit et qui sont toutes deux à l'intérieur, ce qui est impossible, d'après un théorème démontré page aSo. Nous arriverions de même à une impossibilité, en supposant d'abord que aCy est à l'intérieur du trièdre. On voit alors que oc doit se déplacer dans le plan de la face coa, c'està-dire que oa est la direction d'une ligne de courbure. Cela est vrai pour ob et oc, et, comme le point o est arbitraire, le théorème est démontré.
Construction des centres de courbure principaux de la surface da l'oude (') (Appl. do Géom. cinèm.). —Lorsqu'une figure de forme invariable se déplace de façon que ses points décrivent des surfaces tra-
(') Comptes rendus des s.
•;adémie des Scienc
jectoires, nous avons vu que, pour une position quelconque de la figure, les normales à ces surfaces renconlrent les mêmes deux droites D, A, et qu'une droite G entraînée engendre un pinceau, dont on a les foyers, en prenant les pieds sur G des perpendiculaires à cette droite qui re 11 contrent D et A.
Supposons maintenant, pour définir le déplacement, qu'au lieu de prendre quatre points assujettis à rester sur quatre surfaces données on ait les deux points a et ô confondus en un seul o, les surfaces [d], [b] restant distinctes, et une droite G assujettie à toucher deux surfaces données (Si), (Sj).
Le point o, réunion des points a et b, ne peut alors décrire que la ligne d'intersection (o) des surfaces [a], [fc]-
Déterminons D, A, Menons en o les normales A, B aux surfaces [a], [è]. Ces droites déterminent un plan. On joint par une droite les traces, sur ce plan, des droites r,, Tj normales à (£j), (Sj) et menées à partir des points fj, Yz, où G touche ces surfaces. On obtient ainsi la droite 4, qui rencontre bien les quatre droites A, B, 1',, r,.
Pour avoir D, on mène de o une droite qui rencontre r, et r^. On peut remarquer qu'on n'emploie que le plan (A, B) des droites A et B, c'est-à-dire le plan normal en o à (o), et non les droites A, B ellesmêmes. On pouvait prévoir qu'il en serait ainsi, puisque (o) peut être considéré comme l'intersection d'autres surfaces dont les normales en a sont dans le plan (A, B).
Appliquons cela à la recherche des centres de courbure principaux de la surface de l'onde. Reprenons les notations et \a Jig. i53de la dix-huitième Leçon.
Proposons-nous de construire les centres de courbure principaux de la surface de l'onde ['«i] qui sont sur la normale m,J\.
Puisque om, est égal à om et que la normale mi/j est perpendiculaire à mn, la droite oi est la bissectrice de l'angle droit /,(m,
La figure mobile de grandeur invariable que nous allons considérer est formée par les trois droites J\i, oi, mi. Nous définissons son déplacement en disant: la droite oi passe constamment par le point fixe o et la droite mi reste tangente aux deux nappes (S,), (S^) de la développée de l'ellipsoïde.
Quel que soit le déplacement infiniment petit de la figure mobile, il y a toujours un point de oi, infiniment voisin de o, qui vient en ce point. Nous pouvons alors considérer le point o comme décrivant toujours un élément de la ligne oi.
Nous nous trouvons alors dans les conditions précédentes et nous construisons alors D et A au moyen d'un plan perpendiculaire à oi
mené par le point o et des droites Tj, r^. Ces dernières droites sont maintenant les droites de courbure de l'ellipsoïde.
Connaissant D, a, nous n'avons plus qu'à mener les droites qui les rencontrent et qui sont perpendiculaires à m,/,. Nous avons ainsi les droites de courbure de la surface de Tonde, puisque pendant les déplacements de la figure mobile la droite m^fi engendre un pinceau de normales. Les pieds sur mi/, de ces droites de courbure sont les centres de courbure principaux demandés, elles plans déterminés par ces droites et par m,/i sont les plans des sections principales de la surface de l'onde.
Nous pouvons dédnire de là le théorème suivant i
Poui- les points correspondants m, nti de l'ellipsoïde et de la surface de l'onde, les droites de courbure de ces surfaces Jouissent de ces propriétés; dupointo on peut mener unedroiteH qui les rencontre toutes les quatre; les traces de ces quatre droites sur le plan mené du point o perpendiculairement à oi sont des points d'une droite A.
Détermination géométrique des ombilics delà surface de l'onde ('). — Pour déterminer les ombilics de la surface de l'onde (-), nous allons employer la construction que nous venons de trouver pour déterminer les centres de courbure principaux et les plans des sections principales de ta surface de l'onde.
Faisons tout d'abord remarquer que cette construction est symétrique par rapport à l'ellipsoïde et à la surface de l'onde, c'est-à-dire que, les éléments de courbure de Tune des surfaces étant donnés, on peut les employer à la recherche des éléments analogues pour l'autre surface.
Prenons toujours pour plan de la fîg. i84 le plan passant par le centre o de l'ellipsoïde et par la normale mn en m à cette surface, et appelons 7«, le point de la surface de l'onde correspondant à m.
Supposons que ni, soit un ombilic de la surface de l'onde [»îi]. Les centres de courbure principaux de cette surface, correspondant à m^, sont alors confondus en un seul point que nous appelons ji,. La droite D (le la construction précédente est maintenant op.,. La droite A est une perpendiculaire au plan de la figure, issue du point d'interseclion S
(') Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 5 mai 1879, et Mémoire sur la théorie de la courbure des sur/aces, par M. be Salïebt {Annales de la Société scientifique de Bruaielles; 1881).
(') Il ne s'agit pas des pointa coniques qu'on appelle aussi quelquefois ombilics.
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des droites ;i,5 et oS, tracées sur le plan de la figure perpendiculairement à 'Miii-j et oi.
Abaissons sur mn la perpendiculaire oy,; cette droite rencontre D et A. Du point Ysi oh D rencontre mn, menons une perpendiculaire au plan de la figure ; celte droite rencontre aussi D et à.
Les points Yh f» sont alors les centres de courbure principaux de l'ellipsoïde correspondant à m, et les plans des sections principales de cette surface pour ce point sont le plan de la figure et le plan perpendiculaire à celui-ci mené par mn.
Nous trouvons donc que, pour le point m de l'ellipsoïde, d'où dérive
mbilic de la surface de l'onde, le plan d'u
pales de l'ellipsoïde contient le doit être alors dans l'un des plant est de même de l'ombilic qui lui c
Ainsi, les ombilics de la sur/a symétrie de cette surface,
La construction qui donne les &
itre de cette surface. Ce point n principaux de l'ellipsoïde, et il ei jrrespond.
ïde sont dans les plans d'
; de l'o
nlres de courbure principaux •(,,
montre que l'angle iio^i est droit; on peut dire a
Un point m de l'ellipsoïde, d'oà dérive un ombilic m, de la surface de l'onde, est tel, qw. les diamètres o-;,, o-(i, allant au^ centres de courbure principaux de l'ellipsoïde relatifs à ce point, sont à angle droit.
Le point -(i est le centre de courbure de la section faite dans l'ellipsoïde par le plan de la figure que nous savons être un plan principal de cette surface. L'autre centre de courbure Va et les autres plans principau'i déterminent, comme on sait, sur la normale mn des seg-
ments mesurés à parlir de m qui sont proportionnels aux carrés des axes de l'ellipsoïde.
En faisant tourner d'un angle droit le plan de la figure autour de o, le point m vient en m, sur la conique de [m,], située dans le même plan principal. Cette courbe doit alors avoir jj., pour centre de courbure, et le point -;«, nouvelle position de Yj, doit remplir sur /ji, n, le même rôle que 72 sur mii.
D'après cela, on voit, en représentant la surface de l'onde {fig. i85), que nous devons déterminer, sur l'une des coniques de celte surface,
un point mj, pour lequel l'a que sur la normale m,p on ;
en appelant a, b, c les longueurs des demi-axes oa, ob, oc de la surface de l'onde et en conservant les notations précédentes.
Désignons par / et 3 les coordonnées inconnues de m,. Il résulte des conditions que doit remplir ce point que l'on a
_ ma-
Au moyen de cette relation, construisons n. points singuliers delà surface de l'onde et tu 1'
i. Appelons g V ngle xog. On a
Par le poinl /«,, des xy (le point m' Désignons m' p par \
le plan m^pm' parallèlemenl au plan la circonférence donl le rayon est oa').
En appelant ^ l'angle
La bissectrice
lière suivante :
alors les ombilics de la surface de l'onde de lama-
On mène la bissectrice oc de l'angle xog que le diamètre og fait avec l'un des axes o.x de la conique qui contient g, A partir
de o, on mène une droite faisant avec ov un angle égal à y • Cette droite, en tournant autour de ov, engendre un cône qui rencontre en quatre points la circonjérence de rayon oa. Par ces points on mène des plans parallèles au plan des œz. Ces plans rencontrent la conique de la surface de l'onde, située clans le plan perpendiculaire à ose, en quatre points réels qui sont des ombilics de la surface de l'onde.
En employant la bissectrice de l'angle gos, on trouve quatre om^ bilics réels sur la conique dont le plan est perpendiculaire à os.
On voit ainsi que sur la surface de l'onde il y a huit ombilics réels, et l'on voit aussi comment on détermine ces points.
On peut remarquer que la conique qui contient les points singuliers réels est la seule sur laquelle il n'y a pas d'ombilics réels.
VINGT-TROISIEME LEÇON
LIGNES D'OMBRE PORTÉE SUR LES SURFACES A COUHBUItES OPPOSÉES. — CONSTRUCTIONS DES LIGNES D'OMBRE PROPRE SUR LES SURFACES DE RÉVOLUTION ET DES TANGENTES A CES LIGNES.
'l'angenle i> la courbe d'ombre portée. ~ Raccordement des lignes d'ombre propre et d'ombre portée sur les surfaces à courbures opposées. — Points de rencontre des lignes d'ombre propre et d'ombre portée. — CAne d'ombre. — Ligne de contour apparent d'une surface à courbures opposées. — Constructions des lignes d'ombre propre sur les sur/aces de révolution. — Surface de révolution considérée comme enveloppe de cônes de révolution. — Surface de révolution considérée comme enveloppe de sphères. — Le point lumineuï est sapposé dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. — Constructions de la tangente en un point de la ligne d'ombre sur une sur/ace de révolution. — Première construction au moyen de l'indicatrice. — Deuxième construction au moyen d'une surface du second ordre osculatrice et de révolution.
le la tangente en un point de la ligne mbre sur une surface de révolution. — Construire les rayons bitangenta à tore éclairé par un point lumineux. — Construire les rayons bitangents à un e éclairé par des rayons lumineux parallèles entre eux.
Coupons la surface (S), qtii termine le corps (fig. i86), écJa
par un plan mené par le point lumineux /. Menons de ce point des tangentes à la section G ainsi obtenue ; ces droites peuvent de nouveau rencontrer cette courbe : ainsi, le point de contact a de la tangente la a pour ombre portée le point a', où la droite la rencontre la courbe 0. La droite Ib rencontre cette courbe au point
y , qwi fait partie de la courbe d'iE Lerseciion de la surface (S) et (lu cône circonscril. à cette surface, mais qui n'appartient pas à une ligne d'ombre portée. On dit que le point a' , qui appartient à une tangente extérieure, est un point réel de la courbe d'ombre portée; le point b' , qui appartient à une tangente intérieure, est dit un point virtuel de cette courbe. On a alors sur cette courbe des arcs réels et des arcs virtuels et des points de passage de ces arcs réels aux arcs virtuels ; nous allons faire voir que /es /ioi7i(5 de passage des lignes d'ombre portée sont les points limites des lignes d'ombre propre.
Prenons {fig. 187) un rayon lumineux tangent à la courbe
Fig. .8,.
d'ombre ; il a alors avec la surface trois points infiniment voisins communs m, n, p. Si l'on considère les deux points n elp comme appartenant à une tangente extérieure, le point m est un point réel de la courbe d'ombre portée; si l'on considère les points m et n comme formant par leur réunion le point de contact d'une tangente intérieure, le point p est un point virtuel de la courbe d'ombre portée. On voit ainsi que, selon que l'on considère la tangente intérieure ou la tangente extérieure en un point limite de la courbe d'ombre propre, on obtient un point de la courbe d'ombre portée que l'on peut regarder comme réel ou virtuel; un point limite de la courbe d'ombre propre est donc aussi point limite pour la courbe d'ombre portée.
Tangente à la courbe d'ombre portée. — Pour construire la tangente au pointa' à la courbe d'ombre portée (Jig- 186), on n'a qu'à prendre l'intersection du plan tangent en a' à (S) avec le plan tangent au cône d'ombre le long de la génératrice la'. Mais ce plan tangent au cône d'ombre n'est autre que le plan tangent en « à la surface (S) qui limite le corps éclairé ; la tangente en «' à la courbe d'ombre portée est donc l'intersection des plans tangents en a' et fl à la surface (S).
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Raccordement des lignes d'ombre propre et d'ombre portée snr les surfaces à courbures opposées. — Dans le cas parliculier où le point de la courbe d'ombre portée est, un point limite, on doit prendre l'intersection de deux plans tangents infiniment voisins dont les points de contact 'sont dans la direction d'une asymptote ^de l'indicatrice ; la droite d'intersection de ces deux plans est alors l'asymptote elle-même. Ainsi, en un point limite la tangente à la courbe d'ombre portée est le rayon lumineux lui-même; par conséquent, aux points limites, les courbes d'ombre propre et les courbes d'ombre portée se raccordent.
II est essentiel de bien voir comment se succèdent les arcs des courbes d'ombre propre et d'ombre portée.
Pour le moiUrcr, considérons un dcini-lorc {^/^g- 188) et le
point lumineux l. Menons du point l des tangentes au tore; la tangente la le rencontre de nouveau au point a' ^ la tangente Ib rencontre cette surface au point 6', la tangente le donne le point </, et enfin la tangente Im touche le tore au point limite m. Les points a, b, c, m forment un arc réel de la courbe d'ombre propre; à partir du point m, la Hgne d'ombre propre devient virtuelle, mais cet are est prolongé par un arc réel de la courbe d'ombre portée. Ainsi, au point m les arcs réels des courbes d'ombre propre et d'ombre portée se raccordent, et c'est en ce point m que ces deux arcs, si on les prolonge, deviennent simultanément virtuels.
Points de rencontre des lignes d'ombre propre et d'ombre portée. — Le point m est un point de rencontre d'une ligne d'ombre propre et d'une ligne d'ombre portée. 11 peut exister d'autres points de rencontre des courbes d'ombre propre et d'ombre portée. Supposons qu'un rayon lumineux(^g'. 189) soit bilangcnt
à la surface (S) : chacun des points de contact a et a' appartient à la ligne d'ombre propre. Mais le point a' peut être considéré comme l'ombre porlée par le point a; on a donc au point a' un point de rencontre des courbes d'ombre propre et d'ombre porlée , Au point a', la langente à la courbe d'ombre propre est la tangente conjuguée du rayon lumineux a' ^; la tangente en a' à la courbe d'ombre portée, étant l'intersection du plan tangent en a'
et du plan tangent en « à la surface éclairée, esl le rayon lumineux, excepté quand les plans tangents en ces points se confondent. Ainsi, en général, en un point de rencontre d'une courbe d'ombre propre et d'une courbe d'ombre portée, les tangentes à ces courbes sont conjuguées, et l'on peut dire que cela esl vrai pour le point limite, puisque, la tangente au point limite à l'une ou à l'autre de ces courbes étant l'asymptote de l'indicatrice, cette droite est confondue avec sa direction conjuguée.
Cette propriété, relative à la direction des tangentes en un point de rencontre d'une courbe d'ombre propre et d'une courbe d'ombre portée, subsiste lorsque l'on considère l'ombre porlée d'un corps sur un autre. Ainsi, un tore porle son ombre sur un autre tore; il j a alors, sur cette seconde surface, à la fois une ligne d'ombre propre et une ligne d'ombre portée par le premier tore ; au point de rencontre de ces lignes, leurs tangentes donnent deux diamètres conjugués de l'indicatrice.
Cône d'ombre. ^ Les rayons lumineux bitangenls sont, sur le cône d'ombre, des génératrices doubles, et, si l'on prend la trace de ce cône d'ombre sur une surface extérieure à l'objet éclairé, ces génératrices doubles donnent des points doubles de la ligne d'ombre portée ; en ces points doubles , les tangentes à la courbe d'ombre portée sont les traces des plans tangents à (S) aux points de contact des rayons bitangents. Les gcncralriccs du cône d'ombre
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qui passent par les poinLs limites donnent des points de rcbroiissement sur cette courbe d'ombre portée, et les tangentes en ces points sont les traces des plans tangents à (S) aux points limites.
Ligne ds contour apparent d'une snrface à courbures opposées. — Ce qui précède s'applique lorsque l'on prend la ligne de contour apparent d'une surface à courbures opposées. Projetons, par exemple, f un plan ; on a i^fig. 190) une courbe parallèle à une
•enl d'u 1 tore s
ellipse ; / et / sont des points de rebroussement de ta ligneMe contour apparent du tore sur ce plan ; ces points terminent un arc réel y/y'' ; les points d et d' sont des points doubles de cette ligne de contour apparent.
Si, au lieu de projeter le tore, on suppose cette surface éclairée par des rayons lumineux parallèles à la direction des projetantes que nous venons de considérer, on obtient toujours {_fig- 191) Ja
courbe parallèle à une ellipse, mais dans ce cas les arcs utiles sont simplement des portions de celte courbe.
Nous allons appliquer ce qui concerne la courbure des surfaces à la construction des tangentes aux lignes d'ombre propre sur les surfaces de révolution. Construisons d'abord ces lignes.
CONSTRUCTIONS DES LIGNES D'OMBRE PROPRE SUR LES SURFACEf; DE RÉVOLUTION.
Surface de révolution considérée comme enveloppe de cônes de révolution. ~ - Prenons i^fig- 192) im tore dont Taxe est perpendicu-
laire au plan horizontal de projection; soit {/, /') le point lumineux. Pour déterminer les points de la ligne d'ombre situés suides parallèles du tore, considérons celte surface comme l'enveloppe de cônes de révolution dont les caractéristiques sont ces parallèles; a' 6' étant la projection du parallèle sur lequel nous cherchons un point de la courbe d'ombre, menons au poirit a' une
tangente à la courbe méridienne. CeLtc droiie est la génératrice de contour apparent du cône circonscrit au tore le long de a'b' \ la trace de ce cône, sur le plan liorizonlal à la hauteur du point /', est une circonférence de cercle qui se projette horiïontalemenl suivant la circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon. Les lignes d'ombre propre sur ce cône sont des génératrices, dont on obtient des points en construisant les points de contact des tangentes à cette circonférence menées du point l; sur ol, comme diamètre, on décrit une circonférence de cercle qui rencontre en deux points e-, g la circonférence décrite du point o comme centre avec oc pour rayon; les droites oe,o^ sont les projections horizontales des lignes d'ombre sur le cône ; ces droites rencontrent la projection horizontale du parallèle db' en deux points m et n, qui sont les projections horizontales de deux points de la courbe d'ombre cherchée.
Dans cette construction, il faut tenir compte de la position du parallèle sur le cône relativement au sommet de ce cône et à la base de celle surface sur le plan horizontal à la hauteur du point V \ on voit, dans le cas de la figure, que db' est entre ce plan horizontal et le sommet du cône : les points tels que m eln sont alors entre la projection horizontale o du sommet du cône et les points e, g, qui appartiennent à la base de ce cône.
La courbe d'ombre est symétrique par rapporta la droite o/; les points de la courbe d'ombre qui se projettent sur cette droite sont ceux pour lesquels la tangente est horizontale; ^par conséquent, ce sont le point le plus haut et le point le plus bas de cette courbe. Pour les construire, on n'a qu'à chercher les points de la courbe d'ombre situés sur les méridiens qui se projettent sur ol.
Quel que soit le méridien du tore, on peut construire les points de la ligne d'ombre situés sur ce méridien, en considérant le tore comme l'enveloppe de cylindres de révolution. On est ainsi conduit aux tracés mêmes que nous venons d'obtenir en cherchant les points de la courbe d'ombre situés sur des parallèles.
Sur les lignes de contour apparent, on obtient très facilement des points de la courbe d'ombre propre. Par exemple, sur la projection verticale, on a des points de la courbe d'ombre propre en prenant les points de contact des tangentes menées du point V à la ligne de contour apparent du tore sur le plan vertical de pro-
jection; car on peut considérer cette courbe comme la trace sur le plan vertical d'un cylindre circonscrit au tore et dont les génératrices sont perpendiculaires au plan vertical de projection. Les lignes d'ombre sur ce cjlindre sont les perpendiculaires au plan vertical qui passe par les points de contact des tangentes à la base de ce cylindre menées du point /'; on a donc les points i elj qui représentent les projections verticales des lignes d'ombre propre sur le cylindre projetant le tore. Ces droites rencontrent la ligne de contact du tore et du cylindre circonscrit aux points de la courbe d'ombre cherchée ; les points! et y sont alors les projections des points de l'ombre propre sur le tore, et en ces points la projection de la ligne d'ombre propre est tangente à la ligne de contour apparent du tore sur le plan vertical.
Ce que nous venons de dire pour la projection verticale peut se répéter pour la projection horizontale. On obtient des pointsdela ligne d'ombre propre en menant, à la ligne de contour apparent du tore sur le plan hori/.ontal, des tangentes issues du point /.
Dans le cas où les rayons lumineux sont parallèles entre eux, on détermine la courbe d'ombre propre en transportant les cônes circonscrits au tore de manière à leur donner pour sommet un ir l'axe de rcvoliTl.iim.
Surface de révolution considérée comme enveloppe de s surface de révolution étant l'enveloppe de sphères, cherchons, dans le cas de rayons lumineux parallèles, la ligne d'ombre propre au moyen de sphères enveloppées.
Considérons (^g- ig'i) la sphère qui touche la surface de révolution le long: du parallèle ah. La ligne d'ombre propre sur cette sphère se projette suivant une courbe semblable à la courbe qno
l'on obtienten prenant une splière auxiliaire d'un rayon arbitraire Ojai- Supposons qu'on ait construit cette courbe d'ombre propre sur cette sphère; on n'a alors qu'à mener du centre Oi une parallèle o, a, au rajon oa, puis du point a, une parallèle à ab ; celte droite rencontre la courbe d'ombre'propre au point m, ; en menant du point o xme parallèle à o, m,, on obtient sur le parallèle ab le point m qui appartient à la courbe d'ombre propre sur la surface de révolution.
Quel que soit le parallèle de la surface de révolution, on emploie toujours cette même sphère de rayon arbitraire sur laquelle on a construit une fois pour toutes la ligne d'ombre propre.
Lorsque la surface donnée est un tore, on peut prendre pour sphère auxiliaire la sphère décrite du centre du tore avec un rayon égal au rayon de la sphère qui, en tournant autour de l'axe de révolution du tore, engendre cette surface. Pour obtenir un point di' la courbe d'ombre du tore sur un méridien oo^ (/î-g- '94); on
n'a qu'à transporter parallèlement à elle-même celte sphère auxiliaire avec sa ligne d'ombre propre; le point m de cette ligne vient ainsi au point m,, tel que mm, =^ oo,. Quel que soit le méridien considéré, on doit toujours prolonger les diamètres de l'ellipse, courbe d'ombre sur la sphère auxiliaire, d'une longueur constante égale à oo i ; on voit ainsi que la projection, horizontale de la courbe d' ombre propre sur un tore éclairé par des rayons lumineux parallèles est une conchoïde d'ellipse.
On peut déterminer la normale au point m, à cette courbe d'ombre; pour cela, on mène au point o une perpendiculaire à
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la droLle om,, et au point m on trace la normale à l'ellipse, projecLion delà courbe d'ombre sur la sphère auxiliaire; ces deux droites se coupent en un point a : ia droite am, est la normale demandée. Le point a est, en effet, le centre instantané de rotation pour un déplacement infiniment petit du segment mm,, de grandeur invariable, qui passe constamment par le point o et dont l'une des extrémités m décrit une ellipse.
Le point lumineux est supposé dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. — Clierclions la courbe d'ombre propre sur le tore en supposant que le point lumineux \ soit {fig. 190) dans le plan méridien du tore parallèle au plan vertical de projection.
--'iPr'"
Nous allons considérer le tore à la fois comme l'enveloppe de cônes de révolution et comme l'enveloppe de sphères. Prenons le parallèle qui passe par le point a; te cône circonscrit îe long de ce parallèle a son sommet au point (; la sphère circonscrite au tore le long de ce parallèle a son centre au point i, où la normale en a au cercle méridien du tore rencontre l'axe de révolution de cette surface. Par suite de la position particulière du point lumineux, la courbe d'ombre propre sur cette sphère se projette suivant une droite; cette droite rencontre le parallèle ac au point m. qui est la projection verticale d'un point de la courbe d'ombre. Il résulte de cette construction que le point m est le point de rencontre des cordes de contact relatives au svstcmc des tangentes
inen<5es des points )* el î à la cîrcouférence ia; ce point m est alors sur la perpendiculaire im abaissée du point i sur la droite \t.
Si le point X est à l'Infini, c'esl-à-dlre si les rayons sont parallèles entre eux et parallèles au plan rertical de projection, on voit qu'on obtient le point m, en abaissant du point i une perpendiculaire au rayon lumineux.
Reprenons le point \ à distance finie. On peut dire que le point Tn est, dans l'espace, le point de contact de la sphère, dont le centre est au point i, eid'un plan tangent à cette surface ment^ par la droite \t\ le point m est alors le point de contact avec le parallèle ani de la trace de ce plan tangent sur le plan de ce parallèle.
Appelons r le point où k droite \i rencontre le plan du parallèle. Puisque, dans l'espace, la droite rm est une tangente à ce parallèle, on a
Prolongeons la droite at jusqu'au point q où elle rencontre la perpendiculaire abaissée du point \ sur l'axe de révolution. On a alors
car le rapport -y est égal à ^-
II résulte de cette relation que, si l'on joint le point î^ au points, cette droite rencontre l'axe de révolution en un point g, tel que les points q, m, g soient en ligne droite. K\'a.%i,pour obtenir le point m de la courbe d'ombre situé sur le parallèle ac, on trace la droite \a qui donne le point g, on joint ce point g au point q où la tangente at rencontre la perpendiculaire "ke à l'axe de révolution; la droite gg coupe le parallèle ac au point m demandé.
Celle construction est applicable pour un parallèle quelconque du tore, tandis que la première construction ne conduisait à des points de la ligne d'ombre propre que pour les points de cette ligne réellement existants. C'est qu'entre ces deux constructions il y a cette différence : la première s'appuyait sur la détermination possible de tangentes à une circonférence menées d'un point,
Laodis que pour la seconde, si les langcnLes ;m parallèle ac menées du point /' n'existent pas, la corde de contaet de ces tangentes est toujours réelle; or c'est cette corde, dont la projection donne le point m.
CONSTRUCTIOiNS Dlî LA TANGENTE EN UN POINT DE LA LIGNE D'OMBRE SUR UNE SUIiFAGE DE RÉVOLUTION.
Preinière construction au moyen de l'indicatrice. — Proposons -nous de construire la tangente au point (*», m') (fig- 196) de la courbe
d'ombre. En ce point, la surface est à courbures opposées. Nous n'avons donc qu'à chercher la tangente conjuguée du rayon lumineux qui passe au point {m, m!) par rapport aux asymptotes de l'indicatrice en ce point.
Cherchons ces asymptotes. Faisons tourner le plan méridien om jusqu'à ce qu'il soit parallèle au pian vertical de projection. Le point (m, m') vient en {a, a!) ; les axes de l'indicatrice en ce point sont, l'un la tangente au méridien, l'autre la tangente au parallèle. Sur la tangente au méridien portons une longueur a' g'^ a'y., a! ■/.
étantle rayon de courbure delà ligae méridienne en a'. L'autre axe del'indîcalrice est alors (p. 3 II) une moyenne proportionnelle entre (^1, et a!^. Pour construire cette moyenne proportionnelle, décrivons sur œ^ comme diamètre une demi-circonférence, elle rencontre a! g' en un point cl-, et la longueur de l'autre axe de l'indicatrice est dd. Projetons horizon a lem en t les axes de cette indicatrice : le point g' se projette horizontalement eu g; l'axe de l'indicatrice qui est perpendiculaire au plan vertical de projection se projette suivant la perpendiculaire au plan vertical de projection menée du point a, et cette droite ah est égale à dd. Les projections des asymptotes sont alors les droites ap et aq, les points />, q étant obtenus en prenant gp = gq = ah. Ramenons maintenant le plan méridien oa de manière que le point a vienne en m en entraînant les droites ap et aq. On a alors les projections des asymptotes de l'indicatrice pour le point m, et il suffit de prendre par rapport à ces droites la direction conjuguée de la projection du rayon lumineux. On peut opérer de même sur le plan vertical de projection en cherchant les projections verticales des asymptotes de l'indicatrice.
Au point de vue graphique, il est clair qu'au lieu de tracer les droites ap et aq^ on peut immédiatement tracer les projections des asymptotes de [l'indicatrice en m. On prend, sur le prolongement de om, un point /: tel que mk'=ag, puis on élève au point k une perpendiculaire à la droite ok et l'on porte sur cette perpendiculaire à partir du point k deux segments égaux à (^ d; on joint les extrémités de ces segments au point m, et l'on a les projections horizontales des asymptotes de l'indicatrice pour ce point.
Lorsque le point de la courbe d'ombre est sur une partie de la surface qui est convexe, on peut opérer comme s'il y avait des asymptotes pour l'indicatrice; puis, quand la construction est achevée, on prend par rapport aux axes de l'indicatrice la droite symétrique de la tangente à laquelle on est conduit, et l'on a la droite qu'il s'agissait d'obtenir. On opère ainsi parce que, pour une ellipse et une hyperbole qui ont les mêmes axes, les diamètres conjugués d'un même diamètre sont deux droites symétriques par rapport à ces axes. En effet, les coefficients angulaires de ces deux diamètres conjugués ne diffèrent que par le signe.
Seconde constnictian au moyen d'une surface du second ordre osculatrice et de révolution. — Supposons que le rayon lumineux qui passe par le point m de la courbe d'ombre rencontre le plan méridien du tore, parallèle au plan vertical de projection, en un point X ijig. 197)- Nous savons qu'en prenant le point \ comme point lumineux, la courbe d'ombre propre correspondante est tangente, sur le tore, à la courbe d'ombre propre relative au premier point lumineux. Le problème est donc ramené à la recherche de la tangente à la courbe d'ombre propre dans le cas où le poini lumineux occupe la position particidière \.
Substituons à la surface de révolution donnée une surface qui lui soit osculatrice au point m. Nous savons que la courbe d'ombre
Fis. '97-
proprc sur cette surface osculatrice est tangente à la courbe d'ombre propre sur la surface donnée. Nous ramenons alors le problème à la recherche de la tangente à la courbe d'ombre propre sur cette surlace osculatrice au point m.
Prenons une surface du second ordre de révolution osculatrice à la surface donnée tout le long du parallèle qui contient le point m . Celte surface étant de révolution et le point que nous considérons comme lumineux se trouvant dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection, la courbe d'ombre sur cette surface se projette suivant une simple droite, qui est la tangente demandée. Effectuons les constructions.
Cherchons le centre de la conique courbe méridienne de cette surface du second ordre. Elevons au point ^ une perpendiculaire
;i lu normale «p à k courbe méridienne du tore et prenons le point de rencontre de cette droite avec la perpendiculaire abaissée du centre de courbure a sur l'axe de révolution. Joignons par une droite ce point de rencontre au point a; elle coupe l'axe de révolution au point o qui est le centre de la conique, d'après ce que nous avons trouvé page 174- Sur cette conique on a le point a', symétrique du point a par rapport à l'axe ou, et en ce point la tangente à cette courbe passe par le point u où la tangente en « à la courbe méridienne du tore rencontre cet axe. Ainsi, au point a! de la conique, la tangente est la droite a' u.
Pour avoir la courbe d'ombre sur la surface du second ordre osculatrice, nous n'avons qu'à en construire un point, puisque cette courbe se projette suivant une droiie et qu'elle passe par le point m. Cherchons le point situé sur le parallèle qui contient le point a'; appliquons la construction que nous venons de donner pour le cas où le point lumineux est dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection. A cet effet, on joint le point î> au point a' et l'on obtient le point g sur l'axe de révolution; on prend le point de rencontre q de la tangente a! u et de la perpendiculaire abaissée du point \ sur l'axe de révolution; on joint le point g au point q. Cette droite rencontre le parallèle qui passe par a' en un point n ; ce point n est le point de la courbe d'ombre sur ce parallèle; la tangente en m à la courbe d'ombre sur le lore est donc la droite mii.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-TROISIÈME LEÇOS
Troisième construction de la tangente en un point de la ligue d'ombre sur une surface de révolution.— Cette construction est bast-e sur cette remarque, faite à la page Saô : la direction conjuguée en un point m de la tangente à la directrice d'une normalie à une surface (S) est la projection, sur le plan (T) tangent en ce point à (S), d'une génératrice du paraboloïde des normales à cette normalie,
La droite, que l'on doit projeter sur (T), rencontre alors la droite tracée sur (T) à partir de m normalement à la directrice de la normalie elles droites de courbure de (S) relatives au point m.
l'renons {fig- 19S) pour plan vertical de projection un plan pas-
sanl par l'ase de révolulîon d'un tore et pour plan horizontal le plan perpendiculaire à cet axe, qui contient le centre o" de la sphère mobile dont le tore est l'enveloppe.
Supposons que m soit un point de la projection horizontale de la ligne d'ombre et que le rayon lumineux, passant en m se projette suivant R. Nous devons construire la tangente conjuguée du rayon lumineux projeté en R. Nous allons appliquer ce que nous venons de rappeler, en supposant qu'on ait une normalie au tore dont la directrice soit tangente en m au rayon lumineux.
Faisons tourner ie plan méridien qui contient le point m autour de
Fig. .98.
l'axe do révolution pour l'amener à coïncider avec le plan vertical de projection et entraînons la normalie : le point m vient en m".
Les droites de courbure du tore relatives à m" sont, l'une, dans ie plan vertical de projection, la perpendiculaire o" d" au rayon m'o"; l'autre, la perpendiculaire au plan vertical de projection, qui se projette au point [t. La normale à la directrice de la normalie, qui est dans le plan tangent en m' , se projette verticalement suivant la tangente m" h" à ia circonférence méridienne du tore. Une génératrice du paraboloïde des normales à la normalie se projette alors verticalement suivant une droite quelconque 11^"^° qui passe par le point |i.
Pour déterminer ce que devient la projection de cette droite sur le plan tangent au tore en m, lorsqu'on a ramené le point in' en m, nous allons chercher d'abord pour le point m la projection de la droite de
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courbure analogue à o" d" et la normale en m à la direclrice de la normalie dans le plan tangent en m.
Commençons par celle dernière droite. Elle est l'intersection du plan (T) tangent au tore en m et d'un plan mené par m perpendiculairement au rayon lumineux qui passe en ce point. La trace horizoutale de ce plan est la perpendiculaire on abaissée dw point o, centre de la circonférence méridienne du tore, sur la projection hori- Konlale R du rayon lumineux. Celle perpendiculaire on rencontre eu n la trace horizontale du plan (T) : la droite mn est alors la pro~ jection d'une droite qui, dans ce plan tangent, est perpendiculaire au rayon lumineux.
Quant à la droite de courlmre o"d", elle se projette, après la rotation, suivant la droile od.
Reprenons la génératrice du paraboloïde des normales ^h" d" qui est projetée suivant m'/i'e" sur le plan tangent au tore eu m". Cherciions ce que devient cette projection lorsque m" vient en m. Le ])oinl e° se ramène en e sur od, le point projeté verticalement en A" vient en h sur mn. La droite he est alors, d'après ce qui précède, parallèle à la projection horizontale de la tangente à la ligne d'ombre en m. 11 suffit donc de mener du point m une parallèle à he pour avoir la tangente devnandée.
Construire les rayons bitangents à un tore éclairé par un point lumineux. ^ Nous avons vu que l'ombre portée par un tore présente, dans certains cas, des points doubles et que ces points doubles sont les traces des rayons lumineux bilangents au tore. Il y a donc lieu, pour déterminer directement ces points doubles, de chercher à construire ces rayons bitangents.
Considérons l'un de ces rayons et faisons-le tourner autour de l'axe de révolution du lorc. Il engendre ainsi un hyperboloïde de révolution
qui touche le lore suivanL les deux parallèles de celle surface engendrés par les points de coulact du rayon bitangenl.
Prenons, pour plan de lajig. 199, le plan méridien qui passe parle point lumineux s. La section faite par ce plan dans le tore se compose des deux circonférences G,, Cj et la section faite dans l'iiyperboloïde est une hyperbole qui passe par le point s et qui est doublement tangente à chacune de ces circonférences.
Du point s menons les tangentes sp, sq k G, et Gj. L'hyperbole peut être considérée comme le lieu des points pour lesquels la différence des distances de ces points aux. circonférences C,, Ca (dislances mesurées suivant les tangentes à ces circonférences) est constante et égale h. sp — sq.
Pour construire les points oii l'hyperbole touche la circonférence C5, nous n'avons qu'à prendre le segment sr égal à sq, afin d'avoir la différence constante /)r, et à décrire la circonférence concentrique à G, qui passe par r : cette circonférence coupe Gj aux points a et h qui sont les points cherchés.
Ces points appartiennent aux parallèles du tore suivant lesquels cette surface est touchée par l'hyperboloïde. Il suffît alors de mener de ,î les droites qui rencontrent ces deux parallèles pour avoir les rayons bilan gents.
Constniire les rayons bitangents à un tore éclairé par des rayons lumineux parallèles entre eux. — Le point lumineux s du cas précéirection donnée des rayons
■écédente. Parallèlement à la direction circonfé-
dent est maintenant i
Appliquons la construction pré
des rayons lumineux, menons {figrences C|, C,; nous obtenons les |
iiits de contact/*, q. Du point q
1 perpendiculaiie t/r à ces tangentes. La circonférence concentrique à C,, qui passe par /■, coupe Cj aux points a et b. Il suffit de mener les droites parallèles aux rayons lumineu\ qui rencontrent les parallèles du tore contenant a el h pour avoir les rayons lumineu\ bitangents demandés.
Dans cette solution, nous avons employé les tangentes qui louchent C, et Cj en p et q. Nous aurions pu prendre les tangentes dont les points de contact sont p' et g', ou p et g', ou encore p' cl g; on a toujours la même circonférence concentrique à C, qui passe par ;■ et ;■' et qui détermine a et b. Menons la corde ab qui rencontre qr au point (. On a
Gomme les segments rr' et qg' sont égaux, le point ( est le milieu de r'q'; par suite, ot est parallèle aux rayons lumineux, o étant le centre du tore.
On a alors cette construction : Du centre o du tore on mène une parallèle aux rayons lumineux. Sur cette droite on projette en t le centre de Cj. La perpendiculaire abaissée du point t sur la ligne des centres de C,, Cj rencontre Cj aux points a el b.
M. Janin est arrivé directement à cette construction (') en 1865, étant élève à l'Ecole Polytechnique.
{ ') RuUetin de la Société Philomathique, scîance du 18 mars i86S.
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(iftOMÉTRlE CIMÉMATIQUE. — HÈLICOIDE DÉVELOrTABLE. IIÉLICOIDE RÉGLÉ, (appl. de géom. cini;m.)
Définitions. — Le déplacement ^infiniment petit le plus général d'une figure de grandeur invariable est hélicoïdal. — Propriétés relatives au déplacement infiniment petit. — Hëlicaïde dévetoppabîe. — Béticoïde réglé. — Plan tangent. — DévelOjipable asymptote. — Construction â.n point ob un plan mené par une génératrice touche l'hélicoide. — Courbe de contact de l'hélicoïde et d'un cylindre
Définitions. — Si l'on déplace sur lui-même un cylindre de révolution, de façon qu'un de ses points décrive une hélice tracée sur sa surface, le déplacement de ce cylindre est hélicoïdal. Tout poini invariablement lié au cylindre engendre une hélice ayant même pas que l'hélice tracée sur ce cylindre. La surface engendrée par une ligne invariablement liée au cylindre est le lieu des hélices de même pas qui sont décrites par tous les points de cette ligne : celte surface est désignée sous le nom de surface hélicoïdale. L'enveloppe d'une surface entraînée est une surface hélicoïdale, car on peut la considérer comme engendrée par sa caractéristique. La surface enveloppe d'un plan entraîné porte le nom àUiélicoïde développable. La surface hélicoïdale engendrée par une droite quelconque porte le nom d'hélicot'de réglé.
Dans le cas particulier où la génératrice d'un hélicoïde réglé rencontre, sans lui être perpendiculaire, l'axe du cylindre qui sert à déflnir le déplacement, la surface engendrée prend le nom de sur/ace de vis à filet triangulaire. Si la génératrice rencontre l'axe du cylindre à angle droit, on a un hélicoïde réglé à plan directeur qui porte le nom de surface de vis à filet carré.
Je donne à l'axe du cylindre le.nom A'axe du déplacement.
Le déplacemenl liélicoïdal du cylindre peut être considéré comme résultant d'une rotation du cylindre autour de son ase el d'une translation dans la direction de cet axe. Si l'un ou l'autre de ces déplacements existe seiil, on obtient alors comme cas particulier du déplacement hélicoïdal soit iine rotation, soit une translation.
Le déplacement infiniment petit le plus général d'une figure de grandeur invariable est hélicoïdal. — Nous allons montrer que le déplacement infiniment petit le pliis général d'une figure déforme invariable est hélicoïdal, c'est-à-dire qu'on peut le considérer comme résultant d'une rotation infiniment petite et d'une translation infiniment petite { ' ).
Nous avons vu (p. ^74 et suiv.) que, lorsque des plans invariablement liés passent par une même droite, leurs foyers sont sur la conjuguée de cette droite. Si la droite par laquelle passent tous les plans est à l'infini, ces plans sont parallèles entre eux, et la droite qui contient leurs foyers est la conjuguée de la droite à l'infini sur l'un quelconque do ces plans. Cette conjuguée L, qui contient les fojers de plans parallèles entre eux, je la désigne sous le nom ^adjointe (^) aux plans.
Ainsi, l'adjointe à un plan est la conjuguée de la droite à l'infini sur ce plan.
Prenons {fig. 201) des plans (P), (P)), (P2) quelconques, invariablement liés. Coupons ces plans par un plan arbitraire (Q). Les traces des plans (P), (P,), (Ps) sur le plan (Q) sont des droites D, D,, D^ qui ont pour conjuguées les droites partant du loyer cp du plan (Q) el aboutissant respectivement aux foyers de chacun des plans (P), (Pi), (Pa)- Supposons maintenant le plan (Q) à l'infini : les droites D, D,,D2 deviennent les droites à l'infini sur chacun des plans (P), (P|), (Pa); leurs conjuguées passent par le foyer du plan (Q), et, comme ce plan est tout entier à l'in-
(') Voir CuABLEfi, Notice historique sur la question du déplacement d'une figure de /orme invariable {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 1861, p.487)-
W. FiEDLER, Géométrie et Géomécaniqite {Journal de Mathématiques de M. Besal, 3' série, t. IV, p. 14.).
{') Étude sur le déplacement, etc. {loc. cit.).
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fini, son Tover est lui-même à l'infini ; les conjuguées des droiles à l'infini sur "chacun des plans (P), (P,), (Pa) sont donc des droites parallèles entre elles, et, en faisant usage du mot d' « adjointe » pour désigner ces conjuguées des droites à l'infini sur chacun des plans, nous disons : Les adjointes de tous les plans de la figure mobile sont des droites parallèles entre elles.
Menons un plan (T) perpendiculaire à ces adjointes. Les foyers des plans parallèles à (T) sont alors sur la perpendiculaire X à (T) élevée de son foyer /■. Pendant le déplacement de la figure,
le foyer /■ du plan (ï) se déplace suivant X; et le plan tourne autour de cette droite : on a donc simnllanément une rotation autour de X et une translation suivant cette droite, c'est-à-dire un déplacement hélicoïdal. La droite X est l'axe du déplacement ; nous voyons aussi que l'adjointe d'un plan quelconque est une droite parallèle à l'axe du déplacement. Pour un déplacement infiniment petit, cet axe est aussi désigné sous le nom à''axe instantané de rotation et de glissement.
Pendant le déplacement continu d'une figure de forme invariable. le lieu de ces axes est une certaine surface réglée. Les droites de la figure mobile qui deviennent successivement ces axes appartiennent à une autre surface réglée. Le déplacement continu peut être obtenu au moyen de ces deux surfaces. Les génératrices de la seconde surface viennent successivement coïncider avec les génératrices de la première, et il y a simultanément, le long de cha-
cune de ces droites, rotation infiniment petite et glissement (').
Lorsque dans la figure mobile il j a un point fixe, il ne peut plus j avoir glissement, et les axes de rotation passent tous par le point fixe. Dans ce cas, les deux surfaces réglées se réduisent à deux surfaces coniques, et il est facile de voir que le déplacemenl peut s'obtenir au moyen du roulement de l'un des cônes sur l'autre.
Prenons les traces de ces cônes sur une sphère décrite du point fixe comme centre. On a deux lignes sphériques de grandeurs invariables quelle que soil la position des cônes. Pendant le déplacement, l'une de ces lignes roule sur l'autre. Su/' la sphère, comme sur le plan, le déplacement continu le plus général est donc épicycloldal.
Propriétés relatives au déplacement infiniment petit.
- Considérons
une droite D {Jig. 20a) qui fait partie d'une figure de forme invariable. Appelons X l'axe du déplacement infiniment petit de celte figure. Menons la perpendiculaire commune rc à X età D; par celle perpendiculaire commune, menons un plan (P) perpen-
Faculté des Sciences de Paris que Poscblet a fait ;es pour représenter le déplacement continu d'un
Notice historique iloc. cit.)
{') C'est dans ses Leçons usage de ces t!eu\ surfaces corps solide.
Aux renseignements donnés par Cuisles dans nous ajouterons {voir p. 160 et ig^) :
Thohson et Tait, Traité de Philosophie naturelle.
Beithsmi, Du mouvement géométrique d'un solide gui roule si solide {Journal de Mat /tématiq lies de Batta^lini, t. X, 1875 ).
Eattaolimi, Sur le mouvement géométrique infinitésimal d'un sy (Journal de Matliématiques de Battaglini, t. X, i8-ja).
diciilaire à D. Pendanl- le déplaceiiieiiL infiniment petit, le poini /■, qui est sur l'axe du déplacement, décrit un élément de cette droite ; rc, qui est perpendiculaire à X et cjui est dans le plan (P), est la normale à la trajectoire du point r, située dans ce plan (P) ; cette droite contient alors lefojer/du plan (P).
Nous avons démontré (p. 2^6) que parmi les normales aux trajectoires des points d'une figure celles qui sont parallèles à un plan rencontrent la conjuguée de la droite à l'infini sur ce plan, c'està-dire l'adjointe au plan. Menons au point m de D la normale à la trajectoire de ce point, qui est parallèle à (P); cette droite est normale à la trajectoire du point m et perpendiculaire à D, c'està-dire qu'elle est la normale en m à la surface (D) engendrée par D. Elle doit rencontrer l'adjointe au plan (P), c'est-à-dire qu'elle rencontre la droite L menée par le point/ parallèlement à X.
Ce que nous venons de dire pour le point m est vrai pour tous les points de la droite D, et, comme les normales issues des points de cette droite à la surface engendrée par D forment le paraboloïde des normales de cette surface, on voit que L est une génératrice de ce paraboloïde,
La position de L ne dépend que de la direction de D. On voit ainsi que pour une position quelconque de la figure mobile les paraboloïdes des normales aux surfaces engendrées par des droites parallèles entre elles passent tous par une même droite.
Puisque L est une génératrice du paraboloïde des normales à la surface (D), le plan mené par D parallèlement à L est le plan central de la surface (D), et, comme la droite L est parallèle à l'axe du déplacement, ,on voit que le plan central de la surface engendrée par une droite quelconque est, pour une position de la figure, le plan mené par cette droite parallèlement à l'axe du déplacement.
On voit aussi que, puisque la droite rc est la perpendiculaire commune à L et à D, le point c est le point central sur cette droite. La droite rc est la perpendiculaire commune à l'axe du déplacement et à D; on peut dire que le point central sur la génératrice Ti est le pied de la perpendiculaire commune à cette droite et à l'axe du déplacement {').
(') La conjuguée A de D ctaiil aussi une génératrice du parabûloide des tiur-
Par le point / menons la droite D, parallèlement à D, c'està-dire la perpendiculaire au plan (P), issue du foyer de ce plan, Pour les points de cette droite, autres que /, les normales à la surface (D,) qu'elle engendre sont dans le plan {D.L); la droite D| engendre alors un élément de surface développable. Parmi les parallèles à D qui rencontrent rc, la droite D, est la seule qui jouisse de cette propriété.
Par D menons un plan (Q) ; ce plan étant entraîné a une caractéristique G. La normale à la trajectoire du point n de la caractéristique G, qui est parallèle au plan (P), rencontre L. Mais la trajectoire du point n est tangente au plan (Q), puisque le point n est un point de la caractéristique de ce plan ; la normale au point n à la trajectoire de ce point, qui est parallèle au plan (P), est alors la perpendiculaire en n au plan (Q). On peut donc dire que les perpendiculaires au plan (Q), issues de tous les points de la caractéristique de ce plan, rencontrent L, et, inversement, on o6ïie«f la caractéristiqae G du plan (Q) en projetant L sur ce plan.
Nous énonçons ainsi ce résultat : La caractéristique d'un plan quelconque (Q) est la projection sur ce plan de Vadjointe à un plan qui lui est perpendiculaire (').
Gela se généralise pour un cylindre, et l'on voit que ; La caractéristique de l'enveloppe d'un cylindre est le lieu des pieds des normales à ce cylindre qui rencontrent l'adjointe à un plan perpendiculaire à ses génératrices.
Ces propriétés générales étant démontrées, nous passons à l'étude de l'iiélicoïde développable.
iiiales à ( D ], on voit que la perpendiculaire commune à l> et à sa conjuguée A rencontre à angle droit l'axe du déplacement X. On peut dire aussi que l'aa)e du déplacement X est une ligne de striction, du parabolo'ide hyperbolique déterminé par X, D, A.
{') Les projections de deux: droites conjuguées sur un plan (Q) se coupent en un point de la caractéristique de ce plan; car ce point, appartenant à lu perpendiculaire à (Q) qui rencontre les deus droites conjuguées, a sa trajectoire normale à cette droite et par suite tangente à (Q).
Si l'une des droites conjuguées est à l'infini sur un plan perpendiculaire à {Q ), «n relrouye, comme conséquence de cette propriété, celle que nous ïcnons de démontrer dans le texte.
HÉLICOIDE DÉVELOPPABLE.
Plaçons verlioalcment {fig. aoiS) l'asc du déplacemenl X et prenons le plan vertical de projection parallèlement à une droite D. L'axe X se projette horizontalement au point o. Appelons (/',/) les projections du foyer du plan perpendiculaire à D, mené par la perpendiculaire commune à celte droite et à l'axe du déplacement. Pour un déplacement infiniment petit, la droite D,, menée par le point / parallèlement à D, engendre un élément de surface développable. Mais si, au lieu d'un déplacement infiniment petit, la droite D) se déplace de la même manière d'une façon continue
Fig. 2o3.
autour de l'axe du déplacement, elle engendre un hélicoïde développable, dont l'arête de rebroussement est l'hélice décrite par/. Calculons la distance de l'axe du déplacement à la droite D,. Appelons ^ l'angle que D, fait avec un plan horizontal et H le pas de l'hélice décrite par le point /. On a
tangp.
t le pas réduit /( ; on a donc
of— Acot(J.
Construisons un segment égal à — cot |3. Pour cela , prenons f'e'= -j' Soit gc un segment égal ait quart de la circonférence qui a pour rayon oc. Élevons la perpendiculaire e'V à la droite X et abaissons dn point /' une perpendiculaire à la ligne de terre; cette perpendiculaire rencontre og en un point /. La perpendiculaire abaissée du point l sur oc rencontre celle droite au polniy, qu'il s'agissait de délerminer.
En effet, on a
of=lf~.
Introduisant ces valeurs de {/, oc cl ^c dans l'expression de of, m retrouve la valeur
11 est essentiel de porter dans un sens convenable, sur la perpendiculaire abaissée de o sur D, , le segment ainsi construit. Pour s'assurer que le segment est porté dans le sens convenable, il suffit de voir si l'extrémité/ du segment, entraîné dans le déplacement, sort de sa position dans la direction de la droite D, .
Le plan qui projette D, sur le plan vertical de projection, a pour caractéristique la projection de la verticale f, c'est-à-dire qu'il a pour caractéristique la droite Dj elle-même. Ce plan entraîné a pour enveloppe l'iiélicoïde développable engendré par D,. Quelle que soit la position de ce plan, il fait constamment le même angle avec le plan horizontal de projection; l'hélicoïde développable fait alors partie des surfaces que l'on désigne sous le nom de surfaces d'égale pente, dont nous reparlerons plus tard, et qui jouissent de celte propriété : leurs plans tangents sont égalemeni inclinés sur un plan horizontal.
A l'occasion des surfaces d'égale pente, nous résoudrons les problèmes suivants : déterminer la section d'une pareille surface par un plan; mener un plan langent par un point ou paraUclemenl à
une droite, etc. C'est pourquoi nous ne les traitons pas actuellement.
L'arête de rebroussement de l'hélicoïde développable est l'hélice engendrée par le point/. Quand on développe l'hélicoïde développable, cette arête de rebroussement se transforme en une circonférence de cercle dont le rayon est le rayon de courbure de l'hélice arfite de rebronssemenl, c'est-à-dire — 4ïï'
HÉLICOIOE HÉGLÉ.
Reprenons les mômes données que précédemment. Le point c de la droite D {fig- 2o4) engendre une hélice sur le cylindre de
révolution dont la section droite a pour rayon oc. On pcul dirr alors que VhéUcoide réglé est le lieu des droites égalemenl inclinées sur un plan perpendiculaire à l'axe d'un cylindre de révolution et qui touche ce cylindre aux différents points d'une hélice. Il résulte de là que le cône directeur de cette surface esi un cône de révolution.
Nous avons démontré que le point C est le point central sur D. Celle propriété subsiste pendant le déplacement continu t!e D.
c'est-à-dire que l'hélice décrite par le point c est la ligne de striction de l' hélicoïde réglé engendré par la droite J^.
Plan tangent. — Proposons-nous de construire le plan tangent à l'hélicoïde réglé au point m de la droite D. Nous avons démontré que la normale en m à la surface engendrée par D, pour un déplacement infiniment petit, rencontre l'adjointe à un plan perpendiculaire à D; si/est la projection de cette adjointe, la normale au point m se projette alors suivant la droite fin. La trace à\\ plan langent en m, sur un plan horizontal (H'), est perpendiculaire à cette droite, et, comme elle passe par la trace 6 de D sur (H'), on obtient une horizontale du plan tangent cherché en abaissant du point b une perpendiculaire surla droite /m. Quel que soit le point pris sur la droite D, on a toujours à abaisser du même point b une perpendiculaire sur des droites partant du point/. Si l'on prend le point c, on voit que la trace sur (H') du plan tangent en ce point est confondue avec la projection de D ; le plan tangent en c est donc le plan vertical qui projette horizontalement la droite D. Le point c étant le point central, on retrouve ainsi que le plan central est parallèle à l'axe du déplacement.
Lorsque le point de la droite D, pour lequel on veut construire le plan tangent, est à l'infini, on a, à mener par le point /, une parallèle à la projection de D et à abaisser du point b une perpendiculaire sur cette droite; on voit ainsi que le plan tangent au point qui est à l'infini sur D est le plan qui projette cette droite sur le plan vertical de projection.
DéveloppaWe asymptote de l'hélicoide réglé. — Pendant le déplacement continu de la droite D, si l'on entraîne le plan qui touche la surface au point qui est à l'infini sur D, l'enveloppe de ce plan est un hélicoïde développable qui est la développable asymptote de l'hélicoïde réglé.
Construction du point où un plan mené par une génératrice touche rtéliooide réglé. — Un plan quelconque mené par O est langent à l'hélicoïde réglé ; cherchons directement le point de contact de ce plan. Supposons que ce plan soit entraîné en même temps que D; sa caractéristique, d'après ce que nous avons vu, est la projection
(le la verticale /. Cette caractéristique est alors une ligne de plus grande pente de ce plan ; elle se projette horizontalement suivant la perpendiculaire abaissée du point/sur la projection d'une horizontale du plan. Mais la caraetéristiqiie d'un plan mobile, qui contient successivement les génératrices d'une surface réglée, passe par le point où le plan touche la surface réglée; par suite, la perpendiculaire abaissée du point /sur la projection d'une horizontale du plan rencontre la projection de D au point ?n, projection du point de contact de ce plan, et l'on voit que la projection du point oii un plan mené par D touche l'hélicoïde réglé est le point de rencontre de la projection de D et de la perpendiculaire abaissée de /sur une horizontale de ce plan.
Il est utile de remarquer que, d'après cela, la projection horizontale mf de la caractéristique d'un plan qui passe par une droite D contient le point/,, qui est la projection horizontale du foyer d'un plan perpendiculaire à D.
Conrbe de contact de l'hélicoïde réglé et d'un cylindre circonscTit- Courbe d'ombre. — Proposons-nous de construire la courbe d'ombre sur l'hélicoïde réglé, éclairé par des rayons lumine
entre eux, c'esl-É-dirc la courbe de contact de l'hélicoïde réglé et d'un cylindre circonscrit dont les génératrices sont parallèles au rayon lumineux R (Jig- 2o5).
Pour déterminer le point de celte courbe situé sur une génératrice D, menons par cette droite un plan parallèle à R. Ce plan touche l'hélicoïde réglé en un point qui appartient à la ligne d'ombre demandée. Ce plan, passant par D et supposé entraîné, a une caractéristique projetée suivant une droite qui, d'après la
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dernière remarque que nous Tenons de faire, contient le foyer / du plan perpendiculaire à D; ce plan, étant parallèle à R, a une oaractéristique projetée sulvanl une droite qui contient aussi le foyer/, d'un plan perpendiculaire à R; la droite/,/, qui joint ces deux foyers, est alors la projection horizontale de la caractéristique du plan mené par D parallèlement à R, et elle rencontre la projection de D au point m, qui est la projection du point de contact de ce plan avec l'ii^licoïde réglé.
Pour une autre génératrice projetée horizontalement en D', le foyer /', correspondant au plan perpendiculaire à cette droite, est sur la perpendiculaire ahaissée du point o sur D' et à une distance of'=of. Quant au point/,, Il est fixe; on a alors le point de la courbe d'ombre situé sur D' en prenant le point de rencontre de celte droite avec/,/'. On voit ainsi comment on construit par points la projection de la courbe d'ombre en faisant usage du point fixe/, et des différents points de la circonférence décrite du point o comme centre avec o/pour rayon.
Nous avons vu comment on construit le point / pour une droite D. Il est inutile de reprendre pour le point /, une construction analogue. Lorsque, par la droite D, on a mené un plan parallèle au rayon lumineux, la caractéristique de ce plan se projette suivant la perpendiculaire ahaissée du point/sur une horizontale de ce plan, et cette dernière droite rencontre au point/, la perpendiculaire abaissée du point o sur la projection horizontale du rayon lumineux.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-QUATRIÈME LEÇON
Théorème relatif à un dièdre mobile. — {«) est la courbe d'interseclion de deux surfaces qui se coupent constamment sous le même angle. Au point a de cette courbe menons des plans tangents à chacune des surfaces, ces plans déterminent un dièdre dont l'arêle D est tangente en « à (r). On peut déplacer ce dièdre de façon que son arête reste tangente à (a) et que ses faces soient toujours tangentes aus surfaces données.
Pour un déplacement infiniment petit de ce dièdre de grandeur In-
variable, ses faces ont pour caractéri s tiques des droites C, C' qui passent par a et qui sont des tangentes conjuguées de D.
D'après ce que nous venons de voir dans cette Leçon :
1° Les plans normaux aux faces du dièdre, menés respectivement par C et C, sont parallèles à l'axe du déplacement, La droite d'intersection L de ces plans normaux est parallèle à l'axe du déplacement; en outre, on voit qu'elle passe par le point a.
2° Le plan central de la surface engendrée par D est aussi parallèle à l'axe du déplacement. Comme ce plan contient «, il doit alors contenir L. Ce plan central est ici le plan rectifiant do {a), puisque D engendre une surface développable.
Je trouve ainsi ce théorème :
Lorsque deux surfaces se coupent constamment sous le même angle, les plans menés normalement à ces surfaces respectivement par les tangentes conjuguées de la tangente D à leur ligne d'intersection, et le plan rectifiant de cette courbe, mené par Ji, se coupent suivant une même droite.
Il permet de retrouver que :
Lorsque deux surfaces se coupent constamment sous le même angle, si leur ligne d'intersection est une ligne de courbure de l'une des surfaces, elle est aussi ligne de courbure de l'autre (').
Enfin, comme une courbe quelconque d'un plan ou d'une sphère est une ligne de courbure de ces surfaces, on voit par là que :
Lorsqu'un plan ou une sphère coupe une surface constamment sous le même angle, lalîgned'intersectionest une ligne de courbure de cette surface (^}.
Si le dièdre de grandeur invariable se déplace de façon que son arête reste tangente à une courbe donnée et que l'une de ses faces coïncide avec le plan osculateur de la courbe, le théorème précèdent ne conduit pas à la construction de la caractéristique de l'autre face du dièdre. On arrive à cette droite en considérant le déplacement du
C) Mémoire sur la théorie générale des sur/aces, par M. O. Bomxet {Journal de l'École Polytechnique, XXXIf Cahier, p. 17).
C) JowawsTAHL (Journal de Crelle, t. 30, p. 347); O. Bosset, Mémoire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou sphériques (Journal de l'École Polytechnique, XXXV" Cahier, p. iîo), et J.-A. Sekret, Mémoire sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques {Journal de Mathématiques de M. Liounlle, 1" série, t. XVIll, p. 128).
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dièdre complémentaiie du premier dont une Tace coïncide alors avec le plan rectifiant de la courbe. On trouve ainsi que la caractéristiqua de l'autre face est la projection de la droite rectifiante de la courbe (').
Vihin !n irentiùmc Leçon, nou^ reparlerons du déplacement d'un
(') Voir, dans le Supplément à la (Ux-scptiinie Leçon, ce qu'on appelle /ito/ rectifiant et droite rectifiante en un point d'une courbe gauelie.
TRIANGULAIRE
(application de géométrie CINÉMATIQI'E).
Paramètre de distribution des plans tangents A l'Iiélicoïde réglé. — - Surface de vis à filet triangulaire. — Coaslcaclioa d'une génératrice.— Trace sur un plan horizontal. — Plan tangent. — Contour apparent. — Dessin d'une vis h lîlet triangulaire. — Courbe d'ombre. — Asymptote de l'indicatrice. — Hjperbolorde ijscnlateur. — Tatigeiite A la coui-be d'ombre.
Paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoîde réglé. — Construire le paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoîde réglé.
Soient O {Jig- 206) la projcelion liorÎKOntale cic l'ase do déply-
ceiiient, (D, D') la génératrice de l'hélicoîde, et / la projeciioD de l'adjointe L à nn plan perpendiculaire à (U, D'). Celle adjointe L est une génératrice du paraboloïde des normales à l'hélicoîde réglé pour la droite (D, D').
k étant le paramètre de distribution des plans tangents à l'hélicoîde réglé, on a (p. -i-jo)
tans(D', L)
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L'angle (D', L) est le complément de l'angle ^ que (D, D') iait avec le plan horizontal; on a alors
A-=/ctang^ = octatig?— o/tang^.
On sait que o/est égal à A col^; donc A-=ociang;î — /«.
Dans le cas particulier où le segment oc est nul, c'est-à-dire lorsque la droite (D, D') rencontre l'axe du déplacement, le paramètre est égal à h. Ainsi, pour une surface de vis quelconque, le paramètre de distribution des plans tangents est égal au pas réduit des hélices décrites pendant la génération de lasurface de vis.
Si h est nul, alors la surface n'est plus hélicoïdale : elle est simplement une surface de révolution. On voit, dans ce cas, que le paramètre de distribution des plans tangents à l' hyperbololde de révolution engendré par une droite D, dont la distance à l'axe est oc, est égal à oc tang^.
Appelons a l'angle que la tangente à l'hélice décrite par h' point c fait avec le plan horizontal, on a
Portant celte valeur de h, dans l'expression du paramètre /,-, îl ^■ = oc tangP — oc langa.
Pour construire k, portons à partir dii point p, sur une perpendiculaire a la projection verticale de l'ase du déplacement, un segment 7)9= oc; par le point q menons une droite parallèle à D', c'est-à-dire faisant àvec pq l'angle P; menons aussi une droite faisant avec celte môme droite l'angle a. Ces deux droites interceptent sur X un segment qui est égal à k.
Lorsque « ^= P, c'est-à-dire lorsque la droite (D, D') se confond avec la tangente à l'hélice décrite par le point c, on volt que le paramètre est nul ; on a alors une surface développable engendrée par la droite mobile.
SURFACE DE VIS A FILEX TiUAKGULAIRE.
Supposons maintenant que la génératrice de l'iiélicoïde réglé rencontre l'axe du déplacement sous un angle qui ne soit pas un angle droit. La surface ainsi engendrée porte, comme nous l'avons déjà dit, le nom de surface de vis à filet triangulaire.
On peut considérer cette surlace comme le lieu d'une droite qui rencontre constamment sous le même angle l'axe d'un cylindre de révolution et qui s'appuie sur une hélice tracée sur ce cylindre. On voit que le cylindre de l'hélicoïde réglé général, auquel les génératrices restent tangentes, se réduit maintenant à une droite; l'hélice ligne de striction de l'hélicoïde réglé se réduit aussi à cette droite. Ainsi, la surface de vis à filet triangulaire a pour ligne de striction l'axe du cylindre de révolution que sa génératrice rencontre constamment.
D'après ce que nous venons de trouver, quel que soit l'angle sous lequel la génératrice de la surface de vis rencontre l'axe du déplacement, le paramètre de distribution est toujours égal au pas réduit. Gomme pour l'hélicoïde réglé, la surface développable asymptote est engendrée par une droite parallèle à la génératrice de la surface de vis et située à une distance de l'axe du cylindre égale à Acotp.
Construction d'une génératrice, — Soit a'c' {fig- 20;) la génératrice parailclc au plan vertical de projection. Cette droite, l'axe X du déplacement et la perpendiculaire abaissée du point a' sur cet axe, déterminent un triangle qu'on peut entraîner en même temps que la génératrice a'c' et qui reste de grandeur invariable. Lorsque le sommet a' de ce triangle vient au point b' , le sommet </ s'élève sur l'ase jusqu'au point d' , tel que c'd' ^^ b'p'; la génératrice a'c' vient alors prendre la position b'd'.
Lorsque le sommet a' vient au point g', la génératrice part du point g' et rencontre l'axe sous un angle qui est égal à l'angle constant que les génératrices fout avec X. Daas cette position, la
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généra Irice est renconlrfie par crV; ce point de rencontre, pendant le déplacement de la génératrice de la surface, décrit une hélice qui est une ligne double de la surface de vis.
Ce que nous disons pour la génératrice qui part du pointer' peut se répéter pour toutes les génératrices qui partent des points situés
sur la ligne de contour apparent du cylindre qui contient le point g'. Il y a donc sur a'c' une infinité de points qui décrivent des hélices doubles de la surface. Ainsi, sur la surface de vu il ■y a une inanité d'hélices doubles.
Trace sur un plan horizontal. — La génératrice b' d' se projette liorîzonlalenienl suivant la droite ob ; ia trace de celte droite sur le plan horizontal (H') est le point /.
On a
ol^ ob^bl.
En désignant par R le rayon du cylindre et par ^ l'angle que les génératrices de la surface de vis font avec le plan horizontal, on obtient
0/ = R -hfi'/i'cntfi.
Er
r !i> l'angle aob^ b' p' est égal à Ao), et, par
cqualioii en coordonnées polaires d'une spirale d'Archtmède.
Celte spirale passe par le point o, par le point a, par le point /, et, si l'on considère la surface de vis dans toute son étendue, c'està-dire en ne prenant pas seulement la partie qui est au-dessus du plan {H'), on a alors une spirale complète; les points doubles df celte courbe sont les traces des hélices doubles dont nous venons de parler.
PlantangeEt. — On peut considérer la sLirlace de vis comme engendrée par cette spirale enlramée pendant le déplacement liélicoïdal .
Si l'on coupe la surface de vis par un plan horizontal à la hauteur du point m', qui se projette horizontalement en m^ on a Li spirale passant par le point [m, m').
Pour avoir le plan tangent au point (m, m') à la surface de vis, on peut construire la tangente à la spirale qui contient ce point, et pour cela prendre la sous-normale de cette spirale. La valeur de cette sous-normale est
comme on le voit tout de suite au mojen de l'équation de la courbe. Il suffit donc de porter à partir du point o, sur une perpendiculaire à om, une longueur o/^/iCOtp, et, en joignant le point/ au point m, on obtient une droite perpendiculaire à la trace du plan tangent en (»i, m') sur le plan horizontal qui contient ce point, c'est-à-dire une droite qui est perpendiculaire à une horizontale du plan tangent. Nous retrouvons ainsi la construction ii laquelle nous sommes arrivés poiir l'hélicoïde réglé.
La droite /m est aussi la projection horizontale de la caractéristique dn plan tangent en (m, m') supposé entraîné; cette caractéristique est tangente en ce point à la surface de vis. Les caractéristiques de tous les plans tangents à la surface de vis pour la génératrice ol sont donc des droites tangentes à la surface aux différents points de la génératrice ol et qui rencontrent une même verticale/; ces droites déterminent l'Iiyperboloïde qui passe jiar la
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verticale y et qui est de raccordement à la surface de vis pour la géuératrîce ol.
Du reste, on sait que l'on construit la caractéristique d'un plan tangent à la surface de vis mené par la droite ob en projetant sur ce plan la verticale /; celte caractéristique est donc l'arête d'un dièdre droit dont l'une des faces est ce plan tangent et dont l'autre face est le plan mené perpendiculairement à celui-ci par la droite/.
On voit ainsi que toutes ces caractéristiques appartiennent à la surface lieu de l'arête d'un dièdre droit dont les faces passent, l'une par la génératrice 06 de la surface de vis, l'autre par la verticale projetée au point/. On sait que le lieu de cette arête est un hyperboloïde dont les plans des sections circulaires sont respectivement perpendiculaires aux deux droites fixes par lesquelles passent les faces du dièdre. L'hyperboloïde de raccordement formé par les caractéristiques des plans tangents doit donc avoir pour sections circulaires les sections faites par des plans horizontaux ; et, en effet, si l'on prend le point de rencontre de fm avec la trace du plan tangent sur (H'), on a un point qui est la trace sur le même plan de la caiactérislique projetée suivant /m, et le lieu de ce point est évidemment la circonférence décrite sur /( comme diamètre .
Par le point / menons une droite quelconque, considérons cette droite comme une horizontale d'un plan mené par la génératrice de la siirface ; on obtient la projection du point où ce plan touche la surface de vis en abaissant du point / une perpendiculaire sur cette droite et en prenant le point où celte perpendiculaire rencontre la génératrice ob de la surface de vis.
Nous allons faire usage de cette construction pour déterminer le contour apparent de la surface de vis sur le plan vertical de projection.
Contour apparent. — Le contour apparent de la surface de vis sur te plan vertical de projection est l'enveloppe des projections verticales de ses génératrices. Le point où une génératrice telle que b'd' i^fig- 208) touche cette enveloppe est la projection verticale du point où le plan, qui projette b'd' sur le plan vertical de projection, touche la surface de vis.
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Pour construire le poinL de conLacE de ce plan avec là surface de vis, prenons le plan horizontal (H'), élevons au point o dans ce plan une perpendiculaire à 06, projection de la génératrice b'd', et portons sur cette perpendiculaire, dans le sens convenable, un segment o/ég-al à /icotp. Du point / abaissons une perpendiculaire sur la trace du plan tangent à la surface de vis sur (H'). Cette trace étant perpendiculaire à la ligne de terre, la droite que nous menons du point/ est parallèle à la ligne de terre ; elle rencontre ob en un point m, dont la projection verticale est le point m', où la
droite b'd' est tangente à l'enveloppe des projections verticales des génératrices de la surface de vis.
Cette construction étant répétée pour différentes génératrices, on a des points de la courbe de contour apparent sur le plan vertical de projection.
Cette courbe est tangente à la projection verticale de l'hélice directrice, puisque cette dernière courbe est tracée sur la surface de vis. La courbe de contour apparent touche l'axe X, puisqu'il y a des génératrices de la surface qui se projettent sur cette droite.
Enûn, si l'on emploie la même construction pour la génératrice parallèle au plan vertical de projection et qui passe par le point a', on trouve sur celte droite un point qui est à riniini; celte droite
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est alors une asymploie tle la coiirbe de contour apparent. Cette courbe est donc placée comme on le voit sur la figure. It est utile de remarquer le sens dans lequel elle tourne sa concavité.
Dessin d'une vis à filet triangulaire. — Prenons {Jig- 2oy) \in cylindre qu'on appelle le noyau de la vis. Dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection, traçons un triangle isoscÈle a, 1,1 dont la base soit un segment i-a delà ligne de contour apparcnl tîe ce cylindre. Donnons k ce triangle un dcplaccmeni
hélicoïdal tel qnc le pas de l'hélice décrite par le sommet i soit la base 1-2, c'est-à-dire que, lorsque le point i reviendra sur la lig-ne de contour apparent, il arrivera au point 9; puis, successivement, sur celte même ligne de contour apparent, il viendra aux points 3,4 qui sont distants d'un intervalle égal à la base 1-2.
Lorsque le point i vient sur l'autre ligne de contour apparent, il la rencontre au point i', qui est sur une droite perpendiculaire à l'axe à égale dislance des points 1 et 2; le sommet a du triangle isoscèle qui engendre le fdet de la vis vient en «', lorsque le point 1 est venu en i', et alors le triangle prend la position l'a'i'. Puis, ce triangle continuant à se mouvoir, sa base l'-a' vient coïncider avec le segment 2-3, et le sommet a! vient au point h; en poursuivant, nous trouvons le point b', nouvelle position du sommcl diT triangle, et la base vient en 2'-3'.
Traçons les hélices décrites par les sommets de ce triangle. Le point a décrit une hélice tangente en a -À une parallèle à l'axe du cylindre, et qui arrive en a' tangentiellement à la parallèle à l'axe du cylindre mené par le point a' .
Traçons les délices décrites par le point i eL par le point 2. Le <;ôté a-3 engendre une surface devis à filet triangulaire qui, d'après ce que nous venons de voir, a pour contour apparent une courbe langente à l'hélice décrite par le point a et à l'hélice décrite par le point 2.
En répétant la même construction pour l'hélice décrite par li^ point a et pour la surface de vis engendrée par le côté «-i , on a un arc de courbe Langent à l'hélice décrite par le point a et à l'hélice décrite par le point 1 .
On peut continuer ainsi en traçant les courbes de contour apparent des surfaces de vis engendrées par les côtés du triangle pendant le déplacement hélicoïdal. Pour achever de montrer la disposition de la vis, nous avons tracé quelques génératrices des surfaces de vis engendrées par les côtés a~\ et a-a.
Courbe d'ombre ( ' )■ ^ Pour construire la courbe d'ombre sur lu surface de vis éclairée par des rayons lumineux parallèl
squa
e de la construction à laquelle nous sommes
arrivés pour l'hélicoïde réglé quelconque.
Cherchons {^fig- 210) le point d(' la courbe d'ombre sur la génératrice D. Élevons au point o iine perpendiculaire à cette droite, et portons dans un sens convenable un segment 0/ égal à /i cot^; déterminons, relativement au rayon lumineu;^, un point/, tel que ofi^ hcQl'f, Y étant l'angle que le ravon lumineux fait avec le
(') Voir à ce sujet une intéressanic Note du général Po (lu Tome I de ses Applications d'Analyse et de Géoinélrie
plan borizonlal de projection. Nous savons que, le point / étant connu, on construit facilement le point/",.
Joignons le point /au point /i; la droite/, /rencontre la droite D au point m, qui est la projection du point de la courbe d'ombre situé sur cette génératrice.
Pour une antre génératrice D', on élève au point o une perpendiculaire à cette génératrice; cette droite rencontre en un point/' la circonférence décrite du point o comme centre avec 0/ ponr ravon; en joignant le point/,, qui est un point fixe, au point/', on a une droite qui rencontre la génératrice D' au point m' de la projection de la courbe d'ombre.
On obtient ainsi la construction par points de la projection bori/.ontalc de la courbe d'ombre.
Asymptote de l'indicatrice. — Oéterminons {/ig. 211) l'asymptote de l'indicatrice de la surface de vis pour le point m de la généra-
trice D. Le plan tangent en m à la surface de vis, entraîné dans le déplacement hébcoïdal, a une caracléristiquc qui se projette suivant la droite /m, le point/ étant délerminé comme précédemment. En vertu de ce déplacement, le point m décrit une hélice dont la tangente se projette horizontalement suivant la perpendiculaire élevée du point m à la droite D. Ces deux droites :' la caractéristique et la tangente en m à l'hélice décrite par ce point, sont deux tangentes conjuguées.
La génératrice D esl l'une des asymptotes de l'indicatrice en m. Pour avoir l'autre asymptote, il faut construire une droite telle que, par rapport à cette droite et à D, le système de tangentes
conjuguées que l'on possède soit un système de diamètres conjugués.
Pour cela, on prolonge 0/ jusqu'au point i, tel que/( = o/. On joinl le point m au point i et l'on obtient la projection de l'asymptote de l'indicatrice qu'il s'agit de déterminer, puisque la droite oi est parallèle à la projection horizontale de la tangente en m à l'hélice décrite par ce point et que la droite mf joint le point m au milieu du segment oi intercepté par les projections des deux asymptotes.
Hyperboloïde oscillateur. — Il résulte de cette construction que les asymptotes des indicatrices relatives aux points de la génératrice D se projettent suivant des droites qui passent par le même point ('. Mais le. lieu de ces asymptotes est l'hyperboloïde oseulateur de la surface de vis pour la génératrice D; on voit donc que cet hyperboloïde contient la verticale projetée au point i. On l'obtient alors en construisant l'hyperboloïde de raccordement à la surface de vis le long de D, qui contient la verticale i.
On pouvait prévoir que l'hyperboloïde oseulateur de la surface de vis pour D avait l'une de ses génératrices verticale, car toutes les génératrices de la surface rencontrant l'axe X, cette droite, pour le point où la génératrice D la rencontre, est une asymptote de l'indicatrice. L'axe appartient alors à l'hyperboloïde oseulateur. On a par conséquent un hyperboloïde dont on projette les génératrices de l'un des systèmes sur un plan perpendiculaire à l'une des droites X de ce système; elles se projettent donc toiites suivant des droites qui passent par le point, projection de la génératrice parallèle à X.
Tangente à la courbe d'ombre (')• — Soit à déterminer (ys^. 21 ,1) la tangente en m à Sa projection de la courbe d'ombre qui passe par ce point. Prolongeons o/jusqu'au point i, tel que/i = 0/', eu joignant le point m au point j, on a l'une des asymptotes de la
(') Voir POMCELBT, Application de la métJiode de Boberval au tracé des tangentes aux courèes de contour apparent et de séparation d'ombre et de lumière dans l'épure de la vis à filet triangulaire (Applications d'Analyse et de Géométrie, t. I, p. 4^,7).
projection de l'indicatrice relative au point projeté en m; !a génératrice est l'autre asymptote.
On doil maintenant prendre la direction conjuguée de la projection horizontale du rayon lumineux par rapport au système des deux droites mo, mi. Pour cela, menons par le point i une parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux, c'est-à-dire une perpendiculaire à o/, ; cette droite rencontre oin au point p; i!
tr-X'
faut prendre le point t milieu ài\ segment ip. Ce point est sur bi tangente tj à la circonférence dont le rayon est of\ en effet, cette tangente, étant parallèle à op, rencontre la droite ip en son milieu /, puisque le point / est le milieu du segment oi; la tangente demandée est donc la droite mt.
Menons par le point o une parallèle à ip, et appelons /■ le point où cette droite rencontre la tangente tf.
Puisque of=/i, on a tf = fi:
On peut donc déterminer le point t sans construire d'aljord li.point /. La construction de la tangente se réduit à ceci ;
A l'extrémité / du rayon perpendiculaire à la génératrice D qui contient le point m de la courbe d'ombre, on mène une tangente à la circonférence de rayon of; cette tangente rencontre le diamètre parallèle à la projection horizontale du rayon lumineux au point r. On porte sur la tangente enfle segment jt =fr, et la droite mt est la tangente demandée.
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SURFACE DE VIS A FILET CAURrî.
(api'l. de géom- cinbh.)-
Foi'iiics diverses de la projeclion de la courbe d'ombre. — Constiuctioii des poiiils de la courbe d'ombre situés sur une hélice donnée. — Construction des points de la courbe de eontour apparent situés sur l'hélice directrice. — Surface de vis à filet carré. — Plan langent, — Asymptote de l'indicatrice. — Paraboloïde osculateur, — Lignes de courbure. — Rayona de courbure principaus. — La surface de vis à fdet carré considérée comme une normalie. — Courbe d'ombre. — Points limites sur la courbe d'ombre. — Dessin d'une vis fi filet caiTé.
ucBT. — Construction des centres de courbure principaux de la surface de I filet triangulaire. — Construction des centres de courbure principaux de irfacc de ïis is. filet carré.
La projeclion horizontale de la ligne d'ombre de la surface do vis à filet triangulaire présente différentes formes selon l'inclinaison du rayon lumineux.
Formes diverses de la projection de la courbe d'ombre. — En désignant toujours par y l'angle que le rayon lumineux fait avec vm plan horizontal et par ^ l'angle que les génératrices de la surface de vis font avec un plan horizontal, on a à examiner les trois cas
suivants :y>?,T<^,T=P-
Pour déterminer la projection de la courbe d'ombre, nous employons un point /, (dont la distance o/i à la projection horizontale de l'axe du cylindre, sur lequel est tracée l'héhce directrice de la surface de vis, est égale à h coty), et une circonférence dont le rayon 0/ est égal à h cot^.
Il résulte de ces valeurs de of et de o/, que, lorsque y est plus grandqueP,o/i estplus petit que o/; le point/, est alors {/i^. 21 3) à l'intérieur de la circonférence qui a pour rayon of. Pour avoir
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le point de k courbe d'ombre situé sur la génératrice D, élevons au point o une perpendiculaire o/ à D; joignons le point / au point/,, la droite //*, rencontre D au point m-, qui appartient à la projection horizontale de la courbe d'ombre sur la surface de vis éclairée par des rayons lumineux parallèles entre eux et perpendiculaires ào/). Lorsque le point/ parcourt la circonférence décrite avec h cot^ pour rayon, le point m, sommet du triangle rectangle mo/, dont les hypoténuses passent par le point fiïe/i, décrit la courbe dont nous allons chercher la forme.
Menons le diamètre pq parallèlement à la projection du rayon
lumineux. Le point/ se rapprochant du point q^ le point m se rapproche du point/, ; lorsque le point / arrive au point (7, le point m vient au point /, et la droite /, m, devient la tangente /, ^ à la courbe au point/,. Ce que nous disons pour le point ^, nous pouvons le répéter pour le point p ; la courbe est, du reste, symétrique par rapport au diamètre qui contient le point/,.
Ainsi : le point fi est un point double de laprojection horizontaledela courbe d'ombre, et les tangentes en ce point double sont les droites qui joignent le point/, aux extrémités dudiamètre pq, perpendiculaire à o/,.
La droite m/'rencontre la circonférence en deux points/et/'; à chacun de ces points correspond un point de la courbe. On a alors sur la droite //, deux points m et m' de la projection horizontale de la courbe d'ombre. On voit donc que sur cette droite il y a les deux points confondus au point/, et les deux points m et m', c'est-à-dire quatre points ; cette droite rencontrant la courbe en quatre points, la projection horizontale de la courbe d'ombre est donc du quatrième degré.
Les droites om, om' , étant respectivement perpendiculaires aux côtés du triangle isoscèie fof -, déterminent aussi avec la droite mm' un triangle isoscèie ; la perpendiculaire abaissée du point o sur la base mm' passe donc au milieu de eetle base. Si nous appelons (le milieu de //', ce point (' est le milieu de mm'] le lieu des points analogues au point i est le lieu des milieux des cordes, telles qne mm', qui passent par le point /, ; c'est une ligne diamétrale de la coiirbe d'ombre. Les points tels que i appartiennent à la circonférence décrite sur of, comme diamètre; cette circonférence est donc une ligne diamétrale de la projection de la courbe (l'ombre.
Lorsque le poinl/vient au point r, extrémité du diamètre qui passe par le point /,, le point m vient au point o, et la droite om devient perpendiculaire à ee diamètre fir\ la courbe arrive donc au point o tangentiellement à la ligne op ; en continuant, on voit que la courbe revient passer par le point y, et contient le point m'\ enfin on achève de la tracer en poursuivant le déplacemen! du point y".
Supposons maintenant Y<fi; alors on a o/, ><)/ et le point/, ijig- ai4) est en dehors de la circonférence décrite avec /( cot^ pour rayon. Le point/, est encore un point double de la courbe, et les tangentes en ce point sont les droites qui joignent le point/, aux extrémités du diamètre pq, perpendiculaire à o/, ; on a, comme précédemment, une boucle tangente au point o à la droite pq. Cherchons les points de la courbe qui se trouvent sur les tangentes que l'on peut mener du point/, à la circonférence, Ap-
pelons / le poinl de contact de l'une de ces langenles. Oo doit joindre le point o au point/; on obtient ainsi «ne droite perpendiculaire à /,/; puis on élève au point o une perpendiculaire à o/', et l'on a la projection de la génératrice sur laquelle se trouve le point qui est à la rencontre de cette droite avec/,/; ces deux droites étant parallèles entre elles, ce point est à l'infini. On voit déjà que la ligne/,/ est la direction d'une asymptote ; construisons la tangente en ce point à l'infini, Nous savons que l'on doit prendre le point de rencontre de la tangente en /avec le diamètre pq perpendiculaire à o/,, et porter le segment/: jusqu'au point ( sur cette tangente fr\ le point t appartient à la tangente à déterminer. Il résulte de cette construction, puisque le point t est sur la ligne /,/, que celte droite est l'asjmptote elle-même. Ainsi, les tangentes que l'on peut mener du point , à la circonférence sont les asymptotes de la courbe.
EnfinsGpposonsY=P,c'est-à-direo/i=;o/. Onaencore{yî'^. 2i5) un point double au point y, , et les tangentes en ce point sont les droites qui joignent le point /, à l'extrémité du diamètre pq^ perpendiculaire à o/i ; ces droites, actuellement, sont perpendiculaires l'une à l'autre.
Sur une droiley,/, indépendamment du point/,, on obtient les points de la courbe en élevant respectivement des perpendiculaires à o/et o/, , On voit ainsi que le point de rencontre de/,/ avec le diamètre jO^ est toujours un point de la projection de la courbe d'ombre; cette droite pq fait, par conséquent, partie du lieu. Celui-ci se décompose en une droite, et la partie restante est du troisième degré.
La tangente à la eircoafcrenee au point y", donne la direction d'une asymptote ; cherclions cette droite. Du point o abaissons sur la droite mm' la perpendiculaire oi. La perpendiculaire il abaissée du point ( sur pq est toujours la moitié de la perpendiculaire mh abaissée du point m, sur ce même diamètre pq, puisque le point i est le milieu de mm'. Lorsque la droite y")/, tournant autour du point/,, devient la tangente en/) à la circonférence, le poÎDt i vient se confondre avec le point/, el la perpendiculaire il devient le rayon /, o. La distance du point m k pq est toujours double de la distance du point i à cette même droite; lorsque le point m est à l'iniinî, sa distance au diamètre jO y est alors double de o/. Ainsi, l'asymptote est perpendiculaire à o/, et est à une distance du point /, égale au rajon f, 0 .
La projection de la courbe d'ombre, dans ce cns, est la courbe connue que l'on nomme slrophol'de. Il est facile, sur la figure, de retrouver quelques-unes des propriétés de celte courbe. Lorsque, par exemple, le point/vienl en /', extrémité du diamètre /o, le point du lieu est en n sur la droite/,/'; dans le triangle m//', les droites //, , mo sont deux hauteurs, et l'on a alors
Ainsi la courbe est telle, que, si sur une droite om on prend un rayon vecteur on^=-^' on retrouve la courbe elle-même. Le lieu des points tels que n est la transformée de la courbe par rayons vecteurs réciproques ; la courbe se trûnsjorme donc en elle-même par rayons vecteurs réciproques (' ). {Voir la note p. 219)-
On peut remarquer encore cette propriété : Si un angle droit tel que m/,n a son sommet au point double/,, les hypoténuses telles que mn passent par le point fixe o de la courbe.
Construction des points de la courbe d'omlire situés snr une hélice. —
Construire les points de la courbe d'ombre situés sur une hélice tracée sur la surface de vis; en d'autres termes, on demande les points de la courbe d'ombre qui, en projection horîy.ontale, se
( ') Cette cûiirbui-e est aJoi's une analiagmatique du iroisièriie degré.
trouvent sur une circonférence dont le centre est au pied de l'axe de la surface de mis.
Décrivons (Jig. 216) une circonférence (i) dont le rayon esL égal à h cotyi «ne circonférence concentrique (2) dont le rayon est égal à h cotp, et enfin décrivons la circonférence donnée, concentrique aux deux premières, sur laquelle on se propose de construire des points de la courbe d'ombre. Sur la circonférence (i), on aie point fixe /,. Menons les deux droites ob, oc perpendiculaires l'une à l'autre; limitons l'une à la circonférence, projec-
tion de l'hélice donnée, et l'autre à la circonférence (a); joignons les extrémités 6 et c de ces deux droites et prolongeons la droite bc jusqu'au point d de la circonférence (1); joignons le point d au point o. Si nous faisons tourner l'ensemble de la figure formée par les droites oc, ob, od et cd de façon que la droite od vienne coïncider avec la droite of,, il est clair que le point b viendra en un point m, qui est un des points demandés, parce que, dans cette position, la figure obtenue est celle qu'il faudrait établir pour construire le point de la courbe d'ombre sur la génératrice om. On n'a donc, pour chercher les différents points demandés, qu'à examiner les différentes positions que peuvent prendre, l'une par rapport à l'autre, des droites analogues à od et oc. Ainsi, le point d peut être au point d' sur le prolongement de la droite de, et, après avoir fait tourner la figure autour du point o de façon que le rayon od' vienne coïncider avec o/, , le point b viendra prendre une certaine position siir la circonférence donnée, et l'on a encore un des points demandés.
Nous pouvons prendre les droites perpendiculaires l'une à l'autre ob et oc'. Joignons te point c' au point 6, nous obtenons le point di , et, après avoir fait tourner la figure autour du point o de façon que le rayon od^ vienne coïncider avec la droite o/, , nous trouvons pour le point b une nouvelle position sur la circonférence donnée; c'est encore un point qui répond à la question. Enfin prolongeons la droite d^ b jusqu'au point d[ , nous pouvons faire tourner la figure de façon que od[ vienne coïncider avec o/,, et nous arrivons encore à l'un des points cherchés. Nous avons trouvé ainsi, sur la circonférence donnée, les quatre points m, m,, m^, ma qui répondent à la question, c'est-à-dire qui sont des points de la projection horizontale de la courbe d'ombre situés sur la circonférence donnée.
Construction des points de la courhe de contour apparent situés sur l'hélice directrice. — Le problème que nous venons de traiter d'une façon générale s'applique au cas particulier où le cylindre circonscrit à la surface de vis a ses génératrices perpendiculaires au plan vertical de projection et où l'hélice donnée est l'hélice directrice de la surface de vis. Dans ce cas, la trace de ce cylindre sur le plan vertical de projection est la courbe de contour apparent sur ce plan vertical, et les points sur l'hélice directrice sont les points où la courbe de contour apparent sur la surface de vis touche cette hélice.
En projection horizontale, on a toujours {fig- 208) une circonférence décrite avec h cotp pour rayon. Le cylindre circonscrit a ses génératrices perpendiculaires au plan vertical; tous ses plans tangents sont perpendiculaires au plan vertical de projection. Les droites qui partent des points tels que / et qui rencontrent les génératrices en des points de la projection horizontale de la courbe de contour apparent sont parallèles à la ligne de terre.
Pour avoir les points situés sur l'hélice directrice, on construit le triangle rectangle bof\ on le fait tourner autour du point o jusqu'à ce que son hypoténuse soit en e/,, parallèle à la ligne de terre, le côté o/, étant dirigé convenablement par rapport à oe. Le troisième sommet du triangle rectangle est alors sur la circonférence base du cylindre en un point e, qui est la projection horizontale du point e' demandé.
SULU'ACIÎ DE VIS A FILET CAUUÉ.
La surface de vis à filet cai-ré est la surface lieu des droites perpendiculaires à l'ase d'un cjlindre de révolution et qui rencontrent une Iiélice directrice tracée sur ce cylindre. Toutes ces droites
sont parallèles i
;rpendiculaire à l'axe du cylindrt
surface admet donc ce plan comme plan directeur, L'axe du cylindre est une ligne de striction de la surface de Le paramètre de dislributiondes plans tangents est
nous l'avons va, au pas réduit de l'hélice directrice.
Plan tangent. — Supposons {fig- 217) que les génératrices du cylindre soient verticales. Pour le point (6', b) de l'hélJcc direc-
trice, oa obtient les projections de la génératrice de ia surface de vis en menant, d'une part, la droite Uc' parallèlement à la ligne de terre et, d'autre part, la droite ob qui passe par le centre o de la circonférence, projection horizontale du cylindre.
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Cherchons le plan Laiigeiil aii poini, (m', m) de {c'h', ob). Prenons un paraboloïde de raccordemeni le loDg de cette génératrice. Conservons le plan directeur de la surface comme plan directeur du paraboloïde, et prenons, pour directrices de cette surface, l'axe du cylindre et la tangente au point b' à l'hélice. Ce paraboloïde est de raccordement, car il a mêmes plans tangents que la surface au point c', au point JJ et au point qui est à l'infini sur d b'. On n'a donc qu'à construire le plan tangent au point (m, m') à ce paraboloïde pour avoir le plan tangent demandé. Ce paraboloïde rencontre le plan horizontal (H'), qui est un plan directeur, suivant la droite qui joint le point o au point t, trace de la tangente à l'hélice sur ce plan, le second plan directeur de ce paraboloïde est parallèle à bt, et, comme il est parallèle à l'axe du cylindre, c'est le plan projetant horizontalement la tangente à l'héliee. Pour le point (m, m') la génératrice de ce paraboloïde, du même système que cette tangente, se projette horizontalement suivant une droite menée du point m parallèlement à bt\ cette droite rencontre le plan (H') au point /■, où elle eoupe la trace du paraboloïde sur ce plan. Le plan tangent an point (/n, m') est alors le plan déterminé par la génératrice ob et par cette droite mr; il a pour horizontale la droite menée du point r parallèlement à la génératrice horizontale ob.
Asymptotes de l'indicatrioe. Paraboloïde oscillateur. — La droite ntr est tangente à la surface de vis à filet carré ; elle est donc tangente à l'hélice que décrit le point m pendant le déplacement hélicoïdal de la droite ob. Entraînons le plan tangent en m à la surface de vis à filet carré. La caractéristique de ce plan passe par le point m, où il touche la surface, et, comme ce plan fait toujours le même angle avec le plan horizontal, cette caractéristique est une ligne de plus grande pente, c'est-à-dire que celte droite n'est autre que mr. Puisque celte caractéristique du plan tangent se confond avec la tangente à l'hélice décrite par le point m, c'est que cette tangente est une asymptote de l'indicatrice. Ainsi, les tangentes aux hélices décrites par les points de la génératrice ob, pendant le déplacement hélicoïdal de cette droite, sont les asymptotex des indicatrices de la surface de la vis à filet carré. Mais ces tangentes appartiennent au paraboloïde de raccordement dont nous
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venons de Taire usage ; ce paraboloïde est donc le lieu des asymptotes des indicatrices de la surface pour les diCférenls point de la droite 06. Ce paraboloïde est alors le paraboloïde oscillateur de la surface pour la génératrice ob.
Rayons de courbure principaux. Lignes de courbure. — J'our un point quelconque m, les asymptotes de l'indicatrice sont à angle droit; les rayons de courbure principaux de la surface, qui sont de sigTies contraires, puisqu'elle est à courbures opposées, sont donc égaux. Les lignes de courbure en un point, étant dirigées suivant les bissectrices des angles compris entre les asymptotes de l'indicatrice, rencontrent sous un angle de 45° les génératrices de la surface. Ainsi, si l'on trace sur la surface de vis à filet carré des courbes qui rencontrent toujours sous un angle de 45" les génératrices de cette surface, on a ses lignes de courbure.
La surface de vis considérée comme tine normalie.— Les génératrices de la surface de vis à filet carré sont les normales au cylindre donné qui parlent des différents points de l'hélice directrice; on peut dire alors que celte surface de vis est une normalie à ce cylindre dont la directrice est une hélice tracée sur cette surface.
Appliquons celle propriété des normalies, démontrée précédemment (p. 296):
Le plan tangent à une normalie en un point de sa directrice est normal à cette normalie au centre de courbure de la seclion que ce plan détermine dans la surface sur laquelle est tracée la courbe directrice.
Pour la génératrice 06, le point o est le point central, le paramètre de distribution des plans tangents est égal à h et le plan central est le plan vertical ob.
En élevant à ob la perpendiculaire oy égale à A, on obtient en y le point représentatif de l'élément de normalie le long de ob.
La perpendiculaire -{fkyb donne alors sur ob le point / où le pian tangent en i à la normalie est normal à cette surface.
D'après le théorème que nous venons de rappeler, le point/est le ceutre de courbure de la section faite dans le cylindre par le plan langent en b. Ce dernier plan étant le plan osculateur de l'hélice
directrice, le point/est le centre de courbure de cette courbe. Remarquons que l'angle yôo, complémeniaire de l'angle que le plan tangent en b fait avec le plan central, est égal à l'angle que la tangente à l'hélice directrice fait avec le plan horizontal. La construction du point / n'est donc autre que la construction du centre de courbure de l'hélice à laquelle nous étions arrivés [p. 190] ('). Si le plan tangent en b est entraîné lorsque ob décrit la surface de vis, son fojer est en /, puisque la trajectoire do ce point est normale à ce plan.
Courbe d'omire. — Appliquons la construction trouvée pour la surface de vis à fdet triangulaire. Appelons toujours y l'angle que X fait avec le plan horizontal ; prenons {fig. at<^)
le segment ofi perpendiculairement à la projection du rayon lumineux et égal à /icoty. La circonférence décrite avec Acot^ pour rayon est maintenant à l'infini, puisque ftcot^ est infini. On doil mener par le point o une droite, puis joindre le point/, au point où elle rencontre cette circonférence, c'est-à-dire mener une parallèle à cette droite, enfin élever au point o une perpendiculaire à cette direction ; on obtient, sur cette parallèle, le point m, projection d'un point de la courbe d'ombre.
Il résulte de cette construction que la projection horizontale de la courbe d'ombre est la circonférence décrite sur o/, comme diamèlre. La courbe d'ombre en projection horizontale est donc une circonférence qui passe par le pied de l'axe du cylindre.
Dans l'espace, la courbe d'ombre est une hélice, comme nons allons le montrer.
(') Celle constraction résulte ans?) de la conslnictioii trouvée {p. 297.)
Pour construire la courbe de l'espace, nous n'avons qu'à chercher l'intersection de la surface de vis avec le cylindre dont la base est la circonférence décrite sur of\ comme diamètre ; nous obtenons des points de la courbe d'intersection de la surface de vis et de ce cylindre, en prenant les traces des génératrices de la surface de vis sur ce cylindre. Construisons des génératrices en joignant le point o aux points i, 2, 3, 4) 5, qui interceptent des segments ég.ux. 0„a
arc(,^»)=.rc(ï-3) = ..x(3-i),
et ainsi de suite. Les génératrices de la surface de vis se projettent suivant les rayons o-i , o-a, o-^, ... et ces droites dans l'espace, quand on passe de l'une ù l'autre, s'élèvent successivement de hauteurs égales, puisqu'elles correspondent, en projection, à des arcs tels que 1-2, 2-3, ... égaux entre eux. Les traces de ces droites sur le cylindre, dont la base est la circonférence décrite sur 0/1 , se projettent en des points de cette dernière circonférence et interceptent aussi entre eux des arcs égaux.
On a donc dans l'espace des points qui s'élèvent de hauteurs égales et dont les projections 1', 2', 3', ... comprennent entre elles des arcs égaux, l'-a', a'-3', 3'-4', • • ■■ Ces points appartiennent alors k une hélice; la courbe d'ombre sur la surface de vis à fdet carré est donc une hélice. On peut remarquer que le pas de cette hélice est égal à la moitié du pas de l'hélice directrice.
Points limites sur la courbe d'ombre. — Pour construire les projections dès points limites, on doit prendre les points de contact de la projection de la courbe d'ombre avec des tangentes parallèles à la projection du rayon lumineux ; ici nous trouvons comme points de contact /, et le point o. Mais, aux points qui se projettent horizontalement en o, les plans tangents à la surface de vis sont verticaux; d'autre part, la tangente au poinl/i et la tangente au point o à l'bélice courbe d'ombre étant également inclinées sur une verticale, si l'une est dans le plan tangent, l'autre ne peut être une tangente à la courbe d'ombre. Le point /, seul est un point limite, et l'on voit que, sur la courbe d'ombre dans l'espace, on a successivement une spire composée de points réels et une spire composée de points virtuels. On peut ajouter que, la
courbe d'onilire de la surface de vis à filet carré élanl une liéllee, l'ombre portée |ifir cclie surface sur im ^lan iiorizonul esl une cycloïde (p. 189).
Dessin d'une vis à fllet carré. ^ Prenons (Jig'- ^19) un cvlindre qui forme le noyau de la vis. Dans le plan méridien parallèle au plan de projection, considérons un rectangle dont «n côté, i-^, est un segment de la ligne de contour apparent du cylindre du
noyau ; c'est ce rectangle qui, entraîné dans un déplacement hélicoïdal tel que le pas de l'hélice décrite soit double du côté 1-2, va engendrer le filet de la vis à fdet carré. Lorsque le plan méridien qui contient ce rectangle a tourné de deux angles droits autour de l'axe du noyau, le rectangle vient dans la position i'2'3'4'; puis, ce plan méridien continuant son déplacement, il coïncide avec la position qu'il occupait d'abord, el le rectangle vient en i"a"3"4", et ainsi de suite. Le point 3 décrit une hélice qui est tangente eji ce point 3 à la ligne 3-4 et tangente au point 3' à la ligne 3'-4'; de même pour le point 4'. La droite 3-4 du rectangle engendre une portion de surface cylindrique qui est limitée à ces deux hélices. L'hélice décrite par le point 3' est vue jusqu'au point a à partir duquel elle est cachée par le noyau ; l'hélice décrite par le point ■'. et l'hélice décrite par le point 3 limitent la portion de surface de vis à filet carré engendrée par le côté 2-3. Si nous traçons des génératrices de cette surface, nous avons toujours des droites perpendiculaires à l'axe du cylindre. De m^me pour l'hélice dé-
crite par le point i et pour l'ijélice décrite par le point 4 ; elles limitent la portion utile de la surface de vis à filet carré engendrée par le côté i-4 ; puis nous n'avons qu'à répéter ce que nous venons de dire, et nous aurons successivement la projection de l;i portion vue du filet de îa vis.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-SIXIEME LEÇON
Construction des centres de courbure principaux de la surface de vis à filet triangulaire. — L'axe de la vis {fig. 220) étant vertical, menons
■te'«"
un plan horizontal (H') par le point o où cet axe est rencontré par la génératrice om. Le point/ étant la projection de l'adjointe au plan perpendiculaire à om, la normale au point m à la surface de vis se projette suivantyni.
Nous nous proposons de construire les centres de courbure principaux de la surface de vis qui sont sur la normale fm. Pour cela, nous allons déterminer les points de contact de deux normalies à cette surface qui contiennent cette normale. Prenons comme normalies le paraboloïde des normales à la surface de vis dont les pieds sont les points de om et l'hélicoïde réglé engendre par la normale ^m clle-mcme, que
nous supposons entraînée pendant le déplacement hélicoïdal de la génératrice om de la surface de vis.
Occupons-nous d'abord de cet hélicoïde réglé. Soit ( la trace sur (II') de la normale//M. Le plan omt a alors pour trace sur ce plan la droite ot. Si ce plan est entraîné dans le déplacement hélicoïdal, sa caractéristique est perpendiculaire à ot, et elle passe par le point _/",, projection de l'adjointe au plan perpendiculaire kfm.
Construisons le point /,. Pendant son déplacement, le plan omt contenant toujours la génératrice de la surface de vis telle que om, sa caractéristique se projette suivant une droite qui passe par/. Cette droite est alors la perpendiculaire abaissée de ce point/sur oi ; le point où elle rencontre ia perpendiculaire abaissée de o sur /m est le point/,.
Il résulte de celle construction qiie/i( est perpendiculaire à of.
Le point/i étant déterminé, on a tout de suite la projection /,« de la normale en un point quelconque e de fm à l'hélicoïde réglé engendré par cette droite en joignant le point/, au point e.
Le paraboloïde des normales à la surface de vis le long de om contient l'adjointe projetée en /, Ses génératrices se projettent suivant, des parallèles à om. Sa trace sur (H') se compose des droites tgnl og. La génératrice qui passe en e se projette suivant el, qui est parallèle à om, et la trace de cette droite sur (H') est en l sur la trace du paraboloïde. Le plan langenten eà ce paraboloïde a pour trace sur (H') la droite II.
Si le point e était un centre de courbure principal, le plan tangent en ce point au paraboloïde serait perpendiculaire à la normale/iC. Nous devons donc maintenant faire varier la position du point e sur fm jusqu'à ce que la droite telle que /, e soit perpendiculaire à la droite telle que It. Mais, lorsque e décrit fin, le point n décrit sur (H') une droite qui passe par le point /; on a alors la construction suivante ;
On mène les droites fi m, ot; elles se coupent en v. La droite f' rencontre la circonférence décrite sur ft comme diamètre en deuw points : les droites qui Joignent f à ces deux points coupent fm en "fi- "fsi gui sont les projections horizontales des centres de courbure demandés.
Remarques. — Le paraboloïde des normales à la surface de vis pour la génératrice om est tangent au point g au plan (ff).
Comme ce paraboloïde contient l'adjointe projetée en/, le plan (H') lui est normal au point /'situé sur ag. Nous avons donc sur la gêné-
L le plan
ratrice og- du pinbnl icle dea normales (H') est noriml et twgent a celle surficp
Le produit des distances de ces points au point central o, relatif à off, est alors égal au carre du païametie de distiibution des plans tangents au paraboloide pour la genentnce og, mus ce paramètre est égal au paramètre de distribution des plans tangents à la surface de vis, c'est-â-dire au pas réduit h des hélices décrites pendant le déplacement; on a donc
Comme dans le triangle /i/i, on a
on voit donc que/,^ X gl — h' -{- Og .
Construction des centres de courbure principaux de la surface de vis à filet carré. — Nous allons résoudre ce problème en particularisant la construction que nous venons de donner pour la surface de vis k filet triangulaire.
La droite om (/f. 221) est dans le plan (11'). Le point/ de laques-
HY
tion précédente est maintenant à l'infini. La normale 1 e perpendiculaire à om. La trace de cette ii it m lui-même.
e projette
Le poiiiL g de \^fig- aao est maintenant confonda avec o. Le point /i, en vertu de la remarque prÉcédente, est alors tel que o/, x om = h^. Comme le pas réduit h est donné, oq peut construire le poinl/i.
La construction précédente devient alors celle-ci :
On mène {fig- 221) les droites e/j, Im. Ces droites se coupent en n. La perpendiculaire abaissée de ce point sur om rencontre la circonférence décrite sur /, m comme diamètre en deux points : les droites gui joignent ces points à /, j-encontrent la nortnale en m aux points fi, Y5, qui sont les projections horizontales des centres de courbure principaux demandés.
Simplifions cette construction; on a
,u-{i — iiip X mq = mo X "i/i = ind ;
ainsi 7nf2=^ md.
Le point d s'obtient du reste facilement, puisque le segment od est égal au pas réduit A.
Voici donc la construction à laquelle on arrive :
Sur la perpendiculaire od à oin on porte le pas réduit h. On prend les segments m-^^, m-fa égaux à md, et l'on a en -fi, -/t les projections horizontales des centres de courbure principaux tfemandés.
L'angle odm est égal à l'angle que le plan tangent en m à la surface de vis fait avec le plan tangent en o à cette surface; on a alors la longueur m-(\ du rayon de courbure principal projeté suivant Hî~f., en élevant la perpendiculaire (/f, à dm.
VINGI-SEPTIKME LEÇON.
SUfiFACES DÉVJÏLOITABLES.
Giinéralions. — Surface d'ombre ou de pcnombre dans le cas d'une surface lumineuse.— Surface développable circonscrite à deux coniques. — Surface d'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle.
Générations. — Deux courbes directrices A, B {fig. 222) déterminenl une surface développable : celte surface est l'enveloppe d'un plan qui se déplace enrestant tangenlà A etB. La génératrice de la surface, pour une position du plan mobile, est la droite qui joint les points où ce plan touche les courbes directrices A et B.
Pour le voir, il suffit de considérer les tangentes à l'une des courbes directrices, A par exemple; le plan passe toujours par l'une de ces tangentes, la caractéristique de ce plan passe alors par le point où il touche la surface formée par ces tangentes. Mais cette surface est une surface développable qui a pour arête de rebroussement la directrice A; le plan mobile, qui est mené parla tangente en f^ à A et qui ne se confond pas avec le plan osculateur de la courbe, doit alors être considéré comme tangent à la surface développable au point a et sa caractéristique passe par ce point.
Ce que nous venons de dire pour l'une des courbes peut se répéter pour l'autre ; on voit ainsi que la caractéristique du plan mobile, c'esl-à-dire ta génératrice de la surface développable,
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passe par les points où ce pian touche les deux courbes directrices.
Pour construire la génératrice de la surface qui passe par le point a, considérons le cône qui a pour sommet a et pour directrice la courbe B. Par la tangente au point a de la courbe directrice A menons des plans tangents à ce cône ; ces plans sont dans les positions pour lesquelles le plan mobile est tangent aux deux courbes directrices ; les génératrices de contact de ces plans et du cône sont les génératrices de la surface développable qui passent par le point a. On voit ainsi qu'ime des directrices ne peut pas être une droite ; car, par une droite, on ne peut mener une série continue de plans tangents à une courbe donnée. Lors donc qu'une surface réglée donnée a pour directrice une droite, cette surface n'est pas développable.
On voit aussi qu'on peut considérer la surface développable définie au moyen des deux courbes directrices comme l'enveloppe des cônes passant par l'une des courbes directrices, et dont les sommets sont tes points de l'autre courbe.
On peut définir une surface développable en donnant une courbe directrice A et un cône directeur. Pour déterminer les génératrices de la surface qui passent par le point a de A, on mène en ce point la tangente à cette courbe, puis on construit les plans tangents au cône directeur menés parallèlement à cette tangente; les génératrices de la surface développable sont les droites qui partent du point a et qui sont menées parallèlement aux génératrices de contact de ces plans tangents et de ce cône.
Cette définition de la surface développable peut être rattachée à la première; on peut dire que, dans ce cas, la surface développable est définie par deux courbes directrices dont l'une, à l'infini, est donnée par un cône qui la contient.
Au lieu de courbes directrices, on peut employer des surfaces directrices : une surface développable peut être définie au moyen de deux surfaces directrices. Un plan tangent commun à ces deux surfaces, qui se déplace en restant tangent à ces surfaces, enveloppe la surface développable qui a pour directrices les deux surfaces données. Ici, comme pour le cas o'a l'on donne deux courbes directrices, la génératrice de la surface développable, pour une position du plan mobile, passe, ainsi qu'il est facile de le voir, par les points no ce plan touclie les deux surfaces données.
402 SliCONDIÏ PARTIE. — VINGT-SEPTIÈME LEÇON.
Une surface développablc peut encore êlre définie au moyen d'une surface directrice et d'une courbe directrice. Si cette courbe directrice est à l'infini et donnée au moyen d'un cône qui la contient, la surface développable est déterminée par une surface directrice et un cône directeur.
Dans ce dernier cas, potir un plan tangent à la surface directrice parallèle à l'un des plans tangents au cône directeur, la génératrice de la surface développable est parallèle à la génératrice de contact du cône directeur et de ce plan tangent; elle passe par le point de contact du plan tangent à la stirface directrice.
Surface d'ombre ou de pénombre dans le cas d'une surface lumineuse. — Comme exemple de surface développable définie au moyen de surfaces directrices, on peut prendre les surfaces d'ombre que l'on rencontre lorsque, au lieu de prendre un point lumineux, on a une surface lumineuse.
Soient (A) (fig. 2a3) une sphère lumineuse, (B) la sphère
éclairée et (P) un plan perpendiculaire à la ligne des centres de ces deux sphères sur lequel il y a l'ombre portée par (B) éclairée par la surface (A).
Les plans tangents aux deux sphères, qui laissent ces surfaces d'un même côté par rapport à ces plans, enveloppent un cône de révolution. La trace de ce cône sur le plan (P) est la circonférence de cercle C que nousindiquons en supposant le plan (P) rabattu en (P') sur le plan de la figure; tous les points à l'intérieur de la circonférence C sont dans l'ombre; ifs ne reçoivent aucun rayon lumineux.
Si nous prenons les plans tangents à ces sphères qui laissent
ces surfaces de cùLés différeiiLs par rapport à ces plans tangents, nous avons comme enveloppe un autre cône de révolution; la trace de ce cône sur le pian (P) est une circonférence C concentrique à C. Les points, situés à l'intérieur de cette circonférence et en dehors de C, sont partiellement éclairés : C est une ligne de pénombre. C est la courbe d'ombre portée; elle est la trace du cône d'ombre sur le plan (P) ; C est la trace du cône de pénombre.
Le cône d'ombre touche ta sphère (B) aux différents points d'un petit cercle qui est la courbe d'ombre, et le cône de pénombre touche cette sphère suivant un petit cercle qui est la courbe de pénombre. On voit ainsi que, lorsqu'au lieu d'un point lumineux on a une surface lumineuse, on est conduit à déterminer la surface développable circonscrite au corps éclairé et au corps éclairant, et que sur le corps éclairé on doit chercher deux lignes : la ligne d'ombre et la ligne de pénombre.
Si (A.) est le Soleil, (B) la Lune, et si la surface sur laquelle on prend l'ombre portée, au lieu d'être un plan, est la surface de la Terre, la courbe d'ombre renferme la région pour laquelle il y a éclipse totale de Soleil; la portion comprise entre la ligne qui limite cette région et la trace du cône de pénombre est la partie pour laquelle il y a éclipse partielle.
Par suite du mouvement des astres, on a sur la surface de la Terre l'enveloppe des courbes d'ombre portée par la Lune; on obtient ainsi deux lignes entre lesquelles se trouve la région, sur la surface de la Terre, pour laquelle il y a successivement éclipse totale de Soleil. L'enveloppe des courbes de pénombre donne des lignes qui limitent les régions terminées, d'autre part, aux premières dont nous venons de parler et pour lesquelles il y a successivement éclipse partielle.
Comme exemple de surface développable, nous considérerons une surface lumineuse plane terminée par une circonférence de cercle et nous supposerons que le corps éclairé se réduise à une ellipse placée de façon que la droite, qui joint son centre au centre du "cercle lumineux, soit perpendiculaire aux plans de ces deu^ courbes. Nous allons d'abord parler de la surface développable circonscrite à deux coniques.
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Surface dévoloppable circonscrite à deux coniques (' )- — Soient (P) (Jig- 224) le plan de la conique A, (Q) le plan de la conique (B), et T la droite d'intersection des deux plans (P) et (Q), Un plan tangent commun aux coniques A et B coupe la droite T en un point f et a pour traces sur les plans des coniques les tangentes ta, tb à ces courbes. La génératrice de la surface développable dans le plan des droites ta, tb est, d'après ce que nous venons de dire, la droite ab; par le point t nous pouvons mener deux tangentes à la conique B; le plan de la tangente te et de la tangente ta est un plan tangent commun aux deux coniques ; il touche la surface déve-
loppable enveloppe des plans tangents communs à ces deiiK courbes suivant la droite ac. On voit ainsi que par le point a de la conique A passent deux génératrices de la surface développable et, par conséquent, que la conique A est une ligne double de celte surface.
il en est de même pour la conique B. Ainsi les deux conicjues directrices de la surface développable sont deux lignes doubles de cette sur/ace.
Supposons que le plan d'une des coniques soit tangent à l'autre conique {Jig. 225). Soit t^ le point où le plan (Q) touche la conique A. Pour le point a il y a toujours les deux génératrices ab et ac, mais pour le point d nous trouvons les droites de et db, qui sont toutes les denx dans le plan (Q). Lorsque nous faisons varier ie point t sur la droite T, comme nous supposons cette droite extérieure à la conique B, nous trouvons, pour les points de contact de cette conique avec les tangentes issues de chacun des points de
(') De u GounstniE, Trailé de Géométrie descriptive, II" Partie, p. 71 et suiv.
la droite T, tous les points de B ; il y a donc, parmi les génératrices de la surface développable, une infinité de droites qu'on peut mener à partir du point d dans le plan ( Q ) ; ce plan fait donc
partie de la surface, qui, actuellement, se décompose. La courbe A est toujours une ligne double de la surface.
Supposons maintenant {^g- 226) que le plan d'une des coniques coupe l'autre conique. Appelons mn la corde de la conique A, qui appartient au plan (Q). Pour tout point de la droite T, en dehors de la conique A, on peut tracer deux tangentes à chacune des coniques, et, en joignant deux à deux les points de contact de
ces tangentes, on a quatre génératrices de la surface. Lorsque le point t se rapproche du point m, on obtient toujours pour chacune des positions de ce point quatre génératrices de la surface. En un des points de contact de A avec l'une des tangentes qu'on peut mener à cette courbe à partir d'un point de T, on a toujours deux génératrices de la développable, c'est-à-dire que la courbe A est toujours une ligne double de la surface développable.
Supposons que le point / soïL arrivé au point m. On peiU, à partir de ce point, mener deux tangentes à la conique B; c, e sont les points de contact de ces tangentes avec B. Mais, si nous continuons à déplacer le point t sur la droite T, lorsqu'il a dépassé le point m, il se trouve sur la corde mn ; on peut toujours mener des tangentes à la courbe B, mais aux points de contact de ces tangentes ne correspondent pas des génératrices réelles de la surface développable, puisqu'on ne peut pas mener de tangentes à la conique.A. C'est à partir du point n qu'on peut mener de nouveau des tangentes à la conique B. Appelons g et h les points de contact de B avec les tangentes issues du point n\ on voit que les quatre points c, g, e, h partagent la conique B en quatre arcs, les uns, ge, clh, tels, qu'à partir de chacun des points de ces arcs il y a deux génératrices de la surface développable ; ce sont alors des nrcs doubles sur la surface; quant aux deux autres, il n'y a pas de génératrices de la surface aboutissant aux différents points de ces arcs.
Dans tous les cas, c'est en projetant les génératrices de la surface développable et en prenant les enveloppes des projections de ces génératrices qu'on a la projection de l'arête de rebroussement de la surface; nous allons faire voir que, lorsque le plan d'une des coniques coupe l'autre conique, les extrémités des arcs doubles sont des points de l'arête de rebroussement de la surface développable et sont des points de rebroussement sur cette arête de rebroussement.
Les génératrices de la surface développable, qui partent du point ( de la conique A, rencontrent B en des points des arcs doubles de cette courbe. Prenons seulement la génératrice li] lorsque le point i se déplace sur A, le point l se déplace sur B ; lorsque le point i est venu en m, le point / est venu au point c; le point i continuant son mouvement dans le même sens sur la conique A, le point l repasse par les premières positions qu'il avait d'abord occupées.
Si l'on suppose l'arc mi infiniment petit du premier ordre, la tangente de la conique A au point i rencontre la droite T en un point c; la distance vm est infiniment petite du second ordre, et l'arc le correspondant sur B est du même ordre que vm. On voit ainsi que le point c est un point de l'arête de rebroussement de la sur/ace développable.
SIFRFACES DliVELOPPABLES. ^Oy
Projetons les coniques A et B sur un plan arbitraire. On obtient la _/t^. 227, dont les lettres correspondent aus lettres de la
Abaissons des points i' et l' les perpendiculaires i' r, l's sur la projection m'c'_ de la génératrice de la surface développable. On a
Le segment ru a une longueur finie, puisque, lorsque (' vient en m', le point /■ vient en m' et le point u en c'', le segment l's est infiniment petit du quatrième ordre, puisque l'arc l'c' est infiniment petit du deuxième ordre ; le segment i'r est infiniment petit du premier ordre. Par suite, su est infiniment petit du troisième ordre et ce segment est alors négligeable devant c's, qui est infiniment petit du deuxième ordre- Il résulte de là que le point de reneonire u des projections m'c', i' V de deux génératrices infiniment voisines est toujours, ainsi que le point s, d'un même côté de c'sur la droite m'c'; et, comme les droites i' l', rr^c' sont tangentes à la projection de l'arête de rebrou s sèment, nous allons conclure que cette projection a un point de rebroussement au point c' . En effet, dans le voisinage d'un point ordinaire, les tangentes à une courbe rencontrent la tangente en ce point ordinaire de part et d'autre de ce points il en est de même pour un point d'inflexion. C'est seulement lorsqu'on a un rebroussement qu'on trouve sur la taugente en ce point, et d'un même côté par rapport à ce point, les rencontres de cette tangente avec les tangentes infiniment voisines. Ainsi la projection de l'arête de rebroussement est tangente en c' à lïi c' , et ce point d est un point de rebroussement.
Comme le plan sur lequel nous avons fait la projection est arbitraire, on voit que le point c {fig- 226) est un point de rebroussement de l'arête de rebroussement de la surface dépeloppable.
Surface d'omLre d'uae ellipse éclairée par un cercle. — Après ces généralités, revenons au cas où l'on a une aire lumineuse circulaire éclairant une ellipse placée comme nous l'avons dit précédemment. Nous représentons seulement la surface d'ombre, c'està-dire la surface développaWe enveloppe des plans tangents aux deux courbes qui laissent ces devix courbes d'un même côté par rapport à cbacun de ces plans.
Prenons {fig- 22S) comme plan vertical de projection un plan parallèle au plan du cercle lumineux, et comme plan horizontal un plan perpendiculaire au plan du cercle et parallèle au grand axe de l'ellipse éclairée.
Les projections verticales des deux courbes sont alors concentriques et l'ellipse a pour grand axe une droite parallèle à la ligne de terre; les projections horizontales du cercle et de l'ellipse sont les droites mn, ab parallèles à la ligne de terre.
Pour déterminer un plan tangent commun à ces deux courbes, on n'a qu'à mener à ces courbes deux tangentes parallèles entre elles, de façon que les deux courbes soient placées de la même manière par rapport à ces tangentes.
Menons la tangente à l'ellipse en un point q\ielconque /j' de celte courbe. Abaissons du point o' une perpendiculaire sur cette tangente, cette droite rencontre la circonférence en un point q' pour lequel la tangente est parallèle à la tangente à l'ellipse au point jd'. La droite p/q' est la projection verticale d'une génératrice de la surface; projetons le point q' au point q sur mn, le point p' au point/) sur le segment ab : la droite pq est la projection horizontale de la génératrice p'q' de la surface développable. La trace {(', t) d- cette droite sur le plan horizontal (H'), mené par le grand axe :'..i l'ellipse, appartient à la trace de la surface d'ombre sur ce ;;,an (H').
La génératrice de la surface développable qui passe par le point /i", symétrique de/)' par rapporta (H'), a aussi pour trace le point (i*, t)\ ainsi, le point {t\ t) appartient à une ligne double
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qui est située sur le plan (H'), plan de symétrie de la surface développable. Nous allons démontrer que cette ligne double estime conique.
Fi g. 328.
D'un point quelconque de l'espace on peut mener à la surface développabie quatre plans tangents. En effet, considérons le point donné comme sommet de deux cônes ayant chacun pour directrice l'une des courbes données. Les plans tangents qu'on peut mener du point donné à la surface développabie sont des plans tangents à ces cônes ; nous devons donc, pour avoir les plans tangents à la surface développabie, chercher les plans tangents communs à deux cônes du second degré ayant même sommet. Les traces de ces deux c^ve& sur un plan quelconqite sont deux coniques; les traces des plans tangents communs à ces deux cônes sont les tangentes communes à ces deux coniques, et, comme pour
deux coniques il existe quatre tangeuLes communes, on voit qu'il y a quatre plans tangents communs aux deux cônes et que, par conséquent, par un point de l'espace on peut mener quatre plans tangents à la surface développable. Dans le cas particulier où les plans tangents sont menés d'un point situé dans le plan (H'), ces plans tangents, par suite de la symétrie, sont eux-mêmes symétriques deux à deux par rapport à {H'), et les traces de ces quatre plans sur {H') se réduisent à deux droites ; ces deux droites sont les tangentes qu'on peut mener du point donné à la trace de la stirface développable sur (H'), On voit que cette trace de la. surface développable est une courbe telle, que d'un point pris dans son plan on ne peut lui mener que deux tangentes; cette courbe est donc une conique.
Cette courbe peut être prise comme directrice de la surface développable et, comme son plan rencontre la circonférence de cercle qui termine l'aire lumineuse, on voit que cette courbe se partage en quatre arcs dont deux sont des arcs doubles. Les extrémités des arcs doidïles sont les points de contact des tangentes qu'on peut mener à cette conique par les points m et n. Si nous ne considérons que la surface d'ombre, nous ne devons prendre que les droites qui se projettent suivant ma, nb. Ces droites touchent la conique double trace de la surface développable sur (H') aux extrémités e, g d'un arc double.
Cberchons sur la droite ma, par exemple, le point où cette droite touche l'arête de rebroussement de la surface développable, c'est-à-dire le point de contact de cette droite avec la conique double. Nous allons faire usage du théorème suivant, que nous allons d'abord démontrer :
Si Von coupe une surface développable par des plans parallèles entre eux, les centres de courbure des sections faites par ces plans dans la surface, relativement aux points oit les plans sécants rencontrent une même génératrice, sont sur une droite gui passe par le point oit cette génératrice touche l'arête de rebroussement de la surface développable.
Prenons les développées des sections que ces plans parallèles font dans la surface développable, l'ar une génératrice de cette
surface, on peut mener un pian tangcnl à toutes ces dévetoppées. Considérons ce plan et un plan analogue pour la génératrice infiniment voisine de la surface développable.
Déplaçons l'un de ces plans de façon à l'amener en coïncidence avec l'autre. Nous obtenons sur ce plan une caractéristique. Mais cette droite passe par les points de contact du plan mobile avec les développées et par le point oix la génératrice de la surface développable touche l'arête de rebroussement de cette surface; le théorème est donc démontré (').
Revenons à la surface d'ombre. La circonférence donnée et l'ellipse donnée sont les sections faites dans cette surface par deux plans parallèles entre eus ; le centre de courbure de la circonférence correspondant au point m est le point o ; le centre de courbure de l'ellipse correspondant au point a est le point a; la droite oa. rencontre ma au point e, qui appartient à l'arête de rebroussement et qui est le point de contact de ma avec la conique double. On trouve de même le point g sur la droite nb, et l'on peut tracer en g, tangentîellement à cette droite nb, l'arc de la conique double qui passe par le point t et qui arrive au point e tangentiellement à ma. L'arête de rebroussement a pour projection horizontale l'enveloppe des projections horizontales des génératrices de la surface; elle a des points de rebroussement aux points projetés en g et e; mais, par suite de la symétrie de la surface par rapport au plan (H'), cette arête de rebroussement arrive au point g et au point e tangentiellement à l'arc eg. Les branches des rebroussements se superposent en projection, et l'on ne voit qu'un arc de la courbe à partir du point g et un seul arc à partir du point e.
La droite qui joint le point o au point a passe par le point e de l'arête de rebroussement. On peut faire une remarque analogue pour la droite qui joint le point o à un centre de courbure quel-
( * ) Si, au lieu d'un déplacement infiniment petit du plan mobile, on prend un déplacement continu, toujours dans les mêmes conditions, on arrive à ce théorème, dû à M. Halphïn : Les sections faites dans une sur/ace développable par des plans parallèles entre eux ont leurs développées situées sur une même surface développable {Bulletin de la Société mathématique de France, 21 novembre 1877).
conque de l'ellipse : cette droite rencontre toujours l'arète de rebrou s sèment, de la surface développable (').
On peut énoncer ce résultat de la manière suivante ;
La perspective de l'arête de rebroussement de la surface développable sur le plan de l'ellipse, en mettant l'œil au centre du cercle lumineux, est la développée de cette ellipse ; les points de rebroussement de cette développée sont les perspectives des points de rebroussement de l'arête de rebroussement.
Cherchons la section faite dans la surface par un plan parallèle aux deux courbes directrices. Un pareil plan partage en segments proportionnels les portions des génératrices de la surface qui sont comprises entre les courbes directrices. Cette propriété subsiste en projection : la courbe qui passe, par exemple, par le point r' , et qui est obtenue en coupant la surface par un plan (i) parallèle au plan vertical, est la courbe lieu des points, tels que /■', qui partagent les segments analogues à p'q' dans le même rap- . /'''■'
Cette courbe est parallèle à une ellipse. En effet, puisqu'elle résulte de l'intersection de la surface développable et d'un plan parallèle au plan vertical, sa tangente en r' est la trace de son plan sur le plan tangent en ce point à la surface développable. Cette Tangente est alors parallèle à la tangente au point p' à l'ellipse donnée, et la normale à la courbe en / est la parallèle r'v' à o'q' ; cette parallèle rencontre o' p' en un point v' , et l'on a -;— ; =^ ^^j—, > c'est-à-dire un rapport constant. Le point c' appartient donc à une ellipse semblable à l'elKpse donnée.
Quel que soit le point de la courbe de section, tel que r', on a toujours, correspondant à ce point, un point, tel que c', appartenant à une ellipse homotbétique à l' ellipse donnée; comme la tangente au point v' à cette ellipse est parallèle à la tangente au point p', la droite r'c' lui est normale.
(' ) Ainsi, sur la projection Terticale, en joi^ bure de l'ellipse correspondant au point />', on où q'p' touche la projection de l'arÉte de rebi
Au moyen des triangles semblables o'q' p' , \>' p' r' , oq voit C|i]e -r-, est un rapport constant, et, comme le rayon o'f/ est constant, c'/ est \\n segment de longueur constante. La courbe lieu des points, tels que r' , peut donc être considérée comme obtenue eii portant une longueur constante e'r' sur les normales à l'ellipse lieu des points, tels que i^; elle est donc parallèle à cette ellipse.
Selon la position du plan sécant, cette courbe présente les différentes formes que nous avons trouvées en cberchant les développantes de la développée d'une ellipse.
Le plan sécant (i) donne comme section une courbe dont la forme est celle d'une ellipse.
Le plan sécant (a), qui rencontre la projection de l'arête de rebroussement et la ligne double eg, donne une courbe qui a deux points doubles aux points où le plan sécant rencontre la ligne double et quatre points de rebroussement aux points où ce plan sécant rencontre l'arête de rebroussement.
Enfin la courbe résultant de l'intersection de la surface par un plan (3), qui ne rencontre que la projection de l'arête de rebroussement, a seulement quatre points de rebroussement.
Nous n'avons parlé que de la trace de la surface sur le plan (H'), mais il est clair que nous aurions pu parler de la ti-ace de la surface sur le plan perpendiculaire au plan vertical et mené par le petit axe de l'eUipse directrice; nous aurions encore trouvé sur ce plan une conique double, La développable circonscrite aux deux courbes données a donc en tout quatre lignes doubles ; les deux bgnes données et les deux lignes que nous venons de trouver dans les plans menés perpendiculairement au plan vertical par les axes de l'ellipse donnée.
Au lieu du cercle lumineux, supposons qu'on donne un cône de révolution ayant pour base ce cercle. Le sommet du cône est alors un point qui se projette verticalement au point o' . Transportons maintenant le plan du cercle lumineux parallèlement à lui-même. Pour chacune des positions de ce plan, la surface développable précédente est changée, et, lorsque le plan sécant est à l'infini, on a une surface développable circonscrite à l'ellipse et à une circonférence de cercle d'un rayon infini et tout entière à l'infini. La surface est alors la surface développable définie au moyen de
l'ellipHe el du cône de révolution qui est maintenant un cône directeur; les plans tangents à cette surface sont parallèles aux plans tangents de ce cône, c'est-à-dire qu'ils sont également inclinés sur le plan de l'ellipse.
Comme cas particulier de la surface développable circonscrite à deux coniques, nous sommes ainsi conduits à une surface dont tous les plans tangents sont également inclinés sur le plan de l'ellipse directrice. Si le plan de l'ellipse directrice est horizontal, cette surface développable prend le nom de surface d'égale pente. La surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse esc donc un cas particulier de la surface d'ombre que nous avons représentée. Nous étudierons directement la surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse horizontale, et nous retrouverons les résultats auxquels nous sommes arrivés pour le cas plus général examiné dans cette Leçon.
SURFACE D'ÉGALE PENTE. — SURFACES GAUCHES
DéGnition et remarques. — Surface d'égale pente lorsque la directrice est i ellipse horizontale. — Sections planes. — Plan tangent mené d'un point don — Plan tangent parallèle à uoe droite donnée. — Surfaces gauches. — Gé calions. — Paraboloïde hyperbolique. — Plan tangent. — Représentation, i'ersppctive cavalière d'une portion de paraboloïde.
Définition et remarques. — On donne le nom de sur/ace d'égale pente à une surface dont tous les plans tangents sont également inclinés sur un plan horizontal. Ces plans sont assujettis à deux conditions : l'une d'être tangents à la surface, l'autre de faire un angle donné avec un plan fixe. Comme il ne reste pour ces plans qu'un seul paramètre variable, ils enveloppent une surface développable. Le cône directeur de cette surface est un cône de révolution dont l'axe est vertical.
Il résidte de là que les génératrices de la surface d'égale pente sont des lignes de plus grande pente des plans tangents de cette surface; leurs projections sur un plan horizontal sont des normales à la trace de la surface d'égale pente sur ce plan horizontal. L'enveloppe de ces normales, c'est-à-dire la développée de celte trace, est la projection horizontale de l'arête de rebroussement de la surface d'égale pente. Sur le cylindre droit qui a pour base cette développée, cette arête de rebroussement est une hélice, puisque ses tangentes, c'est-à-dire les génératrices de la surface d'égale pente, sont également inclinées sur le plan horizontal.
Surface d'égale pente qui a pour directrice une ellipse horizontale. — Nous allons représenter la surface d'égale penle qui a pour directrice une ellipse horizontale (fig- 229); prenons pour plan vertical de projection un plan vertical parallèle au grand axe de cette courbe. Donnons-nous le cône directeur de révolution.
La génératrice qui passe par le point A se projette horizontalemenl suivant la normale au point A à l'ellipse directrice; elle est parallèle à la génératrice du cône directeur projetée suivant sa. La projection verticale de la génératrice est parallèle à la projection verticale ^ a' de la génératrice du cône.
La génératrice qui passe par le point A rencontre le plan vertical mené par le grand axe de l'ellipse en un point (M, M'). Ce point est aussi la trace, sur le même plan, de la génératrice de la siirface qui se projette horizontalement suivant A"M, symétrique-
ment placée avec AM par rapport au plan vertical OM. Le lieu des points tels que (M, M') est donc une ligne double de la surface.
Nous allons démontrer que celte courbe est une conique. Puisque les génératrices de la surface sont également inclinées, en appelant a l'angle que ces génératrices font avec le plan hori- Konlal, on a
MA -'-^'^^'i''- " ''""'^-
Redressons la normale MA", qui est égale à MA. Nows obtenons, sur la perpendiculaire élevée du point M au grand axe de l'ellipse, un pointR qui appartient, comme nous l'avons démontré, page i a5, à une conique (R) dont deux des sommets sont aux foyers F, F' de l'ellipse donnée.
Lorsqu'on modifie dans un rapport constant les ordonnées de cette courbe (R), on a toujours une ellipse ayant pour sommets les deux foyers de l'ellipse donnée. Prenons ce rapport constant égal à langa; nous avons des points tels que Q, pour lesquels on a
QM
MA = *^"S
et qui appartiennent toujours à une ellipse dont deux sommets sont aux foyers F, F'.
Transportons cette courbe parallèlement à elle-même, de façon que son axe FF' coïncide avec la projection verticale de l'ellipse directrice, le point Q vient au point M'; le lieu des points Q est alors la projection verticale de la trace de la surface sur le plan vertical mené par le grand axe de la courbe directrice. On voit donc que la trace de la sur/ace sur le plan de symétrie mené par te grand axe OM. est une conique. (On a un résultat analogue pour le plan de symétrie mené par le petit axe de l'ellipse directrice.)
Le plan de cette courbe rencontrant l'ellipse donnée, celle-ci contient deux arcs doubles. On obtient les deux extrémités d'un de ces arcs en menant, par les extrémités du grand axe de l'ellipse donnée, les tangentes à la conique lieu des points tels que M'; ces droites sont parallèles aux génératrices de contour apparent du cône directeur. Pour avoir sur ces génératrices les points qui appartiennent à l'arc double, il suffit de prendre ceux qui se projettent aux centres de courbure de l'ellipse donn<;e correspondanl aux extrémités du grand axe de cette courbe.
Appelons E, G ces deux points; faisons passer par les points E, M', G un arc de conique tangent en E et G aux génératrices menées parallèlement aux lignes de contour apparent du cône directeur. Les projections des génératrices de la surface sur le plan vertical sont des droites tangentes à la projection de l'arête de rebroussement; cette projection verticale doit arriver aux points E et G tangenticllcment à l'arc double E M', G.
4l8 SECONDE PARTIE, — VIN GT -HU ITIEM E LEÇON.
Sections planes. — La section de la surface d'égale pcnLe par un plan horizontal est, en projection sur le plan horizontal, une courbe parallèle à l'eUipse directrice, car les portions des génératrices comprises entre le plan sécant et le plan de l'ellipse directrice sont égales; elles se projettent suivant des segments égaux, et, comme ces segments sont comptés sur les normales à l'ellipse directrice, on voit que le lieu des extrémités de ces segments est une courbe parallèle à cette ellipse.
Si le plan sécant est le plan horiiontal (i), on a une section dont la forme rappelle celle d'une ellipse.
Si l'on coupe par le plan horizontal (a), qui rencontre la conique double et l'arête de rebroussement , la section est une courbe qui a deux points doubles et des points de rebroussement sur l'arête de rebroussement.
Enfin, le plan horizontal (3), qui ne rencontre plus la conique double, mais qui rencontre toujours l'arête de rebroussement, donne lieu à une courbe sur laquelle il y a encore quatre points de rebroussement.
Cherchons la section faite dans la surface par un plan quelconque.
Soit CT la trace du plan sécant, sur le plan de l'ellipse, et, au lieu de nous donner l'inclinaison de ce plan, menons une droite et qui représente la 'trace, sur le même plan, d'un plan mené par le sommet s du cône directeur parallèlement au plan sécant. Menons la tangente at à la base du cône directeur prise sur le plan de l'ellipse, et joignons le point t au point s. La tangente au point A à l'ellipse directrice est parallèle à at et rencontre la trace du plan sécant au point T; menons du point T une parallèle à ts, cette droite détermine sur la normale AN un point N. Ce point N est la projection du point où la génératrice AN de la surface rencontre le plan sécant; TN est la tangente en N à la section de la surface par ce plan.
En effet, le point où la génératrice AN rencontre le plan sécant est un point de la trace, sur ce plan, du plan tangent suivant AN à la surface d'égale pente. Cette trace est parallèle à ts, et, comme elle passe par le point T, c'est la droite TN menée parallèlement à ts. On obtient ainsi le point N, et la tangente en ce point à la seclion plane de la surface est la droite TN.
On peut construire un point de cette courbe pour lequel la tangente est parallèle à une droite donnée. Par le point s on mène une parallèle à celte droite; celte parallèle rencontre et en uu poini à partir duquel on mène les tangentes à la base du cône. Les génératrices du cône, qui passenl par les points de cootacl de ces tangentes, sont parallèles aiix génératrices de la surface d'égale pente qui contiennent les points demandés,
La génératrice de la surface, qui est parallèle à se, est parallèle au plan sécani; elle rencontre alors ce plan à l'infini; elle est parallèle à une asymptote de la courbe d'intersection. Pour avoir cette asymptote, il suffit de prendre la droite d'intersection du plan sécant et du plan tangent à la surface développable le long de la génératrice parallèle à^e.
Menons icperpendiculairemcnl à cï et NC perpendiculairement k CT, on a
et, comme ce dernier rapport est constant, on voit que la courbe d'intersection de la surface d'égale pente par un plan quelconque est, en projection horizontale, le lieu des points dont le rapport des distances à la trace du plan sécant et à l'ellipse directrice est constant.
Remarques. — Cette propriété s'étend à deux surfaces d'égale pente quelconques. Si l'on a sur un plan (fig- 23o) les directrices
lurfaces d'égale pente, la pi'ojection de la courbe ; ces surfaces sur ce plan est toujours telle que
et, pour avoir la tangente en N à la. projection de celte courbe, il suffit de prendre le point de rencontre des tangentes aux courbes directrices issues des points A cl C et de joindre le point JV à ce point de rencontre.
Si l'une des directrices est une droite AT (yï^, 23i) et l'autre
directrice un point F, auquel cas les surfaces sont l'une un plan
Fig. ^3./
et l'autre un cône de révolution dont le sommet est F, on a toujours ^rp = const., et l'on voit que la projection de la section conique, intersection du cône de révolution parle plan sécant, est ie lieu des points dont le rapport des distances à une droite fixe et à un point fixe est constant.
En appliquant ce que nous venons de dire pour la construction de la tangente, on trouve qu'il faut mener par le point F la trace du plan tangent au cône de révolution, c'est-à-dire la perpendiculaire FT à NF, prendre le point de rencontre de cette droite avec AT et joindre ce point de rencontre au point N : on a ainsi la tangente à la conique en N.
D'un point donné mener un plan tangent à la sur/ace d'égale pente.
Transportons le cône directeur de manière à lui donner pour sommet le point donné et prenons la trace de ce cône sur le plan de l'ellipse directrice. Les plans tangents demandés doivent avoir pour traces des tangentes communes à cette circonférence et à l'ellipse directrice; mais il faut choisir parmi ces tang^entes celles qui correspondent à des génératrices de la surface d'égale pente et do cône directeur parallèles entre elles. Ainsi, aux points V et p {Jîg- 239) Oïl 3 bien pour la surface d'égale pente et pour le cône des génératrices parallèles entre elles, tandis que pour les points t et i cela n'a pas lieu.
La parallèle menée du poi'ntl à la génératrice du cône qui passe par le point i est relaùve à une nappe de la surface qui est, par rapport au plan de l'ellipse directrice, la symélrique de celle que nous avons considérée. C'est la surface formée par ces deux nappes qui donne lieu, dans les plans de symétrie, aux coniques doubles traces de la surface, et c'est cette surface complète qui a quatre lignes doubles : l'ellipse directrice donnée, les deux coniques situées dans les plans de symétrie et enfin une ligne à l'infini.
La marche que nous venons d'indiquer pour la construction du pian tangent mené d'un point est applicable dans le cas d'une surface développable quelconque.
Mener à la surface d'égale pente des plans tangents parallèlement à une droite donnée.
Par le sommet s du cône directeur menons une droite parallèle à la droite donnée et par cette droite menons des plans tangents au cône directeur. Ces plans sont parallèles aux plans demandés, et leurs traces sur le plan de l'ellipse sont parallèles aux traces des pians cherchés. Il suffit donc de mener à l'ellipse directrice des tangentes parallèles à ces traces pour avoir des horizontales des plans tangents demandés. Il faut toujours avoir soin d'examiner parmi ces tangentes celles qui répondent à la question.
Celte solution est applicable au cas d'une surface développable dont le cône directeur n'est pas de révolution.
En effectuant le développement de la surface d'égale pente, on peut remarquer que l'ellipse directrice et l'arête de rebroussemenl se transforment en un arc et sa développée.
SURFACES GAUCHES
Générations. — Nous avons vu que le déplacement d'une droite, indépendamment de ses points, est défini au moyen de trois conditions. Pour engendrer une surface gauche, on peut alors se donner
trois courbes ou surfaces directrices. Lorsque l'on donne trois courbes directrices, on construit les génératrices qui parlent d'un point a ijig. aSa) de l'une d'elles, en prenant les intersections des cônes ayant pour sommet le point a et pour directrices les deux autres courbes directrices données.
Si, pour un point m, la génératrice^ ainsi construite est telle qu'aux points e, g les plans tangents à la surface réglée se con-
fondent, elle est appelée génératrice singulière. Le plan tangent le long de celte génératrice est alors le même pour toiis les points de la surface, excepté pour le point m, car le plan tangent en ce point est le plan de la génératrice mg et de la tangente mt k la courbe directrice, c'est-à-dire un plan bien défini et qui n'est pas nécessairement confondu avec le plan tangent en. e ou en g; le point m est alors le point central sur cette génératrice.
On peut définir une surface gauche en donnant une courbe directrice et deux surfaces directrices; on construit la génératrice qui part d'un point de la courbe directrice en prenant les intersections des cônes dont les sommets sont en ce point et qui sont circonscrits aux deux surfaces directrices.
On peut définir une surface gauche en donnant deux courbes ou surfaces directrices et un cône directeur. Supposons donnés deux courbes directrices et un cône directeur, pour construire les génératrices qui partent d'un point d'une des courbes directrices, on transporte en ce point le sommet du cône directeur, on prend les points de rencontre de ce cône avec la seconde courbe directrice et l'on joint ces points au sommet de ce cône.
Lorsque l'une des courbes directrices se réduit à une droite et que le cône directeur est un plan, on a une surface réglée que l'on désigne sous le nom de conoïde. Lorsque la directrice rectiligne du conoïde est perpendiculaire au plan directeur, on dit que le conoïde est droit.
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Enfin on peut définir une surface réglée en considérant îa droite qnj l'engendre comme faisant partie d'une figure de forme invariable et en donnant les conditions qui définissent le déplacement d'une pareille figure.
Paraboloïde hyperbolique. Plan tangent. — Prenons un paraboloïde hyperbolique comme premier exemple d'une surface gauche {^fig- 233). Supposons que son plan directeur soit horizontal et que ses directrices aient pour projections (A', A), (K, B).
Menons l'horizontale «'&'; cette droite est la projection verticale d'une génératrice de la stirface, génératrice que nous appelons du pfémiëi* système .• a' se projette 3U point a sur A, b' au point h sur B; ab est la projection horizontale de cette génératrice du premier système.
Cherchons le plan tangent au point [m', m) de cette génératrice. Ce plan est déterminé par a'b' et par la génératrice du second système qui passe par le point (m', m). Pour construire cette génératrice du second système, nous n'avons qu'à mener par le point (m', m) une droite qui rencontre deux des génératrices du premier système.
Comme génératrices du premier système, prenons cd qui est la trace du paraboloïde sur le plan horizontal (H') et o', qui représente une génératrice du premier système, car c'est une droite
horizontale qui rencontre les deux directrices. On a alors tout de suite la projection verticale o'm' de la génératrice du second système qui passe par m', et, en élevant par le point i , oii la droite o'm' rencontre (H'), la perpendiculaire t'i à cette ligne, on a surci^ le point ï, qui est la trace sur (H') de cette génératrice du second système; mt est alors la projection horizontale de cette droite: mt, mit' sont les projections horizontale et verticale de la génétrice cherchée. Cette droite et {d6, a' b') donnent le plan tangent demandé.
Par une construction inverse, on détermine le point oii un plan mené par {ab, a'b') touche le paraboloïde.
Si le plan mené par («6, a'b') est vertical, ce plan est alors un plan central pour cette génératrice, et le point où il touche le paraboloïde est le point central sur a'b' .
Le lieu de ces points centraux est la ligne de striction du paraboloïde; cette ligne de striction peut être considérée comme la ligne de contact du paraboloïde et d'un cylindre circonscrit dont les génératrices sont verticales. Cette courbe est alors une parabole.
La tangente en un point de cette ligne de striction est la tangente conjuguée, par rapport aux deux génératrices du paraboloïde, de la verticale qui passe par ce point.
Le cylindre circonscrit au paraboloïde a pour contour apparent, sur le plan vertical de projection, la perpendiculaire o'p à la ligne de terre. La parabole, projection verticale de la ligne de striction, touche cette perpendiculaire au point o' . Si n' est ie point central sur a'b', la tangente en ce point à cette parabole est la droite n'i qui passe par le point i, milieu du segment intercepté sur la verticale o'p par les projections des deux génératrices du paraboloïde qui passent en n'. Les diamètres de la parabole, projection verticale de la ligne de striction, sont parallèles à la droite qui joint le point! au milieu de o' n' ; ils sont donc parallèles à la ligne de terre. On voit aussi que o' est le sommet de cette parabole.
Mener à un paraboloïde un plan tangent parallèlement à un plan donné (Q)-
On prend la trace de ce plan sur le plan directeur donne ; par chacune des directrices on mène un plan parallèle à cette trace. Ces deux plans se coupent suivant une droite qui est une généra-
trice duparaboloïtlc. Le plan mené par celte génératrice parallèlement au plan (Q) est le plan tangent demandé.
Projections diverses d'une portion de paraboloide. — Prenons {fig- a34) pour plan horizontal un plan perpendiculaire à l'axe du paraboloïde, axe que nous plaçons verticalement, et pour plan vertical un plan parallèle à l'un des plans principaux. Limitons la portion que nous voulons représenter à des génératrices également distantes de l'axe; ces droites forment en projection hori-
zontale le losange ahcd\ les points a et c se projettent verticalement en «'et </, qui sont à la même hauteur; les points 6 et <i se projettent verticalement en un seul point 6', et les quatre côtés du losange abcdse projettent verticalement suivant a'b', AV.
Traçons un certain nombre de génératrices de chacun des systèmes. Pour cela, divisons ad en parties égales ainsi que ab, el par les points de division menons les génératrices du paraboloïde. Les projections de ces droites sur le plan vertical de projection enveloppent la ligne de contour apparent du paraboloïde, c'està-dire une parabole.
Projetons le paraboloïde sur un plan vertical parallèle à de, c'eslà-dire parallèle à l'un des plans directeurs. Le point a se projette
en a". Le point c", nouvelle projection verticale du point c, est toujours à la même hauteur que le point «", et les points b et cî se projettent en 6" et d", au-dessous de a"c", d'une distance égale à b'e.
Joignons d" el è" aux points «"elc", nous obtenons les nouvelles projections verticales des génératrices qui limitent la portion du paraboloïde que nous représentons. En prenant encore les projections des génératrices du paraboloïde sur le plan vertical de projection, on a des droites qui enveloppent la ligne de contour apparent du paraboloïde sur le nouveau plan vertical de projection. Cette courbe est encore une parabole, puisque nous avons dit que la courbe de contact d'un cylindre circonscrit à un paraboloïde est une parabole ou, en d'autres termes, le cylindre circonscrit à un paraboloïde est toujours un cylindre parabolique.
Si l'on projette le paraboloïde sur un plan perpendiculaire à l'un de ses plans directeurs, comme il y a nécessairement une génératrice g perpendiculaire à ce plan directeur, toutes les génératrices du paraboloïde se projettent, les unes perpendiculairement a la nouvelle ligne de terre, et les autres suivant des droites qui passent par !e point g.
Perspective cavalière d'une portion de paraboloïde. — Il est facile de tracer la perspective cavalière de la portion du paraboloïde représentée.
Prenons comme plan de front un plan parallèle au premier plan vertical de projection que nous venons d'employer. AC est une droite de iront qui correspond à a'c'. Sur une perpendiculaire élevée du milieu de AC et à partir de ce point milieu, portons un segment égal à fe.
Par l'extrémité de ce segment menons une ligne fuyante et portons sur cette droite des longueurs réduites correspondant à ob et od; nous obtenons les points B et D.
Joignons deux à deus les points A, B, C, D, nous avons les projections des quatre côtés du losange; partageons AB et CD en huit parties égales, nous n'avons qu'à joindre les points de division ainsi obtenus pour avoir les perspectives cavalières des génératrices de la surface.
Il faut avoir soin de joindre d'abord le point de division le plus
rapproche du point A au point de division le plus rapproché du point D, puis successivement on passe aux points de division voisins du premier point considéré, et l'on a alors, par l'enveloppe de ces droites, la parabole ligne de contour apparent du paraboloïde en perpective cavalière. On peut tracer les autres génératrices en divisant BC et AD en un même nombre de parties égales et en joignant convenablement tes points correspondants.
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SURFACES GAUCHES (suite).
Surface gauche définie par deuï courbes directrices et uq plan rfirecteur. — Conoïde droit circonacrîl à une sphère. — Plan tangent au conoïde en un point. — Plan tangent au conoïde parallèle à un plan donné. — Génératrices singulières du conoïde. — Conoïde de Plucker. — Surface gauche définie par deui courbes directrices et un cône directeur. ~ Cas particulier ois le cône directeur est de révolution. — Surface gauche définie par trois courbes directrices.
;5 de surfaces gauches
Surface gauche définie par deux courbes directrices et un plan directeur. — Une surface gauche est définie par deux directrices et un plan directeur; on demande le plan tangent en un point d'une génératrice de cette sur/ace.
Les directrices données sont (A, A'), (B, B') (fig- 235). Le plan directeur est horizontal.
Soit (m, m') le point pour lequel on demande le plan tangent.
On a immédiatement, pour la génératrice a'b' qui contient ce point, un paraboloïde de raccordement : il suffit de prendre le paraboloïde qui a pour plan directeur un plan horizontal et pour directrices les tangentes en af et b' aux courbes directrices données. Ce paraboloïde est de raccordement, puisque, aux points a', b' et au point qui est à l'infini sur la droite a'I/, il a les mêmes plans tangents que la surface gauche. On construit alors pour le point (m, m') le plan tangent à ce paraboloïde el l'on a le plan demande.
On sait que le long d'une génératrice a'b' on peut construire une infinité de paraboloïdes de raccordement; tous ces paraboloïdes ont pour plan directeur le plan directeur de la surface gauche et pour directrices des droites tracées par les points a' et 6'respcc-
tivement dans les plans tangents en ces points à la surface gauche. Menons dans ces plans tangents, par a' et b', des droites de front ; ces droites se projettent horizontalement suivant des parallèles à la ligne de terre. Le paraboloïde, dont ces droites sont les directrices, a alors les plans de projection pour plans directeurs; sur chacun de ces plans les projections des génératrices forment des systèmes rayonnants. Sur le plan vertical, par exemple, on a des droites qni passent par le point t' , projection verticale de la génératrice du paraboloïde perpendiculaire au plan vertical de projection. Cette génératrice se projette horizontalement suivant une droite qui rencontre ab au point c ; le point c est la projection lioriKontaie de la génératrice de ce paraboloïde particulier, généra-
triée qui est perpendiculaire au plan horizontal de projection. Sur le plan horizontal, les génératrices se projettent suivant des droites qui passent par le point c. Le point de la droite aô, qui se pro-
jette au pomt c,
t donc le p
t pour lequel le plan vertical qui
fojette ab est tangent au paraboloïde ; le point c est alors le point central sur la génératrice ab. On voit ainsi que le point central sur ab est au point de rencontre de cette droite et de la perpendiculaire à la ligne de terre menée par le point de rencontre des projections verticales des directrices du paraboloïde de raccordement qui a le plan vertical pour plan directeur.
Si les directrices a' t' , b' t! sont parallèles entre elles, le point c' est à l'infini, et le point central c est aussi à l'infini.
Voilà une circonstance où le point central sut- une génératrice
est à riûfiiii; il est facilfi d'ohlenlr des surfaces gauches pour lesquelles cette particularité se présente (').
Conoîde droit circonscrit à une sphère. — Considérons comme exemple de surface g-auehe à plan directeur un conoïde droit circonscrit à une sphère.
Prenons {fig- 236) pour plan horizontal de projection le plan directeur du conoïdcj et pour plan vertical un plan parallèle au
plan mené par la directrice reciiligne et par le centre de la sphère directrice. La directrice reetiligne est la verticale qui se projette horizontalement au point a; le centre de la sphère se projette au point (o, o'); la droite ao est parallèle à la ligne de terre.
Pour construire une génératrice du conoïde, coupons par un plan horizontal. Ce plan rencontre la directrice reetiligne au point a' et la sphère suivant un petit cercle ajant pour projection horizontale une circonférence dont le centre est au point o. Les tangentes ae, ah à cette circonférence menées du point a sont les projections horizontales des génératrices du conoïde situées dans
(>) Voir sur les gtnéfatrices singulières le Siipplénient à cette Leçon.
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ce plan horizontal. Les points de contact fe, e de ces tangentes sont sur la circonférence décrite sur ao comme diamètre ; les génératrices de la surface se projettent alors horizontalement suivant ae etab.
Les points de contact b, e sont symétriquement placés par rapport à la droite ao et se projettent verticalement en un seul point b'. Quel que soit le plan sécant horizontal que l'on prenne pour construire des génératrices de la surface, on a toujours à tracer la même circonférence décrite sur ao comme diamètre. Les points de contact avec la sphère directrice des génératrices du conoïde se projettent donc en des points de cette circonférence et forment alors la ligne d'intersection de celte sphère avec le cylindre droit dont la base est la circonférence décrite sur ao comme diamètre. Cette ligne d'intersection est une courbe du quatrième ordre ; mais, par suite de la position du plan vertical qui est parallèle au plan vertical de symétrie ao, cette courbe se projette suivant un arc de section conique.
En la considérant comme l'intersection d'un cylindre de révolution et d'une sphère, nous pouvons appliquer ce que nous avons dit précédemment pour déterminer l'intersection de deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent.
SI l'on veut le point de la courbe qui se trouve sur l'horizontale a'b', on considère cette droite comme la projection d'une section droite du cylindre; on inscrit dans ce cylindre une sphère le long de cette section droite, et l'on prend l'intersection de cette sphère avec la sphère donnée : cette intersection est un petit cercle qui se projette verticalement suivant la droite gh. Cette droite rencontre la projection verticale de la section droite du cylindre au point !/; le point b' est le point cherché, et la corde gk est la tangente en ce point à la projection verticale de la courbe qui résulte de l'intersection du cylindre et de la sphère.
On peut, au moyen de cette construction, démontrer que cette courbe est un arc de parabole. La tangente au point b' à cet arc de courbe étant la corde gh, la normale au point b' est parallèle à la ligne qui joint le centre o' de la sphère donnée au centre c de la section droite du cylindre qui contient le point b'; cette normale rencontre en p la parallèle à la ligne de terre qui passe par le point o' : on a o'p ^ cb'. Abaissons" du point b' la perpendicu-
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lairc b'q sur o'/) ; comme ço' est égal à b' d, ona alors pq = cd, c'est-à-dire que le segment pg, compris entre le point q, pied de l'ordonnée du point b', et le point p, pied de la normale l/p, est égal au rayon de la section droite du cylindre, c'est-à-dire qu'il est constant : la courbe est donc une parabole.
Plan tangent au coaoide en nu point. — Cherchons le plan tangent au conoïde au point [m, m') de la génératrice [ah, a'b'). Prenons le paraboloïde de raccordement qui a pour plan directeur le plan horizontal, et dont les directrices sont la directrice rectiligne du conoïde et la parallèle au plan vertical de projection tracée du point b' sur le plan tangent en ce point à la sphère. Cette droite se projette verticalement suivant la perpendiculaire h't' au rayon b'o', puisque le plan tangent à la sphère est perpendiculaire à I/o'.
Ce paraboloïde a même plan tangent que le conoïde, au point qui est à l'infini sur a' 6' : c'est le plan horizontal qui contient cette droite. Au point a', il a même plan tangent que le conoïde : c'est le plan vertical mené par a'b'. Au point b', le plan tangent à la sphère est aussi le plan tangent au conoïde ; car le plan tangent au conoïde au point b' est, comme le plan tangent à la sphère, déterminé à la fois par t^b', qui est tangente à la sphère, et par la tangente au poinî b' à la courbe de contact du conoïde et de la sphère.
La projection b't' de la directrice de ce paraboloïde rencontre au point t' la projection de la directrice rectiligne du conoïde, et, comme les génératrices du paraboloïde se projettent verticalement suivant des droites passant par le point ^, il suffit de mener la droite t'rn' pour avoir la génératrice qui contient m'; la projection horizontale de cette droite est la ligne menée par le point m parallèlement à la ligne de terre. Le plan déterminé par cette droite et par «7/ est le plan tangent demandé (').
[ ' ) Paraboloïde osculateur. — La normalie au conoïde, qui a pour directrice la ligne de contact de cette surface avec la sphère, est une normalie développable. Celte ligne de contact est aloi's une ligne de courbure du conoïde.
Pour avoir l'asymptote de l'indicatrice en (b, b'), il suffit de construire une droite du plan tan;;ciit en ce point'à l:i sphère directrice, telle que l'angle, qu'elle
Plantangentauconoïde, parallèle à un plan donné.— Si l'on dcmaniJe de mener au conoïde un plan tangent parallèle à un plan donné, une horjïonlale du plan donné est alors parallèle à la génératrice du conoïde qui contient le point de contact demandé. On mène [jar le point a une parallèle à une horizontale du plan donné, et l'on a la projection horizontale de la génératrice qui contient ce point de contact. De cette projection horizontale, on déduit facilement la projection verticale, puis on achève en employant, comme précédemment, un paraboloïde qui a pour plans directeurs les deux plans de projection.
Génératrices singulières du conoïde, — Ce conoïde possède des génératrices singulières. Prenons la génératrice qui se projette verticalement suivant V i' . Le plan langent au point i' au conoïde est le plan horizontal qui est tangent en ce point à la sphère donnée et il est le même que le plan tangent au point qui est ù l'inlini sur la génératrice V V . Cette génératrice est alors une génératrice singulière.
Le point central est le point V; car, toutes les génératrices du conoïde étant perpendiculaires à la directrice rectiligne donnée, cette directrice est la ligne de striction du conoïde.
Les plans tangents au conoïde aux différents points de l' i' sonl
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émtté du segment ainsi porté est la proidicatrice en 6. On n par suite l'asymptote me la directrice rectiligne est l'asymptote !s deux directrices du paraboloïde osculu- : le plan directeur de la surface. Sachant 1 pour un point quelconque
arbe d'omlire si
confondus avec le pian tangent an point qui est à l'infini sur celte génératrice singulière; le paramètre de distribution des plans tangents est nul. Cela se voit aussi immédiatement en remarquant que la distance, entre la génératrice infiniment voisine de VU et cette droite, est infiniment petite par rapport à l'angle que ces deux droites font entre elles ; car cette distance est égale à la dislance au plan tangent en j' d'un point de la courbe de contact du conoïde et de la splière, infiniment voisin de ï'.
La génératrice du conoïde qui se projette verticalement suivant la droite r' o' est telle, que le plan tangent au point central Z sur cette génératrice est le même qu'au point de contact de cette génératrice avec la sphère. Pour ces deux points, le plan langent est le plan vertical qui projette la génératrice ; les plans tangents aux différents points de cette droite sont confondus avec le plan tangent au point central. On a «ne génératrice singulière pour laquelle le paramètre est infini. On arrive immédiatement à ce dernier résultat en remarquant que, si le point r' s'élève infiniment peu sur la directrice rectiligne, la génératrice tourne d'un angle qui est infiniment petit par rapport au chemin parcouru par/-'.
On trouve donc sur le conoïde des génératrices singulières, les unes déterminées par les plans tangents à la surface directrice, menés parallèlement au plan directeur, les autres par les plans tangjents à la surface directrice, menés par la directrice rectiligne.
On trouve de même des génératrices singulières sur un conoïde quelconque en menant des plans tangents à la surface directrice parallèlement au plan directeur, ou, en menant par la directrice rectiligne des plans tangents à la surface directrice ; dans ces plans tangents, les génératrices du conoïde sont des génératrices singulières de cette surface.
Entre la génératrice singulière du conoïde droit pour laquelle le paramètre est nui et la génératrice singulière pour laquelle le paramètre est infini, on peut trouver sur le conoïde droit une génératrice pour laquelle ie paramètre a une valeur arbitraire ; mais, pour toutes ces génératrices du conoïde droit, le point centrai est à dislance finie, puisqu'il est toujours sur la directrice rectiligne du conoïde. On peut rencontrer sur les surfaces gauches, non seulement de pareilles génératrices, mais des génératrices singulières
pour lesquelles le paramètre peut avoir une valeur qiiel conque, le point central étant à l'infini ('),
Voici un dernier exemple de surface gauche à plan directeur.
Conoide de Plùcher {"-]. — Soient (yî^. ^.5-j)i) et A les projections horizontales de deux horizontales données O', A'. La perpendiculaire commune O à ces droites se projette au point de rencontre o de Del A.
Fis- 237.
Par 0, menons ud plan arbitraire. Le paraboloïde hyperbolique, qui a ce plan pour plan directeiir et dont les directrices sont les deux droites données, a l'une de ses génératrices X' qui est perpendiculaire à ce plan directeur. Cette droite X' est perpendiculaire il toutes les génératrices qu'elle rencontre, et elle est la hgne de striction de ce paralioloïde.
(') Voir le Suppliimcnt à cette Leçon.
(') PmcKKa a trouvé cette surface en étudiant les compJeïes linéaires (JVeiie Géométrie des Baumes, p. 97). Elle joue un grand rùle dans Tlie theory of sci-eivs de R.-S. Bajj., où elle est appelée cylindroïde, du nom que lui a donné M. A. GiTLEï. Voir aussi : F. Ludeuasn, Ueber unendlich kleine Bewegungen uiid iiber Kraftesysteme bei allgemeiner projectiviacker Massbestimmung (Mallt. Aim., VII» Vol., p. 56); Picqoei, sa Communication du 4 novembre i885 à la Société Mathématique de France, et les Notes que j'ai publiées dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 6 novembre iS^iet a février i8Sj.
Lorsqu'on fait tourner aitlour de O le plan menu par celle droite, les droites X' engendrent une surface : c'est !e conoïde de Plùcker. Ainsi :
Le lieu des perpendiculaires communes à O et aux droites qui s'appuient sur D', i' est le conoïde de Pliic/cer (').
Le lieu des lignes de striction des paraboloïdes îsoscèles qui contiennent D' et A' est un conoïde de PUicker.
Pour construire les droites X', il suffit de prendre les perpendiculaires communes à O et aux droites qui s'appuient sur l'une des directrices, et qui passent par un même point de l'autre.
Prenons, par exemple, comme point fixe le point a' de i'. Parmi les droites menées de ce point, et qui s'appuient sur D', il y en a une perpendiculaire à â'. Cette droite donne A' comme génératrice du conoïde; de même D' appartient au conoïde. Sur une droite quelconque a' U , on a le point c' (le la génératrice X', et les poinis de D' et i'. Cette droite rencontre alors te conoïde en trois points.
Le conoïde dePUicker est donc une surface du troisième degré.
Vnv suite, un plan mené par une génératrice, c'est-à-dire un plan tangent au conoïde, coupe celle surface suivant cette génératrice et une conique.
Je dis que, quel que soit le plan tangent, la projection horizontale de cette conique est une circonférence de cercle.
Prenons le plan déterminé par X'et dU . Appetons C la conique suivant laquelle ÎL coupe le conoïde, et C la projection liorizontalc de cette courbe.
Les points «, h, 0 appartiennent à C; cherclions deux autres points de cette courbe. Par cf', menons une parallèle à D'. La per-
(') Si, piirini les droiles (|iii s'appuient sur D' et A', on prend celles qui i contrent une coiirije ([uelconquc, elles forment une surface réglée qui duniio i â celle propriété :
Si une sur/ace réglée a'deux directrices rectiligites et que l'on prenne perpendiculaires communes à ses génératrices et à la perpendiciUaire ci mane aux deux directrices recliligiies, on obtient des droites qui appartt nent à un conoïde de Pldcker.
D'après cela les perpendiculaires communes à une génératrice d'un ttyp boldide et aux génératrices du même sj/slèiiia appartiennent à un conoïde Plucl:er.
pendiculaire commune à celte droite et à O est la génératrice du conoïde projetée suivant la perpendiculaire oe à D.
Cette droite rencontre en e la trace ae du plan (X', a'b') sur le plan horizontal mené par A'. Le pointe est alors un point deC. De même, au moyen du point b, on obtient le point g.
Il résulte de la construction des points e et ^ qu'ils soDt sur la circonférence circonscrite au triangle oab; donc ; C est une, circonférence de cercle.
Ainsi : un plan tangent au conoïde coupe cette surface siiwant une génératrice et une conique dont la projection sur un plan parallèle aux deux directrices données est une circonférence {').
On peut définir le conoïde au moyen de la directrice O, de la conique C, et d'un plan directeur perpendiculaire à O, Un plan parallèle au plan directeur coupe O en un point par lequel passent deux génératrices du conoïde, donc :
La directrice O est une droite double du conoïde (-).
Reprenons la génératrice X', menons un plan par cette droite el faisons-le tourner autour de X'.
Dans chacune de ses positions, il coupe le conoïde suivant une conique C, dont la projection est une circonférence C; je vais démontrer que :
Toutes ces circonférences C sont tangentes entre elles en o, et que leurs centres sont sur une droite symétrique de X, par rapport à la bissectrice de l'angle (D, A).
Quel que soit le plan sécant mené par X', il coupe D' et A' cha-
(*) La consti'uclion de la trace d'une gûnéralrice qiiclcoiiqQe sur le plan
( X.', a'b') conduit facilement à celte propriété. (') Les plans horizontaux tangents à G' contienneat les giinératrices eMïiimes
rlu conoïde. Il est facile de voir que ; Les généixitrices extrêmes sont perpendiculaires l'une à l'autre; elles sont
à égales distances du point milieu du segjnent de la perpendiculaire commune
à D' et A' limitée à ces droites.
Les gënèi-atrices qui partent d'un même point de O font des angles égaiLx
avec les génératrices extrêmes.
Deux génératrices à égales distances des génératrices extrêmes font respectivement des angles égau/n avec ces droites- La plus courte dislance entre D' et A' est égale à la plus courte distance
entre les génératrices extrêmes multipliées par le sinus de l'angle (D', i').
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cune en un poinL, cl la droite qui joint les projections de ces points est parallèle à ab; donc les circonférences C, qui sont circonscrites aux triangles tels que oab, sont tangentes entre elles en o.
La tangente en o à ces circonférences fait, avec D, un angle égal à l'angle bao. La ligne des centres fait alors, avec D, un angle complémentaire de celui-ci, c'est-à-dire égal à l'angle (X, A). Par suite, celte droite est la symétrique de X par rapport à la bissectrice de l'angle (D, i).
Dans le cas particulier où les plans sécants sont menés par l'une des directrices, les circonférences correspondantes ont leurs centres sur la projection de l'autre directrice.
Plan tangent. — Sur X', on prend le point m' qui se projetie en m : on demande le plan langent en m' au conoïde.
Par m, faisons passer une circonférence G. Le centre de cette courbe est sur la ligne des centres que nous savons construire, et sur la perpendiculaire élevée à X du milieu de om. Cette circonférence C coupe A au point a : la parallèle at kH. est la projection de la trace du plan tangent demandé sur le plan horizontal mené par A'.
Ce plan est, en effet, le plan mené par X', qui coupe le conoïde suivant C, et il contient la tangente en m' à cette conique.
Autrement. — Élevons au point m la perpendiculaire ma, à X. Décrivons sur oa, une circonférence de cercle. Cette courbe et la projection de la conique, section du conoïde par le plan {m', D'). La tangente en m' à cette conique, qui est dans le plan tangent demandé, se projette suivant la tangente mt à la circonférence ornai- La trace de cette droite sur le plan horizontal mené par A' se projette au point (, oii mt est coupée par la parallèle fl| ï à D, parallèle qui est la trace du plan sécant sur le plan horizontal (A').
Il suffit maintenant de mener du point l la parallèle to à X pour avoir la trace du plan tangent demandé sur le plan horizontal (A'). On trouve une consti-uction analogue en employant b,. Paraboloïde oscillateur. — La conique G' est l'intersection du conoïde par son plan tangent en m'. La tangente en m' à G' est alors une asymptote de l'indicatrice du conoïde en m'. Le lieu des tangentes analogues à celle-ci, lorsqu'on fait tourner le plan se-
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cant autour de X', est le paraboloïde osculaleiir du conoïde par la génératrice X'.
Sur le plan horizontal (i'), k trace de ce paraboloïde est la droite op (').
Surface ganche définie par deux courbes directrices et un cône directeur. — Une surface gauche est définie par deux courbes directrices et son cône directeur. Pour construire une génératrice de la surface, celle qui passe, par exemple, par le point a de l'une des courbes directrices, on Iransporle le cône directeur de façon à lui donner pour sommet le point a; il est coupé par l'autre courbe directrice en un certain nombre de points; les droites qui joignent ces points au point a sont des génératrices de la surface. Si, pour l'une de ces droites ab, on demande le plan tangent au point m, on emploie un paraboloïde de raccordement qui a pour plan directeur le plan tangent au c6ne directeur le long de ab et les mêmes plans tangents que la surface aux points a et b.
Cas particulier où le cône directeur est de rérolntion. — Examinons en particulier le cas où le cône directeur est de révolution. Prenons comme plan horizontal (Jig- 238) un plan perpendiculaire à l'axe de ce cône de révolution. Pour une génératrice quelconque de la surface, le plan central, étant parallèle à un plan méridien du cône, est un plan vertical. Le plan central de la surface gauche pour une génératrice ab est l'un des plans directeurs du paraboloïde des normales à cette surface pour cette génératrice. Les génératrices de ce paraboloïde, qui ne sont pas parallèles au plan central, c'est-à-dire les normales de la surface gauche, se projettent alors horizontalement suivant des droites qui passent par un même point. On connaît le plan tangent à la surface réglée au point «, où ab rencontre l'une des directrices données, et la normale en ce point à cette surface ; de même au point b. Le point de
{ • ) On connait les asymptotes de l'indicatrice en m'. Les bissectriees des angles ximpris entre ces droites donnent les axes de cette indicatrice.
Par suile, on a les plans des sections principales du conoïde en m'. Les points o(i ces plans touchent le paraboloïde des normales au conoïde relatif à X' sont les centres de courbure principaux du conoïde pour ni'.
Il est alors facile de construire ces centres de courliure principaux.
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rencontre c des projections horizontales de ces deux normales esf le point par lequel passent les projections horizontales des normales à la surface réglée pour les différents points de la génératrice ab. Par suite, pour un point {m, m'), la normale à la surface se projette horizontalement suivant la droite cm, et la, trace du plan tangent en m sur le plan horizontal (H') est la perpendiculaire abaissée sur cm de la trace (, sur ce plan, de la génératrice «i.
On peut encore arriver à ce résultat de la manière suivante.
Supposons que la génératrice ab soit liée invariablement à un ])lan horizontal. On peut faire glisser ce plan horizontal sur luimême, de façon que la génératrice qui lui est liée se déplace en rencontrant constamment les deux directrices données. Pour un déplacement infiniment petit de «6, ainsi lié à ce plan horizonial, le point a décrit une trajectoire parallèle au plan horizontal et pour laquelle le plan normal est le plan vertical projeté suivant ac. De même pour le point b, le plan normal à la trajectoire de ce point se projette suivant ôc; le point c est alors la projection horizontale de l'ase instantané de rotation relatif a» déplacement infiniment petit de ab. Pour un point quelconque m de ab, la trajectoire de ce point a pour plan normal le plan vertical me; ce plan vertical contient la normale à la surface réglée, et, par suite, la trace du plan langent en m à celte surface sur (H') est la perpendiculaire abaissée du point t sur la droite me.
Celte construclion n'est autre que celle à laquelle nous étions arrivés pour l'hélicoïde réglé, et l'on voit ainsi que, si, pour l'hé-
licoïde réglé, la construction du pian tangent en un point d'une génératrice s'obtient simplement, c'est parce que le cûne directeiir de celte surface est un c6ne de révolution.
Surface gauche définie par trois courbes directrices. — EnlSn, supposons cpie la surface gauche soit définie par trois courbes directrices {fig. 239). Pour la génératrice abc qui rencontre les directrices données aux points c(, b et c, nous connaissons les plans
tangents à la surface en ces points : ce sont les plans déterminés par la génératrice et par les tangentes aux courbes directrices aux points «, b, c- En traçant respectivement par a, b, c des droites A, B, G dans ces plans tangents, nous avons les directrices d'un liyperboioïdc de raccordement à la surface.
Afin, de déterminer le plan langent à la surface gauche au point m de la génératrice abc, nous n'avons qu'à construire le plan tangent en ce point m à cet byperboloïde de raccordement. Pour cela, menons deux génératrices Gj, Gj de cet hyperboloïde du même système que la génératrice abc. La droite partant du point m et qui rencontre G, et Gj est la génératrice de l'hyperboloïde du même ^iystème que A, B, C. Cette droite et la génératrice abc déterminent le plan langent demandé.
Inversement, si par la génératrice abc on mène un plan quelconque, on obtient le point où ce plan louche la surface réglée en ])renant le point de renconli'e de la génératrice abc avec la droite .suivant laquelle ce plan coupe l'hyperboloïde de raccordement.
La droite d'intersection de ce plan et de l'hyperboloïde n'est autre que la droite qui joint les traces de G, et de Gj sur le plan donné mené par abc. On a donc facilement le point de contact de ce plan avec îa surface réglée.
Il est clair que, pour les tracés, on doit choisir convcnablemenL les génératrices auxiliaires G,, G^. Dans la Leçon suivante, nous verrons que l'on peut, par un choix convenable de ces génératrices, arriver à des traces très simples.
SUPPLÉMENT A LA VINGT-NEUVIÈME LEÇON
Génératrices singulières de surfaces gauches. — Prenons {fig. i(}fi) une surface gaucho qui a pour plan directeur le plan veitical de pro-
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jection et qui est définie au moven de dou'c directrices horizontales rfa', eb' . Soit de une génératrice verticale de la surface. Supposons que les deux directrices soient deuv courbes quelconques ; elles se pro-
jcLLent liorizontalenient {fig. 34oi), suivant les deux lignes oit, ob qui passent par le point o.
Puisque le plan vertical est le plan directeur de la sui-face, nous obtenons une génératrice en menant un plan pab parallèle à ce plan vertical ; le point a est la projection horizontale du point a' , le point b du point b' , et la génératrice de la surface qui est dans ce plan vertical est la droite a'b'. Cette projection a' b' rencontre la projection de la génératrice verticale o en un point c, et, lorsque a' b' est une génératrice infiniment voisine de la verticale o, le point c est le point central sur cette verticale.
Calculons la distance cd. Appelons h la dislance verticale qvii sépart; les plans des deus directrices horizontales.
On a
Le paramètre de distribution k des plans tangents pour la génératrice verticale est égal à la plus courte distance op divisée par la tangente de l'angle n compris entre les deux génératrices; mais
ah
i" Les doux courbes oa et ob {Jig. 34oi) se coupent sous un certain angle : op, ap et ab sont des infiniment petits du même ordre. Alors ^ est un rapport fini; il en est de même de -A-- Par conséquent, la distance cd donnée par la relation (i), c'est-à-dire la distance du point d au point central, est une dislance finie, et le paramètre donné par (a) est fini. Nous sommes dans le cas d'une génératrice ordinaire d'une surface gauche.
a" Les courbes se projettent horizontalement {fig. a^Oa) suivant des lignes tangentes entre elles au point o, alors ab est infiniment petit par rapport à op et par rapport k ap; la distance cd donnée par (i) est infinie, et le paramètre de distribution donné par l'expression (a) est infini. Les plans tangents aux différents points de la génératrice sont confondus avec le plan langent qui a pour trace horizontale la
tangente commune aux projections des deux lignes directrices. 11 faut remarquer que ce plan tangent unique n'est ni parallèle au plan directeur ni confondu avec le plan central.
3° La tangente aux projections horizontales des deux directrices est la droite op {fig- 2403), alors ap et ab sont des infiniment petits fin même ordre et sont infiniment pelits par rapport à op. La distance cd est finie, et le paramètre est infini. Nous avons là encore une génératrice singulière; mais, dans ce cas, le plan tangent aux différents points de la génératrice est confondu avec le plan central.
4° Les projections horizontales des directrices sont (fig. 2401) tangentes entre elles à la parallèle à la ligne de terre menée par le point o ; np est alors infiniment petit par rapport à œp et à ab; la distance cd est une distance finie, el le paramètre est nul. Nous avons une génératrice singulière pour laquelle le point central est à distance finie; les plans tangents aux différents points de la génératrice sont confondus avec le plan tangent au point qui est à l'infini sur celte droite.
5" Les courbes directrices se projettent {fig. a40i) suivant des lignes osculatrices entre elles en o, leur tangente en ce point étant toujours la parallèle à la ligne de terre menée par o; o/» et ab sont maintenant infiniment petits du second ordre. La distance crf est alorr; infinie, et le paramètre est fini; le plan tangent, aux différents points de la génératrice qui sont à dislance finie, est confondu avec le plan parallèle au plan directeur.
6" Les courbes {fig- il^o^) sont tangentes entre elles à la parallèle à la ligne de terre menée par le point 0; elles sont osculatrices entre elles, en ce point, lequel est un point d'inflexion sur ces courbes. (On conçoit la possibUité d'arriver à de pareilles courbes en prenant deux courbes gauches osculatrices et en projetant ces deux courbes sur un plan perpendiculaire à leur plan osculaleur commun. Les projections de ces courbes présentent un point d'inflexion, et en ce point ces projections sont des courbes osculatrices.) Ici op est un infiniment petit du troisième ordre et ab du deuxième. La distance crf est alors infinie, et le paramètre est nul.
Les différentes données que nous venons d'examiner sont au nombre de six; pour trois d'entre elles, le point central étant à distance finie, le paramètre présente toutes les valeuis depuis zéro jusqu'à l'infini; puis, pour les trois autres, le point central étant à l'infini, le paramètre présente aussi toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à l'infini.
TRENTIEME LEÇON.
SURFACES GAUCHES (suetb). — PROBLÈMES KELATIFS AUX SURFACES GAUCHES (al'pl, de gÉoat. cenëm.)-
Suïface gauche diifinie par Iroîs courbes directrices ; Biais passé gauche. — Cûnc directeur. — Plan tangent eu un point ■ différentes solutions — Génératrices singulières.— Pjy)6/e)nei i elati/s aux 3Ui faces gaucltes { appl de Géom. ciném.). — Surfaces réglées engendrées pendant le déplacement d une figure de forme invariable. — Diedru mobde — Dioite mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces données — ConstiuutLon de la tangente à la courbe de contact de la surface engendiee par une droite, tjngente à trois surfaces directrices, avec l'une de ces surfaces — Lieu des droites liées i une figure, dont les déplacements sont assujettis i quatre conditions Lt qui i p 1 1 de leurs iio5ilions primitives, nciigeniUent pas de pmceauv
SippLÉMENT. — Applications de Géométrie cinématique. — Déplacement d'un dièdre de grandeur invariable dont l'arête est tangente à deux surfaces données et les faces tangentes à ces mêmes surfaces. — Hyperboloïde osculateur le lon^ d'une génératrice d'une surface réglée définie par trois courbes ou surfaces directrices. — Construire S'hyperboloVde osculateur d'une normalie. — Sur les trajectoires des points d'une droite mobile.
Surface gauche définie par trois courbes directrices : biais passé gauche. — Comme exemple de surface gauche définie par trois courbes directrices, nous allons prendre une surface que l'on rencontre dans le Cours de Stéréotomie et qu'on appelle biais passé gauche. Les trois directrices de celte surface sont deux circonférences égales, dont les plans sont parallèles, et la perpendiculaire aux plans de ces circonférences qui passe parle milieu du segment de droite compris entre les centres de ces courbes.
Prenons {Jig- a^i) le plan vertical de projection parallèle aux plans des circonférences directrices C,, Cs et le plan horizontal parallèle au pian (H') perpendiculaire à celui-ci et mené par la ligne
des ceiïtves de C, el de Cj. Les cifconférences se projettent verticalement suivant les circonférences égales C\ , C'^ , et la directrice D a pour projection verticale le point o' qui est à égales distances des centres des circonférences. Les génératrices de la surface gauche se projettent verticalement suivant des droites qui passent par o', puisqu'elles rencontrent toutes la directrice D.
Soit a'b'c'd' l'une de ces génératrices; les quatre points «', b', c', d' se projettent horizontalement en a, l>, c, d. Comme le point o' est à égales distances des centres des deux circonl'ére
les points a el b sont à égales distances de la projection horiKOnlale de D; il en est de même des points c et d. En joignant deux à deux les quatre points a, b, c, d, on obtient un parallélogramme et ses diagonales; le point de rencontre o de ces diagonales est sur la directrice rectiligne D et sur la droite qui joint les centres des deux circonférences.
Une droite telle que a'b', qui passe par o', correspond à quatre droites qui rencontrent les trois directrices données. Mais parmi CCS droites il j rn a loujours deux qui pussenl par le même point o;
l'ensemble de ces dernières droites forme un cAne ayant pour sommet ce point o et pour directrices les circonférenees données. Le biais passé gauche est la surface engendrée par les deux autres droites telles que ad, bc.
Par le point o menons ol parallèlement à ad et bc\ le point l est alors le milieu de bd. En projetant le point l en V sur la droite o'b', on obtient le point V qui est le milieu de b'd'. Pour une génératrice quelconque du biais passé, on a un point tel que /'. Le lieu de ces points est une circonférence de cercle qui passe par le centre de C, ; cette circonférence n'est autre que la trace du cône directeur de la surface sur le plan de cette circonférence directrice.
Cône directeur. — On voit ainsi qu'en plaçant en o ie sommet du cône directeur du biais passé gauche, ce cône a pour trace, sur le plan de G) ou de C;., une circonférence de cercle.
Plan tangent en un point. ^ Prenons un point {m, m') sur la génératrice {bc, b'c') et proposons-nous de construire le plan langent en ce point au biais passé gauche. Nous allons employer un hjperboloïde de raccordement à celte surface le long de la génératrice bc. Menons au point c' une tangente à C'^; cette tangente se projette horizontalement sur le segment de droite Cj suivant lequel se projette cette circonférence; de même, menons au point b' une tangente à C',. Les projections verticales de ces tangentes se rencontrent en un point e' qui est sur le prolongement de D. Cela résulte de la situation de la directrice rectilîgne par rapport aux circonférences directrices qui ont des rayons égaux.
L'iiyperboloïde de raccordement que nous allons employer a pour directrices les tangentes en c', b' aux deux circonférences directrices du biais passé et la directrice rectiligne D de cette surface.
Pour construire le plan tangent au point (m, m'), on doit chercher une génératrice de cet hyperboloïde qui rencontre deux droites de cette surface du même système que bc. Prenons pour l'une de ces droites la trace de l' hyperboloïde sur le plan hori- Mntal (H'), qui contient déjà la directrice rectiligne D. Cette trace s'obtient en joignant par nne droite les traces sur ce plan
(les Langentes ans circonférences directrices, tangentes qui =0iU les directrices de l'hjperboloïde.
La perpendiculaire e' au plan vertical rencontre les directrices de l'hyperboloïde projetées suivant eV, e'b' et la droite D à laquelle elle est parallèle. Celte perpendiculaire au plan vertical est donc aussi une droite de l'hyperboloïde du même système que la génératrice qui contient le point m. En joignant le point e' au point ?»', on a la projection verticale d'une génératrice de cet hyperboloïde, et, comme la trace de celte droite sur (H') doit être sur la trace de l'hyperboloïde sur le même plan, cette trace est au point t. En joignant le point m au point (, on a alors la projection horizontale de la ligne e' m' . Les droites mt el m'i' sont les projections d'une droite qui, avec la génératrice de l'hyperboloïde, définissent le plan tangent demandé. La trace sur (H') de ce plan tangent est la droite rt.
Autres solutions pour déterminer le plan tangent. — Le plan tangent en un point d'une génératrice d'une surface gauche est le plan déterminé par celte génératrice el par une tangente menée par ce point à la surface. On a alors facilement le plan tangent, après avoir construit en (m, m') la tangente à une courbe tracée sur le bisls passé.
Or il est très aisé de construire la tangente à !a section faite dans le biais passé par un plan mené par le point (»î, m') parallèlement au plan vertical de projection.
Ce plan sécant étant parallèle aux plans des courbes directrices détermine avec les circonférences 0,, Gj trois plans qui partagent toutes les génératrices de la surface en segments proportionnels ; ces segments se projettent sur le plan vertical de projection suivant des segments dont le rapport est égal au rapport dans lequel se trouvent partagés les segments des génératrices dans l'espace. Pour une génératrice quelconque de la surface, les segments tels que c'm' , in'b' sont donc dans un rapport constant.
Sur le plan vertical de projection, la courbe lieu des points tels que m' partage alors dans un rapport constant les segments interceptés par C|, Cj sur des droites relies que c'V, qui passent constamment par le point o'.
Nous savons construire la normale à la courbe lieu des points
lels que m'. Pour déiermmer cetLe droite, élevons au point o' {fig- 242)0 une perpendiculaire à o'in'\ menons au point c' la normale à C',; elle rencontre en un point y 1^ perpendiculaire que nous venons de mener; traçons de mfimc la normale an point // à
C'jî elle rencontre la perpendiculaire o'y an point ^ : la normale demandée passe par le point |a, qui partage le segment yf! de
façon que -Ht =^ — tt: ■
• ^ [iji m b
Pour déterminer le point ij., il suffit de prendre le point de rencontre e des droites c'~{, b'^ et d'abaisser de ce point e une perpendiculaire sur la droite ém' ' cette perpendiculaire coupe o'y au point [*, En effet, les triangles b'c^^, ^ys sont semblables, puisqu'ils ont leurs côtés respectivement perpendiculaires; en abaissant du point s une perpendiculaire sur ém', on a l'homolog:ue de cette droite ; elle partage le côté yp comme le point m'' partage le côté c'b'. Ky-AXil le point ji, on a la normale m'jji, et la perpendiculaire à cette droite menée par le point m! est une droite de front du plan tangent demandé.
Nous venons de déterminer le plan tangent en construisant la tangente en m' à la section faite dans le biais passé par un plan mené par ce. point parallèlement au plan vertical de projection et
ONous compliquer
en donnant de cette section plane une certaine définition. Nous allons montrer que la projection verticale de cette section plane peut être engendrée d'une autre façon ('). Il en résulte une construction de la normale à la projection verticale de cette courbe et une autre construction du plan tangent.
Le plan sécant mené par le point m rencontre (Jîg- 241) la génératrice ol du cône directeur au point (c, i''); ce point appartient à la trace du cône directeur sur ce plan. Cette trace est une circonférence de cercle qui se projette verticalement suivant une circonférence tangente au point o' à la projection verticale de la circonférence lieu des points tels que l'.
Puisque la droite ol est parallèle à la génératrice bin, on a
hm = ol et, par suite,
/ym'=o-l-.
On obtient donc la projection verticale de la section plane en portant sur des droites partant du point fixe o' et à partir des points où elles rencontrent C, des segments tels que b'm', égaux aux segments tels que cY, interceptés par deux circonférences fixes.
II résiilte de là un moyen de construire la normale en ?n' à la
courbe ainsi obtenue. Élevons (fig. 243) (^) au point o' une perpendiculaire à o'I/ ; appelons i' le point milieu du segment t^Z»'. Le
( ') Traité de Géométrie descriptive de M. 1 ('] IS0U5 avons fait une figure partie Lilière p(
lE, II" Partie, p.
mpliquerla/o-.
yGoosle
point i' est aussi le milieu du segment l'm', puisque nous supposons que le segment Um' est égal à v' V. La normale au point c', à la circonférence qui contient ce point, rencontre au point i la perpendiculaire à la droite o'V que nous venons de mener par le point o' . La normale au point i' à la circonférence directrice donne le point 2 sur cette perpendiculaire ; la normale au point /' à la trace du cône directeur donne le point 4! enfin la normale clierchée vient donner le point [jl sur o' 1.
Puisquelepoint i' est lemiiieudec'ô', le seg-ment 1-3 est égal au
segment 3-2.
Puisque le point (' est le milieu du segment i' m' , le segment 4-3 est égal au segment 3-[a.
llrésultede là que le segment 2-[A est égal au segment i-4,et que, par conséquent, il est aussi facile de construire le point yqu'il a été facile de déterminer le point m' sur la droite o'b' . Connaissant la droite m')>., il suffit d'élever une perpendiculaire à cette droite pour avoir une droite de front du plan tangent demandé : ce plan est donc déterminé.
s singnlières. — H J » sur le biais passé gaucbe des génératrices singulières. Telles sont les génératrices situées dans le plan horizontal (H') ; elles rencontrent la directrice rectiligne {fèg- 24') aux points s. II. Ces génératrices rencontrent les circonférences directrices en des points pour lesquels les plans tangents sont verticaux et confondus. Le plan tangent est unique tout le long de ces génératrices; il est différent aux points s et u, qui sont les points centraux sur ces génératrices.
On a encore des génératrices singulières en prenant les génératrices qui se projettent verticalement suivant les droites menées par le point o' tangentiellement aux projections verticales des circonférences directrices ; aux points où ces droites rencontrent ces circonférences directrices, on a, pour chacune de ces droites, un même plan tangent.
PROBLEMES RELATIFS AUX SUBFACES GAUCHES
Surfaces réglées engendrées pendant le déplacement d'une figure de forme invariahle ('). — Nous allons considérer maioLeriHiii. les surfaces réglées engendrées par des droites faisant partie de iîgures mobiles de forme invariable.
Quatre plans (A), (B), (G), (E), liés iin'ariablement, se coupent suivant une droite D ; chacun de ces plans est tangent à une surface donnée. Lorsqu'on déplace ce faisceau de plans de façon que ces quatre plans restent respectivement tangents aux surfaces données, la droite D engendre une surface (D). Nous nous proposons de construire le plan tangent à (D ) pour un point de la droite D.
Soit a {fig- a44) 1^ point de contact du plan (A) avec l'une des
Fis- '45-
surfaces dlrecl.riccs données. Lorsc[u'on déplace la figure de forme invariable, le plan (A) a une caractéristique qui passe par le point a; mais la caractéristique d'un plan qui passe par une droite D est la projection de l'adjointe au plan perpendiculaire à cette droite; la normale A au point « à la surface directrice donnée doit donc rencontrer cette adjointe.
(') Étude sur le déplacement {toc. cit., et Comptes rendus des séances de l'Académie rfes Sciences, 6 et i3 juin 1870, 3 et 10 mars iS^S). Ces deux dernières Communications ont été reproduites dans le Bulletin de la Société mathématique de France, t, I, p. 106. Dons le même volume, page tii, on trouve une intéressante Note de M. Halphen, Sur le mouvement d'une droite.
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Ce que nous venons de dire pour t'un des plans, on peut le répéter pour les trois autres; on voit donc que, en menant aux surfaces directrices données des normales issues des points où ces surfaces sont touchées par les quatre plans (A), (B), (C), (E), on obtient quatre droites qui doivent rencontrer l'adjointe au plan perpendiculaire à D. Ces quatre droites A, B, C, E sont parallèles à un plan perpendiculaire à D; par suite elles rencontrent la droite à l'infini sur ce plan, II n'y a alors qu'une seule droite à dislance finie qui rencontre A, B, C, E, et cette droite L est l'adjointe demandée.
Construisons L. Considérons le paraboloïde qui a pour directrices les normales Â, B, C. Coupons ce paraboloïde par le plan mené, par la normale E, perpendiculairement à la droite D, c'està-dire par un plan parallèle à l'un des plans directeurs de ce paraboloïde ; la section est une droite G, qui rencontre E en un point g : la génératrice du paraboloïde (A, B, C), qui passe par le point g, est la droite L qu'il s'agissait de construire,
La droite L, adjointe au plan perpendiculaire à D, est, comme on le sait, une droite qui appartient au paraboloïde des normales de la surface (D) engendrée parD; on obtient donc le plan tangent en un point quelconque m de D à la surface (D) de la manière suivante ." on mène par m un plan perpendiculaire à D, ce plan rencontre L en un point jj., la droite m,<^ est la génératrice du paraboloïde des normales, et, par conséquent, c'est la normale au point m à (D)-, le plan langent demandé lui est perpendiculaire.
On peut encore dire que ce plan tangent est le plan mené parD perpendiculairement au plan déterminé par le point m et par la droite L.
Au moyen de la droite L, on obtient la caractéristique de l'un quelconque des quatre plans du faisceau mobile en projetant cette droite L sur ce plan.
On peut remarquer que ce paraboloïde des normales à la surface (D) par la droite D est déterminé; par conséquent, cette droite engendre un élément de surface réglée, quoique les conditions qui définissent le déplacement de la figure de forme invariable ne soient qu'au nombre de quatre seulement, et que, en générai, dans ces circonstances, les points admettent des surfaces Irajoctoires et les droites engendrent des pinceauii. Dans une
figure de forme invariable, dont les déplacements sont assujettis à quatre conditions, il y a une infinité de droites, telles que D ( ' )• Prenons {fig- a45) le cas particulier où l'on n'a plus que deux plans assujettis à rester tangents à une sur/ace donnée, la droite D étant en outre assujettie à toucher deux autres surfaces données. Des points de contact a ni b des deux plnns avec
la surface directrice, menons des normales à cette surface; des points, oij la droite D touche les autres surfaces directrices, menons les normales C, E à ces surfaces. L'adjointe au plan perpendiculaire à D rencontre A etB, comme nous l'avons montré, et, comme cette droite appartient au paraboloïde des normales de la surface (D) engendrée par D, elle rencontre aussi C et E; elle doit donc rencontrer A, B, C, E. On la détermine comme nous venons de le dire et, lorsqu'elle est construite, on achève comme précédemment pour déterminer soit le plan tangent en un point quelconque m de £>, soit la caractéristique de l'une des faces du dièdre mobile.
Supposons {Jîg. 246) que l'angle du dièdre formé par les plans {A)et(B) diffère infiniment peu de deux angles droits; alors a et b sont infiniment voisins de D, et la droite qui joint ces deux points est la tangente conjuguée de D par rapport à la surface directrice à laquelle la droite D est maintenant tangente. Cette droite est toujours assujettie, en outre, à toucher deux autres surfaces directrices données. En définitive, la droite D doit rester maintenant tangente à trois sur/aces direetrices, et un plan (A) mené par cette droite reste tangent à l'une de ces surfaces successivement aux points de contact de D avec cette surface.
{') Voir à la fin de
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Le paraboloïde employé pour déterminer la droite L, adjointe au plan perpendiculaire à D, est le paraboloïde des trois droites A, B, C. Mais A et B sont deux droites infiniment voisines ; ce paraboloïde est donc le paraboloïde qui est mené par G et qui se raccorde avec la normalie ayant pour directrice une courbe passant par les points a et b.
Ce paraboloïde de raccordement a pour plans tangents , aux
Fig. 246.
centres de courbure principaux yi 6t y, situés sur la normale A, les plans des sections principales de la surface directrice. Les directrices de ce paraboloïde sont les droites qui joignent les points Yi, Ya aux points de rencontre de la droite C avec ces plans des sections principales. Ce paraboloïde est déterminé par ces deux droites et par son plan directeur, qui est toujours le plan perpendiculaire à D.
En prenant le point de rencontre g de la droite E avec ce paraboloïde, la génératrice L qui passe par g est l'adjointe à l'aide de laquelle on construit, comme précédemment, le plan tangent en un point quelconque m de la droite D.
En projetant L sur le plan (A) tangent en « à la surface directrice donnée, on obtient la caractéristique de ce plan mobile. Comme cette droite est conjuguée de la tangente à la ligne de contact de (D) avec la surface directrice, il suffit de prendre la tangente conjuguée de cette projection de l'adjointe h pour avoir, au point a, la tangente à la courbe de contact de la surface réglée (D) avec la surface directrice à laquelle le plan (A) reste tangent.
Dièdre mobile. — La propriété de l'adjointe au plan perpendiculaire à D de se projeter sur les faces d'un dièdre de forme inva-
riable, qui a pour arête cette droite, suivant les caractéristiques de ces faces, montre comment on construit celte adjointe lorsque l'on donne les caractéristiques des faces d'un dièdre mobile. 11 suffit de mener suivant les caractéristiques des faces de ce dièdre des plans normaux à ces faces; leur intersection est l'adjoinle cherchée. Au mojen de celte adjointe, on construit, comme précédemment, les plans tangents à la surface réglée engendrée par l'arête du dièdre. Par exemple, nous avons déjà dit que, lorsqu'un dièdre droit se déplace de manière que ses faces contiennent deux droites, l'arête du dièdre engendre on hyperboloïde ; la remarque que nous venons de faire permet donc de construire les plans tangents à un pareil lijperboloïde.
Puisque la droite L appartient au paraboloïde des normales engendré par l'aréle du dièdre mobile, on peut la prendre comme droite conjuguée de cette arête; ou voit alors que le déplacement de ce dièdre mobile peut être obtenu au moyen d'une simple rotation autour de cette adjointe.
Dans le cas particulier où la caractéristique d'une des faces du dièdre mobile est perpendiculaire à la génératrice D de la surface gauche (D), l'adjointe L est à l'infini et ne peut pas être prise comme axe de rotation permettant le déplacement du dièdre; le déplacement autour de cet axe à l'infini est une simple translation dans la direction de D, ce qui ne déplace pas le dièdre.
On voit également que, dans ce cas particulier, la caractéristique de l'autre face est aussi perpendiculaire « D et que ces deux caractéristiques ne rencontrent pas D au même point ('). Si (D) est une surface développable, les caractéristiques des faces du dièdre rencontrent D au même point; elles peuvent être l'une et l'autre perpendiculaires à D et le déplacement du dièdre peut s'effectuer au moyen d'une rotation infiniment petite.
Droite mobile dont quatre points restent sur quatre surfaces données. — Nous venons de considérer le déplacement d'une droite indc-
(') Voir mes Notes suivantes ; Sur le déplacement infirtiment petit d'un dièdre de grandeur invariable {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, ii juin 1877); Nouvelle démonstration d'an théorème relatif au déplacement infiniment petit d'un dièdre, et nouvelle application de ce théorème {Bulletin de la Société mathématique de France, t. VI. p. 5); Démonstrations géométriques d'un titeorème relatif aux surfaces réglées {Id., p. 7 ).
pcndaminent de ses poinls ; examinons le cas où la droite mobile se déplace de façon que quatre de ses points «, b, c, e {fig- 24?) restent sur quatre surfaces données.
On ne connaît pas les trajectoires décrites par les quatre poinls a, b, c, e, mais on sait que le plan normal à la trajectoire décrite par le point a contient la conjuguée A de la droite D; la normale A à la surface sur laquelle reste le point a rencontre donc la conju-
guée de D, Il en est de même des normales aux trois autres surfaces directrices élevées respectivement des points b,c,e\ donc la conjuguée de D est la droite i qui rencontre les quatre normales A, B, C, E aux surfaces directrices.
11 n'y a qu'une seule droite rencontrant A, B, C, E, puisque D rencontre déjà ces quatre droites. Pour construire A, coupons l'Iiyperboloïde, défini par A, B, Cj par le plan (D, E), qui le rencontre suivant la droite D; alors la section est «ne droite H. Cette droite rencontre E en un point h, et la génératrice de l'hyperboloïde qui passe par h est la droite A. Connaissant A, on obtient tout de suite la tangente à la trajectoire d'un point quelconque m de D : c'est la perpendiculaire élevée de ce point au plan (m, A). On a aussi le plan tangent en ce point à la surface engendrée par D : c'est le plan mené par D perpendiculairement au plan (,»,A).
Supposons, comme cas particulier, que les points a et b soient sur une même surface, et que la droite mobile soit en outre assujettie à toucher deux autres surfaces données.
Les normales élevées des points a et 6 {fig- 248) à la surface sur laquelle restent ces points rencontrent la conjuguée de D, et, comme cette conjiiguée appartient an paraboloïde des normales à la surface eng^endrée par cette droitCj elle rencontre aussi les normales C et E aux deux autres surfaces directrices; A est alors
déterminé, comme précédemment, au moyen de quatre droiles A, B, C, E.
Si les points a et 6 sont infiniment voisins, la droite D est tangente à trois surfaces directrices, et le pointa décrit sur la surface directrice [a\ la courbe de contact de cette surface et de la surface réglée engendrée par D. Dans ce cas, l'hyperboloïde défini par A, B, C est l'hyperboloïde mené par C, et qui est de raccordement avec l'élément de nonnalie qui contient A et B. Aux centres de courbure prlncipau;; -f, et j.^, les plans tangents à cette normalic
senties plans des sections principales de la surface [ci]. Les trois directrices de cet liyperboloïde sont alors D ei les droites partant des points y, , y^ et aboutissant aux points où la droite C rencontre les plans des sections principales de [«], Cet hyperboloïde de raccordement étant défini au moyen de ces trois droites, on sait construire, comme précédemment, la génératrice de cet liyperboloïde qui rencontre E, et obtenir ainsi la droite A. Connaissant A, on peut déterminer la tangente à la trajectoire! du point a, ce qui donne une autre solution de cette question, précédemment résolue : Une droite tangente à trois sur/aces directrices engendre une surface réglée; construire la tangente à la courbe de contact de cette surface avec l'une des surfaces directrices.
Les points a et 6 peuvent être confondus sans que les surfaces directrices de ces points soient confondues. Les points a el b confondus décrivent alors la ligne d'intersection(rt) des surfaces directrices; par suite, la droite D est assujettie à avoir un point a sur une courbe (n) pendant que les points c, e restent sur des surfaces données. La solution, dans ce cas, est très simple : la droite conjuguée est dans le plan normal en C! à la trajectoire (a) de ce point, et elle rencontre C, E;par conséquent, c'est la droite
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qui joint les traces des normales C, E sur le plan normal en o à la trajectoire (a).
Enfin, dans le cas où la droite est assujettie à avoir deux de ses points sur deux courbes données, la droite A est l'intersection des plans normaux menés en ces points aux trajectoires données de ces points.
Droites liées à une figure dont les déplacements sout assujettis à quatre conditions et qui, à partir de leurs positions primitives, n'engendrent pas de pinceaux. — Il reste maintenant à revenir sur ce que nous avons annoncé relativement aux droites qui engendrent des éléments de surfaces réglées pour tous les déplacements d'une figure assujettie à quatre conditions seulement.
Considérons un pareil déplacement dans le cas où il y a deu\ axes simultanés °de rotation D et A. Appelons X une droite qui, pour tous les déplacements de la figure, engendre le même élément de surface réglée. Un point de cette droite a pour surface trajectoire, autour de sa position, la surface engendrée par X, et la normale à cette surface est la droite issue de ce point, qui rencontre D et A. Les normales aux surfaces trajectoires des points de X forment alors le paraboloïde des normales à l'élément de surface réglée engendré par X. La droite X doit, par conséquent, déterminer avec D et A un paraboloïde dont un plan directeur lui est perpendiculaire; X doit alors rencontrer à angle droit la perpendiculaire O commune à D et à A.
Prenons une droite qui s'appuie sur D et A, et menons la perpendiculaire commune X à cette droite et à O. Cette droite S, qui est bien déterminée, remplit les conditions dont nous venons de parler. On a alors toutes les droites telles que X en prenant les perpendiculaires communes à O et aux droites qui s'appuient sur D et A. Les droites X sont donc les génératrices du conoïde de Plilcker que nous avons étudié précédemment ( ' ).
;■) En faisiint usage d'une propri^lé énoncée au bas de la page 3Gi. On peut •e ; Lorsqu'une figure de/orme iiwariable n'est assujettie gu'à quatre condins, les axes de tous les déplacements qi/on peut lui imprimer, à partir une de ses positions, sont les génératrices d'un conoide de PlUcker.
SUPPLÉMENT A LA TRENTIÈME LEÇON
APPLICATIONS DE G liO MÉTIUE CINEMATIQUE.
Dièdre mobile dont l'arête reste tangente à deux surfaces données et dont les faces restent tangentes à ces mêmes surfaces. — En considérant d'abord le déplacement d'un. dièdre dont les faces sont tangentes il une même surface, puisen supposant quece dièdre diffère infiniment |)eu de deux, angles droits, nous avons trouvé, dans cette Leçon, une |)i-opriété relative à l'adjointe à un plan perpendiculaire à l'arête de ce dièdre. Cette propriété peut être énoncée ainsi :
Lorsqu'un plan contenant une droite se déplace de telle façon qu'il reste, ainsi que la droite, tangent à une surface, l'adjointe à lin plan perpendiculaire à cette droite est tangente à une normalie à la surface donnée, qui apour directrice une courbe dont la tangente est conjuguée de la droite mobile.
Cette propriété ])ermet de résoudre immédiatement le j)rol>làma
L'arête d'un dièdre mobile reste tangente à deux surfaces données, et les faces de ce dièdre sont tangentes à ces surfaces; déterminer l'adjointe à un plan perpendiculaire à cette arête.
Supposons, comme cas particulier, que les surfaces données soient les nappes de la développée d'une surface (S) et que le dièdre mobile soit le dièdre droit formé par les plans des sections principales de (S) relatifs à la normale A. On peut alors déplacer ce dièdre d'une infinité de manières autour de la position qu'il occupe sans qu'il cesse de remplir ces conditions. En conséquence, il doit y avoir une infinité d'adjointes à un plan perpendiculaire à A.
D'après ce qui précède, ces adjointes doivent être tangentes à deux éléments de normalies. Gomme les deux droites infiniment voisines, qui déterminent respectivement chacun de ces éléments de normalies, sont perpendiculaires à A et qu'elles doivent pouvoir être rencontrées par une infinité de droites, elles appartiennent toutes les quatre à un même paraboloïde hyperbolique; ce paraboloïde est le lieu de toutes
ces adjointes. Mais ces adjointes peuvent être prises comme axes instantanés de rotation au moyeu desquels s'obtiennent tous les déplacements du dièdre droit; par suite on voit que :
Le lieu des axes autour desquels il faut faire tourner les plans des sections principales d'une surface pour les amener dans l'une quelconque des positions infiniment voisines qu'ils peuvent occuper est un paraboloïde hyperbolique.
Ce paraboloïde, que j'ai appelé paraboloïde des huit droites, permet d'obtenir facilement la liaison qui existe entre les éléments de courbure des deux nappes de la développée d'une surface ( ' ).
Construction de l'hyperbolaïde osculateur d'une surface réglée dsânie par trois surîacas on courhes directrices (')■ — Nous avons vu (p.3ii) que, pour construire l'hyperboloïde osculaleur d'une surface réglée (D) le long d'une génératrice D, on doit construire les asymptotes des indicatrices de (D) en trois points de D.
La construction de l'asymptote de l'indicatrice de (D) au point «, oii celte droite touche une surface directrice (A), se ramène à la construction de l'asymptote de l'indicatrice de cette surface en a. Pour le montrer, considérons la courbe de contact (n) de (D) et de (A). Aux différents points de cette courbe, ces deux surfaces ont les mêmes plans tangents. Par suite, lorsque le plan tangent en a aux surfaces (A) et (D) se déplace en restant tangent à (A), de façon que son point de contact soit toujours un point de (a), sa caractéristique est conjuguée de la tangente au point a a\a ligne {a) relativement à (A) et à (D), Ces deux surfaces ont donc en a un système commun de diamètres conjugués.
Ce système de diamètres, que l'on connaît pour (A), est aussi un système de diamètres conjugués par rapport aux asymptotes de l'in-
(') Pour plus de développements relativement à ce purabololde, je renvoie aui; Communications que j'ai faites à l'AcadéDiie des Sciences et dont voici les titres :
1° Déterminatioit de la liaison géométrique qui existe entre les êtémeitls de coia-bure des deux nappes de la sur/ace des centres de courbure principaux d'une sur/ace donnée (13 février i8;2).
a' Détermination des relations analytiques qui existent entre les éléments de courbure des deux nappes de la développée d'une sur/ace (7 décembre 1874)-
3° Sar le paraboloïde des huit droites (s avril 1877).
4° Sur tes sur/aces dont les rayons de courbure principaux sont fondions fan de l'autre (3o avril 1877).
(') Ed. Weyk. Académie de Vienne, 1880.
J. Sous. Académie de Prague, 18M,
dicatrice de (D) en a, mais on a l'une de ces droites, c'es^t la génératrice D : on peul alors facilement construire l'autre.
Cherchons maintenant l'asymplote de l'indicatrice de (D) au point oii D rencontre une courbe directrice. Prenons d'abord un dièdre mobile dont les faces sont tangentes en i et c à cette courbe et dont l'arête D touche deux surfaces directrices (E), (F).
Aux. points b el c menons respectivement des perpendiculaires aux faces du dièdre. Ces droites et les normales E, F aus surfaces directrices sont quatre droites perpendiculaires à D.
La droite unique L, qui les rencontre, est l'adjointe au plan perpendiculaire à D. En projetant L sur les faces du dièdre, on obtient les caractéristiques de ces faces pour un déplacement infiniment petit du dièdre.
Supposons que le dièdre diffère infiniment peu de deux angles droits ; on n'a plus alors qu'un plan (P ) sur lequel une droite D est marquée; ce plan touche toujours la courbe directrice en un point de D, et cette droite reste tangente aux surfaces directrices (E), (F).
Les points i et c sont actuellement infiniment voisins; les droites B, C détermineat un élément de surface réglée dont le plan, directeur est perpendiculaire à D et dont les directrices sont : la tangente à la courbe doonée et l'axe de courbure de cette courbe. On peut construire le paraboloïde qui passe par E et qui se raccorde avec cet élément de surface. Ce paraboloïde est rencontré par F en un point; la génératrice de ce paraboloïde qui passe par ce point est l'adjointe L au plan perpendiculaire à D. En projetant L sur (P), on a la caractéristique de ce plan et l'on achève comme précédemment.
Construire l'hyperboloïde osculateur d'niie normalie. — Soit (A) une normalie à une surface (S) dont la directrice est une courbe plane E. Appelons toujours a un point de cette courbe, A la normale en a à (S), et (T) le plan tangent à cette surface en a.
Aux points de contact de A avec les nappes de la développée de (S) on peut construire, comme nous venons de le voir, les directrices de l'hyperboloïde qui est osculateur de la normalie (A) le long de A, On est ainsi conduit à se donner les droites de courbure des nappes de cette développée. H y a entre ces droites de courbure une liaison nécessaire qui ne permet pas de les prendre arbitrairement {p. (461).
Pour définir complètement l'hj-perboloïde osculateur, dont on connaît déjà deux directrices, il reste à construire une troisième directrice. Dans le cas actuel, nous allons emploj'er pour cela un procédé pai-ticulici'. Appelons at la langeutc en a ù K, et «■; la tangente, con-
juguée de at par rapport à (S). Le plaa (A, al), taQgeut à la iiormalie (A) en a, est perpendiculaire au plan (T). Ces deux plans formenl un dièdre qui est toujours droit lorsque, ces plans restant tangents respectivement à {A} et à (S), le point « décrit E. L'arête de ce dièdre est alors constamment tangente à cette courbe.
Pour un déplacement infiniment petit, les faces de ce dièdre ont cliacune «ne caractéristique. Le plan (T) a pour caractéristique «t, conjuguée de at. La face (A, nf) a pour caractéristique une droite que l'on construit ainsi : par at on mène «n plan perpendiculaire au plan de E, et par a-z on mène un plan perpendiculaire à (T) ; ces deux plans se coupent suivant une droite dont la projection sur la face (A, at) est la caractéristique de cette face (p. 369).
Celte caractéristique et at sont deux tangentes conjuguées de (A), On a donc, en a, la droite A, qui est une asymptote de l'indicatrice de (A) pour ce point, et un système de tangentes conjuguées; 00 peut alors construire l'autre asymptote de celte indicatrice.
Cette droite esl la troisième directrice de l'hyperboloïde osculatenr demandé. Cet hyperboloïde est alors déterminé.
La construction de l'hyperboloïde osculateur d'une normalie permet de résoudre facilement un certain nombre de problèmes.
Voici les énoncés de quelques-uns de ces problèmes :
Construire le plan osculateur en. un point de la courbe de contact d'une surface et d'un cylindre ou d'un cane qui lui est circon-
Constraire le rayon de courbure de la développée de la section faite dans une surf ace par un plan quelconque.
Construire le centre de courbure de l'une des branches de la section faite dans une surface par l'un de ses plans tangents (').
Snr les trajectoires des points d'une droite mobile (^). — On peut considérer ces trajectoires à deux points de vue, ayant chacun leur intérêt propre :
j" On peut cliercher à construire les éléments de ces trajectoires, connaissant deux d'entre elles.
(') Voir (CoTnptes rendus de l'Académie des Sciences, séances des 1", i5 et as mars 1875) les solutions que j'ai données de ces problèmes et de quelques
(') Voir A. ScBû.iFLiEB, Sur la courbure des lignes décrites par les points d'an solide invariable en mouvement {Mémoires de la Société royale des Sciences de Liège, a' si^rie, l. XI).
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2" On peut chercher les propriétés commuoes à ces trajectoires.
Relativement au premier point de vue, je dirai seulement que les axes de courbure des trajectoires des points d'une droite peuvent se construire au moyen d'une simple droite (').
Voici maintenant les énoncés de quelques propriétés de ces trajectoires (') :
Les tangentes aux trajectoires de tous les points d'une droite appartiennent à un paraboloïde hyperbolique qui a l'un de ses plans directeurs perpendiculaire à la conjuguée de cette droite.
Pour une position quelconque d' une droite pendant son déplace-' ment, les axes de courbure des trajectoires de tous les points de cette droite appartiennent à un hyperboloïde (^).
La surf ace formée par les normales principales des trajectoires de tous les points d'une droite est une surface du quatrième ordre qui possède une droite triple.
Le lieu des centres de courbure des trajectoires de tous les points d'une droite est une courbe du cinquième ordre.
Les centres des sphères osculatrices des trajectoires de tous les points d'une droite sont sur une cubique gauche ( ').
Lorsque quatre points d'une droite mobile restent sur quatre plans donnés, un point quelconque de cette droite décrit une ellipse (^).
Lorsque les points d'une droite sont assujettis seulement à trois conditions, ils se déplacent sur leurs surfaces trajectoires. Pour un déplacement, les points de la droite mobile décrivent des lignes sur ces surfaces. Voie! quelques résultiits i-eJatifs à ces lignes C') :
(') Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du ti juin 187a. (') Voir {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séances des 3 cl 10 mars 1873) les dénioQstratioiis que j'ai données de ces propriétés et de quelques
(') Ce lliéoréme est dû k M. Haag {Bulletin de ta Société Philomathique. séance du ib juin 1870). M. RinAtcovs, de son cùté, m'avait communiqué l'énoncé de ce théorème, dans le cas particulier où la droite mobile est normale à lu trajectoire de ses points.
(') Ce théorème est dû i M. Haag.
(') On peut coronléter ainsi cette propriété -.La droite mobile engendre une surface du quatrième ordre dont le cône directeur est de révolution. Si la droite mobile entraîne le plan qui la contient et qui l'esté constamment parallèle à l'axe de ce cône directeur, un point invariablement lié à ce plan décrit aussi une ellipse.
{') Voir mon Mémoire intitulé Sur les sur/aces trajectoires des points d'une
APPLICATIONS DE GÉOMÉinrE CIN É M AT IIJU E . 465
he lieu des points d'une figure de forme invariable dont les trajectoires sont tangentes à des lignes asymptotiques de leurs surfaces trajectoires est une surface du troisième ordre.
De là celte propriété : // existe toujours une droite dont tous les points décrivent des éléments de lignes asymptotiques sur leurs surfaces trajectoires.
Le lieu des points d'une figure dont les trajectoires ont leurs plans osculateurs normaux aux surfaces trajectoires de ces points est une surface de sixième ordre.
Le lieu des centres de courbure principaux des surfaces trajectoires des points d'une droite est une courbe gauche du sixième ordre, etc., etc. {').
figure de forme invariable dont le déplacement est assujetti à quatre conditions {Becueil des Savants étrangers, t. XXII, et Journal de Mathématiques de M. Sesal, 3' série, t. I, p. 57).
(' ) En terminant ce qui est relatif à la Géométrie cinématique, je crois devoir rappeler que, pour la partie historique concernant la question du déplacement d'une figure de /orm.e invariable, j'ai renvoyé à ta Notice de M. Ghasi-es {voir p. 160, 358, 36o); c'est pourquoi je n'ai pas parlé des travaux des géomètres d'ailleurs si connus : DEscimEs, Pascal, ItoscnvAL, Jean Bgrnoullc, D'A.LEMBEeT,
EOLER, GlULlO ÏUOZÏI, LeKELL, CaRHOT, CaUCHY, Po[NSDT, g. G[0RGI](1.
Le travail de M. Chasles renferme aussi des Notes intéressantes dans lesquelles sont cités : de Pbont, Manias, Lccëtiube de Fovncv, F. Breton, Teanso^, SAi.«as, Bresse , Gilbert, Rodrigues, Stegmann, DEJONQrtÈRES, l'abbé Jullfen, Steichen, Liharle, JÎELLAïLTcs, F. LuCAs ct moî-même.
SURFACES TOPOGRAPHIQUES
Lignes de niveau. — Intersection de surfaces topographiques. — Courbes înLei'calaices, ~ Lignes d'égale pente. — Tracé des lignes d'égale pente. — Plan tangent à une surface topographique. — Cùne circonscrit. — Lignes de plus grande pente. — Emploi des surfaces topographiqoes pour la représentation des Tables, — Anamorphose. — Emploi de deux surfaces topo graphiques qui représentent dcus fonctions, — Représentation des lois naturelles.
Lignes de niveau. — ■ Pour représenter la surface d'un terrain, dans la méthode des projections cotées, on coupe cette surface par des plans horizontaux équidistants; les lignes d'intersection ainsi obtenues sont appelées des lignes de niveau. Les projections cotées de ces lignes servent à représenter ta surface du terrain.
En général, cette surface ne rencontre une verticale qu'en point; de là résulte que deux lignes de niveau ne se rencontr
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On donne le nom de surfaces topo graphiques aux surfaces qui ne sont pas définies géométriquement et qui peuvent être représentées par des lignes de niveau ne se rencontrant pas.
Proposons-nous de construire l'intersection d'une surface topo graphique par un plan quelconque. La surface est donnée par ses lignes de niveau cotées, et le plan par son échelle de pente.
Prenons {fig- 24q} les intersections des horizontales du plan et des lignes de niveau qui ont respectivement les mêmes cotes, et joignons par un trait les points ainsi obtenus. Cette solution n'est qu'approximative, puisque la surface topographique n'est donnée qu'approKimativement par des lignes de niveau. 11 en est de même de tous les problèmes que nous allons résoudre.
Si le plan sécant est vertical [fig- aSo), pour déterminer son
intersection avec la surface, on l'amène à être horizontal en le faisant tourner autour de l'une de ses horizontales. Le point où le plan vertical mp rencontre la ligne de niveau lo est au-dessus de l'horizontale 5 de ce plan, de cinq unités de l'échelle du dessin. Pour avoir le rabattement de ce point, on porte sur la perpendiculaire élevée en m à mp, à partir de ce point m, cinq unités de l'échelle du dessin. Pour le point n, où le pian rencontre l'horizontale 9, on porte quatre unités, et ainsi de suite. En réunissant les extrémités des segments ainsi portés, on obtient la projection du rabattement, sur le plan horizontal coté 5, de la ligne d'intersection de la surface donnée et du plan vertical.
Si l'on demande de déterminer sur la droite mp le point de la
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surface qui est coti; "jf^o, on prend la différence entre 7,4^ et 5, soit 2,4o; on mesure à l'échelle du dessin le segment doni la long-iieur est 2,4oi on porte ce segment sur une perpendiculaire à mp, et, par l'eslrémité de cette perpendiculaire, on mène une droite parallèle à mp; celte parallèle rencontre la projection du rabattement de la ligne d'intersection de la surface par le plan vertical mp en un point j\ ; en projetant ce point sur mp, on a le point /■ qui est colé y, 4o.
Courbes intercalaires. — On peut reproduire cette construction pour un certain nombre de plans verticaux et déterminer sur les projections de ces plans le point coté 7,40; en réunissant tous ces points, on a la ligne de niveau cotée 7, 4o et qui est ce qu'on appelle une courbe intercalaire.
Inversement, si l'on donne la projection d'un point, on peut déterminer sa cote en construisant la ligne d'intersection de la surface par un plan vertical qui contient ce point. Généralement, on ne construit pas celte courbe et l'on cote le point approximativement à simple vue.
Construire l'intersection de deux surfaces topo graphiques données par leurs lignes de niveau.
On prend les lignes de niveau de même cote et leurs points de rencontre; on joint les points ainsi obtenus etl'on a approximativement la ligne d'intersection des deux surfaces.
Intersection d'une droite et d'une surface topo graphique.
Par la droite on mène un plan ; on construit la ligne d'intersection de ce plan et de la surface ; la ligne ainsi obtenue rencontre la droite donnée au point où cette droite rencontre la surface topographique donnée.
Intersection d'une courbe et d'une surface topo graphique.
Par les points à cote ronde de la courbe on mène des droites parallèles entre elles et horizontales ; ces droites forment les lignes de niveau d'un cylindre horizontal qui a pour courbe directrice la courbe donnée; on prend l'intersection de ce cylindre avec la surface topograpbique; celte ligne d'intersection rencontre la courbe donnée aux points cherchés.
Lignes d'égale pente. — La pente d'une ligne en un point est la tangente tri go nom étriqué de l'angle que fait avec le plan de comparaison la tangente à cette ligne. Quand les tangentes à la ligne considérée sont également inclinées sur le plan de comparaison, on dit que la ligneesl d'égale pente ; les lignes d'égale pente sont des hélices sur leurs cylindres projetants, Fig. 35,.
A partir d'un point a {fig- aSi) on demande de tracer sur une surface topographique une ligne dont la pente est donnée.
Si la pente est — et si l'équidistance des lignes de niveau est i , on décrit du point a comme centre, avec un rayon égal au segment qui correspond à n, un arc de cercle qiii rencontre au point b la ligne de niveau immédiatement au-dessous du point a:, puis, avec la même ouverture de compas, on décrit du point b un arc de cercle qui rencontre au point c la ligne de niveau immédiatement au-dessous du point 6, et ainsi de suite. En réunissant tous ces points, on obtient approximativement la ligne demandée.
Au point c, on aurait pu marcher vers le point e, où la circonférence décrite du point c comme centre rencontre la ligne de niveau immédiatement inférieure; on aurait ainsi obtenu la ligne abce^ qui présente ce qu'on appelle un lacet.
Entre deux points donnés a, m {fig. aSa), tracer une ligne d'égale pente.
Ce problème ne peut se résoudre que par tâtonnement.
On connaît la distance horizontale qui sépare les deux points donnés et la différence de niveau de ces deux points: on a alors, au moyen de ces deux quantités, la pente approximative de la ligne qui joint les deux points a et m; connaissant cette pente, traçons à partir de a une première ligne d'égale pente; nous n'ar-
rivons pas au poinl m '. nous aboutissons, par esemple, au point b. Diminuons la pente de manière à nous rapprocher du point m, à l'extrémité de cette ligne ; nous arrivons au point c. En continuant ainsi, nous dépassons le point m et nous arrivons au point e. A l'aide des points b, c, e, il est aisé de construire une courbe d'erreur au moyen de laquelle on détermine approximativement le rayon servant à décrire des arcs de cercles qui conduisent au tracé de la ligne demandée.
Sur une droite OX et à partir d'un point o, portons le rayon qui
a servi à déterminer la ligne d'égale pente ^ arrivant au point b\ nous obtenons le point ô, ; élevons la perpendiculaire b, b' ég^ale à la distance du point b au point m. Faisons la même chose pour le point C et enfin pour le point e; nous devons, dans ce dernier cas, porter la distance em sur une ordonnée placée au-dessous de la droite ox si nous avons placé les premières au-dessus. En réunissant les points b' , c', e', on a une courbe d'erreur qui rencontre la droite ox en un point y ; c'est avec une ouverture de compas égale à ou que l'on trace des arcs de cercles pour déterminer la ligne d'égale pente.
Une ligne de plus grande pente sur une surface l.opographîquc est une trajectoire orthogonale des lignes de niveau.
Le plan tangent en un point d'une surface topograpiiique est déterminé par la tangente & la courbe intercalaire qui passe par ce point et par la ligne de plus grande pente. Si le plan tangent an point que l'on considère coupe la surface, celle-ci est à courbiires opposées: dans ce cas, lorsque pour un point le plan tangent est horizontal, on dit que l'on a un col.
Par une droite donnée, mener un plan tangent à une surface topographique.
Par les points à cote ronde de la droite {fig. a53), menons des tangentes aux lignes de niveau de même cote. Ces droites hori-
zontales s'appuient sur une droite et sont tangentes à la surface topographique; elles appartiennent alors à un conoïde qui a pour directrices la droite donnée et la surface topographique donnée. Le plan tangent à ce conoïde, mené par la droite, est le plan qui touche cette surface en im point par lequel passe une génératrice singulière; cette droite est parallèle à la génératrice qui lui est infiniment voisine; on doit donc, pour déterminer approximativement le point de contact, prendre parmi ces horizontales deux - d'entre elles qui sont voisines et parallèles. On voit sur la figure que les horizontales 6 et 7 sont- sensiblement parallèles; par conséquent, si l'on trace la ligne de contact du conoïde et de la surface topographique, c'est entre le point 6 et le point 7 de cette ligne que se trouve le point de contact du plan tangent demandé. La môme solution est applicable lorsqu'au lieu d'une surface
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topo graphique on donne une courbe et qu'on demande le pian Langent à cette courbe mené par une droite donnée.
Mener un plan tangent à une surface topo graphique par une droite horizontale.
Menons aux lignes de niveau [fig^ 254) ^"^^ langenles parallèles à la droite donnée; nous avons ies génératrices d'un cylindre lio-
montai circonscrit à la surface donnée; le plan tangent demandé est tangent à ce cylindre. Coupons ce cylindre par un plan vertical ar\ le plan tangent demandé contient la tangente qui est issue du point a à la courbe d'intersection de ce cylindre par ce plan vertical. Cherchons cette tangente. Pour cela, menons à la courbe d'intersection ar un plan tangent par une droite auxiliaire quelconque tracée à partir du point «; cette droite peut être considérée comme se projetant sur la droite donnée. Portons alors sur la projection de la droite donnée, à partir du point a, des segments égaux dont nous considérons les extrémités comme les points cotés de cette droite auxiliaire : le point a est coté 3, les points suivants seront cotés 4, 5i *>, y, 8, .... Joignons le point 5 de cette droite au point où la droite ar est rencontrée par l'horizontale 5 du cylindre, puis le point coté 6 au point où l'horizontale 6 coupe la droite «r, et ainsi de suite; nous avons des droites hoi-izontales s'appuyant sur la droite auxiliaire projetée suivant ac et sur la courbe d'intersection du cylindre par le plan vertical ar. En appliquant ce que nous venons de dire, on doit chercher deux de ces horizontales quisoientsuccessives et sensiblement parallèles entre elles; c'est entre les points de rencontre de ces droites avec ar que se trouve le point de contact du plan mené par la droite ac tangentiellement à la courbe projetée suivant ar. Par le point ainsi oblenu on mène une parallèle à la droite donnée, elle rencontre
la ligne de contact de la surface topogrnpliique et du cylindre circonscrit en un point qui est le point de contact du plan tangent demandé.
Cône circonscrit. — Un point est donné par sa projection cotée : on demande le cône qui a pour sommet ce point et qui est circonscrit à une surface topographique donnée.
On peut, par le point donné, mener des plans verticaux, construire les rabattements des sections de la surface topographique par ces plans et, au moyen de ces rabattements, construire les tangentes à ces courbes issues du point donné, relever ces courbes et le point de contact de ces tangentes; on détermine ainsi les points de contact de la surface topographique avec des tangentes issues du point donné et situées dans les plans verticaux menés à partir de ce point. En réunissant tous ces points de contact, on a la courbe de contact du cône circonscrit.
On peut encore mener par !e point donné des droites quelconques; par ces droites on mène des plans tangents à la surface topographique, et les points de contact de ces plans tangents appartiennent à la courbe de contact du cône circonscrit qui a pour sommet le point donné.
Enfin, on peut opérer en n'employant (Jîg- 255) qu'une droite
menée à partir du point donné s. Par s menons un plan vertical ; ce plan coupe la surface suivant une certaine courbe; nous pouvons, par la droite arbitraire menée du point s, construire un plan tangent à cette courbe et déterminer le point de contact de ce plan tangent.
En faisant usage de la même droite arbitraire, on peut, au moyen
d'une construction analogue, déterminer le point de contact du plan tangent, mené par cette droite, à une autre section faite dans la surface topographique par un plan vertical mené par le point s ; et, en recommençant la construction pour un certain nombre de sections verticales, on a une suite de points de contact des tangentes menées du point s à la surface topographique. La réunion dé tous ces points forme la courbe de contact du cône circonscrit dont le sommet est au point donné S.
On demande le point de cette courbe de contact situé sur une zone limitée à deux lignes de niveau données. Pour cela, on prend sur la droite arbitraire menée par le point s les points ayant mêmes cotes que ces lignes de niveau et l'on trace une droite sab; on joint le point a où cette droite rencontre l'une des. lignes de niveau au point à même cote sur la droite menée à partir du point s. De même, on joint le point 6 au point à même cote sur cette même droite. On obtient ainsi deux droites. On fait tourner la ligne sab autour du point s jusqu'à ce que ces deux droites soient parallèles entre elles, et alors c'est entre le point a et le point b que se trouve le point de contact cherché.
Ce que nous venons de dire pour un cône circonscrit peut se répéter sans beaucoup de modifications lorsqu'on demande tm cylindre circonscrit à une surface topographique.
Lignes de plus grande pente. — En Topographie, on ne représente pas toujours les surfaces par des lignes de niveau ; on trace, entre les lignes de niveau, des portions de lignes de plus grande pente dont l'espacement et l'épaisseur du trait dépendent de la plus ou moins grande inclinaison de la portion de terrain renfermée entre les deux lignes de niveau que l'on considère; ces lignes sont appelées des hizchures. Puis on répète le même tracé entre deux lignes de niveau successives, en ayant soin de ne pas faire correspondre ces lignes de plus grande pente, de telle sorte que, si l'on conserve simplement les hachures sur la feuille du dessin, il soit possible de retrouver les lignes de niveau.
On voit qu'il est important de connaître la manière dont sont dirigées les lignes de plus grande pente sur les surfaces, puisque c'est par des portions de lignes de plus grande pente qu'on représente les surfaces en Topographie.
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II peut y avoir, à partir d'un point, une infinité de lignes de plus grande pente; c'est ce qui arrive, par exemple, quand on considère le point de rencontre d'une surface de révolution avec son axe.
Cherchons comment sont dirigées les projections des lignes de plus grande pente d'un ellipsoïde dont un axe est vertical. Les lignes de niveau sont alors des ellipses honio thé tiques. Prenons leurs projections. Parmi ces nouvelles ellipses il y en a une infiniment petite qui se confond avec le centre de toutes ces courbes. Nous allons faire voir que, si, à partir d'un point quelconque m {Jig- 266) de l'ellipse M, on trace la ligne de plus grande pente
5ll\
qui, en projection, est une trajectoire orthogonale de toutes ces ellipses homothétiques, cette ligne vient au centre o de ces ellipses tangen lie Ile ment à leur grand axe.
Le point 0 est un point de cette ligne, puisqu'il y a une ellipse infiniment petite réduite à ce point. Joignons le point o à un point a de cette ligne, lequel est situé à l'intérieur de l'ellipse M; on a une droite qui rencontre M en tin point/) qui est entre le point m et l'extrémité a du grand axe. Cela se voit facilement en considérant d'abord le point m' ( ' ) de la ligne de plus grande pente, qui est infiniment voisin de m '. l'élément mm', normal à M, se trouve dans l'angle aigu que fait le diamètre om! avec M ; p' étant le point de rencontre de om' et de M, ce point est alors entre m et a. Ceci peut se répéter successivement, pour les différents points de la ligne de plus grande pente qui sont de plus en plus près de o. Ainsi, pour le point 6 à l'intérieur de l'ellipse qui contient le point
a, on a un rayon vecteur ob qui rencontre l'ellipse M en nn point situé entre le point p et le point a, et ainsi de suite. A mesure qu'on se rapproche du point o, on a, en joignant le point o à ces différents points, des rayons vecteurs qui rencontrent l'ellipse M en des points qui se rapprochent du point *.
Au point 6, la tangente à la ligne de plus grande pente est parallèle à la normale au point y à l'ellipse M, où le rayon vecteur ob rencontre M; en effet, puisque toutes les ellipses lignes de niveau de la surface sont homotliétiques, la tangente au point b à l'ellipse qui contient ce point esl parallèle à la tangente au point q, et alors, an point b, la ligne de plus grande pente qui rencontre à angle droit l'ellipse qui contient le point b doit avoir pour tangente une parallèle à la normale au point q à l'ellipse M.
Si le rayon vecteur ob tourne autour du point o de manière à se rapprocher de oa, la droite ob tend à devenir la tangente au point o à la projection de la ligne de plus grande pente : elle devient cette tangente lorsque le rayon vecteur est normal à l'ellipse M. Cette normale est oa; donc ool est la tangente en o à la projection de la ligne de plus grande pente.
Ce que nous venons de dire pour le point m, qui est arbitraire siu' l'ellipse M, peut se répéter pour tous les points de cette courbe, excepté pour le point p, qui est l'extrémité du petit axe; la droite o p est, du reste, la projection d'une ligne de plus grande pente. On voit donc qu'il y a sur la surface une infinité de lignes de plus grande pente qui convergent vers le point o, tangentiellement au grand axe oa.
Prenons maintenant un hyperboloïdc dont un axe est vertical et projeté en o. Coupons cet hyperboloïdc par des plans horizontaux et projetons les lignes de niveau ainsi obtenues. On a une série d'hyperboles homothétiques. Si nous partons d'un point de l'une des asymptotes de ces courbes et si nous traçons la ligne de plus grande pente, nous trouvons une ligne faisant un angle droit avec celte asymptote et rencontrant successivement à angle droit toutes les hyperboles; par conséquent une ligne qui s'écarte du centre commun o de toutes ces courbes. On a donc une série de lignes de plus grande pente; mais il n'y a que les deux lignes de plus grande pente, projetées suivant les axes de toutes ces hyper-
boles, qui sont des lignes passant par le point, o. On rencontre ici pour le centre o un point analogue aux points des surfaces topographiques pour lesquels il y a un col ; on distingue facilement les cols sur une carte topo graphique : ce sont les points autour desquels il n'y a pas de hachures.
Emploi des surfaces topo graphique s pour la représeutatiau des Tables. — Une Table à simple entrée, c'est-à-dire une Table contenant deux colonnes de nombres, les nombres do l'une des colonnes correspondant aux nombres de l'autre colonne, peut être représentée par une courbe.
Appelons j' le nombre de Tune des colonnes ; cette valeur de y peut être donnée par la valeur d'une certaine fonction /(.«), oii x est le nombre de l'autre colonne. On peut tracer la courbe_j'^=/(^), et la considérer comme la représentation de la Table à simple entrée.
Si, par exemple, on prend la Table de logarithmes, on n'a qu'à construire une courbe dont les ordonnées sont les logarithmes des nombres représentés par des segments de l'axe des abscisses, et la courbe obtenue ainsi, la logarithmique, peut remplacer la Table de logarithmes.
On peut aussi employer une simple droite cotée. On porte sur une droite, k partir d'un de ses points, des longueurs proportionnelles aux logarithmes des nombres et l'on inscrit ces nombres aux extrémités de ces segments. Cette échelle cotée peut être considérée comme représentant la Table de logarithmes; elle est employée dans l'instrument appelé règle à calculs.
Considérons une Table à double entrée : la Table de multiplication, par exemple; elle donne !c produit z de deux nombres
On peut représenter la Table de multiplication au moyen de la surface dont l'équation est
Cette surface est un paraboloifde hyperbolique, et pour la représenter on peut faire usage de la méthode des projections cotées. En prenant différentes valeurs de z, on a des lignes de niveau dont
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