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ERRATA
Page 31, ligne 2, en reniontant, supprimes tous ces mots: Autant de fois deux droits qu^il y a de côtés dans le polygone moins.
Page 85. On ne considère que trois cas principaux de similitude des triangles ; le cas indiqué 4*^ est un corollaire du premier.
Page 121 , ligne 7, en descendant, au lieu de dans AI , lisez*, dans AE.
Page 132, ligne 2, en descendant, au lieu de ABC, DEF, lises ABI, DEH.
Page 201 , ligne 13 , en remontant : au lieu de par sa hauteur, lisez : par le tiers de sa hauteur.
DÉFINITIONS GÉNÉRALES
1. Tout corps occupe une certaine place dans l'espace indéfini. La partie de l'espace indéfini occupée par un corps est ce qu'on
nomme son volume.
On appelle surface d'un corps la limite qui sépare son volume de l'espace indéfini extérieur.
On appelle ligne le lieu où se rencontrent deux surfaces.
On appelle /7(nn^ l'extrémité d'une ligne, ou bien encore, le lieu oîi se rencontrent deux ou plusieurs lignes.
La géométrie a pour objet de mesurer l'étendue des lignes, des surfaces, et des volumes, et d'en étudier les propriétés, indépendamment des corps auxquels ils appartiennent.
On donne le nom de figures aux lignes, aux surfaces, et aux volumes ainsi considérés.
2. La ligne droite est une ligne indéfinie qui est la plus courte
distance entre deux quelconques de ses
^ — ^ points.
On admet conune certain : l' qu'entre deux points donnés on ne peut mener qu'une seule ligne droite ; 2« que si deux lignes droites ont deux points communs, elles coïncident dans toute leur
étendue.
LIVRE I
Tliéorèiue.
12. En un point donnée C, d^une droite, AB, on ne peut élever
,,^ qu'une perpendiculaire à cette droite.
En effet, supposons que CD soit perpendiculaire à AB, c'est-à-dire que les angles adjacents AGD, DCB soient égaux.
Si on dérange la droite CD de cette po-
•^ G ^ sition pour l'amener dans une autre
quelconque Cd", par exemple, l'un des angles adjacents (celui de gauche), augmente, tandis que l'autre diminue; ces deux angles cessent donc d'être égaux, et la ligne Cd'" n*est pas perpendiculaire àAB.
Tltéorènie.
Tous les angles droits sont égaux entre eux
Soit, d'une part, la ligne CD perpendiculaire à AB, et de l'autre FH perpendiculaire àEG; je dis que l'angle droit HFG=:DCB. Pour le démontrer, transportant la figure EFGH sur ACDB, je place la ligne EFG sur AGB, de manière que le point F soit en G; cela fait, la ligne FH coïncide d'elle-même avec CD; en effet, supposons que FH prenne une position CH', différente de CD; comme FH, devenue CH', n'a pas cessé d'être perpendiculaire à EG qui coïncide avec AB, il y aurait deux perpendiculaires CD, CH', à là ligne AB, au même point C; ce qui est impossible. Donc FH ne peut prendre une position différente de CD; FH tombe sur CD, et Tangle HFG coïncide avec DCB; ces deux angles sont donc égaux. C. Q.F.D.
14. L'angle droit étant une grandeur constante, bien déterminée, on l'a choisi pour terme de comparaison, pour unité des angles.
On nomme aigu tout angle plus petit qu'un angle droit; obtus y tout angle plus grand qu'un angle droit.
Par abréviation nous dirons quelquefois un droit au lieu d'un
angle droit yComme nous disons une droite au lieu d'une lignedroite.
Nous avons déjà vu (11), que si une droite, CD, en rencontre
E une autre AB, elle forme avec celle-ci, du
: B même côté , deux angles adjacents , ACD, DGB,
! / généralement inégaux. On voit aisément sur la
Y figure que Tun de ces angles, DCB, est aigu ,
^ ^ ^ tandis que l'autre ACD est ohtus. De plus ;
Tltéorème.
15. Za somme des deux angles adjacents ACD, DCB, formés du même côté d'une droite indéfinie^ AB, par une autre droite, CD, est égale à deux droits.
Pour le démontrer on élève au point C la perpendiculaire CE à la ligne AB. Cela fait, on remarque que Tangle
ACD = ACE + ECD.
Ajoutant de part et d'autre le même angle DCB, on a
ACD + DCB = ACE + ECD + DCB = l'*'^" + ECD + DCB.
Mais ECD, DCB, composent ensemble le second angle droit ECB ; donc ACD + DCB = 2 droits; ce qu'il fallait démontrer.
16. Définitions. Deux angles sont dits supplémentaires , ou suppléments run de VdMtre quand leur somme est égale à deux angles droits. Ex. : Les angles ACD, DCB sont supplémentaires.
Deux angles sont dits complémentaires , ou compléments l*un de Vautre quand leur somme est égale à un droit.
Ex. : Les angles ECD, DCB de la figure précédente sont des angles complémentaires ; DCB est le complément de ECD.
17. Corollaire L Si Vun des angles adjacents est droit, l'autre Vest aussi.
IB. Corollaire II. Si une droite EF est perpendiculaire à une % autre droite AB, cette seconde droite AB est
aussi perpendiculaire d EF.
En effet EF étant perpendiculaire à AB ,
l'angle ACE est droit; l'angle ACE étant
^ droit, son adjacent ACF est également droit (coroU. I); donc ACE = ACF, et AB est perpendiculaire surEF (10).
LIVRE I
19. Corollaire III. La somme des angles kCF, FCE^ ECD^ DCB, ^£ en nombre quelconque, formés du même coté
,j^ d'une ligne y AB, par plusieurs droites qui ren-
contrent cette ligne au même point, est égale d
^ ^ ^ deux angles droits.
En ejffet les angles ACF, FCE, ECD connposent à eux tous l'angle AGD, et ACD + DCB = 2 droits.
20. Corollaire IV. La somme des angles, en nombre quelconque,
formés autour d'un même point est
X égale à quatre angles droits.
Prolongeons Tune des lignes AO dans le sens 01; l'angle COD est seulement divisé en deux parties , et la sonune des angles reste la même.
Or la somme de tous les angles situés ^ ^ au-dessus de lOA est égale à deux
droits; tous les angles situés au-dessous de lOA valent aussi deux droits. La somme de tous les angles réunis au point est donc égale à quatre droits.
Tltéorème*
91 . Si la somme de deux angles adjacents ACD , DCB est égale à deux droits, les côtés extérieurs (c^est-à-dire non conununs) AC y CB sont en ligne droite.
En effet , supposons que CB ne soit pas le prolongement en ligne
droite de AC; alors AC aura pour prolongement une autre droite CE. La ligne ACE étant droite j il résulte du théorème précédent que ACD + DCE = 2 droits; mais^ — B . par hypothèse, ACD + DCB = 2 droits ; ■^' donc ACD + DCE = ACD + DCB. 81 de ces deux sommes égales, on retranche la même partie ACD, les restes sont égaux ; on trouve ainsi DCE = DCB; c'est-à-dire que la partie DCB serait égale au tout DCE : ce qui est absurde. Mais on est conduit à cette absurdité en supposant que le prolongement de AC n'est pas CB ; donc CB est le prolongement en ligne droite de AC. Ce qu'il fallait démontrer.
Définition. Deux angles sont dits opposés par le sommet
^3 quand les côtés de Tun sont les prolongements des côtés de Tautre. Tels sont les angles GOB^AOD.
Tltéorème.
Les angles opposés par le sommet sont égaux.
Ex.: COB=AOD. En effet, la ligne COD étant droite, on sait que COB + BOD = 2 droits; de même, la ligne BOA étant droite , AOD +BOD = 2 droits ; donc COB + BOD = AOD + BOD. Si de ces deux sommes égales on retranche la même partie BOD, les pestes COB, AOD sont égaux; COB = AOD; c'est ce qu'il fallait prouver. On démontrerait de même que BOD = COA.
Réciproque, Supposons que la ligne AOB étant droite , on ait d'ailleurs l'angle EOB=AOD; cela étant, OE et OD sont en ligne droite.
En effet, supposons que OD ne soit pas le prolongement en ligne droite de OE , et que ce pro^ longement soit 01. Alors les angles EOB, AOI étant opposés par le sommet sont égaux ; E0B=AOI. Mais on a par hypothèse EOB= AOD ; deux angles égaux à un même troisième sont égaux ; on aurait donc AOD = AOI , c'est-à-dire la partie égale au tout, ce qui est absurde. On arrive à une absurdité en supposant que le prolongement de £0 soit autre que OD ; donc OD est le prolongement en Ugne droite de EO ; ce qu'il fallait prouver.
23. Afin d'abréger les démonstrations analogues aux précédentes, disons une fois pour toutes :
1** Deux angles B, C, supplémentaires d'un même troisième A , sont égaux entre eux.
En efiet, chacun des angles B et C est ce qui manque à Tangle A pour valoir deux droits; ces deux angles B et C, sont donc égaux.
2° Deux angles B, C, complémentaires d'un même angle, A, sont égaux entre eux.
En effet, chacun des angles B et C est ce qui manque à l'angle A pour valoir un droit; ces deux angles, B et G, sont donc égaux.
DES POLYGONES EN GENERAL ET DES TRIANGLES
24. Un polygone est une figure plane terminée de toutes parts A B P*^ ^®s lignes droites.
Les lignes AB, BC, CD... sont les >o côtés du polygone. L'ensemble des côtés compose le contour ou périmètre du poly- K B gone.
Un polygone a autant d'angles que de côtés.
On appelle diagonale d'un polygone toute ligne droite qui joint deux sommets
A^ ^D non adjacents au même côté.
Ex.: AC, AD.
Le plus simple des polygones est celui qui n'a que trois
côtés; il s'appelle triangle.
Nous nous occuperons d'abord des triangles.
On nomme triangle équilatéral celui qui a ses
trois côtés égaux ; triangle isocèle celui dont
deux côtés seulement sont égaux; triangle sca-
lène celui qui a ses trois côtés inégaux.
On appelle triangle rectangle celui qui a un angle droit. Le côté
opposé à Tangle droit dans un triangle rectangle s'appelle hypoténuse, Ex. : BC.
Théorème.
26. Dans tout triangle un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres , et plus grand que leur différence.
En ejffet, la ligne droite BC est, d'après sa définition (2), plus A courte que la ligne brisée, BA -|- AC , qui joint
les deux mêmes points; BC < BA + AC.
On a aussi AC > BC — BA ; en effet , de "c BC < AC + BA , en retranchant BA des
iO COURS DE GÉOMÉTRIE,
deux parts, on déduit BG— BA < AC, qui est la même chose que AG > BC — BA.
OC + BO < DG+ AD + AB, 0C + B0<AC+AB5 C.Q.F.D
iOAUrà DBS TRIANGLES.
88. On distingue trois cas principaux d'égalité des triangles.
Premier cas. Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal compris entre deux côtés égauXy chacun à chacun,
2« CAS^ Deux triangles sont égaux quand ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux, chacun à chacun,
3" CAS. Deux triangles sont égaux quand ils ont les trois côtés égaux, chacun d chacun.
Nous allons démontrer ces trois propositions.
TAiéorème.
29. Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal cornpris entre deux côtés égaux , chacun à chacun.
LIVRE I
Soient les deux triangles ABC^ DEF^ tels que
AB = DE, BG = EF , et l'angle B = Tangle E.
Ces deux triangles sont égaux.
Pour le démontrer, transpoi*tant le triangle DEF sur ABC, je place le côté EF sur son égal BG, le point E en B, et le point F en G ; EF étant sur BG, puisque Tangle E = l'angle B, le côté ED prend de lui-même la direction BA à partir de B, et conmie ED = BA, le point D arrive justement en A (*). Mais D étant en A, et le point F en G, le côté FD coïncide dans toute son étendue avec GA (2). Les deux triangles ABC, DEF, coïncidant dans toutes leurs parties, sont égaux.
Tliéorèine.
50. Deux triangles sont égaux quand ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux.
Soient les deux triangles ABC , DEF, tels que BG = EF, Tangle B=:E, rangleG=F; ces deux triangles sont égaux.
Pour le démontrer, transportant le triangle DEF sur ABC , je place le côté EF sur son égal BG , le point E en B, et le point F en G; le côté EF coïncidant avec BG, puisque Tangle E= l'angle B, le côté ED prend de lui-môme la direction BA à partir de B, et le point D tombe quelque part sur BA ou sur son prolongement; mais l'angle F étant aussi égal à Tangle G, le côté FD prend la
(*) ]1 est éyident que EF étant sur BC , si ED tombait ailleurs que sur BA , à droite ou à gauche , c'est que Tangle Ë serait plus petit ou plus grand que Tangle A; ce qui n'est pas.
direction CA et le point D tombe quelque part sur GA. Le point D, une fois placé . doit donc se trouver à la fois sur les deux lignes BA et CA; il ne peut tomber ailleurs qu'au point A, qui est le seul point commun à ces deux lignes. Le point D étant en A, comme déjà le point E est en B , et le point F en C , le côté ED coïncide exactement avec BA et FD avec GA. Les deux triangles ABG, DEF, coïncidant dans toutes leurs parties, sont égaux.
Pour démontrer le troisième cas d'égalité des triangles, on s'appuie sur la proposition suivante :
Tltéorème.
31. Si deux côtés d'un triangle sont égaux chacun à chacun, à deux calés d'un autre triangle , si en même temps l'angle compris par les premiers côtés est plus grand que V angle compris par les seconds , le troisième côté du premier triangle est plus grand que le troisième côté du second.
Soient les deux triangles ABG, DEF tels que AB = DE, AC=DF, et Fangle BAC>EDF;
je dis que le côté BG est plus grand que EF.
Pour le démontrer, transportant le triangle DEF sur ABG, je place le côté DE sur son égal AB, le point D en A et le point E en B ; Fangle EDF étant plus petit que BAG , le second côté DF prend dans Tintérieur de BAG la position AI , et le troisième côté EF la position BL EF étant devenu BI , il suffira de prouver que BG est plus grand que BI ; pour cela, je divise Tangle lAG en deux parties égales par la ligne AO que je termine au point sur BG ; puis je tire 10. Les deux triangles lAO, OAG ont un angle égal , lAO = OAG (par construction) , compris entre deux côtés égaux ,
LIVRE
i^^ savoir AO commun, et AI = DF = BC; ces deux triangles sont £ donc égaux (29); d'où on conclut que OC=OI. Cela posé, dans le ï( triangle BOI on a BI < BO + 01 ; si dans cette inégalité nous remplaçons la ligne 01 par son égale OC, nous avons BI < BO + OC , : ou BI < BC. Mais BI = EF donc EF < BC , ou BC> EF. Ce qu'il . fallait démontrer.
La réciproque du théorème précédent est vraie :
Tltëorème.
52. Si deux côtés d'un triangle sont égaux à deux côtés d^un autre triangle ; si en même temps le troisième côté du premier est plus grand que le troisième côté du second, P angle opposé d ce troisième côté dans le premier triangle est plus grand que l'angle opposé au troisième côté du second.
Par ex. : AB=DE, AC = DF, et BC > EF (figure précédente); je dis que l'angle BAC est plus grand que l'angle D. En effet, si l'angle BAC n'était pas plus grand que D, il serait égal àD ou plus petit que lui. Si l'angle BAC était égal à D, comme déjà AB = DE et AC = DF, les triangles BAC, EDF seraient égaux (1" cas d'égalité), et on devrait avoir BC = EF, ce qui n'est pas. Si l'angle BAC était plus petit queD, à cause de AB==DE, et AC=DF, on serait dans le cas du théorème précédent, et l'on devrait avoir BC <EF, ce qui n'est pas. L'angle BAC ne pouvant être ni égal à l'angle D, ni plus petit que lui, est plus grand.
55. Deux triangles qui ont les trois côtés égaux, chacun à chacun, sont égaux.
Soient les deux triangles ABC, DEF tels que AB = DE, AC=DF, BC=rEF; ces deux triangles sont égaux. Cette égalité serait démontrée si on avait l'angle A = l'angle D ; car on rentrerait
alors dans le premier cas d^égalité. Or l'angle A est bien égal à Fangle D; car si cela n'était pas , on aurait A > D ou A < D. Si A était plus grand que D, comme AB = DE et AC = DF, on devrait avoir, d'après le n* 31 , BG> EF, ce qui n'est pas, puisque BG =EF. Si A était plus petit que D, on devrait avoir toujours, d'après le même théorème précédent, BC<EF; ce qui n'est pas. Puisque l'angle A ne peut être ni plus grand ni plus petit que l'angle D, il faut bien que ces deux angles soient égaux. D'où il résulte que nos deux triangles ABC, DEF sont égaux (!•' cas).
34. Remarque. Dans deux triangles égaux, les angles égaux A et D sont opposés à des côtés égaux BC, EF, et réciproquement.
Cette remarque s'applique à deux triangles reconnus égaux, quel que soit le cas d'égalité, puisque ces triangles coïncident dans toutes leurs parties; eUe est très-importante.
Propriétés des triangles isocèles.
TAiéorème.
38. Dans un triangle isocèle, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.
j^ Soit le triangle isocèle ABC, tel que
. AB=AC; je dis que l'angle B = ran-
\ gle G. Pour le démontrer, je joins le
\ point A au milieu, D, de BC. Je forme
\ ainsi deux triangles ABD, ADG qui ont
! \c les trois côtés égaux; savoir AD commun ; AB = AG par hypothèse, et BD = DG, par construction; les triangles ABD, ADG sont donc égaux. On conclut de là que l'angle B de l'un, opposé à AD, est égal à l'angle G, de l'autre opposé au même côté AD; B = G; c'est ce qu'il faut démontrer.
36. Remarque. Dans un triangle isocèle, on donne particulièrement le nom de hase au côté qui n'est pas égal à l'un des deux autres 5 et le nom de sommet du triangle au sommet de l'angle
(*) Nous verrons plus tard que dans un triangle non Isocèle le nom de haie peut être donné à Tun quelconque des côtés ; mais alors le sommet du triangle est le sommet de l'angle opposé à ce o6té.
LIVRE I
opposé. Ex. : dans le triangle ABG^ BC est la base et A le sommet.
De régalité des triangles ABD, ADC il résulte que Tangle ADB, opposé au côté AB est égal à Fangle ADC^ opposé au côté AG; la ligne AD est donc perpendiculaire sur BC. De plus l'angle BAD = DAC.
Ainsi^ dans un triangle isocèle^ la ligne qui joint le sommet au milieu de la hase est perpendiculaire d cette base, et divise Vangle au sommet en deux parties égales.
Tltéorème*
57. Si deux angles d^un triangle sont égaux, les côtés opposés à ces angles sont égaux ; le triangle est isocèle. Soit le triangle ACB tel que Tangle B = Pangle C ; je dis que le
côté AG = AB. Pour le démontrer , je construis un triangle ach exactement égal au triangle AGB; le côté a6 = AB, ac= AG,... l'angle a=A, 6=:B,...; cela fait, retournant ce triangle ach, sens dessus dessous, de droite à gauche, je le transporte sur AGB, en mettant le côté 6c retourné sur son égal CB, le point c en B et le point 6 en G; le côté ca, partant ainsi du point B, tombera sur BA, puisque Tangle c=G=B; le point a tombera donc quelque part sur BA ou sur son prolongement. De même le côte ba, partant de C, tombera sur CA, puisque Tanglc 6 = B = C; donc le point a tombera quelque part sur la ligne GA ; le point a une fois placé sera donc à la fois sur les deux lignes BA et GA ; donc il ne peut tomber ailleurs qu^au point A , qui est le seul point commun à ces deux lignes. Le point a étant sur A et c en B, le côté ca coïncide exactement avec BA; ca=BA; mais ca est égal à GA par construction; donc CA=BA; ce qu'il fallait prouver.
Tltéorème*
58. De deux calés d^un triangle, celui-là esl le plus grand qui est opposé au plus grand angle ^ et réciproquement y de deux angles
d*un triangle, celui-là est le plus grand qui eii opposé au plus grand côté.
V Soit par exemple l'angle ABC plus grand que Tangle C;
je dis que le côté AC est plus grand que AB.
Pour le prouver, je mène la droite BD de telle sorte que Tangle DBC = l'angle C ; j'ai ^ ainsi un triangle BDC qui est isocèle d'après
le théorème précédent ; DC=DB; mais dans ^ le triangle ABD, on a AB<AD + DB; ce qui, à cause de DB = DC, revient à AB < AD + DG, ou AB < AC ; ce qu'il fallait démontrer.
2o Réciproquement, supposons que l'on ait à priori le côté AC plus grand que AB; je dis que l'angle ABC est plus grand que l'angle C. En ejffet, si l'angle ABC n'était pas plus grand que Tangle C, il serait égal à C ou plus petit. Si l'angle ABC était égal à C, AC serait égal à AB (n* 37), ce qui est contre l'hypothèse. Si l'angle ABC était plus petit que C, on aurait, d'après 1**, le côté AC plus petit que AB , ce qui n'est pas. L'angle ABC ne pouvant être ni égal à l'angle C, ni plus petit que lui , est plus grand.
PROPRIÉTÉS DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES MENEES d'uN
MÊME POINT A UNE MÊME DROITE
59. Définition. Toute droite CD qui, rencontrant une autre D droite AB, ne lui est pas perpendiculaire, est dite oblique à cette droite AB.
't c Tliéorème*
40. D^un point donné hors d'une droite, on peut toujours abaisser une perpendiculaire sur cette droite.
Soit le point A pris hors de la droite BC ; joignons ce point A à
la Ugne BC par une droite quelconque AD; puis concevons que la figure BDAC tourne autour de BC jusqu'à ce qu'elle soit venue
. .„ se rabattre sur le même plan, au-dessous
^ \~: ^ de cette ligne. Ce mouvement effectué, le
\ ; point A aura pris une certaine position A',
\| et la ligne DA la position DA'; joignons
^ la nouvelle position A' de A à l'ancienne
D'un point A, donné hors d'une droite BC, on ne peut
abaisser qu'une perpendiculaire sur cette droite.
En effets supposons qu'on en puisse
abaisser deux , AE , AD ; puis imagintms
t que la figure ADE, tournant autour de
BC comme charnière, vienne se rabattre
V ^ au-dessous de cette ligne, sur le même
plan. Le point A prend alors une certaine position A'; AE vient en EA', et AD en DA'. Cela fait, considérons la double figure ADATl; AE étant perpendiculaire sur BC, Tangle AED est droit; Tangle A'ED, qui n'est que la reproduction de AED, est droit comme lui; donc AED + A'ED = 2 droits, et la ligne AEA' est droite (n^ 21); de même A DE étant droit (à cause de la perpendiculaire AD), son égal A'DE est droit; ADE -|- A'DE= 2 droits, et la ligne ADA' serait droite. Entre les deux points A et A', il y aurait donc deux lignes droites; ce qui est impossible (2) ; il est donc également impossible d'abaisser deux perpendiculaires du même point sur la même droite.
Tltéorème.
42. Si d'un point pris hors d'une droite on abaisse sur cette droite une perpendiculaire et différentes obliques :
\° La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;
2» Les obliquss qui s^écartent également du pied de la perpendiculaire sont égales ;
3** De deux obliques qui s'écartent inégalement du pied de la perpendiculaire^ celle qui s'écarte le plus est la plus longue.
iê
i"" Soit AE perpendiculaire sur BG et AD une oblique quelconque; je dis que la perpendiculaire AE est /|A plus courte que Toblique AD. Pour le dé-
montrer, je prolonge AE d'une longueur EA' = AE et je tire DA'. Les deux triangles
^3^^ -^ ê ^^ED, A'ED ont le côté DE commun; AE^ATl
par construction, et les angles en E égaux comme droits ; ces deux triangles ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux, chacun à chacun, sont égaux; donc l'hypoténuse AD du premier égale l'hypoténuse AD du second. Mais la ligne droite AEA'=2AE, est plus courte que la ligne brisée ADA'=2AD, qui joint les deux mêmes points; donc AE < AD; 0^ qu'il fallait prouver (*).
RmARQUB. La perpendiculaire AE est la plus courte ligne qui aille du point A à U droite BC.
La pltAs courte distance d*un point donné à une droite donnée eH donc la perpendiculaire abaissée de ce poim sur la droite.
^ Soient AE perpendiculaire sur BC et les deux obliques AD, AF
telles que DE=EF; ces deux obliques sont ^ales. En effet, les deux triangles AED, AEF ont le côté commun AE ; DE = EF et les angles en E égaux comme droits; ils sont donc égaux (!«' cas d'égalité). L'hypoténuse AD du premier est donc égale à Thypoténuse AF du second; AD=:AF; C.Q.F.D.
3° Soient les deux obliques AD, AI s'écartant inégalement du
{*) Cette proposition peut fie démontrer eiLactemeiit comme la précédente. On fait tourner AED autour de BG comme charnière, puis on dit : EA' n'est autre que EA; EA' = EA; de même DA' = DA; l'angle A'ED, r^oduction de AED, est droit comme lui ; donc AED + A'ED =s: 2 droits ; donc AEA' est une ligne droite. ADE n'est pas droit ; donc son égal A'DE n'est pas droit non plus; ADA' n'est pas une ligne droite, c'est une ligne brisée. La droite AEA' » 5AE est plus petite qac ADA' — 2AD ; d'où AE < Afi'.
pi^ de ia p^pp^ndicui^ire AJS> œlle qui ^'écar^ |ç plus^ Al,
est 1^ plus graa4^. Ppur le déa^ntrer, je prolonge AE d'une longueur \ PA' = AE , puis je tire les 4roites
\ DA', IA'; les triangles rectangles AEJ),
\ A'ED ont les angles en E égaux comnae — y-Q droits, ED commun, AE = A'E jp^r construction; c'est-à-dire up »ngle âra) compris entre deux côtés égaux , chacun à chacun; ces triangles sont donc \ égaux; d'où on conclut AD=AT), et
ADA' = 2AD. On démontrerait exactement de même que les deux triangles rectangles AIE, A'IE sont égaux; d'où on conclut Al=A'I et AïA'=2AI (*). Mais si ob considère le triangle Aï A' dans lequel un point intérieur D e«t joint aux extrémités de l'un des côtés AA', on sait ( n» 27 ) que la somme AD + DA' est plus petite que Aï-f lA'; autremeal dit, 2Aï> 2AD; donc AI > AD; ce qu'il fallait pvauv6r.
Si les deux obliques inégalem^ distantes du pied 4^ la perpendiculaire étaient situées de côtés différents de celle-ci, comme AI et AF, on prendrait du côté de AI une longueur ED = EF; on tirerait AD qui serait égale à AF ; mais AD est plus courte que AI ; donc aussi AF < AI.
On peut dire réciproquement
io Deux obliques égales s* écartent également du pied de la perpmiiculaire.
Car si elles e'écartaient inégalement, oelle quj s'écarterait le |^lus serait plus longue que l'autre.
Sf De deux obliques inégales, la plus longue f écarte le plus du pied de la perpendiculaire.
Car si elles s'écartaient également, elles seraient (igales ; $i la première s'écartait moins que la seconde, elle seç^ii flm COjiirte que celle ci; ce qui est contre l'hypothèse.
C^) On peut encore ici démontrer en faisant tourner toute It Égare «uférieure autour de BG comme charnière ; nous préfétroRê mime Mite AémeiM-
44. Remarque. D*un point pris hors d'une droite on ne peut mener à cette ligne plus de deux droites égales entre elles.
En effet, supposons qu'on en puisse mener plus de deux; considérons-en trois; ou bien l'une de ces lignes est perpendiculaire et ne peut être égale aux deux autres; ou bien toutes les trois sont des obliques, et il y en a au moins deux situées du même côté de la perpendiculaire, s'écartant inégalement du pied de celle-ci, et par suite inégales.
Tiléorème*
4d. Si on élève une perpendiculaire au milieu d'une droite donnée : V tout point de la perpendiculaire est également distant des extrémités de cette droite; ^^ tout point pris hors de la perpendiculaire est inégalement distant des extrémités de la droite.
i^ Soit AD perpendiculaire à la ligne BG en son milieu D; je
joins le point Ë ^ pris quelconque sur AD , aux extrémités B et G de la ligne BC; EB = EG. En effet , ce sont deux obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire (n** 42, 1°).
2** Soit le point I situé hors de la perpendiculaire; IC est plus petit que IB. Pour H le démontrer, je joins le point H où IB
rencontre la perpendiculaire, au point G. D'après !•, HG=HB ; mais dans le triangle IGH, on a IG <1H + HG; ce qui revient à IG < IH + HB, ou IG < IB; ce qu'il fallait prouver.
46. DÉFINITION. Une ligne ou surface sur laquelle se trouvent tous les points qui jouissent d'une même propriété, qui satisfont tous à la même condition déterminée , est ce qu'on appelle le lieu géométrique de ces points.
On dit, par exemple :
La perpendiculaire éleiée dans un plan au milieu d'une droite est le lieu géométrique des points du plan également distants des extrémités de cette droite.
47. Égalité des triangles rectangles. Outre les cas ordinaires
LIVRE I
d'égalité, on distingue , pour les triangles rectangles, les deux cas suivants :
V Deux triangles rectangles sont égaux quand ils ont l'hypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal.
2** Deitx triangles rectangles sont égaux quand ils ont Vhypoténuse égale et un angle aigu égal.
4*' CAS. Soient les deux triangles rectangles ABC, DEF, tels que
rhypoténuse BC égale DF et le côté AB=ED; je dis que ces deux triangles sont égaux.
Pour le démontrer, transportant lo triangle DEF sur BAC , je place le côté ED sur son égal AB, le point E en A, et le point D en B. L'angle droit E étant égal à Tangle A , le côté EF prend alors la direction AG, et le point F tombe quelque part sur AC ou sur son prolongement. Je dis qu'il tombe justement au point G. En eflfet , supposons qu'il tombe ailleurs, par exemple en I; alors DF aurait la position BI; mais BI=DF devrait être égal à BG; ce qui est impossible, puisque les deux obliques BI , BG issues du même point B s'écartent inégalement du pied de la perpendiculaire BA; il est donc également impossible que le point F tombe ailleurs qu'en G; donc il tombe au point G; alors EF coïncide avec AG et DF avec BG ; les deux triangles ABG, DEF, coïncidant dans toutes leurs parties, sont égaux.
2" CAS. Soient les deux triangles ABG, DEF tels que l'hypoténuse BG = DF et l'angle B= l'angle D; je dis que ces deux triangles sont égaux.
Pour le démontrer, transportant le triangle DEF sur BAG, je place l'hypoténuse DF sur son égale BG, le point D en B et le point F en G; l'angle D étant égal à l'angle B, le côté DE prend de lui-môme la direction BA, et le point E tombe quelque part sur BA ou sur son prolongement.
Je dis qu'il tombe justement au point A ; en eflfet, supposons qu'il tombe ailleurs.
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En effet ^ si ces deux droites se rencontraient en un point 0^ ^ par exemple , il y aurait par ce point
deux parallèles à la même droite; ce
qui est impossible.
Tltéorème.
54. Deux draUes ABy CD, Vune oblique , Vautre perpendiculaire à la même droite AG, ne sont pas parallèles.
En effets AB étant oblique à AG ^ on peut élever, au point A une perpendiculaire AI sur AG; les deux lignes AI, GD étant perpen-
diculaires à la même droite, AG, sont parallèles; si donc ÀB était parallèle à GD, il passerait par le point A deux parallèles à la même droite GD; ce qui est impossible; donc AB n'est pas parallèle à GD.
Tliéorème.
S5. Si deux lignes AB, GD sont parallèles, toute droite EF,
perpendiculaire à Vune est perpendiculaire ' ^^ à Vautre.
p Par exemple , EF perpendiculaire à AB est aussi perpendiculaire à GD; en efTet,
j) si EF était oblique à GD, les deux lignes
GD,AB, Tune oblique, l'autre perpendiculaire à la même droite EF, ne seraient
pas parallèles ; ce qui est contraire à Thypothèse. Donc EF est
aussi perpendiculaire à GD.
Dl^INITION.
LIVRE I
On appelle alternes internes deux angles non adjacents , situés entre les deux parallèles , de côtés différents de la sécante ; il y en a deux couples : 1° CIH, IHB; 2° DIH, IHA.
On appelle alternes externes deux angles non adjacents^ situés en dehors des parallèles, de côtés différents delà sécante. Ex. : 1° GIE, BHF;2'EID,AHF.
On appelle correspondants deux angles non adjacents, situés du même côté de la sécante , Tun à Tintérieur, l'autre à l'extérieur des parallèles. Il y en a quatre couples : i" ETD, IHB; S*» FHB, DIH ; idem de l'autre côté de EF.
On appelle internes ou intérieurs du même côté deux angles situés entre les deux parallèles du même côté de la sécante : 1° DIH, IHB; 2^ GIH, IHA.
Il y a de même deux couples d'angles externes ou extérieurs du même côté : 1* EID , BHF; 2° EIG , AHF.
57. Si deux droites non parallèles AB , CD , sont rencontrées par
une transversale EF, les huit angles formés aux deux points d'intersection , considérés deux à deux , peuvent être distingués de la même manière que nous venons de le faire pour deux pa-
V rallèles. Dans ce qui précède , dites les
droites CD, AB, au lieu des parallèles, et vous aurez des définitions générales.
Tltéorèm*.
58. Deux droites parallèles étant coupées par une transversale quelconque :
V Les angles alternes sont égaux;
^ Les angles correspondants sont égaux ;
3" Les angles alternes externes sont égaux^
4" Les angles intérieurs du même côté sont supplémentaires ^ c*esi-ùrdire valent ensemble deux droits ,•
5* Les angles extérieurs du même côté sont aussi supplémentaires.
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1° Le$ anglii alternée internes sont égaux. Jabient^ en dffet^
les parallèles AB^ CD coupées par la E transversale EF; je dis que les angles ^/. alternes internes AIH, IHD sont égaux.
^ ;y fi Pour le démontrer, parle point 0,
J^ milieu de IH, je mène la ligne KOM
^ J^/ \ perpendiculaire à CD , et par suite à AB.
/ ^^ Les deux triangles rectangles OIK, OJMH,
' ^ ainsi formés, sont égaux; car Thypoté-
.nuse OI=OH par construction (0 milieu de IH); les angles aigus en sont égaux comme opposés par le sommet. Les triangles OIK , OMH étant égaux (n» 47, 2« cas), le troisième angle, OIK, du premier égale le 3« angle, OHM, du second; mais rangleOlK c'est AIH; Omi, c'est IHD; donc AIH = IHD, ce qu'il fallait prouver.
De AIH = IHD , on conclut que BIH = IHG; car BIH , IHG sont respectivement les suppléments de AUl et IHD.
2*» Les angles correspondants sont égaux.
Par exemple, E1B = IHD.
En effet, EIB = AIH (opposés par le sommet), IHD = AIH (alternes internes); les deux angles ElB, IHD égaux à un même troisième , sont égaux entre eux.
On démontrerait de même que AIE = IHG, etc....
3* Les angles alternes externes sont égaux, Ex. :EIB==GHF. En effet , EIB = AIH (opposés par le sommet) ; CHF = IHD (opposés par le sommet) ; mais AIH = IHD (alternes internes) ; donc les angles EIB, CHF, égaux respectivement à des angles égaux, sont égaux entre eux. On prouve de môme que DHF = AIE.
4° Deux angles intérieurs du même côté valent ensemble deux angles droits. Ex. : BIH + IHD = 2 droits.
En effet, la somme des angles adjacents BIH -j- AIH =^ 2 droits; mais AIH étant égal à IHD (alternes internes), on peut remplacer AIH par IHD , ce qui donne BIH + IHD = 2 droits. On prouve de même que AIH + IHG = 2 droits.
5<» Detix angles extérieurs du même côté valent ensemble deux droits. Ex. : EIB + DHF = 2 droits.
• UYRE I. i7
£n effets la somme des angles adjacents ËIB-f BiH=2 droits; mais BIfl=DHF ( angles coft»espotidatits) ; en remplaçant BÏH par DHF, on trouve EIB + DHF = 2 droits.
On démontrerait de même que AIE+CHF = 2 droits.
Réciproques,
É&. Les théorèmes réciproques des précédents sont vrais.
i® Deux lignes AB, CD étant coupéespar une troisième EF, si les angles alternes internes AIH, IHD sont égaux , les lignes AB, CD sont parallèles.
En effet, si AB n'était pas parallèle à CD , on pourrait par le point I mettiez MN pat^lèle à CD; MN, CD étant parallèles, les angles alternes internes MIH, IHt) sont égaux; MIH=IHD; mais on a par hypothèse AIH = IHD J on aurait donc MIH = AIH ; la partie serait égale au tout, ce qui est absurde. Or on est conduit à cette absurdité en supposant que AB n'est pas parallèle à CD; donc AB est parallèle à CD.
On démontre de même que si les angles correspondants sotit égaux, par exemple, EIB=IHD, les lignes AB, CD sont paralléleê. Si la somme des angles intérieurs du même côté BIH -|- IHD= 2 droits, AB et CD sont parallèles.
SMl en était autrement, ayant fait la construction précédente, oh aurait l'égalité NIH -|- IHD = 2 droits; en la comparant à celle-ci, blfi4-tm) = 2 droits, on conclurait BIH = NlH, ou la partie égaie au tout, etc.
On démontre de même les 2 réciproques que nous n'éûohçeils pas.
Bts théorèmes précédents on en déduit d'autres , tels que celui-ci :
Deux lignes AB, Cl) étant coupées par uns troisièmeEF, si la somme des angles ÎMMeurs de même côté est différente de dexM droits, les deux lignes AB, CD ne sont pas paràl^ lèles.
Car si ces lignes étaient parallèles, la somme des angles intérieurs du înéme côté serait égale à deux droits.
Il y a iM thédrkMl ànàldgttU Ml&tif» hn\ «utrèl eôuplei d'aiiglM.
COURS DE €É0MÉTR1E.
Tliéorèmr.
60. Deux angle» qui ont les côtés parallèles sont égaux ou supplémentaires.
Considérons d'abord deux angles ABC, DEF qui ont leurs côtés
parallèles et dirigés dans le même
sens. Je dis que ces deux angles
sont égaux; pour le démontrer,
je prolonge DE à la rencontre de
BC en I; cela fait, on a Fangle
ABC=DIC (angles correspondants
formés par les parallèles AB, DI et
la sécante BC) ; de plus DEF = DÎC
(angles correspondants formés par
les parallèles BC, EF et la sécante Dl) ; deux angles ABC, DEF
égaux à un même troisième DIC sont égaux entre eux ; ABG=DEF;
ce qu'il fallait prouver.
Considérons maintenant le cas le plus général ; nous raisonnerons ainsi : soit ABC Fun des angles , et E le sommet du second angle qui a ses côtés parallèles à AB et BC. Par le point E il ne passe qu'une parallèle à AB qui est DI; le deuxième angle a donc l'un de ses côtés dirigés suivant DI; par le même point E il ne passe qu'une parallèle à BC, c'est la ligne HF; notre second angle a donc l'un de ses côtés dirigé suivant HF; ce second angle est donc l'un des quatre angles qui ont leur sommet en E. Parmi ces quatre angles^ nous avons déjà considéré DEF, qui a ses côtés dirigés dans le même sens que ceux de ABC ; DEF=ABC. Par suite HEI = DEF=ABC; DEH , supplément de DEF, est aussi supplément de ABC; de même lEF, supplément de DEF, est supplément de ABC. Notre second angle étant l'un des quatre que nous venons de considérer au sommet E, est égal à l'angle ABC ou bien est le supplément de ABC. En résumé, et d'après notre figure :
Deux angles qui ont les côtés parallèles et dirigés dans le même sens sont égaux. Ex. : ABC, DEF.
Si lei jjfés parallèles sont dirigés deux à deux en sens contraires^ les angles sont encore égaux. Ex. : ABC, lEH.
Enfin , si les deux angles ont deux côtés dirigés dans le même sens^ et deux en sens contraires^ ils sont supplémentaires, Ex. : ABC, DEH.
LIVRE I
Tliéorème.
61 . Deux angles qui ont les côtés pei'pendicidah'es sont égaux ou st€pplémentaires.
Je vais démontrer pour tous les cas possibles. Soit ABC Fun des augles proposés , et E le sommet du second
angle dont les côtés sont respectivement perpendiculaires à AB et BC. Par le point E il ne passe qu'une perpendiculaire à la ligne AB; soit FH cette perpendiculaire; notre second angle a nécessairement un côté dirigé suivant FH. Par le même point E il ne passe qu'une perpendiculaire à BG; soit DI cette perpendiculaire; notre second angle a son autre côté dirigé suivant DI; ce second angle est donc Tun des quatre qui ont leur sommet en E. Parmi ces quatre angles , considérons Tangle DEF de même espèce que l'angle donné ABC, c'est-à-dire aigu comme lui; je dis que DEF == ABC. Pour le démontrer^ je mène par le point B une parallèle BO à ED, dirigée dans le même sens que ED; cette ligne BO est^ comme sa parallèle ED^ perpendiculaire à BC; par le même point B je mène BM parallèle à EF, dans le même sens que EF ; BM est perpendiculaire à BA. J'ai ainsi formé un angle MBO égal à DEF (théorème précédent^ 1" cas) ; il me suffira donc de prouver que MBO = ABC. Or, à cause de OB perpendiculaire à BC , ABC -f ABO = OBC = i droit ; à cause de MB perpendiculaire à AB, MBO -f- ABO = MBA =1 droit. On conclut de ces deux égalités ABC -f- ABO = MBO + ABO ; d'où on déduit, en retranchant ABO de part et d'autre, ABC = MBO. Mais MBO = DEF; donc ABC = DEF.
Cela posé, IEH = DEF = ABC; DEH supplément de DEF est aussi supplément de ABC; enfin lEF, supplément de DEF, est supplément de ABC, Notre second angle , qui est l'un des quatre angles au sonmiet E, est donc égal à ABC ou supplément de ABC. Deux angles qui ont les côtés perpendiculaires sont égaux quand
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«75 sont de même espèce^ cest-à-dire tqus deux aigus ou tous deux obtus; ils sont supplémentaires quand ils sont d'espèces différentes (*).
Tltéorème.
La somme des angles d'un triangh quelconque ê$i ég^h à
dmx angles droite.
Soit ABC un triangle donné quelcon-
A A /* que ; je prolonge l'un des côtés BC, et
y/ \ /' par le point G je mène CE parallèle à
X \ / BA. Nous avons au sommet C trois
^ %'r ---^ angles dont la somme ACB + ACE -f
ECD= 2 droits (n° i9). De ces trois angles^ l'un ACB appartient au triangle *, le second ACE = Tangle BAC du triangle ( angles alternes internes formés par les deux pa- FftUètes BA, CE et la séoante AC) ; le troisième ECD =rangle ABC; (angles correspondants formés par les parallèles BA, CE et la sécante BCD).
ACB = ACB BAC = ACE ABC = ECD
Additionnons; la somme des angles du triangle A-CB + BAC + ABC= ACB + ACE + ECD = 2 droits, C. Q. F. D.
65. Remarque. L'angle ACD formé par Tun des côtés AG d'utt triangle, et le prolongement CD d'un autre côté s'appelle un angle extérieur au triangle.
Chaque angle extérieur d un triangle est égal à la somme des angles intérieurs non adjacents,
Ex. : ACD = A + B.
En effet, la somme A +B+ C= 2 droits 5 d'ailleurs ACD + Paagle C du triangle = 2 droits; donc A4-B+C = ACD-|-C; doac AC4D=A4-B. Gela résulte d'ailleurs de la démonstration précédente.
(*) Il y a UD moyen de construction pour reconnaître si les angles sont égaux ou supplémentaires.
LIVRE I
63 biê. Corollaire I. Un triangle ne peut avoir qu^un seul angle draitj ou un seul angle obtus.
Autrement la somme de ses angles vaudrait plus de deux droits.
64. Corollaire II. La somme des deux angles aigus d*un triangle rectangle est égale à un droit.
65. Corollaire ÏII. Si deux angles A, B, d^un triangle ABC , sont égaux^ chacun à chacun, à deux angles D^ Ë d'un autre triangle, DEF, le troisième angle du premier triangle est égal au troisîàfiie angle du second.
En effet, des deux égalités A +B + C= 2 droits, D+E+F = % droits, on conclut A4-B4-C = D+E-f F; d'où, à cause de A + B==D + E, résulte C = F.
66. Quand deux triangles rectangles ont un angle aigu égal, oela leur fait deux angles égaux chacun à chacun; le second angle aigu de l'un est donc égal au second angle aigu de l'autre.
67. Connaissant deux angles d'un triangle, on obtient le troisième en retranchant de deux angles droits la somme des angles donnés.
Théorème*
68. La somme des angles d'un polygone est égale à autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux.
Ex. : Si le polygone a 6 côtés , 6 — 2=4'; la somme des angles du polygone est égale à 4 fois 2 droits, ou 8 angles droits.
Soit ABCDEF un polygone donné. Je joins le sommet A à tous les sommets du polygone; j'obtiens ainsi autant de triangles qu'il y a de côtés dans le polygone moins 2 (moins les deux qui passent en A), fl est facile, en faisant maintenant la revue des angles du polygone, de voir que ces angles se composent avec les angles des triangles ; donc la somme des angles du polygone est précisément la même que celle des angles des triangles. La somme des angles de chaque triangle vaut deux droits; le nombre des triangles est égal au nombre des côtés du polygone, diminué de 2; donc la somme des angles des triangles, ou ce qui est la même chose, la somme des angles du polygone, est égale à autant de fois deux droits qu'il y a de côtés dans le polygone, moins deux
droits multipliés par le nombre des côtés du polygone diminué de 2. C. Q. F. D.
Si n désigne le nombre des côtés du polygone^ la sonmie des angles est égale h a^'^^^'X (n— 2) = 2n'»'— 4'''-
DÉFINITIONS
69« Après le triangle vient le polygone de quatre côtés qu^on nomme quadrilatère.
Le polygone de 5 côtés s^appelle;7ento9one^ de 6 oôtés^ hexagone; de 8 côtés, octogone; de 10 côtés^ décagone; de 12 côtés, dodécagone; de 15 côtés, pentédécagone ; les autres polygones se désignent habituellement par le nombre de leurs côtés; on dit un polygone de 7 côtés, de 13 côtés, etc.
70. La somme des angles d^un quadrilatère est égale à ^'x (4 — 2) = 2*^X2 ou 4 droits; si ces angles sont égaux entre eux, chacun d'eux est droit.
La somme des angles d'un octogone est 2*'»***x(8 — 2) =6 fob 2droits=12droits; si ces angles sont égaux, chacun d'eux vaut
~ ou - d'angle droit, etc.
71. On appelle polygone équilatéral celui qui a tous ses côtés égaux; polygone équiangle , celui dont tous les angles sont égaux.
On appelle polygone régulier un polygone qui est à la fois équiangle et équihUéral, c'est-à-dire qui a ses côtés égaux et ses angles égaux.
Deux polygones sont dits équiangles entre eux^ quand tous les angles du premier sont égaux, chacun à chacun, aux angles du second.
72. Nous allons maintenant étudier les propriétés de certains quadrilatères.
LIVRE t
Parmi les quadrilatères on distingue t
Le carréy qui a ses côtés égaux et ses angles droits (fig. 1).
Le rectangle^ qui a les angles droits sans avoir les côtés égaux .
(fig. 2).
Le parallélogramme^ ou rhombe qui a les côtés opposés parallèles (fig. 3).
Le losange^ dont les côtés sont égaux sans que les angles soient droits (fig. 4).
Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement sont parallèles (fig. 5) .
PARALliLOGRABIMES. — PROPRIETES DE LEURS GÔTÉS, DR LEURS ANGLES
ET DE LEURS DIAGONALES
Tltéorème.
75. Les côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux ainsi que les angles opposés.
Menons la diagonale BD ; elle décompose le parallélogramme en
deux triangles ABD, BCD qui sont égaux j en effets ces deux triangles ont le côté commun BD ; Tangle ABD = Pangle BDC {alternes internes formés par les parallèles AB^GD et la sécante BD); l'angle ADB = Fangle DBG (alternes internes formés par les parallèles AD^BG); nos deux triangles ont donc un côté égal, BD^ adjacent à deux angles égaux ^ chacun à chacun. Ges deux triangles étant égaux, le côté AB opposé à l'angle ADB est égal à GD opposé à l'angle égal DBG ; de même AD opposé à Tangle ABD est égal à BG opposé à l'angle BDG. Enfin ^ Fangle A et Fangle G opposés au côté commun DB sont égaux; l'angle ADG = l'angle ABG^ puisque ces deux angles sont composés de parties égales chacune à chacune.
74. GoROLLAiRE I. Dcux parallèles AD, BG comprises entre deux autres parallèles AB, GD sont égales.
75. Corollaire IL Si AD et BG étaient perpendiculaires à GD, elles mesureraient les distances des points A et B à la ligne GD ; conmie la figute n'en serait pas moins un parallélogramme, on aurait AD =: BG ; d'où ce théorème important :
Deux parallèles sont partout également distantes.
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Tltéorème*
76. Si les côtés opposés d'un quadrilatère sont égaux, ils sont aussi parallèles f et la figure est un parallélogramme.
Soit AB = Ca) et AD = BC. Menons la diagonale BD; elle
décompose le parallélogramme en deux triangles ABD, BCD qui sont égaux comme ayant les trois côtés égaux; leurs angles sont donc égaux chacun à chacun. L'angle ABD opposé au côté AD est égal à Fangle BDG opposé au oôté BC; mais ces deux angles ABD^ BDC ont la position d'angles alternes internes formés par les deux droites AB, CD et la sécante BD; donc ces lignes AB, CD sont parallèles (59). De même Tangle ADB opposé à AB égale Tangle DBG opposé à CD; mais ADB et DBG sont alternes internes; donc les lignes AD, BC sont parallèles. Le quadrilatère A6CD est donc un parallélogramme. G. Q. F. D.
77. Si dans un quadrilatère ABCD, deux côtés opposés y AB, CD, sont égaux et parallèles , la figure est un parallélogramme.
Pour le démontrer, menons la diagonale DB; elle décompose le quadrilatère en deux triangles ABD, DBC qui sont égaux comme ayant Tangle ABD = BDC (alternes internes formés par des parallèles AB, CD) ; le côté BD conamun ; et AB = DG par hypothèse. Ces triangles étant égaux ^ Tangle ADB opposé à AB est égal à Tangle DBG opposé à CD; or, ces angles sont alternée internes formés par les hgnes AD, CB coupées par BD ; AD et CB sont donc parallèles > et le quadrilatère ABCD est un parallélogramme.
Aux réciproques de notre premier théorème sur les parallélogrammes, on peut ajouter celle-ci :
79^. Si les angles opposés d'un qvMrilatère sont égaux, la figure est un parallélogram'me,
Ex. : Si A = C; B = l>; ABCD cst un parallélogramme. En effet, de ees deni égalités, en additionnant, on eonelut A4-B=:G+B; mais la umme
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A + B + G + Dsidroits; donc sa moitié A + B = 2 droits. Or les angles
A et B ont la position d'angles intérieurs du même côté formés par les droites AD, BC, coupées par AB ; donc ces lignes AB, BG sont parallèles. Écrivant D =B et ajoutant avec A=3G> on trouve A+ D = B + G ; d'où A+ D =2 droits, ce qui prouve que AB et GD sont parallèles.
Théorème.
79. Les diagonales d'un parallélogramme se divisent mutuellement en deux parties égales.
En eflTet, les deux triangles AOB, COD sont égaux comme ayant
un côté égal AB=CD (74), adjacent à deux
B angles égaux , chacun à chacun , savoir :
OAB = OGD (alternes internes formés par
les parallèles AB, CD) ; OBA=ODG (alternes
internes formés par les mêmes parallèles).
Ces deux triangles AOB, COD étant égaux, on en conclut que
le côté OB, opposé à OAB, égale OD, opposé à Tangle égal OCD;
puis OA opposé à OBA égale OC opposé à ODC,
La proposition réciproque est vraie : si les diagonales d'un quadrilatère se divisent mutuellement en deux parties égales , la figure est un parallélogramme.
Nous la laissons à démontrer.
Théorème.
80. Les diagonales d'un losange se coupent en deux parties égales et à angles droits.
D^abord elles se divisent mutuellement en deux parties égales, car un losange est un parallélogramme , puisque ses côtés opposés sont égaux (76). Cela posé , les deux triangles AOB, BOC ont le côté jo^/ OB commun , AB = BC , par définition ; AO = OC ;
ces triangles sont donc égaux ; par suite, Tangle AOB opposé à AB est égal à BOC opposé à BC ^ ces deux angles égaux sont adjacents ; donc BG est perpendiculaire à AC , et réciproquement. La proposition réciproque de la précédente est vraie : si les dia-
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gorudes d^un quadrilatère se coupent en deux parties égales et à angles droits ^ la figure est un losange.
Nous laissons cette réciproque à démontrer ainsi que les propositions suivantes.
Les diagonales d'un rectangle sont égales.
Réciproquement, si les diagonales d'un parallélogramme sont égales , la figure est un rectangle.
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DE LA CIRCONFÉRENCE DU CERCLE
DEFINITIONS
81. La circonférence Hun cercle est une ligne courbe plane dont
tous les points sont également distants d'un point intérieur qu'on appelle centre.
Le cerc/e est la surface plane entièrement limitée par la circonférence.
Quelquefois^ dans le discours, on dit cercle pour circonférence; pour ne pas faire confusion, il faut se rappeler que le cercle est une surface, tandis que la circonférence est une ligne.
On appelle rayon toute ligne droite qui va du centre à la circonférence. Ex, : OC, OL
On appelle diamètre une ligne droite qui joint deux points de la circonférence en passant par le centre. Ex. : DE.
D'après la définition de la circonférence, tous les rayons sont égaux; tous les diamètres sont aussi égaux et doubles du rayon.
On appelle arc une partie déterminée de la drconférenoe. Ex. : Parc AMB. /
On appelle corde ou 8ou^4endanie d'un arc^ AMB^ la ligne droite AB qui joint les extrémités de cet arc.
Un segment de cercle est une partie du cercle comprise entre un arc et sa corde. Ex. : le segment AMB.
Un secteur est la partie du cercle comprise entre un arc et les deux rayons qui aboutissent à ses extrémités. Ex. : le secteur COL
On appelle en général sécante une ligne droite qui coupe la circonférence. Ex. : les cordes et les diamètres prolongés sont des sécantes.
82. Une ligne droite ne saurait rencontrer une circonférence en plus de deux points.
En effet, supposons qu'une droite rencontre une circonférence en plus de deux points. Soient A^ B, C trois de ces points de rencontre, et le centre de la circonférence; en tirant les rayons OA^OB^OC^ on aurait trois droites égales allant du point à la même droite, ce qui est impossible (n° 44).
83. On appelle tangente une ligne qui n'a qu'un point de commun avec la circonférence.
Tltéarème»
84. Tout diamètre, AB, divise la ciramférence et le cercle chacun en deux parties égales.
Pour le démontrer, faisons tourner la partie supérieure AMB de
la figure autour de AB comme charnière, jusr
qu'à ce qu'elle soit rabattue sur la partie infé-
^^ rieure ANB. Cela fait. Tare AMB devra coïnci-
B der exactement dans toute son étendue avec
's Tare ANB; en effet, si un seul point M de AMB
tombait, par exemple, à Tintérieur du cercle
en M', c'est que le rayon OM=OM' serait plus
court que le rayon ON; ce qui est contraire à la définition de la
circonférence, tes deux arcs AMB, ANB coïncidant exactement,
ainsi que les deux parties du cercle, le théorème est démontré.
Les diamètres sont des cordes qui passent par le centre; pour distinguer on convient d'appeler spécialement corde une ligne qui joint deux pointa de la circonférence sans passer par le centre.
Toute corde , AB, est plus petite g^'un diamètre
UYRE II.
En effet, un diamètre vaut deux rayons, et la corde AB est plus
petite que la somme AO + OB des deux rayons qui aboutissejQt à ses extrémités.
Remarque. Chaque corde partage la circonfé- E renée en deux arcs inégaux, Vxm plus petit, Tautre plus grand qu'une demi-circonférence. Ex. ; AJMB, ANB. La corde AB sous-tend Tun et Tautre de ces arcs; mais à moins d'une mention expresse, quand on parle de Parc sous-tendu par une certaine corde, il s'agit toujours de Tare plus petit qu'une demi-circonférence.
DBPINDANGB MUTUBLLI DBS ARCS KT DgS COBMS.
Tliéorème*
86. Des arcs égaux appartenant à la même circonférence, ou à des circonférences égales , sont sous-tendus par des cordes égales. Autrement dit :
Quand deux arcs de même rayon sont égaux, leurs cordeè sont égales.
Supposons que CD étant égal à OA, l'arc AMB = DNE, je dis
que la corde AB égale la corde DE. Pour le démontrer, je transporte le secteur CDNE sur AOMB, mettant le rayon CD sur son égal OA, le point C en et le point D en A; cela fait, Tare DNE partant de A, devra coïncider dans toute son étendue avec AMB; en effet, si un seul point de DNE, N par exemple, tombait ailleurs que sur l'arc AMB, c'est que le rayon CN correspondant à ce point, N, serait plus petit ou plus grand que QA = CD ; ce qui n'est pas.
L'arc DNE se plaçant sur AMB à partir de A, sa deuxième extr(';mité E tombera au point B, puisque ces deux arcs sont égaux; les deux droites DE, AB ayant leurs extrémités communes, coïncident dans toute leur étendue et sont égales.
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Tltéoi^me.
87. Deux cordes égales tracées sur le même cercle ou sur des cercles égaux sous-tenderU des arcs égaux.
Soient (sur la même figure] en même temps que OA = GD^ la corde AB=DE; je dis que Tare AMB = rarcDNE. En effet, d^abord les triangles AOB, COD ayant les trois côtés égaux , chacun à chacun, sont égaux; donc Tangle DGE = AOB. Cela posé, transportant le secteur GDNE sur le secteur OAMB, je place le rayon CD sur son égal OA, le point C en et le point D en A; puisque rangleDCË = l'angle AOB, le rayon CE tombe alors de lui-même sur son é^al OB, et le point Ë arrive en B; cela étant, les deux arcs CNE, AMB coïncident évidemment dans toute leur étendue ; ils sont donc égaux.
88. Si deux arcs pris sur la même circonférence ou sur deux circonférences égales sont inégaux , le plus grand arc est sous-tendu par la plus grande corde.
Le rayon OA étant égal à CD, si Parc AE'B est plus grand
que DNE, la corde AB est plus grande que DE.
Pour le démontrer, transportant la figure CDNE sur GABB, je place le rayon CD sur son égal OA, le point C en et le point D en A; Tare DNE s'appliquera sur AE'B à partir de A ; mais conune DNE est plus petit que AE'B, le point E tombera £ en E'^ en deçà de B; de sorte que la corde DE
i^//\ ^^ aura la position AE'. Cela fait, si on compare les l^,...\ \ triangles AOB, AOE', on trouve le côté OA com- J^r ^ y mun, OB == OE' et l'angle AOB plus grand que X,^_^^^ AOE'; donc le troisième côté AB du premier est plus grand que le troisième côté AE' du second (31) ; AB > AE'=DE; c'est ce qu'il fallait démontrer.
Réciproque.
89. Sur la même circonférence ou sur des circonférences égales , la plus grande corde sous-tend le plus grand arc.
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Soient^ par exemple (figure précédente) , sur les circonférences ^les et C, la corde AB plus grande que DE, je dis que Tare AE'B est plus grand que DNE. En effet, si AEB n'était pas plus grand que DNE, on aurait AE'B = DNE, et par suite la corde AB=Ca), ce qui n'est pas, ou bien AE'B plus petit que DNE et par suite, d'après le théorème précédent, la corde AB plus petite que DE , ce qui n'est pas. L'arc AE'B ne pouvant être ni égal à DNE, ni plus petit que cet arc, est plus grand que lui. C. Q. F. D.
90. Le rayon perpendiculaire à une corde divise cette corde et Parc 80U8-tendu chacun en deux parties égales. Soit, par exemple, le rayon OD perpendiculaire à la corde AB;
il divise cette corde, et Farc sous-tendu ADB, chacun en deux parties égales. En effet, les obliques OA, OB étant égales comme rayons, doivent s'écarter également du pied de la perpendiculaire OC; donc AC=CB et le point G est le milieu de AB. Cela posé, les cordes AD, DB obliques s'écartant également du pied G de la perpendiculaire sont égales entre elles; donc Tare AD=DB. Le théorème est donc démontré.
Le rayon OD étant prolongé vers le haut de la figure, divise évidenunent l'arc AED en deux parties égales, car la corde AE égalerait la corde EB.
l. Remarque. Le diamètre ED perpendiculaire à la corde ÂB , remplit cinq conditions distinctes. Il est perpendiculaire à ÂB et passe par quatre points distincts et déterminés, 0, G, D, E; deux quelconques de ces conditions suffisant pour déterminer une droite, c'est^-dire, ne pouvant être remplies par deux droites différentes, dès qu'on aura reconnu qu'une droite remplit deux quelconques de ces conditions , on pourra affirmer qu'elle remplit les trois antres.
Ex. : La droite qui joint les milieux des deu» ares sous-tendus par une carde, est un diamètre perpendiculaire au milieu de cette corde.
Le rayon qui passe au milieu de Varc sous-tendu par une corde, est perpendiculaire au milieu de cette corde, et son prolongement va passer au milieu du second are sous-tendu par cette corde.
92. Dans la même circonférence ou dans des circonférences égales j dettx cordes égales sont également éloignées du centre; et réciproquement.
AB = ED; je dis que 01 = OC. Pour le démontrer, je mène
les rayons OE, OA; j'obtiens aussi deux triangles rectangles OIE, OAC qui ont Thypothénuse égale, OA = OE (rayons); et un côté de l'angle droit égal, AG=£I (moitiés de cordes égales); ces triangles sont donc égaux; par suite, le troisième côté OC de Tun égale le troisième côté 01 de l'autre; OC =01; C. Q. F. D.
Réciproquement, si on avait , à piori, OC = 01 , on en conclurait l'égalité des mêmes triangles rectangles AOC, OEI; d'où AC=IE; mais AC=iAB; lE=iED; donc AB = ED.
Tltéorème.
83. De deux cordes inégales^ la plus grarde est la moins éloignée du centre, et réciproquement.
Soit la corde AB plus grande que la corde CD; alors Tare
AD'B est plus grand que Tare GND (89) ; nous pouvons donc prendre sur ADB un arc AD'= GND ; tirons la corde AD', et abaissons sur AD' la perpendiculaire AI'; comme AD'=:CD, la distance 01' =01 (théorème précédent). Cela posé, on voit immédiatement sur la figure que OE perpendiculaire est plus courte que OH, oblique; d*où, à fortiori, OE<Or, ou OE<OI; ce qu'il fallait démontrer.
Réciproquement .
De deux cordes AB, CD qui s'écartent inégalement du centre, celle qui est la moins éloignée du centre est la plus grande; si 0E<01, AB>CD.
En effet, si AB n'était pas plus grand que CD, ou bien on aurait AB=CD, et par suite la distance OE=OI (92), ce qui est con-
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traire à Thypolbèse; ou bien on aurait AB<CD^ et par suite 0E> 01 (théorème précédent); ce qui est également contre Thypotbèse. La corde AB ne pouvant être ni égale à CD^ ni plus petite qua CD, est plus grande que CD. C. Q. F. D.
Condition pour qvHune droite soit tangente à une circonférence,
Tltéorème*
94. Pour qu'une droite soit tangente à une circonférence, il faut
et il suffit qu*elle soit perpendiculaire à l'extrémité d^un rayon»
1* Toute droite AB perpendiculaire à Vextrémité^ C, rf'wn rayon OC est tangente à la circonférence.
En effet, joignons le centre à im autre point quelconque , D, de AB. La droite OD, oblique sur AB, est plus longue que le rayon OC (perpendiculaire); donc le point D est situé en dehors de la circonférence. Tout point de AB, autre que C^ étant situé hors de la circonférence, la ligne AB est une tangente à cette circonférence (83).
La condition indiquée est donc suffisante.
2® Toute tangente^ AB, est perpendiculaire au raytm, OC, qui va ou point de contact.
En effet, si nous joignons le centre à un autre point quelconque D, de AB, lequel est nécessairement extérieur au cercle, la ligne OD sera plus longue que le rayon OC; ce rayon OC étant la plus courte ligne que Ton puisse mener du centre à la ligne AB, est la perpendiculaire unique qu'on peut mener de sur AB (42) .
Corollaire L Par un point donné sur une circonférence on ne peut mener qu'une tangente à cette circonférence.
En effet, si on pouvait en mener deux, il y aurait deux perpendiculaires en ce point à la même droite (le rayon).
95. Corollaire U, Si on abaisse du centre une perpendiculaire sur une tangente, cette ligne va d'elle-même passer au point de contact.
En effet, si cette perpendiculaire prenait ime direction OD, différente de OC (figure précédente) , comme le rayon OC est luimême perpendiculaire h la tangente , il y aurait du même point
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deux perpendiculaires à la même droite AB , ce qui est impossible.
GoROLLAiRB lU. Ou démoiitre de même que la perpendiculaire élevée sur une tangente au point de contact va passer par le centre.
96. Si deux droites parallèles rencontrent une circonférence, elles interceptent des arcs égaux.
n peut se présenter trois cas :
4' Les deux parallèles AB, CD sont sécantes.
J'abaisse du centre le rayon OR perpendiculaire sur CD , et par
suite sur sa parallèle AB; ce rayon divise les
j arcs CKB, ARB , chacun en deux parties égales;
D de sorte que
CK=KD AK=KB.
D'où, par soustraction, CK— AK ou CA=:KD— KB ou BD; CA = BD; c'est ce qu'il faut démontrer*
2° L'une des parallèles est sécante et l'autre tangente. Soient AB, CD les deux parallèles proposées, je joins le centre
au point de contact; le rayon OE est perpendiculaire à la tangente CD (94), et par suite à sa parallèle AB ; OE étant perpendiculaire à la corde AB divise l'arc AEB en deux parties égales; donc AE = EB; ce qu'il faut démontrer.
3* Les deux parallèles sont tangentes à la circonférence. Soient CD, FR ces parallèles; menons à ces deux droites une parallèle AB qui coupe la circonférence; le rayon OE perpendiculaire à AB Test également à CD, et prolongé inférieurement, le sera à FR; cette perpendiculaire commune aux deux tangentes allant du centre à chacune d'elles, passe aux deux points de contact (95); c'est donc un diamètre qui divise la circonférence en deux parties égales EAD, EBH.
En rapportant ce cas au précédent, AB une fois menée, on au-
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fsk pu dîpe : AË=EB; AH=BH; d'où, par addition, AE+AH m EAH=EB+BH ou EBH.
Remarque. Deux tangentes parallèles ont leurs points de contact diamétralement opposés.
La réciproque est évidemment vraie.
CONDITIONS DE L^INTERSECTION ET DU CONTACT DE DEUX CERCLES
Théorème*
97. Deux circonférences ne peuvent se rencontrer en plus de deux points.
En effet, i'^ elles ne sauraient avoir trois points communs, A,B,C, en ligne droite; car une ligne droite ABC ne peut rencontrer chacune des drconférences en plus de deux points (n*" 82) ; ^ ces circonférences ne sauraient avoir trois points communs , non en ligne droite; car
Par trois points A, B, G non en ligne droite , on peut toujours faire passer une circonférence, mais on n'en peut faire passer qu'une.
Pour le démontrer, ayant mené les droites AB, BG, j'élève au
milieu de AB la perpendiculaire DE, et au milieu de BG la perpendiculaire FG. Ges deux perpendiculaires DE, FG se rencontrent; car si elles étaient parallèles, la ligne GB perpendiculaire à FG , étant prolongée, serait perpendiculaire à sa parallèle DE; comme déjà BA est par construction perpendiculaire à DE, il y aurait du même point B deux perpendiculaires BR, BD sur la même droite DE , ce qui est impossible; donc DE et FG se rencontrent en un certain point 0. Le point 0, comme appartenant à DE, est également distant de A et de B; OA=OB; ce même point 0, appartenant à FG, est également distantdeBetdeG;OB==OG;OA = OB=OG. Sidonc du point conune centre, avec OA pour rayon, on décrit une circonférence, cette circonférence passera par les trois points A, B, G. On peut donc faire passer une circonférence par les trois points A, B, G, non en ligne droite.
On n'enpeui faire passer qu'une. En effet, le centre d'une cir-
conférence quelconque passant par les trois points A, B, C> étaM également distant des points A-et B, doit se trouver sur la p»pendiculaire DE élevée au milieu de AB (46) ; ce même centre, également distant de B et de C, devra aussi se trouver sur FG ; i doit donc se trouver en , seul point commun à DE et FG } toute circonférence passant par les trois points A, B, C , a donc pour centre le point et le rayon OA = OB = OC ; elle n'est donc auln que la circonférence que nous avons déjà décrite et indiquée.
Théorème.
98. Quand deux circonférences se coupent, la droite qui jmt leurs centres (la uowi des cbittres) est perpendiculaire à la corde commune et la divise en deux parties égales.
Pour le prouver, je fais tourner la partie supérieure de la figote
autour de la ligne AB comme charnière ^ jusqu'à ce qu'elle soit rabattue sur It partie inférieure; cela fait^ chaque demicirconférence supérieure coïncide avec son égale inférieiu^e (84). Mais le point M commun aux deux demi-circonférences mobiles doit tomber à la fois sur les deux demi-circonférences inférieures ; il tombe donc sur leur point d'intersection M' ; or le point I n^a pas bougé. Donc IM coïncide avec IM' ; IM = IM'; de plusTangle OIM coïncide avec OIM'j OIM=OIM'; mais ces angle sont adjacents, donc ils sont droits. La ligne 00' est donc perpendiculaire à MM' et la divise en deux parties égales. On démontre exactement de même le théorème suivant :
Tltéorèiue.
99. Si deux circonférences ont un point commun y M, d^un càti de la ligne des centres , 00', elles ont un autre point commun de Vautre côté de cette ligne y symétriquement placé*
DÉFINITION. DeiLX points symétriques par rapport à une droite sont deux points situés sur une même perpendiculaire à cette droite, à égale distance de cette ligne.
Ex. : Les points M> M' de la figure précédente sont symétriques
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par raïqpori à 0(y. Soient les deux drconférences 0^ 0' (figure précédente)^ que nous supposerons seulement avoir le point commim M au-dessus de la ligne des centres. Achevons les circonlârences^ puis faisons tourner la partie supérieure de la figure autour de 00' comme charnière; chaque demi- circonférence supé* rieure coïncidant avec son égale inférieure^ il en résulte que la figure inférieure est exactement la même que la figure supérieure; les deux demi-cbconférences inférieures ont donc aussi un point conmiun M' sur lequel vient tomber le point M ; si on tire MM' qui rencontre 00' en I, on voit que TM couvre IM'; IM = IM'; et Tangle OIM = OIM'; ces deux angles sont droits et les deux points M et M' sont symétriquement placés par rapport à 00'.
100. DÉFINITION. Deux circonférences tangentes ou qui se touchent, sont deux circonférences qui n'ont qu'un point de commun. Le point commun s'appelle point de contact.
Deux circonférences peuvent être tangentes extérieurement ou iniérieurement , comme le montre notre figure.
Théorème.
101. Quand deux circonférences se touchent extérieurement ou intérieurement y le point de contact est sur la ligne des centrcb.
En eflfet, si le point commun aux deux circonférences était situé en dehors de la ligne des centres, il y aurait de l'autre côté de cette ligne, par rapport à ce point, un deuxième point commun (99); les circonférences ne seraient donc pas tangentes ^ mais se couperaient. La réciproque est vraie :
Si deux circonférences ont un point commun sur la ligne des centres, elles sont tangentes.
Nous la laissons à démontrer.
102. Positions diverses de deux circonférences sur un même plan; relations entre la distance des centres et la somme ou la différence des rçLyons.
Nous désignerons les distances des centres par D^ le plus grand rayon par R et le plus petit par R'.
Deux circonférences tracées sur un même plan peuvent avoir l'une par rapport à Tautre cinq positions différentes que nous allons indiquer (*).
i^ Les circonférences peuvent être extérieureê Tune à Fautre.
Dans cette position évidemment, 00'> OA+O'A', c'est-à-dire :
2" Les circonférences peuvent se toucher exUrieurement.
Le point de contact étant sur la ligne des centres (101), on a évidemment 00'=OA-f- O'A , ou
30 Les deux circonférences se coupent
III
Les points d'intersection étant ainsi placés (98), on a évidemment 00'<OA+0'A, et 00'>0A— O'A, c'est-à-dire, à la fois
et
{*) Pour retrouver facilement ces cinq positions, on suppose, à partir de la première position , que Tune des circonférences restant fixe , la plus grande par exemple, l'antre 8*ayance vers celle-là; la plus petite circonférence, après avoir
IV
Le point de contact étant encore sur la ligne des centres (iOi), ■ on a évidemment 00'= OA — O'A, ou
5» Enfin les deux circonférences peuvent être absolument intérieures Tun à l'autre, sans se toucher.
On voit sur la figure que OA=00'+0'A'+A'A; d'où on déduit OA— O'A' = 00' + A'A ; donc OA— O'A' > 00', R — R' > D , ou bien
Les égalités ou inégalités (i), (2), (3), (4), (5), constituent autant de théorèmes faciles à énoncer.
Les réciproques de ces théorèmes sont vraies.
Si la distance des centres de deux circonférences est plus grande que la somme des rayons ^ D > R + R', ces deux circonférences sont extérieures l'une à l'autre.
En effet, dans toute autre position, comme on peut le voir, on n'aurait pas D > R + R'.
Si la distance des centres de deux circonférences est égale à la
été extérieure (I), viendra toucher extérieurement (H); puis s' avançant encore, eoQpera (111), puis touchera intérieurement (IV), puis enfin deviendra tout à lait intérieure (V). Si le mouvement de la petite circonférence continuait , die reprendrait les mêmes positions relatives, mais en ordre inverse. Ces positioiis sont done les seules possibles.
smnme des l'oyom , D = K + H', ces deux circonfé7*ences se touchent exférteurejnetd .
En effet, dans toute antre position^ on n'a pas D = R + R''
Et ainsi des autres réciproques.
En vue des applications, les diverses propositions qui précèdent se résument dans les énoncés suivants :
103. Conditions du contact et de l'intersection de deua: circonférences de cercles :
Pour que deux circonférences se touchent extérieurement , il faut i et il suffit que la distance des centres soit égale à la somme des ' rayons.
Pour que deux circonf&ences se coupent, il faut et il suffit que la distance des centres soit à la fois plus petite que la somme des rayons et plus grande que leur différence.
Pour que deux circonférences se touchent intérieurement , il faut et il suffit que la distance des centres soit précisément égale à la différence des rayons.
De même pour les positions (i) et (5)^
MFSURE DES ANGLES.
Théorème*
104. Si des sommets de deux angles pour centres on décrit deux oiY?* de même rayon , le rapport des deux angles est le même que celui des arcs compris entre leurs côtés.
On démontre d'abord aisément par la superposition (f^, n* 87), que si les arcs sont égaux, les angles sont égaux, et réciproquement.
Supposons ensuite que les deux arcs donnés aient une commune mesure contenue cinq fois dans y l'arc AB et trois fois dans A'B'.
\ Le rapport des deux arcs est, d'a-
JC<J_l>^n AT-'-^^iî près cela, égal à - (^. TArith.). Jolgnons chacun des sommets et 0' aux {>oints de division des arcs
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opposés; nous formons ainsi huit angles égaux entre eux^ puisqu'ils
interceptent des arcs égaux ; il y a cinq de ces angles dans AOB et
trou dans A'OfB'; le rapport de ces deux angles est donc -, le
même que celui des arcs :
AOB _ AB p f. p j. ,,.
(*) Ce raisonnement démontre la proposition pour tous les cas où il existe entre les arcs une commune mesure, si petite qu'elle soit; nous concluons de là que cette proposition est vraie en général.
Quand les arcs AB, DF n'ont pas de commune mesure , on peut démon-
* , _* AB AOB ^ , . , .
trer que les rapports r=r= , :jr=77: évalués avec la même ap-
Dr DËF
proximation quelconque sont toujours égaux (V. TArith. ,
Évaluons , par exemple, ces rapports à moins de 0,001.
Soit DK la millième partie de DF } portons cet arc DK sur
AB à parUr de A, autant de fois que possible; supposons
qu'il y soit contenu 1246 fois avec un reste IB moindre que
DK , de telle sorte qu'en portant DK une fois de plus , on
arrive en C au delà de B. Il résulte de là que AB contient
1246 , ^„ ^ 1 ^ j.. AB 1246
les j^ de DF, pas 0,001 de plus. On dit que :^ =j^ ,
à moins de 0,001.
Menons maintenant les lignes EK, 01, OC; l'angle DEK est la millième partie
de DEP; Aï valant 1246 DK, l'angle AOI = 1246 DEK= ^jj^de DEF (d'après
f)i r««leAOQ contient -355 de DEF, pas 0,001 de plus; on dit que
^ == 1?1Ë à moins de 0,001.
^ ^^ AB AOB
Le» ▼ilenw ippfochées è moins de 0,001 des rj^ppprts —, ^^ sgnt donc
égales, n en est de même évidemment de leurs valeurs approchées à moins éB «,0001, é^ 0,0001, et©.; ces rapporte sont donc égaux (AriUim., n" 309). On peut encore conclure d« cette mîmière :
Les deux rapports —, •■^~ conttranent le même nombre de millièmes, de
DF DEF
dix-mlUièmes, de cent-millièmes, etc.; ces rapports ne sauraient donc différer
ni de 0,001, ni de 0,0001 , ni en général d'une unité décimale, si peUte qu'elle
mAIi Os tooi dono éganx.
105. Mesure des angles. En se fondant sur la proposition précédente^ on ramène la mesure où Févaluation d^un angle à celle d'un arc de cercle qui est beaucoup plus facile. Mesurer un angle, c'est trouver son rapport à Tunité des angles
qui est Tangle droit. Un angle droit, AOC, qui a son sommet au centre d'une circonférence, intercepte le quart de cette circonférence; le quart A de circonférence, sous le nom de quadrant y a été pris pour unité des arcs de cercle.
Cela posé, en vertu de la proposition précédente, A06 étant un angle quelconque, on a :
ou bien
AOB AOC
AOB
AB AG
AB
1 droit 1 quadr.
Le nombre qui exprime la mesure de AOB, c'est-à-dire son rapport à l'angle droit, est égal au nombre qui exprime la mesure de l'arc AB, c'est-à-dire le rapport de cet arc au quadrant, unité des arcs.
Pour mesurer un angle quelconque AOB , il suffit donc de décrire un arc de cercle y ayant le sommet de cet angle pour centre et cmnpris entre ses côtés , puis de comparer cet arc au quart de la circonférence de même rayon. On obtient ainsi un nombre qui exprime la mesure de l'arc ; le même nombre exprime la mesure de V angle proposé rapporté à V angle droit.
Par exemple, si on a trouvé que l'arc est les | d'un quadrant, on conclut que l'angle est les f d'un angle droit.
106. Pour faciliter l'évaluation des arcs de cercle, et par suite celle des angles, on a divisé la circonférence en 360 parties égales, nommées degrés; le degré se subdivise en 60 minutes, la minute en 60 secondes. Les degrés, minutes, secondes, s'indiquent ainsi : 24^ 53' 47"; 24 degrés 53 minutes 47 secondes.
D'après cela, un quadrant est un arc de 90®.
Un nombre de degrés, minutes, secondes, désigne aussi bien un angle qu'un arc de cercle. On dit un angle de 90*^ pour un angle droit, un angle de 19° comme on dit un arc de 19*"; chacun corn-
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prend immédiatement qu'un angle de lO" est égal au f| de Tangle droit.
107. La désignation de la mesure de Tare faisant ainsi connaître immédiatement, et sans qu'aucune explication soit nécessaire, la mesure de l'angle, on dit par abréviation :
Un angle a pour mesure tel arc désigné. Par exemple :
U angle au centre d'une circonférence a pour mesure Varc compris entre ses côtés.
On dit même et on écrit qu'un angle est égal à un arc.
De l'une et de l'autre manière, on exprime simplement l'égalité des nombres qui représentent l'angle et l'arc rapportés à leurs unités respectives.
108. Angles inscrits. On peut faire servir à la mesure d'un angle d'autres arcs que ceux qui ont pour centre le sommet de cet angle. Les théorèmes que nous allons exposer à ce sujet sont surtout utiles pour la comparaison des angles d'une même figure.
Un angle est dit inscrit dans un cercle quand il a son sommet sur la circonférence et que ses côtés sont des cordes.
Un polygone est dit inscrit à un cercle quand tous ses sonmiets sont sur la circonférence.
Une figure rectiligne est dite circonscrite à un cercle quand tous ses côtés sont tangents à la circonférence.
Théorème.
109. Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés.
Il peut se présenter trois cas.
!• Un des côtés passe par le centre. Ex. : l'angle BAC.
Tirons BO ; l'angle BOG extérieur au triangle BAO est égal à la
^y somme des deux angles intérieurs non adjacents
y^-'-y'fr^ A et B (n 63) ; mais BO étant égal à AO, l'angle
// \ \ A = B; donc l'angle B0C==B + A = 2A, et
B K- jo\ j réciproquement l'angle A' est la moitié de l'angle
V I Y/ BOG. Mais BOG, angle au centre, a pour mesure ^*-L->--^ la moitié de l'arc BG intercepté entre ses côtés;
donc l'angle A a pour mesure la moitié de BC.
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Par exemple, si BC est un arc de 64®, Tangle BAC est un angle de 32°.
2° Le centre est dans l'intérieur de Tangle. Ex. : l'angle BAD.
Cet angle BAD est la somme des angles BAG^ CAD qui sont dans
le premier cas; mais BAC a pour mesure - BC ; CAD a pour me-
sure r CD; donc Tangle BAD a pour mesure 5 BC + 5 CD = - BD;
c'e$t-à-dire la moitié de Tare compris entre ses côtés. 30 Le centre est en dehors de Tangle. Ex. : l'angle CAD.
Menons le diamètre AI ; nous remarquons alors que Tangle proposé CAD est la dîflférence entre les angles CAI^ DAI qui sûïit dans lé premier
cas. CAI a pour mesure r CI; DAI a pour me-
sure 5DI; donc CAD = CAI — DAI a pourme-
sure -CI — ^DI==^CD.
Notre théorème est donc vrai en général.
110. Remarques et corollaires. Si on joint un point de Tare ^c qui limite un segment de cercle aux extrémités
D de la corde de -ce segment, on obtient ce qu^on appelle un angle inscrit dans ce segment, Ex. : ACB.
Tous les angles inscrits dans un même segment de cercle sont égaux entre eux, Ex. : ACB, ADB. En effet , tousces angles ont pour mesure la moitié du même arc AEB.
Tous les angles inscrits dans un demi- cercle sont des angles droits. En effet, ils ont pour mesure la moitié d'une demi-circonférence ou un quadrant.
Tous les angles inscinis dans un segment plus grand qu'un demicercle sont aigus, Ex. : ACB, ADB.
Sn effet, Tare Â£B étant moindre qu'unç demi-circonférence,
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-AEB, mesure de nos angles, est moindre qu'un quadrant.
Tous les angles inscrits dans un segment plus petit qtiun demicercle sont obtus, Ex. : AEB.
En effet 9 l'angle ACB qu'ils interceptent est plus grand qu'une
demi-circonférence ; - ACB , mesure de AEB , est plus grand qu'un
quart de la circonférence.
Les angles opposés d'un quadrilatère inscrit dans un cercle valent ensemble deux droits^ sont supplémentaires. Ex. : dans le quadrilatère inscrit ACBE^ on a G + E = 2 droits.
£d effet . la mesure de G est > AEB ; celle de E est - AGB ; la
sonmie C -|- E a pour mesure - ( AEB -f- AGB ) , c'est-à-dire une
demi-circonférence qui est la mesure de deux droits. La réciproque de cette proposition est vraie.
Théorème.
il i. V angle formé par une corde et une tangente a pour mesure la
moitié de l'arc compris entre ses côtés. Ex. : l'angle GDB = -CD.
Pour le démontrer, tirons le diamètre DM; il est perpendicu- M laire à la tangente AB. On a GDB =
~^^ MDB— MDC ; or l'angle droit MDB a pour
\ mesure un quadrant qui est la même chose ^ A que la moitié de la demi-circonférence
A ^-^/^ B MCD; MDB=^MCD: l'angle inscrit MDC
a pour mesure ^^^J donc l'angle GDB = MDB — MDC a pour
mesure J MCD — ^MG ou ^DC.
Qq prouverait de «Démeque l'angle ADC a pour mesure rDMC.
Théorème*
112. Un angle qui a son sommet dans Vintérieur d*nn cercle a pour mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés ^ plus la moitié de l'arc compris entre leurs prolongements. Soit, par exemple, Tangle AOB. Tirons GA; l'angle AOB exté-
. c. 4> rieur au triangle AOG est égal à la somme ^es
angles intérieurs non adjacents, A et G, qui sont inscrits dans le cercle. L'angle G a pour me-
sure - AB ; Tangle A a pour mesure 5 GD ; donc
AOB = G + A a pour mesure 5 AB + - GD.
Tltéorème.
.115. Un angle qui a son sommet hors du cercle a pour mesure la moitié de la différence des arcs compris entre' ses côtés.
Ex. : Tangle ABC a pour mesure - AC — -DE. En effet, ayant
tiré AD, nous voyons que Tangle ADG=ABD+
BAD, d'où on déduit ABD = ADG— BAD. Mais
Tangle inscrit ADG a pour mesure 5 AG; l'angle
BAD a pour mesure -^^x donc B = ADG —
BAD a pour mesure -AG — 5 DE.
Problèmeii.
114. Appliquant ce qui précède, nous allons nous occuper de la construction régulière des figures géométriques les plus simples et des opérations graphiques les plus élémentaires que l'on peut
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avoir à exécuter sur ces figures ; tel est Tobjet des problèmes que nous allons résoudre.
Pour les constructions ou opérations géométriques qui ont lieu sur une étendue restreinte , par exemple celles qui se font sur le papier (*), on fait principalement usage de quatre instruments, qui sont le compas ordinaire, la règle, le rapporteur et Véqtierre. Tout le monde connaît le compas ordinaire et la manière de s'en servir.
Il en est de même de la règle; cependant nous en dirons ici c ,,, - D quelques mots. La règle
droites sur le papier; pour cela, on place cet instrument de manière que Tun de ses bords passe par les deux points A et B que Ton veut unir par une ligne droite; puis on fait glisser» contre ce bord, de A vers B, une pointe à tracer très-déliée (crayon, plume ou tire-ligne) , qui appuie sur le papier ; celui-ci doit être bien tendu , et la pointe doit suivre fidèlement le bord de la règle.
Pour vérifier l'exactitude d^une règle , on s'en sert d'abord pour tirer une ligne entre deux points A , B, comme il vient d'être expliqué; puis on fait tourner la règle autour de la ligne AB comme charnière, jusqu'à ce que son même bord passant toujours par les points A, B^ elle soit venue s'appliquer sur l'autre côté du plan. Si la règle est exacte, la ligne AB doit suivre encore bien exactement le bord de la règle. Si la règle est défectueuse, cette coïncidence n'a pas lieu; chaque défaut étant reproduit en sens contraire, devient plus apparent en se doublant (V. la figure).
En admettant que la pointe à tracer suive bien exactement le bord de la règle, on peut^ une fois celle-ci retournée, faire mouvoir de nouveau cette pointe , le long de la règle , de A vers B ; elle devra repasser sur le même trait ; si celui-ci se double par endroits, l'instrument est défectueux.
Rapporteur. Le rapporteur est un instrument destiné à mesurer les arcs et les angles; c'est un demi-cercle divisé, ordinairement en cuivre et évidé, ou bien plein et en corne.
(*) Ce sont les seules dont nous nous occuperons présentement ; plus tard nous parlerons des applications faites sur le terrain ou dans les arts.
La deaii-circonférence est paiiagée en degrés et quelquefois en
demi-degrés; ces divisions sont numérotées dans les deux sens de 10" en 10", de à 1 80", de droite à gauche et de gauche à droite.
Le rapporteur sert à me- * Y surer les arcs et les angles; V'À il sert aussi à construire un arc ou un angle de grandeur donnée.
Pour mesurer un angle, YOX, avec le rapporteur, on fait coïncider le diamètre de l'instrument avec Tun des côtés, OY, de Pangle, le centre coïncidant avec le sommet; le second côté de Tangle vient rencontrer la demi-circonférence, soit sur une division , soit entre deux divisions. On lit alors facilement sur Pinsiarument, à moins d'un degré ou d'un demi-degré, la mesure de l'angle , qui est celle de l'arc intercepté.
Pour mesurer un arc avec un rapporteur, on joint son centre à ses deux extrémités ; puis on mesure l'angle ainsi formé comme il vient d'être expliqué.
Nous verrons plus loin comment on construit avec le rapporteur un angle ou un arc donné.
Ëqubrre* Cet instrument sert à mener des perpendiculaires, et
le plus souvent à mener des parallèles. 11 y en a en bois ayant la forme d'un triangle rectangle sur lequel est pratiqué un trou qui sert à manier l'instrument. Il y a des équerres en fer ayant la forme d'un angle droit dont chaque côté ressemble à une règle.
Pour vérifier une équerre , il est bon de s'assurer d'abord si les bords en sont bien dressés , en essayant chaque côté comme on essaye une règle. Puis, faisant coïncider l'un des côtés de l'angle
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droit avec une règle bien dressée , ou bieu avec uue droite XY
bien construite, on tire une seconde ligne, OB, le long du second côté de Tangle droit. Gela fait, retournant l'équerre, on fait de nouveau coïncider le premier côté OA avec le prolongement de XY à partir du point 0; la ligne déjà tracée OB doit encore coïncider avec le second côté de Téquerre. Si elle en paraît séparée, Fangle AOB de Tinstrument est aigu; si celui-ci recouvre OB, cet angle est obtus.
On peut d'ailleurs faire glisser la pointe à tracer le long du seMTid côté de Téquerre retournée; si le trait repasse sur la première ligne OB, l'équerre est bonne; si la pointe trace une nouvelle ligne en dehors ou en dedans de Tangle AOB déjà construit , Tangle de Téquerre est aigu ou obtus.
ProblèfMS élémentaires sur la cœistruction des angles
et des triangles.
lis* En tm point donné G d'une ligne donnée AB, construire un
angle égal à un angle donné.
Du point conune centre avec une ouverture de compas quelconque, je décris un arc de cercle KH, compris entre les côtés de l'angle -, puis du point B comme centre avec la même ouverture de compas, un arc indéfini DE, au-dessus de ACj enfin du point D comme centre avec un rayon égal à la corde de Tare HK , je trace un arc de cercle qui coupe Tare DE en I ; je mène la droite Bï. L'angle ÏBC ainsi construit est
Taiigle demafidé^ cet angle IBC = KOH» puisque Tare ID == KH.
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On peut résoudre le même problème avec le rapporteur.
Pour cela on mesure Tangle donné ; puis faisant coïncider le diamètre de l'instrument avec ABC, le centre étant sur B, on marque un point I sur le papier, à côté de l'endroit de la circonférence où finit Parc intercepté entre les côtés de Tangle ; on tire la droite Bl. L'angle EBG = , puisque ces deux angles ont la même mesure.
ProMtoieo
118 bis. Étant donnés deux angles B, C, d'un triangle y construire le troisième.
Le troisième angle cherché est le supplément de la somme des
deux autres. En un point d'une ligne XY on fait d'abord un angle lOY == B ( n° li5 ); puis avec 01 conmie premier côté, au point comme sonmiet on construit un second angle H0I = C; l'angle HOX, qui se trouve alors à gauche, est le troisième angle cherché ; car il est le supplément de la sonune HOY
des angles donnés.
Avec le rapporteur on résout aisément ce problème. On prend la mesure de l'angle B ; puis faisant coïncider le diamètre avec XY, le centre étant en 0, on marque un point I à côté du point de la circonférence où finit la mesure de l'angle B ; c^la fait, on mesure l'angle C ; puis on transporte l'instrument de manière que le centre étant en 0, le demi-diamètre coïncide avec la droite 01; puis on marque le point H où finit la mesure de l'angle G; enfin on tire OH, ce qui produit l'angle HOX , qui est évidemment l'angle cherché , supplément de B -|-G f).
(*) On peut aussi, mesurant successivement les angles B et G , Tun à partir du demi-diamètre de droite, Tautre à partir du demi-diamètre de gauche, marquer en I et H les extrémités de ces mesures quand le diamètre du rapporteur esi sur XY , puis tirer les droites 01, OH ; l'angle lOH est alors Tangle chercbé.
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Problème.
116. Construire^ un triangle connaissant deux de ses côtés et l'angle compris.
Soient a, b les côtés donnés, G Tangle donné. On construit, avec
ou sans rapporteur, un angle XCY = Tangle G donné; sur l'un des côtés GY on prend avec le compas une longueur GB = a, puis, sur GX une longueur GA = 6; on mène ensuite la droite AB; le triangle AGB ainsi obtenu répond évidemment à la question.
Ce problème est toujours possible.
Problème*
117. Construire un triangle connaissant un côté et deux de ses
angles.
Soient a le côté donné, B et G les angles donnés. Il peut se présenter deux cas :
i® Les angles donnés B et G sont adjacents au côté donné a;
dans ce cas on prend sur une ligne indéfinie une longueur BG=o; au point B de BG on fait, avec ou sans rapporteur (H5), un angle GBE = rangle donné B; puis, au point G de la même ligne, on fait Tangle BGD = G ; les deux lignes BE, GD se rencontrent en un point A; on a ainsi un triangle ABG, qui répond évidemment à la question. 2» Si Tun des angles donnés , B par exemple , est adjacent au côté donné, et l'autre G, opposé, on construit le troisième angle comme il a été expliqué n° ii^ bis; puis, avec le côté donné , Tangle B et Tangle trouvé , on construit le triangle comme il vient d'être indiqué (i*»).
Autrement - Sur une ligne indéfinie on prend une longueur BG égale au côté donné ; on fait au point B un angle GBE égal à l'angle
adjacent donné A ; en un point quelconque de BË on fait un angle BIH égal à Tangle opposé G; puis on mène par le point C, à Taide d'une équerre, une parallèle CD k IH.
Remarque. La somme des angles de tout triangle étant égale à deux droits^ pour que notre problème soit possible, il faut que la somme des deux angles donnés soit moindre que deux droits. Si cette condition est remplie, le troisième angle peut être construit, et en opérant comme précédemment, on obtiendra certainement deux lignes BE, CD, qui se coupent.
Problème*
ilB. Construire an triangle dont on donne les trois côtés a,
On prend sur une ligne indéfinie une longueur BC = a ,- puis du
pmnt B comme centre avec une ouverture de compas égale à 6 on décrit un arc de cercle ; du point G comme centre avec un rayon égal à c, on décrit un autre arc de cercle; cea deux aiH» se rencontrent en un point A; on mène les droites BA, CA ; on a ainsi un triangle ABC qui répond évidem- Bsent à la question.
Remarque. Pour que notre problème soit possible , il faut que l'un quelconque des côtés soit moindre que la somme des deux autres, et pl^s grand que leur différence ; car il ne peut exister de triangle pour lequel ces conditions ne seraient pas remplies. Si d^ailleors le plus grand côté a est moindre que b-^c, on obtient, en opérant comme nous l'avons fait, deux arcs qui se coupent en A (403) , et le triangle peut toujours être construit.
Problème*
119. C^nstraire un triangle, connaissant deux côtés et f angle opposé à Vun • deux.
Soient a, h \e$ eûtes donnés, et l'angle Â donné opposé à a. On construit un fuagle XÂY égal à l'angle donné A ; sur l'un de ses côtés ÂX , on prend une longueur AC égale au côté donné adjacent h; puis du point B comme centre avec
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on rayon égal à a on décrit un arc de cercle qui coupe généralement le second
côté AY de Tangle ; soit B un point de rencontre ; on mène la droite GB, et on a ainsi un triangle GAB, qui répond à la question ; car il a l'angle donné et les côtés donnés , disposés comme on Ta demandé.
Discussion. Ge problème n'est pas tou- ^ /JB Y jours possible ; et quand il est possible , il
a quelquefois deux solutions. Nous allons , pour nous exercer à une discussion
géométrique^ examiner les différents cas qui peuvent se présenter. Observons d'abord qu'avant d'employer le côté a opposé à l'angle donné A, on a déjà construit l'angle donné XAY et pris AC = b. On peut abaisser du point G sur AY la perpendiculaire GD ; supposons cette perpendiculaire abaissée ; le côté a devra partir du point G et atteindre AY; donc il ne saurait être
moindre que CD , qui est la plus courte ligne qui puisse aller de G à AY ; donc
l* on doit avoir a ^ GD ; si cette condition n'est pas remplie , de quelque manière qu'on s'y prenne, on ne pourra faire un triangle avec les données ; si on opère comme nous l'avons fait, il arrive que l'arc de cercle décrit n'atteint pas AY. Supposons donc cette condition remplie , et a au moins égal à GD ; snpposons-le même , en général , plus grand ; alors a est une oblique allant de G à AYy at on peut placer deux de ces obliques Tune à droite, l'autre à gauche de CD. Gela posé, il peut se présenter trois cas : 1^ l'angle donné A est obtus; t* il 6Bt droii; 9* il est aigu.
1« A est ohiui ; dans ce cas, l'oblique égale à a, située à gauche de CD, ne
peut convenir ; car elle est vis-à-vis de X \ l'angle XAZ, qui n'est pas l'angle donné
l'oblique de droite ne pourra convenir qu'autant que son pied dépassera le point A ; et pour cela il faut que l'on ait a plus grand que l'oblique b déjà construite ; alors l'arc de cercle atteint AY en un point B , tel que le triangle GAB réponde à la question. Donc si A est obtus, il n'y a qu'une solution , et pour qu'elle existe , il faut que le côté donné opposé a soit plus grand que b ; ce que l'on pouvait prévoir, puisque l'angle A est le plus grand des angles du triangle.
2* L'ai^ A est droit; alors CD et b se confondent; si donc le côté a est Tfikaê grand que b , la construction indiquée donne deux obliques égales à a , l'une à droite, l'autre à gauche, qui produisent deux triangles GDB, GDB' identiquement égaux; ce qui ne fait qu'une solution.
8* CAS." A aigu. Dans ce cas , si a est égal à la perpendiculaire CD , l'arc de cercle décrit touche en D la ligne ZAY» et le triangle rectangle CAD répond à la
question ; si a est plus grand que CD , l'oblique de droite égale à a conyient
toujours, et fournit une première solution de la question. Si a est en même temps moindre que h, ex. CBi , en prenant DB',=DB, , et joignant CB, , CB', , on a deux triangles CABi , CAB'j, qui répondent tous deux à la question ; car
•g' /j^/b'' T) \b '\B ^B ^'^ ^"^ chacun l'angle donné et les deux
^ ^^ côtés donnés disposés comme il est
demandé. La construction indiquée fournit ces triangles, Tare de cercle passant en Bi et B'.. Si le côté a=h. Tare de cercle vient passer en A, et les deux obliques égales à a ne fournissent qu'un seul triangle isocèle CAB,. Enfin, si a est plus grand que &, la deuxième oblique dépasse CA vers la gauche, et le second triangle CAB'3 ne convient pas , puisque l'angle CAB'a n'est pas l'angle donné; mais le triangle CABj est une solution. Ainsi, dans le cas de A aigu, il y a toujours une solution si a est au moins égal à la perpendiculaire CD; il y en a même deux dans le seul cas où a est en même temps plus petit que h. Nous avons examiné tous les cas qui peuvent se présenter.
Problème.
T7^acé des parallèles.
HO. Par un point donnée^ mener une parallèle à une rfroiVeAB.
Je joins le point C à un point quelconque, D de AB; puis je fais
,^ avec CD au point C un angle DGH
Q r-xr: 1^ égal à Tangle CDE (il 5) ; ces angles
y ^ *- .^ / égaux GDA, DGH ayant la position î .Iii=^L___ d'angles alternes internes par rapport à la sécante GD, les lignes AB, CH sont parallèles (59).
Pour construire Tangle DGH = GDA, on peut employer le rapporteur, ou bien . faire comme il a été expliqué nMiS; du point D comme centre on décrit un arc GE qui s'arrête sur AD ; puis du point C comme centre, avec la même ouverture de compas^ on décrit Parc indéfini DI, au-dessus de AB; puis du point D comme centre avec un rayon égal à la corde de CE on décrit un arc qui coupe DI en H; enfin on mène la droite CH, qui est la parallèle cherchée (CE = DH et GDA = DCH) .
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Emploi de Véquerre, Les parallèles se mènent le plus souvent à
Taide de Téquerre, comme il suit:
on pose réquerre sur le papier^ de manière que son hypoténuse coïncide avec la droite AB, à laquelle 315^ on veut mener une parallèle; puis, adaptant une règle contre le côté A£ de l'angle droit, on fait glisser Téquerre, en maintenant la règle fixe, jusqu'à ce que son hypoténuse vienne passer par le point C donné; on tire une ligne A'CB' le long de cette hypoténtïse; A'CB' est la parallèle demandée ; car Tangle B'A'E' est le même que BAE, et ils ont la position d'angles correspondants.
Remarque. Pour qu'on puisse mener ainsi des parallèles, il n'est pas nécessaire que le plus grand angle de l'équerre soit exactement droit; il suflSt évidemment que les bords en soient bien dressés et vérifiés comme le bord d'une règle.
Tracé des perpendiculaires.
Problème.
121 . Diviser une droite donnée AB en deux parties égales. Du point A conmie centre avec un rayon quelconque plus grande
à vue d'oeil, que la moitié de AB on décrit deux arcs de cercle, l'un au-dessus, l'autre au-dessous de AB, comme il est indiqué; puis du point B comme centre, avec la même ouverture de compas, on décrit de même deux arcs de cercle qui coupent respectivement les premiers, l'un en C, l'autre en D ; on joint C et D par une ligne droite qui rencontre AB en I ; le point I divise la droite AB en deux parties égales. En effet, il résulte de la construction que chacun des points G, D est également distant de A et de B; ces deux points appartiennent donc à la perpendiculaire élevée au milieu de AB (45) ; cette perpendiculaire n'est autre que CD, puisque deux points déterminent une ligne droite.
Rkharqub. Les deux arcs soit au-dessus de AB, soit au-dessous, se coupait, puisque chacun des rayons égaux kC^ GB étant plus
grand que - AB, leur somme AC + CB est plus grande que AB,
distance des centres des deux arcs (i03].
Ayant divisé AB en deux parties égales , on peut^ en opérant de môme^ diviser AI, puis IB^ chacun en deux parties égales; puis encore chaque nouvelle partie en deux , et ainsi de suite. On sait donc diviser une droite enâ^ en 4^ en 8^ en 16... parties égales.
122. Diviser un arc ou un angle donné en deux parties égales. Soit AB Tare donné; on joint les extrémités A et Bj puis on
construit . comme il vient d'être indiqué^ une perpendiculaire IH, qui divise I4 corde AB en deux parties égales; IH perpendiculaire au milieu de la corde AB pa^se psur le centre 0, et divise Tare AB en deux parties égales ^(91).
^ Pour diviser un angle donné AOB en deux
A^ parties égales, on décrit, de son sommet
comme centre, un arc AB compris entre ses côtés; on mène la corde AB; puis on abaisse de une perpendiculaire sur AB, laquelle divise Tare AKB et Tangle AOB chacun en deux parties égales ; AK = KB ; donc AOK==KOB.
RpuRQUE. La même perpendiculaire OK divise la corde, Tare, Tangle, le secteur et le segment, chacun en deux parties égales.
Problème.
123. En un point donné G d^une droite donnée AB , élever une perpendiculaire à cette droite.
Je prends sur AB à partir de G deux longueurs égales GI , GH;
(puis j'opère comme si je voulais diviser IH en deux parties égales par une perpendiculaire); du point I comme centre avec un rayon plus grand que IG je décris deux arcs de cercle , Tun au-dessus, l'autre au-dessous de AB ; puis du point H, avec le même rayon» deux autres arcs
Il B
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qui feAcontrent les premiers aux points D et Ë; la droite DE qui passe a|i point G est la perpendiculaire demandée. En effet, chacun das pdnts Ë, D^ étant paiement distant des points I et H ^ la droite DE est perpendiculaire à IH en son milieu C^ ou à AB^ qu art b ligne lU prolongée.
Rekarque. Si le point G était à Textrémité d'une droite qu'on nt
pim» pas prolonger y on élèverait une perpendiculaire à cette
draitQ en un autre point quelconque ; puis on mènerait par le point
Cl ima paniUèle à cette perpendiculaire , à Taide de Péquerre (i^)«
On peut aussi opérer comme il suit : du point pris quelcon-
que au-dessus de CB comme centre^ avec le rayon OC, on décrit une circonférence qui rencontre la droite donnée en G et en E ; on mène le diamètre EOH, puis on tire GH, qui est Q Nt,.,,,-^^^ "b la perpendiculaire demandée; en
efifet^ Tangle UCE inscrit dans un demi-cercle est un angle droit.
emploi 4ê V4qu9rre. Quelque part que soit le point donné G^ on «inipl^ Iti, çou»\ifuc^m en employant une équerre vérifiée exacte. Ptaçant lo wmxf^^ 4e Tangle droit de l'équerre en G, on fait coïncider Tm 4oft odté^ ftvec la droite donnée ; puis on tire le long du seoond côté de Tauc^e droit une ligne y qui est évidemment la perp0P(}i(Hll^e denwidé^.
Mais^ nous le répétons , il faut^ pour opérer ainsi ^ une équerre vérifiée,
rrolili^me.
124. Abaisser d*un point G donné, hors dhme droite AB, une perjiWiiculaire à cette ligne.
Ou point donné G coum^e centre , avec un rayon suffisammei
grand , on décrit un arc de cercle qr .^c rencontre la droite AB en deux points
^^ DjE; de D comme centre, avec un
rayon plus grand que la moitié de DE , ""ïT on décrit deux arcs de cercle, Tun audessus, l'autre au-dessous de AB,- puis é^ 'H de E comme centre, avec la même ouver-
ture de compas ^ on décrit deu^^ autres
arcs de cercle qui rencontrent les .premiers en I et H; les trois points G^I^H étant également distants de D et E^ si on joint IH^ on a une droite IH passant par le point G^ et perpendiculaire à DE en son milieu^ et par suite à AB.
Emploi de Véquerre. On simplifie la construction en employant réquerre, pourvu que ce soit une équerre vérifiée.
On dispose l'équerre de manière que Tun des côtés de Tangle droit glissant sur AB , l'autre vienne passer par le point G; alors en tirant une ligne le long de ce second côté ^ on a la perpendiculaire demandée.
ProMème.
125. Décrire une circonférence guipasse par trois points donnés. Ce problème est complètement résolu p. 45, n*» 97. Circonscrire une circonférence à un triangle donné ABG. C'est le même problème ; on doit faire passer une circonférence par les trois points donnés A, B, G, non en ligne droite. Ayant mené les perpendiculaires DO, FO à AB, BG^ en leurs
milieux, nous avons fait voir que OA=OB =0C; de OA=OG on conclut qoè le point appartient à la perpendiculaire élevée au c milieu du troisième côté AG. De là ce théorème : les perpendiculaires élevées aux milieux des trois côtés d*un triangle passent au même point.
Problèiiie.
1 I^G. Inscrire une circonférence dans un triangle donné. Je suppose le problème résolu ; soient le centre de la circonférence demandée; E , I , D, les points de contact a?ec les trois côtés du triangle; les lignes OE, 01, OD, sont des perpendiculaires à AB , AG , BC, égales entre elles conmie rayons; le centre de la circonférence à construire devant être également distant de AB et AG , se trouve sur la bissectrice de Tangle ABG (48) ; je mène cette bissectrice AO (122) ; ce même point devant être également distant des lignes AB, AG , se trouve sur la bissectrice de Taugle ABG ; je mène cette bissectrice BO. Les deux bissectrices se ren-
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contrent en ; abaissons de les perpendiculaires 01, OE, OD ; étant sur AO, on a OI = OE; étant sur OB, on a OE=OD; donc 01 = OE = OD ; DeO comme centre , je décris une circonférence avec OE pour rayon ; cette circonférence touche évidemment les trois côtés aux points E, I, D.
G^est la seule circonférence que l'on puisse inscrire ; en effet , il résulte du raisonnement que nous avons fait en commençant , que toute circonférence inscrite ne peut avoir pour centre que le point commun aux bissectrices , lequel est unique.
Remarque. Le point 0, point de rencontre des bissectrices AO, BO, étant tel que 0! = OE =0D, à cause de 01 = OD, se trouve sur la bissectrice de Tangle BGA : donc les bisseetrices des trois angles d'un triangle concourent au même point.
En prolongeant chacun des côtés du triangle dans les deux sens , et considérant les espaces tels que HBGK, on voit, en menant les bissectrices qui rencontrent au même point AO prolongée , qu'on peut inscrire dans chacun de ces es paces une circonférence tangente à la fois aux 3 lignes, AB, AC^ BG prolongées indéfiniment. 11 y a 3 espaces de ce genre en dehors du triangle ABC ; on peut donc décrire 4 circonférences tangentes à 3 droites AB, AG, AD, qui se coupent deux à deux; les 3 dernières indiquées sont dites ex-^nscrites au triangle ABG.
Problème.
127. Mener une tangente à une circonférence par un point A donné sur cette circonférence.
Il suflSt évidemment de joindre le centre au point donné A, et de mener, par le point A, une perpendiculaire à ce rayon (à Taide du compas ou de Féquerre ).
Problème*
128. Par le point A extérieur à un cercle mener une tangente à sa circonférence.
Je joins le point A au centre 0, puis je divise la droite OA en
,.'- -.,, deux parties égales; du milieu I
•^^ — .,^/B '\ comme centre , avec le rayon 10 = TA
^/^ // nT^^-*-.,.^^^^ \ je décris une demi-circonférence qui
I of t — ----.~J^^^5>iA rencontre la circonférence donnée
V ^^ 5^---"^'"""^ / en B et en C; je tire AB,AG; chacune
J^>^ \c^ de ces lignes est tangente à la cir-
' * • '' conférence donnée.
70 KOVAS DE GÉOMÉTRIE.
En effet, si on inène le rayon OB, on forme nfl ângie OBA qui est droit; car il est inscrit dans une detni-drconférence {ltO];la ligne AB perpendiculaire à l'extrémité du rayon OB est une tait* fente menée de A à la circonférence donnée 0; il en est de ménie de la ligne AC.
AB et AC sont les icules tangentes que I'od puisse mener du point k k «Mb tinootèteDW ; en eïïet, s'il y en iTalt ana troltlèiM, oell»^ ■arall «M pMnt de eontiot en un e«ruin point N de l'are BMC , on m un potnl M d* l'are BHCi ImaslDans menéi e«tle tangente et le rajon ON ; i'angla ONA qVl «mit IM
sommet datie TintéTleur de la circonférence I , aurait pour mesare - OBA , 'oïl
un quadrant, plus la moitié de rare compris entre sescAtCs prolODiii ■B»ai»iia de K; cet angle ONA seraltOMUs; la ligna AN, n'ManipaiptriMwUniWM «Il rayon ON, ne serait pas tangente. On prouf e de même qo'uM Ugne AH aUwt de A A on point de rare AHB ne pent être tattgenWt l'wsle AMOMMt tf|lik
ll!9. Mmer jme tangente commune à deux cercles. Une tangente commune peut être extérieure aux deux circonférences, c'est-à-dire les laisser toutes deux du mAme edté, ex. : AA' ; ou bien iniirieure, passant entre les deux ciTeMifénncn qu'elle sépare enUèremeilt l'une de l'autre, ex. : CSC.
Supposons menée une tangente commune extériem-e AA', et les deux rayons OA, O'A' aux points de contact ; si on mène par le point 0' une parallèle 01 à la tangente A'A, cette ligne 01 , ren-
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contrant OA^ en détache une partie IA=0'A' et laisse au-dessous une seconde partie OI=OA— O'A'; comme d'ailleurs 01 parallèle à AA' est^ comme celle-ci^ perpendiculaire à OA, il résulte de là que si du point comme centre, avec un rayon égal àOI=OA — O'A'^ on décrit une circonférence, cire. 01, celle-ci aura pour tangente cette parallèle O'I menée du centre O' à la tangente commune. Or k circonférence 01 peut être tracée, on peut lui mener une tangente par le point 0'; évidemment une parallèle AA' à cett» tang^ite 01, menée à une distance lArriO'A' sera une tangente oomintine; car elle sera perpendiculaire aux extrémités de deux rayons parallèles OA, O'A'. De là cette construction :
PûHit mener ur^ tangente commune extérieure à deux cireonfé^ réftaeê données et 0', du centre de l'une avec un rayon égal à ta di/féfimcê dé leurs deux rayons , on décrit une circonférence, cire, 01 J du centre 0' de l'autre circonférence , on mène les tangentes 01,0'K à ûêftê nouvelle circonférence 01; puis^ aux points de contact, les rayons 01, OK, que l'on prolonge jusqu'à la grande circonférence en A et B; par ces points A, B on mène successivement des parallèles AA',BB' aux tangentes 01, 0'K; AA', BB' sont deux tangentes communes extérieures aux circonférences données, les seules qu'on puisse mener (*).
Car AA', BB' remplissent chacune les conditions indiquées par l'analyse précédente, et peuvent seules les remplir.
Soit maintenant une tangente commune intérieure CG; menons les rayons OC=:R, 0'C'=R' et prolongeons O'C jusqu'à OM parallèle à GC menée par le centre ; &M. est perpendiculaire à OM; déplus 0'M=0'C'+(yM=0'G'+OC=R'+R; si donc de 0' comme centre avec un rayon égal à la somme des rayons , O'C'-fûC, des circonférences données, on décrit une circonférence, celle-ci aura pour tangente cette parallèle OM menée de
(*) €eax ffùi préfètent la méthode synthétique commenceront par indiquer cette construction , qu'ils pourront justifier à posteriori comme il suit :
De ce que 0l = R — R' = R — lA, on conclut que IAt=R'; si on mène O'A' parallèle à OAi la figure lO'A'A est un parallélogramme, et même un rècfallf i0i puisque l'angle I est droit (01 tangente] ; de sorte que O'A' = lA sR' | donc AA' est perpendiculaire aux extrémités des rayons OA , O'A' des deuit oifDoiiléreBMs ; c'est donc une tangenta commune à ces deux courbea^
On démontre de même pour BB'.
à la tangente commune CC'. Or cette circonférence de rayon, R-f H'^ peut être construite immédiatement; on peut lui mener de une tangente OM ; évidemment une parallèle à cette tangente OU, menée entre les deux centres et 0', à la distance MG=.OC, sera une tangente commune^ car elle sera perpendicuhûre aux extrémités de deux rayons parallèles. De là cette construction :
Construction. Pour mener une tangente commune intérieure à deux circonférences données et 0', de l'un des centres C avec un rayon égal à la somme des rayons donnés, R-j-R'^ on décrit une circonférence y cire. O'M, à laquelle on mène, du centre de l^autre circonférence donnée, des tangentes OM,OL; on joint le centre 0' à chaque point de contact M ou L; ces lignes (VM, Oli rencontrent cire. 0' en G et h'; par G et D' on mène successivement des parallèles GC, D'D à OM et OL j C'C et D'D sont deux tangentes. communes intérieures à cire. et cire. 0', les seules qu^on puisse mener (*); car ces deux lignes remplissent seules toutes les conditions indiquées par l'analyse précédente.
Discussion. Notre raisonnement prouve , dans Tun et l'autre cas, qae les tangentes extérieures ne peuvent exister sans les tangentes O'1, 0^, et réciproquement; ni les tangentes intérieures sans les tangentes OM, OL, et réciproquement. Il n'y a donc pas d'autres tangentes communes possibles que celles que nous avons indiquées.
Pour que les tangentes O'I, O'K puissent être menées, il faut et il suffit que le centre 0' ne soit pas intérieur à la circonférence décrite de comme centre avec un rayon égal àR — R\ c'est-à-dire que Ton n'ait pas la distance des centres D<R— R'.
De même,, pour que les tangentes OM, OL puissent être menées , il fout et U sufdt que le centre ne soit point intérieur à la circonférence décrite du centreO' avec le rayon R + R'j c'est-à-dire que l'on n'ait pasD<R + R'. Cela posé « on peut résumer ainsi tous les cas possibles.
1** Si les circonférences données sont extérieures l'une à l'autre , on a D > R+R', et d fortiori D > R— R' ; on peut donc alors mener îm 4 tangentes communes.
4* Si les circonférences se touchent, D=R+R'; etD>R— 'IV; la circonférence O'M passe par ; les deux tangentes OM , OL se réduisent à une seule ; il y a une seule tangente intérieure et deux extérieures.
{*) Ceux qui prérèrent la méthode synthétique pourront commencer par faire les constructions indiquées , qu'ils justifieront ensuite comme dans le premier cas.
De ce que O'M = R' + R = O'C + CM , on conclut CM -= R , etc. , comme dans le cas précédent.
LIVRE II
Z*" Si les deux circonférences données se coupent, D < R + R' ; les deux tangentes intérieures n'existent plus; D >R — R'; on peut construire deux tangentes extérieures.
4« Si les deux circonférences données se touchent intérieurement , comme on a D=R — R', D<R+R', il n'y a plus qu'une tangente commune, laquelle est extérieure; 01 et O'K se confondent.
5« Enfin , si les circonférences sont intérieures l'une à l'autre sans se toucher, on a à la fois D < R— R', D<R+R'; il n'y a plus de tangentes communes^ eomme on devait s'y attendre.
Problème*
150. Décrire sur une ligne donnée un segment de cercle capable d'un angle donné;
C'est-à-dire un segment tel que tous les angles qui y sont inscrits soient égaux à un angle donné.
Je tire une perpendiculaire IR au milieu de AB^ puis je fais en
B avec AB un angle ABC égal à l'angle donné M (115); au point B j'élève sur CB une perpendiculaire BF à BD; cette ligne rencontre IK au point 0; du point comme centre, avec le rayon OB, je décris une circonférence qui passe c en A et en B; le segment ANMB
de cette circonférence est le segment demandé. En effet, l'angle ABC = M a pour mesure la moitié de Parc AB; or chacun des angles , tels que M et N , inscrits dans le segment ANMB , a la même mesure.
Ce problème est toujours possible.
Le segment inférieur est capable d'un angle supplémentaire de Tangle donné M.
Remarque. Varc ANMB est le lieu géométrique de tous les points du plan situés au-dessus de AB, tels que si Von joint chacun d'eux aux points k efQ par des droites , on ait un angle égal à V angle donné.
On voit facilement, en effet, que si on joint A et B à un point intérieur ou extérieur à ce segment, on obtient un angle ayant
une mesure plus grande ou plus petite djfxe ^ AB, tnetore d« AMBsfiM.
IFmMÊèmm.
151. Trouver sur un plan un point M tel que deux lignes données, ^B, BC , soient vues de ce point sous des angles donnés , par exemple : AMB = 60«, BMCs=:IB*.
Il résulte de la dernière remarque que le point M doit se trouver
sur Tare du segment capable d'un angle de
y"""7^>^^\ 60° construit sur la ligne donnée ASj je
/ y4 V \S ç construis donc sur AB un segment (^{>aMê
I x VM ^ d'un angle dé 00^; dé même je CMstmb sur
^ ^ AB un segment capable d'un angle de 48*^;
le point M se trouvera sûr le nouvel arc. tï sera donc à la reâccnltre des deux arcs {%
D€ la fplui grande oomfnune mesure de deux lignes,
1. P«uT étaliier exactement le rapport de deux lignes , il faut connaître une coaunune mesure de ces lignes , c'est-à-dire une ligne qui soit contenue un nombre entier de fois dans chacune d'elles.
St deiix llgttes A et B ont une cofttmune mesure G , elles en ont une infinité; éH èffM, toutes len parUtto aliquotei de eette ligne G (ta BMàé^ i#B titra ^ son quarts elc») tout autant de communes mesures de A et B ; le quart de G, par exemple, est contenu dans Â ou B quatre fois autant de fois que la ligne G ede même.
2. Parmi toutes les communes mesures que peuvent avoir deux lignes A st B| la plus grande est la plus importante et la plus facile à détermlnet; e^est d'ail-
(*) Si la somme de l'angle ABC (des droites données) et deç deux angles donnés àMB, BMG valait deux droits, le problème l)iroi)08é aurait nJHêlÀftllHé de sottitiond. Les deux cbiistructlona de segments eapables ptodulfalstit Ui É|Élh# circsnrérence passatlt par A« B, G, dont tous les pointa IntérisuriàftÉgle AiC répondraient à la question. Gela tient à ce que dans le quadrilatère ÀMGB la somme des angles opposés AMG + ABG==2 droits; il résulte de là que ce quadrilatère est inscriptiblë dans une circonférence , qui est aloirs la drèdnféréâéé unl^tie passant pàt léé ttois polrtts A, B, Ê.
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lôutt de 6êUe-là que déritent toutes îés âutws (V. cUpfes n« 7) (•). Potir tfouvet là pttid gfuide commune mesure de deux ligues dotulées, on taiâonue et oti opétè éiâcteoiebt comme pour trouver le ptûâ graiid commun divtseùt de deux fiomfetes ; séulemetat les divisions se fbnt ici â Tâide dn comi»a8.
Soit 6 la plus petite des 2 lignes données : si 6 était éonténûè un nombre entief de fois dans Â, B serait évidemment la plus grande cOmjUune mesUfê. On éAX donc conduit à porter, avee lé compàâ, la ligne fi sur la ligne Â autant de folâ ^Ue possfi>le. Supposons qu^elle y sôit contenue 3 fois avec tin réfttè ft :
Totttè enmmUttè meeÉUire de Â et dé B M contenue un nombre entier de fbis diUs ai, «I pài* suite dan* R; c'est une commune mesuré de B et de R. Réel'' pfoqUMiettt, toute commune mesure de B et de h est éontenue un nombfé èihtier de fois dans 3B , et par suite dans A ; c'est une commune mesuri dé A ël de B. T^mtes les communes mesures de A et B étant les mêmes , chacune à chacune» que les communes mesures de B et R, la plus grande parmi les unes est la plus grande parmi les autires.
La irfai grande commune mesure de deux lignes données A et B, est donc la même (|ue la plus grande commune mesure de la plus petite des deux et du reste 9 R, de leur division.
P^nt tfouver la plus grande commune mesure de fi et de R , on pollefa ttec lë compas la ligne R sur B autant de fbis que possible. Supposons qu*elhi y suit contenue 2 fois avec un reste R' :
Le même raisonnement conduit à porter la ligne R' sur R autant de fois que possible; supposons qu'elle y soit contenue 5 fois avec un reste R^:
R=5R'+R", etc. (3)
On continue atosi Jusqu'à ce qu'un reste soit contenu exactement dans le pré-
cédeaU
D Msiâli #9 ce f alBonnement que si les deux lignes donné» A et B tel une commune mesure appréciable au compas , on trouvera leur plus grande commune mesure en opérant comme il va être indiqué.
3. ftÈGLE. Pour itouver la plits grande commune mesure de deux lignes iumà^ÉÊ à tl B; «H porie eme U eompo» hl pim petUte H^e, B jjKir fMMpie, met
n En frenant la plus grande commune mesure de deux lignes pour unité, on obtient là phi$ simple etpression dn rapport de ces lignes ; en elfet, eeité mesure e|t celle qui est contenue 1^ molps de f(^s dans (diacii|ie de^i ligcPes doi^
la plus ffrande, autant de fois que possible; si elle y est contenue un nombre entier de fois exactement, cette pliu petite ligne est la plus grande commtme mesure cherchée. S'il y a un reste R , on porte avec le compas cette ligne R lur B autant de fois que possible ; si on obtient ainsi un deuxième reste R', on porte la ligne R' sur R autant de fois que possible, et ainsi de suite jusqu'à u que Vune de ces divisions se fasse sans reste , ou bien que le reste devienne si petit qu'on ne puisse plus le porter avec le compas sur le reste précédent. Si k premier cas se présente , le dernier reste trouvé est la plus grande commuine cherchée des deux lignes données. Dans le second cas, on conclut que les deux lignes données n*ont pas de commune mesure aussi grande que le dernier reste, si elles en ont une.
4. Quand ces opérations ont fait connaître la plus grande commune mesure de deux lignes A et B, si on veut connaître leur rapport , on exprime par one égalité le résultat de chaque division ; puis on fait usage conune il suit des égalités que Ton a écrites :
On remonte de la dernière égalité à la première , en remplaçant chaque ligne qui entre dans une égalité quelconque par le nombre de lignes R'" qu'elle renferme. On a ainsi successivement
De ces valeurs de A et B on conclut que
5. Pour trouver la plus grande commune de deux arcs de cercle de même rayon , et par suite leur rapport, on opère exactement de la même manière qne pour deux droites.
r* Remarque. De ce que R" est la plus grande conmiune mesure des lignes
OC
A et B , il résuite que -— est la plus simple expression du rapport de ces
deux lignes (F. la note précédente).
2* Remarque. L'emploi d'une autre commune mesure quelconque de A et B
devra donner pour valeur de - une fraction égale à — -; celle-ci étant irrédue-
tible, toute fîraction égale aura pour termes des équimultlples de 356 et 103;
supposons que pour une conunune mesure m, on trouve — = ; 1068 =
3&6X3; 809 = 103X3; A = 356X3m; B=103X3m; donc 3m=M.
LIVRE II
La commune mesure m est une partie aliquote de la plus grande commune M ; ceci est général.
Toutes les communes mesures de deux lignes sont les parties aliquotes de leur phu grande commune mesure.
Des lignes qui n^ont pas de commune mesure.
JIS9. 11 peut arriver que deux lignes a et & n'aient pas de commune mesure, soient incommensurables entre elles. La définition ordinaire (136) ne peut s'appliquer au rapport de ces deux lignes; alors on se dirige d'après les considérations suivantes.
La centième partie de h est contenue dans a un certain nombre de fois , au phu; 84 fois par ex. ; a contient les 0,84 de h, pas 0,01 de plus.
La millième partie de 5 est contenue dans a un certain nombre de fois, au pUu; 847 fois par ex. ; a contient les 0,847 de b, pas 0,001 de plus.
La dix-millième partie de h est contenue dans a un certain nombre de fois, au plus; 8475 fois par ex. ; a contient les 0,8475 de 5, pas 0,0001 de plus.
Et ainsi de suite.
a Le rapport de a à 5, - est la limite des nombres 0,84, 0,847 , 0,8475, etc.,
ainsi obtenus (*).
On dit que le rapport - est 0,84 à moins de 0,01 ; que c'est 0,847 à moins de
OyOOl; 0,8475 à moins de 0,0004; etc. {**).
Dans les applications et les calculs on remplace chaque rapport incommen-
snrablfrpar une de ses valeurs commensurables indéfiniment approchées. Ex. :
a Le rapport - ci -dessus se remplace par l'un des nombres 0,84, 0,847,
0,8476, etc. (•••).
Considérant dans les raisonnements les rapports incommensurables comme ainsi remplacés , on leur attribue toutes les propriétés des rapports ordinaires
(*) Ces nombres ont une limite ; car chacun d'eux est inférieur à 0,85 , ou à 0,848.
(••) Soient o'=0,84&; o" = 0,847&; o'"=0,8475&, etc...; o', o",o"'... sont des lignes commensurables avec 5, qui diffèrent de moins en mohis de a, et finissent par en différer d'une longueur moindre que toute ligne donnée, si petite qu'elle soit. Ces lignes a', a", a'" ont donc a pour limite; or 0,84 , 0,847 , 0,8475... expriment les rapports de ces lignes comparées successivement à la
a même ligne 5. C'est pourquoi on définit r- la limite vers laquelle tendent ces
rapports commensurables r- = 0,84 ; -j- = 0,847 ; -r- = 0,8475.
(***) Ce qui revient à remplacer la ligne a par l'une des lignes de plus en plus approdiées 0,845$ 0,847& ; 0,84756, etc., commensurables avec h.
eptre les noml^res entiers ou fractionnaires; nous ne ferons donc dans ce quira suivre aucune distinction entre les uns et les autres»
C'est en se plaçant à ce point de Tue, qu'ayant à démontrer nne égalité de rapports, on regarde la proposition comme vraie en général , quand on l'a Remontrée pour le cas où les termes de l'un des rapports ont une conmiune mesure, si petite qu'elle soit (V. le programme ). En effet , s'il se présente alors deux rapports entre des grandeurs incommensurables, il résulte de ce qui a été démontré pour le cas d'une commune mesure , que deux valeurs approchées correspondantes quelconques de ces rapports (ex. : leurs valeurs approchées i moins de 0^00 1) sont égales entre elles (Y. page 54 ). 11 en est donc de mêipe des limites de ces valeurs approchées qui sont les rapports InconunaunriMM.
Ceux qui voudront préciser davantage pourront eoiployer, dans le cas où les deux rapports considérés seraient incommensurables, un raisonnement tua* logue à celui que nous avons fait n« 104 pour les arcs et les angles an eentn. Quant à nous, nous suivrons désormais la prescription du programme, rappelée ci-dessus.
Tout ce que nous venons de dire s'applique à tontes les grandeurs géométriques incommensurables quelconques.
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PRÉLIMINAIRES
155. Le rapport de deux lignes n'est autre que le rapport ou le fMOfiiefil da 4dux ftûml)P08 qui expriment les lônguQurs 40 ç^^ lignât OMnirées avec la même unité ou commune me^p^e.
Ek. i Afant mesuré deux lignes avec le màtve divisé aa cepti- DiètKs^ <m n trouvé S«*,i5 ou 315 centimètres pour la longueur de Tune, et l^jS ou 180 centimètres pour la longueur de l'autre^ le
rapport d§ la première ligne à la seconde est * ou -^ (*).
l''*^o loQ
CD ~ PQ
on peut regarder les termes de chaque rapport oonunfi étant les lignes désignées elles-mêmes, ou bien deux nombres exprimant
(*) Le rapport de deux ligneg exprinm la valeur de la première, quand la
seconde sert d'unité. Dans l'exemple ci-dessus, 1 centimètre est la ISO'^'»^ par-
^ ^ k ssooiide ilgae ; la première, fui vaut SU eentimètres , tahI les ^rr
de la seconde. Si donc ceUe-ci était Tunité linéaire, la pnemiàre vantait
—- , et serait exprimée par -—. 180 "^ ISO
les longueurs de ces lignes mesurées avec la même unité ; Tégalité (i) est vraie à l'un ou à l'autre point de vue.
Cette remarque s'applique aux égalités qu'on déduit des égalités de rapport telles que (i)^ par les opérations ou transformations usitées sur les nombres. Les notations AB^ CD... continuent à y désigner ou les lignes elles-mêmes^ ou les nombres qui expriment les longueurs de ces lignes.
C'est le raisonnement et le sens de la question traitée qui indiquent l'interprétation qu'il faut donner à ces notations.
135. Quelquefois une égalité ne peut avoir lieu qu^entre des nombres. Par exemple^ en réduisant les rapports de T^lité (i) au même dénominateur, on trouve d'abord
d'où Ton conclut
ABxPQ _ MNxCD CDxPQ"~CDxPQ'
ABxPQ = MNxCD. (2)
Comme on ne saurait attacher un sens précis au produit d'une ligne par une ligne , on interprète comme il suit cette égalité (2) : Le produit des nombres qui expriment les longueurs de AB et PQ est égal au produit des nombres qui expriment les longueurs de MN etGb.
En général , quand on rencontrera dans ce livre un produit tel que AB X PQ, il s'agira du produit des nombres qui expriment les longueurs de AB et FQ.
Quand on trouvera un carré tel que MN , il s'agira du carré dv nombre qui exprime la longueur de la ligne MN.
136. DEFINITION. Une ligne MN est dite moyenne proportianneUe ou moyenne géométrique entre deux lignes AB^ CD^ quand on a entre les trois lignes l'égalité de rapports
DB
(n** 132). AD étant divisé en 4 parties égales à AI, et DB en 3,
menons par chaque point de division une parallèle à DE ou à BC; AE sera ainsi divisé en 4 parties , et EC en 3. Je dis que ces 7 parties de AC sont égales entre elles ; pour le prouver, je mène par chacun des points de division F, H, M,... une parallèle à AB, que je termine à la parallèle horizontale inférieure. Je forme ainsi des triangles tels que AIF, qui sont égaux entre eux; par ex.: AIF=MNE; en effet, MN = D8 { côtés opposés d'un parallélogramme ) , et DS = AI par construction; donc MN = AÏ; Tangle NME = IAF (correspondants) ; l'angle MNE= AIF (côtés parallèles et dirigés dans le même sens); les deux triangles sont donc égaux, etME = AF. Chaque partie de AC étant égale à AF, AF est une commune mesure con-
AE 4 tenue A fois dans AE et 3 fois dans EC ; donc le rapport ~— = -;
ce qu'il fallait démontrer.
.' ... AD 4 , AE mais déjà -=-; donc ^
AD DB
Ce raisonnement démontre le théorème pour tous les cas où il y a une commune mesure, si petite qu'elle soit, entre les segments AD, DB du même côté AB ; ce théorème est donc vrai en général (*).
i*) V. notre dernière remarque sur les rapports incommensurables.
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138. Corollaire. Le l'npport d'un côté dtiHrïangle à l'une de ses parties est égal au rapport de Vatdre côté à la partie correspondante :
AB AC ^. AB AC
Cette proposition peut se démontrer directement de la même manière que la précédente ( F. la figure) ; AB = 7, AD = 4 , donc AB 7 .^ „ ,^ . j AG 7 . - AB AC
ÂD=:i' ^^=^' ^^=^' '*'^"*'ËG=ï' '^•'"*'*"''"âd=âë'
de même pour Taiitre égalité.
Vltéorème {Réciproque).
159. Si une ligne divise deux côtés d'un triangle en parties proportionnelles , elle est parallèle au troisième côté.
AD AE Si rjs = =Ti , la ligne DE est parallèle à BG. En effet, suppo-
A sons que DE ne soit pas parallèle à BG;
/\ alors par le point D on peut mener une pa-
/ \ rallèlç DI à BC; DI étant parallèle à BG,
/ \ il résulte du théorème précédent que
J V AD AI . , _ AD AE
^— \ on aurait donc îtt = û7t J égalité fausse, car AI
est plus petit que AE , et IG est plus grand que EC] deux raisons pour
que le rapport — soit plus petit que — ■ . On est conduit à une éga-
ICi EL
lité fausse en supposant que DE n'est pas parallèle à BG ; donc DE
est parallèle à BG.
Tltéorèine*
140. La bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté opposé en parties ou segments proportionnels aux côtés adjacents.
BD AE
jrr;=z—;ov cette égahté serait
justement celle qu'il faut démontrer (égalité (i)), si AE était égal à AB, c'est-à-dire si le triangle EAB était isocèle. Mais AEB est en effet isocèle; car les angles AEB, CAD sont égaux comme correspondants; les angles ABE, BAD sont égaux comme alternes internes; or les angles CAD, BAD sont égaux par hypothèse (AD bissectrice); donc rangleAEB=rangleABE; le triangle ABE est isocèle
BD AF et AE = AB; remplaçant AE par AB dans Tégalité — = --,
il Vient ^ = ^; C. Q. F. D.
On démontre de la même manière que la bissectrice AI de Taugle BAE extérieur au triangle ABC , rencontre le côté opposé
BC, prolongé, en un point I, tel que — = — .
141 . Réciproquement : Si une ligne AD partant d'un sommet du
triangle ABC divise le côté opposé en parties proportionnelles aux
côtés adjacents , cette ligne divise l'angle A en deicx parties
égales.
BD AE
à AD ; on a alors TwT = tt; (1 37) . De ces deux égalités résulte celle-
XT\ AF
ci : 77^ = -r77 , d'où AE = AB. Le triangle ABE est isocèle , et AC AG
l'angle E= ABE ; maïs Tangle E= DAC (correspondants); ABE = BAD (alternes externes); donc DAC = BAD, C. Q. F. D.
On peut démontrer cette réciproque , par l'absurde, comme la précédente : supposons que AD ne soit pas bissectrice, etc..
DES POLYGONES SEMBLABLES
142. DÉFINITIONS. Deux triangles sont semblables quand ils ont les angles égaux^ chacun à chacun y et les côtés homologues proportionnels.
Les côtés homologues sont ceux qui sont opposés à des angles égaux.
143. En général^ deu]( polygones sont semblables quand ils ont les angles égaux^ chacun à chacun, et les côtés homologues proportionnels.
Les côtés homologues sont ceux qui sont adjacents à des angles égaux chacun à chacun.
Tltéorème.
144. En coupant un triangle par. um parallèle à Vun de ses côtés, on détermine un nouveau triangle semblable au premier.
Soit DE parallèle à BG ^ le triangle ADE est semblable au triangle
A ABC. En effet, d'abord l'angle A est commun; D = B; E = G (correspondants); nos triangles sont donc équiangles. Maintenant i>^X l-g DE étant parallèle àBC, on a (n? 138, corol-
■ ' \ laire) ? tk = Tp J menons El parallèle à
AC BC AB; on aura -:-=; = -57 J "^^îs BI = DE (côtés opposés d'un pa-
AB AC BC
T^ = 7-= = ;r=:. Lcs triauglcs ABC, ADE ont les angles égaux
AD AË DE -o 7
et les côtés homologues proportionnels; ils sont donc semblables.
Divers cas de similitude des triangles.
145. n n'est pas nécessaire de savoir à pnort, ou d*avoir démontré que deux triangles remplissent toutes les conditions indiquées dans la définition de deux triangles semblables pour afiSrmer
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leur similitude; certaines de ces conditions étant remplies^ on peut conclure que les autres le sont et que les deux triangles sont sem* blables. Voici les cas principaux qui peuvent se présenter :
On peut affirmer que deux triangles sont semblables;
1® Quand ils sont équiangles;
2*» Quand ils ont les côtés homologues proportionnels;
3® Quand ils ont un angle égal compris entre côtés proportionnels*;
4® Quand ils ont les côtés parallèles , ou qu'ils les ont perpendiculaires, chacun à chacu7i,
TltëoFème*
146. Deux triangles équiangles ont les côtés homologues proportionnels et sont semblables»
Soient les deux triangles ABC, DEF tels que l'angle A=D,
B = Ë^ C=:F; ces deux triangles sont semblables. Pour le démontrer, je prends sur AB une longueur AI = DE, et par le point I je mène IH parallèle à BG; le triangle AIH est semblable à ABC (144) ; si je démontre que le triangle DEF est égal G au triangle AIH, j'aurai démontré que DEF est semblable à ABC. Or, AI=:DE par construction; l'angle A==D par hypothèse; Tangle I = B=E; les triangles AIH, DEF ont un côté égal adjacent à deux angles égaux; ils sont donc égaux; DEF, comme AIH , est donc sembkible à ABC.
Ona
AB AC BC DE DP EF
Remarques. Si deux angles d'un triangle sont égaux chacun à deux angles d^un autre triangle^ ces deux triangles sont équiangles et semblables.
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Deux triangles rectangles qui ont un angle aigu égal sont semblables.
Tltéorème.
147. Deux triangles qui ont les côtés proportionnels, ont les angles égaux, chacun à chacun, et sont semblables. Soient les deux triangles ABC, DEF (flg. précédente ) , tels que
^ = ™ = ™ (i); je dis que ces deux triangles sont semblables. Pour le démontrer, je prends sur AB une longueur AI = DE, et je mène IH parallèle à BC ; j'obtiens ainsi un triangle ATH semblable à ABC. Or le triangle DEF = AIH; en effet, AIH étant semblable à ABC (U4), on a
BG BC
^ = •— , doncEFrr IH. Les deux triangles DEF, AIH ayant les
EF lU
trois côtés égaux chacun h chacun, sont égaux ^ DEF comme AIH
est donc semblable à ABC.
A::=D5 B = I:i=:E; C=:=Hi:iF.
Tliëorème.
1 4B . Deux triangles qui ont un angle égal compris entre deux côtés [) ^vfMjrtionnels sont semblables.
Soient les deux triangles ABC, DEF tels que Tangle A = Det
— = j^ (1); ces triangles sont semblables.
Pour le démontrer, je prends sur AB une lon-
s^ï gueur AT = DE et je mène IH parallèle à BC; le
^ triangle AIH est semblable à ABC (144) ; si j6
c démontre que le triangle DEF est égal à AIH,
AH AT
donc ^ = 4lr, d'où résulte DF=:AH. On a déjà DE = AI, DF AH
Fangle Dii=A; les deux triangles DEF, AIH sont donc égaux
( !•' cas, no 29); le triangle DEF est donc semblable à ABC.
Voici un théorème qui se démontre comme le précédent :
Deux tfiangles rectangles sont semblables quand le rapport de
leurs hypoténuses est égal à celui de deux autres côtés.
Tltëorème.
149. Deux triangles sont semblables quand ils ont les côtés pa^ rallèles ou quHls les ont respectivement perpendiculaires.
Soient A, B, C les angles de Tun de ces triangles; A', B', Q! les angles de Tautre ; A et A' ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires; de même B et B'; puis G et G'. Deux angles qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires sont égaux ou suppléa mentaires (n^ 60 et 61, livre I)^ nous avons donc :
A=:A' ou A+A'= 2 droits,
BreF ou B + B' = 2 droits,
C==C' ou C+ G' =±2 droits.
Si Fune des égalités (â) n'est pas vraie, celle des égalités (i) qui est à c6té doit Péire. Gela poséj les égalités (2) ne peuvent être vraies toutes trois; car, si cela était, la somme des angles des deux triangles vaudrait 6 droits; or, elle vaut justement 4 droits; donc au moins une des égalités (2) est fausse. Supposons que ce soit la pi!etnièi^ A4- À'=:2 droits; alors A = A'; avec A = A' on ne peut avoir B 4- B'=: 2 droits; G -|- C' = 2 droits ; puisque la sonmie de» angles des deux triangles vaudrait 4 droits -f A -f- A', ce qui est } donc Tune au moins des deux dernières égalités (2)
n'est pas vraie, par exemple : 8 + 6' = 2 droits; alors B=B'. Deux angles de ABC étant égaux, chacun à chacun, à deux angles de A' B' C, les autres angles C et G' sont égaux; les triangles ABC, A'B'C sont équiangles et par conséquent semblables (146).
Remarque. Avec C = C', on pourrait avoir G + C1' = 2 droits, alors C et C seraient droits et les triangles seraient rectangles.
Tltéorème.
150. Deux polygones semblables sont décomposables en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés.
Je décompose les deux polygones en un même nombre de trian* gles par des diagonales issues des sommets homologues A et a. Les
deux triangles ABC, abc ont Tangle B = 6, et Ton a de plus
— = T- ; ces deux triangles sont donc semblables (3* cas, n* 148). ab bc
Considérons maintenant les triangles CAD, cad; Tangle ACD = acd; en effet Tangle BCD = 6cd (angles homologues de 2 polygones semblables); Tangle BCA = 6ca (angles homologues des triangles semblables ABC, abc); donc BCD — BCA ou ACD =
BC CD bcd — bca ou acd; de plus on a -^ = — -r- ( similitude des poly-
BC AC gones); -r— = — (similitude des triangles ABC, abc); de ces
deux égalités on conclut — = — ; les deux triangles CAD, cad,
ac va
ayant un angle égal, ACD == acd, compris entre côtés proportionnels , sont semblables. On démontre exactement de la même manière que les triangles DA£ , dae sont semblables ( DAE =?
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CDE— ADC, et dae=cde — ade, etc ), et ainsi de suite; on arrive aiix derniers triangles AFË, afe qui sont dans le même cas que ABC et abc.
On peut choisir le sommet que Ton veut pour le joindre à tous les autres : donc^ en général^ les diagonales homologues de deux polygones semblables sont proportionnelles aux côtés homologues.
151. RÉCIPROQUE. Deux polygones ABGDEF, abcdef, décomposablés en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés, sont semblables.
En effet, la décomposition ayant lieu comme sur notre figure^ si on compare les angles des deux polygones, chacun à chacun, on les trouve deux à deux égaux entre eux, s'ils sont simples, B = 6, F = fy ou composés d'angles égaux; donc A = a; C=c, etc.; ces polygones sont équiangles. Ensuite les triangles semblables étant comparés successivement et par ordre, on a
AB_AC_BG _Cp _ AD __ DE
ab ac bc cd ad rfc ' '^
nos polygones déjà équiangles ont les côtés homologues proportionnels; ils sont donc semblables.
Tltéorème.
l«5aJ. Les périmètres de deux pocygortes sernôladtes ABCDil-, abcdefy sont entre eux comme deux côtés homologues quelconques.
17 «• ♦ ^Afi •*• AB BG CD DE EF
En effet, on a, par définition, — ="t- =~J='T"^=~7
(fig. précéd.); d*où résulte, d'après un théorème d'arithmétique :
AB+BC + CD + DE + EF _ AB ,' . .. périm. ABCDEF
ab'\-bc-\'Cd-\-de-\-ef ab ^ périm. abcdef
AB = -r- , G. Q. F. D.
ab ' ^
Tltéorème.
155. Si du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC, on abaisse une pet^pendiculair^e , AD, sur P hypoténuse; 1^ cette perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre les segments qu^elle détermine sur Vhypoténuse; 2° chaque côté de l'angle dnoit est
moyen proportionnel entre l'hypoténuse entière et le segment ad* jacent*
Bp__AD ^«BC^AB BC_AC
AD~ DG' AB""BD' AG "" DC
Ces égalités résultent de la similitude des triangles BAD^ DAG^
BAC que nous allons démontrer, i"* Les triangles BAD^ BAC sont semblables; en effet^ ik sont tous deux rectangles, et ont Tangle aigu B commun; le troisième angle BAD^ (i), du premier, est donc égal à Tangle G^ (i), da second. ^ Les triangles DAC, BAC sont semblables^ car ils sont tous deux rectangles et ont Tangle G commun; le troisième angle DAG^ {% du preipier est égal au troisième angle B, (2)| du aeoondi 3"* Enfin, les deux triangles BAD, DAG, rectangles en D, ont les angles (1) égaux entre eux, et (2), idem.
De la similitude des triangles BAD, DAC, en considérant les côtés homologues, on déduit l'égalité de rapports
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des égalités précédentes, puis écrivant que les numérateurs sont ^aux^ on obtient ces égalités respectivement équivalentes ;
AD — BDxDG
ab' = bgxbd
AC'=BGXDC
Conformément à ce que nous avons dit dans les préliminaires (135), il faut dans ces dernières égalités regarder AD, BD, DC, ... oomme étant les nombres qui expriment les longueurs des lignes appelées sur la figure AD, BD, DC,... Ces égalités s'emploient préférablement quand on traite par le calcul des questions de géométrie. Gomme chacune d'elles alleu entre les Valeurs numériques de trois lignes, elle peut servir à calculer l'une de ces valeurs numériques quand on connaît les trois autres (*).
ÀPPLidATioN. BD = 9 millimètres j DG = 16 millim. Trouver AD, BG, AB, AG.
10 BC = BD + DG = 25 millimètres.
2° ÂD'=BDxDG=9xi6 = i44;AD=v/Ï4Î=12 millim.
3* AB' = BCxBD=25x9=225;AB=v^= 15 millim.
4° AC' = BGxDG = 25xl6=:400;AG=v/^=20millim.
La combinaison des égalités (4), (5), (6) conduit à d'autres relations utiles entre les valeurs numériques des mêmes lignes. Voici la plus remarquable :
iHà. Les trois côtés d'un triangle rectangle ayant été mesurés avec la même unité linéaire :
Le carré du njombre qui exprime V hypoténuse est égal à la somme
{*) A ce point de vue chacune des égalités (4), (5), (6) est ce qu'on nomme en algÀre une formule. Les notations AD, BD, DG..: représentent des nombres dé kl même maAière que a» b^ c... en algèbre. Le» ealouls que Von fait pour établir les théorèmes suivants sont de véritables opérations algébrlqucei
des carrés des nombres qui expriment lei> carrés des côtés de l'angk droit.
BG* =Âb' + W (fig. précédente).
J'abaisse du sommet A de Tangle droit, une perpendiculaire sur rhypoténuse. D'après le théorème précédent, égalités (5) et (6), on a
bgxbd=âb'
BCxDC = ÂC*
En additionnant ces égalités, membre à membre, et mettant BG en facteur commun, on trouve
BG (BD + DG) =Ib' +Âg\ (*)
laquelle, puisque BD + DG = BG, revient à
BCxBG ou BG'=:^'+Bg' (7) C.Q.F.D.
Faisons encore une application des formules (4), (5), (6), (7) : Soient AB = 3 mètres; AC= 4 mètres; on demande les valeurs numériques de AB, BD, DG, BG.
jo BC*=3« + 4«=9+ 16 = 25; BC=\/25 = 6 mètres. BG étant connu et AB donné, on déduit de l'égalité (5)
3î^=5X£»D; d'où BD = 7.
De même l'égalité (3) donne
4«=5XDC; d'où DG = ^.
Enfin l'égalité (1) donne
Il existe aussi entre les valeurs numériques des côtés des triangles non rectangles des relations que nous allons faire connaître.
(*) En mettant par la pensée des nombres à la place de BD et DG , on comprend aisément ce calcul. Si par ex. AD et DG ont les valeurs précédentes,
BD = 9et DG = 16, en additionitant (5\ (Ci) ci-dessus, onaÂB'+ÂG*=:9fois BG+ 16 fois BG; ce qui fait bien BGx(9 + 16).
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DÉFINITION. On appelle projection d'une ligne AB sur une autre
ocy, la partie ab de cette dernière qui se trouve comprise entre les pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités de la ligne projetée.
Dans la figure précédente, BD est la pro- _ jection de AB sur BG , et DC la projection V de AC. Un point tel que B qui est sur la ligne de projection, est lui-même sa projection.
Tliéorème.
15S. Le carré du côté d'un triangle opposé à un arigle aigu est égal à la somme des carrés des deux autres côtés du triangle^ moins deux fois le produit de l'un de ces derniers côtés par la projection de l'autre côté sur celui-là.
AC =AB +BG* — 2BGXBD
11 s'agit des nombres qui expriment les lignes indiquées, et des carrés de ces nombres (Préllmin., n«> 135.)
Pour démontrer cette proposition, nous nous appuierons sur ce principe :
Le carré de la différence de deux nombres est ^' égal à la somme des carrés de ces nombres , moins deux fois leur produit ;
[a — hf = a^-\-V—^aXh.
Cela posé, j'observe que dans le triangle rectangle ADC, on a
AC' = ad' + DC' .
Mais DC=BG— BD; donc DC* =BC' + Bd' — 2BCxBD. Remplaçant DC' par cette valeur dans Tégalité (1), on trouve :
AC' == ad' -1- BC' + Bd' — 2BC X BD. (2)
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Mais AD -{-^^ =ÂB (triangle rectangle BÂD); si on remplace dans l'égalité (2)^ ÂD -f BD par AB , on obtient :
ÂC* = BC' + Âb' — ffiCxBD. G. Q. F. D.
A Q peut arriver que la perpendiculaire
X tombe en dehors du triangle comme dans
^N^v cette figure.
\ \s^ Si Ton y considère le côté AC op-
! \_I\s, P^'^^ ^ "" angle aigu B, on n'en aura pas
^ ^ B moins
Âc' = Xb' + BC' — 2BC XDB.
En effet, le triangle rectangle ACB donne
Âc' = âd' + DT/. (i)
Mais DC =r DB — BC; donc DC' = DB* + BC' — 2BC X DB. On remplace DG par cette valeur dans (l), et on achève comme précédemment.
Tltéorème.
156. Le carré du côté d'tm triangle opposé à un angle obtus est égal d la somme des carrés des deux autres côtés, plus deux fois le produit de Vun de ces derniers côtés multiplié par la projection de l'autre côté sur celui-là.
ÂB* = ÂG* + BC' + 2BG X GD (fig. précédente ).
(11 s'agit des nombres qui expriment les lignes indiquées et des carrés de ces nombres. )
Dans le triangle rectangle ABD, on a
AB* = ÂD* + DB'. (1)
Mais DB = DG + BG; donc^ d'après une proposition démontrée en arithmétique (*) , DB* = DG* + BG' + 2DG X BG.
(•) Le carré de la somme de deux nombres est égal au carré du premier, plus le carré du sfticond, plus deux fois le produit du premier par le second: (a + 5)*=o« + b« + 2o X b.
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En remplaçant DB par cette valeur dans (1 ), op a
Âb' =1 ad' + DC' 4. BC' 4- 2BGXDC. (2)
Mais AD 4- ï^ = AC ( triangle rectangle ADG ) ^ en remplaçant AD + DC par AC , on a enfin
Âb' = Âg' 4- BC' + 2BCXBD. G. Q. F. D.
Remarque. Chacune des égalités qui concerne les côtés d'un triangle non rectangle comprend les valeurs numériques de quatre lignes; de sorte que chacune de ces égalités^ prise isolément, ne peut donner une de ces valeurs que si on connaît les trois autres.
Des trois derniers théorèmes résulte le principe suivant :
Suivant que le carré du nombre qui exprime le plus grand côté d*un triangle est égal à la somme des carrés qui expriment les deux autres côtés, ou plus petite ou plus grand que cette somme, le plus grand angle du triangle est droit, edgu ou obtus.
l" Exemple. Les côtés d'un triangle sont 5 mètres , 3 mètres, 4 mètres.
Ce triangle e«t rectangle. Autrement, le carré de son plus grand côté serait plus petit ou plus grand que la somme des carrés des deux autres côtés
(n«- 1^ et 156).
Un triangle dont les côtés sont entre ewo commet, 4, 5, e«t rectangle.
En effet, ce triangle est semblable à un triangle dont les côtés auraient des longueurs respectivement égales à 3, 4, ô.
2* Exemple. Les trois côtés d'un triangle sont : 5", 7", 8".
Le plus grand angle de ce triangle est aigu. Car s'il était droit , on devrait avoir 8*=: 7* + 5*; s'il était obtus, on devrait avoir 8« > 7* + 5>. 3* Exemple. Les côtés d'un triangle sont 5*", 7"', 10*".
Le plna glin4 angle de oe triangle est obtus.
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THéorème*
Si on joint le sommet A (Vun triangle ABC au milieu I , du côté opposé BG, 1 A on a entre les carrés des wmhres qui exprifnent
/; V\^ les côtés et la miédiane AI , la relation suivante :
AB* + ÂC* = 2AI* -f 2BP = SÂÏ* + îf^)*. En eifety dans le triangle A1B, l'angle I étant algn » on a
ÏB* = Âî* -f BÎ* — 2BI X W> W (n* 1^).
L'angle I du triangle AIC étant obtus , on a
Â? = ïT + ÏC* + 2IC X ID (2).
Ajoutant ces égalités, membre à membre, on trouve, en ayant égard à ce que Bl = IC ,
ÂB* -f AC* = 2ÂÏ* + 2Bi' .
On déduit facilement de ce théorème que :
La somme des carrés des quatre côtés d*un parallélogramme est égale à la somme des carrés des diagonales.
En général , la somme des carrés des quatre côtés d^un quadrilatère quelconque est égale à la somme des carrés des diagonales , plus quatre fois U carré de la ligne qui joint les milieux des diagonales.
Nous laissons ces deux théorèmes à démontrer.
Voici de nouvelles formules qui ont lieu également entre quatre lignes, mais qui concernent les sécantes et tangentes d'un cercle.
Tliéorèiiie.
Si d'un point pris dans l'intérieur d'un cercle on mène des sécantes au cercle, le produit des distances de ce point aux deux points dHntersection de chaque sécante avec la circonférence est amstànt j quelle que soit la direction de la sécante;
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(fest-à-dire que ce produit reste le même quand on passe d'une sécante à une autre quelconque,
188. i^ Le point donné peut être dans le cercle. AB, GD étant des sécantes quelconques, on a OBxOA =
OCxOD. Pour le démontrer, je mène CB, AD; les triangles AOD, COB ont les angles en égaux ,
Tangle A = Tangle C ( même mesure , ^ BD ) ;
B=:D (même mesure, - AC); ces triangles sont
donc semblables. En comparant les côtés homologues, on trouve
— = — ; en réduisant ces rapports au même dénominateur, on
trouve les numérateurs égaux OBxOA = OC x OD. C. Q. F. D.
2* Le point donné peut être hors de cercle.
AB, AC étant des sécantes quelconques, on a ABxAD =
AC X AE. Pour le démontrer, je mène les lignes CD,EB; les triangles ABE, ADC ont l'angle A
DE); ils sont donc semblables. En comparant leurs côtés homologues, on trouve 777 = tt:;
A\j AU
d'où, en réduisant au même dénominateur, on déduit AB X AD = AC X AE. C. Q. F. D.
3* L^une des sécantes peut devenir tangente.
Soient la sécante AB et la tangente AD issues du même point A ; dans ce cas les deux points de rencontre d'une des sécantes et du cercle s'étant confondus en un seul, les deux distances du point A à la circonférence comptées sur cette sécante sont devenues ^ales; leur produit devient le carré de la tangente, de sorte que
l'on doit avoir ÂD* = AB X AC
Le carré de la tangente est égal au produit de la sécante par sa partie extérieure.
Autrement dit : une tangente et une sécante partant du même point, la tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante ewtière AB et sa partie extérieure AC.
Pour le démontrer, je mène CD ^ DB ; œ qui donne délit triangles ADC^ ADB, semblables comme ayant Vmgle À commun, et l'angle ADC 2:2 l'angle B (même
mesure - CD) ; en comparant les côtés homologues
AB AD
de ces triangles • on trouve -r-=r = ^p } d'où on
déduit ABxAG = AD*.
Les deux théorèmes précédents, 1** et S*, s'énoncent quelquefois ainsi :
1* Deux cordes ^i se tûupent dans te cercle se divisent en parties réciproquement proportionnelles *
2** Si deux sécantes se rencontrent hors d'un cercle, les sécantes entières sont réciproquement proportionnelles à leurs parties extérieures.
Ces derniers énoncés se fondent sur la définition suivante qui appartient à l'arithmétique : Deux nombres à et h sont réciproquefneût proportionnels à deux autres , c et d, quand le produit des deux premiers est égal au produit des deux derniers, a X b = c X d.
Les réei|>roqtié8 des ^pofeitlons i^écédentes dont vraies, et il est quelque- Mê utile de les invoquer.
Ex. : Étant données deux droites AB, CD qui se coupent, si le produit des distances du point dHnterstction 0, à d$tM autres pointe X et h de Vune des droites est égal au produit des distances du même point à deux points C, D
de la seconde ligne, A0X0B=0CX0D, les quatre
extrémités A, B, G, D en question sont sfWt Une même
circonférence.
Eu effet, on peut toujours, par trois ée ots points
]i\^ \J^ A, B, C, faire passer une circonférence; supposons-la
Construite; elle doit passer au point h; en effet 1 si le deuxième point de rencontre de la circotifërètice avec CD était F, on aurait AOXOBrrOOXOF, nOèls où a d^l 0AX0B = 0CX0D; on aurait donc 0CX0F = 0CX0D, d'où CKDsrOFt la partie égale au tout ; ce qui est absurde. On arrive à une absurdité en supposant que la circonférence qui passe par A, B, G ne pa^sè )>àÉ par D; donc elle passe en ce point D.
On démontre de la même manière les deux autres réciproque».
LltftE ftl.
Problème»
Itf*. Dimef une ligné donnée AB tnun n&mbrê qudeonquê de parties égales.
BappMMU qu'on veuille la diviser en sept parties égales. Par
le pdnt A on mène une ligne Indéfinie, AX, sôus un angle quelconque. Sur cette ligne AX, on pprtg, à partir de A, sept longueurs égales entre elles , dont la première, AI, est prise quelconque, ni trop petite, ni trop grande. On joint le point C, extrémité de la dernière de ces longueurs, au point *B; on mène par le
point I une parallèle à BC ; soit IH. La
ligne AH est la septième partie de AB : car -r— = -— et AI est
AB AC
là septième partie de AC. On achève en potlant consécutivement
sur AB, avec le compas , sept longueurs égales à AH et marquant
lëffirs èttrémitéi.
Pour prendre une fraction donnée d'une ligne donnée AB, pai*
exemple, les ^, il suffit d'en prendre le septième, comme tout à
ilHHlfe AH , «I de poner troié fois cette longueur Jusqu'au point D ,
AD
AB
ProblèBie.
l80. Partager Uftè ligue AB eu parties proportionnelles à trois lignes données m, n, p.
ie mène pà^ lé point A une sêèonde droite AX, sous un angle
quelconque; je porte sur AX à partir de A, et à la suite les unes des autres des longueurs AC=:m, GD = n, DE=rp,- je joins la dernièfe ettrémité E au point B; puis par (chacun des points D et C je mène une parallèle ft BE ; les deui parallèles ainsi menées Dt, CH divisent AB de la manière demandée :
DE
En efiet^ si on mène les parallèles GO^ DF à AB^ on forme des triangles semblables au triangle AHC. En égalant les rapports des côtés homologues^ on a justement les égalités précédentes (CO = IH, DF = IB).
Il est aussi facile de diviser une ligne en parties proportionnelles à des nombres donnés^ 5, 3^ 4, par exemple.
Pour cela ayant tiré une seconde ligne AX^ on prend une longueur arbitraire AM^ par exemple, que l'on poi'te cinq fois sur AX à partir de A; supposons qu'on arrive ainsi au point C; à partir de C en continuant, on porte encore 3 fois AM jusqu'en D; puis encore 4 AM jusqu'en E ; on joint BE^ puis on mène les parallèles DI, GH; AB est divisé en parties proportionnelles à AC = 5, CD =3, et DE = 4 (AM servant d'unité).
ProUème.
161. Trouver une quatrième proportionnelle à 3 lignes données m, n, p.
C'est-à-dire qu'il faut trouver une quatrième ligne Xy telle que
Ton ait l'égalité de rapports — = - .
Je tire deux lignes indéfinies AX, AY; sur la première je prends
à partir de A, et à la suite Tune de
l'autre les longueurs AB=m, BC =n;
puis sur AY, AD=p,' je mène BD;
puis par le point C je mène CE
parallèle à BD; la ligne DE répond
à la question. En effet, la ligne
BD étant parallèle à CE, on a (n*» 137),
=r 2^^ ou — = ^ ; donc DE répond à la question. BC DE n DE
On pourrait prendre les longueurs m et n, toutes deux partant de A; par ex. : AC = m , AB = w; alors la longueur cherchée x, serait AE et non DE. Les deux dernières lignes données peuvent être égales; on dit alors qu'il faut trouver une troisième proportionnelle à deux lignes données m, n ,• traduisez : trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes m, n, n ; la construction est la même.
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Remarque. Rappelons-nous qu'on doit chercher une quatrième proportionnelle aux lignes m, n, p, quand il faut avoir une ligue
X telle que — = ^ , ou bien mxx = nxp, ou bien encore m = ^; car ces trois égalités sont équivalentes.
Problème*
162. Trouvei' une moyenne proportionnelle entre deux lignes données m, n.
tn X n s'agit de trouver une ligne x telle que — = -, ou bien telle
que mxn=a?% ou a?=\/mxn.
On peut donner de ce problème diverses solutions fondées sur les
théorèmes précédents dans l'énoncé desquels il est question de
moyenne proportionnelle .
Première solution. Sur une droite indéfinie on prend une Ion-
. . _, ^ gueur AB = m, puis BC = n; on
construit, sur la ligne AC comme diamètre, une demi-circonférence; on élève au point B, sur AG, une perpendiculaire BD terminée à la cir- ^ ^ ^ conférence; BD est la moyenne pro-,
portionnelle demandée.
En effet, si on tire AD , DG , on forme un triangle ADG , rectaog^ en D (n"" 110). Dans ce triangle ADG, la perpendiculaire DB abaissée du sommet de Tangle droit sur Thypoténuse , est moyenne géométrique entre les segments AB = m et BC = n (nM53, 1^). G. Q.F. D.
Deuxième solution. Sur la ligne indéfinie XY on prend , à partir du même point A, successivement, AC = iw, AB = n; sur AG, comme diamètre , on décrit une demi-circonférence ; au point B on élève sur AG la perpendiculaire BD, terminée à la circonférence ; on tire AD; AD est la moyenne proportionnelle entre AG = m et AB=n. En effet, dans le triangle rectangle ADG, un côté de Tangle droit, AD, est moyen proportionnel entre l'hypoténuse entière AC, et le segment adjacent AB (153, 2°).
partir
même point A^ successivement ABmHj puis AC = n; sur CB = AB — AC, comme corde^ on décrit une circonférence; du point A on mène une tangente^ AD, à cette circooférence; AD est la moyenne proportionnelle cherchée.
En efifet, on a vu (n» 158, 3^) que ÂD*=ABX AC = mXfi.
Problème.
165. Partager une ligne donnée AB en moyenne et extrême raison.
Partager une ligne ÂB en moyenne et extrême raison , t^est la diviser en
deux parties AG, CB , telles que la plus grande pmrUê BC wit moyenne pfo*
p^tioHMUê $ntr$ la ligné entière AB et Vautre feitriie AGr
^ ^ .♦ , AB BC On doit avoir g^ = _.
Au point A sur AB , j'élève une perpendiculaire AO que Je prends égale à la
moitié de AB; du point comme centre avec le rayon 0A| je décris une circonférence; je mène par le point B et par le centre, la sécante BDE ; pois Je prends BC= BD , au moyen de l'arc de cercle DG ; la ligne AB est divisée au point G en moyenne et extrême
p c A raison.
En effet, la séoante DE et la tangente BA étant issues du même point,
BA BD
I^K . î^ 1 ^.. BE - B A BA-BD ra^rit nc«nn.
ba-'^^bd""^' ^" "ba-'^'^—bd—' ^^^^^'^^''^^^^='"^' BA — BD ac BA — BC = CA ; la dernière ^alité n*c8t donc antre qne
celle-ci : rr- = îrr , de laquelle on déduit sk = Trr > BC ;;?=BD est donc une BA BD au t«A
moyenne proportionnelle entre BA et CA.
Remarque. Soit la ligne donnée AB=:a; alors AOs=-a. Dana te triangle
= ^ V^ Mail BC:5^BD==B0-- 0D=:2 y/t-^î- ? (y/5-, l). 2 2 2 2
Le plus grand segment d'une ligne a, divisée en moyenne et extrême raison» est égal à - a (v^ l).
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IProUème.
184. Construire sur une droite donnée un polygone semblable à wn polygone donné.
Sur la ligne ab donnée comme côté homologue à AB ^ il faut ccMi9triiire un polygone semblable au polygone donné ÂBGDEF.
Pour cela , je décompose ABCDEF en triangles par des diagonales issues du même sommet A ; puis avec ah au point h , je fais un angle égal à Tangle B ^ et au point a un angle bac égal à Fangle BAG; les deux lignes menées ainsi l'une de b , l'autre de a ^ se renecntrenl en e^ et forment avec ab un triangle abc équiangle et semblable à AEG.
Maintenant avec ac au point a je fais un angle cad égal à CAD , et au point c un angle acd = ACD ; les deux nouvelles lignes ainsi menées se rencontrent en d ^ et forment avec ac le triangle acd équiangle et semblable au triangle ACD ; puis sur ad je construis de même un triangle ade équiangle à ADE , et enfin sur ae un triangle ««/équiangle au triangle AËF.
Le polygone propre abcdef est semblable au polygone proposé ABGDEF (n« 151).
Preblème.
1©5, Construire un polygone semblable à un polygone donné, et
dmU le périmètre p soit les - du périmètre P de ce polygone donné.
Supposons que le polygone donné soit ABCDEF (fig. précédente). Puisque le rapport des périmètres est le même que celui de deux côtés homologues quelconques (n"" 153)> si Ton appelle ab
le côté du nouveau polygone homologue à AB, comme 5 = = j
on devra avoir 7— = - , ou a6 = - AB. On construira donc une
Deux polygones réguliers du même nombre de côtés sonî
deux figures semblables. En effet, 1" les côtés homologues sont proportionnels, puisque, évidem-
J^ ment-— = -— r= — - ,... (numérateurs égaux, ab bc ca
dénominateurs égaux); T l'angle A=a. En efifet, la somme des angles de chaque polyc gone (nous considérons ici deux hexagones régu-
liers) est ( 6 — 2) 2 droits = 4 fois 2 droits = 8 droits, et chaque angle de Tun ou de Tautre
g droits
est égal à — - — .
Tliéorème*
168. A tout polygone régulier on peut circonscrire et inscrire une circonférence,
V On peut circonsc7'i?'e une ciramférence ; Soit ABGDEF un polygone régulier quelconque.
Par trois sommets consécutifs A, B, G, je fais passer une circonférence; pour cela, comme on sait, il suffit d'élever au milieu de AB , et au miUeu de BC , deux perpendiculaires qui se rencontrent en ; puis ^ de décrire une cbconférence du point comme centre avec le rayon OA; cela fait, je dis que ^ * cette circonférence passera nécessairement par
le point D et par tous les autres sommets du polygone.
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PouJr le démontrer, je tire OD, puis considérant la perpendiculaire OH au milieu de BG y je fais tourner le quadrilatère OHGD autour de OH comme charnière jusqu'à ce qu'il soit rabattu sur le quadrilatère OHBA; les angles en H étant égaux comme droits^ le ob\é HC s^appliquera sur HB, et comme HG=:HB , le point G tombera en B; mais alors l'angle HGD étant égal à HBA (égalité des angles du polygone régulier) , la ligne CD s'appliquera sur BA, et conune GD=BA, le point D tombera en A; comme d'ailleurs le point a'a pas bougé, il se trouve que OD coïncide exactement avecOA; donc OD=OA. La circonférence décrite de comme centre avec le rayon OA passe donc au point D. La considérant conmie passant par B, G, D, on prouvera de même qu'elle passe en E; et ainsi de suite. Gette circonférence passe donc par tous les sommets du polygone ; elle est circonscrite à ce polygone.
C'est la seule qu'on puisse circonscrire , puisque le polygone a au moins trois sommets, et que par trois points non en ligne droite , on ne peut faire passer qu'une circonférence.
^ On peut inscrire une circonférence.
Pour cela, on observe que les côtés AB, BA, GD,... du polygone
étant des cordes égales de cercle OA , sont également distants du centre ; Oî = OH = OG, etc. ^ Si donc du point comme centre avec un rayon égal à OH, on décrit une circonférence, cette courbe passera par les points I, H, F,. .. et y sera tangente aux côtés du polygone , puisque ceuxci sont perpendiculaires à ses rayons 01 , OH, etc.
Gette circonférence sera donc inscrite au polygone.
On ne peat inscrire que cette circonférence.
En effet, le centre de toute circonférence inscrite devant être également distant des côtés AB, BC du polygone , devra se trouver sur la bissectrice de l'angle ABC (48); ce même centre devant être également distant des côtés BG» CD, 86 trouve aussi sur la bissectrice de l'angle BGD; ce centre doit donc 86 trouver à la rencontre des deux bissectrices; celles-ci n'ayant qu'un point commun, il n'y a qu'un centre , un rayon 01 , et par suite une seule circonférence inscrite.
Remarque. Le centre de la circonférence circonscrite et le centre de la circonférence inscrite à un polygone régulier sont un seul et même point ; ce point s'appelle le centre du polygone.
Les lignes qui vont du centre à tous les sonunets du polygone sont les bissectrices de ses angles.
Chacun des angles AOB ^ BOG , etc. .. est dit un anglo ok eenirt du polygone ; tous ces angles sont égaux.
Il y a autant de ces angles au centre que de côtés dam le poly** gone; leur somme est égale à 4 droits. Chacun d'eux a donc pour
valeur 4 droits divisés par le nombre des côtés du polygonal .
S41 s'agit ^ par exemple , d'un* hexagone régulier^ l'angle au centre
est égal à — ^ — = - droit.
Réciproquement , connaissant la valeur d'un angle au centre , on peut en conclure le nombre des côtés du polygone. Ex. : Tangle au centre d'un polygone régulier est de 45<'; quel est le nombre de oôtésP 4 droits = S60*; on
écrira = 45*» ; — = 45 ; d'où 360 = 45n et n = — - = 8.
Tliéorème.
Les périmètres des deicx polygones réguliers du même nombre de côtés sont entre eux comme les rayons des cercles circonscrits ou des cercles inscrits.
Soient AB , A'B' deux côtés des polygones donnés , et 0' leurs centres. OA, O'A' sont les rayons des cercles circonscrits; 01, OT les rayons circonscrits.
Les triangles isocèles OAB, O'A'B' sont semblables; car Tangle j et l'angle 0' sont la même partie aliquote
^ -' ^' b' a ^ a ', /^droits . ^,
^ de quatre droits I , si n est le nombre des côtés de chaque polygone) ; 5=; C
OA OB ^ , et l'on a évidemment p— ; = rr^^,. Ces trian-
UA Vu
gles étant semblables, on a l'égalité de rapports Tfw^^TTV'^ n.AB P AB P OA
rTTV ^" P "^ A^" ^^^^^ F ^ UI'' ^ P^i^^^^ *« deux polygones sont entre eux comme les rayons des cercles circonscrits»
Inscrire un cairé dans un cercle
On mène deux diamètres^ AG^ BP, qui se coupent à angles
droits; on joint leurs extrémités par les droites AB, BC, ... le quadrilatère inscrit ABC? est un carré. En effet, ses côtés sont des cordes d'arcs égaux, et chacun de ses angles, ex. :
BAP, est droit, comme inscrit dans un demicercle.
On obtient un carré circonscrit, FEGH, en menant des tangentes aux extrémités des diamètres AG, BP. En effet, chaque côté du quadrihière obtenu est égal au diamètre opposé, et ses angles sont évideninient droits.
170. Il existe entre la valeur numérique du rajon R et celle dtt côté du carré inscrit , que nous appellerons c , une relation
remarquable. Dans le triangle rectangle AOB, AB = AO + OB ;
aolreiiient dit : c»=R*+R«=2R«; d'où c= v/2R«=Rv/2.
Si le rayon est Tunité linéaire , si R= 1, c = v^2.
Connaissant la valeur de R, en général, on aura celle de c en évaluant ^ aveo une approximation plus ou moins grande, et multipliant U valeur de R par le résultat.
Quant au côté du carré circonscrit, il est précisément égal au diamètre; G ==;2R.
Tï
BL
Problème.
17 i. Inscrire un hexagone régulier dans un ce^xle donné.
A Taide d'un compas, on inscrit consécutivement six cor-
E ^ — ^^7) des, AB, BC, CD,... égales au rayon; on re-
/y \\ vient ainsi au point de départ; ABCDEF est un
j{ A ^ G li^x^goï^^ régulier.
On est conduit à cette construction par le raisonnement qui suit :
Supposons le problème résolu^ et soit AB le côté de rhexagone régïdier inscrit : menons les rayons AO, OB;
^drolt» 2
Tangle au centre AOB= — - — =- droit. La somme des deux
autres angles A et B, du triangle isocèle AOB, vaut 2 droits — ô = q
droit.A+Bou2A=- A; donc A=B= -droit; donc 0=A=
B. Le triangle OABest équiangle, et par suite équilatéral, AB= AO. C.Q.F.D.
Le côté de Vhexagorœ régulier inscrit dans un cercle est égal au rayon C = R.
172. Triangle équilatéraL Pour inscrire un triangle équilatéral, K on marque sur la circonférence les extrémités de
six cordes égales au rayon; mais on ne joint les points marqués que de 2 en 2, AC, CE. ËA; on obtient ainsi un triangle équilatéral ACE.
En effet , Tare AB=:BC = - de la drconfé-
2 1 rence; donc Tare AGB =- =- de la circonférence.
De la valeur numérique du rayon , on déduit aisément la longueur du côté du triangle équilatéral inscrit : AC = R ^3.
Pour le démontrer, on mène OA, OB , OC , AB, BC. La figure OABC est un losange; les diagonales OB , AC se coupent donc en deux parties égales et à angles droits. Le triangle rectangle AOI
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donne ÂÔ' = Al' + Ol* ; c'est-à^ire R«= (^V + (è£\\
R* ÂC* R* = -j" + -7- • Multipliant de part et d'autre par 4 , on trouve
'«• =R» + ÂC*, d'où enfin Âc' = 3R« et AC = R y/â.
On obtient la valeur numérique du côté du triangle équilatéral inscrit en multipliant la valeur du rayon par \/3.
On évalue v/3 en décimales avec l'approximation que comporte
la question. Si A = i, AC= s/3. Le côté du triangle équilatéral inscrit et le rayon n'ont pas de mesure conmiune.
Problème*
IVti (bû). Inscrire un décagone régulier dans un cercle.
Supposons le problème résolu et soit ÂB le côté du décagone régulier in-
scrit. L'angle au centre = — d = -d. Les deux angles,
à la base Â et B du triangle isocèle OÂB, valent en-
semble 2<'»- — = 2<'*- — - d = - dr. donc A=B= -dr ;
B est double de 0; je divise cet angle B en deux parties
égales par la ligne BI ; Tangle OBI = et le triangle OIB
est isocèle ; 01 =. IB. Dans le triangle Â1B , nous avons IBÂ = - , A= -- ; donc
AIB = 2iir — - = - dr = A; le triangle AlB est isocèle et AB = IB ; donc 5 5
AB=: OL Cela posé, observons que BI étant bissectrice de Tangle B du triangle OBA , on a (n» 140) Tégalité de rapports t^ = rr » Q^^ revient ^ 757 = 71 »
à cause de OB = OA , AB = OL La ligne 01 , égale au côté AB du décagone régnlier inscrit , est donc le plus grand segment du rayon OA divisé en moyenne et extrême raison.
Pour inscrire un décagone régulier dans un cercle, il suffit de diviser le rayon en moy^ne et extrême raison, puis de porter le plus grand segment dix fois sur la circonférence; on revient au point de départ.
Ayant inscrit le décagone régulier, si Fon joint ses sommets de deux en deux, on obUent le pentagone régulier inscrit. On construit aisément les polygones Inscrits de 20, 40, 80 côtés (no 173).
lio
Problème.
175. Un polygone régulier étant rnserit, inscrire tm poh/gohe
régulier d'un nombre double de côtés, \
On divise en deux parties égales chacuA des ares sous-tendus
par les côtés du polygone donnée puis on joint diaque point de
division aux deux sommets voisins*
Un carré ABGD étant inscrit dans im cercle > on obtient par
cette construction Toctogone inscrit; puis successivement les polygones de 16 ^ 32, 6l
côtés.
^ Ayant inscrit un hexagone régulier, on peut B obtenir suoœssivement les polygones inscrits de 12, 24,48 côtés.
174. Connaissant là valeur numérique du côté d'un polygone régulier inscrit et le rayon du cercle , calculer le côté du polygone régulier inscrit d'un nombre de côtés double» Soit AB le côté d'un polygone réguliex inscrit; abaissons la perpendiculidre OG , et tirons AG } AC est le côté du polygone inscrit d'un nombre de côtés double. Désignons par c la valem* numérique de AB , par R celle du rayon , et œ celle de AC.
Prolongeons GO jusqu'à la circonférence D, et tirons AD} le triangle ADC est rectangle, et Al est perpendiculaire à l'hypoténuse. Le côté AC = a? ôSt tnôyetl pttportionnel entre l'hypoténuse DG ^ 2R et le segitient r^Îa^^^^CI:
AC =DCxCI ou a?« = 2RxCI.
MaisGI = OG-OI=R— Ot=tl— V^R'— ÎT; (4)
= V^R« — aT.
car OI*=îAO' AB
AI* a= R« -^ AI*; tf où 01
^ ^=T = I' ^=1^ R«-.Âr = R«-L
LiYHB III. lit
Donc
' En ren^plaçant CI par cette valeur dans l'égalité (1) , on trouve :
d'où a:=\/R(2R — V/4R» — c*). (o)
A Taide de cette formule, on peut^ connaissant le périmètre d'un polygone régulier de n côtés , calculer le périmètre ^nx du polygone inscrit d'un nombre double de côtés.
Pr€»lilèiiie«
496. Un polygone régulier étant inscrit dans une circonférence, ctrcon" scrireun folygonê régulier semblable.
On mène un rayon , 01 , perpendiculaire à chaque côté du polygone inscrit ,
et à rextrémité, I > de chaque rayon une tangente à la circonférence; lei tangentes ainsi menées forment un polygone régulier circonscrit semblable au polygone inscrit donné.
En effet , d'abord les angles du polygone circonscrit sont égaux à ceux du polygone Inscrit ; car> comparés deux à deux, ces angles ont les côtés parallèles et dirigés dans le même ■^ sens. Ex. :BAG,DGF.
En second lieu , les côtés homologues déâ detix polygones fMportÂôiittriti poar le démontrer, nous allons faire volt d*abord que Itt MMmJMtft ta â<ui polygone! lont deux à deux en ligne droite avec le centre 4t la circonférence; par example, 0, A, G sont en ligne droite. En effet , lee dnix triantes rectang^A OIC> OHG ont l'hypoténuse OG conmiune ; les côtés et» Oft égaux dMune rayons ; ces deux triangles étant égaux, Tangle GOI=GOH ; \è tigM GO dltlêe YMi^e lOH en dieux parties égales; elle doit donc passer an ntfUÉtt A êê rtre IH qui mesure lOH } les points 0, A, G sont done en ligne droite. Gela posé, les deux triangles AOB, GOD sont semblables (équiangles) et
MulMtt ^<tt7^) do même les trlaiigles seniblables OAG,OGP âottnent
GD OG -;|P =3 ««I de ces deux égalités résulte celle-ci ^ ^^ = Pp i ^" trouterait de
Af" CN
mdme 7? ^ »f ; ^tc. Les deux polygones sont équiangles et ont les côtés
proportionnels; ils sont donc semblables. Le polygone inscrit est régulier, l'autre l'est aussi.
Problème.
t9S. Connaissant le côté d*un polygone régulier inscrit dans wi cercle, trouver le côté d*un polygone circonscrit semhUible, Il faut trouver CD (figure précédente) , connaissant AB et 01.
Soient Ch = x, AB = C, OI = R.
Les triangles semblables OAP, OGl donnent l'égalité
CI 01 2G1 01 X R ^, V CXR
ÂP = ÔP'2ÂP = ÔP "" C = ÔP'^^^ * = -ÔP"'
Mais ôF = ôr-ÂP«=.R.-(^y=R.«Ç = 15Lzl2!; donc OP = >^^?^V (b)
Remplaçant OP par cette valeur, et effectuant la division , on trouve
MESURE DE LA CIRCONFERENCE DU CERCLE
177. Si on inscrit successivement dans un cercle une série de polygones dont le nombre des côtés va constamment en se doublant^ par exemple des polygones réguliers de 4^8^16,32..... côtés (^.la 1" figure, page 110), on voit : 1<* que chaque périmètre ainsi tracé est moindre que la circonférence; 2° que ces périmètres, qui vont en augmentant avec le nombre des côtés des polygones, se rapprochent de plus en plus de la longueur de l» circonférence, dont ils finissent par diflFérer infiniment peu.
On admet comme évident que si le nombre des côtés d'un â0 ces polygones était sufiisamment grand, la diflférence entre sot» périmètre et la longueur de la circonférence serait moindre qa^ toute quantité donnée. Autrement dit :
DEFINITION. La longueur de la circonférence est la limite dor2^
LIVRE
Rapprochent indéfiniment yjtisqu*à en différer d'une quantité moindre que toute grandeur donnée ^ les périmètres des polygones inscrits dont le nombre des côtés augmente indéfiniment , ces côtés devenant infiniment petits (*).
D'après cela, et pour plus de simplicité, on considère, dans les applications numériques, la longueur de la circonférence comme le périmètre d'un polygone inscrit d'un très-grand nombre de côtés infiniment petits , et on lui attribue les propriétés qui appartiennent à tous les périmètres des polygones inscrits, indépendamment du nombre de leurs côtés.
Il nous faut maintenant apprendre à calculer la longueur d'une circonférence de rayon donné. Pour cela, on se fonde sur ce principe fondamental :
Tliéorèiiie*
1 78. Ze rapport d'une circonférence à son diamètre est un nombre constant.
En d'autres termes :
Le rapport d'une circonférence à son diamètre est le même que celui d'une autre circonférence quelconque à son diamètre.
circOA cire. D'A' , ... ^. ^,.,
= , quels que soient les rayons OA, A .
JXjA 2U a
Pour le démontrer, inscrivons dans les deux circonférences deux
polygones réguliers du même nombre de côtés. Les périmètres P, P' de ces polygones sont entre eux dans le même rapport que les rayons OA, O'A' des cercles
., P OA circonscrits: p; = g7j?.
Cette proposition est vraie , quel que soit le nombre des côtés des polygones inscrits; elle ne cesse pas d'être vraie quand, le nombre des côtés de ces polygones devenant infiniment grand, on arrive
(*) Voyei en arithméticiue ce qu'on nomme limite d'une série de grandeuri variables.
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aux limites de leurs périmètres ^ c'est-à-dire aux droonférttioes.
circ.OA OA ciro. OA 20A
Deux circonférences de cercle sont entre elles dans te même rapport que leurs rayons ou leurs diofnètres.
De la dernière égalité [en multipliant les deux mambveB
drc. CA'X , , , ..
cire. OA cire. O'A' p n w n
Le rapport constant de la circonférence au diamètre se désigne habituellement par la lettre grecque u. Ce nombre it ne peut être évalué que par approximation ; c'est ce qu'on appelle un nombre incommensurable. 11 y a diverses manières d'en trouver une valeur approchée.
Manière d'évaluer le rapport approché dé la arconféfencê
,. ,, circ.R
au diamètre f it= ^ .
zR
179. Le rayon d'une circonférence étant exprimé pa^ un nombre donné, R, si on peut trouver le nombre qui ejiprime la longueur de la circonférence, cire. R, en divisant ce nombre trouvé par deux fois le rayon, on aura la valeur de tt. Pour plus de simplicité , on cherche la longueur de la circonférence dont le rayon est Punité linéaire; R == 1.
Pour la trouver, on s'appuie sur la définition même : La longueur de la circonférence est la limite dont s^approchent indéfiniment et jusqu'à en différer d'une quantité moindre que toute grandeur donnée, les périmètres des polygones inscrits dont le nombre des côtés augmente indéfiniment, ces côtés devenant infini" ment petits.
Pour R = l, le côté du carré inscrit égale \/2 et son périmètre
égale 4v/2, qu'on peut évaluer à moins d'une unité décimale quelconque.
LIVRE iir
Goanaûaant le côté et le périmètre du carré inscrit^ on calcule am^umaiivement le côté et le périmètre de Toctogone régulier inierit (*)> en employant^ par exemple^ la formule (a) du n^ 174.
Connaissant le côté et le périmètre de l'octogone^ on calcule de waàam le oôté et le périmètre du polygone régulier de 16 côtés.
Bt mûA de luite; on calcule successivemetit (à Taide de la ti^lM formule) lë3 périmètres des polygones réguliers inscrits de W|M>lt8».<... côtés (**). Ces divers périmètos^ que Pon peut évaluer en décimales avec autant d'approximation que Ton veut, sont y tf après la définition ci-dessus rappelée , des valeurs de plus en ][>lu8 approchées de la longueur de la circonférence; en divi-
■«Ml
(•) La formule du n" 174, peur R=: i , devient « = V2 — v^4 — c» ; le pé- / ' " ' ^-" — rimètre iw =nv2 ^4- c»; on peut faire passer n sous le radical.
("*) Au lieu des formules des tio* 174 et !t6, on peut employer pour calculer
les périmètres inscrits et circonscrits successifs, les
fbntiiiles sHWanttift t
Veici commëiit on trouve ees formules.
AB et CD «ont lés côtéâ de dent polygoties inscrit et CiteoUsef it de h eûtes , dont nous désignerons les péritHèttés f)blf |> et Pi AU, et le dotible de KH, sont les côtés des polygones inscrit et dfcoiiécHt d'un nolùbrede côtés double, dont nous désignerons les périnkètJreé par p' et P'. Ou connaît p et P ; il faut trouver p' et P',
Pour cela, observons d*abord quep=n.AB=2n.AE; P = n.CD = 2n.CH; p' = 2fi • AH ; P^ = 2n . 2&H = 4n . KH. Nous allons comparer A6, AE , etc. La
CK CO P ligne OK est bissectrice de Tangle COH ; donc — = — = -; car les périmètres des polygones donnés sont entre eux comme les rayons OH, OC des cercles circonscrits à ces polygones. De la dernière égalité, on déduit :
CK + KH KH
CH P + p ^" KH= p ''
4».CH _ P + P 4n.KH p '
, . 1 j, 2P P 4- p c'est-à-dire, -^ = — ^-^
tiMt
d*où
d*o4 on aédbH t P' = :^^ : (i)
Poikr atDlr p\ oit cdnsidèrd les triangles semblables KIH, HAE, qui
sant successivement ces nombres une fois trouvés par deux fois le rayon , c'est-à-dire par 2^ on obtient des valeurs de plus en plus approchées du rapport cherché^ ic^ de la circonférence au diamètre.
Pour premier périmètre ^ on peut prendre celui de l'hexagone régulier au lieu du carré. Pour R = 1 , le périmètre de Thexagooe égale 6 ; on calcule alors successivement (n"" 174>) les périmètres
des polygones réguliers de 12^24^48 côtés^ et on divise ces
périmètres par le diamètre 2.
Archimède^ qui est parti de l'hexagone, a trouvé — pour
valeur approchée de «. Adrien Métius a trouvé r-~. Voici une valeur de tc approchée à moins de 0,000000000001 :
iz = 3,141592653589.
Il y a des méthodes beaucoup plus expéditives pour calculer k (elles sont expliquées dans le cours supérieur).
Remarque. Âûn de connaître avec précision le degré de rapproximation ayec laquelle chaque demt-périmètre calculé exprime la valeur deic, U convient, chaque fois qu'on a calculé un de ces périmètres inscrits , de calculer aussitôt le périmètre du polygone circonscrit du même nombre de côtés ; (V. la formule (b), n» 176 ou les formules (I) et (2) de la note ci-dessous). La circonférence étant comprise entre le périmètre d'un polygone régulier inscrit et le périmètre du polygone circonscrit semblable , la différence entre la circonférence et le périmètre inscrit , par exemple , est moindre que la différence entre ces deux pé-
KH m ^, , 4n.KH 4n . IH
donnent: ïh = ÂÊ' ^'^ ÛJ^ = 2iuîè'
ou î^ = -, d'où p'«=P'p et p'=:\/Fp (2).
La différence entre les périmètres diminue rapidement; car P'-^'< j (P— f)!
p -*^p-p+p' '^ -(p+p).' " ^ p+pVp+p ;
Mai. J^ < i, p< P» rt p< p* donnent Ç7^< 58 donc V-^K^jf-t)-
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rimètres. Cette dernière différence est donc une limite supérieure de rerreur commise en prenant le périmètre inscrit pour la longueur de la circonférence.
Si les nombres qui expriment deux périmètres, l'un inscrit, Pautre ciromuerit , semblables , ont un certain nombre de cbiffres communs consécutifs à partir du premier à gaucbe, ces cbiffres communs appartiennent à la Téritable valeur de la circonférence. En divisant par 2 . et écrivant seulement la partie commune aux deux demi-périmètres , on a certainement la valeur de ic , à moins d'une unité du dernier ordre ainsi écrit.
Ex. : Pour les périmètres de 1024 côtés, on trouve 3^415729 et 3,1416025.
On peut affirmer que la valeur de ic commence ainsi : tc= 3,141 Gela est
érident
Calculer la longueur dhme circonférence de rayon donné
cire R De -p = ic , on déduit cire. R = it x 2R = 2tcR. (l)
n suffit de multiplier la valeur du diamètre par le nombre it. Soit par exemple : R = 2"*,74. On demande la longueur de la circonférence à moins de C^^Ol.
2R = 5"',4!8*, on effectuera la multiplication abrégée que voici posée :
17,22 est la longueur demandée.
Si on demande la même longueur à moins d'une erreur relative de 0,01, comme les deux nombres à multiplier n et 2R commencent tous deux par un chiffre plus grand que 1, on emploiera trois chiffres de chaque facteur, et on fera la multiplication ordi* naire de 3,14 par 5,48.
Ici on ne peut compter que sur les deux premiers chiffres à gauche, c'estrà-dire sur la partie entière 17.
2* Problème. La longueur d^un méridien terrestre étant 40000000 mètrcB y trouver le rayon à moins de 1 kilomètre*
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oirc, R ?:; 2icR r= 40000 kilomèirea.
Sic
Il faut trouver ce quotient è moins d'una onité. Ba posint la
division^ eu égard aux premiers chifiîpesdeic^ if ss 9,141 ,(m
voit que le quotient aura 4 chifflres à sa partie entière; il fttut donc prendre les 6 premiers chifflres de ir, et ftilre la division abrégée qui suit :
Le rayon demandé est 6366 kilomètres à moins de 1 kilomètre.
181. Trouver la longmur d'un arc de 19** 2T 43" appartenant à une circonférence dont le rayon égale 2", 74.
Soit X la longueur cherchée.
19° 27' 43'' exprime le rapport de Tare cherché à la circonférence 2itR ; on a :
Nous avons converti les deux termes du second rapport en secondes; on déduit de là :
PRELIMINAIRE
198. Iji rappw*t 4e deux surfaces est le quotient de deux mmr Inr00 fui ^prûmni respectivement combien de fois ces surfaces contiennent la même unité ou commune mesure.
Maium une surface, c'est trouver son rapport à la surface choisie pour unité.
L'unité de surface est ordinairement le carré, qui a pour côté Funité linéaire. Ex. : Le mètre carré,
L'tftfv d'une figure plane est le nombre d'unités superficielles qu'aile contient; c'est la valeur numérique de cette surface. Ex. : L'aire d'un triangle est 12 mètres carrés; l'aire d'un hexagone régulier est i2'°*',75.
Nous avons appelé figures égtdet des figures qui peuvent coïnddar dans toute leur étendue.
On appelle figures équivalentes deux figures qui , sans pouvoir coïncider, ont cependant la même étendue^ dont les aires sont égales.
Par ex. i Deux figures sont équivalentes at ellei sont oompoiéei de Aguret égales ohaettne à chacune » aaaembléos différemment. C'est ainsi (page tS4) «ue
le parallélogramme ABCD est équivalent au rectangle DGIH , que le triangle ÂDF (page 125) est équivalent au trapèze ABCD.
Ou bien encore , si de deux figures égales on retranche, en des endroits différents, la même figure, ou plusieurs figures égales chacune à chacune, les restes sont des figures équivalentes. Ex. : (page 124) si du trapèze ADGI on retranche sur la droite le triangle CBl , il reste le parallélogramme ABCD ; si du même trapèze on retranche sur la gauche le triangle égal ADH , il reste U rectangle DGIH ; le parallélogramme et le rectangle sont équivalents.
En général, deux surfaces sont équivalentes, c'est-à-dire ont des aires égaies, quand on les obtient par les mêmes opérations faites sur des surfaces é^es, c'est-à-dire superposables.
Lorsque dans les applications numériques^ à propos de rapports ou de relations quelconques entre les figures planes , on dit simplement triangle, rectangle, polygone, cercle, il s'agit des aires de ces figures et non de leurs périmètres ; ceux-ci sont toujours expressément désignés.
Les termes suivants sont principalement employés dans les énoncés et les démonstrations des propositions relatives aux aires.
L'un des côtés d'un rectangle prend le nom de base; le côté adjacent est la hauteur. Ex. : Dans le rectangle ABCD (fig. suiv.) , nous prenons pour base AB^ et pour hauteur AD; on pourrait faire l'inverse.
L'un des côtés d'un parallélogramme prend le nom de base; la hauteur est la perpendiculaire qui mesure la distance entre la base et le côté opposé. Dans le parallélogramme ABCD (page 124>) , on prend AB pour base et DH pour hauteur.
L'un des côtés d'un triangle prend le nom de base; la hauteur e&i alors la perpendiculaire qui mesure la distance du sommet opposé à cette base. On peut prendre à volonté un côté quelconque pour base.
Les deux côtés parallèles d'un trapèze prennent le nom de bases; la hauteur est la perpendiculaire qui mesure la dist^mce des deux bases.
Tliéorèiiie.
183. Deux rectangles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases.
I AE
P"^ ÂB = ÎÔ- ^'^
AE et AB étant divisés en parties égales , menons une perpendiculaire à AB par chaque point de division; ces perpendiculaires divisent les rectangles proposés en rectangles partiels égaux entre eux (car on peut faire coïncider deux quelconques de ces rectangles) ; l'un d'eux AID est donc une commune mesure contenue
AEHD *î 3 fois dans AEHD et 10 fois dans ABCD ; donc t^j^ = tk*
ABCD AB
Cette démonstration réussit évidemment dans tous les cas où les bases ont une commune mesure , si petite qu'elle soit ; elle est donc vraie en général.
La même démonstration prouve que
Deux rectangles de même base sont entre eux comme leurs hauleurs (V. les Définitions).
Théorème*
184. Deux rectangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
Soient B la base d'un rectangle donné R^ et H sa hauteur; B' la base d'un second rectangle R', et H' sa hauteur. On peut , à côté des rectangles donnés, construire un 3* rectangle R'' ayant la baseB du premier et la hauteur H' du second.
Cela fait, comparant les rectangles R et R", on trouve que ces
rectangles ; ayant la même base B^ sont entre eux comme leurs hauteurs H et H'.
h^ deux rectangles R'' et R', qui ont la même hauteur H'^ sont entre eiu eomme leurs bases B et &.
En multipliant ces égalités membre à membre^ on trouve :
Rxr B H _ BXH R' X R' *" B' ff "" B'XH"
ou en simpli^nt le premier rapport :
R BxH
R' "" B'xH
Tliéorèiiie.
18S. L'aire d'tm rectangle est égale au produit de m ha»e par §4 hauteur (135). En d'autres termes :
Pour mesurer un rectangle, il suffît de mesurer sa hase et $a hauteur avec l'unité linéaire, puis de multiplier fun par l^autn les deux nombres ainsi obtenus; le produit est le nombre d'unités earréfs «su» tenues dans la surface du rectangle.
Soient R le rectangle donnée B sa base et H sa hauteur. Il s'agit d'évaluer le rapport de ce rectangle au carré G , unité de surface 9 qui peut être considéré eomme un rectangle ayant pour base Tunité linéaire u et pour hauteur la même ligne. Or, d'après
le théorème précédent rr = , ou ce qui revient au même
LIVRE lY
En l(uigagQ ordinaire ^ cette égalité (1) signifie précisément que le nombre des unités de surface^ contenues dan$ le rectangle
àiçmné , (j;) , aist égal au nombre des unités linéaires contenues dans la base, ( — j , multiplié par le nombre des unités linéaires contenues dans la hauteurs —j . Notre théorème est donc démontré.
Corollaire. Uaire d'un carré dont le côté est c est égale d c X c ^ Q* ; âç 1^ le nom de carré donné en arithmétique au produit
d'ttP ïiombre pw» lui-même.
1*' 01. s Ia bast d'un rtotangle 0st 8 mètres^ sa hauteur 5 mètres; l/me dâ ce rectangle est égale à 8 x & ou 40 mètres carrés.
Ici 5.n=8î 5-«:5î ^=iSXh^AO, R=r40C.
2* ex. : B = 3-,24 ; H = «",85.
L'aire du rectangle égale 3,24 X 2,85 pu 9°«-,?340.
Remarque. C'est ici qu'il convient d'observer que le mètre carré vaut 100 décunètres carrés; i déciinètre carré = 100 centimètres carrés, etc.
Sa eflbt , le mètre carpé peut être coniidéré oonune un rectangle ayant sa base et sa hauteur égales chacune à 10 décimètres^ ai
dono le dédmètre oforâ était pris pour unité de surface , te mètre mni, nyftnt une base et une hauteur égale» à 10, «aurait pour surface 10x10 ou 100 de eçs unitéSi
On peut de même eomparer le déobnètre carré au oentimètre carré, celui-ci au millimètre carré, et ainsi de suite !
♦•'••srçiOû'^'^-^iiOOXiOO) ou 10000^"*-" ^^lOOOOOO»""'"-^ etç,
Un décimètre carré n'est donc qu'un centième de mètre carré; un centimètre carré est un dix-millième de mètre carré, etc.
De là cette règle :
Pour énoncer un nombre décimal d'unités carrées , on partage la partie décimale en tranches de 2 chiffres à partir de la virgule, en complétant la dernière tranche par unO, Èi elle n*a qu^un chiffre^
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Cela fait , la i^ tranche à droite de la virgule exprime des décimètres carrés f la 2* des centimètres carrés , la 3* des millimètres carrés , etc. On énonce le nombre en conséquence.
La dernière aire trouvée, 9"*'-2340, s'énonce ainsi : 9 mètres carrés, 23 décimètres carrés , 40 décimètres carrés.
Tltéerème.
186. Tout parallélogramme ABCD est équivalent à un rectangle de même base et de même hauteur.
Pour le prouver, j'abaisse DH et CI perpendiculaires à AB; j'ob-
T> _c tiens aussi un rectangle DCIH qui a même base
A A que le parallélogramme (IH=DC=AB), et
Zj Zj même hauteur DH. Ces deux figures sont équi-
^ ** ^ ^ valentes. En effet :
Le parallélogramme ABCD = le triangle DAH -f- le trapèze DCBH.
Le rectangle DCIH = le triangle CBÏ + le trapèze DCBH. Or les triangles rectangles DAH, CBI sont égaux comme ayant Thypoténuse AD=BC, et le côté DH=GÏ (parallèles comprises entre parallèles). Donc ABCD = DCIH. C. Q. F. D.
COROLLAIRE
187. L'aire d'un parallélogramme est égale au produit de sa base par sa hauteur.
En effet , ce parallélogramme est équivalent à un rectangle qui aurait même base et même hauteur; or Taire de celui-ci est égale au produit de cette base par la Jiiauteur (186).
Corollaire. Deux parallélogrammes de même base et de même hauteur sont équivalents.
Deux parallélogrammes de même hauteur sont entre eux comme leurs bases , et deux parallélogrammes de même base sont entre eux comme leurs hauteurs.
Tltéerème.
188. L'aire d'un triangle ABC est égale à la moitié du produit de sa base par sa hauteur.
LIVRE IV
Pour le démontrer, on mène BD parallèle à AC , et (3) parallèle
^ à AB; on obtient ainsi un parallélogramme ABCD
double du triangle ABC ; car les deux triangles
ABC, BCD sont égaux (V. page 33). L'aire du
j^ ^ parallélogramme étant égale à AC x BH, celle du
triangle égale - ACxBH. C. Q. F. D.
Application, Trouver Taire d'un triangle dont la base B = 3,84 et la hau^ leur 2",7.
Réponse - (3,84 X 2,7)"»«- == 6,184 ; ou 5"»^, IS'*»-, 40«c-
Corollaires. I. Deux triangles qui ont même base et même hauteur sont équivalents.
IL Deux triangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs,
hei=lbxh, f=ib'xh', on déduit l = ^i^, 2 2' t' bXn
llh Deux triangles de même hauteur sont entre eux comme leurs bases* Deux triangles de même base sont entre eux comme leurs hauteurs,
189. L'aire d'un trapèze est égale à la demi-somme de ses bases parallèles multipliée par sa hauteur.
Pour le prouver, je mène par le milieu I de BC la ligne DI que Q je continue jusqu'à la rencontre de AB pro-
longée , en F. Les triangles DIC, IBF, sont égaux ; car IB = IC ; les angles en I sont égaux, et Tangle ICD = IBF (alternes in- ^^ ^ ^ ternes); donc DC = BF; DI=IF. Si du
trapèze je retranche le triangle DCI pour ajouter plus bas le
triangle égal IBB', j'obtiens une nouvelle figure , le triangle DAF
équivalent au trapèze. Or ADF = -AFxDP3 donc le trapèze
ABCD = iAFxDP; mais AF = AB + BF=AB + CD; rempla-
çant AF par cette valeur, on trouve ABCD=^(AB+CD)XDP.
190. L'aire d'un trapèze s'obtient aussi en multipliant la haur teur par la ligne qui joint tes milieux des eôtH non pùrùltèléê.
Par le point t milieu de BC, je mène une parallèle à AB; comme I est le milieu de DF^ est le milieu de DA (137); de
plus» les triangles semblaUes DOI^ DÀF dcMment t^^^kt;
Ar DA 4 1 i
or, D0 = 5DA; donc 01= -AF = -(AB4-CD). On peut donc,
dans la mesure du trapèze, remplacer -(AB-f-CD) par Ol; Le
trapèze ABGD = 01 x DP. G. Q. F* D.
Aire d'un polygone. Pour obtenir l'aire d'un polygone
on le décompose en triangles ^ éti joignant l'un de ses sommets à tous les ailti*ê§; on détermine l'aire de chactttl des triangles ainsi obtenus , puis on àdditiontié les tàfe& trouvées; la sonune est évidenument Taire du polygone.
I9S« Quelquefois il est plus commode de décom{)osei^ le polygone en d'autres figures que l'on sait aussi mesurer. L'tue dés
méthodes les plus usitées dans l'arpentage consiste à décompoisr le polygone en trapèzes et triangles rectangles ^ comme il fM indiqué dans les figures suivantes.
On choisit ime ligne intérieure ou extérieure au polygone^ ce qu'on appelle une base, sur laquelle on abaisse des perpendiculaires de tous les sommets du polygone. Quand la base est intérieure (fig. (1)), le polygone est la somme de plusieurs trapèzes ou triangles rectangles qu'on mesure aisém^t. Quand elle est extérieure (fig. (2)), le polygone est égal à la somme de plusieurs tra-
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pàzes ÂA'B'B + BGC'B' + GDD'C, moins la somme de plusieurs autres AFF'A' + FEET' + EDD'E'.
Toutes les parties de la base se mesurent en même temps^ puisqu'il n'y a qu'à porter le mètre ou la chaîne métrique dans une seule direction. Il en serait de même des hauteurs si on les projetait toutes sur une même perpendiculaire à la base.
L'aire du premier polygone est égale à
(BB'XACf + CC'XB'D' + DD'XC'E'-(-EË'XÎ)'I^) ,
« ■■ Il I » I ■ I » ■ I « I 1 1 ,. ■ Il I ^ ■ ■ ■ I -1 •
(ir X AH' + HH' X Î'G' + GG' x HT)
iMirfaiBAa
CSiaque hauteur (ex. ! BB') appartient à deux bases qud nous avons réunies (AB' + B'G'=AC').
L^afare du deuxième polygone est égale à
i(AA'xBT" + BB'xAC-fGG'xB'D' + DD'xE'C'--
EF' X FD' — FF' X A'E
Nous engageons le lecteur à faire des applications numériques qui n^ofirent d'ailleurs aucune difficulté.
193. Le produit de deux lignes, a, 5> c'est-à-dire le produit des nombres qui expriment ces lignes ^ a maintenant pour nous une signification géométrique précise; il exprime Taire du rectangle construit avec ces deux lignes, a et h, pour base et pour hauteur.
Le carré a* d'une ligne a, c'est-à-dire le carré du nombre qui exprime la longueur de a exprime Taire du carré ayant cette ligne a pour côté.
D'après cela, nous pouvons donner une signification géométrique aux formules du Livre III qui renferment des produits de lignes et des carrés.
194. La formule {a + bY=^a^ + b* + ^ab (i), démontre ce théorème :
Le carré construit sur la^Sfmtne de dmiX lignes est égal à la Mmnê dés cûn^s cmsîruits sur ces deux lignes , plus deux fais le fUetnngie qmi aurait ces mêmes lignes pour côtés.
Heu qué Tégalité (1) n'ait été démontrée qu'en arithmétique ou en algèbre, la vérité de la proposition de géométrie que nous
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venons d'énoncer est parfaitement démontrée par cette égalité. Il suflSt de considérer les aires que ses différents termes représentent dans rhypothèse où a et 6 sont des nombres exprimant les longueurs de deux lignes a et 6.
A ce point de vue, Tégalité (1) exprime évidemment que l'aire du carré construit sur la somme des deux lignes^ (flt + 6)', est égale à Taire du carré construit sur la ligne a, [a*), plus Taire du carré construit sur la ligne b, [b^), plus deux fois Taire du rectangle qui aurait pour côtés les lignes a et 6, [2a Xb).
Or c'est ce qui est dit d'une manière plus abrégée dans Ténonoé de la proposition qui nous occupe.
De même la formule (a — 6)* = a* + *>' — 2a X 6 (2), interprétée géométriquement, au point de vue des aires que ses termes représentent , démontre ce théorème :
Le carré construit sur la différence de deux lignes a, b, est égal à la somme des carrés construits sur ces deux lignes moins deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes.
De même la formule [a — 6) (a + ^) = <*' — ^^ (2) , prouve que le rectangle construit avec la somme et la différence de deux lignes pour côtés , est égal à la différence des carrés construits sur ces deux lignes,
195, BG, AB, AC étant les valeurs numériques de Thypoténuse et des deux autres côtés d'un triangle rectangle ABC, nous
avons démontré, n° 154, que BC = AB + ^^ • Cette égalité, interprétée comme les précédentes, démontre ce théorème :
Le carré construit sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle est égal à la somme des carrés construits sur les côtés de l'angle droit.
196. UangleB d'un triangle ABC étant aigu, on a trouvé (n° i55) entre les valeurs numériques des côtés AC,AB, BC du triangle et celle de la projection BD de AB sur BC, la relation que voici:
Âiâ* = ÂB* + BC* — 2BC X BD.
Cette égalité démontre ce théorème.
Le carré construit sur le côté d^ûn triangle opposé à un angk aigu est égal à la somme des quarrés construits sur les deux autres côtés f moins deux fois le rectangle construit sur Vun de ces derniers côtés et la projection de Vautre sur celui-là.
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197. L'angle C du triangle ABC étant obtus, on a trouvé, n" 156,
AB = AC + BC + 2BG X CD. Cette égalité démontre la proposition suivante :
Le carré construit sur le côté d'un triangle opposé à un angle obtus est égal â la somme des -carrés construits sur les deux autres y plus deux fois le rectangle construit sur l'un de ces derniers côtés <f la projection de f autre sur celui-là (*).
^•8. Les fomrales que nous venons d'appliquer ont été démontrées par ie calcul et des iconsidérations géométriques. Nous allons en donner des démonstrations purement géométriques. Bien qu'aucune vérification des résultats •obtenus ne soit nécessaire , la concordance des deux méthodes ne pourra que donner au lecteur plus de confiance dans Tapplication du calcul à la géométrie.
IThéorènie*
• Le rectangle construit sur la somme et la différence de deux lignes
h et h, équivaut à la différence des carrés de ces lignes, ,
Soit AB = a, BC=5; AC=o— 5; AC'=aH-5. Je
mène AD=ÀG perpendiculaire sur AB; et j'achève
f le rectangle ADEC = AC X AD = (a -f 5) (o — 5) ;
je prolonge ensuite AD d'une longueur DK=:BG;
«nÏÏn j'achève le carré ABMK ou AB • En comparant ce carré ABMK et le rectangle ADEGS on leur trouve une partie comnmne » ADIB ; on «
ADEC = ADIB + IBC'E.
ABMK — NWM ou Âb' — Bc' = ADIB + KDPN-
Les deux rectangles IBC'E,KDPN sont égaux; car IB=AD=AC et DP=AC ;
d'ailleurs T)K=BC. De ÏBC'E égal à KDPN , on conclut ADEC'= AB* — BC* , ou (a+ b)(o— b)=a»— 6«. C. Q. F. D.
(*} Nous croyons ces démonstrations des théorèmes relatifs aux carrés des côtés d'un triangle conformes au progranune; selon nous, les suivantes ne ^nt pas exigées.
Tliéorèiiie.
Le carre construit sur la somme de deux lignes, êst égal à la somme des carrés construits sur ces lignes, plus deux fois le rectangle qui a ces lignes pour côtés.
__ AC=AB + BC
ÂC* = AB* + BC*+2ABXBC. (l)
Ayant construit le carré ACIM sur AC, on peut le décomposer comme il est indiqué sur la figure; pour cela, on prend sur AM = AG , une longueur AD = AB ; U reste DM = BC ; par le point B on mène BH parallèle à AM, et par le point D la ligne DF parallèle à AC. A la seule inspection de la figure , on voit que le carré AGIM ou ÂC* se compose conmierindique l'égalité (1). I.e rectangle DEHM = DEXDM=:ABxBG; DCEF = BE X BC = AB X BC .
Tiléorème.
90i. Le carré construit sur la différence de deux lignes est égal à la somme
des carrés construits sur ces lignes , moins deux fois le
rectangle qui a ces lignes pour côtés.
JlC = AB — BC,
AC* = AB* + BC* - 2AB X BC
Ayant construit le carré ABFK sur AB, je construis le carré ACED sur AC, en prenant AD = AC; alors DK = BC. Sur DK = BC, je construis le carré DKLM = BC ; enfin je prolonge CE jusqu*à renc4)ntrer KF en I. La figui« toUle ABFLMDA = ABFK + DKLM = Âb' + BC\ Or, si de cette figure totale on retranche (on efface) les deux rectangles CBIF, MEIL, il reste le cane fait sur AC -, AC* est donc égal à ÂB* + BC* moins ces deux rectanjles; or, ICBF = 1CXBC=ABXBC; ME1L=:MEXML = ABXBC; donc AC* = ÂB* + BC* — 2AB X BC. C. Q. F. D.
Théorèiiie.
, Le carré construit sur Vhgpoténuse d'un triangle rectangle est égal
à la somme des carrés construits sur les côtés de Vangle droit.
Je construis un carré sur chaque côté du P triangle. Du point A j'abaisse sur l'hypoténuse BC la perpendiculaire AI que je prolonge jusqu'à la rencontre de DE en H; je joins AD, MC. L'angle MBC=MBA+ ABC = idr.4. ABC ; de même l'angle ABD=l<r.4. ABC ; donc l'angle MBC = ABD. Cela posé , les dea\ triangles BAD, BMC sont égaux conune ayant un angle égal, ABD = MBC, compris entre des côtés égaux chacun à chacun, savoir:
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AB=MB (côtés d'an même carré), BD = BG ftd^m). Mais le triangle ABD et le rectaogle BIHD ont même base BD et aiéme hauteur ; car IB égale la per* pendiculaire abaissée du sommet A sur BD prolongée ; le triangle ABD équi- Tant donc à la moitié du rectangle (»» 188). JOe même le triangle MBG et le carré HBAN ont même base MB et même hauteur; car la perpendiculaire abaissée de G sur MB prolongée est égale à AB (NAG parallèle à MB). Le triangle MBG équivaut à la moitié du- carré (F. leurs mesures). Or, le triangle ABD est égal au triangle MBG; donc U moitié du rectangle équivaut à la moitié du carré ; donc AB = BIHD. On démontrerait de même que le tané AGPQ (»t^ équivalent au r^cUiigleJ^G.JBn r^umé, BIHD=:ÂB*, IHEC = ÂC*; BG* = BIHD -f iHEG ; donc BG* = AB* + ÂC*. G. Q. F. D. GoROLLAiRES. Les rectauglcs BIHD, IHEG ayant même hauteur IH, sont entre
eux dans le même rapport que leurs bases „ ■■ ■ = t- ;
IHEG IG
ÂB* Bl donc =: — . '
Âc* »c
Les carrés construits sur les côtés de Vanglc droU sont entre eux comme les
segments adjacents de l'hypoténuse,
^ ^ ^ BIHD Bl ^ On a de même ■ _„- = :=rr;, donc
BDEG BG
ab"* BI
BC' fiC
le carré construit sur Vun des côtés de Vangle droit est au carré construit sur Vhypoténuse comme le segment aé^acent est à l'hypoténuse elle-même.
Quant aux théorèmes relatifs aux carrés construits sur les o6tés des triangles non rectangles, nous ne pourrions que répéter les démonstrations données dans le livre III. Ge sont des conséquences des trois théorèmes qui précèdent. Nous renvoyons au livre III (no» 155 et 156).
Rapport des figures semblables, Tltéorème.
Les aires de deux triangles semblables^ ABC, DEF sont
entre elles dans le même rapport que les carrés de deux côtés homologues quelconques* Abaissons les perpendiculaires AI, DH sur
les côtés homologues BC, EF.
L'aire du triangle ABC == - BC x AI j celle
de DEF égale - EF x DH ;
or on a TégaUté ËF ^ DE' ^*'
De plus, la similitude des triangles rectangles ABC, DEF qui ont l'angle aigu B = Tangle E donne
DH^DE
Multipliant les égalités (i) et (2) membre à membi'C, on trouve
BCxAI Âb'
d'où
EFXDH ÔË?
I BCXAI ^,
- EFxDH ^^
, ^ . .. raire d e ABC AB ^ ^ ,. „
c'est-a-dire rr-, — , ^^„ = z=i . C. Q. F, D.
1 aire de DEF ^g*
Tltéerèine.
204. Les aires de deux polygones semblables sont entre elles comme les carrés de deux côtés homologues quelconques.
D'après le théorème précédent ;
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ABC _ CAD _ DAF _ AFË abc Ciid 4af afe
Faisant la somme des nmnérateurs d'une part, et la somme des dénominateurs de l'autre^ on a d'après un théorème d'arithmétique .
ABC+CAD + DAE + AFE _ ABC _ ^\ , ABCDEF
ab€'{-cad-['d<ie-^afe abc ^ ' abcdef
bc
Tltéorèmc*
205. L'aiî^e d'un polygone régulier est égale au produit de son périmètre par la moitié de son apothème.
Soit par ex.: l'hexagone régulier ABCDEF; je joins le centre
aux sonmiets A et B, et j'abaisse 01 perpendiculaire à AB ; la surface du polygone se compose de six triangles AOB ; or AOB == AB X
- 01; donc l'aire du polygone égale 6ABX - 01 ;
^ ^ ce qui est précisément le périmètre (6AB), mul-
tiplié par la moitié de l'apothème.
Ex. : Trouver la surface d'un hexagone régulier inscrit dans un cercle dont le rayon R=5 mètres.
S = 3ABx0I.
On sait queAB = R = 5; pour connaître 01, on remarque que le triangle OIA étant rectangle, on a
Donc S = ^ — ; on évalue v/75 approximativement.
!t06. Vaire d'un cercle est égale à sa circonf&ence multipliée par la moitié du rayon.
InscrivcMis uu polygone régulier dans le cercle ; soit S Faire de ce polygone , p son périmètre et a son apothème. On a vu que
Supposons qu'on double indéfiniment le nombre des côtés de ce polygone; à mesure que le nombre des côtés augmente, le périmètre diffère de moins en moins de la circonférence, Tapothème du rayon , et Taire du polygone de Taire du cercle. Comme au nM77 , la considération de ces polygones conduit i. cette trij^ conclusion :
La circonférence est la limite vers laquelle tçnd le périmètre d'un polygone régulier dont on double indéfiniment le iwmbre des côtés. Le cercle est la limite de Vaire des mêmes polygones , et le rayon est la limite de son apothème.
Comme Tégaiité (1) est vraie, quel que soit le nombre des côtés du polygone, elle s'applique encore quand on arrive à la limite; mais alors S devenant cercle R , p , cire. R , et a égal à R , on a :
cercle R = cire. R X -r-. (1 )
1'® Remarque. Circ. R = 27rR: donc cercle R = StiR X ;r = ^R^
Pour obtenir Vaire d'un cercle de rayon donné , il sufflt de multiplier le carré du rayon par le rapport constant it de la circonférence au diamètre.
Corollaire. Les aires de deux cercles sont entre elles comme les carrés de leurs rayons.
En effet , cercle R = irR^ ; cercle R' = ttR'».
^ cercle R nh} R' ^ . ^ r^
^^^^ r-Tn = -t^ = i^- C.Q.F.D.
cercle R' ttR" R'« ^
LIVRE IV
Tltéerènte.
207. Laire d^un secteur est égale à la longueur de son arc multipliée par la moitié du rayon.
Pour le démontrer, je divise l'arc AE en un certain nombre de
parties égales , quatre , par exv : je mène les cordes des arcs partiels, et je joins les points de division au centre. J'obtiens ainsi quatre triangles isocèles; E Taire de chaque triangle est égale à sa base multipliée par la moitié de l'apothème 01 ; la somme ies aires de tous les triangles , c'est-à-dire l'aire du secteur polygonal , égale 4AB x ^ 01 = périm. ABCDE X 5 01 (d ).
On peut doubler indéfiniment le nombre des côtés de la ligne inscrite; l'égalité (i) est toujours vraie, quelque grand que soit le nombre des côtés. A la limite, l'arc AE pouvant être considéré somme une ligne polygonale d'un très-grand nombre de côtés infiniment petits , le secteur OAE peut être considéré comme un secteur polygonal ayant Tare pour base , et le rayon pour apothème. L'aire du secteur est donc égale à la longueur de son arc multiplié par la moitié du rayon. C. Q. F. D.
APPLICATION
210. !•' ex. : Le rayon d'un cercle est 3",84; calculer Faire de ce cercle à moins d'un centimètre carré.
Il faut calculer le produit irR' à moins de 0,0001 . On fera cette multiplication abrégée :
Le produit, borné aux dix-millièmes (V. TArithm.), exprimera Taire demandée.
2H. 2® Ex. : Calcider le rayon d'un cercle dont Vaire est égale à 32 mètres carrés.
On a l'égalité ^rR' == 32 ,
d'où
R. = l^ et R=i/^.
On peut se proposer de calculer R à moins de 0*,01 ; on calculera 3 chiffres de la racine carrée. Pour cela, il sulQSra de con-
naître 3 chiffres du quotient — ; on peut employer la division
abrégée en prenant it par excès avec 4 décimales.
212. 3* Ex. : Le rayon d'un cercle est 3«,84; trouver Paire d'un secteur ayant pour base un arc de 28" 19' 41".
On raisonne ainsi :
secteur arc 28° 19' 41" 101981
cercle cire. 360"^ 1296000^
secteur 101981 ^, , , ^ irR«x 101981
"^ -^m^=Î296ÔÔÔ-^""^^^^^^"^^ 1296000 =
TtX (3,84)^X101981 1296000
Il ne reste plus qu'à effectuer les calculs. Telle est la marche qu'il faut suivre quand on donne le nombre de degrés de Tare d'un
secteur.
LIVRE IV
APPENDICE
PreMème.
«iiS. 1** Construire un carré équivalent à un rectangle donné ÂBGD.
Soit X le côté du carré cherché ; Taire du carré ' ^ jBst X», et celle du rectangle ÇC X BA; ces deux aire»
doivent être égales; on a donc
^ X« = ABXBC.
Ue cette égalité il résulte que la ligne inconnue X est une moyenne proportionnelle entre les côtés AB, BC du rectangle ; on construit cette moyenne proportionnelle comme il a été indiqué n^ 162.
2* Construire un carré équivalent à un triangle donné ABC.
Si le côté du carré elierché est X , on doit avoir
X* = - AC X BD
A^ ^ ^ Le côté X du carré cherché est donc une moyenne pro-
portionnelle entre la moitié de AC et BD.
ProMème*
•fl4. Sur une ligne donnée AP comme hase , construire un rectangle équivalent à un rectangle donné MNPQ.
^ Pour construire le rectangle demandé, il suffit , de connaître sa hauteur ; soit X cette hauteur. L'aire de ce rectangle cherché sera AB^X; celle du rectangle donné est NPXMN; on doit donc avoir : AP X X = NP X MN ; d'où l'on déduit , en divisant par X X NP :
AP NP
La ligne inconnue X est donc une quatrième proportionnelle aux trois lignes données AP, NP, MN ; on construira cette ligne X comme il a été indiqué n» 161.
PreMème*
!9t6. f Construire un triangle équivalent à un polygone donné; 2* un carré équivalent au même polygone,
Pour construire un triangle équivalent k un polygone donné ABCDE, on mène d'abord une diagonale BD qui détache du polygone un triangle BGD; par le sommet G ainsi séparé, on mène une parallèle à la diagonale BD jusqu'A la rencontre en 1 du côté ED ( adjacent à BD) prolongé, puis on joint le point 1 à l'autre extrémité B de la diagonale. On obtient o"x D i ainsi un triangle BDI équivalent k BCD; car ces deux trian-
gles ont la même base BD et miîne hauteur , puisque les sommets G et 1 sont situés sur une parallèle GI à la base conunune. Gela posé, on peut remplacer le triangle BGD par le triangle BDI ; ce qui donne le quadrilatère ABIE équivalent au pentagone ABGDE.
Dans ABIE on sépare encore un triangle BAE en menant une diagonale BE; par le sommet séparé A on mène AO parallèle à la diagonale , jusqu'à la rencontre delE prolongé; on tire OB; le triangle OBE équivaut au triangle ABE^ remplaçant ABE par OBE , on obtient le triangle BOl = ABIE = ABGDE.
Pour construire un carré équivalent à un polygone donné ABGD , on construit d'abord un triangle équivalent à ce polygone , puis un carré équivalent au triangle.
ProMème.
«tiO. Cofistruire un carré équivalent à la somme ou à la différence de deva ynr carrés donnés.
Soient m et n les côtés des carrés donnés et x le côté du carré cherché. Si on vent un carré équivalent à fn»+n^ on fait un angle droit A ; sur l'un des côtés on prend une longueur AB = in, et sur l'autre AB = n; on tire GBr
CB est le côté du carré cherché; car CB' = ÂB*4-Âc' =
Si l'on veut un carré équivalent à m* — n*, on construit un angle droit GAD; on prend sur l'un des côtés une longueur AG = n ; du point G comme centre avec une ouverture de compas égal à m, on décrit un arc de cercle qui coupe le second côté de l'angle droit en D ; on tire GD ; AD est le côté du carré cher-' ché. En effet, CD = w; AG = n;
m«=:n« + AD ; d'où AD* = m« — n«.
On peut aisément construire un carré équivalent à la somme de plusieurs carrés donnés :
On construit d'abord le côté d'un carré équivalent km^-\-n^', x'* z=.m^-\-n'^i puis le côté d'un carré équivalent à rc'* + p« ; «"» = ap'* + p* = m* + n« -f p« , et enfin le côté xf" d'un carré équivalent k xf'* + q» ; xf"^ = «''« -f- q* = m« + n« + p* + q*. On obtiendrait d'une manière analogue le côté d'un
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carré équivalent à la somme de plusieurs carrés diminuée d'un ou de plusieurs carrés donnés.
ProMème»
•l'S^. Construire un carré qui soit à un carré donné a* dans un rapport
donné f celui de 3 à 4, par ex. :
On veut avoir — = - ou «• = - a*.
Sur une ligne indéfinie » à partir d'un point À ^ on prend 3 + 4 ou 1 lon-^
gueurs égales quelconques; sur la longueur totale AB comme diamètre , on décrit une demi-circonférence ; au point G , extrémité de la 3* division» on élève une perpendiculaire CD ; on tire DÂ, DB; sur DB on prend une longueur DI = a, et
par le point I , on mène IH parallèle à ÂB ; la ligne DH est
A c Hjg ç^^^ ^y çQ^^ cherché. En effet, le triangle ADi étant
rectangle , on a , d'après un théorème démontré (n» 202) ^
DH« _ HF AC _ 3 Dl» ~ FI "" CB ~ 4 •
Si a était plus grand que DB, on prolongerait D6 et DA. Pour prendre
DI = o, etc.
x^ tn Si m et n étant des lignes données, on devait avoir -- =~, on pren-
drait sur une ligne indéfinie AC=m et GB=n, puis on achèverait comme
dans le cas précédent.
lPr#t»lèiiaéé
tM9. Deux polygones semblables étant donnés, en construire un troisième qui leur soit semblable et qui soit équivalent à leur somme ou à leur différence.
Soient M et N les aires des figures données , m et n deux côtés homologues de ces figures; X Taire de la figure demandée, x le côté de cette figure homologue à m et II. On doit avoir X = M+N, ou X=M— N. Or, d'après un
théorème connu , — = --; d'où résulte — - — = — (1). D'un autre
». , .Xaî*,,_ ««, «XM-f-N,
coté , on a aussi rr = -r (2 ). Comme X = M + N , — = — r; — ; donc
î! — ^* + ^* . d'où x*=2m*-\' n«. Si l'on devait avoir X = M — N , on n* n*
arriverait de même à x*=zm*'-n\
Construire x revient donc à construire le côté d'un carré équivalent à m* 4- n* ou à m» — n*] x étant construit, on construira sur », comme côté homologue à m, une figure semblable à la première figure donnée.
Les figures données peuvent être des triangles, des polygones ou des cercles ; dans ce dernier caSi m et n seraient le» rayons.
Problème.
<ifl9. Construire un polygone semblable à un polygone P, et qui soit à ce polygone dans un rapport donné.
Ex. : X = - P.
Supposons le problème résolu , et soient p et x deux côtés homologues des
polygones P et X ; on sait que — = -^ ; mais on doit avoir — = - j donc
— = -, et oc» =*•©•. Il s*agit de trouver le côté d'un carré qui soit les -
d'un carré donné p; on construira x comme il a été indiqué n« 217, et sur a, comme côté homologue à p , on construira un polygone semblable au polygone donné.
ProMème.
MO. Construire un polygone X semblable à un polygone donné P et équivalent à un autre polygone donné Q.
Soit a un côté quelconque du polygone P et a; le côté homologue de X. On
doit avoir — = ^ ; mais X = Q , donc tt = ^. Construisons le côté p d'un
carré équivalent à P et le côté q d'un carré équivalent à Q ; P =ap*, Q = 9*,
donc ^ = — , d'où - = -. On aura x en construisant une quatrième proporq* X* q X 1 «- r
tionnelle aux lignes connues p, ^ et a.
Si on voulait avoir X = - Q, on construirait ç«= - Q.
ÂppLiGATiOM. Construire un hexagone régulier équivalent à un polygone donné.
Tous les hexagones réguliers étant-des figures semblables, j'inscris on hexagone régulier dans un cercle quelconque ; puis je construis un polygone X semblable à cet hexagone et équivalent au polygone donné. Qn remarquas que le côté du carré équivalent à l'hexagone est moyen proportionnel entre le demi-périmètre et l'apothème ; «• = 3c X a.
DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE DANS L'ESPACE
221. Le plan est une surface telle que, si on y prend deux points , à volonté y et qu'on les joigne par une ligne droite, cette ligne est tout entière sur la surface (n® 4).
Une ligne droite ne peut donc être en partie dans un pJan^ en partie au deliors.
Tltéorème*
222. Par deux droites qui se coupent on pe^d faire passer un plan y mais on n^en peut faire passer qu'un.
En d'autres termes :
Deux droites qui se coupent déterminent la position d^un plan. Soient AB, AG deux droites qui se coupent. Une Jigne droite
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étant tracée dans un plan indéfini^ on peut la faire coïncider avec AB; le plan passant par AB^ on peut le faire tourner autour de cette ligne comme charnière, jusqu'à ce qu'il vienne passer par le point C {*) ; alors la ligne AC qui a deux points dans le plan y est tout entière. On peut donc faire passer un plan par les deux lignes AB^ AG ; a mais on n'en peut faire passer qu'un. En effet, si on
fait tourner le plan autour de AB, à partir de sa position actuelle, au moindre mouvement d'un côté ou de l'autre, il quitte le point C, et ne contient *plus la ligne AG.
223. GoROLLAiRE I. Troîs points A, B, C, non en ligne droite,
sont dans le même plan, et en déterminent la position. Il en est de même des trois côtés d'm triangle ABC.
En effet, ces trois points ou ces trois lignes sont dans le plan des doux lignes AB, AG.
c 224. GoROLLAïuE II. Deux parallèles ABjÇS), sont dans le même plan, et en déterminent la position. 1° Suivant la définition {n° i9), elles sont dans le même plan.
2o Elles ne peuvent pas se trouver toutes -^ ^ deux à la fois dans doux plans différents; cai'
c ,j\ s'il en était ainsi, par trois points non en ligne
droite ( A de AB, G et D de CD ) , il passerait deux plans différents; ce qui est impossible.
225. Remarque. Quand deux droites données seront dans un même plan, comme elles en détermineront la position, nous dirons :
!.o plan d(i ces deux lignes; le plan BAG des lignes AB, AC; l(» i)lan ABGD des deux parallèles AB, CD,
L'intersection de deux plans est une ligne droite
Gar si cette intersection comprenait seulement trois points A,B, C,
(♦) On peut se figurer le plan comme une Immense feuille de papier rigide tournant autour de AB; dans ce mouvement il passe successivement ptr tôt» les points de l'espace.
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non en ligne droite^ on conclurait de là que par trois points non en ligne droite il peut passer deux plans diiSerents, ce qui est impossible.
227. Remarque. Pour représenter les plans dans les figures, nous sommes obligé de leur donner des limites; mais il faut toujours les concevoir indéfinis.
DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES A UN PLAN
228. DÉFINITION. Une droite est perpendiculaire à un plan quand elle est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dans le plan; réciproquement le plan est perpendiculaire' à la droite.
Le pied d^une perpendiculaire est le point où elle rencontre le plan.
Tltéorèine.
229. Si une droite AB est perpendiculaire à deux autres BC, BD, qui passent par son pied dans un plan MN, elle est perpendiculaire à ce plan.
Le théorème sera démontré si nous prouvons que AB est perpendiculaire à toute autre droite, BE, menée par son pied dans le plan MN.
Pour cela, menons dans ce plan une ligne CED qui coupe les trois lignes BG, BD, BE; prolongeons AB d'une longueur BA' = BA, puis tirons AC, AE, AD, A'G, AE, A'D. Dans le plan ACA A^ les deux lignes CA, CA' sont deux obli-
ques à la droite ABA', s'éloignant également du pied de la perpendiculaire CB; donc GA = GA' ; on a de même, dans le plan ADA', Toblique DA =DA'. Les deux triangles AGD, A'GD, qui ont déjà un côté commun CD, ont donc les trois côtés égaux. Nous pouvons les faire coïncider en faisant tourner A'GD, autour de CD comme charnière, pour le rabattre sur AGD. Gela fait, le point E n'ayant pas bougé, et A' étant venu en A, EA' coïncide avec EA ; EÀ' étant égal à EA^ le triangle AEA' est isocèle , et la
ligne EB qui va du sommet au milieu de la base^ AA'^ est perpendiculaire à cette base (n° 36). Réciproquement ABA' est perpendiculaire àBE^ donc elle est perpendiculaire au plan MN. G. Q. F.D.
Tltéorèine*
230. Par un point donné y on peut toujours faire passer une perpendiculaire à un plan donné; mais on n*en peut faire passer qu'une.
Je prends une droite AB^ fig. (1); je &is passer par cette ligne (0 deux plans quelconques ABC, ABD, et je mène dans ces plans deux perpendiculaires BC , BD à AB ; ces lignes BC, BD déterminent un plan CBD, perpendiculaire à AB (n^* 229). Cela fait, si le point donné est un point B du plan MN, fig. (2), transportant la figure ABCD que je viens de former, je pose le plan CED sur le plan MN, de manière que le point B de CBD coïncide avec le point B de MN. La ligne AB perpendiculaire aux lignes BG, (2) BD est perpendiculaire au plan MN qui con-
A tient maintenant les deux droites.
Si le point donné est un point A situé hors du plan MN, ayant posé le plan CBD sur le plan MN, je le fais glisser sur ce plan de manière que la ligne AB de la figure BACD vienne IJ passer par le point donné A; ce qui évidemnjent est toujours possible ; il passe alors par ce point donné A une perpendiculaire AB au plan MN.
251. Par un point donné on ne peut faire passer qu'une perpendicfdaire à un plan donné.
Le point donné B peut être sur le plan donné; supposons que .}, • I ç par ce point B il passe deux perpendi-
culaires BA, BG au plan MN; le plan ABC de ces deux lignes (n" 22) coupe le plan MN suivant une droite BD; AB i ~5 \ étant perpendiculaire au plan MN, est
perpendiculaire à la ligne BD qui passe par son pied dans ce plan; par la mène
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raison CB est aussi perpendiculaire sur BD; dans le même plan ABGD il y aurait donc, au même point B^ deux perpendiculaires sur la même droite BD; ce qui est impossible. Il est donc également
impossible qu'il passe par le point B deux perpendiculaires au plan MN.
Le point donné A peut être situé hors du plan donné M N ; supposons qu'il passe par ce point A deux perpendiculaires AB, AC au plan MN; tirons BC. Dans le triangle ABC il y aurait deux angles droits B et C; ce qui est impossible.
Tltéorèine*
252. Par un point donné on peut toujours mener un plan per^ pendtculatre à une droite donnée; mais on n'en peut faire passer
qu'un.
Le point donné C peut être sur la droite donnée AB. Je mène par la droite AB deux plans quelconques, et dans ces plans deux perpendiculaires CD, CF à la droite AB; ces deux lignes CD, CF déterminent un plan DCF (ou MN) qui est évidemment perpendiculaire à la droite AB (n** 229).
Par le point donné G on ne peut mener qu'un plan perpendiculaire à AB. En eflfet , supposons qu'on en puisse mener deux, MN,MP; par AB je fais passer un troisième plan quelconque, qui coupe les plans MF, MN suivant les lignes CE, CD; AB perpendiculaire au plan MF est perpendiculaire à CE; puis de même à CD du plan MN.
Dans le même plan ACDE, il y aurait donc au même point C deux perpendiculaires à la même droite AB, ce qui est impossible; il est donc également impossible que deux plans perpendiculaires à AB passent par le même point C.
U point donné G peut être en dehors de la droite donnée AB.
Daus ce cas je mène dans le plan GÂB une perpendiculaire CD sur AB; puis faisant passer un deuxième plan quelconque par AB, je mène dans ce pJan DE perpendiculaire à AB ; le plan EDC (GN) est perpendiculaire à AB (n*» 229).
Par le point donné G on ne peut mener qu'un plan CN perpendiculaire à AB. En effet, un second plan perpendiculaire (CM) ne pourrait rencontrer AB au point D (2^ cas) ; supposons qu'il rencontre cette ligne au point I. La ligne AB étant perpendiculaire aux deux droites IC, ID, le triangle CID aurait deux angles droits, ce qui est impossible.
Tliéorèine.
235. Toutes les perpendiculaires GG, OD, OE, 01, menées à la même droite AB, par un même point de cette lignCy sont dans un même plan.
En effet, OC, OD déterminent un plan COD perpendiculaire à A AB (n'» 229) ; OE , 01 déterminent un plan
EOl également perpendiculaire à AB. Les deux plans COD, EOI sont un seul et même plan; sans quoi il passerait par le point deux plans perpendiculaires à la droite AB, ce que nous venons de démontrer impossible.
234. Corollaire. Si des lignes égales AC, AD, AE, AI forment avec la même ligne AB des angles égaifx GAB, DAB, etc., leurs extrémités C, D, E, I sont sur une même circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à AB.
J'abaisse GO perpendiculaire à AB; puis je tire OD, OE, 01; tous les triangles CAO, DAO, etc., sont égaux (n"^ 29); par^suite les angles AOD, AOE, AOI sont droits comme AOC; on rentre dans le cas du théorème précédent. D'ailleurs OI=OE=:OD=rOC j donc, etc.
AC , AD, AE
i^ La perpendiculaire est plut courte que toute oblique;
S** Deux obliques AC, AD qui sVcartent également du pied de la perpendictdaire sont égales ;
3" De deux obliques AE , AC qui ^ s'écartent inégalement y celle qui s'é^ carte le plus est la plus longue.
!• On a AB<AC; en eflfet, dans le plan ABC la perpendiculaire AB est plus courte qu'une oblique quelconque AC (livre I, n° 42).
La plus courte distance d'un point à un plan est donc la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan.
2« Si la distance BD = BC, Foblique AC = AD.
En eflfet, les deux tiiangles rectangles ABC, ABD ayant le côté AB commun, BC = BD par hypothèse, sont égaux; de là résulte AC = AD.
3° Si on a BE > BG , Toblique AE est plus grande que AC. En effet, on peut sur BE prendre une longueur BD=BG et tirer AD; Toblique AD=AC; mais dans le plan ABDE, Toblique AE est plus longue que AD (livre I, n° 42); donc AE> AC.
236. Les réciproques des théorèmes précédents sont toutes vraies.
i® Deux obliques égales s'écartent également de la perpendiculaire; car si elles s'écartaient inégalement, celle qui s'écarterait le plus serait la plus longue.
De deux obliques inégales, la plus longue s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire.
La démonstration est facile.
S37. Rkmarque. Les pieds G, D de toutes les obliques égales menées d'un point A à im plan MN sont situées sur une ciroonfé-
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rence de cercle , ayant pour centre le pied de la perpendiculaire menée du point A sur ce plan. On déduit de là un moyen mécanique de mener une perpendiculaire d'un point donné extérieur sur un plan donné ; on mène du point A au plan MN au moins trois obliques égales entre elles; on fait passer une circonférence par les pieds de ces obliques sur le plan MN ; la ligne qui joint le point A au centre de cette circonférence est la perpendiculaire demandée.
258. Une droite AB étant perpendiculaire à un plan MN , si du pied B de cette ligne on mène une perpendiculaire BD à une ligne CE du plan MN, puis qu'on joigne un point quelconque de AB au point D , la ligne AD ainsi menée est perpendiculaire sur CE. Pour le démontrer, je prends sur EC, à partir de D, deux longueurs égales DC, DE; puis je mène BE, BC, AE, AG. Sur le plan MN, les obliques BE, BG sont égales comme s'écartant également du pied D de la perpendiculaire BD (DE = DC). Dans l'espace, les deux obliques AE, AG au plan MN qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire (BE = BG), sont égales entre elles. La ligne AD qui va du sommet du triangle isocèle AGE au milieu de la base AE est perpendiculaire à cette base (n°36). G. Q. F. D.
Ce théorème est connu sous le nom de théorème des trois perpendiculaires (AB, BD, AD).
DROITES PARALLÈLES DANS l'eSPACE.
Tltéorèine.
259. Par un point G, donné dans l'espace, on peut toujours mener une parallèle à une droite donnée AB , mais on ne peut en mener qu'une.
LIVUE V.
D'abord le point G et la droite donnée déterminent un plan CÂB dans lequel on peut toujours mener une parallèle CD à la droite AB (livre!, n' 51).
On ne peut mener par le point G qu'une parallèle à la ligne AB.
En effet, supposons qu'on en puisse mener deux GD, GE ; les deux parallèles AB, GD sont dans un même plan ABGD; les deux parallèles AB, GE sont dans un même plan ABGE ; les deux plans ABGD , ABGE ne sont qtfun seul et même plan, celui que nous avons appelé GAB; car ils ont avec celui-ci trois points communs G, A, B, non en ligne droite. Il y aurait donc, dans le même plan GAB, deux parallèles menées à la même droite AB , par le point G ; ce qui est impossible (livrel, n'^Bâ).
Tltéorème.
240. Si deux lignes sont parallèles ^ tout plan (MN) perpendiculaire à Vune (AB) est perpendiculaire à Vautre,
Le plan ABGD des deux parallèles coupe le plan MN suivant
une droite BG; la ligne AB (perpendiculaire au plan MN), étant perpendiculaire à la droite BG , sa parallèle GD est aussi perpendiculaire à BG (livre I, n** 55) ; il suflSt donc de prouver que GD est perpendiculaire aune se- 2^ conde droite menée par son pied G dans le plan MN. Pour cela je mène dans ce plan une perpendiculaire lE à BG, et je tire AG ; en vertu du théorème de trois perpendiculaires (n* 238), la ligne AG est perpendiculaire à lE; lE étant perpendiculaire à deux lignes GB, GA, qui passent par son pied dans le plan ABGD, est perpendiculaire à ce plan, et par suite à la ligne GD qui y est située. Réciproquement GD est perpendiculaire à lE; comme elle Test déjà à GB, elle est perpendiculaire au plan MN. G. Q. F. D.
RECIPROgUK.
241. Deux lignes AB, CD perpendiculaires au même plan jVIN, sont parallèles entre elles.
En eltiet^ si CD n'était pas parallèle à AB^ on pourrait par le point
C mener une parallèle CE à AB; AB étant perpendiculaire au plan MN, sa parallèle CE le serait aussi ; il y aurait donc au même point C deux perpendiculaires CD^ CE au même plan; ce qui est impossible. Il est donc également impossible que CD ne soit ^ pas parallèle à AB.
DROITES ET PLANS PARALLELES^ PLANS PARALLÈLES ENTRE EIJX
242. DÉFINITION. Une droite et un plan sont parallèles quand ils ne peuvent se rencontrer, quelque loin qu'ils se prolongent.
Deux plans parallèles sont deux plans qui ne peuvent se rencontrer.
Tltéorèine.
243. âS'i une droite AB est parallèle à une ligne CD située dans un plan MN, elle est parallèle à ce plan.
En effet, le plan ABCD des deux parallèles et lo plan MN ont
pour intersection la droite CD ellemême ; la ligne AB qui ne sort pas du plan ABCD ne rencontre pas le plan MN; car elle ne pourrait le rencontrer qu'en un point de Tintersection CD des deux plans ; ce qui est impossible^ AB et CD étant parallMes.
LIVRE V
Tltéorème*
^244. Si une ligne AB est parallèle à un />/«nMN, Vintet'section CD du plan W^ et d^ un plan quelconque mené par KR est imrallele à AB.
En effet, si AB rencontrait CD elle rencontrerait le plan M N ; donc AB ne rencontre pas CD; d'ailleurs ces deux lignes sont dans le même plan ; elles sont donc parallèles.
Corollaire. Un plan MN et une droite AB étant parallèles, si on
mène, par un point C du plan y une parallèle à AB, cette parallèle CD est située dans le plan MN. En effet, si cette ligne CD n'était pas située dans le plan MN, Tintersection du plan ABCD des deux parallèles et du plan MN serait une droite CE, parallèle à AB (théorème précédent) ; par le même point C il y aurait donc deux parallèles à la même ligne AB , ce qui est impossible. Il est donc également impossible que CD ne soit pas dans le plan MN.
Tltéorème*
24S. Les intersections AB, CD de deux plans parallèles MN, PQ
par un même plan RS, sont parallèles entre elles.
En effet, AB et CD ne peuvent se rencontrer; autrement les plans MN, PQ , dans lesquels elles se trouvent, se rencontreraient; d'ailleurs AB, CD sont dans le même plan RS; ces deux lignes sont donc parallèles.
iô'2
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Tltéorèine*
246. Deux plans perpendiculaires à la même droite sont parai' lèles entre eux.
En effets si les plans MN^PQ n'étaient pas parallèles^ ils se
rencontreraient suivant une droite IK; joignons un point de IK aux pieds B et G de BC. Cette ligne BC, perpendiculaire au plan MN^ est perpendiculaire à CO. De même BC est perpendiculaire à OB du plan PQ; il y aurait ainsi deux perpendiculaires menées du point à la même droite BC^ ce qui est impossible; il est donc également impossible que les plans MN ^ PQ se rencontrent. C. Q. F. D.
Tltéorème.
247. Si deux plans sont parallèles^ toute droite perpendiculaire à l'un (MN) est perpendiculaire à l'autre.
Menons par le pied C de AB, sur le plan PQ, une droite quelconque CO. Les deux lignes AB, CO déterminent un plan qui coupe le plan MN suivant une ligne DI parallèle à CO (n° 245). Dans ce plan ACO, on remarque que AB, perpendiculaire au plan MN , est perpendiculaire à DI , et par suite à sa parallèle CO. On démontrerait de même que AB est perpendiculaire à toute autre ligne, ex.: CF, passant par son pied dans le plan PQ; donc AB est perpendiculaire au plan PQ.
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Tltéorème*
248. Par un point donné dans Vespace on peut mener un plan parallèle à un plan donné ^ mais on n^en peut mener quun.
Soient A le point donné et MN le plan donné; j'abaisse du point A une perpendiculaire AB sur le plan MN; par le point A
je mène un plan PQ perpendiculaire à AB (n° 232); Xy le plan PQ est parallèle à MN (n" 246).
' On ne peut mener par le point A deux plans
parallèles au plan MN; car ces deux plans seraient
Al
^ / tous deux perpendiculaires à la droite AB (n° 247),
^ au même point A ; ce qui est impossible.
249. Corollaire. Deux plans M, N, parallèles à un troisième P sont parallèles entre eux; car s'ils se rencontraient, il y aurait, par un même point (de leur intersection), deux plans parallèles à un même plan; ce que nous venons de démontrer impossible.
Tltéorèmeo
350. Deux parallèles comprises entre deux plans parallèles sont égales.
Les parallèles AC, BD déterminent un plan ABGD dont les intersections AB, CD avec MN et PQ sont parallèles. La figure ABCD est donc un parallélogramme, et AC = BD. C. Q. F. D.
Sans changer de figure, supposons que AC, BD soient deux perpendiculaires quelconques aux plans MN, PQ; ces deux lignes étant parallèles, et par suite égales, on conclut de là que :
Deux plans parallèles sont partout égale-
Tltéorèine*
281. Deux lignes quelconques (AC, Dl) rencontrées par froisplars parallèles sont divisées en parties proportionnelles,
AB DE
ment distants.
On a
BC ~" El •
COt'RS DE GÉOIIKTI-.IK.
r le prouver, je mène par .le poiut A la droite AG parallèle à ni ; AO rencontre les plans PQ, RS aux 7 points F, G j d'après un théorème précédent ' (n* 230), AF = DE; FG=EI. Le plan f ACG coupe les deux plans PQ, RS suivant deux droites purallèles BF, CG. La It^e T7 BF étant dans le triangle ACG parallèle an AB AF
IL
côté CG, on al'égalité de rapport ■^ = .
laquelle revient à ^=-^> puisque AF=
DE, et FG= El. Le théorème est donc
ThéorèmCt
232, Si deux angles k^CjH^V , non situés dans le même plan, oïd leurs côtés }wraUHcs, ils sont égaux ou supplémentaires, et levrs plans sont fjarfillHfs.
.le prends BA=ED, et BC=EF, puis je mène les lignes BE, AD, GF, AC, DF. La ligne AB étant égale et parallèle à ED, la ligure ABED est un parallélogramme j donc BE est égale et parallèle à AD. De même BC étant égale et parallèle à EF, la figure BCFE est un parallélogramme; donc BEest égale et parallèle à CF. Les deux lignes AD, CF égales et parallèles à une troisième BE sont égales et parallèles l'une à l'autre; il résulte de là que la figure ADCF est un parallélogramme, et AC =DF. Les deux triangles ABC, DEF, ayant les trois côtés égaux , sont égaux ; donc l'angle ABC = DEF. Si on prolongeait FE sur la gauche, on obtiendrait un angle DEL qui aurait toujours ses côtés parallèles à ceux de ABC ; cependant cet angle DEL, supplément de DEF, serait également supjdément de ABC.
Les angles sont égaux quand ils ont les côtés parallèles et dirigés deux à deux dans le même sens, ou deux à deux en sens contraires. Us sont supplémentaires dans les autres cas.
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Les plans ABC, DEF sont parallèles. En effet, si cela n'était pas, on pourrait toujours mener par le point B un plan BIH parallèle à DEF ; I et H étant les points où ce plan BIH est rencontré par les lignes AD, CF, on aurait DI= BE, FH=BE (parallèles comprises entre plans parallèles) ; mais déjà AD =BE; on aurait donc DI= AD, ou la partie égale au tout, ce qui est absurde ; on est conduit à cette absurdité en supposant que les plans ABC, DEF ne sont pas parallèles ; cette hypothèse est donc fausse, et ces plans sont parallèles. C. Q. F. D.
DBS ANGLES DIEDRES.
253. DiFiMiTioNs. Quand deux plans se coupent, la figure que forment ces plans limités à leur commmie intersection se nomme un angle dièdre.
Les deux plans ABD, GBD sont les facesy et leur intersection BD est V arête de Tangle dièdre.
Celui-ci se désigne ordinairement par quatre lettres, parmi lesquelles les deux de l'intersection au milieu, les deux autres lettres étant prises sur les deux faces. Ex. : Tangle dièdre ABDC.
Un dièdre peut être désigné par son arête seulement, quand il n'y a pas lieu à confusion; par exemple quand Tarête indiquée n'appartient qu'à ce seul angle dièdre ; on dit alors le dièdre BD.
254. La génération d'un angle dièdre est analogue à celle d'un angle rectiligne. Un plan FAB d'abord coïncidant avec un plan
MN, se relève et tourne autour d'une droite AB de ce plan. Un angle dièdre P'ABN se forme et grandit comme l'indique la figiu^e.
^' Si on considère le plan MN dans toute son étendue des ^ ^ deux côtés de la ligne AB , on
remarque que le plan P'AB fait avec ce plan MN deux angles dièdres adjacents généralement inégaux. L'angle de droite P'ABN d'abord le plus petit des deux (position P'AB), augmente progressivement^
et finit par devenir le plus grand (position P"AB). Il est évident que dans l'intervalle les deux angles dièdres ont été une fois égaux (position PAB).
Quand un plan PQ fait avec un même plan MN, du même
côté de celui-ci, deux angles adjacents égaux, ce plan PQ est perpendiculaire au plan MN et les angles dièdres QPAM, QAPN, sont des angles dièdres droits.
Les angles dièdres adjacents ou opposés par Tarête jouissent de propriétés analogues à celles des angles rectilignes adjacents ou opposés par le sommet.
Par exemple, la somme de dettx angles dièdres adjacents est égale à deux droits.
Si un plan PQ est perpendiculaire au plan MN, réciproquement le plan MN est perpendiculaire au plan PQ.
Les angles dièdres opposés par l'arête sont égaux entre eux» Toutes ces propositions se démontrent conmie les théorèmes analogues du I" livre.
Nous les admettrons comme démontrées.
Mesure des angles dièdres.
256. Pour mesurer les angles dièdres, on s'appuie sur des pro- 2 A positions que nous allons exposer.
DÉFINITION. On appelle angle rectiligne correspondant à un angle dièdre donné, Tangle formé par deux perpendiculaires à Taréte menées au même point de cette ligne dans les deux faces du dièdre. Ex. : Tangle MON.
L'angle rectiligne correspondant à un dièdre est le même en quelque point de l'arête qu'on mène les
perpendiculaires .
Supposons qu'on en ait mené au point et au point B, et comparons les angles ABC, MON. Les deux lignes AB, MO perpendiculaires à la même droite BE, dans le même plan ABE, sont parallèles; CB, NO sont parallèles par la même raison; les angles ABC, MON ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens, sont égaux.
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Tltéorème*
857. A des angles dièdres égaux correspondent des angles rectilu gnes égaux , et réciproquement.
i* Soient ABDC^ GHEF deux dièdres égaux , auxquels corres- ^ ^ pondent les angles rectilignes ABC, GHF. Je fais
coïncider les deux angles dièdres ; pour cela je pose le plan GHE sur ABD, en mettant BD sur HE et le point H en B; cela fait, le plan FHE coïncide de
M. lui-même avec CBD j autrement, l'angle dièdre GHEF _J serait plus grand ou plus petit que ABDC. Les plans coïncidant et la ligne HE étant sur BD, HG perpendiculaire à HE coïncide avec BA, perpendicu-
laire à BD ; HF coïncide de même avec BC; les an-
I ^^^ gles rectilignes ABC, GHF coïncident et sont égaux.
Réciproquement, quand les angles rectilignes ABC, GHF, correspondent à des dièdres BD , HE , sont égaux y ces dièdres sont égaux.
En effet, transportons la figure GHEF sur la figure ABDC, en mettant le plan GHF sur ABC; les angles rectilignes étant égaux pourront coïncider; HG se placera sur AB et HF sur BC; les plans ABC, GHF coïncidant, le point H étant en B, la ligne HE perpendiculaire au plan GHF ( n® 229) coïncidera avec la ligne BD perpendiculaire au plan ABC. Cela étant, les plans GHE, ABD, passant par les mêmes droites AB, BD qui se coupent, coïncideront; les plans FHE, CBD de même.
2S8. CoROLLAiRiî. A un angle dièdre droit correspond un angle
rectiligne droit , et réciproquement.
Soit le plan AP perpendiculaire au plan MN (n® 255); menons à Tintersection, AB, une perpendiculaire 10 dans le plan AP et une perpendiculaire COD dans le plan MN.
Les deux angles dièdres PABN, PABM étant égaux,leurs correspondants rectilignes lOD, lOC sont égaux; ces angles rectilignes sont adjacents dans le plan ICD; donc ils sont droits.
La réciproque est évidente.
tâ8
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S39. En général , deux angles dièdres iont entr^ eux comme les angles rectilignes correspondants.
Supposons qu'une conunune mesure ABI des angles rectilignes
soit contenue trois fois dans ^ ABC et quatre fois dans EFO; par définition , le rapport de ces angles rectilignes^
ABC EFO
Faisons passe? un plan, dans chaque dièdre, par chaque ligne de division de l'angle recliligne et par Taréte; nous avons ainsi sept angles dièdres, partiels, ^gaux comme correspondant à des angles rectilignes égaux; il y a trois de ces dièdres dans le dièdre proposé ABDC, quatre dans le
dièdre EFCO. Donc ^^^^
3 ABDC^ABC^^^Q^p^j^^
EFCO 4' EFCO EFO Évidemment cette démonstration s'applique quelle que soit la commune mesure des angles rectilignes ou dièdres j notre théorème est donc vrai en général.
IflSURB DES ANGLHS DiÈDaCS.
260. Un angle dièdre a pour mesure Sangle rectiligne qui lui correspond.
Mesurer un angle dièdre, c'est trouver son rapport à Funité des angles dièdres.
L'unité des angles dièdres est Tangle dièdre droit, conune l'unité des angles rectilignes est Tangle rectiligne droit ; nous avons vu que ces deux unités se correspondent (n'' 258).
Cela posé, si on considère un dièdre quelconque ABDC et rangle rectiligne correspondant ABC, on a d'après le théorèniQ précédent:
LIVEB y. 159
ABDC __ ABC i dièdre droit "^ i droit *
Le nombre qui exprime la mesure de l^angle dièdre est égal à
celui qui exprime la mesure de l'angle rectiligne; c'est ce que
signifie renoncé précédent. Ex. : si Tangle ABC = -- droit, Tangle
dièdre ABDC vaut les 3/4 d'un angle dièdre droit.
Rrhàrqub. Mesurer un angle dièdre revient à mesurer Tangle rectiligne coiTCspondant; mesurer celui-ci revient à mesurer Tare de cercle décrit de son sommet comme centre et compris entre ses côtés. Mesurer un angle dièdre se réduit donc en définitive à mesurer un arc de cercle.
Si une droite BC est perpendiculaire au plan MN, tout
plan mené par cette droite est perpendiculaire au plan MN.
BC, située dans le plan PQ, est perpendiculaire à rintersection AP des deux plans (défin.); je mène BD perpendiculaire à AP, dans le plan MN ; Tangle CBD mesure Tangle dièdre CAPN des deux plans PQ, MN. Mais cet angle CBD est droit, car CB est perpendiculaire à BD, par définition; donc l'angle dièdre CAPN est droit; les deux plans PQ, MN sont perpendiculaires entre eux. C. Q. F. D.
Tltéerème.
268. Deux plans PQ9MV étant perpendiculaires l'un à r autre (figure précédente), toute perpendiculaire BC à l'intersection AP, située dans l'un de ces plans (PQ), est perpendiculaire à l'autre
MN
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En effets ayant déjà BC perpendiculaire à Tintersection AP dans le plan PQ y je mène au même point B une perpendiculaire BD à AP, dans le plan MN. L'angle rectiligne CBD correspond au dièdre QAPN; or ce dièdre est droit par hypothèse; l'angle CBD est donc droit; CB est perpendiculaire à BD; mais CB est déjà perpendiculaire à AP par construction ; cette ligne GB est donc perpendiculaire au plan MN. C. Q. F. D.
Corollaire. Deux plans PQ, MN étant perpendiculaires
si on mène d*tm point G de l'un (PQ) une perpendiculaire à l'autre
(MN), cette perpendiculaire est dans le plan PQ. En effet, supposons que cette perpendiculaûre soit une ligne CD,
non située dans le plan PQ. Menons dans le plan PQ une perpendiculaire GB à l'intersection AP des deux plans; d'après le théorème précédent, cette ligne GB est perpendiculaire au plan MN.
Nous aurions donc deux perpendiculaires GB, CD abaissées du même point G sur le plan MN, ce qui est impossible; il est donc également impossible que la
perpendiculaire menée du point G sur MN ne soit pas dans le plan
PQ; elle est donc dans le plan PQ. C. Q. F. D.
Tltéorème*
263 bis. Quand deux plans PQ, RS sont perpendictdaires à un même troisième y leur intersection 01 est perpendiculaire à ce troisième.
En effet, la perpendiculaire abaissée du point (de l'intersection) sur le plan MN doit être dans le plan PQ, puisque est un point de ce plan; pour une raison semblable, cette perpendiculaire doit être dans le plan RS; cette perpendiculaire étant une ligne commune aux deux plans, n'est autre que leur intersection.
LIVRE V
DES ANGLES SOUDES^ TRIÈDRES OU POLTàDRES.
264. DÉFINITIONS. On appelle angle solide ou polyèdre la figure
que forment plusieurs plans qui se rencontrent en un point S, limités à leurs intersections
consécutives SA, SB, SG,
Le point commun S est le sommet de Tan-
gle solide; les intersections SA, SB, SG,
en sont les arêtes; les angles ASB, BSC, CSD, etc., que forment les arêtes, sont les faces ou angles plans de la figure.
Nous ne considérerons que des angles solides convexes, c'est-àdire tels que dans chacun le plan d'une face , prolongé indéfiniment^ laisse toutes les autres faces du même côté.
Quand les faces sont au nombre de trois seulement, l'angle solide prend le nom d'angle trièdre.
Un angle trièdre comprend six parties ou éléments déterminés; ce sont les trois faces ASB, ASC, BSC, et les trois dièdres SA, SB, >/ / B ^ \ se, que celles-ci forment deux à deux.
Tliéorèiiie*
265. Dans tout angle solide trièdre , un angle plan quelconque ^ est moindre que la somme des deux autres.
U n'y a lieu évidemment à démonstration que si une des faces est plus grande que chacune des deux autres. Soit ASC cette plus grande face ; je construis dans l'angle ASG l'angle CSD =CSB; dans le même plan ASC, je mène une ligne ADC qui coupe les trois lignes SA, SD, SC ; je prends ensuite sur la troisième arête une longueur SB=SD, et je mène les lignes AB, BC. Les deux trian-
gles SCB, SCD ont le côté SC commun , SB = SD par construction; Tangle GSB = CSD; ces deux triangles sont donc égaux ^ etCD=BG. Dans le triangle ABC, on a AC<AB + BC; ce qui revient à AD + GD <AB + BC; d'où, en retranchant CD=BC, on conclut AD < AB. Les deux triangles ASD, ASB ont le côté SA commun, SD=SB et le troisième côté AD < AB; donc, en vertu d'un théorème démontré (livre I, n» 32), Tangle ASD<ASB; ajoutant d'une part Tangle DSC et de l'autre son égal CSB, on trouve enfin :
ASD + DSC ou A8C<ASB + CBB. C.Q.F.D.
Vltéorèiiie.
La somme des angles plans d^un angle pàlyèdfe convexe
quelconque est moindre que quatre angles droits.
Je mène un plan qui coupe la surface de Tangle solide suivant le polygone convexe ABCDE. Cela fait, je remarque que Ton a au point A un angle solide trièdre, daos lequel Tun des angles plans
au point B, au point C, au point D, et enfin en E,
EAB<SAE + SAB ABC<SBA + SBC BCJXSCB+SCD CDE<SDG+SDE DEA<SED + SEA.
En additionnant ces égalités membres à membres, on trouve, d'une part, la somme des angles du polygone ABCDE, qui vaut ^fiùtoiu — 4, droits, si n est le nombre des côtés du polygone (68), et de Tautre la somme des angles à la base des trian^, en même nombre n, qui ont le sommet commun S. Cette secoûéd somme d'angles est égale à an**'*»'** — S ; (2/1*^**"% la somme de tous les angles des n triangles, moins la sonune, 8| des angles an
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sommet S^ qui ne sont autres que les faces de l'angle solide pfo-* posé). L'addition faite, on a donc :
2^droiu _ 4 droits ^ 2»^'«»»» — S.
Pour que Ton ait un reste moindre en retranchant 4 droits de 4n*'*"" qu'en retranchant S de la même grandeur, il faut évidemment que Ton ait A droits > S , ou S < 4 droits. C. Q. F. D.
Tltéorème*
• 867. Deux trièdres qui ont les faces égaies chacune à chacune ,
ont leurs dièdres égaux chacun à chacun.
Supposons que l'on ait ASB^A'S'B'; A9C = A'S'C'; B8C = B'S'C. Prenons, à partir de S et S' les longueurs égales SA , SB, se, S'A', S'B', S'C, et menons AB, BG, AG,A'B', A'C, B'C. Nous formons ainsi quatre triangles d'une part, et quatre de Tautre, qui sont égaux chacun à chacun. Les triangles isocèles ASB, A'S'B' sont égaux comme ayant un angle (en S et S) compris entre côtés égaux; de même les triangles isocèles ASC, A'S'C; puis BSG, B'S'G'; enfin les triangles ABG , A'B'G' ont les trois côtés égaux chacun à chacun ; AB = A'B' ( égalité des triangles ASB, A'S'B' )^ etc. Cela posé, menons au point D, pris quelconque sur SB, une perpendiculaire DH à cette ligne dans le plan ASB, et une perpendiculaire DE dans le plan ASC ; DE et DH ( qui rencontrent AB, et AC du côté des angles aigus SAB, SAC), forment Tangle rectiligne EDH correspondant au dièdre SA du premier trlèdre proposé. Prenons A'D' = AD et faisons au point D' la même construction qu'au point D, J'angle E'D'H' = dièdre S'A'; il nous faut démontor que EDH=:E'D'H'. En effet, les triangles ADH, A'D'H'sont égaux comme ayant le côté AD = A'D', leursangles en D et D' droits, rangleDAH=:D'A'H' (égalité des triangles ASB,A'S'B');doncAH==A'H'; DH=D'H'.De même les triangles
DÂE, D'ATl' ont AD= AD', leurs angles en D et ly égaux ^ et les angles DAË,D'A'E' égaux; ces triangles étant égaux, AE=zA!Ei DE = D'E'. Les triangles AEH , A'E'H' sont égaux ; car AH = AB'; AE=A'E', l'angle EAH=E'A'H' (égalité des triangles ABC, ATB'C); donc EH =£11'. Enfin les triangles DEH, DE'H' ayant, d'après ce qui précède, les trois côtés égaux chacun à chacun, sont égaux; donc l'angle EDH=E'D'H'; donc dièdre SA = dièdre S'A'. On démontrerait, par des constructions analogues faites sur les arêtes SB, S'B', que le dièdre SB = S'B'; de même SC = S'C'. Notre théorème est donc vrai.
i^^ Rebiarqub. Dans les trièdres qui ont les faces égales et par suite les dièdres égaux, les dièdres égaux sont compris entre des faces égales chacune à chacune.
268. 2* Remarque. Deux trièdres qui ont tous leurs éléments égaux
Ca)
chacun à chacun ne peuvent pas toujours coïncider; il faut que les faces égales des deux figures soient semblablement disposées.
On peut placer les trièdres comme nous l'indiquons ici V fig. (1) et (2); 2* fig. (1) et (3). Les faces égales ASC, A'S'C, ou ASC, A''S"C", sont sur le même plan (celui de la figure, par exemple); les côtés de ces angles parallèles deux à deux, et dirigés dans le même sens, les arêtes SB, S'B', ou SB, S'^B'", situées du même côté de ce plan (en avant, par exemple). Les trièdres ainsi placés, il ne peut se présenter que deux cas : ou bien , 1* fig. (1) et (2), les faces égales ASB, A'S'B' sont semblablement placées par rapport à ASC, A'S'C (toutes deux à gauche); ou bien, 2"" fig. (i) et (3), tandis que ASB est à gauche de ASC, son égale A"S"B" est à droite de A"S"C^ Dans le premier cas , les deux trièdres peuvent coïncider ; en effet, fig (1) et (2), la face A'S'C étant mise sur ASC, S'A' sur SA et S'C sur se, comme le dièdre SA = S'A', la face A'S'B' s'applique sur ASB, et SB sur S'B'. Dans l'autre cas, au contraire, fig. (i) et (3), si on essaye de faire coïncider les deux trièdres^ on est
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obligé de placer S"G" sur SA et S"A" sur SC ; autrement les deux trièdres se trouveraient placés de côtés différents de leur face commune. Mais S"G" étant sur SA , comme le dièdre S''C" n'est pas , en général, égal au dièdre SA, la face C"S"B" ne s'applique pas sur ASB, pas plus que A"S"B" sur CSB.
3» Remarque. Si la face ASB était égale à BSC, d'où il résulterait dièdre se = dièdre SA, les deux trièdres ne pourraient manquer de coïncider; il n'y aurait plus à distinguer. entre la droite et la gauche.
Tbéorème*
260, Si on prolonge les arêtes d'un irièdre SABG au delà du ç" B-' A" sommet , les prolongements déterminent un nouveau trièdre dont toutes les parties sont évidemment égales à celles du trièdre proposé ( angles opposés par le sommet) ; néanmoins ces deux trièdres ne peuvent pas coïncider.
En effet, remarquons d'abord que si ASC est sur le plan de la figure, et SB en avant de ce plan, A'SC" est sur le plan de la figure, mais SB" est derrière ce plan , et par suite les faces C"SB" et A 'SB\ Pour faire coïncider les deux trièdres, il faut préalablement ramener en avant le trièdre SA^'B^'C", en lui faisant faire une demirévolution autour de la bissectrice des angles G"SA, A"SG, comme axe. Mais cela fait, les deux trièdres auront évidemment la disposition (1) et (3) (fig. précéd.]. Gar ASB étant à gauche de ASG, A'^SB" sera à droite ; les trièdres ne pourront donc pas coïncider.
Tbéorème*
990. Deta trièdres qui ont un angle dièdre égal, comf»ris entre deux faces égales chacune à chacune, sont égaux dans toutes leurs parties.
1* Les trièdres peuvent avoir la disposition (1) et (2) (flg. précédente); alors ils peuvent coïncider comme nous l'avons démontré tout à Tbeure; ils sont done égaux dans toutes leurs parties. Ou bien ils ont la disposition relative (1) et (3); alors Us ne peuvent coïncider; mais si on prolonge les arêtes du trièdre (1), on
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obtient un trièdre qui» ramené en attnt, aura tes liMes diepoiéea eommé «eUa du trièdre (3) et pourra coïncider avec lui. Les deux trièdres proposés (1) et (S) sont donc égaux dans toutes leurs parties.
On démontre de même la proposition suivante : deux Irièdres sont igoMtt dani UmUs Uwrt partiêi quafid ils ont une face égalé ad}ûeeniê à deuat iUdm égaux chacun à chacun.
APPENDICE
Tliéorèiiie.
991. Chaque point du plan bissecteur d'un angle dièdre est également distant de ses faces; tout point pris dans V angle dièdre y aiUeufs que sur lepîan bissecteur, est inégalement distant des faces.
Soit M un point du plan EBG , bissecteur du dièdre ABGD ; j'abaisse de M les
perpendiculaires MI , MH sur les faces ABC , DBG ; il faut '^ prouver que MI=MH. En effet, le plan IMH perpendiculaire aux plans ABC, DBG (361) est perpendiculaire à. leur intersection BG, qu'il rencontre en un point 0; ses intersections avec les plans ABG, EBG, DBG, sont les droites OH, OM, 01, respectivement perpendiculaires à BG. Les angles rectilignes, HOM, MOI mesurent les angles dièdres égaux ABGE, EBGD; ils sont donc égaux. Les triangles, MOH, MOI, rectangles en I et H sont donc égaux, et MI = MH.
Soit maintenant un point, N, situé hors du plan bissecteur EBG; abaissons les perpendiculaires NI et NP sur les faces DBG, ABG| le plan INP perpendiculaire à ces faces (261), et par suite à leur intersection BG, coupe les trois plans suivant les lignes 01, OM, OP ; OM est la bissectrice de l'angle lOP; le point N n'étant pas situé sur cette bissectrice , on a NP < NI (!*' livre).
le plan bissecteur d^un angle dièdre est donc le lieu géométtique ébêê po(nU également distante de ses faees.
Trièdres supplémentaires.
Tbéorème*
!S7!i. 5t d'un point pris dans Vintérieur d'un angle dièdre On abaisee des fl«^ pendiculaires sur les faces, l'angle de ces perpendiculaires est le supplément de l'angle dièdre.
Si cette proposition est démontrée pour un point M pris dans l'intcricur du dièdre, elle le sera pour tout autre point M' également pris dans l'inlérieiir..
LIVRE V
Ëti eflél, ftl de ohaenn des points M, MS on abaisse des perpendiculaires snr les Itoei Au dièdre , les angles M et M', ayant les oOtés parallèles et dirigés dans le inétne sens, seront exactement les mêmes.
Gela posé, je prends un point M du plan bissecteur (figure précédente), et j'âbalise les perpendiculaires MH, MI ; le plan IMH perpendiculaire aux fices ABC, DBG est perpendiculaire à leur intersection BG; l'angle HOI mesare donc le dièdre ABGD ; mais dans le quadrilatère HOIM , qui a deux angles droits, I et H , la somme des deux autres angles HOI + IMH =2 droits. G. Q. F. D.
Remarque. Le plan IMH coupe le plan bissecteur suivant OM; Tangle IOM=
HOM=- HOI est aigu; les perpendiculaires MI, MH ne peuvent donc manquer
de tomber sur les faces mêmes de Tangle dièdre, et non sur leur prolongement; rareté BG traverse le plan IMH dans l'intérieur de l'angle IMH.
Tiaéorème*
993. Si d'un point pHs dans Viniériewr d'tm angle soHdê îrièdm SABG, on
mène des perpendiculaires MP, MQ, MR auoB faces ASB, ^G, ASG, le trièdre MPQR, qui a ces perpendiculaires pour arêtes, et le trièdre proposé jouissent des propriétés suivantes : !• les faces de MPQR sont respectivement supplémentaires des angles dièdres de SABC ; 2" réciproquement, les faces de SABG sont respectivement supplémentaires des dièdres de MPQR. A ca'use de ces propriétés, les deux trièdres sont dits suppléa mentaires Vun de Vautre.
Observons d*abord que si on démontre cette proposition pour un point quelconque, M^ situé dans l'intérieur du trièdre SABG ^ elle sera démontrée par tout autre point M' également situé dans Flntérienr; en effet, si de chacun de ces points on mène des perpendiculaires aux &ces de SABG, les deux trièdres M et M', ayant leurs arêtes parallèles et dirigées dans le même sens , sont égaux dans toutes leurs parties et même superposables. Nous prendrons le point M sur l'intersection, SM, des plans bissecteurs des dièdres SA, SG; ce point M, également distant des trois faces, se trouve en même temps dans le plan bissecteur du dièdre SB. Il résulte de là que chaque perpendiculaire, MP, par exemple, tombe sur la face même ASB du trièdre proposé et non sur le prolongement de cette face; et de plus que chacune des arêtes SA du trièdre SABG traverse la face correspondante PMR de l'autre trièdre dans l'intérieur de l'angle PMR.
1** Cela posé, il résulte du théorème précédent que l'angle PMR est supplément du dièdre SA; l'angle PMQ est supplément du dièdre SB, etc.
2« Le plan PMR perpendiculaire aux plans ASG, ASB est perpendiculaire à leur intersection SA, et réciproquement. De même, SG est perpendiculaire au plan QMR, et SB au plan PMQ. De plus, les perpendiculaires SA, SG tombent, ainsi que nous l'avons remarqué, dans l'intérieur des angles PMR, QMR et non à côté (remarque précédente); le point S est dans l'intérieur du dièdre MR; il
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est de même dans Tintérieur do dièdre HQ et dans rintérieor du dièdre HP. Cela posé, il résulte du théorème précédent que l'angle ASC est le supplément du dièdre MR , BSG est le supplément du dièdre MQ» et ASB supplément de MP. C. Q. F. D.
Si le point S était en dehors d'un de ces dièdres, une des perpendiculaires an moins tomberait sur le prolongement d'une des faces de ce dièdre.
Tltéorèmc*
974. Deux trièdres qui ont leurs dièdres égaux chacun à chacun sont éganu dans toutes leurs parties.
En elTet, soient S et T les deux trièdres proposés; S' et T' les trièdres supplémentaires. Los dièdres de T et de S étant égaux chacun à chacun, leurs suppléments, c'est-à-dire les angles plans de S' et T' seront égaux chacun à chacun ; les trièdres S' et T', ayant leurs angles plans égaux chacun à chacun, sont égaux dans toutes leurs parties. Les dièdres de S' et T' étant égaux, leurs suppléments, c'està-dire les angles pians de S et T sont égaux chacun à chacun.
On démontre de même le théorème suivant :
Deux trièdres qui ont une face égale adjacente à deux dièdres égaïux sont égaux dans toutes leurs parties.
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DES POLYÈDRES
DÉFINITIONS
275. On appelle solide polyèdre y ou sim^Xemeai polyèdre ^ un corps ou solide tenniué de toutes parts par des plans ou faces planes. Ces plans sont eux-mêmes terminés par des lignes qui sont les arêtes ou côtés du polyèdre.
Us forment des angles solides dont les sommets sont dits les sommets du polyèdre.
Le plus simple des polyèdres est celui qui n'a que quatre faces^ et qu^on nomme tétraèdre; il faut, en effet, trois plans au moins pour former un angle solide; ces trois plans laissent un vide qui, pour être fermé, exige un quatrième plan.
On appelle encore en particulier hexaèdre le polyèdre qui a six faces ;, octaèdre celui qui en a huit; dodécaèdre celui qui en a douze, icosaèdre celui qui en a vingt, etc.
Un polyèdre est régulier quand toutes ses faces sont des polygones réguliers égaux entre eux, et que tous ses angles solides sont égaux.
S76. Un prisme est un solide compris sous plusieurs parallélogranunes terminés de part et d^autre à deux polygones égaux et parallèles.
C0DR3 DE Gtei^TRIK.
On peut construire un prisme de la manière suivante : étant donné un polygone quelconque, ABCDE, et un plan parallèle UN, on mène des divers sommets A, B, C autant de droites parallèles AK,EI,CH... à la rencontre du plan MN. Les plans consécutifs ABIK,1BCH,... rencontrent MN -■■? suivant des droites Kl, IH,... qui
forment un polygone KIHGF égal au proposé ABCDE. Ces deux polygones et les parallélogrammes ABIK, IBCH, etc., qui vont de l'un à l'autre, fcmnent te prisme ABCDEKIHGF.
Les deux polygones ABCDE, KIHGF sont les base» du prisme; les parallélogrammes ABIH, etc., sont \esp<ms du prisme, et en forment la surface latérale ou convexe.
La hauteur d'un prisme est la distance de ses deux bases , c'està-dire la perpendiculaire menée d'un point de l'une sur l'autre.
Un prisme est droit quand ses arêtes latérales , c'est-à-dire ceHa qui vont d'une base à l'autre, sont perpendiculaires à ces bases; la hauteur du prisme est alors égale à l'une de ses arêtes. Dans tout autre cas, le prisme est oblique, Un prisme est triangulaire, guadrangulaire , pentagonal , etc. , polygonal suivant que ses baiet sont des triangles, des quadrilatères, des peniagonel, etc., oum général des polygones quelconques autres que des triangles.
377, Deux prismes droits gut' ont dtt bases égales et même hauteur sont det ftgwei égales.
En effet, on peut, en transportant l'une des figures sur l'autre, faire coïncider le( bases inférieures FGHIK, F'G'H'I'K'. On bases coïncidant, les arêtes latérales FA, F'A'; G6 , GV, etc., coïncident une k ans; en effet, FA, FA', par exemple, putot 1
uvRK yu
alors toutes deux du même points F^ et sont perpendiculaires au même plan. Ces arêtes étant d'ailleurs égales, lems extrémités supérieures coïncident; les sonunets des bases supérieures coïncidîant^ ces bases coïncident; toutes les faces coïncident.
I87a. On nomme pyramide le solide formé par un polygone
A6CDË9 et des triangles qui ont un sommet commun. S, et pour bases respectives les côtés de ce polygone.
Le polygone ABCDE est la base de la pyramide, les triangles ASB, BSC, etc., en forment la surface latérale ou convexe , leur sommet commun S est le sommet de la pyramide.
La hauteur d'une pyramide est la perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la base.
Une pyramide est dite triangulaire^ quadrangulairty hexagonale, polygonaley suivant que sa base est un triangle, un quadrilatère, un hexagone, un polygone quelconque autre qu'un triangle.
Une pyramide est Hgulière quand sa base est un polygone régulier, et son sommet situé sur la perpendiculaire élevée sur le plan de ce polygone, à son centre.
Nous ne considérerons que des polyèdres convexes, c'est-à-dire des polyèdres tels que le plan d'une face quelconque , prolongé indéfiniment, laisse toute la figure du même côté {").
(*) Beux polyèdres convexes P et P' qui ont ke mêmes sommets, et en mimé nombre , coïncident dans toute leur étendue.
En effet, soit ABCDE une face extérieure de P; les sommets A, B, G, D, E appartenant aussi bien 4 P' qu'à P, le plan ABCDE est une fsce extérieure de P', ou bien traverse P' laissant des sommets de ce polyèdre d'un e6té et des sonunets de rautre« Admettons la dernière hypothèse et supposons que M et N soient deux sommets de ce polyèdre situés de part et d'autre du plan
DES PARALL&iinPJkoES.
279. Un prisme qui a pour bases des parallélogrammes s'appelle un parallélipipède ; un parallélipipède a six faces qui sont toutes des parallélogrammes.
Un parallélipipède est droit quand ses arêtes sont perpendiculaires auK plans des bases.
Si ces bases sont en outre des rectangles, le parallélipipède est dit rectangle.
Dans tout autre cas ^ le parallélipipède est dit oblique.
Tltéorème.
280. Les faces opposées d^un parallélipipède sont égales et parallèles.
Nous trouvons d'abord les bases ABCD, EFGH (fig. précédente], qui sont, par définition, égales et parallèles. Considérons deux autres faces opposées ABFË, DCGH; elles ont leurs côtés égaux et parallèles deux à deux ; AE , DH comme côtés opposés du parallélogramme ADHë, etc. Les angles EAB, HDG, sont égaux comme ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens ; les parallélogrammes ABFE, DCGH peuvent donc coïncider et sont égaux. On démontrerait la même chose pour les faces ADHE, BCGF.
Deux faces opposées quelconques d'un parallélipipède peuvent donc être prises pour bases.
ABCDE. Les sommets M et N appartiennent aussi au polyèdre P ; nne face ABCDE de ce polyèdre convexe P laisserait donc des sommets d'un côté et des sommets de l'autre , ce qui est contraire à la définition des polyèdres eon' vexes; donc ÂBCDE ne peut être qu'une face extérieure de P'. Chaque foce extérieure de P coïncide donc avec une face extérieure de P' et réciproquement; donc ces deux polyèdres coïncident dans toute leur étendue. Nous avons cru utile de démontrer cette proposition; comme il est très-aisé de former des polyèdres non convexes qui, ayant les mêmes sommets et en môme nombre, diiE^ rent essentiellement , il n'est pas évident , à priori , que deux polyèdres eonvexes doivent toujours coïncider dans ce cas.
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281. Les arêtes d'un parallélipipède sont égales et parallèles quatre à quatre; si Ton considère les trois arêtes issues d'un même sommet Â; qui sont généralement inégales, chacune d'elles est égale et parallèle à trois autres arêtes.
Étant données, à partir d'an point A, trois droites AE, A6, AD, non situées dans le même plan , on peut toujours construire un parallélipipède dont les arêtes soient égales et parallèles aux lignes données. Pour cela , on mène par l'extrémité de chacune de ces trois droites un plan parallèle à celui des deux autres ; par le point E , un plan FEH parallèle à BAD ; par le point B, un plan GBF parallèle au plan AEH ; par le point D, le plan GDH parallèle au plan BAE. Les sîx plans que nous venons de nommer forment, par leurs rencontres mutuelles , le parallélipipède demandé.
Tltéorème*
282. Les diagonales d'un parallélipipède se coupent toutes quatre
au même point , qui est le milieu de chacune
d'elles.
Considérons d'abord les diagonales BH^
DP ; ces lignes se terminent, sur la gauche^ à
l'arête BF, et, à droite, à l'arête DH; tirons (i BD, FH ; les lignes BF, DH étant égales et
parallèles, la figure BDHF est un parallélo- ** gramme; BH,DF, diagonales de ce paral-
lélogramme, se coupent en leur milieu. Si maintenant nous considérons les diagonales AG, DF, nous voyons qu'elles se terminent, d'un côté à Tarête AD du parallélipipède, de l'autre à l'arête FG; menons les lignes AF, DG; les arêtes AD,FG étant égales et parallèles, la figure ADGF est un parallélogramme; AG,DF, diagonales de ce parallélogramme , se coupent en leur milieu. On prouverait de même que la quatrième diagonale CE du parallélipipède passe au milieu de DF (DF et CE se terminent aux arêtes DC, EF). La proposition est donc démontrée.
Remarque. Le point de concours des diagonales d'un parallélipipède est le centre de la ûgure; chaque ligne qui, passant en ce point, est limitée à la surface, se trouve divisée au point en deux parties égales.
Les diagonales d'un parallélipipède rectangle sont égales entre elles; le carré de chacune est égale à la_somme des carrés des trois arêtes ou dimeniions du parallélipipède; FD'= FB*+ FÊ'H- FG*. On le démontre aisément.
Mcpure des jmrallélipijwdes.
Tltéorème.
Deux parallélipipedes t-ec^An^/es ABCDEFGH, MNPQEFGH
/v ^ de même base, sont entre eux comme leurs hau-
teurs.
On peut, faire coïncider les bases de ces deux parallélipipedes^ qui se trouveront alors disposés comme l'indique notre figure. Pour abréger, |i nousnommeronslepluspotit,EP, et le plus grand, EC. Supposons qu'une commune mesure soit contenue trois fois dans la hauteur ËM du premier, et huit fois dans la hauteur EA do second;
par définition :=—- = -. Par les point» de division de EA, imagi-
EA o
nons menés des plans parallèles aux bases ; ces plans coupent le
paralléHpîpède EG suivant des rectangles égaux à ses bases, elle
partagent en huit parallélipipedes rectangles partiels, évidemment
égalix et superposables (n° 277), dont trois composent le paral-
lélipipède EP. Un de ces parallélipipedes partiels étant pris pour
t^mmune mesure, il résulte de cette décomposition que le rapport
des parallélipipedes proposés, r;;^ = 3. On a déjà — — = -; donc
EL o EA 8
m - ËÂ- ^' ^' ^- ^'
284. Deux parallélipipedes rectangles de même hauteur smt enti^e eux comme leurs bases.
Soient P un pai'allélipipède rectangle , dont nous figurons seulement les trois dimensions (la hauteur, h y et les deux côtés, a et 6, de la base); P' un second parallélipipède rectangle, ayant la même hauteur A, et pour côtés de sa base les lignes a' et 6'. Les aires des deux bases sont ax6 et a'x6' ; il s'agit de démoDlier
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P aXb que— = , k^, ' Pour cela, considérons un troisième parallélipi-
pèdeP", que Ton peut construire, ayant lahauteur, A, de Pet de J?',
une seconde dimension, a, commune avec P, et une dimension , b', commune avec F. Les parallélipipèdes P et P" ayant des bases égales (les rectangles qui ont les côtés a et h) sont entre eux
oonune leurs hauteurs correspondantes, b ei b'; p^ = ï;;(l)*
De même P'' et P', qui ont des bases égales (les rectangles qui ont les côtés h et b% sont entre eux comme les hauteurs a et a' cor-
P" a respondant à cette base; ~- = ~ (2). En multipliant les égalités
(1) et (2), membre à membre, on trouve, simplification faite.
P __ axb V'^a'xb'
Tliéorèiiie*
285. Deux parallélipipèdes rectangles quelconques sont entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs»
Soient, P, un parallélipipède rectangle, B sa base, h sa hauteur ;
F' un second parallélipipède rectangle, B' sa base*. A' sa hauteur ;
P BxA il s'agit de prouver que ^, = ^, — r;« Pour cela , considérons un
troisième paralléliiûpède P'', que Ton peut construire^ ayant même hauteur h que P, et même base B' que P'.
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On a d'abord (d'après le n» 284) , ^, = % (!)• Puis (d'après le n» 285) , Ç^V ^^^'
En multipliant ces deux égalités , membre à membre , on trouve, après simplification, n/ = 5î — n > C. Q. F. D.
r b XA
Tltéorème*
286. Le volume d'un parallélipipède rectangle quelconque est égal au produit de sa base par sa hauteur; ou, ce qui revient au même y au produit de ses trois dimensions.
Soient P le parallélipipède à mesurer, B sa base, h sa hauteur; soient C le cube, unité de volume, c sa base, qui n'est autre que le carré, unité de surface, et l sa hauteur, qui est Tunité linéaire.
On a, d'après le théorème précédent, — = j-, ce qui revient à
p L'égalité (1) démontre que le nombre, r; , des unités cubiques
contenues dans le parallélipipède proposé, est égal au produit du
nombre, -, des unités de surface contenues dans sa base, mutti-
pliées par le nombre, - , des unités linéaires de sa hauteur; autre^
ment dit, que le nombre qui exprime la mesure du parallélipipède est égal au produit des nombres qui expriment sa base et sa hauteur; or c'est ce que signifie l'énoncé ci-dessus.
Si a et b sont les côtés de la base du parallélipipède proposé, conuneB=:aXb, et c=lxlf on a, en remplaçant B et c par ces valeurs dans l'égalité (1) ,
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Cette égalité, interprétée comme Tégalité (1), signifie évidemment que le volume du parallélipipède est égal au produit des nombres qfÂi expriment ses trois dimensions,
Appucation. Trouver le volume d'un parallélipipède rectangle qui a pour dimensions 2",5; 3™,8; et 4",32.
287. Remarque. On appelle décimètre cube^ centimètre cube, etc., des cubes qui ont respectivement pour côtés un décimètre , un centimètre; etc.
|ni. CDbe _- 1000*^* ^^^^^ = 1000000^^'* ^'iiI^M.
De sorte que le décimètre cube est un millième, le centimètre cube un millionième de mètre cube, etc.
RÈGLE. Pour énoncer un nombre décimal de mètres cubes, on commence par partager la partie décimale en tranches de trois chiffres, à partir de la virgule; on complète, par un ou deux zéros, la dernière tranche à droite, si elle a moins de trois chiffi^s. Gela fait, la première tranche après la virgule exprime des décimètres cubes, la seconde des centimètres cubes, etc. Exemple : 4i'"%53270403 = 41"%532.704.030; lisez 41 mètres cubes, 532 décimètres cubes, 704 centimètres cubes, 30 millimètres cubes.
Si on veut se rendre compte de ce fait : savoir, que !"• ""** = 1000***®- «■'»^, il suflSt de concevob le décimètre pris pour unité linéaire, et le décimètre cube pour unité de volume; alors le mètre cube est un paralléUpipède dont les trois dimensions sont égales à 10; son volume est donc 10* ou 1000 décimètres cubes.
TltéoFème.
288. Le volume d'un parallélipipède droit est égal au produit de sa base par sa hauteur.
Soit ABCDEFGH le parallélipipède droit proposé. Je construis
le rectangle FKNG équivalent au parallélogramme EFGH (n° 186); puis je mène des perpendiculaires Kl, NM au {dan ËFGH; Kl, NM, parallèles à ËA et BH, sont dans le plan AËHB et rencontrât AB en I et M; je mène DI, CM. Les lignes ÏD, FK sont égales et parallèles, parce que IK est égal et parallèle à DF ; MC et GN de même; la figure IDCM est donc un rectangle égal à FGNK. J'ai ainsi construit un parallélipipède rectangle, DIMCFGNK, équivalent au parallélipipède proposé ABCDEFGH; en effet, ces deux polyèdres ont une partie commune , le solide IBCDKFGH ; les parties non communes sont les prismes triangulaires droits AIDEKF, BMCHNG, qui sont égaux et superposables comme ayant des bases égales HGN,EFK, et des hauteurs égales FD = GC (n* 277) (*). Le volume du parallélipipède droit est donc égal à celui du pai^Hélipipède rectangle, c'est-à-dire à KFGN xFD (n» 286); mais KFGN=EFGH} le volume du parallélipipède droit est donc égal au produit de sa base EFGH par sa hauteur FD. C. Q. F. D.
Tltéorème.
289. Le volume d'un parallélipipède oblique e^î égal tm produit de sa hase par sa hauteur.
Soit AEHB la base de notre parallélipipède ; je prends sur la
direction AE une longueu!? ÎN=s=AE, et par les points 1, N, je mène deux plans perpendiculaires à la lîgtie AEN; ces deux plans coupent les faces do parallélipipède proposé , et leiWrs prcAoïh gements , suivant des parallélogmimneft IKLM, NOPQ, et déterminent m pÉ* rallélipipède droit, IKLMNOPQ,qui est équivalent au parallélipipède oblique ABCDEFGH, comme nous allons le démontrer. En effet, les deux polt^èdres
(*) Si l'on transporte le prisme BMCHNG sur AIDEFK, en plaçant la but
Si
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ont une partie commune, le solide IKLMEFGH, de plus, les pai-ties non communes, ABCDIKI.M, KFGHNOPQ, peuvent se superposer; car IN étant égal à AE, IN — lE ou EN = AE — lE ou AI; de même FO=DK, etc.... Gela posé, si Ton fait glûis^r le solide supérieur, ABGOIKLM^ le long des arêtes, jusqu'à oe qu0 sa base IKLM coïncide avec la base égal^ NOPQ, {es arêtes lA, KD, etc.., perpendiculaires à IKLM, coïncident en direction avec NE,OF, etc..., perpendiculaires à NOPQ, et à cause de NE=:AI, DK = OF, etc..., A se place en E, le point D en F, etc. ; les deux solides ABCDIKLM, EFGHNOPQ coïncident alors dans toute leur étendue; ils sont donc égaux. Les deux parallélipipèdes ABGDEFGH, IKLMNOPQ, composés de parties égales, chacune à chacune, sont équivalents. Mais IKLMNOPQ = NOPQxIN (n** 288); donc ABCDEFGH=^NOPQxIN=INxNQxOR (OR perpendiculaire à NQ). Mais IN = AE; NQ = IM, perpendiculaire à AN et à BQ , est la hauteur même du parallélogramme AEHB ; AEHB = AE x IM == IN x NQ ; donc ABGDEFGH = AËHBxOR. La proposition énoncée serait donc démontrée, si OR était la hauteur du parallélipipède proposé, correspoocUat j^ la base AEHB; or cela est en effet. Le plan NOPQ étant p^p^|[)* diculdire à la droite AN, est perpendiculaire au plan ANQB (n^ sèo) } dans le plan NOPQ on a mené OR perpendiculaire à rinterftedjoQ NQ des deux pians ; OR est donc p^pendiculaire au plan ANQB (no 9@i]; comme cetie ligne part, du plan opposé DOPQ^ c'«#t hiea la hauteur indiquée du parallélipipède oblique, oorrespoo» daatt à la base AEHB ; le volume de ce parallélipipède est dooo éga) au produit de sa base pai* sa hauteur {*),
990. GoaoLLàiRE. Lb volume d^un parallélipipède quet'cmque eH donc égal au produit de sa base par m hauteur (n^ 286 , 288, 289).
HGN sur «OB égale EPK, les arêtes HB^GO, NM élucideront respectivement avec £A, fU, Kl; comme œs lignes sont, égales, B se pli^eera en A, |C e« J>^ M en I.
(*) Si au lieu de AENB on prenait EFGH pour Imse du parallélipipède, par un point I de FG, et par un point N de son prolongement (1N=FG), on mènerait deux plans perpendiculaires à FG ; la démonstration serait la même.
TltéoFème*
291. Un prisme triangulaire ABDEFH est la moitié du parailélipipède ABCDEFGH, de base double et de même hauteur. Si le prisme et^ par suite ^ le parallélipipède étaient droits^ la
proposition serait déjà démontrée; caries deux prismes ABDEFH, DBGFHG ayant des bases égales EFH, FHG et des hauteurs égales, EA = DF, etc., pourraient coïncider (277). Supposons-les obliques, et construisons des prismes droits qui leur soient équivalents ; pour cela, nous prendrons sur la direction AE une longueur IN = AE et nous mènerons par les points I et N des plans perpendiculaires à la ligne AEN ; ces plans coupent les faces du parallélipipède oblique et leurs prolongements suivant des parallélogrammes ÏKLM,NOPQ, qui déterminent un parallélipipède droit IKLMNOPQ. Le plan diagonal BDFH, prolongé, divise ce parallélipipède en deux prismes droits égaux, KBVfONQ, KMLOPQ; si nous prouvons que les prismes obliques sont équivalents, chacun à chacun, à ces prismes droits, nous aurons démontré que les prismes obliques sont équivalents. Le prisme oblique ABDEFH et le prisme droit IKMNOQ ont une partie commune, le solide IKMEFH; les parties non communes ABDIKM, EFHONQ sont égales et superposables ; on le démontre (comme dans le n"" précédent) en faisant glisser le solide supérieur le long des lignes AN, DO, BQ, jusqu'à ce que la base IKM coïncide avec son égale NOQ ; alors lA est sur son égale NE et le point A se trouve en E ; D vient en B et B en H (V. la démonstration précédente); ces deux solides coïncident dans toute leur étendue; le prisme oblique ABDEFH, et le prisme droit KIMONQ, composés de parties égales chacune à chacune, sont équivalents. On démontrerait de même que les prismes BGDHGF , KMLOPQ sont équivalents ; les prismes obliques équivalents à des prismes droits égaux entre eux, sont équivalents. Chacun d'eux est donc la moitié du parallélipipède, ABCDEFGH, formé par leur réunion. G. Q. F. D.
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Tltéorème*
292. Ia volume d'un prisme est égal au produit de sa base par sa hauteur.
Si le prisme est triangulaire^ il est la moitié d'un parallélipipède de même hauteur^ h, et de base double. Le volume du parallélipipède étant égal au produit de sa base par sa hauteur, le volume du prisme est égal à la moitié de la base du parallélipipède multipliée par la hauteur, c'est-à-dire, à sa propre base multipliée par sa hauteur. Considérons maintenant un prisme polygonal ABGDËGHIKM;
décomposons sa base en triangles par des lignes issues du même sommet G; les plans AGIO, AGKD décomposent le prisme polygonal en prismes triangulaires, dont chacun a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur; si h désigne la hauteur, les trois volumes partielssont respectivement HGIx^, GKIx/i, GMKxA; le volume du prisme ABGDËGHIKM, qui en est la somme, est égal khx (HGI + GKI + GMK) = GHIKMXA. C.Q.F.D.
MESURE DES PYRAMIDES
295, Un plan parallèle à la base d'une pyramide coupe la surface suivant un polygone semblable à la base, et divise les arêtes en pctrties proportionnelles.
En effet les lignes AB, ab, intersections de deux plans parallèles
par un troisième, sont parallèles; il en est de même de BC, bc; CD, cd; etc. Les deux angles ABC, abc sont égaux comme ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens; il en est de même de tous les angles des polygones ABCD, abcd, comparés deux à deux. Entin les
^/ .. / 1...Ad triangles semblables SAB, sab, d'abord, puis
SBC, sbc, etc., donnent les égalités de rapport SA AB SB BC se CD
sa
ab
sb bc
se
cd
CaUHS DB GÉOMÉTRIE.
294, CoitoixiiiiK. Dam deux pyramides SABC, TDEF de bam équivalentes et de même hauteur, Iêè tections planes, faite» à igokt dislances des bases, sont detpdy gtmes équivalents.
En effet , nous pouvons wippo- BerlesbasesABC,DEF, situées snr lin même plan; alors les secdoM alK, def, équidistantes des bases, sont aussi dans un même pion parallèle au premier; les sommets S et T étant également distants des bases, on peut imaginer un troisième plan parallèle à ces deux Ik, passant par les sommets S etT; les arêtes, rencontrant ainsi trois plans parallèles, sont divisées par celui du milieu en parties
proportionnelles (2S0); -
■ td
, etc. Les polygones ABC, dx
TD* . sa' TO" . ABC DEF , ^ — Ti niais -^r = -=:^ ; donc — r— ^ —r-t • Les numérateurs
td sa td «^f^ '^«f
de ces derniers rapports sont égaux par hypothèse; leurs dénominateurs doivent l'élre; (i6c= de/', C. Q. F. D.
Théorème.
29S. Deux pyramides de même hauteur et de bases ëgitivalentet sont équivalentes.
Soient PABC, PDIK les pyramides proposées que nous désignerons, pour abréger, par P et F. Supposons que les volumes de ces pyramides ne soient pas égaux, que P surpasse P'. Je divise la hauteur AH en un certain nombre de parties égales, en quatre parties, par exemple, égales à Al. Les pyramides étant disposées de manière que les bases ABC, DIK, soient sur le mteie
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plan, je mène, par les points de division de AH, des plans parallèles à ces bases 5 chacun de ces plans coupe les pyramides suivant des triangles semblables aux bases et équivalents entre eux (n» 294). Sur ABC, puis successivement sur toutes les sections de la pyramide P, comme bases inférieures, je construis des piîsmes compris entre les plans parallèles consécutifs; (on les construit ainsi : par les sommets B et C de ABC, par ex., on mène des parallèles à AP ; ces lignes, situées Tune dans le plan PAB, Tautre dans le plan PAC, rencontrent les premières parallèles à AB . AC , prolongées, en des points que l'on joint Fun à Tautre). Sur chaque section de la pyramide P, comme base supérieure, je construis un prisme compris entre cette section et le plan parallèle inférieur. Comme il y a trois sections, j'ai trois prismes intérieurs à la pyramide P', tandis que j'ai construit quatre prismes débordant la pyramide P (ayant employé la base ABC en plus). Les prismes (1) sont équivalents comme ayant des bases équivalentes et même hauteur (n* 292); les prismes (2), idem; enfin les prismes (3) de môme ; le prisme (4) n'a pas d'équivalent. Les prismes construits sur ABC, et les sections de la pyramide P, composent un volume S évidemment plus grand que le volume de cette pyramide. La somme S' des volumes des prismes intérieurs à la pyramide P' est moindre que cette pyramide P'. On a en résumé
donc la différence P — F doit être moindre que S — S'; or la différence des deux sommes des prismes est évidemment le prisme (4), qui a la base ABC et pour hauteur AI; S — S' = ABC X AI; donc P— P'< ABGxAL Mais on peut diviser la hauteur, AH, en autant de parties égales que Ton veut, par exemple, en cent millions de parties; l'une de ces parties. Aï, peut ainsi être rendue aussi petite que Ton veut; elle a pour limite zéro; il en est de même du volume ABC x AI. La différence des deux pyramides P, P', moindre que toutes les valeurs d'une quantité variable qui a pour limite zéro, est évidemment nulle; P — F=0, ouP=F;C. Q. F. D.
Tliéorème.
296. Une pyramide triangulaire est le tiers d'un prisme de même base et de même hauteur.
Soit ABGDEF un prisme triangulaire quelconque. Je mène le
plan GDF; ce plan décompose le prisme en deux pyramides, l'une triangulaire CDËF, l'autre quadrangulaire CADFB (base ADFB); je mène la diagonale AF de cette base ; le plan CAF divise la pyramide quadrangulaire GÂDFB en deux pyramides triangulaires CABF, GADF.
Le prisme se trouve ainsi décomposé en trois pyramides triangulaires GDEF, CABF, CADF. La première, CDEF, a la base DEF et la hauteur du prisme; la seconde, CABF, si on la considère comme ayant le sommet F, a la base ABC et la hauteur du prisme; ces deux pyramides ayant des bases égales et même hauteur, sont équivalentes; CDEF = CABF. Mais les pyramides CABF, CADF, ayant le sommet commun C, ont des bases égales, ABF, ADF (moitiés d'un parallélogramme), et même hauteur (la distance du point C au plan ABDF); elles sont donc équivalentes; CABF== CADF. En résumé, nous voyons que CDEF=CABF=GADF; les trois pyramides dont se compose le prisme étant équivalentes. Tune d'elles, CDEF, par exemple, est le tiers du prisme. C. Q. F. D.
Tliéorèiiie.
297. Le volume d^une pyramide est égal au tiers du produit de
sa base par sa hauteur. V = - B X H.
Considérons d'abord une pyramide triangulaire; elle est le tiers d'un prisme de même base, B, et de même hauteur, H ; or le vo-
(*) Une pyramide triangulaire CDEF étant donnée, on construit aisément un prisme de même base et de même hauteur; il suffit de mener les parallèles DA, FB, à l'arête EG à la rencontre de GA parallèle à ED et de GB parallèle à £F; ce qui produit la figure ci-dessus.
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lume de celui-ci est égal à BxHj le volume de la pyramide est
donc égal à - B X H. C. Q. F. D.
Soit en second lieu une pyramide polygonale SABCDE ; je dég compose la base en triangles par des diagonales
issues du même sommet A; les plans SAC, S AD, conduits par ces diagonales et le sommet S, décomposent la pyramide proposée en pyrac \ \ mides triangulaires SABC, etc. qui ont toutes A^.y^^\\...:::)^z}j inéme hauteur que la pyramide polygonale. Or
SABC= JhxABCj SACa) = i HXCAD, etc...
La somme de ces volumes ou la pyramide SABCDE = - H(ABC +
CAD + DAE) = 5 HX ABCDE. C. Q. F. D.
Mesure d'un polyèdre quelconque. En joignant un sommet
quelconque S d'un polyèdre aux sommets de toutes les faces qui ne passent pas par ce sommet S, puis, conduisant des plans par ce point S et les côtés de ces mêmes faces, on décompose ce polyèdre en autant de pyramides qu'il y a de ces faces. Ex. :
SABIG, SDFIG, SBCDI. On mesure le volume de chacune de ces pyramides, puis on additionne; la somme de ces volumes est
le volume du polyèdre.
Tltéorème*
fi99. Si Von coupe une pyramide par un plan parallèle à sa base, le tronc qui reste quand on a enlevé la pyramide partielle équivaut à trois pyramides ayant toutes même hauteur que le tronc ^ et pour base y l'une la grande base, ABC, du tronc, Foutre la petite base, DEF, et la troisième une moyenne proportionnelle entre ces deux bases.
!• Considérons d'abord un tronc de psramide triangulm DEPABC. Je mène le plan EDC qui décomn _ _. v pose le tronc en deux pyramides , l'une trian- ^ï\ gulaire EABC, l'autre quadrangulaire EDACF; .- I . \ je mène la diagonale DC du quadrilatère DACF, \-\.\ puis le plan EDC; ce plan décompose la pyra- - -! "3 i: mide EDACF en deux pyramides triangul^ EDCF, EDAC. Le tronc est actuellement décomposé en trois pyramides EABCj EDCF, EDAC. La première (sommet Ej a la grande base ABC du tronc et même hauteur, H, que celui-ci; la seconde EDGP ou CDEF (sommet C) a la petite twse du tronc et même hauteur que lui ; ce sont les deux premières pyramides annoncées. Beste la pyramide EDAC qui équivaut à la troisièiDe pynmide annoncée comme nous allons le démontrer ['). Les pyramides EDAC, EDCF ont le sommet conmiun E, leurs bases DGF, DAC sur le même pian; elles ont même hauteur et sont entre elles
EDCF _ PCF _ DF
EDAC ~ DÂC ~ AC * '
car les triangles DCF, DAC, qui ont des hauteurs égales quand on prend pour bases DF, AC, sont entre eut comme ces bases. Les pyramides EDAC, EABC, ont le sommet commun C, et les bases
C) Onpeut.sii'oB veut, a^ieTer comma il init pouTia tmisiôine pyramide Par le point E Je mèae El parallèle i DA, qui reiicontre AB en 1; Je tire IC, ID. La pyramide EADG est équivalente A la pyramide lADC (même base, ADC, et même hauteur, lee sommeti E, I étant sur une même parallèle au plan de la base). La pyramide lADC peut être considérée comme ayant le sommet D et la base TAC; elle a même hautenr que le tronc; il reste à prouver que sa base lAC est moyenu propoTtloanelle entre les bases ABC, DEF. En eCU, les triangles lAC, ABC, ont le sommet commnn C et lenn bases sur la même droite AB; ils ont même haalear et
ACB AB „ sont entre eux comme leurs bases ; -r-r^ =z _ . Meneoi
IK parallèle t fiC; le triangle AIK est ^al au triangle DEF) car ces titaDgles, qnl sont équiangles, ont le côté Al = DEi les trlanglea AIK.AiC OBtl*
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correspondantes ËDÂ^ ËA6, situées sur le même plan ; elles ont même hauteur et sont entre elles comme ces bases.
EDAC _ EDA _ ED
EABC "^ EAB "~ AB ^ ^
car les triangles EAD, EAB, ont des hauteurs égales quand on prend pour bases les côtés ED, AB, et sont entre eux comme ces bases. Mais à cause de la similitude des triangles EDP, ABC , on
DF ED ^ EDCF EDAC . . , . ^^,^,, ^ ÂC = ÂB 5 ^^"^ ËDÂG = ÊÂBG ^ '' ^"^ '''''''^ ^ '^^^^^ =
EDGFxEABG = iHxDEFx^HxABG= /^iRVxDEF
X ABC ; d'où enfin EDAC = ^ H X y^DEF x ABC. Ce qui est
bien le volume d'une pyramide ayant même hauteur. H, que le tronc et pour base une moyenne géométrique entre les bases du tronc
- 2° Considérons maintenant un tronc de pyramide polygonale dont nous désignons les bases par B et i, et la hauteur par H. On peut achever la pyramide de laquelle ce tronc est détaché; puis construire une pyramide triangulaire de même hauteur et dont la base B' équivalente à B, soit sur le même plan que celle-ci. Le plan qui produit la section b de la première pyramide produit dans Tautre une section équivalente b'. Les deux pyramides entières sont équivalentes comme ayant des bases équivalentes et même hau* leur; les deux petites pyramides sont équivalentes par la même raison ; donc ces dernières pyranlides enlevées, il reste deux troncs équivalents. Mais le tronc de pyramide triangulaire équivaut,
d'après i%àiHxB' + ^Hxô'+^HXv/B^5 le troïic de
tuéïDe sommet I et leurs bases sur la même droite; -rzzz = r,T • Mais à cause
AIK AK
. ,^ ».. . «^ AB AC ^ ACB Aie AIC ^
de IK parallèle à BC, on a - = ~, donc — = — = — ; donc en-
fin le triangle AIC est moyen proportionnel entre les deux bases ABC, DEF, du tronc de pyramide. La pyranoïde EDAC équivaut donc à la troisième pyramide annoncée.
pyramide polygonale équivaut à la même somme, et par suite à
la somme égale -HxB + -Hx* + ôH V ^-Ot cette dernière
somme comprend les trois pyramides polygonales dans lesquelles doit, suivant Ténoncé, se décomposer le tronc de pyramide polygonale proposé.
500. RÉSUME. Si V désigne le volume d'un tronc de pyramides à bases parallèles, H la hauteur, B l'aire de sa grande base et
b celle de la petite, onaV = -Hx(B-fô+ y/BA).
Tltéorème*
Un tronc de prisme triangulaire, DEFABC, est égal à la
somme de trois pyramides triangulaires ayant pour base commune l'une des bases ABC du tronCy et pour sommets respectifs les sommets E, D, F, de l'autre base.
Pour le démontrer, je mène le plan EAC qui décompose le tronc de prisme en deux pyramides : Tune triangulaire, EABC, qui a le sommet E et la base ABC (c'est la première pyramide annonce); Tautre quadrangulaire,EDACFj celle-ci équivaut à la pyramide BADCF, de même base DACF, et de même hauteur, puisque les sommets E et B sont sur une parallèle, EB, à la base commune (*). Je mène la ligne DC, puis le plan BDC; ce plan décompose la pyramide quadrangulaire BDACF en deux pyramides triangulaires BDAC, BDFG. La première, BDAG ou DBAC, a le sommet D et la base ABC ; c'est la seconde pyramide annoncée. La dernière pyramide BDFC équivaut à la troisième pyramide annoncée F ABC; car ces pyramides, qu'on peut nommer D(BCF), A(BCF), ont même base BCF et même hauteur; car leurs sommets D et A, correspondant à cette base, sont situés sur une même parallèle, DA, au plan de cette base. Le tronc de prisme équivaut donc aux trois pyramides indiquées.
(*) Le lecteur peut mener les lignes BD , BF, que nous concevons sans les dessiner, afin de ne pas surcharger la figure; de même la ligne AF«
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APrLICATIONS.
302. Problème. Combien y a-t-il (Thectolitres de blé dam un silo y dont la forme est celle d'un parallélipipède rectangle, ayant 4~,56 de longueur, 3",80 de largeur, et 5",48 de profondeur.
L'hectolitre = iOO litres = 100 décimètres cubes = 0" «"»>•, 1. La capacité du silo est en mètres cubes, 4,56 x 3,80 X 5,4-8 = M"- «',95744 (n° 286). Le silo contient 949 hectolitres, 57 litres, 44 centilitres.
Problème*.
On demande le poids d'une pierre taillée en forme de parallélipipède rectangle, ayant pour dimensions d",24; 0*";8 et 0'",64, le poids spécifique de la pierre étant 2,5.
Le poids spécifique de la pierre est 2,5, cela signifie que 1 centimètre cube de cette matière pèse 2»™°"**,5; évaluons donc le volume en centimètres cubes. Si on prend le centimètre pour miité, les dimensions de la pierre sont 124; 80 et 64; son volume est égal à 124x80x64 centimètres cubes = 634880 cent, cubes.
Le poids en est donc égal à 2«,5X 634880 =1587200 grammes = I537kiiogr.^20(),
Problème»
On demande ce que pèse un cristal de chaux carbonatée, en forme de prisme hexaèdre régulier, dont la hauteur est sextuple du côté de la base; ce côté a 0^,006 de longueur y et le poids spécifique de la chaux carbonatée est 2,7.
La base du prisme est un hexagone régulier dont le côté
AB = 0°»,006, ou en centimètres 0,6; Tapo-
^^ ^ thème OD = V^IÔ*— Âd'; AD moitié de AB=
0,3 ; OD = \/ôfi* — (0,3)» = v/0,36 — 0,09 = y^0,27 = 0,519 à moins de 0,001. La surface
de rhexagone est 6AB X r OD = 3AB X OD =
Jm
d,8 X 0,519. L'arête de l'hexaèdre est égale à 0,6 X 6 = 3,6; son volume est égal à i,8x0,519x3,6; l'unité de longueur étant le centimètre, son poids est égal à 2»'' ,7xl,8x0,5d9x4,2, ce qui fait O»' ,080 à moins de 0,001.
Problènie.
Combien vaut une pyramide régulière d'argent massif au titre de 0,840 , dont la base est im hexagone régulier et la hauteur quùr druple du côté de la base. La densité de la matière est 9,8 ; le kilogramme d'argent, au titre de 0,900, vaut 198',50, et le côté de la base est 0,6 centimètres.
On cherche d'abord le poids de la pyramide, qui est égal à son
volume multipUé par la densité de la matière. Or V = — x B.
On connaît — =: -^-- — = 0,8 j on évalue Taire de la base
comme dans le problème précédent 6 = 1,8x0,519; d'où
V r^ 0,8 X 1,8 X 0,519. Le poids en grammes est égal à
0,8x1,8x0,519X9,8. Enfin le gramme d'argeilt, au titre
de 0,900, valant 0^,19850, le gramme d'argent, au titre de 0,00i,
, ^19850 . ^.^ , . _.. 0^19840xal0 , .
vaudra — ; et au titre de 0,840, — — . Le prix
herché est d ne _?£i><ii?^<Mi^ ^ ^^^ ^ 0,19850 X 840
Problème.
Calculer le volume et la surface latérale d^un tronc de pyramide à bases parallèles , dont la hauteur est 12~,5, et dont les bases sont des carrés ayant respectivement pour côtés 3,60 et 0,80.
Le volume cherché est égal à
La surface latérale se compose de 4 trapèzes égaux dont nous
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connaissons les bases. La hauteur d'un de ces trapèzes joint les milieux des deux bases*, si on mène, par l'extrémité supérieure de cette hauteur, une parallèle à la hauteur du tronc, on forme un
triangle rectangle dont le petit côté est la différence, -^ '-— =
4,40, des apothèmes des bases, dont l'hypoténuse est la hauteur cherchée , ^ , du trapèze , et Tautre côté de Tangie droit est égal
à la hauteur 42,5 du tronc; de sorte que h= \/(\'l,S)^-{-(\,JLO)*. Connaissant la hauteur d'un des trapèzes et ses bases, on calculera facilement sa surface.
DES POLYÈDRES SEUBLÂBLES.
305. Nous appellerons polyèdres semblables des polyèdres compris sous un même nombre de faces, semblables chacune à chacune, et dont les angles solides homologues sont égaux. (Les angles solides homologues sont ceux qui sont formés par les faces semblables.)
Les sommets des angles solides homologues sont les sommets homologues des deux polyèdres. On nomme droites homologues les lignes qui, dans les deux figures, joignent les sommets homologues.
Tltéorème.
304. Si l'on coupe une pyramide S ABC par un plan, abc y par als lèle à la base , on détermine une nouvelle pyramide
semblable à la première.
En effet, la face SAB est semblable à 8ab
\c (û^ parallèle à AB) ; de même SAC est semblable
\ à Sac; SBC semblable à Sbc; enfin les faces ABC,
\ abc y sont évidemment équiangles et semblables
B De plus, les angles solides homologues sont
égaux chacun à chacun ; car S est commun ; ensuite deux autres quelconques homologues, ex. : A et a, sont éWdemment composés d'angles plans égaux et semblablement disposés. Les deux
pyramides ayant leurs faces semblables chacune à chacune^ et lears angles solides homologues égaux ^ sont semblables.
Remarque* Les arêtes homologues de nos deux pyrajoides sont
SA AB SB BG , proportionnelles : -- = -7- = -— = -r— , etc...
Sa ao ^ bc
Tltéorème.
SOS. Deî(X tétraèdres SABCTDEF, qui ont un angle dièdre <i égal compris entre deux faces semblables et sembla-
A blement placées , sont semblables.
/ \ Pour le démontrer, je prends sur SA une lon-
/\l7V gu^uï* S« = TD, et je mène le plan abc parallèle \ à S ABC; j'obtiens ainsi un tétraèdre Sabc semblable ...L à SABC. Si je démontre que le tétraèdre TDEF est /^ égal à SabCf j'aurai démontré que TDEF est sem- B blable à SABC. Ck)mparons donc Sabc, TDEF; Sa = TD; l'angle aSô=TDE; Saô = SAB = TDE
4 (similitude des faces SAB, TDE) 5 les triangles Sab, TDE sont donc égaux; les triangles Sflc,TDF de même. Cela posé, pour faire coïncider les pyraï^ mides TDEF, Sabc, mettons la face TDF sur son ^ égale Sac; le dièdre TD étant égal au dièdre Sa, le plan TDE s'appliquera sur le plan Saô ; la ligne TD étant déjà sur Sa, TE tombera sur son égale Sb et le point E se placera en b. Cela étant, les sommets des deux tétraèdres TDEF, Sabc coïn-p cident, et par suite toutes leurs faces; ces deux tétraèdres sont donc égaux; donc TDEF est semblable à SABC. C. Q. F. D.
Il y a divers cas de similitude des tétraèdres analogues aux cas de similitude des triangles. Us se démontrent conune le précédent.
Tltéorènie*
306. Deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un même nombre de tétraèdres semblables et semblablement disposés. Pour plus de netteté dans la figure, nous représentons deux pA-
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rallélipipèdes semblables; mais nous ferons le raisonnement comme
si c'étaient deux polyèdres semblables quelconques. On peut joindre le sommet S de Tun des polyèdres aux sommets de toutes les faces qui ne passent pas par ce sommet S; ces lignes SA, se, SD, etc.. sont les arêtes de pyramides polygonales, ayant toutes le sommet S, et pour bases ces faces non adjacentes à S; ex. : les pyramides SADGC, SDEFG, SABED f); On peut ensuite décomposer chacune de ces pyramides polygonales en tétraèdres, en partageant sa base en triangles; on obtient ainsi des tétraèdres comme SDEF, SDGF ; le polyèdre ABGSDEFG est ainsi décomposé en un certain nombre de tétraèdres. Soit $ le sommet du second polyèdre, homologue à S; on peut décomposer de la même manière le polyèdre, abcsdefgy en tétraèdres homologues à ceux qui composent le premier polyèdre; on détermine ces tétraèdres en menant dans le second polyèdre les lignes homologues à celles que nous avons menées dans le premier; sa, se, sd, etc... puis rfc, rf/*, etc... 11 nous faut maintenant démontrer que les tétraèdres homologues des deux polyèdres sont semblables chacun à chacun.
i*" Si Ton considère deux pyramides polygonales homologues quelconques de ces polyèdres, il suffit de démontrer la similitude de deux tétraèdres homologues de ces pyramides, pour conclure la similitude de tous les autres. Considérons, par exemple, des pyramides SABGD, sabcdy ayant les bases semblables comme celles de nos deux polyèdres*; A^::::".'.!4 . *\p supposons que les tétraèdres SABC, sabc, aient
été reconnus semblables, et comparons les K tétraèdres adjacents SACD, sacd; le dièdre
(*) Ces pyramides sont distinctes les unes des autres; car le plan SDG, par exemple, correspondant à TintersecUon de deux faces, ADGC,EDGF laisse enUèrement d'an côté la pyramide SADGC« et de l'antre SDGEF.
s SACD = dièdre sacd ( supplémentaires des
/j\ dièdres égaux SACB, sacb); la face SAC est
\ semblable à sac (similitude des tétraèdres
"•\ SABC, sabc); la face ACD est semblable à ^^/ acd (similitude des bases ABCDE, abcde); les deux tétraèdres SACD, sacd ont donc un dièdre égal compris entre des faces semblables et semblablement disposées ; donc ils sont semblables. On démontre exactement de même la similitude des tétraèdres suivants SADE, sorfe; et ainsi de suite s'il y en avait plus de trois dans chaque pyramide polygonale.
2* Considérons dans le premier polyèdre une pyramide polygonale, SDEFG, dont la base soit adjacente à l'une des faces qui passent par le sommet S , et comparons-la à son homologue sdefg de l'autre polyèdre. Commençons par les tétraèdres SDEF, sdefy dans lesquels se trouvent les dièdres EF, efef des polyèdres; dièdre EF = dièdre ef (par détinition) ; la face SEF est semblable à sef; le triangle DEF est semblable à def (similitude des faces des deux polyèdres); les deux tétraèdres SDEF, sdef sont donc semblables; donc les autres tétraèdres des pyramides polygonales M)EFG, sdefg ^ sont semblables (d'après 1°).
3* Considérons maintenant deux pyramides polygonales SACGD, sacgdy respectivement adjacentes à deux pyramides SDEFG ^ sdefg déjà considérées et composées de tétraèdres semblables.
Considérons, dans ces pyramides, les tétraèdres SCDG,sc(/^, respectivement adjacents aux tétraèdres SDFG ^sdfg, déjà reconnus semblables; à cause de la similitude de ces derniers tétraèdres, la face SDG est semblable à sdg; le dièdre SDGF est égal au dièdre sdgf; en retranchant ces dièdres des dièdres homologues égaux CDGF, cdgf, des deux polyèdres, il reste deux dièdres égaux SDGC, sdgc; les faces CDG, cdg sont d'ailleurs semblables comme triangles homologues des faces semblables ADGC, adgc; les deux tétraèdres SWGyScdg ont un angle dièdre égal, SDGC=i sdgc, compris entre des faces semblables et semblablement disposées; ils sont donc semblables. Les autres tétraèdres homologues dçs pyramides polygonales SACGD, sacgd , sont donc semblables (4").
Notre proposition est actuellement démontrée; les tétraèdres homologues des deux polyèdres proposés sont semblables chacun à chacun. Car, ayant commencé par comparer deux pyramUte
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polygonales dont les bases sont adjacentes à celles qui passent par le sommet S 9 on peut comparer ensuite les pyramides homologues adjacentes à celles-là, puis des pyramides adjacentes aux précédentes, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait considéré, de proche en proche, toutes les pyramides polygonales des deux polyèdres.
Remarque. Dans la décomposition précédente, on peut choisir pour sommets des tétraèdres deux sommets homologues quel* conques des deux polyèdres.
Les droites homologues de deux polyèdres semblables sont donc proportionnelles y les arêtes comme les diagonales.
Tltéorème.
507. Les volumes de deux polyèdres semblables sont entre eux comme les cubes de leurs arêtes homologues.
V Nous allons d'abord le prouver pour deux pyramides sems blables. En prenant, sur l'arête SA de la plus grande
é pyramide, une longueur Sa égale à l'arête homologue de la plus petite, et menant le plan abc parallèle à la base, on obtient, comme nous l'avons vu (n" 305), une pyramide égale à la seconde ^ pyramide proposée. En abaissant SO perpendicu- Liire à ÂBC, nous avons sur la même direction Ti les hauteurs SO, So des deux pyramides.
SABC = ^ABCxSO; Sabcz==\abcxSo.
Les triangles ABC, abc étant semblables, —=-- = -777-; mais
OÙC ^fy
-ZZ5 = -=i ; donc — T— = -z=^ (1); d'un autre côté, les trianab S? «^^ Sa
gles SAO,Sao étant semblables [ao est parallèle à AO), on a
l'égalité -^ = -^ (2). En multipliant les égaUtés (1) et (2), membre 00 zta
à membre, puis les deux termes du premier rapport obtenu
1 u*. .VA ,.,,iABCxSO SA SABC SA par - , on obtient régalite Vt ^— = ■=« ou ^ . = z=r .
2° Considérons maintenant deux polyèdres semblables P et jo; ils peuvent être décomposés en un même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun^ T, t; T^, r^; T,, r,; T,,, ^j, etc., les arêtes homologues des polyèdres étant A, a; A^, a^; A,, a,, etc.
On a, d'après 1*, -- = -5:-: -i==~L-; --1=:— L. etc. Les arêtes ^ t a^' t^ 0.x t^ a/'
homologues des deux tétraèdres étant proportionnelles^ il en est
de même de leurs cubes : — r- = — ^- = —V , etc. : donc — = — =
or ûj* a,' ' t t^
?î = îî; d*où on déduit '^"^T^t^'r^^' = -=^ ou
- = :îl; C.Q.F.D.
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i TROIS CORPS RONDS.
DU CIUNDRB.
508. DÉFINITIONS. On appelle cylindre le solide produit par la H révolution d'un rectangle ASCD qu'on ima-
'~~ gine tourner autour d'un de ses cdtés, AD,
qui reste fixe.
Dans ce mouvement, les côtés AB, OC,
toujours perpendiculaires à l'axe, décrivent
des cercles CFD , BIE qu'on nomme bases du
cylindre (233); la ligne BC, appelée généra-
L ~ c '''"^^ ' ^° décrit la surface latérale.
La ligne lixe AO est l'axe ou la hauteur du ^ cylindre.
Toute section plane faite suivant l'axe est un rectangle double du rectangle générateur ; ex. : IFJH.
Toute section, MGN, faite pur un plan perpendiculaire à l'axe, est un cercle égal & chacune des bases; en effet, ce plan coupe le rectangle générateur suivant une ligne KN ; dans le mouvement de ce rectangle autour de AO, cette ligne KN décrit, sans quitter le plan perpendiculaire, un cercle égal à cercle OC, puisque KN=OC (233).
Jù
Di
509. Supposons qu'ayant inscrit dans la base d'un cylindre un y polygone ABCD, on construise, sur ce polygone
connne base, un prisme droit de même hauteur que le cylindre; les arêtes AE, BH, etc. , de ce prisme, perpendiculaires aux bases , sont autant de positions de la génératrice mobile ; elles sont donc situées sur la surface. Ce prisme, qui a la position indiquée, est dit inscrit dans le cylindre; le cylindre est circonscrit au prisme.
Si le nombre des côtés du polygone inscrit augmente indéfiniment, ces côtés devenant infiniment petits, les faces latérales du prisme deviennent infiniment petites; la surface latérale du prisme, composée de ces faces, se rapproche indéfiniment de celle du cylindre, jusqu'à en différer d'une quantité moindre que toute grandeur donnée. En d'autres termes :
510. On admet comme évident que la surface latérale du cylindre est la limite de la surface d/iin prisme inscrit dont le nombre des faces croit indéfiniment , ces faces devenant infiniment petites; le volume du cylindre est la limite du volume du même prisme.
Tltéorème*
511, Le volume d'un cylindre est égal au produit de sa base par sa hauteur.
Inscrivons dans la base du cylindre un polygone régulier, et
construisons un prisme inscrit qui ait pour base ce polygone et même hauteur 01 = H que ce cylindre. Le volume de ce prisme est égal au produit de sa base que nous désignerons par B, par la hauteur H ; V = B X H (1).
Supposons manitenant que le nombre des côtés du polygone, et par suite le nombre des faces du prisme, augmentent indéfiniment, ces côtés et ces faces devenant infiniment petits , le volume du prisme tend vers une limite qui est le volume du cylindre ( 310), tandis que la base du polygone tend vers sa limite qui est le cercle;
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la hauteur 10 = H ne varie pas. L'égalité (1) , toujours vraie, quel que soit le nombre des côtés du polygone, devient h la limite :
vol. cyl. = cercle ODxH; C. Q. F. D.
Remarque. Si R désigne le rayon de la base d'un cylindre et H la hauteur, on a vol cyl. =i ^R* X H.
Utéorème.
319. La surface latérale d'un cylindre a pour mesure la circon" féreme de sa base multipliée par sa hauteur H.
Pour le prouver, inscrivons dans la b^se du cylindre un ptolyg(Mie régulier, et construisons un prisme inscrit qui ait ce polygone pour base [fig. précédente). La surface latérale de ce prisme est un assemblage de rectangles égaux, dont Tun HBCK a pour mesure BC X BH ou BC X 10 ; la somme de ces rectangles ou la
surface latérale du prisme =6BCx 10 =périm.ABCDEFxiO (\).
Supposons maintenant que le nombre des côtés du polygone inscrit, et par suite le nombre des faces latérales du prisme, augmentent indéfiniment, ces côtés et ces faces dévalant infiniment petits; la surface latérale de ce prisme tend vers une limite qui est la surface latérale du cylindre, tandis que le périmètre du polygone tend vers sa limite qui est cire. OD ; la hauteur 10 ne change pas. L^égalité (1), toujours vraie, quel que soit le nombre des côtés du polygone, devient à la limite
surface latérale du cylindre = cû*c. OD X 10 ; C. Q. F. D.
Remàhoub. Si on désigne OD par R et la hauteur 10 par H, il vient
surf. lat. cyl. = cire. R X H = âuR x H.
DU CÔNE
515. DÉFINITIONS. On appelle cône le solide produit par la révolution d'un triangle rectangle SOB qu'on imaf gine tourner autour d'un des côtés SO de Tangle
/|\ droit.
/ii \ Dans ce mouvement, le côté OB décrit un
B/:..Ët...\ir cercle BCAD qu'on appelle la base du cône; /^ri-tsA rhypolénuse SB en décrit la surface latérale. ...i\b ^® point S est le sommet du cône, SO Y axe ou ^ la hauteur y SB le côté ou Y apothème ^ et quelque- ^ fois la génératrice de la surface conique.
Toute section plane faite dans un cône suivant Taxe est un triangle isocèle, SCD, double du triangle générateur SOB = SOC,
En effet, le plan coupe la base suivant un diamètre GOD, et la surface latérale suivant deux génératrices SC, SD.
Toute section, FGEH, faite dans le cône par un plan perpendiculaire à l'axe , est un cercle.
En effet, ce plan coupe le triangle générateur SOB suivant une ligne IF perpendiculaire à SO ; quand SOB tourne pour produire le cône, IF, en tournant dans le plan sécant, décrit un cercle (233) qui est l'intersection du cône et du plan.
514. Si du cône SAGB on retranche, par une section parallèle à la base, le cône SEGF, le solide restant EGFHAGBD est ce qu'on appelle un cône tronqué ^ ou tronc de cône à bases parallèles.
Le tronc de cône peut être considéré comme décrit par la révolution du trapèze lOBF, dont les angles I et sont droits, autour de son côté 10. Cette ligne 10 se nomme Vaxe ou la hauteur du tronc de cône ; FB en est le côté ; les deux cercles EGF, ACB en sont les bases.
515. Deux cônes sont semblables quand leurs axes sont entre eux comme les diamètres de leurs bases; les cônes SAGB, SEGF sont semblables.
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316. Si dans le cercle ÂBGD, qui sert de base à un cône^ on ^ inscrit un polygone ÀBCDEF^ puis^ que sur cette
à base ABCDE, on construise une pyramide ayant pour sommet le points, cette pyramide, dont les arêtes SA, SB, SC, etc. , appartiennent évidemment à la surface du cône , est dite inscrite ^^ dans le cône ; celui-ci est circonscrit à la pyramide.
■^ ^ 579. Si le nombre des côtés du polygone
augmente indéfiniment, ces côtés devenant infiniment petits, les faces de la pyramide deviennent elles-mêmes infiniment petites. La surface latérale de la pyramide, composée de ces faces, se rapproche de la surface du cône jusqu^à en différer infiniment peu.
On admet comme évident que la surface latérale du cône est la limite de la surface latérale d'une pyramide inscrite, dont le nombre des faces augmente indéfiniment , ces faces devenant infiniment petites; et aussi que le volume du cône est la limite du volume de la même pyramide,
Tltéorème.
517. Le volume d'un cône est égal au produit de sa base par sa hauteur.
Inscrivons dans la base du cône un polygone régulier (figure précédente), et construisons la pyramide SABCDEF qui a ce polygone pour base et le point S pour sommet. Le volume de cette pyramide est égal au tiers du produit de sa base B par sa hauteur H, qui n'est autre que SO;
V = ABCDEFx? (i).
Supposons maintenant que Ton double indéfiniment le nombre des côtés du polygone inscrit, et par suite le nombre des faces de la pyramide. Le volume de celle-ci tend vers une limite qui est le volume du cône, tandis que le polygone qui lui sert de base tend vers sa limite qui est le cercle ; la hauteur SO = H est tou-
jours la même. Soit OB=R. L'égalité (i), toujours vraie > quel
que soit le nombre des côtés du polygone inscrit^ devient à la
limite :
vol. cône = cercle R x — . C. Q. F. D.
ou vol . cône =r - ttR* x H.
Corollaire. Les cônes d'égale hauteur sont entre eux comme leurs bases.
Les cônes de bases égales sont entre eux comme leurs hauteurs.
Les cônes semblables sont entre eux comme les cubes des diamètres de leurs bases , ou comme les cubes de leurs hauteurs.
Tltéorèine.
518, Le volume du cône tronqué dont les rayons de base sont
OC = R et EF=r, et la hauteur IO = H, est égal à -tc.H.(R* +
r«+Rr).
Inscrivons dans la grande base du cône un polygone régus lier ABGD^ et construisons la pyramide insmte
4SABGD ; le plan de la base supérieure du trône de cône coupe la pyramide suivaat ua polygone ËHFN semblable à A6CD , et détermine un tronc de pyramide polygonal dont le volume
^^y' V = iHx(B + ft+v/B5<*) (4),
B étant Taire du polygone ABCD et b celle de EHFN (n* 300). Imaginons maintenant que le nombre des côtés du polygone inscrit dans chacune des bases du tronc de cône^ et par auite le nombre des faces du tronc de pyramide inscrit, augmentent ind^ niment^ ces côtés et ces faces devenant infiniment petits. Le volume du tronc de pyramide tend vers une limite qui est le volume du tronc de cône, tandis que Taire de chaque polygone tend vers
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sa limite qiiî est le cercle circonscrit. La hauteur 10 = H ne changé pas. L'égalité (1), toujours vraie, quel que soit le nombre dés côtés des polygones inscrits, devient à la limite :
vol. tronc de cône = - Hx(cercle R+ cercle r-\- y^o^rcle Rxcercle r), on vol. tronc de cône = ^ tt . H (R* + r^ + Rr). C. Q. F. D
Tliéorème*
519. La surface latérale d'une pyramide régulière SABCDElF est égale au périmètre de sa base , multiplié par la moitié de son apothème SI.
(L'apothème est la perpendiculaire menée du sommet de la
pyramide sur un côté quelconque de la base.)
En efifet, l'un des triangles isocèles, SBC, qui composent cette
s surface latérale a pour aire le produit de sa base,
BC, multipliée par la moitié de sa hauteur, SI;
SBC = BC X T SI. La surface latérale tout en-
tière, composée de 6 triangles, est égale à
D SI
6BC X -^; ce qui est bien le périmètre de la base multiplié par la moitié de Tapothème,
Tltéorème.
520. La surface latérale d'un cdne est égale à la circonférence de sa base multipliée par la moitié de son côté.
Inscrivons dans la base du cône (fig. précéd.) un polygone réguUer ABCDEF, et construisons la pyramide inscrite SABCDEF. La surfoce latérale de cette pyramide
8 = périm. ABCDEF X -^^ Imaginons maintenant que le nombre des côtés du polygone,
et par suite le nombre des faces de la pyramide ^ augmentent indéfiniment^ ces côtés et ces faces devenant infiniment petits; la surface latérale de la pyramide inscrite tend vers une limite qui est la surface latérale du cône^ tandis que son apothème tend vers une limite qui est le côté SB du cône^ et le périmètre de sa base vers la circonférence du cercle. L'égalité (1), toujours vraie^ devient h la limite
surf, lat . du cône = cire. R x -^r- = âiuR X - = tcR x A. C. Q. F. D.
(R désigne le rayon de la base , et A la longueur du côté ou Tarète, SB, du cône.)
Tltéorème.
5Î41 . La surface latérale d'tm tronc de cône ABCD a pour mesure son côté CB multiplié par la demi- somme des circonférences de ses bases.
Dans le plan SAB, qui passe par Taxe SO, je mène BM perpendiculaire au côté SB, et je prends BM égale à la longueur de la cir-
conférence OB; par le point G je mène CN parallèle à BM ; je dis que CN=circ.IC. ou 27r.IC. En eflFet, les triangles SOB, SIC étant
LIVRE VII
on a surf, cône SÂB = triangle S6M ; on démontre de même que surf, cône SCD = triangle SCN ; donc la différence entre les sur- &ces coniques ; ou la surface latérale du tronc de cône^ est égale à la différence des surfaces des triangles^ c'est-à-dire à Taire du trapèze CBMN.
Or trapèze CBMN = CB x -(BM -}- ON), ce qui équivaut à
CB X 5 (cire. OB + cire. CI) ; donc
CL j A r-T^ (cire. OB -f cire. Cl) surf, tronc de cône = CB x ^ 5 .
Par le milieu de CB, menons KP parallèle à BM , et concevons par le même point K un plan parallèle aux bases du tronc de cône; KP = cire. KH. On sait que Taire du trapèze a aussi pour expression KPxCB (n** 190); donc la surface du tronc de cône est aussi égale à KP X CB = CB x cire. KH.
La surface latérale d'un tronc de cône a pour mesure son côté multiplié par la circonférence de la section parallèle aux hases y équidistante de ces bases.
322. Remarque. Si A est le côté du tronc, R et r les rayons de ses bases, surface tronc de cône =1 it . A. (R + ^)«
Errata. Page 201, n<* 817, ligne 21, lisez : par le tiers de ta hauteur.
DE LA SPHiRE.
323. DEFINITION. La sphère est un solide terminé par une surface courbe dont tous les points sont également distants d'un point intérieur nommé centre.
On peut regarder la sphère comme produite par ^^ la révolution d'un demi-cercle ABC tournant autour de son diamètre AC; la surface décrite dans ce mouvement par la demi-circonférence a en effet tous ses points également distincts du centre 0, qui reste fixe. On appelle rayon de la sphère toute droite qui va du centre à un point de la sur&ce^ ex. : OA; diamètre ^ une droite qui joint deux points de la surface en passant par le centre^ ex. ! AC.
Tous les rujiom de la sphère sont égaux ; tous les diamètres sont égaux et doubles du rayon.
Un plan est tangent à la sphère quand il n'a qu'un point de commun avec sa surface.
Théorcmet
524. Tonte section de la sphère y faite par un pla^, est «« cercle.
Soit ABCD rintersection de la sphère, 0, par un plan. J'abaisse du centre une perpendiculaire 01 sur ce plan ; je joins le pied I de cette perpendiculaire à divers points A, B, G,D du contour de la section; enfin ^ je mène les rayons OA, OB, etc. Les triangles OIB, OIA, rectangles en I , ont l'hypoténuse OA = OB (rayons de la sphère), le côté 01 comnjun; donc ils sont égaux et IA=IB, On démontre de même que IB=IG=ID. La section ABCD de la sphère j faite par un plan, est donc un cercle dont le centre est en I, au pied de la perpendiculaire abaissée du cenbce de la sphère §ur ce plan. «
325. Remarques. Quand la section ne passe pas par le centre de la sphère, son rayon est moindre que le rayon de la sphère, et d'autant moindre que le plan sécant est plus éloigné du centre. (V. le triangle rectangle OIA , et discutez l'égalité R' = 01 + AI , ou R^ = c?* -j- r'.) De toutes les sections planes de la sphère, les plus grandes sont celles qui passent par le centre de la sphère; car chacune d'elles a pour rayon le rayon de la sphère (01 ou d = o, r = R).
D'après cela, on nomme grands cercles de la sphère ceux qui passent par le centre de la sphère , et petits cercles ceux qui ne passent pas par ce centre.
Les plans de deux grands cercles se coupent suivant un diamètre; leurs cu*conférences se divisent donc mutuellement en deux parties égales.
526. Par deux points A et B de la surface d'une 9phère, qui w sont pas diaméir'alement opposés y on ne peut faire passer qtiim
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grand cercle. En effet, par ces deux points et par Je centre 0, on peut mener un plan , mais on n'en peut mener qu'un.
Supposons les deux points A et G ( n» 323 ) situés à Textrémité d'un diamètre; par la ligne droite AOG on peut faire passer une infinité de plans qui coupent tous la sphère suivant des grands cercles.
Mais il faut trois points sur la surface d'une sphère pour déterminer un petit cercle,
Tltéorèine.
5Î47. Tout plan perpendictdaire à Vextrémité d'un rayon de la sphère est tangent à celle-ci.
Je joins un point quelconque, B, du plan au centre de la
sphère; Toblique OB est plus longue que la perpendiculaire OA. Tout point B du plan, autre que le point A, se trouvant à une distance du centre plus grande que le rayon, OA, est situé hors de la sphère. Le plan MN, n'ayant que le point A commun avec la sphère, est tangent à celle-ci.
Réciproquement , tout plan tangent est perpendiculaire au rayon qui va au point de contact. En effet, supposons le plan MN tangent à la sphère au point A; joignons le centre à un autre point B quelconque de ce plan. La ligne OB qui sort de la sphère est plus longue que le rayon OA; OA étant la plus courte ligne que Ton puisse mener du point sur le plan MN, est la perpendiculaire menée de sur ce plan.
Corollaire. Par un point donné sur la sphère^ on ne lui peut mener qu'un seul plan tangent. Car si on en pouvait mener deux, il y aurait deux plans perpendiculaires à un rayon au même point.
Vliéorème*
328. L'intersection de deux sphères est une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne qui joint leurs centres, et dont le centre est sur cette ligne.
Imaginons un plan qui passe par la ligne des cenkes, OCy; ce
plan coupe les deux sphères suivant deux grands cercles AMB^ CND. On peut maintenant supposer les deux sphères engendrées par la révolution des deux demi-cercles AMB, CND qui tourneraient simultanément autour de la ligne AOCyO. Dans ce mouvement, le point F reste constamment commun aux deux lignes mobiles^ et c'est le seul qui leur soit conmiun; la ligne que décrit ce point F est évidemment la ligne suivant laquelle se coupent les surfaces des deux sphères. Or cette courbe est plane, puisque la ligne FI ne cesse pas, en tournant, d'être perpendiculaire à Taxe AD (n** 233); et c'est une cbconférence, puisque toutes les positions du point mobile sont à la même distance, IF^ du point I. L'intersection des deux sphères est donc une circonférence de rayon IF, dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres, 00', et dont le centre I est sur cette ligne. C. Q. F. D. 329. Remarque. En considérant deux circonférences dans les diverses positions relatives indiquées n® 102, livre H, et les faisant tourner autour de la ligne des centres, on obtient des sphères dont les positions relatives sont tout à fait analogues à celles des circonférences. Les relations entre leurs rayons et la distance des centres sont donc, suivant les cas^ exactement les mêmes que pour les circonférences.
Deux sphères sont dites tangentes quand elles n'ont qu^un point de commun. Ce point, qui se trouve sur la ligne des centres^ se nomme point de contact.
530. Des pôles. On nomme pôle d'un cercle de la sphère les extrémités du diamètre de la sphère perpendiculaire au plan de ce cercle.
531. Tous les points de la circonférence d'un cercle de la sphère sont également distants de chacun des pôles P, P' de ce cercle.
En efifet, les droites PA, PB, PC, etc., qui joignent le pôle P aux divers points de la circonférence ABC, sont des obliques égales; car elles s'écartent également du pied de la perpendiculaire PI . (lA = IB = IC). On a de même P'A=FB = PU r
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Les arcs de grands cercles PA, PB, PC, etc., qui passent par le pôle P d'un cercle ABC et les divers points de sa circonférence, sont égaux, puisque leurs cordes sont égales. Si on considère un grand cercle DEF dont les pôles sont P et P', on peut remarquer, à cause de PO=:OF, que Tare PD=P'D; PDF étant une demi-circonférence. Tare PD est un quadrant.
Les arcs de grands cercles y qui vont du pôle d^un grand cercle aux divers points de sa circonférence y sont des quadrants.
Pour un petit cercle, à cause de PI<1P', Tare AP<AP'. AP n'est pas un quadrant , AP' non plus.
33Si. Remarque. Si lés arcs qui joignent un point P de la sphère à deux points d'un arc de grand cercle, DEF, sont des quadrants, ce point P est le pôle de DEF.
En efifet, si on tire OD, OE, on voit que les angles POD, POE sont droits; doncP est l'extrémité du dianiètre perpendiculaire au plan du cercle DEF; c'est un des pôles de ce cercle.
335, Les propriétés des pôles permettent de tracer , sur une sphère, des arcs de petits cercles ou de grands cercles avec la même facilité qu'on trace des circonférences sur un plan.
On emploie à cet efifet un compas, appelé compas sphérique, disposé de telle sorte que ses pointes peuvent être inclinées Tune vers Taiitre sous un angle quelconque. L'une de ces pointes étant maintenue fixe au point P de la surface d'une sphère {fig, précéd.), l'autre, posée d'abord au point A, décrit, en tournant sur cette surface, unecirconférence de cercle. En efifet, on peut concevoir une seconde sphère dont lé centre serait le point P et le rayon PA; tous les points de la courbe ABC appartiennent à la surface de cette seconde sphère; cette courbe ABC est donc l'intersection de la sphère proposée et de cette sphère PA; ABC est donc une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire au rayon OP, dont le centre est sur cette ligne, et qui a le point P pour pôle (n** 328).
On a vu que l'arc de grand cercle qui va du pôle d'un grand cercle à sa circonférence, est un quadrant, et qu'il n'en est ainsi que pour les grands cercles.
Pour décrire un grand cercle, d'un point donné P de la sphère comme pôle, il suffit donc de donner au compas sphérique une
ouverture égale à la corde d'un quadrant de grand cercle. Pour connaître cette corde, il faut connaître le rayon de la sphère.
Problème.
354. Etant donnée une sphère solide, construire son rayon. On prend deux points, A,B, à volonté, sur la sui'foce de la
sphère ; du point A comme pôle avec une ouverture de compas sphérique quelconque, on décrit un arc de cercle ; du point B avec la même ouverture de compas, un second arc de cercle qui coupe le premier en D. On répète deux fois la même construction en changeant d'ouverture de compas; ce qui fournit deux autres points Ë,F, dont chacun est, comme le point D, égalemeut distant des points A et B. Gela fait, oo mesure avec le compas sphérique les trois distances rectilignes DE, DF, EF; on construit, sur un plan, un triangle ayant ces trois longueurs pour côtés; enfin on détermine le rayon du cercle circonscrit à ce triangle; ce rayon O'D est celui de la sphère.
En effet, les points D, E, F, également distants des points A et B, appartiennent au plan perpendiculaire à la ligne AB en son milieu f) ; ce plan passe par le centre de la sphère (point éga-
(*) Théorème. Le lieu géométrique de tous les points de Vespace égale" ment distants de deux points A, B est le plan MN perpendiGulaire à la ligne AB, en son milieu G.
1" Tout point C du plan MN est également distant dé X et B ; CA = CB. En
cfTet, tirons CI; AB perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire à Cl; donc GA=GB (obUqueg l'écartant également du pied de la perpenduculaire).
2" Tout point D , situé en dehors du plan MN , est inégalement distant de A et B. L'une des lignes DA, DB, rencontre le plan MN en un point C; tirons CBî on a GB=CA; puis DB< DC -f GB, ou DB< DG+GA, ouDB<DA. G. Q. F. D.
Tout les points de l'espace également distants de A
et de B sont donc sur le plan MN.
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lemeni distant de A, B); il coupe donc la surface de la sphère suivant une circonférence de grand cercle, sur laquelle se trouvent les points D, E, F. Le triangle que formeraient les droites DE, DF, EF, intérieures à la sphère, est donc inscrit dans un grand cercle; c'est ce grand cercle que nous construisons sur un plan.
Inscrivons dans un demi-cercle un demi-polygone ABGD
et faisons tourner la figure autour du diamètre AF, comme axe. Tandis que la demicirconférence décrit la surface d'unejsphère, le contour polygonal décrit une surface courbe, que nous appellerons surface polygonale , à cause de la nature de sa génératrice. Quand le nombre des côtés du contour polygonal augmente indéfiniment, ces côtés devenant infiniment petits, à mesure que le contour polygonal se rapproche de la circonférence, la surface polygonale se rapproche de la surface sphérique. On admet comme évident que, si le nombre des côtés du contour polygonal devenait suflSsamment grand, la diflTérence entre la surface polygonale et celle de la sphère serait moindre qu'une quantité donnée. En d'autres termes :
336. DÉFINITION. La surface (Tune sphère est la limite vers la-quelle tend la surface décrite par une ligne polygonale inscrite dans un demi-cercle, qui fait une révolution autour d^un de ses diamètres, quand le nombre des côtés de cette ligne polygonale augmente indéfiniment y ces côtés devenant infiniment petits.
Dans cette révolution du demi-cercle autour de son diamètre, AF, le demi-polygone engendre un certain solide que nous appellerons, pour abréger, solide polygonal. Si le nombre des côtés augmente indéfiniment, le volume de ce solide polygonal se rapproche de côluî de la sphère. Les mêmes considérations que précédemment conduisent à cette définition :
337. Le volume d'une sphère est la limite vers laquelle tend le volume engendré par un demi-polygone inscrit dans un demi-cercle qui fait une révolution autour de son diamètre comme axe.
Nous sommes donc conduits à chercher la mesure de la surface
polygonale et du volume polygonal dont nous venons d'indiquer la génération.
Pour plus de simplicité, nous supposerons que les côtés du contour polygonal sont égaux entre eux; ce contour est alors ce qu'on appelle une ligne polygonale régulière. Afin de pouvoir mesurer certaines parties de la surface de la sphère, nous mesurerons la surface engendrée par un nombre quelconque de cordes inscrites égales entre elles; de même pour le volume.
Vltéorème*
538. La surface engendrée par la révolution d'une ligne polygonale régulière tournant autour d'un diamètre , AF, du cercle circonscrit y est égale à la circonférence du cercle inscrit, cire. 01, multipliée par la projection de la ligne polygonale sur Vaxe.
Ex . : surface ABCDE = cire. 01 X AE'.
Les côtés de la ligne polygonale, quel qu'en soit le nombre, ne
peuvent avoir que Tune de ces positions :
être adjacents à l'axe, conmie AB; non adjacents à l'axe , sans lui être parallèles , comme BC; parallèles à l'axe, comme CD.
kV ^ êrb "Î)' Jî Nous allons déterminer la surface engendrée
par un côté dans chacune de ces positions.
!• La surface décrite par AB, que nous appellerons sur£ AB, est celle du cône engendré par la révolution du triangle rectangle ABB' autour de AB'; on a donc (n» 320) ,
AB surf. AB = 2it . BB' X -^ . = 2icBB' X AI. (1)
Cela posé, observons que les triangles rectangles, ABB', OIA, ayant un angle aigu. A, commun, sont semblables; on déduit
BB' AB' de là régalité de rapports Tjf = -tt-J à!o\x on tire BB'X AI =
OIxAB'; remplaçant dans l'égalité (1) BB'X AI par OIxAB', on trouve
surf. AB = 2it01 X AB',
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c^estrà-dire la surface du cercle inscrit multipliée par la projection, AB', de la ligne AB sur Taxe.
2® La surface décrite par BG est celle du tronc de cône engendré par la révolution du trapèze BGCB' autour de B'C; le point I est le milieu de BC; on a donc (n° 321),
surf.BC = a7t.fflXBGn. (2)
Gela posé, après avoir mené BK, parallèle et égale à B'G', nous remarquons que les triangles BGK, OIH sont semblables comme ayant les côtés respectivement perpendiculaires; d'où on déduit
BC BK . l'égalité de rapports 7rf = -™ ; d'où résulte BGxIH==OIxBK=
01 lU
OIxB'G'. Si nous remplaçons dans Tégalité (2) BGxIH par OIxB'G', nous trouvons surf.BG = 2icOIxB'G'; ce qui est bien la mesure annoncée.
3® Considérons la surface décrite par le côté GD parallèle à Taxe ; c'est la surface du cylindre engendré par la révolution du rectangle GDD'G' autour de GD'; on sait que cette surface, surf.GD=27rGG'XGT)'=2TcOIxGT)'; ce qui est encore la surface annoncée.
La sur&ce décrite par un côté, quelle que soit sa position par rapport à Taxe, est donc égale à la circonférence du cercle inscrit multipliée par la projection de ce côté sur Taxe. Si on ajoute les surfaces décrites par différents côtés, lesquelles sont absolument distinctes les unes des autres, on arrive au nnéme résultat. Ex. : surf.BGDE=rcirc.OI.(B'G' + G'D'-|-D'E') = circ.OIXB'E'; c'est-à-dire la circonférence du cercle inscrit multipliée par la projection sur l'axe de la ligne polygonale génératrice. G. Q. F. D.
Tliéorèine«
339. La surface d'une sphère est égale à la circonférence d^un de ses grands cercles multipliée par son diamètre
surf, sphère = cire. R X 2R.
(*; Rétablissez sur la figure la ligne IH , perpendiculaire menée del sur B'C, (faï a été omise.
En effet, inscrivons dans le demi-cercle ACF qui engendre la sphère {fig. précédente), un demi-polygone régdlîer quelconque ^ ABCDEF. Nous savons que la surface décrite par ABCDEF,
surf. ABCDEF = 2uOI X AF. (1)
Imaginons que le nombre des côtés du demi-polygone augmente indéfiniment, ces côtés devenant infiniment petits; on sait qu'alors la surface engendrée par le contour du demi-polygone tend vers une limite qui est la surface de la sphère^ tandis que le rayon du cercle inscrit tend vers le rayon, R, de la sphère qui est sà limite; la projection AF de la ligne polygonale reste la même; AF = 2U. L'égalité (1), constamment vraie, quel que soit le nombre des côtés du demi-polygone, devient à la limite
surf. sph. == 2t:R X 2R = ^ttR».
540. REMioiQUBs. La surface d*un€ sphère ast égale à Quatre grands cercles.
Soit D=2R le diataètre de la sphère; D«=4R»; d*où sutfacé «phèrô = icD*. La surface d'une sphère est égale à celle â^un cercle qui a/urait pour rayon le diamètre de cette sphère.
341. De la zone, on appelle zone la partie de la surface d'une
sphère comprise entre deux plans parallèles.
Les deux cercles, cercle BI et cercle AH, qui comprennent une zone, sont les bases de l^cette zone; la distance IH de ces deux base» est la hauteur de cette zone.
L*un des plans parallèles qui comprennent une zone peut être tangent à la sphère, au point C, par exemple. Alors la zone est dite à une base; ex.: zone ACA' et zone BGB' ; c'est ce qu'on nomme quelquefois une calotte sphérique.
La zone egt la surface que décrit Tare AB en faisant ime révolution autour de Taxe IH.
Tltéorème.
542. La surface d*une zme est égale au produit d'une circonférence de grand ce^xle multipliée par la hauteur de cette iône;
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surf, zone AB = 2itR x IH ; (00 = R).
En effet, imaginons qu^on inscrive dans Tare AB une ligne polygonale régulière ANE; surf. ANE =2TrOKxIH. (i) (n** 338).
Imaginons que Ton double indéfiniment le nombre des côtés de ANE; la surface décrite par la ligne polygonale tend vers une limite qui n'est autre que la zone elle-même, tandis que OK tend vers sa limite qui est le rayon de la sphère; l'égalité (1), constamment vraie, quel que soit le nombre des côtés de la ligne polygonale, devient à la limite
surf, zone = 27tR X IH = 2irR x H ,
si nous désignons par H la hauteur de la zone.
545. Corollaire. Deux zones quelconques de la même sphère sont entre elles comme leurs hauteurs.
Remarque. Des cordes égales inscrites en divers endroits d'une demi-circonférence engendrent des zones inégales ; la plus grande de ces zones est engendrée par la eorde parallèle à Taxe; car celle-ci a la plu» grande projection.
Tltéorème*
544. Le volume engendré par un secteur polygonal régulier OBGDE, tournant autour d^un diamètre^ AF, du cercle circonscrit , est égal à la surface décrite par le contour polygonal ECDE , base DU SECTEUR, multipHéc par le tiers du rayon du cercle inscrit (*).
vol. OECDE = surf. ECDE X - 01.
Le secteur polygonal peut se décomposer en autant de triangles
isocèles BOC, COD, etc., que sa base a de côtés ; ces triangles engendrent des volumes distincts les uns des autres, que nous allons évaluer. Pour cela, nous remarquerons que tous ces triangles ont un sommet commun situé sur Taxe ^ que le côté opposé à ce som-
(*) Nous appelons secteur polygonal régulier celui qui a pour base une ligne polygonale réglière.
âl6 COURS DE GÉOMÉTRIE.
met dans chaque triangle ne peut avoir, quel que soit le nombre des triangles^ que Tune de ces trois positions : être adjacent à l'axe^ comme AB; non adjacent^ sans être parallèle^ comme BG; parallèle comme CD. Nous allons considérer ces trois cas.
y Le côté AB est adjacent à l'axe. Le volume engendré par le
B triangle OAB, que nous appellerons vol. AOB, est
Ty\^^ la somme des volumes des deux cônes décrits par
a /IP^^^ les triangles ABH, BHO, tournant autour de AO.
On sait que vol. ABH = - ttBH X AH
vol. 0BH=-7rBH XHO.
La somme vol. ABO = - ttBH X AO . (4)
Vol. ABO = -^BHxBHxAO; or, le produit BHxHO exprime
le double de la surface du triangle ABO; la même surface, 2 ABO, quand on prend AB pour base, a pour mesure ABxOI; donc BHxHO = ABxOL Si l'on remplace BHxAO par ABxOI dans l'expression de vol. ABO, nous aurons
vol. ABO = J icBH X AB X OL
Mais d'une autre part, la surface décrite par la ligne AB, surf. AB, n'étant autre que la surface convexe du cône engendré par le triangle ABH, on a
AB surf. AB = SttBH X ^ = «BH X AB.
En remplaçant irBHx AB par surf. AB, dans vol. ABO, on trouve enfin
vol. ABO = surf. AB X - 01 ;
ce qui est la mesure annoncée.
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Remarque. Dans cette démonstration^ nous n^avons pas supposé le triangle AOB isocèle.
2° Le côté BC opposé au sommet qui est sur Vaxe n'est ni adja» cent y ni parallèle à Vaxe.
Ce côté BG prolongé rencontre Taxe en M. La figure CBMO
tournant autour de l'axe OM , on voit que
vol. OBG = vol. OMG — vol. 0MB.
Chacun des triangles CMC, 0MB se trouve dans le premier cas (1°). On a donc vol. OMG =
surf. MGx -01; vol. 0MB = surf. MB X- 01; donc vol. OMG — o 3
vol. 0MB, ou vol. OBG = ^ 01 . ( surf. MG — surf. MB) = ^ 01 X
surf. BG ; ce qui est la mesure annoncée.
3* Le côté opposé au sommet qui est sur l'axe est parallèle à cet axe.
Le volume décrit par la révolution du triangle OGD est égal au
cylindre engendré par le rectangle GDNP, dic I ^ minué des deux cônes engendrés par les deux
triangles GOP,DNO.
PÔ w— vol.GOD=vol.GDNP— voLGOP— vol.DNO. (i)
voLGDNP = Tt.GP xPN = 7rOI XPN.
vol. COP=-it.CP XPO = -icOI XPO.
vol. DNO = - icDN x0N = ^t:0I xON.
D'où on déduit; en vertu de Tégalité (1), vol.œD=it.<M*(pN— ipo— *ON) = ic.ôr(PN— |pn) =
SÔi*x|PN; ou vol. GOD = |ï^ X PN. (1)
Mais
d'où donc enfin
surf CD = 27rf3P X PN = 2itOI X PN ; surf. CD X ^ 01 = ^^ X PN;
vol. COD = surf. CD X - 01 ;
ce qui est la mesure annoncée.
Surf. AB , surf. BC , surf. CD , etc. , étant distinctes comme vol. OAB, vol. OBC, etc., en additionnant ces volumes, pris en nombre quelconque, on trouve, par ex, :
vol. OBCDE = (surf. BC + surf. CD + surf. DE) X - 01 =
surf. BCDE X ^ 01. C. Q. F. D.
Tltéoréme*
545. Le volume d'une sphère est égal à sa surface multipliée 'par le tiers de son rayon.
Inscrivons dans le demi-cercle AGE, qui engendre le volume de
la sphère , un demi-polygone régulier ABCDE.
c Ce demi-polygone, tournant avec le demi-
cercle , engendre un volume que nous venons d'apprendre à évaluer.
vol. ABCDE = sur£ ABCDE X - 01. [\)
Imaginons que Fon double indéfiniment le nombre des côtés du demi-polygone ; le volume engendré par ce demi-polygone tend vers une limite qui est le volume de la sphère (n° 337) ; tandis que surf. ABCDE tend vers sa limite qui est la surface de la sphère, et 01 vers une limite qui est le rayon R de la sphère. L^égalité (i), constamment vraie , quel que soit le nombre des côtés du demipolygone régulier, devient à la limite
vol. sphère = surf, sphère X - R. C. Q. F. D.
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Remarque. Surf, sphère = 4itR*5 donc vol, sphère = - tcR^.
Soit D le diamètre de la sphère; R ^ â> ^'^ ~ 'ô'^ ^*^^ résulte
4 D' 4 vol. sphère = - it -— == — - ttD^ ou ,
vol. sphère = - ttD^.
546. Secteur sphérique. On donne le nom de secteur spkérique au volume engendré par un secteur circulaire tournant autour d'un diamètre adjacent ou extérieur; ex. : secteur OAG ou secteur 0GB {fig. ci-après).
Tliéorèine*
547. Le volume d^un secteur spkérique est égal à la zone qui lui sert de base, multiplié par le tiers du rayon de la sphère,
sect. sphér. OBG = zone BG x - OB.
En effet, inscrivons dans Tare BG une ligne polygonale régu- A lière BMG {*) ; le secteur polygonal OBMG engendre c un volume dont nous connaissons la mesure (n" 344).
0* vol. OBMG = surf. BMG X ^ 01. (1 )
Imaginons que Ton double indéfiniment le nombre des côtés ; le volume polygonal OBMG tend vers une limite qui est le secteur sphérique (n"* 344) ; tandis que surf. BMG tend vers sa limite qui est zone BG, et 01 vers une limite qui est le rayon OB=R de la sphère. L'égalité (1), constamment vraie, quel que soit le nombre des côtés de la Ugne polygonale régulière inscrite, devient à la limite
sect. sphér. OBG = zone BG x - OB. G. Q. F. D.
> 1 ■ ' ' I ■ Il Il» ■ Il m il ■ - I I iM»»^— p I I
(*) Marquei le point M an milieu éte l'arc BG et tirez BM, MG.
Remarque. Soit R le rayon de la sphère^ H la hauteur de la zone,
qui est la projection de Farc BG sur Taxe; zone BG = 2itR X H j
sect. sphér.OBC = 2itR.Hx r R = - itR'.H.
Tltéorème.
I. Le volume engendré par le segment eircidaire BMD est égal au sixième du cercle qui a pour rayon la corde du segment, multiplié par la projection de cette même corde sur Vaae,
vol.seg. BMD=-icBD X Biy.
En effet, le volume engendré par le gegment circulaire BMD est la différence
des volumes engendrés par le secteur circulaire OBBfD et le triangle isocèle OBD. Or on sait que
sect. sph. OBMD = - icOB* X B'D'
vol.OBD = |ïÔPxB'D'
donc vol. seg. BMD = 7 «B'D' X (ÔB* — 01*) =
Donc
jicBiyXBl-.
BD —1 BD
vol. seg. BOD = - icBD X B'D'. C. Q. F. D.
La sphère dont BD serait le rayon aurait pour volume - irBD*; vol. seg. BMD
est à cette sphère comme B'D' est à BD.
Tliëorèiiie«
\, Le volume d!un segment de sphère , à hases paraUèles , est égal à la demi-somme de ces lases multipliée par leur distance , plw le volume de la sphère qui aurait cette distance pour diamètre.
Le segment de sphère dont il est question est la partie du volume de li sphère comprise entre deux plans panÂèles (cercle DD', oerde BF) (/Ip. préoé-
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dente). Ce volume est la somme du volume engendré par le segment circulaire BMD, et du tronc de cône engendré par la révolution du trapèze BDD'B'.
Or vol. seg. BMD = - icBD X B'D'.
vol. BDD'B' = iicB'iy(BB'* + DD'* + BB' X DB') (n' 318) ;
additionnant après avoir remplacé - par - X 2 , dans la seconde égalité, ce qui
amène le facteur commun -icB'D', nous trouvons
vol. seg. BMDD'B' = l icB'D'tBD* + 2BB'» + 2DD^ -j- 2BB' X DD') . (1 )
Mais dans le triangle rectangle BDK , nous avons BD = DK + BK = Fd'' h- BK*; or BK = BB' — DD'; BK* = BB'* + OB'* — 2BB' X DD';
donc BD = B'D' + BB' + DD' — 2BB' X DD'.
Remplaçant BD par cette valeur dans Végalité(l), nous aurons en réduisant vol. seg. BMDD'B' = i icB'D' (b^'* + 3BB'' + ïùb'^) ;
OU vol. seg. BMDD'B' = ^ ïtB^'* + j ^B'D' (bB'* + DD^). C. Q. F. D.
L'un des cercles qui limitent le segment peut être tangent à la sphère; alors le segment n'a qu'une base; on n'a qu'à supprimer une base dans ce qui précède , à faire DD' = , par exemple , pour avoir Texpression du volume dans le cas particulier dont il est question*
APPUCATIONS.
ProMème I*
Un rouleau cylindrique de bois de chêne a (r,3 de diamètre et Si^y6 de longueur; le poids spécifique du chêne est \,M; on rfetnande le volume et le poids du rouleau.
Prenons le centimètre pour unité de longueur; dans ce cas le rayon de notre cylindre est 15^ sa hauteur 250; son volume est donc égal à ic X 15* X 280. Quant au poids on dira : 1 centimètre cube d'eau pesant i gramme ^ i centimètre cube de chêne pèse
J»',!?; donc (r x 15* X 250) centimètres cubes de chêne pèseront TT X 15* X 250 X 1,17 grammes.
Problèuie II.
La densité de Vmr étant -— du poids de l'eau^ on demande le poids
de l'air contenu dans un cylindre dont la circonférence de la base est C",;] et la linutctœ 0,8.
Prenons le centimètre par unité linéaire; alors cire. ^30; hauteur =80. Appelons r le rayon de la base du cylindre 2Trr = 30;
r = — ; Ttr^ = -^; le volume du cylindre en centimètres cubes
= . Un centimètre cube d'air pèse —•;le poids cherché
est donc — -r grammes.
itX770 ^
PreMème m.
En supposant la terre sphérique^ sachant que le mètre est la 10000000'®°^® jp«ra'e du quart du méridien terrestre y trouver en kilomètres le rayon de la terre ^ et sa surface en hectares:
Appelons R le rayon de la terre; il résulte de Ténoncé que la
longueur d'un méridien ou 2tiR = 40000000 mètres ; donc
R = = ; on calculera cette longueur a
moins d'une unité par la division abrégée. Pour obtenir en hectares la surface qui est égale à 47tR* = ^nR X 2R == 40000 X
kilomètres carrés, il suffit d'observer que I hectare =
10000 mètres carrés, et 1 kilom. carré =1000000 mètres carrés =
(400001* X 400 I 100 hectares; le nombre des hectares est donc '—— — . I
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ProMème r¥.
Un triangle équilatéral dont le côté est 2"*,75 tourne autour d'un de ses côtés; trouver le volume engendré.
Si on abaisse la hauteur correspondant à Taxe, on voit facile-
œént que le volume engendré est égal h-izk^Xa; (Aétantlahau-
a* 3 teur du triangle, a son côté); mais A'=«* — - = - «*; le volunie
cherché est donc —-- = ~-^ — U
ProMème W.
On a un vase cylindrique dont le diamètre intérieur est 0°*,i . Le vase reposant sur un plan horizontal par son fond circulaire ^ on y verse 12 kilogrammes de mercure. A quelle hauteur s^ élèvera le liquide dont la densité est 13,596.
Désignons par x la hauteur cherchée; prenons pour unité linéaire le centimètre et pour unité de poids le gramme; nous avons alors pour données, le diamètre intérieur = 10, et par suite le rayon = 5 ; le poids du mercure = 12000 grammes, et le poids d'un centimètre cube de mercure = 13*'-,596. Le volume du cylindre est «X5'x^ centimètres cubes; son poids tcX 5* X a? X 13,596 gr,; ce poids étant en réalité 12000 grammes, nous avons Téquation
X5*XxXi
de laquelle on déduit la valeur de x en centimètres.
FroMème VI,
(M a tm aérostat sphérique de A mètres de diamètre ; on Vemplit d* hydrogène impur dont le mètre cube pèse 100 grammes. Le taffetas vernis, dont est formée V enveloppe y pèse 250 grammes le mètre carré. On demande combien il faut d^hydrogène pour remplir cet aérosttxt,
et à quel poids il peut faire équilibre y sachant qy(un mètre cube à^axr ])he 4300 p^ammes.
La surface d'une sphère de rayon R = 4.7iR* ; dans notre question R = 2 mètres; la surface de l'aérostat est donc 4ir x 2* = 46ic rnèlres carrés ; le poids de Tenveloppe est donc égal à 250»'* X 4 6ir.
Le volume intérieur est égal à - irR* = — - — = — ^ mètres
cubes; le poids de Thydrogène qui remplit ce ballon est donc
400»' X -r- ; le volume d'air qu'il déplace pèse donc i300«'X
-— . Ce dernier poids doit faire équilibre au poids de Tenveloppe^
au poids de Thydrogène intérieur^ et à un certain poids addition-
nel X. On a donc d300X -^ = 250Xl6ir + 100X-^5-+a:.
D*oii on déduira la valeur de x.
ProMème TII.
Une sphère de cuivre de 0",18 de rayon, creuse, contient une sphère de platine de 0,05 de rayon j de telle manière qu'il n'existe aucun vide entre les deux sphères ; la densité du platine est 24, 53^ celle du cuivre 8,85. Calculer le poids de la masse ainsi formée.
Nous prendrons pour unité linéaire le centimètre, et pour unité de poids le gramme (*). Le plijtô grand rayon R=18; le plus petit r = 5; le poids d'un centimètre cube de platine est 2i«r-,53, et de cuivre 8^,85.
Si la première sphère était pleine, son volume serait égal à
-ttR» = - ir X 18*, et son poids ^ -rc x 18* X 8,85; on en a re-
tiré une sphère de cuivre de 5 centimètres de rayon, pesant par
conséquent - ir.5' X 8,85, pour la remplacer par une sphère de
platine de même rayon, pesant par conséquent - n . 5' X (21,53]*.
(") Le choix de ces unités simplifie, selon nous, la résolation des gnestioDB de ce genre.
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Y Le poids de la sphère telle qu'elle est composée est donc - tt X i 8'x
8,85 — |icX5»X8,85+|icX5'X(21,53) = | it[18»X 8,85 + 5»X(21,53)— 5»X8,85.]
ProMème VIII.
On donne une sphère dont le rayon est rfe 13 mètres , et sur la'quelle on considère une zone à deux bases y dont Vune est à\^ de distance du centre de la sphère; la surface de cette zone est 100 mètres carrés; on demande la surface du cercle qui forme la seconde base de cette zone.
Si on désigne par x la hauteur de cette zone, on a 2irX 13 X
ar =100 (no 342): d'où x = ^ -r . Cette valeur étant plus
^ ' 2iïXl3 ^
grande que 1, la seconde base est la plus éloignée du centre; sa distance est i-\-x. Soit y le rayon de cette seconde base; y'-f"(*+^)'= 43« = 169; donc y« = 169 — (1 + x)K
La surface demandée de la seconde base de la zone est égale à 'n:y* = ic[169 — (1+^)*]. On remplacera x par sa valeur cidessus indiquée, et on effectuera les calculs.
APPENDICE
DES TRIANGLES ET DES POLYGONES SPUERIQUES
Nous ne considérerons, en général, sur la sphère, que des figures forniées par des arcs de grands cercles.
Des angles sur la sphère. L'angle de deux arcs de grands cercles ÂB, ÂG est Tangle formé par les tangentes AD, AE menées à ces arcs à leur point de rencontre. Cet angle est égal à l'angle dièdre des plans des deux grands cercles; en effet, les tangentes AE, AD étant perpendiculaires au rayon AO, Vangle DAE mesure Tangle dièdre.
Le point A est le sommet de l'angle sphérique; les arcs AB,AG en sont les côtés.
et à quel poids il peut faire équilibre y sachant qu'un mètre cube d^air pose i 300 gf*ammes»
La surface d'une sphère de rayon R = -iitR* ; dans notre question R = 2 mètres ; la surface de Taérostat est donc 4it X 2* = i ôtc rnèlres carrés ; le poids de Fenveloppe est donc égal à 250»'- X lôir.
Le volume intérieur est égal à - icR* = — - — = — ;r- mètres
cubes; le poids de Thydrogène qui remplit ce ballon est donc
32*^ 100»' X -r- ; le volume d'air qu'il déplace pèse donc 1300«'X
-— . Ce dernier poids doit faire équilibre au poids de Tenveloppe^
au poids de Thydrogène intérieur^ et à un certain poids addition-
nelar. On a donc 4300 X-^ =250x16tc + 100X-:5 — [-x.
D*où on déduira la valeur de x.
ProMème TII.
Une sphère de cuivre de 0",18 ^^ rayon^ creuse , contient une sphère de platine de 0,05 de rayon j de telle manière qu'il n'existe aucun vide entre les deux sphères; la densité du platine est 21,53, celle du cuivre 8,85. Calculer le poids de la masse ainsi formée.
Nous prendrons pour unité linéaire le centimètre, et pour unité de poids le gramme (*). Le plus grand rayon R==48; le plus petit r = 5; le poids d'un centimètre cube de platine est 21«r-,53, et de cuivre 8^,85.
Si la première sphère était pleine, son volume serait égal à |
-ttR» = --11X18', et son poids -itx 18* X 8,85; on en are-
tiré une sphère de cuivre de 5 centimètres de rayon ^ pesant par
conséquent - tc.5' X 8,85 , pour la remplacer par une sphère de
platine de mémo rayon, pesant par conséquent t « . 6' X (21,53)'.
(') Le choix de ces unités simplifie, selon nous, la résolation des guestiooi de ce genre.
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Le poids de la sphère telle qu'elle estcomposéeest donc - it X i 8'x
8,85— |icX5«X8,85+|icX5»X(21,53)=| it[18»X 8,8a o o o
ProMème VIII.
On donne une sphère dont le rayon est de 13 mètres, et sur laquelle on considère une zone à deux bases, dont Vune est à\^ de distance du centre de la sphère; la surface de cette zone est 100 mètres carrés; on demande la surface du cercle qui forme la seconde base de cette zme.
Si on désigne par x la hauteur de cette zone, on a ^tcX 13 x
a: =100 ( no 342); d'où x = — . Cette valeur étant plus
i&TC ^^ lo
grande que 1, la seconde base est la plus éloignée du centre; sa distance est i-\-x. Soit y le rayon de cette seconde base; y'+(l+a?)'= 13» = 169; donc y* = 169 — (1 + x)K
La surface demandée de la seconde base de la zone est égale à 'n:y* = 'ïr[169 — (l+ar)*]. On remplacera x par sa valeur cidessus indiquée, et on effectuera les calculs.
APPENDICE
DES TRIANGLES ET DES POLYGONES SPUERIQUES
Nous Déconsidérerons, en général, sur la sphère, que des figures formées par des arcs de grands cercles.
Des angles sur la sphère. L'angle de deux arcs de grands cercles ÂB, ÂG est Tangle formé par les tangentes AD, AE menées à ces arcs à leur point de rencontre. Cet angle est égal à l'angle dièdre des plans des deux grands cercles; en effet, les tangentes AE,AD étant perpendiculaires au rayon AO, Vangle DAE mesure Tangle dièdre.
Le point A est le sommet de l'angle sphérique; les arcs AB,AG en sont les côtés.
Tltéorènie.
V.vJ
S61. L* angle BAC de deux arcs de grands cercles a pour mesure rare de grand cercle, BG, compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme pôle (n" 333).
En effet, l'angle ÂOB ayant pour mesure Tare ÂB, qui est un quadrant (n« 331), est un angle droit; AOC, de même; l'angle BOC, formé par deux perpendiculaires au rayon AO, est égal à l'angle DAE (n<> 350), ou à l'angle sphérique BAC ; l'arc BG qui mesure AOC , mesure donc BAC. G. Q. F. D.
859. La comparaison des angles sur la sphère revient donc à la comparaison d'arcs de grands cercles ; en faisant usage des propriétés des pôles pour décrire des arcs de grands cercles, on peut facilement faire des angles de grandeurs données. Ce» angles sphériques jouissent de propriétés analogues à celles des angles rectilignes; les angles opposés par le sommet sont égaux; les angles adjacents sont supplémentaires, etc. Pour démontrer ces propositions, il suffit d'observer que \j^ &n^^ opposés par le sommet sont formés par les méfies grands cercles; que les angles dièdres adjacents sont supplémentaires, etc.
I. On appelle polygone spliérique une partie de la surface de la sphère terminée par des arcs de grands cercles.
Ges arcs , que nous supposerons moindres que des demicirconférences , sont les côtés un polygone; leurs angles sont les angles du pplygope; leurs points de rencontré eh sont les. sommets. Nous supposerons aussi les polygones convexes, c'est-à-dire tels que l'un dès arcs prolongé laisee toute la figure du même côté.
S54. Le plus simple de tous les polygones sphériques est le triangle. Un triangle sphérique est rectangle, isocèle, équilàtéral dans les mêmes cas qu'un triangle rectiligne.
959. A chaqne triangle sphérique , ABG , correspond un angle solide trièdre OABG , formé au centre de la sphère par les plans des arcs de grands cercles AB, AG, BG qui forment le triangle.
Les angles plans AOB , AOG , BOG de ce trièdre ont pour mesure les côtés du triangle ; les angles dièdres du trièdre sont précisément égaux aux angles du triangle. Il résulte de là que si deux triangles sphériques sont égaux dans toutes leurs parties , il en est de même des trièdres , et réciproquement.
855. A chaque polygone sphérique correspond de même an angle polyèdre auquel s'applique tout ce que nous venons de dire.
350. Deux triangles sphériques qui ont les côtés égaux chacun à chacun sont égaux dans toutes leurs parties , c'est-à-dire , ont les angles égaux chacun à chacun.
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En effet, les angles trièdres qui correspondent à ces triangles, ayant leurs angles plans respectivement égaux , ont leurs dièdres égaux chacun à chacun (n« 267) ; donc les angles des triangles sphériques , respectivement égaux à ces dièdres , sont égaux chacun à chacun.
3&H. De même que deux angles trièdres , égaux dans toutes leurs parties, ne peuvent pas toujours coïncider (n° 267), de même deux triangles sphériques, égaux dans toutes leurs parties , ne coïncident pas nécessairement. Il faut , pour qu'ils puissent coïncider, que leurs parties égales soient semhlahlement disposées.
3M' Étant donnés un triangle sphérique, ABC, et le trièdre correspondant, si
l'on prolonge les aiétes AO, BO, CO, de celui-ci, jusque la surface de la sphère en A', B',C', on détermine un nouveau triangle A'B'C, dont tous les éléments sont évidemment égaux à ceux du triangle ABC (angles et côtés) ; néanmoins , il est impossible de faire coïncider les deux triangles. En effet, si les deux triangles coïncidaient, les plans des côtés coïncidant en même temps, les deux trièdres coïncideraient ; ce que nous avons démontré impossible , n° 268.
K On appelle triangles sphériques symétriques deux triangles qui, ayant leurs éléments égaux chacun à chacun , ne peuvent coïncider. - 390. Od peut encore obtenir, comme il suit, un triangle sphérique symétriqn e 4'un triangle donné ABC. Du point A comme pôle, avec une ouverture ide compas égale à la corde de AC, je décris un arc CmC' ; du point B comme pôle , je décris l'arc CnC; je joins le point A et le point B au point C par des arcs de grands cercles ; le triangle ABC ainsi formé , et le triangle donné ABC, ont évidemment les trois côtés égaux; ils ont donc aussi les angles égaux. Cependant il est , en général , impossible de les faire coïncider j ils ne peuvent coïncider que si AC=BC, et par suite A£':=: BG'. Les trièdres correspondants sont situés de part et d'autre de la face commune OAB (0 centre de la sphère). Si on essaye de ramener l'un d'eux du même côté de ce plan que l'autre , on trouve que les faces égales sont diversement disposées. Si on essaie de faire coïncider directement les deux triangles sphériques , en faisant tourner l'un d'eux autour du côté commun AB, il arrive que les concavités se regardent, ou que les concavités se trouvent adossées Tune à l'autre; la coïncidence est impossible.
801. li résulte de ce qui précède que les propositions qui concerpent les éléiiientA des angles sc^des, trièdres ou polyèdres, s'appliquent aux éléments des tnjmgles 0u polygones sphériques.
TliéQrème.
Un côté quelconque d'un triangle sphérique est plus petit que la somme des deux çfutfee.
Je mène les rayons OÂ,OB,OC; dans Tangle trièdre OABC, on a l'angle AOB<AOC+BOC; en remplaçant les angles par les arcs qui les mesurent, on trouve AB < AC + BC. C. Q. F. D.
Théorème.
303. La somme des côtés d'un triangle ou d^un polygone sphérique est moindre qu'une circonférence de grand cercle.
En effet , si l'on considère Tangle solide correspondant au triangle , ou au polygone , de ce que la somme des angles plans de cet angle solide est moindre que quatre angles droits (n° 266), on conclut que la somme des côtés du polygone , qui mesurent ces angles, est moindre que quatre quadrants ou une circonférence.
8B4. On démontre aisément par la superposition, comme on l'a fait pour les triangles rectilignes , les théorèmes suivants :
Detuc triangles sphériques sont égaux dans toutes leurs parties quand ils ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun.
L'un de ces triangles peut coïncider avec l'autre ou avec son symétrique.
Deux triangles sphériques sont de même égaux dans toutes leurs parties quand ils ont un côté égal adjacent à des angles égaux chacun à chacun.
On démontre encore, comme dans le premier livre, les théorèmes suivants :
Dans un triangle sphérique isocèle , les angles opposés aux côtés égaux sont égaux,
La réciproque est vraie.
Dans un triangle sphérique , le plus grand côté est opposé au plus grand angle, et réciproquement.
TRIANGLES POLAIRES OU SUPPLIBMENT AIRES
Seft. DÉFINITION. Un triangle sphérique étant donné, si des points A, B, C
conune pôles , on décrit les arcs de grands cercles B'G', A'C, A'B', ces arcs forment un triangle A'B'C qu'on appelle le triangle polaire de ABC.
Le sommet A', homologue du point A, est déterminé par la rencontre des arcs décrits de B et G comme pôles; ces arcs A'C, B'A' se coupent en deux points; mais on ne prend que celui des deux qui est avec A du môme côté de BC; de môme ponr les autres sommets.
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Tliéorème*
L Si le triangle A'WC est le polaire du triangle ABC , réciproquement ABC est le polaire de A'B'C [fi^, précédente).
En effet le point B étant le pôle de A'C, l'arc de grand cercle qui joindrait A'B' est un quadrant ; de même C étant le pôle de A'B', l'arc CA' serait un quadrant ; le point A', étant distant d'un quadrant de deux points B et C de l'arc BC, est le pôle de l'arc BC (n*> 332). On démontrerait de même que B' est le pôle de AC, et C le pôle de AB.
Tliéorème*
SSI. Étant àxmnés deux triangles polaires ABC, A'B'C, chaque angle de l'un de ces triangles a pour mesure une demi-circonférence , moins le côté opposé de Vautre triangle.
Prolongeons les côtés de ABC jusqu'à rencontrer ceux de A'B'C. Le point A
étant le pôle de B'C, l'angle, A, a pour mesure FG; B' étant le pôle de AC, B'6= 1 quadrant; C étant le
pôle de AB, C'F = 1 quadrant; donc B'G + CT = -
clrconférence. Si on décompose C'F en GC + FG , cette
égalité devient B'G + GC' + FG = B'C + FG = ^ circon-
férence, d'où FG = '- circonférence -FC; omis FG me-
sure l'angle A ; donc l'angle A a bien pour mesure une demi-circonférence , moins le côté opposé du triangle polaire. On démontrerait de même pour les angles B et G.
Considérons l'angle A' qui a pour mesure l'arc ED décrit de son sonmiet comme pôle; le point C étant le pôle de l'arc A'B', CE = 1 quadrant ; de même
BD = 1 quadrant; donc CE + BD = - circonférence ; ou en décomposant BD ,
CE + CD H-CB = ED -H BC = - circonférence; d'où ED =-clrc. — BC; mais
ED est la mesure de l'angle A'; donc celui-ci a la mesure indiquée.
Si on considère les deux angles trièdres correspondant respectivement aux triangles ABC , A'B'C, on trouve que les angles plans de l'un sont les suppléments des dièdres de l'autre, et réciproquement.
Ces deux trièdres sont donc supplémentaires (V. l'Appendice du livre V}.
Tliéoi*ème*
WBS.Deux triangles sphériques qui ont les angles égaux, chacun à chacun, sont égaux dans toutes leurs parties.
âSO COURS DE GÉOMÉTRIE.
En effet les triangles polaires des triangles proposés ont évidemment les côtés égaux chacun à chacun , et par suite les angles égaux (n* 356) ; de l'égalité de ces angles résulte celle de leurs suppléments , qui sont les côtés des triangles proposés.
Théorème.
K La somme des angles d*un triangle sphérique est comprise entre detis droits et six droits.
En effet, soient A, B, C les angles du triangle; a'^ b\ c\ les côtés opposés du triangle polaire. On sait que A + o'=l80»; B + b'=l80"; C-hc' = 180°; donc A-f B + C+a' + b'+c'=180»X3; A-f B + C=180»X3— (a'+b'+c'). Donc 1° la somme des mesures de A, B, C, est moindre que 3 demi-circonférences, mesure de six angles droits; d'ailleurs, a' -\-b'+c' est moindre qu'une circonf.; d'où il résulte que 3 demi-circonférences —{a'+h' + c') vaut plus qu'une demi-circonférence, mesure de deux droits ; donc A + B + C > 2 droits ; donc enfin 2<»r. <a + B + C<6 droits. C. Q. F. D.
390. Corollaire. La somme B-{-C, de deux angles d^un triangle sphérique est comprise entre deux droits moins le troisième y A , et deux droits plus ce troisième,
2dr — A<B4-C<2<»' -f A,ou 180°— A<B-f-C< 180*» +A.
En effet de A + B + C > 2d'- on déduit B + C > 2^^- —A. D'un autre coté a', b'y d étant les côtés du triangle polaire, l'inégalité a' < b' + c', revient à
2dr — A < 2dr. — B + 2dr. — C
d'où B + C >2dr.4-A ou B i C > 180«4-A.
87f . Remarque. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, chaque côté de triangle ou polygone sphérique moindre qu'une demi-circonférence; nous observerons cependant qu'il existe des triangles dont certains côtés pont plus grands que des demi-circonférences. En effet , un triangle ABC ayant ses trois côtés moindres que des demi-circonférences, si on prolonge l'un de. ces côtés, AC, de manière à achever la circonférence ACA'DA, on peut reniarquer qœ le triangle BAC étant retranché de l'hémisphère supérieur, il reste un triangle
formé par les côtés BC, BA et l'arc CA'DA> qu'une demicirconférence. Mais il est facile de voir qu'à part les côtés AC, BA communs aux deux triangles ; toutes les parties du second se déduisent de celles du premier (les angles sont supplémentaires, et CA'DA = 1 cire. — CA). Ayant déterminé les éléments du triangle ordinaire BAC, on connaît donc les éléments de l'autre. Toute question relative à ce dernier se ramène aisément à une question relative au premier.
DISTANCES DE DEUX POINTS SUR LA SPHERE
TIléorème.
39^. Le plus court chemin d*un point à un autre sur là sv/rface jdelasplâre est Varc de grand cercle qui joint ces deux points. ' . . , '
Nous nous appuierons sur deux propositions auxiliaires. .
V La plus courte distance dupôle^V, d'une cir confier enee y tracée sur la sphère, à i*n point de cette circonférence est la même, quelque soit le point considéré. Par ex. ; la distance du point P au point À est la même que la distance de P à B,
Cela résulte de la symétrie parfaite d'une surface sphérique. On regarde cette proposition comme évidente.
On peut, si on veut, l'expliquer comme il suit : Imaginons une seconde surface
sphérique de même rayon que la proposée, recouvrant celle-ci, les mêmes points et les mêmes lignes étant marqués sur les deux surfaces. Faisons tourner la surface enveloppante autour de PP' comme axe; le point P restant fixe, le point B, parcourant la circonférencs BGA, arrive bientôt en A. Mais alors la plus court£ distance entre P et A, quelle qu'elle soit, est évidenunent égale à celle de P à B ; or celle-ci n'a pas changé parce que la surface sphérique a tourné; donc quelle que soit la position de B sur la circonférence, la plus courte distance entre P et B est la même qu'entre P et A.
2® Deux arcs- de grands cercles, PA, PD, étant issus du même point, si PD>PA, la plus courte distance sur la sphère entre P eth est plus grande que la distance entre P ef A {marquez un peint D sur BP'}.
Du point P comme pôle avec la corde PA comme rayon décrivons une circonférence; cette ligne rencontre l'arc PD au point B situé entre P et D {PB?=:PA doit être moindre que PD). Le plus court chemin de P en D, quel qu'il soit, rencontre quelque part la circonférence BGA ; supposons que ce soit en G. Ce plus court chemin se compose du plus court chemin de P en G, qui est égal au plus court chemin de P en A (1**) , plus le chemin de G en D; il est donc plus long que le chemin de P en A; G. Q. F. D. Soient maintenant A et B deux points quelconques de la surface de la sphère. Admettons que le plus court chemin entre A et B ne se fasse pas en suivant exactement l'arc AB ; et soit M un point de ce plus court chemin situé hors de l'arc AB. Je joins le point M aux points A et B par des arcs de grands cercles , AM , MB. Le plus court chemin de A en B se compose, d'après l'hypothèse, du plus court chemin , c, de A en M , plus le plus court chemin , c', de M "^ en B; ce chemin égale c + c'. Il résulte de là que l'arc AM est plus
petit que Tare AB; car si on avait AM = AB, ou AM > AB, on aurait, d'après 1» ou 2% c^^c-^c' ou c>c + c'; ce qui est absurde. AM étant moindre que
AB, je puis prendre sur A6 un arc ÂN=ÂM. Gela posé, j'observe que dans le Uiangle AMB, on a AB < AM + MB , ou AN + NB < AM + MB ; d'où NB < MB. L'arc NB étant moindre que MB, il résuite de 2'* que le plus court chemin de N en B, que nous appellerons c'\ est pius court que le plus court chemin, c', de N en B. Nous conclurons de là que le plus court chemin de A en B, en passant parN, ou c-{-c", (AN=AM), est moindre que c-f-C, qui est le pius court chemin de A en B, en passant par M. L'hypothèse que le plus court chemin de A en B passe par un point M , situé hors de l'arc AB, est donc fausse , puisque nous trouvons un autre chemin plus court que celui-là ; donc le plus court chemin ne quitte pas l'arc AB. G. Q. F. D.
393. DÉFINITIONS. On appelie fiAseau la portion , PAP'B , de la surface d'une
sphère comprise entre deux demi-grands cercles qui se terminent à un diamètre commun.
Un onglet sphérique est la partie du volume de la sphère comprise entre ces mêmes demi -grands cercles , et à laquelle le fuseau sert de base.
Une pyramide sphérique est une partie du volume de la sphère comprise entre les plans d'un angle solide dont le sommet est le centre de la sphère , et le polygone sphérique intercepté par les faces de cet angle. Ge polygone est la hase de la pyramide.
Pour que deux pyramides sphériques coïncident, il faut et il suffit que leurs hases coïncident, (Deux arcs de grands cercles ne peuvent coïncider sans que leurs centres coïncident.)
DE l'àIRE d'un fuseau, d'uN POLYGONE OU D*UN TRIANGLE
SPHÉRIQUE
Tltéorèmc*
3941. Le fuseau PAP'B est à la sphère entière comme V angle A9h de ce fuseau est à qtMtre droits, ou bien, comme l'arc AB qui mesure cet angle est à la circonférence entière.
En effet, supposons qu'une commune mesure soit contenue 5 fois dans
l'arc AB, et 34 fois dans la circonférence ABA'B';
on a -: — .T..,^, = rr» Par chaque point de division cire. ABA'B' 34 ^ ^
de l'arc AB et de la circonférence , et les points P, P', imaginons menée une demi -circonférence de grand cercle , telle que PIP' j ces demi-circonférences partageront le fuseau PAP'B en 5 fuseaux tels que PAP'I, superposables et par suite égaux , et la sphère tout entière en 34 fuseaux égaux à ceux-là. 11 résulte de ià que
fuseau PAP'B arc AB APB ^ ^ „ ^
Donc r-r- — = -: = r^— tt". C.Q.F.D.
If.
fuseau PAP'B _ 5 sphère ~ 34
sphère
cire. ABA'B 4 droits
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8941. Mesure Dif fuseau. Supposons qu'on prenne pour unité le fuseau rectangle, c'est-à-dire le fuseau dont les deux demi-grands cercles sont perpendiculaires entre eux; la sphère entière se compose de quatre fuseaux rectangles. Si on désigne par F Tun de ces fuseaux, on a sphère = 4F. On conclut de là
fuseau PAP'B fuseau PAP'B APB
sphère 4F 4 droits*
, ,.« , fuseau PAP'B APB d'où , en simplifiant, = -^ .
APB Mais —T- est la mesure de Tangle APB. On peut donc dire que si le fuseau
rectangle est pris pour unité, le fuseau a même mesure que son angle,
8941. L'unité des surfaces sphériques généralement adoptée est le triangle trirectangle. On appelle ainsi un triangle dont les trois angles sont droits; nous n'en considérerons pas d'autre désormais.
Imaginons trois grands cercles perpendiculaires entre eux, deux à deux (/îjjf. du n** 373) ; ils déterminent sur la sphère huit triangles sphériques tri-rectangles saperposahles. Si on appelle T l'aire du triangle tri-rectangle, on a donc
^x «m « z ,* j ,x ** ^ 1*^ fuseau PAP'B APB . . sphère = ST. Il résulte de là que cette égalité, rr = , équi-
,^ „ , fuseau PAP'B 2APB ,, . fuseau PAP'B 2APB vaut à celle-ci : -;= = ^ ^ .^ ; d'où
8T "* 8 droits' T 1 droit*
Un fuseau est au triangle tri-rectangle comme le double de son angle est à un angle droit. Ce que l'on exprime autrement en disant : si Vunité des surfaces sphériques est le triangle tri'-rectanglei un fuseau a pour mesure le double de son angle.
Remarque I. Ce que nous venons de dire des fuseaux s'applique aux onglets, l'unité des volumes sphériques étant l'onglet rectangle, ou la pyramide triangulaire tri-rectangle.
Tlftéorème*
899. Deux triangles sphériques symétriques ont des surfaces égales. Soient ABC, A'B'C deux triangles sphériques égaux dans toutes leurs parties, mais qui ne peuvent pas être superposés (n<^ 357]. Soit P le pôle du cercle qui passe par les trois points A, B, G ; joignons-le à ces points par des arcs de grands cercles PA, PB, PC ; nous formons ainsi trois triangles isocèles PAC, PAB, PBC Menons, par le point P', un arc de grand cercle B'P', de manière que l'angle G'B'F = GBP; prenons VP'sBP, et menons les arcs de grands cercles P'A', P'G'. Les triangles PBG, PVG' sont égaux dans toutes leurs parties, car Us ont un angle égal compris
iS4
entre deux eMés égaux (PBC=P1SX;'; PB=P^; BC=B'G'); ces trlattgles sent d'ailleore isocèles, donc ils sont superposables (n* 800) et leurs lûres sont égales. De plos, noas avons AP=:A'P' et Tangue ABP==A''B^P'; èomme d'ailleurs AB=Â'B', les triangles ABP, Â'B'P' sont éganx dans tontes leors parties; ils sont isocèles; donc ils coïncident. De BAP=B'A'P' et BA,C=B'A'C' on déduit que les angles PAG, FA'G' sont égaox; comme AG=:ArG% AP=A'P', les triangles APC, A'FG' sont égaux dans toutes leurs parties; ils sont isocèles et superposables.
De régalité des aires des triangles que nous avons éonsîdéi^ , il résulte que Faire de ABC = ABP + APC — BPC égale Taire de A'B'C' = A'BT' + A'P'C — BT'C. C. Q. F. D.
Remarque. Les pôles P et P' peuvent être situés dans lès triaRgles, du même sur les côtés ; mais il résulte de Tégalité des triangles aux sommets P et P', qui se démontre de la même manière dans tous les cas , que le pôle est en même temps à Tintérieur des deux triangles, ou à l'extérieur, ou sur un côté ; on conclut facilement de là Tégalité des aires des triangles proposés dans tous les cas.
GoBOLLAiRE. Deux pyramides sphériques symétriques (ayant pour bases des triangles spbériques symétriques) sont équivalentes.
Théorème.
399. Si deux grands cercles KPX', BPB' se coupent d^une manière quelconque sur un hémisphère APA'B , la somme des triangles opposés APB, AT^' e$t égale au fuseau dont Vangle est APB.
Ce fuseau se compose des triangles APBjAP'B; il suffit donc de pronrer
que A'PB' est équivalent à APTB. Pour cela, on obserre que Tare A'PA = PAP' ; d*où , en ôtant la partie commune PA, on déduit PA'=rFA; de B'PB = PBP' on , conclut de même PB'=P'B'î de A'B'A=B'AB on conclut A'B'= AB; les triangles A'B'P et ABP', ayant les côtés égaux chacun à chacun , sont égaux dans toutes leurs parties; ils sont symétriques (à cause de leur disposition) ; leurs aires sont égales (n° 377). Donc fuseau AP'B = ABP + A'BT. G. Q. F. D.
Corollaire. La somme des pyramides sphériques, qui ont les triangles PAB, PA'B', pour bases , est égale à l'onglet qui a le fuseau PAP'B pour base.
Tliéorème.
9119, La surface â!un triangle sphérique quelconque a pour mesure Vexcès de la demi-somme de ses trois angles sur deux droits,
C'estr-â-dire que,
Le raipport de Vaire de ce triangle au triangle tri-rectangle, T, est égal em rapport de Ventes susdit à un angle droit.
LITRE VU
Soit ABC le triangle sphérique proposé. Adievons la circonférence dont BG
fait partie, et prolongeons BA et GA, à la rencontre de cette circonférence, en B' et G'. (Il est nécessaire de prolonger ces ares pour ayolr leur deuxième rencontre avec cette circonférence, puisque chacun de ces arcs AB, GA est moindre qu'une demi-circonférence,) Gela fait, on remarque que ABG et ABC' composent le fuseau dont l'angle est G ; on conclut de là et du m 376,
ABG + ABG^ _ fuseau G _ 2G T ~~ T ~~ Idr'
ABC + AB'G fuseau B 2B ,^,
de même = — - — = ^. (2)
Puis d'après le théorème précédent, ABG + AB'G' = fuseau A ,
ABC + A'B'G' fuseau A 2A donc = — - — = -r-. (3^
Additionnant les égalités (1), (2), (3), membres à membres, on trouve 2ABG + ABG + ABG^ + AB^G + AB^G' _ 2A + 2B + 2G
T Idr. '
mais ABC -f- AB'G + ACB + AB'G' composent l'hémisphère entier ; cette somme vaut donc 4 triangles tri-rectangles , 4T ; on a donc
2ABC+4T _ 2ABG , _ 2(A + B + G) T T t^f- '
en divisant par 2, puis retranchant 2 d'un côté, et — r- =2, de l'autre, on ob-
j[ur«
tient enfin
ABC _ A + B + G 2dr _ A + B + G -- 2dr.
T l^»". Jdr. jdr.
Ce qu'il faut démontrer.
Corollaire. On démontrerait de même qu'une pyramide sphérique triangulaire a pour mesure V excès de la demi-somme des trois angles de sa hase sur deux droits (l'unité de volume étant la pyramide tri-rectangle, et Tunité d'angle l'angle droit).
Théorème.
880. La surface d*un polygone sphérique a pour mesure la somme de ses angles, moins le produit de deux droits par autant d'unités, moins detuc, quHl y a de côtés dans le polygone.
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En effet , si on joint le sommet A du polygone à chacun des autres sommets, par un arc de grand cercle , le polygone se trouve décomposé en autant de triangles , moins deux , qu'il y a de côtés dans le polygone. En écrivant la mesure de chaque triangle d'après le théorème précédent , puis additionnant, on arrive aisément à la mesure du polygone telle qu'elle est énoncée.
Remarque. Soient , S , la somme des angles d'an polygone, et , n, le nombre
de ses côtés ; on a polygone = :^^^^ ^ = ^ j^ .
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MATHÉMATIQUES APPLIQUEES.
{i:ovMus DE TBOiaiÈJm.)
LEVÉ M» PLANS ET ARPENTAGE
I. Lewr le plan d*vn terrain, c'est tracer en petit sur lé pa|Mer une figure semblable à celle que forment son contour et les autres lignes ou points remarquables qu'il renferme. ' 2. Un pareil travail comprend deux séries d'opérations : i* on mesure directement les longueurs et les angles qui déterminent la figure en question, et on les inscrit sur un croquis du terrain fait à main levée; ces premières opérations constilûent le levé du plan, proprement dit; ^ faisant usagé de œa longm^urs et de ces angles, on trace ensuite sur le papier, avec régularité, et dans des proportions déterminées, une figure smnblable au terrain; cela s'appelle rapporter le plan.
3. Dans un plan géométral le terrain est supposé horizontal ,^ ou plutôt^ projeté sur un plan horizontal; c'est-à-dire que^ sans teair compte des différences de hauteur que présentent ses divers points au-dessus d'un même plan horizontal, on construit seulement sur le papier une figure semblable à celle que délenuiaent les pieds des perpendiculaires abaissées de ces points sur ce plan horizontal.
4. Nous supposerons, dans ce qui va suivre^ que l'on opère sur un terrain où les longueurs et les angles peuvent étre> sans diflS* culte ^ mesurés horizontalement.
Les opérations préliminaires^ nécessaires dans le cas où les différences de niveau seraient assez grandes pour qu^on dût en tenir
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compte, seront traitées dtins une autre partie du cours {le n/veHemmt).
TRACB KT MESURE d'uNB DROITE.
B. Des jalors. Pour tracer une droite sur le terrain on se sertdp jALona. On appelle ainsi des baguettes de bois léger et
Ibien ébranchées {fig. 1) (en coudrier, bourdaine, saule , osier, etc. ) ayant environ 1 mëb<e et demi de long , et 2 à 3 centimètres de grosseur au milieu ; ils servent à dâlenniaer les alignements. L'extrémité ioférieure qu'on enfonce en terre est pointue ; l'autre esl fendue et reçoit un morceau de papier ou une carte, pour servir de point de mire. Les jalons doivent être placés bien verticalement (au moyen du fil à plomb). 6. Trac^ d'une droite. Quand la distance est peu considérable on plante simplement uh jalon à chaqne extrémité; mais si cette distance est assez grande, ayant placé des jalons ou des signaux quelconques aux.jdeux extrémités, on plante des jalons entre ces »gnaux,..ei) procédant comme il suit :
Le géomètre se place à quelque^ pas du jalon A et vise ^e jalon
ou signal situé en B (*) , de manière que cdni-ci soit cartié par le jalon A; ensuite il fait placer par un aide des jatotas ioiermédiaires m, n, de telle manière qu'ils soient cachés par le jalon A, et qu'on ne les voie ni à droite ni à gauche de la Bgné visuelle passant par Afi; on parvient ainsi à tracer la ligne AmrtB; c'esl oe que l'on appelle prendre un alignement, ou bien jedimnereoXn deux points.
{*) On pl«ee quelquefois k l'exlrémlU B un royonl, c'est-à-dire un rectangle en ter-bltnc ilunl les deu;i moitiés sont de coaleurs dllTéTentes, et qal peut glUser dans une règle plantée Terticikment. I.es voyants sont employés k défaut de signaux naturels.
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Pour prolonger une droite jalonnée AB, il suflH évidemment de se placer à quelques pas du point A , de manière que le jalon A cache le jalon B, puis , de faire placer, au delà de B, un jalon C qui soit alors caché par B, etc.
7. Pour marquer sur le terrain le pointderenconti'c,0,dedrux droites jalonnées AB, Cli{ fig. 3), l'arpenteur se place en A, et vise
le point B; l'aide marche dans la direction CD, jusqu'à ee que l'arpenteur le voie arriver sur l'alignement AB; l'ude marque alors sa position par un jalon 0.
-^S. Db la chaImb. La chaîne d'arpenteur est un instrument qui i sert à mesurer sur le ten'ain les distances un peu
■ considérables. Elle est ordinairement eouiposée de cinquante chaînons ou tiges en gros fil de fer, bquclés à leurs extrémités et réunis par des anneaux (fig. 4). La distance comprise entre ks centres de deux anneaux consécutifs est égale à deux décimètres, de sorte que la longueur totale de la chaîne , en y comprenant deux poignées de fer qui la lerminmit, est de 10 mètres ('). Les anneaux sont en fer excepté ceux qui indiquent les mètres , que l'on fait en laiton. L'anneau du milieu est un peu plus fort que les autres.
(*) Cbaque poignée et le cbalnon adjacent [ plus court qoe les autres] , taraient i eux deux un double décimètre. On donne d'ailleurs. à la chaîne quelquM ■nllli mètres de plus , alln de compenser l'erreur produite pur le défaut de tensiMi absolue.
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9. KnuBQUE. A chaque opération on exerce sur la chaîne un filbrt qui doit MentAt l'allonger; il est donc nécessaire de la vérifier souvent à l'aide d'un décamètre étalon.
10. Mbsdrer due poHTios DE DROITE. Pour cela on est deux, l'arpenteur et un aide ou porte-chalne. L'arpenteur appuie l'une des pCHgnées de la chaîne extérieurement contre l'extrémité A de la ligne (fig. 2). L'aide, ayant dans la main droite l'autre poiguée de la
chaîne, et dans la gauche dix fiches ou pmnies en
IUa (A?. 5) , manAe de A vers B, tendant la chaîne dans l'alignement déterminé par les jalons; cda fait, il plante une première ficlie, ea l'appuyant mtériturement contre la poignée de la chaîne; puis l'arpenteur A son aide vont en avant, en soulevant la dtalne, jusqu'à ce que le premier soit arrivé à la fiche plantée parle second; il s'y arrête et applique sa poignée contre cette âdie, pendant que l'aide, ayant tendu de nouveau la chaîne , place une deuxième fiche , et tâasx de suite. L'arpenteur ramasse chaque fois la fiche à laqudle il vient de s'arrêter; quand il a les dix fiches en main, il les rend à son aide, et marque sur son carnet une portée de JOQ mèttpf^ . Quelquefois on r^nplace chaque dixième fiche par un piquet qoSS reste jusqu'à la fin de l'opération. "^ ' "" "■'
Ordisairenient une distance se compose d'un certaja noatbre de lAngueurs de ch^ne , plus une fraction de cette longueur. Pour mesurer celte fraction on emploie les chaînons , et nisuite un mètre divisé.
il. MkTRE DE pocEE. Quaod on vent lever le plan d'uneoiaison, d'un appartement, d'une cour, d'un terrain de peu d'étendue, on se sert avec arânlage du mètre de poche; c'est un ruban de S à 1^ mètres , divisé on centimètres, et qui s'enroule sur L'axe d'une boite en cuir bouilli, de forme cylindrique. Cet iostrument est commode pour mesurer la longueur d'^un mur, la largeur d'une .porte, d'uué cheminée, etc.
IS. ÉCBBI.1.E DE RÉDUCTION. Ou appelle échelle de réduction , cûi amplement échelle le rapport constant qui existe ^tre chaque distance du terrain et celle qui la représente sur le [dan. Ex. : Si une distance de 4000 mètres est représentée par idi dédmètre.
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cm dit que le plan est à Téchelle de ^^^ . Ce rapport est ordinai-
rement de 1 à 100» de i à 500^ de 1 à 1000...; le dénominateur ne raifentie pas en général d'autres facteurs premiers que 2 et 5. En. : La grande carte de France du dépôt de la guerre est à Fé-
chelle de — ^ (*).
13. On donne aussi le nom di échelles à des figures géométriques servant à trouver aisément la longueur qui , sur le pl|in^ doit représenter une distance donnée sur le terrain^ ou^ rédproqfuement^ à évaluer une distance du terrain d'après la longneiii^lqui la représente sur le plan.
14. ËcHELLB d'un PLAN. La plus slmplc dc Gcs figures est une droite divisée dont chaque plan est toujours accompagné. Sur c^te droite sont indiquées les longueurs qui représentent sur leplaBides distances de 1 mètre, iO mètres, iOO mètres^ etc. ^ mesurées sur le terrain; supposons que la plus grande dimension du terrain ne dépasse pas 100 mètres^ et que l'échelle de réduction soit O^OOi ; un
mètre du terrain sera représenté par un millimètre. On trace une ligne CAB de 11 centimètres (fig. 6) » que Ton divise en onze parties égales; on subdivise la première division à gauche, AG, en dix parties égales qui sont des millimètres. Chaque division de AB représente 10 mètres; chaque division de AC représente 1 mètre. Pour représenter sur le plan une longueur de 65 mètres, on compte six divisions à droite de A, et cinq à gauche ; tA est la longueur cherchée, n n'est pas nécessaire que la longueur de Téchelle ccnres-
(*) Pour le cadastre, on fait généralement usage de Téchelle de 1 à tM'* pour les plans des détails de forêts, des masses étendues «l des pays à grande calture, on emploie TécheUe de 1 à 5000. Dans les levés ib^etites .étendues, H est avantageux d'adopter récbelle de 0,01 on de 0,001, À» de pouvoir se servir du mètre divisé en centimètres et nUtti mètres , dont Plisage est si général et si commode.
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ponde à la plus graude dimension du Urrain ; car un peut porter plusieurs fois la même longueur dans la direction d'une même droite du plan.
iS. Il y a une échelle beaucoup plus commode, mats dont la construction est un peu plus compliquée, nommée échelle des dixmes, ou échelle décimale. Nous la décrirons dans une autre partie du cours.
IG. Lbv^ ku HfetRB. Le seul instrument qu'on emploie pour le levé au mètre est la chaîne ou le mètre de poche .Siipposonsqu'on ait à lever un terrain limité par le contour ABCDE (fig. 7); on mesurera d'abord les côtés AB,BC, ... decc polygone, puis à partir du sommet A on prendra sur les cdtés AE, AB, deux longueurs . qi|elçonques AA', AA", de 10 mètres par exemple, et l'on rmesnren A' A"; on connaîtra ainsi les trois cûlés du triangle ÂA'A". En fusant la même' opération à tous les autres sommets, on connaîtra Iesc6tés des triangles BB3", CGC, etc.
Ces ntesures étant prises et inscrites sur un croquis du terrain (-une représentation à main levée, 1" dessin, (ig. 7) , on trace une ligiie quelconque sur la feuille de papier destinée à recevoir le plan, et on prend sur cette ligne une longueur, ae, représentant, à l'échelle de réduction, la ligne AE; on prend sur œ une longueur aa'==AA' réduit à l'échelle; puis, sur aa', on construit le triangle aa'a" ayant pour côtés AA', AA", A'A", réduits à l'échelle; add' est semblable à AA'A". L'angle a'W étant égal à A"AA', lé côté «a" est la direction de la ligne AB du terrain ; on prend, à partir de<i,.mir cette direction, une longueur ab pour représenter A£. Le points, ainsi obtenu, correspond au point B du terrain; on opère au point b comme au point a; on construit de même le triante b"hb' semblable aii triangle B"BB', et on continue ainsi juâ^qu'à ce que l'on ait rapporté sur le plan tous les sonimets du poiy' gone. On a une vérification des constructions etfectuées;: car.lc dernier sommet, e, trouvé directement dans la suite des don-
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structions « doit se trouva' à l'extrémité ilu cdtâ œ que l'on a tracé tout d'abord.
Pour relever un point M, situé à l'intérieur ou à l'extérieur du contour ABCDE, on joint ce point aux extrémités de l'un des côtés du polygone, AB par exemple, et l'on relève, en suivant U méthode qui précède, le triangle ABU, dont le càté AB est déjà représenté par a&.
17. On peut aussi, si on le trouve plus ccKnmode, mener les diagonales du polygone qui enferme le terrain, et mesurer directement les diagonales en même temps que les côtés; on connaît ainsi les 3 côtés de chacun des triangles qui composent ce polygone; il ne reste plus qu'à rapporter le plan, c'est-à-dire à employer ces longueurs réduites pour construire sur le papier des triangles semblables à ceux du terrain, et semblablement disposés.
48. Le levé au mètre est employé pour iever le plan d'un terrùn de peu d'étendue, d'une chambre; d'une cour, d'un jardin; dans les autres cas, on ne l'emplcHe qu'à défaut d'instruments autres que la chaîne. ' ;^
D» l'bqubuiib D'AipniTnm.' ■ ' '.;:'-.''
10. Outre la chaîne, un arpenteur est généralem^t muni d'un instrument spécial qu'on appelle équerre d^arpeitew. '■
Véquerre d'arpenteur est un instrument qui sert à mener des lignes perpendiculaires ou parallèles à d'autres lignes données. Cet instrument a plusieurs formes : ou bien c'est \m prisme- droit, régulier {fig. 8), ou bien c'est un cylindre ayant pour base un octo- Bgone [ hauteur 8 centimètres , diamètre 6 centimètres).
Nous ne décrirons que le premier, qui est le plus solide et le plus commode. L'initrùment est en cuivre, U a huit fentes ou pitt- . nules placées à 4a"runfede l'autre,' suivanlla/ ligne qui divise ert deux parties égrfesdtaque pan du priàme' dans le sens dp sa longueur. Quatre de ces ouvertures opposées deux k deux, AB, etc., sont moitié croisée
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(fàmule hrge), en A, et moitié faite «i B, disposa ' de tdte nuiière que h croisée A d'un pan correspond à U féallê 4n-- pM opfWté, «t vùx verià (V. D* 36). Chaque crotsèfl est gan>ie d'un M de scâe «u -d'un crin très-Hn. Les quatre autres pinngles, C, •.. sont des traits de scie en ligne drcùte, sunnontés d'une petite oo-
Un pied d'envirtm SO centimètres de long, ou- plus, smmit la grandeur de (^arpenteur, supporte Véqueire à l'aide d'une doiîiBe: n'est le béton de l'^uerre ; il «st quelqwifois divisé eu MùtU f M â et centimètres, et peut servir à vérifler la ciialH. Ké»tté-hét4a biton est garni d'une pointe m fn- qui pi'ni' linlli'ilniii lit ^4 fc terre lorvqu'oH ve«t y plant<T rîBStrumeat. ' . .. ; -r .;
Mener une perpendiculaire en tm foitit C i^^lijè éftUe
donnée AB{fig. 9).
On plante l'éqnerre verticalement au point C, de maaiin que le point A étant vu k traven deoK pinnules opposées, on voie le point B à travers les mêmes pinnules, en r^ardant dans l'autre sens, Ola fait, ou vise k triren les pînflules de la direclîoa per^ pendieulaire 1 cette prensière AB, et on bit placer, par un aide, un jalon, D, qui soit vu ie
C sur eette nonvelle direction, ta ligne CD est la perpendiculiqK
cbercbée. En répétant cette construcUon, on peut mener des ^
nJlèlles.
SI. Abaisser d'tm point donné D, exlériew àunedroite AB, vne perpendiculaire sur celte droite {fig, 9).
L'arpenteur, muni de son équerre, apprécie à peu près la position du pi^ de la perpendiculaire; il place ton équerre au pied présumé, comme s'il voukùt , mener en ce (koÎDt une perpendiculaire il AB; s'il voit, à travers les pinnules, le jalon D à drrnte ou à gauche de la direction perpendiculaire à ABt il avance son équerre. en tâtonnant, dn cAté du point D, jusqu'à ce qu'il ait ce ptMntD mr la direetinn de sa perpendiculaire. - - »-' '
U.Çuit une pw)de habitude poiw détenniDer ainsi le pird d'une p^peqdioulaire.
in. Levé à Péqwrre. Un point B est détatniné sur un pfaB' quand on connaît sa distance BB' à une droite donn^ X¥,'et -Is' distance, A'B', comprise entre le pied de cette perpendicnlairëetwi' point fi}((^ A',de la droite " XY {fig. 10). Wapffès
cela , pour lever à l'é^ guerre le plan d'un ter-; rain tel que ABCDE, an prend one base XY, sur laquelle on abaisse des; perpendiculaires AA' , BB..., au moyen de l'équerre; puis on mesure lès distances AA',BB'..^.; et sur XY, les distances A'B',A'C'...; ces distances mësuréeset notées surun croquis, on mène sur te papier une ligne indéfinie xy [fig. 10 bis), sur laquelle on prend, à partir d'ug point quelconque o' et dans ^e sens indi> que par le croquis, une kmgueur ti^Vfr présentant A'B', réduit à l'échelle, pi^ 6'c'~B'C' réduit, etc. A cbaéiin de* pQJate a', b', c*, on mène une petpendioulure/à xy ; on prend sur la premi^ d'à reprér sentant A'A, sur la seconde b'b représentant B'B, et ainsi de suite , ces perpendiculaires étant menées dans le sens indiqué ftar lé-cttn qoie. Cela fiiH, on tire les lignes a'b\ é'c', etc.Pour reievfer^n poilrt quelconque M du terrain , oa ftût exactement comme pour le* MHI¥mets A, B,... du contour.
S3. REMARQnBs. La méthode des perpendiculaires convient par- (iuilièrement à un terrain long et étrmt. Dans ce cas, on n'a besoin que d'une seule base choisie dans la situation la plus avantageuse pour la construction des perpendiculaires et la mesure des longueurs; Si le terrain a une certaine étendue, on peut (aire usage de jriusieurs bases , en rattachant les bases auxiliaires à la base prindpi)«,- exafitement de la même manière qu'on y rattache une ligne AB quelconque.
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S4. Le levé b l'équeire peut encore servir avuitageusement pour lever le plan d'un terr^D limité par une ligne sinueuse, une rivière par exemple; on abaisse des perpendiculaires , d'un certain nombrede points 11, N,P,... de eette ligne courbe sur une base choisie convenablement; on opèi«, pour lever chacun de. oes pointa et les rapporter sur le plan, exactement comme on vieBt de le dire pour les points A, B, C, ... on choisit ces points M, N,-Pi ... assez nombreux et assez rapprochés pour qu'on puisse oonridérer les portions de la courbe comprises entie ces points, pm .S à S, comme de petites lignes droites. (Voyet les figures pige X^^ au chapitre de l'arpentage.) .; ■
DL- GBIPBOIÙTU.
Le graphtmèire sert à mesurer les angles; il se compose d'un demi-hmbe circulaire gradué {ftg. 11) (exactement sf^mblable au rapporteur, n' 114), et de deux alidades à pinnules (n° 37], l'une fixe C'C, dirigée suivant le diamètre du limbe et faisant corps avec lui; l'autre B , mobile autour du centre du limbe, et située dans son plan (*).
La direction de l'alidade fixe GC s'appelle la ligne de foi. /
Le limbe du graphomètre porte, comme le rapporteur décrit livre 11, n° 14, une double graduation en demi-degrés, de 0* à 180°. Les pinnules c, é de l'alidade fixe doivent être disposées de numière que la ligne des deux points du limbe msr-
{*) Ed outre l'aUdade mobile porte à ses extrémité» des vernlers dont les léroB sont litnés dans le plan des ft\i des pinnules b et b' iV- ce qui cwiceroe le verpler dans la Ph^eique ou dans le volume de Mathématiques appliquée*.
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qués soit dans le iilan des centre
s. Le linilie est fixé par son {fig. 13) , à une lîgfl ff qui traverse à frottement une sphère ge d'environ 0,02 de diamètie. Cette sphère est embrassée pu' deui coquilles k que l'on peut rapprocher an moyen d'une vis t de manière à la Qxa. Cet asseiablage porte le nom de genou à coiptilte». Il est V tei'minéparupedouilletr, cylindre creux, / dans lequel s'emmanche l'axe M d'un trépied T qui porte l'Jnstnimeat. Les trois branches en bois de ce trépied, terminées en fer de lance, s'agipliquent au moyen de vis de pression, ti, v', contre les feces du manche M ci-dessus indiqué.
26. Ou nomme pinnule (/tg, M et 12) une plaque A de cui- V vre portant, dans le sens de sa longueur, deux feules situées l'une ' au-dessus de l'antre. L'une de ces fentes, qui est très-étroite, est appelée œilleton; l'autre, assez large, s'appelle une croisée. Un fil très-fin, dirigé dans )e sens de la longueur de La pinnule, divisé la croisée en deux parties égales.
a7. L'alidade à piimules {fig. 12) est une règle portant perpendiculairement à ses deux extré- . , miles deux pinnules. Dans l'une >^^~ d'elles A, l'œilleton est en bas; dans l'autre, B, au contraire^ c'est la croisée qui occupe la partie inférieure, et l'œilleton la partie supérieure. Par cette disposition, on aperÇrOit le fi) de l'une quf Iconqiie des croisées, en approchant son œil de l'œilleton opposé; la direction du rayon visuel qui va à ce Dl prend le nom de ligne de visée. Un point visé doit être caché par le fîl.
Quand ou vise une ligne jalonnée, le. plumier jalon visible (|pit uicher les suivunis, et être coupé lui-même daus le sens de sa hauteur par les lils réunis dus pinnules opposées.
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#.S8. Pour mesurer un angle, BAC (/tg. 14], avec le grapbomètre, il suffit de connaître le sommet X, et un point bien indiqué sur chaque côté; on commence par assujettir, à frottt^enl doux, te genou de l'instrument; puis on dispose le pied de manière que l'axe de la pièce M, diri^ verticalement, passe par le sommet, A , de l'angle cherché ; on se sert pour cela d'un Gl à plomb attaché à cette pièce H et qu'on laisse tomber. Le (ned étant convenablement disposé, on serre les vis de pressÛMi v et i>', puis on dis|K>se le graphomètre à l'aide de sa douille; on bk tourner la S|Aère g entre les coquilles jusqu'à ce que le plan du Kmbe contitmne les deux points B et C; avec un peu d'habitude on y arrive après quelques t&tonnements. Enfm on fait tourner lu limbe , dans son plan , jusqu'à ce que la ligne de foi ait ta direction, AC, de l'un des cAtés de l'angle, et on fait mouvoir l'alidade mobile jusqu'à ce que sa ligne de visée coïndde avec la direction de l'autre cAté, BC. L'arc B'C, alors compris entre le zéro du limbe et le zéro du vernier (le point qui correspond au fit de la croisée mobile) donne la mesure de l'angle.
S9. Lbvb *n GKAFBoidTRE. Mélhnde par intenectiotu. La mesure directe des longueurs sur le terrain, même quand il s'agit d'un levé peu important, présente toujours de grandes difiîcultés; il peut même arriver que des accidents de terrain, des ob^cles la rendent impraticables. L'emploi du graphomètre est ordinairemoil plus rapide et plus commode , et donne des résultats plus exacts.
(') Les BlidadM do graphomètre peuvent être Tem[dic4ea aTtatageucement par des lunettes muDiea de tUUmIu [V. la Pbjrglque ou la Cosmographie). L'une d'elles est flxée au-dessous du limbe suivant son diamètre; l'autre peut tourner autour du centre du limbe, au-dessusi chacune d'elles est rounie d'une Tls de pregglon qui permet, étant deesenée, de lui donner an mouvement rapide ; une vis de rappel sert 1 lui donner m mouvement lent Aven In aHdadni t lUKPtfPs on cihllent [dnii de pri'f inlnn dann In vir^. . .
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ScHt ABCDB (fig. 1S) le terrain dont on veut )ever le plan. On commence par mesurer, à la dialne, avec beaucoup de soin une droite, MN, des extrémités de laqudle on puisse apercevoir les sigoaux A, B, C, D, E; cette droiteest ce qu'on appelle une base. On place le grapho- /^.
mètre en M, et on mesuK les angles . AMN, BMN...; puis on se transporte en N, et on mesure les angles ANM, BNM... Après ces opérations le plan est levé; il ne reste plus qu'à le rapporter (n* 2).
Pour cela on trace sur le papier une ligne mn représentant la base MN, àTéobelle adoptée (n° 12); puis on construit successivement, à l'aide du rapporteur (n* 114], les triangles amn, bmn, etc., dont on connaît les angles. Enjoignant les points a,b,c..., on a sur le plan tons les points qu'on veut y rapporter (*].
30. Méthode par cheminements. \^ Le procédé précédent porte le .nom de méthode par intersections. '
Il n'est guère applicable quand il s'agit de lever le plan d'un bois, ou de tout autre terrain gêné par des obstacles nombreux. Dans ce cas on a recours à la méthode par cheminements ; c'est-à-dire que^ cheminant le long du contour ABCDE, on mesure successivement les côtés et les angles du terrain. On ne doit pas oublier alors d'^pliquer comme moyen de vérification le théorème relatif à la somme des angles d'un [lolygone {n° 3b).
31. Rbmarqdb. L'emploi du grapbomètre permet d'obtenir les angles avec une assez grande exactitude; si on mesure la base avec grand soin , on a par son moyen une représentation assez exacte de la figure qu'on veut reproduire sur le papier.
(*) Les trltngles otnn, bmn, ... sont respectlveinent sembliblei i AHN,
™ , , , ,. AM MN BM MX . ^. . AM BM . ,
Bm , eto. , d où téaulte — — — i ;— = — , etc., d'où — = -r—t etc. Le»
- ' am «Ml bnt mn am om
tTiugl» AHB,aMl> sont ManblaUesowmneaïulDB angle égal comprit eulra leDricAtteproporttomMU.etc.-' -, ■ -n:. .
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52. Quand on n'a pas besoin d'une trte-grtnde ^i)j|îiM ft qn'on veut opérer rapidement, on fait un^ d^m ifiift'HMot à raide duquel on peut àla fois lever el rapport» le filaiL'-.
Plakchctte. La planchette est une plnndie k à6mitur,'fàtbi\eoient dreosée ^. 16], sur'-' laqiMUe on tenil nDéimirfasiiBiRft feiu|lf« de papier, au moyen de deux peUto «ylîndres mobiles sur leurs axes, disposés k cet effet sur les bords de la planchette. Celleci est supportée, comme le graphomèlre, par un genou k coquilles et un pied à trois branches. Un petit niveau à bulle d'air que l'on pose sur la planchette, dans différentes positions, pprmet de rendre la planche horizontale.
La partie mobile de cet instrument est un alidade ii deux pinnules verticales, AB (n" 27). Elle est évidée de manière que son bord intérieur soit dans le plan vertical qui passe par les deux axes {les fils) des fânnides.
Lever un ongle. Pour lever un angle au moyen de la plancbetle , on la place de manière qu'un point a de la planchette soit sur ht verticale qui passe par le sommet A de l'angle; un fil à plomb partant de a, que l'on laisse tomber, aide à remplir cette première «onditiojij on enfonce ensuite en a une aiguille très- fine; appuyant le bord intérieur rie la règle contre cette aiguille, on vise un jalon B, ou un signal quelconque, placé dans l'alignement AC d'un des côtés de l'angle, et on (race une lign<! ab le long de la règle, «vec un crayon très-fin. Enfin on vise de même un jalon C, ou uu signal, placé dans la direction du second cAté de l'angle; on tire at ; l'angle cherché bac se trouve ainsi dessiné sur la planchette.
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53. Levé a la flancueitb. Méthode par mtersectiom. Supposons que l'on veuille lever, au moyen de la planchette, le plan d'un terrain MGFNEDG {/ig. 17), on choisit sur le terrain une base MN, des
extrémités de laquelle on puisse aisément apercevoir lès points qui doivent être rapportés sur le plan. Ayant mesuré cette base avec le plus grand soin (n*iO], oa établit au point M la plancbettif sur laquelle on marque le point m situé sur la verticale de M {comme il vient d'être dit tout h l'heure pour les points a, A). Cela fait, on vise successivement les points à relever G, D,... et le point N situé sur la base, que celui-ci lasse ou non partie du contour. Ayant ainsi tracé successivement des lignes me, md,... mn, dans les directions tAC, MD,... MN, on prend sur mn une longueur, mn, qui représente la longueur connue de MN, à l'échellede réduction; on transporteensuiteHnstnimentau pointN. où on le dispose de manière que n soit sur la verticale de !S et que la ligne «m soit dans la direction NM. Cela fait on vise succe»- »vement de n les points C , D, E.. . , déjà visés de m , et on tracp successivement les lignes ne, nd, ne,.. .. La ligne ne qui va de n au jalon C coupe la ligne me au point c/ nd coupe md au point d, etc. Tous les points ayant été ainsi visés de n, on a sur la |>lanchett(le plan mgfnedc du terrain, & l'échelle adoptée (*).
(■) Il est facile de TériOer la eimllilDde dea (IgureB HGFNEDC, mqfnede, Ed etTet, 1rs triangles bomologues HNC, mne, qui ODt pour ba^es MM. mn, soiit évidemment semblablet eomme ëquiangles; d'où régalle — ^= — v(l«-
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Relever un point intérieur ou extérieur au contour. Si on vouhK relever un point quelconque 0, situé à Fintérieur ou à l'extérieur du contour MGFNEDG , il suffirait de le rattacher à la base par les ligues MO, NO, que Ton rapporterait suceessivement sur la planchette, comme on a foit pour chacun des pMits G, D, etc.».
54. Méthode par cheminement. Dans le levé h la piaBèfaette, on peut substituer la méthode par cheminement à la BEieChode par intersections quand des habitations, des arbres (une forêt), ou d'autres obsûicles , rendent cette dernière difficile oii iaiprâticabk. Ainsi que nousTavons dit à propos du levé au graphtaiètni, on se transporte successivement à chacun des sonmiets M, 6, F, etc., du contour, et on relève les angles HGF, GFN, etc. Pour que le plan soit immédiatement rapporté, ayant levé la direction MG, on prend mg égal àMG, réduite à Téchelle; pois ayant transporté la planchette en G, on la dispose de manière que g corresponde à G, et la ligne^, déjà tracée, avec la direction GM; puis on vise GF; on prend sur cette direction gf =GF <à réchelle), et on se transporte en F, en mettant /'au-dessus de F, et fg dans la direction FG, etc.
35. La méthode par intersections, soit qu'on emploie le graphomètre (n** 29), soit qu'on fasse usage de la planchette, offre l'avantage de n'exiger que la mesure d'une seule base et deux stations seulement, l'une en A, l'autre en B pour mesurer les angles. Il importe en effet d'éviter la mesure de plusieurs grandes lignes, et les stations trop nombreuses, parce que chaque opération demande un temps assez long et des soins particuliers pour. disposer la planchette ou le graphomètre {*),
Nous avons signalé en commençant l'avantage qu'ofiBre la planchette de donner immédiatement sur le papier le plan qu'on* lève, sans aucune opération de cabinet.
MD MN ^ MC MD
même — r = — ; donc — = — -, Ir ailleurs les deux angles CMD, cmd sont tua tnfi me ma
égaux comme ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens (l'angle
€MD, une fois tracé, n'ayant fait que glisser parallèlement le long de MN];
les triangles CMD, cmd sont donc semblables (n» 148).
(*) Néanmoins il faut observer que cette méthode n'est pas toujours susoep-
Uble d'une très-grande rigueur* Un point est toujours assez mal déterminé par
llntersection de deux droites , quand ces lignes se rencontrent sous un angle
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36. Déterminer la dùtance d'un point accessible , A, à un point inoecetiible, mais visible, C (fî^. 18).
. On chaine, à partir d'un point A, une base AB; on mesure ensuite avec le grapbomètre les angles A et B j cela fait, on rapporte ces angles sur le plan (au moyen du rapporteur) , aux deux extrémité d'une ligne oA, représentant ABj réduite à l'échelle. Ayant construit le triangle abc, on mesurera ae, à l'aide de l'échelle, et on en conclura ia valeur de AC, d'après le rapport de similitude; ex. : si l'édielle est à t^Vîh OR multipliera ac par 1000.
. On peut également se servir de la planchette. A défaut de graphomètre et de planchette, on jalonne les directions AA'C, BB'C, et on lève le triangle ACB ait mètre, comme il a été indiqué n* 16.
57. Déterminer la distance de deux points inaccessibles, mais visibles [fig- 19).
On mesurera une base AB; puis, au moyen de la planchette ou du graphomètre, on construira un polygone abcd semblaMe au polygone ABCD; la ligne cd, mesurée, et ramenée à la grandeur naturelle , d'après l'échelle, sera la distance cherchée.
tréi-Bigu, parce que , en raison de leur épaisHur, le lieu de lenr rencontre est une eipèce de losange dans leqael il faut dieUnguer le point d'Intersection [V. la /tg.n)- Pour éviter, autant qu'on le peut, tel inconvénient, iUaut choisir la hase auBsl grande que possible , à peu -près le cinquième ou le sliiènie de la plut grande dei lignes que l'on peut avoir i mener de l'une de «ea exlrémitéi tax points du terrain. 11 taut encore avoir loin de choisir celte base de manière qu'il ne se trouve aucun point remarquable du terralneur son prolongement, on Irèipris de ce prolongement; car pour ce point la coufH'uctlon serait illusoire.
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58. Prolonger une droite, AB, au delà d'un obstacle [fig. 20). On établira une station en un point D, d'où l'on puisse apercevoir la droite AB, l'obstacle 0, et le terrain sur lequel doit être prolongée la droite; on chaînera AB, AD, BD ; on jalonnera une direction arbitraire, DC, aboutissant ta delà de l'obstacle , et on mesurera nec le graphomëtre l'angle BIX:; an oonnalt l'angle AQD par la contraction dû triangle ABD; on peut dobe con' struire sur le papier un triangle bdc semblable à BDC, sur oa dAë, bd, homologue Jt BD. On connaîtra ainsi de homologue h DG} on ramènera de k \a. grandeur naturelle au moyen de l'éciielle, et on portera cette longueur dans l'alignement DC ; ce qui donnera le point C situé sur le prolongement de AB. On pourra déterminfr de la même manière un autre point situé au delà de l'obstacle, sur la même direction. Dès lors la droite pourra être prolongée Hus.si loin qu'on voudra.
Problème.
Trois points A,B,C étant situés tur un lerratH uni, W
rapportés sur une carte en a.b,c, déterminer sur cette carte Ir
(loint M , â'oh les distances AC, BG ont été vues sous des angles
reinnus {^j. 21).
On obtient le pointm homologue au point H en décrivant sur
ac un segment de cercle capable de
l'angle AMC, et sur bc un segment capable de l'angle BMC; le point m où ces deux arcs se coupent une seconde fois, est U position cherchée de M sur la carte.
Ce problème s'applique quand on n'a qu'un seul point à déterminer sur un terrain dont on a déjà le plan.
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Aibs) qu'on le voit, il n'exige dans ce cas qu'une senle slntion , et n'oblige à la mesure d'aucune longueur. '
•W. Ti» trou points donnée , A, B, C, sur un lerrain {fig. 24) , faire passer utie circonférence Iws même qu'on ne peut approcher du centre.
On peut obtenir chaque point n de la circonférence par l'opération snivante : Ayant mesuré au graphomètre les angles CBA, CAB, on jalonîiera une direction quelconque AN; ayant mesuré l'angle NAB on construira l'angle N'BAï= CBA + CAB—NAB. Le point de rencontre, n, de la ligne AN et de la ligne BN', ainsi détermiiiéi;, apjiartient k la circonférence demandée. 11 résulte i en effet , dé réalité précédente, que la somme des angles à la basé nAB, nBA, du triangle ABn, est égale il la somint; de» angles à la buse,> CBA + CAB, du triangle ACB; donc le sommet, n,de AhB = ACB est sur l'arc du segment de cercle capable de l'angle ACB, cdn^ struit sur AB comme corde. En répétant cette opération un aussi grand nombre de fois que l'on veut , et en rapprochant suSisam-' ment les lignes isiiues de A , on obtient autant de points de la circonférenee demandée, aussi rapprochés que i'on veut; on les réunit par une ligne continue , qui est approximativement celle qu'on cherche. On obtient la partie de la circonférence située de l'autre côté de AB par rapport au point C , en em[doyBnt, de ce côté, le supplément de l'angle ACB comme on vient 'd'en^>loyér celui-ci. " '
41. REiuaguE. On peut abréger l'opértiion et hii donner une cert^ne régidarité en procédant comme il suit : On divise l'angle CAB en un certain nombre de parties égales (8 par exemple] , et on numérote les lignes de division de l'ô 8;à partir deCA exàiisiveotent. On fait au point B, avec BC, en dehors de l'angle CBA, des angles égaux k chacune des parties de A; on numérote leâ nouvelles lignes, de I à 8, en partant de BC exclusivement. T^s points
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de rencoDtK des lignes portant les mêmes numéros sont des points de la circonférence cherchée. En effet, supposons que les lignes AN, BN' portent toutes deux le n* 5, et soit a l'une des 8 parties de A. On a CAn = 5a/d'où nAB=:3o; d'un autre côté j nBC = 5ay donc nBA = nBC4-CBA = 5fl + CBA;donc nAB -f nBA = 3a + 5o + CBA = CAB + CBA , et enfin A«B = ACB. C. Q. F. D.
NOTIONS SUR l'arpentage.
4fi. L'aipentage a pour objet la mesure de la surbce des terrains. Les instruments de l'arpenteur sont l'équerre et la cbatoe, dont nous avons donné la description (n** 8 et 19). Nous avons indiqué en géométrie. Livre IV, n* 193, la marche à suivre pour détenir l'aire d'un polygone. Cette méthode est appUcaUe à la mesure d'un terrain quelconque terminé par des ligne» doutes. Voyez, par exemple, la figure 10, page 2i?i; la surface de terraiu ABCDEFG (dont on peut lever le plan, si on veut),, est une somme de triangles rectaDgles et de trapèzes dont il faut retrancher le triangle AA'N ; on calcule les aires de toutes ces figures à l'aide des longueurs AA^ BB'.,.; A'N, AW, etc., mesurées à ladialoe, et que l'arpenteur a inscrites à son carnet, sur un croquis do terrain reproduisant les perpendiculaires employées. Si la base est choisie hors du polygone, on opère comme il est indiqué n" 192, livre IV,
43. Mesure d'un terrain terminé par tnte ligne ceuràe. Il ne nous reste donc qu'à nous occuper de la mesure d'un i&frna terminé par une ligne courbe ou sinueuse. On peut , à l'aide de pwpendiculaires, partager le temùn en plusieurs trapèzes mixtilïgnes, leb que AogQ [fig. 33). la question est alors ramenée à évaluer l'dfe d'tm trapèze limité par une courbe AG, un axe xy et deux ordotmét» extrêmes (des perpendicttlaires à la base); on peut la résoudre comme il suit.
44. MÉTHO»E DKs THAFÈzEs. Uu partage l'intervalle ag en un certain nombre n de parties égales , cl par les points de division un
■:■ vï-^y-irr c*
KOTIORS SUR L ARPERTME.
iyi
^èvedesperpeRclicul(iire8 6B,cC,(fl),etc... Si la distance, S, com- .prise entre deux perpendiculaires ou ordonnées consécutives, est assez petite, on peut, sans grande erreur, regarder les arcs Afi, BC, etc., comme de petites Ugnes droites, et les âguresAo^Et, BbcC, etc., comme des trapèzes rectilûpies que l'on sait mesurer. Soient ;/t,yi,y,t—, les longueurs des ordonnées \a,Bb,..., et S la stirface AagG, nous avons, à fort peu près,
s = ,(^i) + 8(341.) + .(4i.)+ ... .(fcd:»=).
Cette formule équivaut à celle-ci :
si on appelle Y la somme des ordonnées
. L'aire d'un trapèze curviligne a pour valeur approchée le produit de la distance comprise entre deux ordonnées consécutives par la somme de foutes les ordonnées diminuée de la demi-somme des ordonnées extrêmes.
On peut se donner des nombres et appliquer cette formule; ce travail n'offre aucune diliiculté.
4S. Apfucation. Soit h arpenter un terrai» limité par une ligne courbe sinueuse, comme celle que représente la fig, 31. On le décompose, comme il est indiqué, en trapèzes on triangles que l'on mesure d'B(Kès les méthodes connues, ^'en trapèzes mixtilignes que l'on mesure comme il vient d'être indiqué pour la figure At^.
Cette décomposition estcelle que l'on préfère quand on veut construire, avec autant {l'exactitude que possible, le plan du terrain (n" 24).
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46. Mais eÏ on veut seulement calculer avec rapidité la con>:
tenaïKie d'une pièœ de terne, on peut opérer comme il suit {fig. 25).
On plHiite des jalons en A, H, C,...G, de manière è déterminer un polygone ABCDEFG dont la Eurface soit égale, a peu de chose près, à celle du twrain considéré; pour cela, on dioisil les points A, B , ... de manière ijue les parties retranchées soient compensées; par les parties ajoutées. Un peu d'habitude suffit pour établir les jalons de niaaière k opérer, cette compensation. Si on voulait une exactitude presque mathématique, on calculerait [n" 45) les surfaces ajoutées et retranchées, afin de modifier la position des jalons, si les deux sommes comparées différaient trop l'une de l'autre. En tout cas, les positions^ des jtùoia fixées, on calcule l'aire du polygone que l'on regarde comme celle du terrain. , . ,
47. Arpenter un terrain dans lequel on ne peut pénétrer ou tirer des lignes.
Enfin, on doit souvent arpenter certaines superricies^ comme un bois, une pépinière, un marais, une récolte sur pied , etc. . dans lesquelles il n'est pas possible de pénétrer, de tirer des lignes, d'élever des perpendiculaires; alors on ne peut plus employer les procédés que nous avons indiqués. Voici comment on y supplée. Soit ABCDË {/ig. 26) un terrain dans lequel on ne peut pénétrer. On commence par envelopper ce terrain dans un rectangle ou duis un trapèze, comme il est indiqué... , après avoir fait planter des jalons à chaque angle ou point saillant du contour. Ou détermine lasurface de cette ligure auxiliaire MNPQ; on eu retranche les airrs
NOTIONS SUK l'aRPEXTAGE. 259
des parties MA'EE', E'EQD, extérieures au terrain que l'on
veut nnesurer; la différence est évidemment Taire cherchée. Les figures extérieures à cette aire peuvent être des trïipèzes mratilignes tels que AagG [fig, 23).
FIN
Enoneëfii de proMèmips ib ré^oudrv.
Nous croyons bien faire en indiquant, à titre de renseignement^, quelques-uns des problèmes qui ont été proposés en composition aux candidats pour le baccalauréat es sciences.
1. Étant donnée une sphère de cuivre de 0*,18 de rayon, creuse, contenai;it une sphère de platine de O'^yOS de rayon de telle sorte qu'il n'y ait aucun vide entre les deux sphères, la densité étant pour le platine 21,53 et pour le cuivre 8,85, calculer le poids de la masse ainsi formée.
.1t. On a 2 triangles équilatéraux dont les côtés sont : pour le premier 43"',57 , pour le deuxième 68",35.
On demande de calculer, à un centimètre près, le côté d'un troisième triangle équilatéral dont la surface serait égale à la somme des surfaces des deux premiers.
3. On a une sphère de platine de 0*",05 de rayon à 95*. On la plonge dans deux litres d'eau à 4<^ ; on demande la température de l'eau lorsque TéqUillbre s'est rétabli. La capacité calorifique du platine est 0,03351 , le coefllcient de dilatation linéaire 0,000008565, et sa densité 21,53.
4. Calculer en hectares la surface d'un hexagone régulier dont le côté a une longueur de 235 mètres.
&. On a un parallélipipède dont les trois dimensions sont 10",50, 15",î5 et 20*", 45 ; il est de glace et plonge dans l'eau de la mer ; la densité de la glace e»i 0'",930 ; celle de Peau dé la mer 1 ,026. On demande qu'elle sera, la hauteur dp parallélipipède au-dessus de la surface de la mer.
•. Un verre à vin de Champagne de forme conique a intérieurement 0"*,06 de diamètre au bord ; il a été rempli complètement de mercure, d'eau et d'huile, dans une proportion telle que la couche formée par chacun de ces liquides a 0"',0^ d'épaisseur. On sait que la densité du mercure est 13,596 ; celle de l'huile emr ployée 0,915, celle de l'eau étant prise pour unité. Calculer le poids .du mer^ cure, de l'eau et de l'huile, en négligeant l'influence de la température sur .la densité ^e ces liquides.
9. Trouver un cylindre de la contenance d'un hectolitre dont la hauteur soit cgale.au diamètre de la base.
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S. Un vase «phérique de rayon intérieur égal à •- de mètre, à 0* est formée
4*ime matière dont le «oeffleient de dilatation linéaire égale -—-.On demande
combien de kilogrammes de mercure ce vase renferme à 0* et à t5«.
•• Étant donné un arc de cercle de 60", calculer la corde, la sariiice du segment et celle du secteur, le rayon étant J2m,35.
!•. Étant donné un «rc de 82« 20', trouver la surface du triangle formée par la corde qui sous- entend cet arc, et les deux cordes qui joignent les extrémités de la première corde au milieu de l'arc.
11. On fabrique avec de For, dont la densité est 19,B63, des fenlUes qui ont dix millièmes de millimètre. Quelle surface pourrait-on couvrir avec 5 grammes d'or P
19. Un ballon pèse 264ff*,736 lorsqu'il est vide, et 5tô2ff*,788 lorsqu'il est plein d'air à la température de 4<^. On sait que le poids de l'air est à celui de l'eau comme 129 est à 100000. On demande la capacité du ballon.
Le même ballon, plein d'un autre gaz à 4<» pèse 651 s-, 175, la pression atmosphérique <tant 0,76; quel en serait le poids si la pression était 1,23.
15. On plonge dans un bain de 20 litres d'eau à 80* centlg. une sphère en glace de 140 millimètres de rayon. Calculer la température du bain après la fusion de la glace , la chaleur latente étant 70,25.
14. Étant donné un cercle de rayon égal à 2 mètres, et un point A extérieur à ce cercle et distant de -3 mètres de la ciroonfér^ce , trouver la longueur de la partie extérieure d'une sécante menée du point A au cercle et dont la partie intérieure égale 1 mètre.
16. Un ballon sphérique de 0,14 de rayon est rempli de mercure à la température de 70* ; on verse ce mercure dans de l'eau à 4*, qui remplit à moitié un vase cylindrique de 0'"^40 de hauteur et de 0'",20 de diamètre. On sait que la densité du mercure est 13,59, son eoefflcient de dilatation 0,00018024 et sa capacité pour la chaleur 0,0330. On demande quelle sera la température du mélange en supposant nulle la température des parois du vase.
15. Le poids de l'air atmosphérique étant — du poids de l'eau, détenniner
le poids de l'air contenu dans un cylindre dont la circonférence de la base est 0,3 , et la hauteur 0,8.
17. Décrire sur une droite un segment capable d'un angle donné. Quelle est la valeur de l'angle pour lequel le rayon du segment est le plus petit possible ?
19. Une machine soufflante lance 14 kilog. d'air par minute ; cette machine se compose d'un cylindre dont le diamètre inférieur est 0'",75, la course du piston est de 0"',50, de telle sorte que chaque coup de piston lance un volume d'air égal à celui d'un cylindre de 0'',50 de hauteur et de 0"',75 de diamètre. Combien dure chaque coup de piston ; on sait que le mètre cube d'air pèse 1298 grammes.
Paris.— Imprimé par E. Thcnot et C% rue Racine^ î6, près de KOdèon.
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