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PRÉLIMINAffiES.
1 • On appelle corps tout ce qui occupe une place dans l'espace indéfini., ëxeuples : Une pierre^ une barre de fer.
On appelle volume d*un corps la partie limitée de l'espace occupée par ce corps.
La surface d'un corps est la limite de son volume qu'elle sépare de l'espace indéfini extérieur.
L'intersection de deux surfaces ou la limite d'une surface est une ligne.
L'intersection de deux lignes ou chaque extrémité d'une ligne est un point.
Tout volume a trois dimensions : longueur , largeur, profondeur ou hauteur. Une surface n'a que deux dimensions : longueur et largeur; elle n'a pas de profondeur. Une ligne n'a qu'une dimension, la longueur. On n'attribue au point aucune étendue.
La géométrie a pour objet de mesurer l'étendue des lignes^ des surfaces et des volumes, et d'en étudier les propriétés indépendamment des corps auxquels ils appartiennent.
On donne le nom de figures aux lignes^ aux surfaces^ et aux volumes ainsi considérés.
2. La ligne droite est le plus court chemin d'un point à un autre.
On admet comme évident : i* qu'entre
~ deux points donnés on ne peut mener
qu'une seule ligne droite; T que si deux lignes droites ont deux points cpmmuns^ elles coïncident dans toute leur étendue.
Une ligne brisée ou polygonale est une ligne composée de
B y3 lignes droites.
j^y^'^^'^'^^^^y^ Une ligne qui n'est ni droite, nî composée
^ nulle part de lignes droites^ est une ligne
courbe.
4. On appelle plan ou surface plane une surface sur laquelle une ligne droite peut s'appliquer entièrement dans tous les sens.
La surface d'une glace polie, celle d'un tableau bien dressé ou d'une feuille de papier bien tendue sont sensiblement planes.
Toute surface qui n'est ni plane, ni composée de surfaces planes est une surface courbe.
Signes abréviatifs et termes généraux.
On fait usage en géométrie des mêmes signes abréviatifs qu'en arithmétique et en algèbre.
5. Ainsi A et B étant des grandeurs géométriques ou des nombres :
A -|- B signifie A plus B; A — B signifie A moins B; A X B ou
A . B signifie A multiplié par B; de même A : B ou - signifient
également A divisé par B; A= B, A égale B; A > B, A plus grand que B ; A <B, A plus petit que B; etc.
Nous emploierons aussi les termes que nous allons définir :
Un axiome est une vérité évidente par elle-même.
Un théorème est une vérité qui ne devient évidente qu'à l'aide d'une démonstration.
Un corollaire est la conséquence d'une ou plusieurs propositions déjà établies.
Un problème est une question qu'il s'agit de résoudre en s'appuyant sur les propositions précédentes.
On donne le nom commun de propositions ^\x\ théorèmes, aux corollaires et aux problèmes.
Division générale du cours.
6. La géométrie se partage en deux grandes divisions : dans la première partie, on s'occupe exclusivement des figures planes, c'està-dire des figures situées tout entières dans le même plan; dans la seconde, on étudie les figures dans Vespace^ c'est-à-dire les figures iloiit toutes les parties ne sont pas situées dans un même plan.
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♦ 7. Des angles. Oq appelle angle la figure que forment deux
'B droites AB, AG qui partent du même point dans - des directions différentes.
^ ^ Les côtés d'un angle sont les droites AB, AG
qui le forment; le point A, oii ces lignes se rencontrent^ est le sommet de Tangle.
Un angle se désigne ordinairement par trois lettres parmi Ies« quelles la lettre du sommet qui se met toujours au milieu; les deux autres doivent être mises ou lues sur les deux côtés. L'angle ci-dessus se désigne ainsi, BAC.
Un angle se désigne aussi quelquefois par une seule lettre, celle du sommet; on dit l'angle A (fîg. précédente) quand il n'y a qu'un angle ayant le sommet désigné. Dans la figure ci-contre, on ne pourrait pas dire l'angle A pour désigner l'un des angles en particulier, parce qu'il y a trois angles à ce même sommet; savoir ^ BAC,GAD, BAD.
Les angles sont des grandeurs mathématiques, c'est-à-dire sont susceptibles d'augmentation ou de diminution, et de plus comparables les uns aux autres.
8. On peut aisément se rendre compte de la génération d'un ang\e et des accroissements successifs qu'il peut recevoir.
Une droite mobile Crf, d'abord superposée à une droite fixe CB,
tourne autour du point C d'une manière continue. Un angle dCB se forme et croît progressivement. Il devient dCB, d'CB, rf"CB, etc.
Tout angle peut être considéré comme ayant été ainsi engendré.
9. Remarque. Sachant que deux droites, issues du même point C^ font le même angle avec une ligne donnée GB, du même côté de cette ligne^ on peut afSrmer que ces deux droites se confondent.
En effet, deux droites différentes Cd, Cd\ forment avec CB, dans ces conditions, des angles différents (fig. précéd.)
10. DÉFINITION. Quand une droite CD en rencontre une autre AB,
P de manière à former deux angles adja-
cents égaux ACD, DCB, la ligne CD est dite perpendiculaire à AB, et les angles ACD, DCB sont appelés angles droits.
Tliéorcnic.
1 1. En un point donné C (Tune droite kU, on peut toujours lui éleuer une perpendiculaire»
Cela est évident ; car si une première droite Crf'" (flg. suivante) penche un peu plus à droite qu'à gauclie^ on peut évidemment la relever progressivement vers la gauche en la faisant tourner doucement autour du point C, et Tamencr dans la position CD qui ne penche pas plus d*un côté que de l'autre.
Tlicorcuic.
lîi. En un point donné C d^unc droite, AB, on ne peut élever
qu'une perpendiculaire à cette droite»
En effet, supposons que CD soit perpendiculaire à AB, c'est-à-dire que les angles adjacents ACD, DCBsoient égaux.
Si on dérange la droite CD de cette position pour ramener dans une autre
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quelconque Crf*' par exemple, l'un des angles adjacents, celui de gauche augmente, tandis que l'autre diminue; ces deux angles cessent donc d'être égaux, et la ligne Cd'^ n'est pas perpendiculaire à AH.
Théorème.
15. Tbfi^ les angles droits sont égaux entre eux. Soient d une part la ligne CD perpendiculaire à AB, et de l'autre FIT perpendiculaire à EG.
L'angle droit EFGr=DC[i, Pour le démontrer, transportant la figure EFGII sur ACBD, je p'acè la ligne EFGsur ACB, de manière que le point F soit en G. La droite EG coïncidant avec AB, FH perpendiculaire à EG devient perpendiculaire à AB au point G; elle coïncide donc avec CD, puisqu'il ne peut y avoir qu'une perpendiculaire sur AB au point G (n* 12). FH tombant sur CD, l'angle HFG coïncide avec DCB; ces deux angles sont donc égaux, G. Q. F. D.
14. L'angle droit étant une grandeur constante, bien déterminée, on l'a choisi pour terme de comparaison, pour unité des angirs.
On appelle angle aigu tout angle plus petit qu'lm angle droit; angle obtus tout angle plus grand qu'un angle droit.
Par abréviation nous dirons quelquefois un droit au lieu d'un angle droit y comme nous disons une droite au lieu d'une ligne droite.
Une droite CD qui fait avec une autre Hgne AB, du même côté de celle-ci, deux angles adjacents inégaux, DCB, DCA, est oblique è
AB
^ ^ On voit aisément sur la figure que l'un des
angles, BCD, est awu tandis que l'autre, ACD, est obtus. De plus :
Tliéorème.
♦IS. La somme des deux angles adjacents ACD, DCB, formés du mente calé d'une droite indéfinie AB par une autre droite CD est égale à deux droits.
Pour le démonipcr j'élève au point C la perpendiculaire CE sur AB (fig, précéd.). L'angle ACD se composant de ACE -f ECD, ACD + DCB = ACE + ECD + DCB.
Or ACE est un angle droit; ECD et DCB composent le 2* angle droit ECB; donc ACD+DCB=ACE4-ECB = 2 angles droits.
IG. Corollaire I. Si Vvn des angles adjacents est droit^ Poutre Pcst aussi.
Corollaire H. Si une droite EF est perpendiculaire à une
autre droite AB, réci/jroquement AB est perpendiculaire à KF.
En cffot, EF étant perpendiculaire à AB, l'angle ACE est droit. Mais Tangle ACE étant droit, son adjacent ACF est également droit (coroliiire I); donc ACE = ACF, et AB est perpendiculaire
à EF (10).
10. Corollaire III. La somme des angles ACF, TCKy ECD, DCB, E en nombre quelconque ^^ formés du même côté j) d'une ligne ^ AB, par plusieurs droites qui
rencontrent cette ligne au même points est
^ Ç ^ égale à deux angles droits.
En effet, les angles ACF, FCE, ECD composent à eux tous l'angle ACD, et ACD4- DCB= 2 droits.
iO. Corollaire IV. La somme des angles ^ en nombre quelconque,
formés autour d'un même point, est égale à quatre angles droits.
Prolongeons l'une des lignes AO dans le sens 01; l'angle COD est seulement divisé en deux parties, et la somme des angles reste la môme.
Or la somme de tous les angles situés au-dessus de lOA est égale à deux
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droits; tous les angles situés au-dessous de lOA valent aussi deux droits. La somme de tous les angles réunis au point est donc égale à quatre droits.
20. DÉFINITIONS. Deux angles sont dits supplémentaires, ou suppléments l'un de Vautre quand leur somme est égale à deux angles droits. Ex. : les angles ACD, DCB (n» 15) sont supplémentaires.
Deux angles sont complémentaires ^ ou compléments Vun de Vautre quand leur somme est égale à un angle droit.
21. Remarque. Si deux angles B et G ajoutés, successivement au même angle A donnent la môme somme, il est évident que ces angles B et G sont égaux (*). On peut donc dire :
Deux angles supplémentaires du même angle sont égaux entre eux.
Deux angles complémentaires du même angle sont égaux entre eux.
Théorème*
22. Si la somme de deux angles adjacents AGE, DGB est égale à deux angles droits, les côtés extérieurs (c'est-à-dire non communs) AC, CB, sont en ligne droite.
En eftet, soit CE le prolongement de AC. D'après un théorème
précédent, ACD+DCE=2 droits (n' i5); par hypothèse ACD+DCB=2 droits; donc DCE = DCB (n** 21) C); ce qui ne peut être évidemment que si CE se confond avec CB. Le prolongement de AC se confond donc avec CB, n*est aulre que CB.
DES ANGLES OPPOSES PAR LE SOMMET
23. On appelle ainsi deux angles tels que les côtés de l'un sont les [prolongements des côtés de Tautre. Ex. : EOB, AOD, fig. suiv.
(•) Si A -f-B = A + G, évidemment B=(\
(•*) Aulremeut : ACD + DCK = AGl)-f DCB. Rv.lrancljoii8 ACD; Il reàA DCE=:DGB.
Tliéoi*cine.
Les angles opposés par le sommet sont égaux (fig. suiv.).
Prtpox. : EOB = AOD. En effet, la ligne EOD étant droite, EOB + non = 2 droits (n"15). De même BOA étant une ligne droite, AOD+ B0n = 2 droits. Les deux angles EOB, AOD, suppléments du même ang'e BOD, sont égaux entre eux (n'2l) (*).
Réciproque. La ligne AfD étant droite, si Tangle E06=A0D, on pent
'f, adirmer que OE et OD sont en ligne droite.
En effet, d'après le théorème précédent, le prolongement de EO doit faire avec OA, an-dessons de AOB, un angle égal à EOB, c'est-à-dire nn angle précisément égal à AOD; donc, suivant notre remarque du n® 9, ce prolongement de EO se confond T>/ avec OD, n*est antre que OD. C. Q, F. D.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
4. Si les angles non adjacents forinés par. 4 droite)*, OA^ OB^ OC, OD, sont égaux AOB=COD; A0I>=60C), AOC est une ligne droite ainsi que BOD.
5. La bissectrice d*un angle et cello de son opposé au somnif t sont en ligne droite (on appelle bissectrice la droite qui divise un angle en deux parties égales).
3. Les bissectrices de deux angles adjacents et supplémentaires sont perpendiculaires Tune à l'autre.
DES POLYGONES KN GENERAL ET DES TRIANGLES
+ 24. Un polygone est une figure plane terminée de toutes parts
par des lignes droites.
Les lignes AB, BC, CD,... sont les côtés du polygone. L'ensemble des côtés compose le contour ou le périmètre du polygone.
Un polygone a autant d^angles que de côtés.
On appelle diagonale d'un polygone toute ligne droite qui joint deux sommets non adja* renfs au même côté.
Ex. : AC, AD.
n Autrement j E0B + DGD=A0D + B0D. Retranchons BOD; il reste m = AOD.
EOB = AOD.
LIVRE I
Le plus simple des polygones est celui qui n*a que trois câtcs; il s'appelle triangle (fig. suiv.» n^So).
Après le triangle vient le polygone de quatre côtés^ nommé quadrilatère. Le polygone de cinq côtés s^appelle pentagone; de m côtés, hexagone; de huit côtés, octogone; de dix côtés, décagone; de douze côtés^ dodécagone; de quinze côtés, pentédécagone. Les autres polygones n'ont pas de noms particuliers; on les désigne par le nombre de leurs côtés. On dit : un polygone de sept côtés, de treize côtés, etc.
Un polygone a autant d'angles que de côtés.
Nous nous occuperons d^abord des triangles
On nomme triangle équilatéral celui qui a ses trois côtés égaux; triangle isocèle celui dont deux côtés seulement sont égaux ; triangle scalène celui qui a ses trois côtés inégaux.
On appelle triangle rectangle celui qui a un angle droit. Le côté opposé à l'angle, droit dans un triangle rectangle s'appelle hypoténuse. Ex. : BG.
12(>. Dans tout triangle un côté quelconque est plus petit que la somme des deux autres^ et plus grand que leur différence.
En effet, la ligne droite BG est, d'après la définition (2), plus
courte que la ligne brisée BA + AC qui joint les deux mômes points; BG<BA-f AG.
On a aussi AG>BG — T5A; en effet, de BG < AG4- BA on déduit, en retranchant BA des deux parts, BG — BA <AG; ce qui est 1 mâme chose que AC > BG — BA.
Tliéorème.
27. Si Von joint un point de l'intérieur d'un triangle aux ex-
trémilés de Vun des côtés BC^ la somme OB -f OG des lignes intérieures est moindre que la somme AB --|- BC des deux autres côtés. Pour le démontrer, je prolouge BO jusqu'à la rencontre de AC eu D. Dans le triangle ODC9 le côté OG est plus petit que la somme des deux autres, OD-|-DC;
OG + BO<AC + AB; C.Q.F.D
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
4. Le contour d*un polygone convexe (sans angles rentrants) est plus petit que toute ligne enveloppante.
5. La somme des diagonales d*un qua(<rilatère convexe est plus petite que la somme et plus grande que la demi-somme de ses côiés.
6. La somme des lignes qui Joignent un point intérieur d'un triangle aux trois sommets est plus petite que la somme et plus grande que la demi-somme des trois côtés du triangle.
EGALITE DES TRIANGLES
4 28. On distingue trois cas principaux d'égalité des triangles.
Premier cas. Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal compris entre des côtés égaux chacun à chacun,
2* CAS. Deux triangles sont égaux quand ils ont un côté égal adja» cent à des angles égaux chacun à chacun.
3* CAS. Deux triangles sont égaux quand ils ont les (rois côtçs égaux chacun à chacun,
^om allons démontrer ces trois propositions.
LIVRE
Tliéorcnic*
29. Deux triangles sont égaux quand ils ont un angle égal comptais entre deux côtés égaux chacun à chacun.
Soient les deux triangles ABC, DEF, tels que
AB = DE, AC = DF, et l'angle A = Tangle D.
Ces deux triangles sont égaux.
Pour le démontrer, transportant le triangle DEF sur ABC, je place le côté DE sur son égal AB, le point E en B, et le point D en A.. L'angle D étant égal à Tangle A, le côté DF prend alors de lui-même la direction AC, et comme DF= AC le point F tombe justement en C. Le point E coïncidant déjà avec B, le côté EF coïncide avec BC (n** 2). Les deux triangles ABC, DEF, coïncidant dans toute leur étendue, sont égaux.
Théorcmc.
50. Deux triangles sont égaux quand ils ont tm côté égal adjacent à deux angles jêgaux chacun à chacun.
Soient les deux triangles ABC, DEF, tels que BC = EF, Tangle B = E, Tangle C = F: ces deux triangles sont égaux.
Pour le démontrer, transportant le triangle DEF sur ABC, je place le côté EF sur son égal BC, le point E en B, et le point F en C. L*angle E étant égal à Tangle B, le côté ED prend aloçs de lui-même la dircciion BA à partir de B, et le point D tombe quelque part sur BA ou fiur son prolongen)ent. Mais langle F étant aussi égal k l'angle C^ le côté FD prend la direction CA ot le point p
tombe quelque part sur CA. Le point D devient donc commun k BA et à CA ; il coïncide avec le point A, qui est le seul point commun à ces deux lignes. Le point D étant en A, E en B, et F en C, les deux triangles ABC, DEF coïncident dans toutes leurs parties; ils sont donc égaux.
Pour démontrer le troisième cas d'égalité des triangles, on s'appuie sur la proposition suivante :
Théorème.
f 31. Lorsque deux triangles ont deux côtés égaux chacun à cha^ cuny et que Vangle compris est plus grand dans le premier triangle que dans le second y le troisième côté du premier triangle est plus grand que le troisième côté du second.
Soient les deux triî)ngles ABC, DEF, tels que
AB = DE, AC = DF, et l'angle BAC > EDF
Le côté BC est plus grand que EF.
Pour le démontrer, transportant le triangle DEF sur ABC, je place le côté DE sur son égal AB, le point D en A et le point E en B; Tangle EDF étant plus pelit que BAC, le second côté DF prend dans rintérieur de BAC la position Al, et le troisième côté EF la position BL EF étant devenu BT, il suffira de prouver que BC est plus grand que BI. Pour cela, je divise Tangle lAC en deux parties égales par la ligne AO que je termine au point sur BC; puis je trace 10. Les deux triangles lAO, OAC ont un angle égal, IAO=OAG (par, construction), compris entre deux côtés égaux, savoir AO commun^et AI=DF^AC; ces deux triangles sontdonc égaux (29) et OC = OL Cela posé, dans le triangle BOl on a BI < BO -f- 01; ce qui revient à BI < BO + OC, ou BI < BC. Mais BI = EF; donc EF< BC, ou BC > EF. Ce qu'il fallait démontrer.
LIVRE I
31 bis. RÉsuuB. Deux triangles ABC^ DEF, ayant deux côtés égaux chacun à chacun, A13 = DE, AG = DF,
!• Si l'angle A = l'angle D , le 3* côté BC = EF (n* 29) ; 2* Si r angle A est > D, le 3* côté BG est > EF (n° 31); Si l'angle A est < D, le 3* côté BG est < EF (n» 31).
52. Co.ioLLAiRB. Lorsque deux triangles ABC, DEF, ont deux côtés égaux chacun à chacun^ et que le troisième côté BG du premier est plus grand que le troisième côté EF du second , V angle A opposé au troisième côté du premier triangle est plus grand que V angle D opposé au troisième côté du second (fig. précéd.).
En elf'et, d'a[)iès les théorèmes précédents, quand deux trian* gles ABG, DEF ont deux côtés égaux chacun à chacun , le troisième côté BG du premier n'est plus grand que le troisième côté EFdu second que dans le cas où l'angle A du premier est plus grand que Tangle D du second (V. le résumé, n" 31 bis). Le côté BG étant, dans le cas actuel, plus grand que EF, c'est que l'angle A est plus grand que Tangle D.
Tliéorèmc,
53. Deux triangles qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun sont égaux.
AB=DE,AG=DF, BG = EF-, les triangles ABC, DEF sont égaux. En efiFet, d'après les théorèmes précédents quand deux triangles ABG, DEF ont deux côtés égaux chacun à chacun, le troisième côté BG dû premier n'est égal au troisième côté EF du second que dans le cas où l'angle A opposé à BG est égal à Tangltt D opposé à EF (V. le résumé n* 31 bis). Le côlé BG étant, dam le cas actuel, égal à EF, c'est que l'angle A = l'angle D. L'angle A étant égal à l'angle D, les deux triangles ABG, DEF sont égaux comme a^ant un angle égal compris enlre des côtés égaux chacun à chacun (n« 20).
lA COURS DE GÉOMÉTRIE.
54. Remarque. Dans les deux triangles égaux^ les angles égaux (ex. : A et D] sont opposés à des côtés égaux (BC, ËF) et récipro-' quement.
Cette remarque s'applique à deux triangles reconnus égaux, quel que soit le cas d'égalité, puisque ces triangles coïncident dans toutes leurs parties. Elle est très-importante.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer, ^
Deux polygones sont égaux quand ils ont
— n — 4 côlés consécutifs égaux comprenant n— >3 angles égaux et semblabtement disposés. (Démontrer par la superposition.)
8. — it^-3 celés conséculirs égaux adjacents à n— 3 angles égaux et sem*
blablement placés. (Idem,)
9. — tous les côtés et ft~«3 angles consécutifs égaux chacun à chacun et
semblablement placés. (Idem»)
40. Énoncez et démontrez ces propositions appliquées au quadrilatère.
41. Chaque médiane d'un triangle est plus petite que la demi-somme des côtés adjacents. (On appelle médiane d'un triangle la droite qui joint un sommet au milieu du côié opposé.)
4 S. La somme des médianes d'un triangle est plus petite que la somme et plus grande que la demi-somme des côtés du triangle.
PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE ISOCELE
:^3S. Dans un triangle isocèle^ les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.
Soit le triangle isocèle ABC, tel que AB = AC; je dis que
Tangle B = l'angle C. Pour le démontrer, je joins le point A au milieu D de BG. Je \ forme ainsi deux triangles ABD, ADG qui
\ ont les trois côtés égaux; savoir AD com-
\ mun; AB = AG par hypothèse, et BD = ^ \ ^ DG par construction; ces triangles sont donc égaux. Par conséquent l'angle B de l'un, opposé à AD^ est égal à Tangle G de l'autre, opposé au même côté AD; B = G; ce qu'il fallait démontrer.
50. Remarque. Dans un triangle isocèle, on donne particulièrement le nom de base au côté qui n'est pas égal à Tun des deux
LIVRE I
autres, et le nom de sommet du triangle au sommet de l'angle opposé à la base. Dans notre triangle, BC est la base et A le sommet.
TuÉORÈMB. Dans tout triangle isocèle, la ligne qui joint le sommet au milieu de la base est perpendiculaire à la base, et divise l'angle au sommet en deux parties égales.
En effet, de l'égalilé des triangles ABD, ADC, il résulte que Tangle ADB, opposé au côté AB, est égal à Tangle ADC, opposé au côté AC; la ligne AD est donc perpendiculaire surBC. De plus rangleBAD = DAG.
Théorème.
57. Si deux angles d'un triangle sont égaux ^ les côtés opposés à ces angles sont éyauxy et le triangle est isocèle.
Soit le triangle ACB tel que l'angle B = l'angle C; je dis que le côté AG = AB. Pour le démontrer, je construis un triangle acb exactement égal au triangle ACB; le côté ûô = AB, ac = AC,.... Puis, retournant ce triangle, acb^ sens dessus dessous, de droite à gauche, je le pose sur ACB, de manière que bc retourné soit sur CB, le point ^ en C et le point c en B. Le côté ba^ qui part du point C, prend la direction CA, piiisque l'angle 6 = B=C; le côté ca prend de même la direction BA, puisque l'angle c = C = B. Le point a commun à 6a et à ca devient commun à CA et à BA, et se confond avec le point A. Le côté ba est égal au côté C A avec lequel il coïncide exactement; mais 6a = PA par construction; donc BA = CA. C.Q.F.D.
EXERCICES
Les médianes d'un triangle équilatéral sont égales
4i. Les médianes d'un triangle isocèle concourent au même point.
(*) Nous verrons pins tard que dans un triangle non isocèle le nom de hase peut être donné à l'un quelconque des côtés; mais alors le sommet du trlanglo est le sommet de l'angle oppusé à ce côté.
IP GOCfiS DE GÉOMÉTRIE.
4tt. Deux triangles Isocèlei ABC, A'B'C', ayant Tangle au sommet A commun, on trace en croii DC' et CE'; ces droites UC' et CB' se coupent sur la Usaeetriee de l'angle A.
Tliéorèmc.
•^ 58. De deux côtés d'un triangle, celui-là est le plus grand qui est opposé au plus grand angle.
V Suit Tangle ABC plus grand que l'angle C; je dis que le côté
AG est plus grand que AB. Pour le prouver, je mène la droite BD de manière que l'angle DBG = l'angle C; j'ai ainsi un triangle DBG qui est isocèle d'après le théorème pré-
cèdent; CD = DB. Mais dans le triangle
^ ^ ABD, on a AB < AD + DB; ce qui, à cause
de DB = DC, revient à AB<AD + DG, ou AB<AC; ce qu'il
Ëiut dénKfntrer.
58 bis. Bisvvi. Dans un triangle ABC,
V Si l'angle B = C, le côté opposé AG = AB (n" 37) ;
2* Si l'angle B > C, le côté opposé AG est > AB (n* 38); 3» Si l'angle B < C, le côté AG est < AB (no38).
59. Corollaire. Réciproquement, de deux angles d'un triangle celui-là est le plus grand qui est opposé au plus grand côté. Par ex., si le côlé AG est plus grand que le côté AB, l'angle B est plus grand que l'angle G.
En effet, d'après les théorèmes précédents, le côté AG d^un triangle ABC n'est plus grand que le côté AB que dans le cas où l'angle B opposé à AC est plus grand que l'angle C opposé à AB (V. ie résumé n"" 38 bis). Le côté AC étant, dans le cas actuel, plus grand que le côté AB, c'est que l'angle B est plus grand que l'angle C.
PROPUIBTÉS DE LA PERPENDICULAIRE ET DES OBLIQUES MENEES d'ON UÂUB
POIKT SUR LA AIÊUB DROITE.
40. Dun point donné hors d'une droite, on peut toujours abaisser une perpendiculaire sur cette droite (fig. suivante).
LITRE I
Considérons le point A au-dessus de la droite BC, puis conccj^ vons que la partie supérieure du plan
tourne autour de BC comme charnière pour se rabattre sur la partie inférieure.
Le point A rabattu prend au-dessous de
3 BC une certaine position A'. Imaginons qu'on joigne A et A' par la droite AEA', puis qu'on recommence le même mouvement,- la ligne EÂ rabattue coïncide avec EA' et l'angle AEB avec A'EB. Ces deux angles étant égaux^ la ligne BC est perpendiculaire à AA\ et réciproquement.
Tbéorèmc.
41. D*un point A, donné hors d^une droite BC, on ne peut ahais-
ser qu'une perpendiculaire sur cette droite.
Menons la perpendiculaire AE et une autre ligne quelconque
ADF. Prolongeons AE d'une longueur EA'=EA, et joignons DA'. La ligne ADA' n'est pas droite, puisqu'il y a déjà, entre A et A\ une ligne droite AEA' (n*» 2); le ^ prolongement de AD est donc une ligne DF différente de DA'. Les deux triangles ADE, ADE ont le côté DE commun, AE=EA' et rangle droit AED= A'ED;
ces deux triangles sont donc égaux (l** cas), et l'angle ADE=EDA'.
L^angle ADE égal à EDA' est plus petit que son adjacent EDF;
la ligne AD n'est donc pas perpendiculaire à BC. Or AD est une
droite quelconque différente de AE; on ne peut donc pas mener
de A sur BC d^autre perpendiculaire que AE.
Tliéorèmc.
^ 42. Si d^un point pris hors d'une droite on abaisse sur cette ligne une perpendiculaire et différentes obliques :
i« La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;
2* Les obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire sont égales;
3* De deux obliques qui s'écartent inégalement du pied de laper^ nendiculaire^ celle qui s'écarte le plus est la plus longue.
BlD
'^iA
Soient AE une perpendiculaire et AD une oblique quelconque à ^ BG, issues du même point : la perpendicu-
laire AE est plus courtt^ que l'oblique AD.
Pour le démontrer, je prolonge AE d'une longueur égale EA', et je trace DA'. Les deux trian«»les ADE, A'DE ont le côié DE commun, AE=EA' et l'angle droit AED=A'ED; ces deux triangles sont donc égaux (l"cas,n*29), et le côté AD = DA'. Mais la ligne droite AEA'=2AEest plus courte que la ligne brisée ADA'=2AD; donc AE est plus courte que AD; ce qu'il fallait prouver.
Remarque. La perpendiculaire AE est la plus courte ligne qui aille du point A à la droite BO.
La plus courte distance d'un point donné à une droite donnée est donc la perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite* â» Soient AE perpendiculaire sur BG et les deux obliques AD,
AF, telles que DE=EF : ces deux obliques sont égales. En effet, les deux triangles AED, AEF ont le côté commun AE; DE=EF, et les angles en E égaux comme droits; ces deux triangles sont donc égaux (1" cas d'égalité). L'hypoténuse AD du premier est donc égale à l'hypoténuse AP du second j AD=AF. C. Q. F. D.
3* Soient les deux obliques AD, Al s'écartant inégalement du pied de la perpendiculaire AE; celle qui s'écarte le plus, AI, est la plus grande. Pour le démontrer, je prolonge AE d'une longueur EA'=AE, puis je trace DA', lA'.
Les deux triangles ADE, A'DE ont le côté DE commun, AE=
EA', et l'angle droit AED=A'ED; ces deux triangles sont donc égaux (l" cas), et le côté AD=DA'. De même les triangles AIE, A'IE sont égaux, et AÏ=IA'.
Gela posé, le point D, intérieur au triangle G AIA', étant joint aux extrémités de Tun des côtés A A', on sait (n» 27) que la somme AD + BA' est plus petite que AI + IA'; autrement dit, 2AI>2AD; donc AI > AD; ce qu'il fallait prouver.
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Si les deux obliques inégalement distantes du pied de la perpendiculaire sont situées de côtés ditférents de celle-ci , comme Al et AF, on prend du côté de Aï une longueur ED=EF, et on tire AD qui est égale à AF. Or AD est plus courte que AI; donc aussi AF < AI.
45. Corollaire. Réciproquement, deux obliques égales s'écaV'ient également du pied de la perpendiculaire.
De deux obliques inégales, la plus longue s'écarte le plus du pied de la perpendiculaire'
En effet, il résulte des théorèmes précédents, n» 42 : i^ que deux obliques ne sont égales que dans le cas où elles s'écartent également du piod de la perpendiculaire j 2* qu'une oblique n'est plus longue qu'une autre que dans le cas où la 1" oblique s'écarte plus que l'autre du pied de la perpendiculaire.
44. Remarque. D'un point pris hors d'une droite on ne peut me* ner à cette ligne plus de deux droites égales entre elles.
Considérons en effet trois droites quelconques allant du mémo point à la même droite. Ou bien Tune des trois lignes est perpendiculaire à la droite et ne peut pas être égale aux deux autres; ou bien toutes les trois étant obliques, il y en a au moins deux situées du même côté de la perpendiculaire, s'écartant inégalement du pied de celle-ci, et par suite inégales.
Tliéorèiue.
4» 48. Si on élève une perpendiculaire au milieu d'une droite don* née\: 1* tout point de la perpendiculaire est également distant des extrémités de la droite ; 2* tout point pris hors de la perpendicutaire est inégalement distant des extrémités de la droite, i* Soit AB perpendiculaire à la ligne BG en son milieu D; je
joins le point E, pris quelconque sur AD, aux extrémités B et C de la ligne B&:
EB=EG. En effet, EB, EC sont deux obliques qui s'écartent également du pied de la perpendiculaire (n"42, 2°).
2** Soit le point I situé hors de la perpendiculaire : IG est plus petit que 18. Pour le démontrer, je joins le point H, où IB ren*
contre la perpendiculaire, au point C. D'après 1', HC=HB; mais dans le triangle IGH, on a IC<UI-|-HG; ce qui revient à IG<IH + HD, ou IC<IB; ce qu'il fallait prouver.
Lieux géohbtriques. {Définition.) Une ligne ou une surface sur laquelle se trouvent tous les points qui jouissent d*une môme propriété^ qui satisfont tous à la même condition déterminée^ est ce qu'on appelle le lieu géométrique de ces points.
Exemple. La perpendiculaire élevée dans un plan au milieu d'une droite est le lieu géométrique des points du plan également distants des extrémités de cette droite.
EXERCICES
46. Les perpendiculaires aux milieux des c6i6s d'un triangle concourent au même point. •
Égalité des triangles rectangles. Outre les cas ordinaires» on distingue pour les triangles rectangles deux autres cas d'égalité que nous allons indiquer.
Tliéorème;
4C. Deux triangles rectangles sont égaux quand ils ont Vhypoié^
nuse égale et un autre côté égal.
Ex. : Les deux triangles ABC, DEF qui ont ThypoténuseBC = DF
et le côté BA = DE sont égaux. Pour le démontrer, je superpose DEF à ABC en plaçant le côté DE sur son égal BA, le point D en B, et le point E en A. L'angle droit E étant égal à l'angle A, le côté ^ prend la direction AC. Le point D étant d'ailleurs en B, les deux hypoténuses DF, BC sont alors deux obliques à la même droite AC, égales et issues du même point B; elles doivent donc s*écarter également du pied de la perpendiculaire, c'est-à-dire que le point F doit coïncider avec le point G. Cela étant, les deux
triangles coïncident et sont égaux.
LIVRE I
Tliéoi'ème.
-f 47. Deux triangles rectangles sont égaux quand ils ont Vhypo^ ténuse égale et un angle aigu égal (fig. précéd.).
Ex. : Les deux triangles rectangles BAC, DEF qui ont l'hypoténuse BC = DF et i'arigle B = Tangle D sont égaux. Pour le démontrer, je superpose DEF à BAC en plaçant Thypoténuse DF sur BG, le point D en B et le point F en G. L'angle D étant égal à l'angle B. le côté DE prend la direction BA. Les deux côtés FE, GA sont alors deux perpendiculaires à la même ligne BA, issues du même point G; ces deux côtés coïncident, puisqu'on n^peut abaisser qu'une perpendiculaire du même point sur la même droite. Les trois côtés coïncidant, les deux triangles coïncident et sont égaux.
Tliéorènic.
49.1* Tout point de la hisseclrice d'un angle est également distant des côtés de cet angle,
2" Tout point pris à Vintérieur d'un angle hors de sa bissectrice, rCest pas également distant des deux côtés de Vangle,
1* Soit BÂC un angle donné et ÂM sa bissectrice, c'est-à-dire la ligne qui le
divise en doux parties égales. Du point D pris quelconque sur k^ j'abaisse les perpendiculaires DE IJI, sur les côlcs AU, ÂC. DË=DI. Eu
effet, les triangles rectangles AED, AID ont l'hypoténuse AD commune, l'angle ËAD=1AD par hypothèse (AM bissectrice); ces deux triangles rectangles sont donc égaux ; par suite DE=DI-
2* Soit mai ntenanUe point H pris dans l'intérieur de l'angle BAC, lioiflÉhi bissectrice. J'abaisse les perpendiculaires H07 OT, dont Tune HO rencontre la bissectrice en F; je dis que la distance IIK est plus petite que 110. Pour le démontrer, j'abaisse du point F la perpendiculaire FG sur AC et je tire HG. D'après !•, FG=F0; or dans le triangle HGF. on a HG< HF + FG : ce qui retient à HG<HF-f FO, ou HG < HO' Mais si HG est < 110, à fortiori 11K< HO, puisque HK perpendiculaire à AG est plus petite que HG oblique; HK<110. C'efet c« qu'il fallait démontrer (*).
(*) Quand l'angle BAC est obtus, la flgure, dans le 2* cas, peut se présenter ainsi. Mais alors la perpendiculaire HK à AC, |>I*js petite que Hl» oblique, est, à fortiori, plus petite que HO.
LiEB GifoiiéTRiQUE. La bissectrice d'un angle est donc le lieu géométrique de tous les points de Vintérieur de cet angle également distants de ses côtés,
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
47. Oq appelle kautewà*uii triangle la perpendiculaire abaissée d*on sommet sur le rdlè opposé.
Deux triangles sont égaux quani ils ont
— un côté égal et deux liautcurs égales et semblablement disposées. •— une hauteur égale e; deux cétés égaux et semblablement disposés.
49. — un angle égal et dciyf hauteurs égales et semblablement disposées.
50. Les bissectrices des trois angles d'un triangle concourent au même point.
TIlÉoniB DES PARALLÈLES.
^49. DEFINITION. On nomme parallèles des droites qui» situées
^ p dans le même plan, ne peuvent pas se
rencontrer à quelque distance qu'on les
c D prolonge.
Tliéorcme.
Deux droites AB, CD perpendiculaires à une troisième EF
sont parallèles.
En effets ces deux droites ne sauraient avoir un pojj^ commun^ puisque deux perpendicu-
laired^iP môme droite ne peuvent pas partir du
^ ^ même point (n** 4i).
Tliéorènic.
51 . Par ttn point donné, on peut toujours mener une parallèle à unje droite donnée.
Soient A le point donné etBGla droite donnée; du point A,
j'abaisse sur DG la perpendiculaire AD;
r ^ puis par ce même point A, je mène AE
j ^ perpendiculaire à AD. La ligne AE est
^ ^ parallèle à BC, puisque AE et BC sont
perpendiculaires à la même droite AD (n** 50).
UVRE I
52. Par un point donné on ne peut mener qu^une parallèle à une droite donnée.
On admet cette proposition sans dénionstration (*)•
53. Corollaire. Deux droites AB, CD, parallèles à une même troisième EF, sont parallèles entre elles.
Les droites AB, CD, ne sauraient avoir un point commun,
jE Y puisque par un point donné il ne peut
passer qu'une parallèle à une droite don-
^ » née (n-52),
Tlicorème.
54. Deux droites AB, CD, l'une oblique, Vautre perpendiculaire à la même droite AC y ne sont pas parallèles.
En effet, AB étant oblique à AC, on peut élever au point A une perpendiculaire AI sur
A <: AC. Les deux lignes Al, CD étant perpendicu-
laires à la même droite AC^ sont parallèles. Al étant parallèle à CD^ AB ne Test pas, puisque par le point A il ne peut passer qu'une parallèle à CD (n* 52).
Tliéorème.
oo. Si deux lignes AB, CD sont parallèles, toute droite EP
perpendiculaire à l'une est perpendiculaire a Vautre.
^ - AB étant perpendiculaire à EF^une
iV — ^
Il oblique quelconque à EF doit rencontrer
^ AB (n- 54). CD qui est parallèle à AB n'est p donc pas oblique à EF; elle lui est perpen-
diculaire.
DEFINITIONS
4-66. Quand deux parallèles AB , CD sont rencontrées par une transversale ou sécante EF, il y a huit angles formés aux deux
(*) C'est ce qa'on appelle un postulaium.
points d'intersection. Ces angles, considérés deux à deux, prennent des noms particuliers que nous allons faire connattre.
On appelle alternes internes deux angles non adjacents, situés entre les deux parallèles, de côtés différents de la sécante *, il y en a deux couples : 1*» CIH, IHB; r DIH, IHA (tig. suiv.). On appelle alternes externes deux angles non adjacents, situés en
dehors des parallèles, de côtés différents delà sécante. Ex. : 1* CIE, BHF.
r EID, AHF.
On appelle correspondants deux angles non adjacents, situés du même côté de la sécante , l'un à l'intérieur, l'autre à Textérieur des parallèles. Il y en a quatre couples: V EID, IHB; ^ FUB, DIH; idem de Tautre côté de EF.
On ajTpelle internes ou intérieurs du même côté deux angles situés entre les deux parallèles^ du même côté de la sécante : r DIH; IHB; 2° cm, lit A.
Il y a de même deux couples d'angles externes ou extérieurs du même côté : V EID, BHF; ^ EIG, AHF.
57. Si deux droites non parallèles AB, CD sont rencontrées par
une transversale EF, les huit angles formés aux deux points d'intersection »
considérés deux à deux, peuvent être distingués de la même manière que nous venons de le faire pour deux parallèles. Dans ce qui précède, dites les
droites CD, AB, au lieu d(îs parallèles CD, AB, et vous aurez des
dcfuiitions générales.
VBaéorèmc.
5B. Deux droites parallèles étant coupées par une transversale quelconque :
V Les angles alternes internes sont égaux;
2* Les angles correspondants sont égaux;
30 Les angles alternes externes sont égaux;
4* Les angles intérieurs du même côté sont supplémentaires y c'est-à-dire valent ensemble deux droits;
LIVRE I
5* Le9 angles extérieurs du mime côté sont supplémentaires.
i* Les angles alternes internes sont égaux. Soient, en effet,
les parallèles ÂB, CD, coupées par la transversale ËF : les angles alteimes internes AIH, IHD sont égaux. Pour le démontrer, par le point 0, milieu de IH, je mène la droite KOM perpen<diculaire à CD, et par suite à AB. Les deux triangles rectangles ainsi formés, OIK, OMH, sont égaux; car l'hypoténuse 01= OH par construction (0 milieu de IH) : les angles aigus en sont égaux comme opposés par le sommet (n* 47). Les triangles OIK, OMH étant égaux, le troisième angle OIK du premier est égal au troisième an^le OHM, du second. Mais Tangle OIK, c'est AIH; OHM, c'est IflD^ donc A1H=IHD; ce qu'il fallait prouver.
De AIH = IHD, on conclut que B1H=:IHC; car BIH et ÏHC sont respectivement les suppléments de AIH et IHD (n" 21).
2" Les angles correspondants sont égaux. Par exemple, EIB=1HD.
En effet, EIB=A1H (opposés par le sommet); IHD = AIH '(alternes internes); les deux angles ElB, IHD, égaux à un même troisième, sont égaux entre eux.
On démontrerait de môme que AIE=1HG; etc..
3* Les alternes externes sont égaux. Ex. : E1B=CHF.
En effet, E1B=»A1H (opposés par le sommet); CHF = IHD (opposés par le sommet); mais A1H=1HD (alternes internes); donc les angles EIB, CHF, égaux respectivement à des angles égaux, sont égaux entre eux. On prouve de même que DHF=AIE.
4« Deux angles intérieurs du même côté valent ensemble deux angles droits, Ex. : BIH4-IHD=2 droits.
En effet, la somme des angles adjacents BlH-f AIH=2 droits; mais AIH étant égal à IHD (alternes internes), on peut remplacer AIH par IHD ; ce qui donne BIH + IHD = 2 droits.
On prouve de même que AiH4-IlIC==2 droits.
5* Deux angles extérieursidu même côté valent ensemble deux droits. Ex. : EIB+DHF = 2 droits.
En effk% la somme des angles adjacents EÏB4*BIH=2 droits; mais BIH = DHF (angles correspondants) en remplaçant BIH par DIIF, on trouve EIB + DnF=2 droits.
On démontrerait de môme que GIE-{- CHF = 2 droits.
Iléciproques.
I 59. Les théorèmes réciproques des précédents sont vrais.
i* Deux lignes AB, CD étant coupées par une troisième EF, si les angles alternes mternes AIH, IHD sont égaux ^ les lignes AB^ CD sont parallèles.
En effet, la parallèle à CD menée par le point I, doit faire avec IH, à gauche, un an^l.e égal à son alterne interne IHD , c'est-à-dire un angle précisément égal à l'angle AIH. Cette parallèle n'est donc autre que AI (d'après le n* 9).
Où démontre de môme que si les angles correspondants sont ^jfflttx, par exemple, E1B=1HD, les lignes AB, CD sont parallèles. Si la somme des angles intérieurs du même côté BIH + IHD =2 droits^ AB et CD sont parallèles.
En effet, la parallèle à CD, menée par le point I, doit faire avec IH, adroite, un angle supplémentaire de IHD, c'est-à-dire un angle précisément égal à BIH (n*21). Cette parallèle n'est donc autre queIB(n*9).
On démontre de môme les deux réciproques que nous n'énonçons pas.
Des théorômes précédents on en déduit d'autres, tels que celui-ci t
Deux lignes AB, CD étant coupées par une troisième KF, si la somme des angles intérieurs B de même côté est différente de deux d'^oitSy les deux lignes AB, CD ne sont pas parallèles.
En effet, deux parallèles feraient avec la sécante EK des angles intérieurs du môme côié valant ensemble deux droits.
Il y a des théorèmes analogues relatifs aux autres couples d'angles .
LIVRE I
Tliéorème*
4>60. Deux angles qui ont les côtés parallèles sont égaux ou supplémentaires.
Considérons d*abord deux angles ABC, DEF qui ont leurs côtés
parallèles et dirigés dans le même sens; je dis que ces deux angles sont égaux. Pour le démontrer, je prolonge DE à la rencontre de BC en I; cela fait, j'ai rangle ABC=DIG (angles correspondants formés par les parallèles AB, D( et la sécante BC); de môme DEF=DIC (angles correspondants formés par les parallèles BC, HF et la sécante Dl); deux angles ABC, DEF égaux à un troisième DIG sont égaux entre eux; ABC=DEF. Ce qu'il fallait prouver.
Considérons maintenant le cas le plus général. Nous raisonnerons ainsi : soit ABC l'un des angles, et E le sommet du second angle qui a ses côtés parallèles à AB et à BC. Par le point E il ne passe qu'une parallèle à AB qui est DI; le deuxième angle a donc l'un de ses côtés dirigé suivant DI^ par le môme point E il ne passe qu'une parallèle à BG, c*est la ligne HF ; notre second angle a donc Tun de ses côtés dirigé suivant HF; ce second angle est doncTun des quatre angles qui ont leur sommet en E. Parmi ces quatre angles, nous avons déjà considéré DEF, qui a ses côtés dirigés dans le môme sens que ceux de ABC; DEF=ABC.Par suite HEl=DEF=ABC; DEH, supplément de DEF, est aussi supplément de ABC; il en est de môme de lEF. Notre second angle étant l'un des quatre que nous venons de considérer au sommet Ë, est égal à l'angle ABC ou bien est le supplément de ABC.
En résumé, et d'après notre figure :
Deux angles qui ont les côtés parallèles et dirigés dans le même sens sont égaux. Ex. : ABC, DEF.
Si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux en sens contraires^ les angles sont encore égaux, Ex. : ABC, ÏEH.
Enfin, si les deux angles ont deux côtés dirigés dans le même sens et deux en sens contraires, ils sont supplémentaires. En. : ABC, DEH»
COURS DE GÉOMÉTAIE.
Théorème.
6i. Deux angles qui ont les perpendiculaires sont égaux ou supplémentaires.
Je vais démontrer tous les cas possibles.
Soit ABC l'un des angles proposés, et E le sommet du second
angle dont les côtés sont respectivement perpendiculai« res à AB et à BC. Par le point E il ne passe qu'une perpendiculaire FH à la ligne AB; notre second angle a nécessairement un côté dirigé suivant FH. Par le même point E il ne passe qu'une perpendiculaire DI à BC; notre second angle a son autre côté dirigé suivant DI; ce second angle est donc Tun des quatre qui ont leur sommet en E. Parmi ces quatre angles^ considérons l'angle DEF de môme espèce que l'angle donné ABC, c'est-à-dire aigu comme lui; DEF=ABG. Pour le démontrer, je mène par le point B une parallèle BO à ED, dirigée dans le même sons que ED; cette ligne BO est^ comme sa parallèle ED, perpendiculaire à BC; par le môme point B je mène BM parallèle à EF, dans le même sens que EF; BM est perpendiculaire à BA. J'ai formé ainsi un angle MBO égal h DEF (théorème précédent, l"cas); il me suffira de prouver que MBO=ABC. Or, à cause de OB perpendiculaire à BC, ABC+ABO=OBG = i droit; à cause de MB perpendiculaire à AB, MBO+ ABO=MnA = l droit. D*où on conclut ABC+ABO=MBO-fABO, puisABC=MBO. Mais MBO= DEF; donc ABC == DEF.
Cela posé, 1EH=DEF= ABC; DEH supplément de DEF est aussi supplément de ABC; enfin IFF, supplément de DEF, est supplément de ABC. Notre second angle, qui est l'un des quatre angles au sommet E, est donc égal à ABC ou supplément de ABC. Deux angles qui ont les côtés perpendiculaires sont égaux quand ils sont de même espèce^ cest-à-dire tous deux aigus ou tous deux
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obtus; ils sont supplémentaires quand ils sont d'espèces diffé" rentes.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
91. La parallèle à un côté d'un triangle^ menée parle point do concourt des bistectrices, est égale A la somme des segments adjacents A ce côté qu'elle détermine sur les deux autres.
23. Deux droites respecliTement parallèles on rospectiToment perpendiculaires à deox droites qui se coupent ne sont pas parallèles.
93. Les bissectrices de deux angles qui ont les côtés parallèles sont parallèles oa perpendiculaires Tune A l'autre.
94. Il en est de même des bissectrices de deux angles qui ont les côtés perpendiculaires*
S5. Les parallèles menées par les trois sommets d'un triangle aux côtés opposés forment un triangle quadruple du triangle proposé. ' 26. Les trois hauteurs d'un triangle concourent au même poinU
Tliéorèmc.
•f C2. La somme des angles d'un* triangle quelconque est égale à deux angles droits.
Soit ABC un triangle donné quel- /B conque ; je prolonge Tun des côtés BC, et par le point C je mène CE parallèle à BA. Nous avons au sommet C trois
D angles dont la somme AGB + ACE -j-
ECD=2 droits (n* 18). De ces trois angles l*un ACB appartient au triangle; le second ACE= l'angle BAC du triangle (angles alternes internes formés par les deux parallèles BA, CE et la sécante AC); le troisième ECD =. Tangle ABC (angles correspondants formés par les parallèles BA, CE et la sécante BCD).
Par conséquent la somme des angles du triangle ACB+ BAC + ABC = ACB + ACE + ECD = 2 droits. C. Q. F. D. 63.' Remarque. L'angle ACD formé par l'un des côtés AC d'un triangle, et le prolongement CD d'un autre côté s'appelle un angle extérieur au triangle.
Chaque angle extérieur à un triangle est égal à la somme dei angles intérieurs non adjacents.
Ex.: ACD = A + B.
En e^vi, on voit sur notre figure que ACD se compose de ACE = BAC et de ECD = ABC.
G5 bis. Corollaire I. Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle droit ou un seul angle obtus.
Autrement la somme des angles vaudrait plus de deux droits.
(»4. CoROLLAiRB II. La somme des deux angles aigus d'un triangle rectangle est égale à un angle droit,
G5. Corollaire lll. Si deux angles A et B d'un triangle ABC, sont égaux, chacun à chacun, à deux angles D et E d'un autre triangle DEF, le troisième angle du premier triangle est égal au troisième angle du second.
En effet, des deux égalités A -f B + C = 2 droits, D + E + F= 2 droits, on conclut A-|-Jf^+G = D+E-|-F; d'où, à cause de A + B = D + E, résulte C = F.
GG. Deux triangles rectangles qui ont un angle aigu égal, ont deux angles égaux chacun à chacun; le isecond angle aigu de l'un est donc égal au second angle aigu de l'autre.
G7. Connaissant deux angles d'un triangle, on trouve le troisième en retranchant de deux angles droits la somme des angles donnés.
Tliéorènic.
GB. La somme des angles d'un polygone est égale à autant de fois deux droits qu'il y a de côtés moins deux,
Ex. : Si le polygone a six côtés, 6 — 2=4; la somme des angles du polygone est égale à 4 fois 2 droits, ou à 8 angles droits.
Soit ABCDEF un polygone donné. Je joins le sommet A à tous les sommets du polygone; j'obtiens ainsi autant de triangles qu'il y a de côtés dans le polygone moins 2 (moins les deux qui passent en A). Il est maintenant facile, en faisant la revue des angles du polygone, de voir que ces angles se composent
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avec les angles des triangles; la somnnie des angles du polygone est précisément la même que celle des angles des triangles. La somme des angles de chaque triangle vaut deux angles droits; le nombre des triangles est égal au nombre des côtés du polygone, diminué de deux; donc la somme des angles des triangles, ou ce qui est la même chose, la somme des angles du polygone, est égale à deux droits multipliés par le nombre des côtés du polygone diminué de 2. C. Q. F. D.
' Si n désigne le nombre des côtés du polygone, la somme de ses angles est égale à 2'*"'*** x (« — 2) = 2r4*'- — 4*'-.
G9. La somme des angles d'un quadrilatère est égale à 2 *'*X (i — 2) = 2"''X^2=quatre droits. Si ces angles sont égaux enire eux y chacun dVux est droit.
La somme des angles d'un octogone est 2*'*^*" X (8—2) = 6 fois S droits = 12 droits; si ces angles sont égaux, chacun d'eux vaut
-^ ou ^ d'angle droit; etc.
70. On appelle polygone équilatéral celui qui a tous ses côtés égaux ; polygone équianglgy celui dont tous les angles sont égaux.
7i. On appelle polygone régulier un polygone qui est à la fois -^jwian^/e et c^'wi/a/eyW, c'est-à-dire qui a ses côtés égaux et ses angles égaux.
Deux polygones sont dits éqniangles entre eux quand tous les angles du premier sont égaux, chacun à chacun, aux angles du second.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
S7. Dans ud trianii^le ACC, l'angle des bisi^ecirices des angles BelC^yautl^'-f 1/2 A. 4^ S8. Quelle est la valeur de cet angle, 4* quand B = G et A = 1/2B; t* quand
B=C et A=2b (ex. 27)?
^ |9. Les bissecirlces des angles d'un quadrilatère Torment un second quadrilatère dont les «ngles opposés sont supplèmenuires. Quand le premier quadrilatère est ua parallélogramme^ le second e?t un rectangle.
30. Si les acgies opposés d'un quadrilatère sont supplémentaires, les bissectrirei dcf aoglea des côtés opposés (prolongés) sont perpendiculaires Tune à l'autre.
£n général, l'angle de ces bissectrices est égal à la demi-somme de deux angles opposés.
•^ 31 . — Quel est le polygone dont la somme des angles est 26 droits." ■f 851. Quel est le polygone régulier dont l'angle vaut 5/3 d'angle droit? 33. Trourer l'angle de chaque polygone régulier jusqu'au polyg. de 20 cètéu.
34. CAitBEUOv. On propo«6 d^assembler autour d'un point des poljgonef régnllert écaux de manière quMI n'y ail pas d'inlerTalle yacant adjacent i ce point; tfee qnelf polygones réguliers peut-on faire un pareil assemblage?
35. On peut former un assemblage remplissant la condition principale préoédeiit« (Ex. 34), 4* ayec des octogones réguliers et des carrés; S* arec des dodéeagonet «t des triangles èquilatéraux.
ET DE LEURS DIAGONALES
-^72. Nous allons maintenant étudier les propriétés de certains quadrilatères.
Parmi les quadrilatères^ on distingue :
Le carré, qui a ses côtés égaux et ses angles droits (fig. 4).
Le rectangle, qui a ses angles droits sans avoir ses côtés égaux
(flg- 2).
Le parallélogramme ou rhombe qui a les côtés opposés parallèles (fig. 3).
Le losangBy dont les côtés sont égaux sans que les angles soient droits (fig. 4),
Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement sont parallèles (fig. 5).
Théorcmc.
73. Les côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux ainsi que les angles opposés.
Menons la diagonale BD; elle décompose le parallélogramme en
g deux triangles ABD, BGD, qui sont égaux.
En effets ces deux triangles ont le côté
^^ commun BD; Tangle ABD = Pangle BDC
(alternes internes formés par les parallèles
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AB, CD et la sécante BD); l'angle ADB = rangle DBC {alternes internes formés par les parallèles AD^ BG); nos deux triangles ont donc un côté égal, BD, adjacent à deux angles égaux chacun ii chacun. Ces deux triangles étant égaux^ le côté AB opposé à l'angle ADB est égal à CD opposé à l'angle égal DBC; de même AD opposé à l'angle ABD est égal à BG opposé à Tangle BDC. Enfin, l'angle A et l'angle C opposés au côté commun DB sout égaux ; l'angle ADC = l'angle ABC, puisque ces deux angles sont composés de parties égales chacune à chacune
74. Corollaire I. Deux parallèles AD, BC comprises entre deux autres parallèles AB, CD sont égales.
75» Corollaire IL Si AD et BC étaient perpendiculaires à CD; elles mesureraient les distances des points A et B à la ligfie CD . comme la figure n'en serait pas moins un parallélogramme, on aurait AD=BC; d'où ce théorème important :
DetAX parallèles sont partout également distantes.
7G. Si les côtés opposés d'un quadrilatère sont égaux, ils sont aussi parallèles^ et la figure est un parallélogramme,
Tlicorèmc.
Soient AB = CDct AD = BC. Menons la diagonale BD; elle
décompose le quadrilatère en deux triante gles ABD, BCD, qui sont égaux comme ayant les trois côtés égaux; leurs angles sont donc égaux chacun à chacun. L'angle ABD opposé au côté AD est égal à l'angle BDC opposé au côté BC ; mais ces deux angles ABD, BDC ont la position d'angles alternes internes formés par les deux droites AB, CD et la sécante BD; les droites AB, CD sont donc parallèles (59). De môme l'angle ADB opposé à AB est égal à l'angle DBG opposé à CD; mais ADB et DBC sont alternes internes; donc les lignes AD, BC sont parallèles. Le quadrilatère ABCD est donc un parallélogramme. C. Q. F. D.
Théorème,
-f 77. Si dans un quadrilatère ABCD, deux côtés opposés, AB, CD, sont égaux et parallèles^ la figure est un parallélogramme.
Pour le démontrer, menons la diagonale BD ; elle décompose le quadrilatère en deux triangles, ABD, DBG qui sont égaux comme
ià COURS DE GÉOMÉTRIE.
ayant Tangle ABD = BDC (alternes internes formés par les parallèles AB, CD); le côté BD commun; et AB=DC par hypothèse. Ces triangles étant égaux^ Tangle ADB opposé à AB est égal à Tangle DBC opposé à CD; or ces angles sont alternes internes formés par les lignes AD, CB coupées par BD; AD et CB sont donc parallèles, et le quadrilatère ABCD est un parallélogramme.
EXERCICES
Théorèmeg à démontrer.
36. Si les angles opposés d'un quadrilatère sont égaux, la figure est on parallélogramme.
37. Si les diagonales d'un quadrilatère se coupent en deux partial égales, la fignre est un parallélogramme.
38. On appelle centre d'une figure un point tel que toute droite qui y passe et so termine au contour de la figure^ est difisée par ce point en deux parties égales. Le point de concours des diagonales d'un parallélogrammme est le centre de la figure,
39. Les diagonales d'un rectangle sont égales et également inclinées sur le même côté.
40. Réciproquement, si les diagonales d*un parallélogramme sont égales^ la figure est un rectang* •.
40 bis. En menant par les extrémités de chaque diagonale d'un quadrilatère des parallèles à l'autre diagonale, on forme un parallélogramme équifalant an double du quadt ilatère.
Théorème.
78. Les diagonales d'un parallélogramme se divisent mutuelle* ment en deux parties égales.
En effets les deux triangles AOB, COD sont égaux comme ayant
un côté égal AB=CD (74), adjacent à deux angles égaux, chacun à chacun, savoir :
^ L^^^^ ^ ^^^^ C OAB = OCD (alternes internes formés par
les parallèles AB, CD); OBA=ODC (alternes internes formés par les mêmes parallèles). Ces deux triangles OAB, COD étant égaux, on en conclut que le côté OB, opposé à l'angle OAB, est égal à OD opposé à l'angle OCD; puis OA opposé à OBA égale OC opposé à ObC.
Thcorèine.
79. Les diagonales d'un losange se coupent en deux parties égales et à angles droits.
LIVRE I
D'abord elles se divisent mutuellement en deux parties égales; car un losange est un parallélogrammer puisque ses côtés opposés sont égaux (76). De plus, les deux triangles AOB, 60C qui ont les trois côtés égaux, sont égaux (BO commun; AB=BC; AO==OC). Par suite Tangle AOB=B0C; la ligne BOD est donc perpendiculaire à AC, et réciproquement.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
41. Dans an triangle ABC on mène par le milieu de AB une parallèle DE à BC. Le point E est le milieu de AC, et DE est la moitié de BC. (Menez El parallèle à AB )
43. Dans un triangle ABC, rectangle en A, la médiane AO est la moitié de l'hypoténuse.
43. Réciproquement, si la médiahe AO d'un tdangle ABC est la moitié du côté BC, le triangle ABC est rectangle en A.
44. Lorsque dans un triangle ABC, rscianglo en A, l'hypoténuse BC est double du cdté AB de Pangle droit, l'angle C=4/3 de droit.
Réciproquement, quand Tangle C = 1/3 de droit, BC=:2aB
46. L'angle DAO de la médiane et de la hauteur d'un triangle rectangle est égal i la diflerence des deux angles aigus.
47. Les trois médianes d'un triangle ABC concourent au même point O qui difise chacune d'elles en deux parties dont l'une (celle qui part du sommet) est double de l'autre. (Par le point I, milieu de AO, menez IK parallèle à AB et tracez ED.)
Au pluf grand celé correspond la plus petite médiane
49. Les milieux des côtés opposés d'un quadrilatère sont les sommets d'un parallélogramme. Dans quel cas ce parallélogramme est- il un losange? — un rectangle?
50. La droite qui joint les points milieux des diagonales du quadrilatère passe par le centre de ce parallélogramme (Ex. 49).
54. La somme des perpendiculaires abaissées d'un point de la base d'un triangle isocèle sur les deux autres côtés est constante quel que soit le point choisi.
55. Qu'arrive-t-il si le point est pris sur le prolongement de la base?
53. Li somme des perpendiculaires abaissées d'un point intérieur quelconque d'un triangle équilatéral sur les trois côtés est égale à la hauteur du triangle.
54. Qu'arriTe«tMl si on abaisse les perpendiculaires d'un point extérieur au triangle?
55. Une bille après aroir ftappé la bande d'un billard se relève et repart en faisant nn angle de réfiexion égal à l'angle d'inciJeuce. Démontrer qu'une bille lancée pa« rallèloment à l'une des diagonales d'un billard rectangulaire, ira^ après SToir touché les quatre bandes, repasser par son point de départ.
PaoBLÈMB CENTRAL. Daus queJle direction faut-il lancer une bille placée en un point donné quelconque I pour qu'elle refienne passer au même point après afoir touché les quatre bandes?
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LiBinc cÉOHiniQOU à indiquer et i Térifier.
56. Lieu des points également distants de deux droites parallèles.
57. Lien des points situés à une distance donnée d'une droite donnée.
68. Lieu des centres des parallélogrammes qui ont la mêiM base et la mttnt bau leur (V. Eierdce 38).
K9. Lieu des sommets des triangles qui ont la même l»afe et la même hauteur.
60. Lieu des points tels que la somme où la différenee des distancée de chaet>n lui côtés d'un angle donné est égale à une longueur donnée.
LIVRE IL
DE LA CIRGOiNFÉRENGE DU CERCLE.
DÉFlNITIOlfS.
-h 80i On appelle circonférence de cercle une courbe plane dont
tous les points sont également distants d*un point intérieur qu'on appelle centre.
Le cercle est la surface plane entièrement limitée par la circonférence.
On dit quelquefois cercle pour circonférence; pour ne pas faire confusion, il faut se rappeler que le cercle est une surface, tandis que la circonférence est une ligne.
On appelle rayon toute ligne droite qui va du centre à la circon* férence. Ex : OC, OL On appelle diamètre toute ligne droite qui joint deux points de la
circonférence en passant par le centre. Ex. : DE. D'après la définition de la circonférence, tous les rayons sont égaux; tous les diamètres sont aussi égaux et doubles du rayon.
On appelle arc une partie déterminée de la circonférence. Ex. : l'arc AMB.
On appelle corde ou sous-tendante d*un arc AMB la droite AC qui joint les extrémités de cet arc
Un segment de cercle est une partie de cercle comprise entre un arc et sa corde. Ex. : le segment AMB.
Un secteur est la partie du cercle comprise entre un arc et les
deux rayons qui aboutissent à ses extrémités. Ex. : le secteur COI.
On appelle en général sécante une ligne droite qui coupe la cir-
conférence. Ex. : les cordes et les diamètres prolongés sont des sécantes.
81. Une ligne droite tte saurait rencontrer une circonférence en plus de deux points.
En joignant le centre aax points de rencontre d'une droite et d'une circonférence^ on a des obliques égales. Or on sait qu*on ne peut mener que deux obliques égales du même point à la même droite (n* 44).
82. On appelle tangente une ligne qui n'a qu'un point de com* mun avec la circonférence.
83. Remarque. Il est évident que tous les points situés à l'intérieur d'un cercle sont à une distance du centre moindre que le rayon ; il est aussi évident que tous les points extérieurs sont à une distance du centre plus grande que le rayon. On peut donc consi" dérer une circonférence comme le lieu géométrique de tous les points du plan gui sont situés à une distance de son centre égale au rayon.
84. Deux cercles de même rayon sont égaux. En effet, si Ton place un de ces cercles sur l'autre de manière que les centres coïncident, un rayon quelconque de l'un se plaçant sur un rayon de l'autre, leurs extrémités coïncident; il résulte de là que les circonférences et par suite les cercles coïncident exactement
85. Tout diamètre AB divise la circonférence et le cercle cha^ cun en deux parties égales.
Menons un rayon quelconque OM, et au-dessous de AB le rayon
ON, tel que l'angle BON = BOM. Puis faisons ,AH tourner la partie supérieure AMB de la figure
j^[ ^ — ju autour de AB comme charnière jusqu'à ce qu'elle
y N ^^^^ rabattue sur la partie inférieure. Le rayon OM se place sur ON et M tombe en N. Tous les . points de Tare AMB se placent ainsi sur ANB; ces deux arcs coïncident ainsi que les deux parties du cercle; le théorème est donc démontré.
uyhe II. 89
Les diamètres sont des cordes qui passent par le centre; pour distinguer, on convient d'appeler spécialement core/e une ligne qui joint deux points de la circonférence sans passer par le centre. Toute corde AB est plus petite qu'un diamètre. En effet, un diamètre vaut deux rayons, et la corde AB est plus
petite que la somme AO + OB des deux rayons qui aboutissent à ses extrémités.
ReuARQUE. Chaque corde partage la circonférence en deux arcs inégaux, l'un plus petit, l'autre plus grand qu'une demi-circonférence. K~ £x. : AMB, ANB. La corde AB sous-tend Tun et
Tautre de ces arcs; mais à moins d'une mention expresse quand on parle de l'arc sous*tendu par une certaine corde, il s'agit toujours de l'arc plus petit qu'une demi-circonférence.
DiPENDAKCE MUTUELLE DES ARCS ET DES CORDES.
■^ 86. Des arcs égaux appartenant à la même circonférence y ou à des circonférences égales, sont sous-tendus par des cordes égales. Autrement dit :
Quand deuxarcsde même rayon sont égaux Jeurs cordessoni égales.
Soient le rayon CD égal au rayon OA, et l'arc AMB = DNE : la corde AB est égale à la corde DE. Pour le démontrer, je place le second cercle sur le premier, de manière que le rayon CD coïncide avec OA. Les deux circonférences égales coïncident dans toute leur étendue (n* 84). Les deux arcs égaux DNE, AMB, commençant au même point A, doivent finir au même point; c'est-à-dire que le point E tombe au point B. Cela étant, la corde DE coïncide exactement avec AB»
Théorème.
87. Dans la même circonférence ou dans des circonférences égales^ des cordes égales sous-tendent des arcs égaux.
Soient (môme figure) le rayon AO = CD, et la corde AB = DE; Tare AMB est égal à Tare DNE. En cffet^ oh voit d'abord que les triangles AOB, CDE ayant les trois côtés égaux, chacun à chacun, sont égaux; donc l'angle DCE = AOB. Cela posé> plaçons le cercle G sur le cercle en mettant le rayon CD sur OA. Puisque l'angle DCE = Tangle AOB, le rayon CE tombe de lui-même sur son égal OB, et le point E arrive en B; le point D étant déjà en A, les deux arcs DNE^ AMB coïncident évidemment dans toute leur étendue; ils sont donc égaux.
Théorème.
88. De deux arc$ pris sur la même circonférence ou sur des circonférences égales, le plus grand est sous-tendu par la plus grande corde.
\a'. rnyon AO étant égal à CD, si l'arc AE'B est plus grand que DNE,
T' la corde AB est plus grande que DE. Pour le dé-
// \ S<^ montrer, transportant la figure CDNE sur AOE'B,
^^^itIS^'' ) je place le rayon CD sur son égal OA, le point G
V ^ y en et le point D en A; l'arc DNE s'applique sur
^^<v.l_..^^ AE'B, à partir de A ; mais comme DNE est plus pe-
T tit que AE'B, le point E tombe en E', en deçà de
je /^ \ B ; de sorte que la corde DE prend la position AE';
Ù,_ \ \ je trace OE'. Cela fait, si l'on compare les triangles
^r ^ y AOB, AOE', on trouvele côté OA commun, OB=OE' x^_^^ et l'angle AOB plus grand que AOE'; donc le troisième côté AB du premier est plus grand que le troisième côté AE' du second (31); AB> AE' = DE; c'est ce qu'il fallait démontrer. "^ 88 bis. Résume. Dans la même circonférence ou dans des circonférences égales :
1* Deux arcs égaux sont sous -tendus par des cordes égales. 2« Suivant qu'un arc est plus grand ou plus petit qu'un autre, la corde du premier est plus grande ou plus petite que celle du second.
Béciproque.
89. Dans la même circonférence ou dans des circonférences égales, la plus grande corde sous -tend le plus grand arc.
LIVRE IL Al
Soît par exemple (figure précédente) sur les circonférences égales et C, la corde AB plus grande que DE ; je dis que Tare AE'B est plus grand que DNE. En effet, il résulte des théorèmes précédents, n"* 86 et 88, que dans la même circonférence ou dans des circonférences égales, une corde n'est plus grande qu'une autre que dans le cas où l'arc sous-tendu par la première est plus grand que Tare sous -tendu par la seconde (V. le Résumé n* 88 bis). La corde AB étant dans le cas actuel plus grande que DE, c'est que l'arc AE'B est plus grand que l'arc DNE.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
4. Parle point M intérieur ou extérieur et parle centre O d'une eireontérence, on mène une séuante AMB ou &IAB qui la rencontre en A et en B : 4* MA est la plus petite et MB est la plus grande distance rectiligne du point M à la circonférence; S* les droites qui vont de H à la circonrérence sont égales deux à deux; 3* de deux de ces droites, la plus grande est celle dont la deuxième extrémité est la plus éloignée du point A.
9. La plus petite et la plus grande distance rectiligne de deux circonférences tout ^ fait intérieures ou tout à fait extérieures Tune à l'autre se mesurent sur la droite qui pane par leurs centres.
3. AB et CD sont deux cordes égales qui se rencontrent en un point I intérieur ou extérieur au cercle; A et G sont leurs extrémités les plus rapprochées. 4* IA=IG et 1B=ID; S* AC et BD sont parallèles; S" les points milieux de AC et de BD, le point I et le point de concours de BC et de AD se trouvent sur le même diamètre.
k. Lieu des points situés à une distance donnée : 4* d'un point donné; — S"* d'une circonférence donnée.
TIléorème.
^ 90. Le rayon perpendiculaire à une corde divise cette corde et Varc souS'tendu en deux parties égales.
Soit, par excfnplc, le rayon OD perpendiculaire à la corde AB; il divise cette corde, et Tare sous-tendu ADB, chacun en deux parties égales En effet, les obliques OA,OB, étant égales comme rayons, doivent s'écarter également du pied de la perpendiculaire OC; donc AC = CB et le point C est le milieu de AB. Cela posé, les cordes AD, DB, obliques s'écarlant également du pied C de la perpendiculaire, sont égales entre elles; donc l'arc AD = DB. Le théorème est donc démontré. Le rayon OD prolongé vers le haut de la figure, diviserait
farc AEB en deux parties égales; car la corde AË égalerait la 3orde EB.
. Remarque. Le diamètre ED, perpendiculaire à la corde AB, remplit inq conditions distinctes : ii est perpendiculaire à AB et passe par quatre points distincts et déterminés, 0, C, D^ E. Deux quelconques de ces conditions suffisant pour déterminer une droite, c'est-à-dire ne pouvant être remplies pai deux droites différentes, dès qu'on aura reconnu qu'une droite remplit deai ue ces conditions, on pourra affirmer qu'eile remplit les trois autres.
Ex. : La droite qui Joint les milieux des deux arcs sous-tendus par une eorde, est un diamètre perpendiculaire au milieu de eette corde.
Le rayon qui passe au milieu de Varc sous-tendu par une corde, e$t perpen^ diculaire au milieu de cette corde, et son prolongement va passer au milieu du second arc sous-tendu par cette corde.
Théorème.
1)2. Dans la même circonférence ou dans des circonférences égalesy deux cordes égales sont également éloignées du centre; et réciproquement»
AB = EL) ; je dis que 01 = OC. Pour le démontrer, je mène les rayons OE, OA, j'obtiens ainsi deux triangles rec* tangles OIE, OAC qui ont l'hypoténuse égale, OA = OE (rayons) ; et un côté de l angle droit égal. AC = El (moitiés de cordes égales) ; ces triangles ^ sont donc égaux ; par suite , le troisième côté OC de l'un égale le troisième côté 01 de l'autre; 0C = 0L C.Q.F.D.
Réciproquement, si on avait à priori, OC =01, on en conclurait régalité des mômes triangles rectangles AOC, OEl; d'où AC = lE; mais AG = i AB ; lE = î ED; donc AB = ED.
Théorème.
93. De deux cordes inégales^ la plus grande est la moins éloignée du centre; et réciproquement.
Soit la corde AB plus grande que la corde CD ; Tare AD'B est
plus grand que Farc CND (n* 89); nous pouvons donc prendre sur AD'B un arc AD' = CND. Tirons la corde AD', et abaissons sur AD' la perpendiculaire 01'; comme AD' = CD, la distance 01' = 01 (théorème précédent)). Cela posé, on voit immédiatement sur la figure que OE perpendiculaire
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est plus courte que OH, oblique; donc, à fortiori, OE < 01', ou OE < 01 ; ce qu'il fallait démontrer.
93 bis. RésuM^. Dans la même circonférence ou dans des circonférences égales :
i* Deux cordes égales sont également distantes du centre.
2* Suivant qu'une corde est plus grande ou plus petite qu'une autre> la distance de la première au centre est plus petite ou plus grande que celle de la seconde.
Réciproquement.
93 ter. De deux cordes AB, Gi> qui ^écartent inégalement du centre, celle qui est la moins éloignée du centre est la plus grande; si OE < 01, AB > CD.
En effet, il résulte des théorèmes précédents, n*' 92 et 93 (V. le résumé), que, dans la môm^ circonférence ou dans des circonférences égales, une corde ne s'écarte moins du centre qu'une autre corde que dans le cas où elie est plus grande que cette autre. La corde AB, dans le cas actuel, s'écartant moins du centre que CD, c'est que AB est plus grande que CD,
EXERCICES
Théorèmes à démontrer.
5. La plui peUte et la plus longue des cordes qui passent par un point intérieur M i un cercle sont deux droites rectangulaires dont Tune passe par le centre. De deux autres de ces cordes, la plus petite est celle qui forme le plus grand angle aigu afco le diamètre en question.
6. Lieu des points milieux des cordes d'une circonCérence donnée — parallèles à une droite donnée.
CONDITIONS POUR QU'UNE DROITE SOIT TANGENTE A UNE CIRCORFÉRRKCI
Théorème.
-♦- 94. Pour qu'une droite soit tangente à une circonférence, il faut
cl il suffit qu'elle soit perpendiculaire â Vextrémîté d'un rayon,
V Toute droite AB perpendiculaire à V extrémité Q d'un rayon OC est tangents d la circonférence.
En effets joignons le centre à un autre point quelconque D de AB. La droite OD, oblique sur AB, est plus longue que le rayon OC (perpendiculaire) : donc le point D est situé en dehors de la circonférence. Tout point de AB autre que C étant situé hors de la circonférence, la ligne AB est une tangente à la circonférence (82). "«s.
La condition indiquée est donc suffisante.
2* Toute tangente AB est perpendiculaire au rayon OC qui va au point de contact.
En effet, si nous joignons le centre à un autre point quelconque D de AB, lequel est nécessairement extérieur au cercle, la droite OD sera plus longue que le rayon OC. Le rayon OC étant la pins courte ligne que l'on puisse mener du centre à la droite AB, n'est autre que la perpendiculaire menée de sur AB (42, Rem.). Corollaire L Par un point donné sur une circonférence on ne peut mener qu^une tangente à cette circonférence.
Une tangente au point donné est une perpendiculaire au rayon qui aboutit à ce point (2") ; or, on ne peut mener par ce point qu'une perpendiculaire à ce rayon.
98. Corollaire II. Si Von abaisse du centre une perpendiculaire sur une tangente f cette ligne va d'elle-même passer au point de contact.
Cela revient à dire que cette perpendiculaire se confond avec le rayon qui va au point de contact; ce qui est évident, puisque ce rayon est perpendiculaire à la tangente, et qu'on ne peut mener qu'une perpendiculaire du centre sur cette dernière ligne.
Corollaire III. On démontre de même que la perpendiculaire élevée sur une tangente au point de contact va passer par le centre»
LITRE II
Tlftéorènie.
90. Si deux droites parallèles rencontrent une circonférence, elles interceptent des arcs égaux.
Il peut se présenter trois cas :
4' Les deux parallèles AB, CD sont sécantes.
Je mène du centre le rayon OR perpendiculaire à CD, et par ^ suite à sa parallèle ABj ce rayon divise les
■ ^^"^n^^^^ > ^ï'cs CKD, AKB, chacun en deux parties égales;
de sorte que
V y , CK = RD
V ^ * AR=KB.
D'où, par soustraction, CR — AR ou CA = KD — KB ou BD; AC=:BD, ce qu'il fallait démontrer. 2* Cune des parallèles est sécante et l'autre tangente. Soient ABy CD les deux parallèles proposées. Je joins le centre
au point de contact; le rayon OË est perpendiculaire à la tangente CD (94, â»), et par suite à sa parallèle AB; OE étant perpendiculaire à la corde AB divise Tare AEB en deux parties égales; donc ÂE = EB; ce qu'il fallait démontrer.
3* Les deux parallèles sont tangentes à la circonférence. Soient CD^ FR ces parallèles; menons à ces deux droites une parallèle AB qui coupe la circonférence; le rayon OE perpendiculaire à âB Test également à CD, et prolongé inférieuremcnt, Test aussi à FR; cette perpendiculaire commune aux deux tangentes allant du centre à chacune d'elles^ passe aux deux points de contact (95); c'est donc un diamètre qui divise la circonférence en deux parties égales EAH, EBH.
En rapportant ce cas au précédent, AB une fois menée, on au* rait pu dire : AE = EB; AH=BH; d*où, par addition, AE + AD ou EAH == EB + BU ou EBH.
Remarque. Deux tangentes parallèles ont leurs points de contact diamétralement opposés.
La réciproque est évidemment vraie.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer.
43. Les droites AD, AC, tangentes i une circonrércnce en B et en G sont égales. Li droite AO qui joint A au centre est la bissectrice de l'angle BAC.
43. Les côtés opposés d'un quadrilatère circonscrit i une circonrérence ajoutés deux à deux donn'-nt des sommes égales.
44. On peut inscrir^ une circonférence dans un quadrilatère rempllssaot cette condition. (Cas du losange.) ^
45. On peut inscrire une circonférence dans un triangle donné quelconque ABC. On peut décrire trois autres circonférences, extérieures au triangle, touchant
chacune les trois côtés on leurs prolongements : ces circonférences sont dites e»inscritei au triangle.
/ 46. Chacun des segmenis déterminés sur lesxétés d'an triangle parles points de eontact de la circonférence inscrite est égal ai^érimètre du triangle diminué du côté opposé au sommet d'où part ce segment, . t
//47. La somme des diamètres du cercle inscrit et du cercle circonscrit à un trisagle rectangle est égale A la somme des côtés de l'angle droit. ^^ 48. La didtance d'un sommet d'un triangle au point de contact d'une df i otTcm férences esr-tfucrites qui touchent ses côtés ou leurs prolongements est égale a« demi-périmèire du triangle, ou A ce demi-périmètre moins un côté adjacent, suifant que le point de contact est ou n^est pas séparé du sommet en question par un autre sommet du triangle. r t \ /
49. Une circonférence étant tangente aux côtés d'un «fc^AG, si on lui mèneuoa troisième tangecte UN comprise entre le sommet A et la circonférence, le triangle AMN 4 uQ périmètre constant, quel que soit le point de contact. Si on joint le centre aux points M et N, l'angle BION est constant.
30. Lieu des points de départ des tangentes A une circonférence donnée égales A ane droite donnée.
34 . Lieu des points tels que les deux tangentes issues de chacun forment : 4* ua angle droit; S" un angle donné quelconque.
CONDITIONS DE l'iNTERSBGTTON ET DU CONTACT DE DEUX CERCLES.
Théorème.
+• 97. Deux circonférences ne peuvent se rencontrer en plus de deux points.
En effet, 1* elles ne sauraient avoir trois points communs, A, B, C, en ligne droite; car une ligne droite ABC ne peut rencontrer cha< cune des circonférences en plus de deux points (n® 81); 2» ces circonférences ne sauraient avoir trois points communs non en ligne droite ; car
Par trois points A, B, C, non en ligne droite., on peut toujours faire passer une circonférence j mais on n'en peut faire passer qu'une.
LTVnE It.
'- JC
Pour le démontrer, ayant mené les droîtes AB, BC, j'élève au
milieu de AB la perpendiculaire DE, et au milieu de BC la perpenciiculaireFG. Ces deux perpendiculaires DE, FG se rencontrent : car si elles étaient parallèles, la ligne CB perpendiculaireàFG,étant prolongée vers DR, serait perpendiculaire à sa parallèle DE; comme déjà BA est par construction perpendiculaire à DE^ il y aurait du même point B deux perpendiculaires BK^ BD^ sur la même droite DE; ce qui est impossible; donc DE et FG se rencontrent en un certain point Q. Le point 0, comme appartenant à DE^ est également distant de A et de B; OA=OB; ce môme point 0, appartenant à FG, est également distant de B et de G; OB = OC; OA = 0B= OC. Si donc du point comme centre, avec OA pour rayon, on décrit une circonférence, cette circonférence passera par les trois points A, B, C. On peut donc faire passer une circonférence par les trois points A, B, C^ non en ligne droite.
On pLen peut faire passer qu'une. En eflfet, le centre d'une circonférence quelconque passant par les trois points A, B, C, étant également distant des points A et B, doit se trouver sur la perpendiculaire DE élevée au milieu de AB (45) ; ce même centre, également distant deB et de C^ devra aussi se trouver sur FG; il doit donc se trouver en G, seul point commun à DE et à FG. Toute cir» conférence passant par les trois points, A^ B, C, a donc pour centre le point et le rayon OA=OB=OC; elle n'est donc autre que la circonférence que nous avons déjà décrite et indiquée.
98. Quand deux circonférences se coupent, la droite qui joint leurs centres (la ligne des centres) est perpendiculaire à la corde commune et la divise en deux parties égales.
En effet le point G également distant de M et de M' (GM == OxM')
se trouve sur la perpendiculaire au milieu de MM' (n* 45) ; il en est de même B du point 0' puisque O'M = O'M'. La perpendiculaire au milieu de MM' passant par et par 0', n'est autre que la droite 00'.
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Définition. Deux points symétriques par rapport à une droite sont deux points situés sur une même perpendiculaire à cette droite^ à égales distances de cette ligne.
Ex. : Les points M et M' de la figure précédente sont symétriques par rapport à 00'.
Théorème.
99. Si deux circonférences ont un point commun M cTtin côté de la ligne des centres 0(y, elles ont un autre point commun M' de Vautre côté de cette ligne^ symétriquement placé.
Abaissons du point M la perpendiculaire Ml sur 0(f et prolongeons MI d'une longueur égale IM'. Tirons OM, OM', O'M, (XM' (tracez ces lignes sur la figure). L'oblique OM'=OM (n* 42, 2'); "la circonférence de rayon OM passe donc en M'. De même (XM = O'M'; la deuxième circonférence de rayon O'M passe aussi en U'. Le point M' est donc commun aux deux circonférences ; la proposition est démontrée.
Les points M et M' sont symétriquement placés par rapport à 00'. i- 100. DÉFINITION. Deux circonférences tangentes ou qui se tonchentj sont deux circonférences qui n'ont qu'un point de commun. Le point commun s'appelle point de contact.
Deux circonférences peuvent être tangentes extétieurement ou intérieurement comme le montrent nos figures.
Théorème.
101. Quand deux circonférences se touchent extérieurement ou intérieurement, le point de contact est sur la ligne des centres.
Eu effet, ce point ne saurait être hors de la ligne des centres^ puisque deux circonférences qui ont un point commun hors de la ligne des centres ont nécessairement un autre point commun de l'autre côté de cette ligne et sont sécantes (99). La réciproque est vraie :
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Si deux circonférences ont un point commun sur la ligne des centres^ elles sont tangentes.
Nous le laissons à démontrer.
102. Positions diverses de deux circonférences sur un même plan. Relations entre la distance des centres et la somme ou la différence des rayons.
Nous désignerons la distance des centres par D, le plus grand rayon par R et le plus petit par R'.
Deux circonférences placées sur un même plan peuvent avoir Fune par rapport à l'autre cinq positions différentes que nous allons indiquer (*).
1* Les circonférences peuvent être extérieures l'une à l'autre.
Dans cette position, évidemment 00' > OA + C'A', c'est-à-dire;
2* Elles peuvent se toucher extérieurement.
Le point de contact étant sur la ligne des centres (101)^ on a évidemment 00' = OA + O'A, ou
(*) Poar retrouver facilement ces cinq positions^ on suppose que, à partir de la première (I), l'une des circonférences restant fixe, la plus grande par exemple, l'autre s'avance yers celle-là : la plus peUte circonférence, après avoir été extérieure (I), Tiendra toucher extérieurement (II); puis s'ayançant encore, coupera (III), puis toucliera intérieurement (IV), puis, enfin deviendra tout à fait Intérieure (V). Si le mouvement de la petite cirèonrérence continuait, elle reprendrait les mêmes positions relatives» mais en ordre inverse. Ces posilioot sont donc les seules possibles. ^
3* Les deux droonférences se coupent.
Les points d^ntersection étant ainsi placés (98), on a évidemment 00' < OA + O'A, et 00' > OA — aA, c'est-à-dire, à la fois
et D>R— R' j
A^ Les deux circonférences se touchent intérieuremenim
IV
Le point de contact étant encore sur la ligne des centres (101)^ on a évidemment 00'= OA — O'A, ou
5"* Enfin les deux circonférences peuvent être absolument inié» neuves Tune à l'autre, sans se toucher.
On voit sur la figure que OA=:00'+0'A'+A'A; d'où Ion déduit OA— 0'A'= 00' + A A; donc OA — 0'A'> 00'; R— R'> D,
ou bien D<R— R'. (5)
Les égalités ou inégalités (1), (2), (3)^ (A), (5), constituent autant de théorèmes faciles à énoncer.
Les réciproques de ces théorèmes sont vraies. Si la distance des centres de deux circonférences est plus grande
LIVRE
que la somme des rayonsy D > R +R') <^^« deux circonférences sont extérieures Vune à Vautre.
En effet, dans toute autre position, comme on peut le voir, on n'aurait pas D>R + R'.
Si la distance des centres de deux circonférences est égale à la somme des rayons, D = R + R', ces deux circonférences se touchent extérieurement.
En effet, dans toute autre position on n'a pas D = R + R'.
Et ainsi des autres réciproques.
En vue des applications, les diverses propositions qui précèdent se résument dans les énoncés suivants :
1 03 Conditions du contact et de l'intersectioii de deux cirgor •
PÉRENCES.
Pour que deux circonférences se touchent extérieurement, il faut et il suffit que la distance des centres soit égale à la somme des rayons.
Pour que deux circonférences se coupent, il faut et il suffit que la distance des centres soit à la fois plus petite que la somme des rayons et plus grande que leur différence.
Pour que deux circonférences se touchent intérieurement y il faut et il suffit que la distance des centres soit précisément égale à la différence des rayons.
De même pour les positions (1) et (5).
Jrt* c. 1 1 ^rix^- ^ f «M^ t^"*(f <« ^'f%ëithkêi à démontrer,, ti oi '-- , ^ / > > .' .^ .- -' . .
C9i'nyu.' 92. Lés clrconfôreDoei décrites des trois sommets d'un triangle comme centrei el \t, • passant par les points de contact du cercle inscrit, sont tangentes deux à deux, et iot*«) coupent la circonférence inscrite à angles droits.
att<».»Vj 33. On appelle angle de deux courbes l'angle des tangentes menées A ces courbes "'^'^ a *u point d'intersection.
i.ïV;^rr.o,L-, ^ ^ /mesure DÉSANGLES. /^,,^.:;^->.>:'^ ^^^^
',vtaCej Am ci'V^k^p. ii'vx( h-ncty*. Théorème, a) '/,'•' ^ "* * •'.-//^ ,. ,j
^^cM{fVivV*04J'Z)ewx angles sont entre eux dans le même rapport que deux tft . arcs de cercle compris entre leurs côtés, décrits de leurs sommets
w*^ C comme centres avec le même rayon.
Uvvw
— On démontre d'abord aisément par la superposition (V. n»87) que
. yv
SE
si les arcs sont égaux, les angles sont égaux, et réciproquenieuU Supposons ensuite que les deux arcs donnés aient une commune mesure contenue cinq fois dans l'arc AB cl trois fois dans A'B'.
Le rapport des deux arcs est, d'à*
près cela, égal à - (V. VArith.). Joi-
gnons chacun des sommets et 0' aux points de division des arcs opposés; nous formons rinsi huit angles égaux entre eux, puisqu'ils interceptent des arcs égaux. Il y a cinq de ces angles dans
AOB et trois dans A'O'B'; le rapport de ces deux angles est donc ~,
le même que celui des arcs :
AOB __ AB ■; . A'U'B''"ÂÏ?*
105. Mesure des akgles. En se fondant sur la proposition précédente, on ramène la mesure ou Tévaluation d'un angle à celle d*un arc de cercle qui est beaucoup plus fîicile. Mesurer un angle, c'est trouver son rapport à l'unité des angles
qui est Pangle droit. Un angle droit, AOC, qui a son sommet au centre d'une circonférence, intercepte le quart de cette circonférence; le quart de la circonférence, sous le nom de quadrant^ a été pris pour unité des arcs de cercle.
Cela posé, en vertu de la proposition précédente, AOB étant un angle quelconque, on a
AOB _ AB AB
ou bien
AOC AOB
1 droit 1 quadr. *
Le nombre qui exprime la mesure de AOB, c'est-à-dire son rapport à Tangle droit, est ég^^ ^^ nombre qui exprime la mesure de J'arc AB, c'est-à-dire au ra PP^^^ ^® ^^ ^^^ ^" quadrant, unité des
arcs.
Pour rriesurer un artni Aconque AOB, il suffit donc de décrire un arc de cerclCy aya<^4 . y^ ^/\jd de cet angle pour centre et cœnpris entre ses côtés, puis d[p ^ ^^^/yt cet arc au quart de la circonférence
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de même rayon. On obtient ainsi un nombre qui exprime la mesure de rare; le même nombre exprime la mesure de l'angle proposé rapporté à Van g le droit.
Par exemple, si on trouve que Tare vaut les \ d'un quadrant, on en conclut que l'angle vaut les J d'un angle droit.
Les angles se mesurent ordinairement avec une demi-circonférence divisée appelée rapporteur dont nous parlons plus loin (page 59).
106. Pour faciliter l'évaluation des arcs de cercle, et par suite celle des angles, on divise la circonférence en 360 parties égales, nommés degrés : le degré ôe subdivise en 60 minutes, la minute en 60 secondes. Les degrés, minutes, secondes, s'indiquent ainsi : 2i" 43' AT; U degrés 43 minutes 47 secondes.
D'après cela, un quadrant est un arc de 90*,
Un nombre de degrés, minutes, secondes, désigne aussi bien un angle qu'un arc de cercle. On dit un angle de 90*" pour un angle droit, un angle de 19* comme on dit un arc de i9*; chacun comprend immédiatement qu'un angle de i9* est égal aux J-§ de l'angle droit (♦).
''^ 107. La désignation de la mesure de l'arc faisant ainsi connaître immédiatement, et sans qu'aucune explicotion soit nécessaire, la mesure de langle, on dit par abréviation :
Un angle a pour mesure tel arc désigné. Par exemple :
L* angle au centre d'une circonférence a pour mesure l'arc compris entre sps côtés.
On exprime simplement de cette manière Tégalité des nombres qui représentent Tangle et l'arc rapportés à leurs unités respectives, 1 108. Angles inscrits. On peut faire servir à la mesure d'un angle d'autres arcs que celui qui a pour centre le sommet de cet angle. Les théorèmes nue nous allons exposer à ce sujet sont surtout utiles pour la comparaison des angles d'une môme figure.
Un angle est dit inscrit dans un cercle quand il a son sommet sur lacirconlércnceetque ses côtés sont des cordes. Kx.: BAC (n® 109).
(*) On a l'habitude de dire que l'angle droit est l'unité des angles. Il serait plus exact de dire, d'après l'usage adopté de designer un angle par un nombre de degrés, minutes, «econd<'p, que l'unité des angles est Tangle d'un degré (quatre-vingt-dixième partie d'un angle droit).
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Un polygone est dit inscrit à un cercle quand tous ses sommets sont sur la circonférence.
Une figure rectiligne est dite circonscrite à un cercle quand tous ses côtés sont tangents à la circonférence.
Théorème.
109. Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié "^e Varc compris entre ses côtés.
11 peut se présenter trois cas :
1* Un des côtés passe par le centre. Ex. : l'angle BAC.
lirons BO; l'angle BOG extérieur au triangle BAO est égal à la
somme des deux angles intérieurs non adjacents A et B (n* 63). Mais BO étant égal à AO, l'angle A= B ; donc Tangle BOG = B+A=2A, et réciproquement Tangle A est la moitié de Tangle BOG. Mais BOG, angle au centre, a pour mesure l'arc BC intercepté entre ses côtés; donc Tangle A a pour mesure la moitié de BC. Parexemple^ si BG est un arc de 64% Tangle BAG est un angle de 32*.
2* Le centre est dans Tintérieur de Tangle. Ex. : l'angle BAD. Cet angle BAD est la somme des angles BAG, GAD qui sont dans
le premier cas; or BAG a pour mesure - BG j GAD a pour mesure
- GD; donc l'angle BAD a pour mesure 5 BG + - GD = - BD;
e'est-à-dire la moitié de l'arc compris entre ses côtés.
30 Le centre est en dehors de l'angle. Ex. : l'angle GAD.
Menons le diamètre AI. L'angle proposé GAD est la différence des angles GAI, DAI, qui sont dans le premier cas. GAI a pour mesure
- Gl; DAI a pour mesure - DI; donc CAD =
CAI — DAI a pour mesure ^^ "" 5 ^^^ = CD.
Notre théorème est donc vrai en général.
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1 10. Remarques et corollaires. SI Ton joint un point de Tare
.0^ qui limite un segment de cercle aux extrémités
D de la corde de ce segment^ on obtient ce qu'on
appelle un angle inscrit dans ce segment. Ex. :
AGB.
^ Tot*s les angles inscrits dans un même segment
de cercle sont égaux entre eux. Ex. : ACB, ADB.
En effet^ tous ces angles ont pour mesure la moitié du même
arcAEB.
Tous les angles inscrits dans un demi^cercle sont des angles droits. En effets ils ont pour mesure la moitié d'une demi-circonféreuce, ou un quadrant.
Tous les angles inscrits dans un segment ACDBplus grand qu^un demi-cercle sont aigus, Ex. : ACB^ ADB.
En effets l'arc AEB qu'ils interceptent, étant moindre qu'une
demi-circonférence, - ÂEB, mesure commune de ces angles, est
moindre qu'un quadrant.
Tous les angles inscrits dans un segment AEB plus petit qvfun demi-cercle sont obtus.
En effet, l'arc ACB, qu'ils interceptent étant plus grand qu'une
demi-circonférence, - ACB, mesure de AEB^ est plus grand qu'un
quart de la circonférence.
Les angles opposés d'un quadrilatère inscrit dans un cercle valent ensemble deux droits, sont supplémentaires. Ex. : dans le quadrilatère inscrit ACBE, on a C+ E = 2 droits.
En effet, la mesure de C est - AEB, celle de E est •- ACB; la
somme C+Esl pour mesure - (AEB -|- ACB), c'est-à-dire une
demi-circonférence qui est la mesure de deux droits. La réciproque de cette position est vraie {Exercice 24).
f EXERCICES*
Théorèmes à démontrer,
S4. On peut circonscrire une circonTérence à uu quadrilatère dont let angles opposés soûl supplémeulaires ; autrcmcui dit, ce quadiilaiùre est itucriptibte Uaus une circonrérence.
95. Un trtpèie iioeèle est inscriptible dans une circoofèrence.
96. En Joignant le milieu d'un arc BG aux extrémités d'nne corde DE par de* droites qui traTersent la corde BC» on forme deux triangles éqnianglet entre eux el un quadrilatère inscriptible.
Théorème.
i- 1 1 i . L angle formé far une corde et une tangente a pour mesure la moitié de F arc compris entre ses côtés. Ex. Tangle GDB = - CD.
Pourledémontrer^je trace le diamètre DM; il est perpendiculaire j^T à la tangente AB. On a CDB=MDB— MDC;
^^\ or l'angle droit MDB a pour mesure un
\ ^ quadrant qui est la même chose que la ^ yj moitié de la demi-circonférence MCD;
^ — B MDB = 5 MCD; l'angle inscrit MDC a pour mesure - MC; donc Tangle GDB = MDB — MDG a pour mesure
iMCD-|MCou-DC.
On prouverait de même que Tangle ADC a pour mesure - DMC.
Tliéorème.
112. Un angle qui a son sommet dans Vintérieur d'un cercle a pour mesure la moitié de Varc compris entre ses côtés, plus la moitié de Varc compris entre leurs prolortgements.
Soit, par exemple, Tangle AOB. Tirons CA; l'angle AOB, exté-
c^ ^p rieur au triangle AOC, est égal à la somme des
angles intérieurs non adjacents A et C^ qui sont inscrits dans le cercle. L'angle C a pour me-
sure - AI); l'angle A a pour mesure - CD; donc 2 2
AOB=C+A a pour mesure - AB-j- - CD.
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Tliéorème.
113. Un angle qui a ton scmmet hors du cercle a pour mesure la moitié de la différence des arcs compris entre ses côtés.
Ex. : l'angle ABC a pour mesure - AC — - DE. En effet, ayant
nous voyons que 1 angle ADC=ABD-j-
BAD; d'où on déduit : ABD= ADC— BAD. Mais
Tangle inscrit ADC a pour mesure- AC; l'angle
BAD a pour mesure - DE; l'angle ABD a donc
pour mesure - AC — - DE.
EXERCICES
LiEOX GÉOMÉTRIQUES à inUxqueT et à vérifier.
•f S7. Liea des sommets des triangles ayant la même base et l'angle au sommet égal A un angle donné. -Yo/n/i^ ' f.nw'\ ■•. i ( n v ' ' 'tn ^ J'e - /y 38. Lieu des centres des cercles inscrits dans ces mêmes triangles. // 99, Lieu des points de concours des hauteurs de ces mêmes triangles.
tangMtes A deux droites concourantes
37. — qui, apnt un rayon donné, coupent une circonférence donnée son.s un angle donné. ^ •/' ^ ■ ^'- _ ■ ->
Théorèmei à démontrer,
'' 38. Les cordes qui Joignent les points de dif ision d'une circonférence en parties égales forment un polygone régulier.
39. Les tangonlew menées par les mêmes points de difision (ëx. 38) forment un second polygone régulier équiangle au premier.
> 40. Une circonférence étant divisée en cinq parties égales, on joint les points de dÎTision A, R, C, D, ^^ de deux en deux, p<ir des droites AC, CE, EB, BD, DA. Ces droites déterminent un pentagone iniérieur régulier, dont tous les côtés sont tus du centre sous des angles égaux.
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41. Une cireooréreooe (^ toucbe une circoDréreoce o au polal A et une drolle CD au poioi 1. On trace AI qu*oo prolonge Ju8qu*i u deuiième reoeoolre en F aTec la ciroorerenee 0, et on iraee le «liamèire FOE qu'on prolonge i la rencontre de CU en H. 4* FH est perpendiculaire i CD> S* les quatre points 1, A, B^ U sont sur la même circonférence.
42. Trois drcuiiréreneei qui passent par les troii sommets d'un Iriaigle ei w coupent deui à deux sur ces côiés, passent d'ailleurs par le même point 1.
43. Par le point de cootaci de deui rircourérences tangenies iiitèrieuremenl ou exiérieuremeiit, on mèn*' deui sécanie» ; piii^ un joiot leurs points de rencontre avec U même circonrereucc. Les deux cordes ainsi menées sont paralWMes.
44. Si on ue mène qu'une sécante (Ex. 43), puis des tangentes à sea extrémités, les deux tangentes sont parallèles.
45. I*ar l'un des poiuts d'intersection de deux circonférences, on mène deux se» cantes;puis on joint leurs extrémités sur la même circonférence. Les deux cordes ainsi menées, prolongées, forment un angle constant.
46. Si on ue mène qu'une sécante (Ex. 45), puis des tangentes à ses exUrémités, ces tangentes forment le même angle constant.
47. Des trois droites qui joignent un point de la elreonférenee dreonserlle aui trois sommets d'un triangle équilaiéral, l'une est égale i la somme des deux autres.
48. Démontrer par la mesure des angles que les trois hauteurs d'un triangle eoncourent au même point.
49. Ces hauteurs (Ex. 48) sont les bissectrices des angles du triangle qui a leurs pieds pour sommets.
50. Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point d'une drconfèreaee sur les cêtés d'un triangle inscrit sont en ligne droite.
51. On construit sur les trois côtés d'un triangle ABC trois triangles équilatérani extérieurs ABC', ACB', DCA'; puis on trace les droites AA', BB', CC'« 4* Ces trois droites sont égales ; %'* elles concourent au même point 0, d'où les trois eôtês dn triangle ABC sont vus sous des angles égaux.
52. Do tous les triangles iu^crils dans le même segment de cercle, on de tous les triangles qui ont même base et même angle au sommet, c'est le triangle isoeèle qui a le |)lu<< grand périmèlre.
CuiiOLLAiRE. De tous les polygones de n côtés iuscrits dans un eerde, c'est le po* lygone régulier qui a le plus grand périmètre.
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Pour les constructions géométriques qui ont lieu sur une étendue restreinte^ par exemple, pour celles qui se font sur le papier (^), on fait principalement usage de quatre instruments, qui sont le compas ordinaire, la règle, le rapporteur et Véquerre.
Tout le monde connaît le compas ordinaire et la manière de s'en servir.
Il en est de même de la règle; cependant nous en dirons ici
T^ quelques mots. La règle
pK^g^g^-hi^ ?.?^^ , , - ^^S:^^ ^! ^^ sei't à tracer des lignes
droites sur le papier.
Pour cela^ on place cet instrument de manière que Tun de ses bords passe par les deux points A et B que Ton veut unir par une ligne droite; puis on fait glisser contre ce bord de A vers B, une pointe à tracer très-déliée {crayon, plume ou tire-ligne) qui appuie sur le. papier; celui-ci doit être bien tendu, et la pointe doit suivre fidèlement la règle.
Pour vérifier l'exactitude d'une règle CD, on s'en sert d'abord pour tirer une ligne entre deux points A et B, comme il vient d'être expliqué; on fait ensuite tourner cette règle autour de la ligne AB comme charnière^ jusqu'à ce que son même bord passant toujours par les points A, B, elle soit venue s'appliquer sur l'autre côté du plan. Si la règle est exacte, la ligne AB doit suivre encore bien exactement le bord de la règle. Si la règle est défectueuse, cette coïncidence n'a pas lieu; chaque défaut étant reproduit en sens contraire, devient plus apparent en se doublant. (V. la figure.)
En admettant que la pointe à trac('r suive bien exactement le bord de la règle, on peut, une lois celle-ci retournée, faire mouvoir de nouveau cette pointe, le long de la règle, de A vers B; elle devra repasser sur le même trait ; si celui-ci se double par endroits, l'instrument est défectueux.
Rapporteur. Le rapporteur est un instrument destiné à mesurer )es arcs et les angles^ c'est un demi-cercle divisé, ordinairement tn cuivre et évidé, ou bien plein et en corne.
La demi-circonférence est partagée en degrés et quelquefois en
(*) Ce sont les seules dont nous nous occuperons présentement; plus tard* nous parlerons des applications faites sur le terrain ou dans les arts.
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demi-degrès ; ces dhrisions sont numérotées dans les deux sens de l(f en 10*, de à 180*, de droite à gauche et de gauche à droite.
sert à mesurer les arcs et les angles; il sert aussi à construire un arc ou un angle de grandeur donnée.
Pour mesurer un angle YOX avec le rapporteur^ on fait coïncider le diamètre de l'instrument avec l'un des côtés, OT, de l'angle, le centre coïncidant avec le sommet; le second côté de Tangle vient rencontrer la demi-circonférence, soit sur une division, soit entre deux divisions. On lit alors facilement sur l'instrument, à moins d'un degré ou d'un demi-degré, la mesure de l'angle qui est celle de l'arc intercepté; YOX = 46*.
Pour mesurer un arc avec un rapporteur, on joint son centre à ses deux extrémités; puis on mesure l'angle ainsi formé comme il vient d'être expliqué.
Nous verrons plus loin comment on construit avec le rapporteur un angle ou un arc donné.
Équerre. L'équerre sert à mener des perpendiculaires, et le plus souvent à mener des parallèles. Il y en a en bois ayant la forme d'un triangle rectangle sur lequel est pratiqué un trou qui sert à manier l'instrument. Il y a des équerres en fer ayant la forme d'un angle droit dont chaque côté ressemble à une règle.
Pour vérifier une équerre, il est bon de s'assurer d'abord si le« bords en sont bien dressés, en essayant chaque côté comme oa essaye une règle. Puis faisant coïnciiier l'un des côtés de l'angle
XA
nouveau coïncider le premier côté OA avec le prolongement de XY à partir du point Oj la ligne déjà tracée OB doit encore coïncider avec le second côté de l'équerre. Si elle en paraît séparée, l'angle AOB de l'équerre est aigu ; si Téquerre recouvre OB, cet angle est obtus.
On peut d'ailleurs faire glisser la pointe à tracer le long du second côté de l'équerre retournée; si le trait repasse sur la première ligne OB, Téquerre est bonne ; si la pointe retrace une nouvelle ligne en dehors ou en dedans de l'angle AOB déjà construit, Tangle de l'équerre est aigu ou obtus.
Problèmes élémentaires sur la construction des angles
et des triangles.
Prolilème.
'V 1 i S. En un point donné B d'une ligne donnée AC, construire un
angle égal à un angle donné 0.
Du point comme centre, avec une ouverture de compas quelconque, je décris un arc de cercle KH, compris entre les côtés de l'angle ; puis du point B comme centre, avec la même ouverture de compas, un arc indéfini DE, au-dessus de AC.
Enfin du point D comme centre, avec un rayon égal à la corde de l'arc HK, je trace un arc de cercle qui coupe l'arc DE en I ; je mène la droite BI. L'angle IBG ainsi construit est
l'angle demandé; cet angle IBC = KOH, puisque rarcID = KH.
On peut résoudre le même problème avec la rapporteur.
Pour cela on mesure Tanglê donné 0; puis faisant coïncider le diamètre de l'instrument avec ABC^ le centre étant sur B, on marque un point I sur le papier à côté de l'endroit de la circonférence où finit Tare intercepté entre les côtés de l'angle ; on tire la droite BI. L'angle IBG = 0^ puisque ces deux angles ont la môme mesure.
Problème.
115 bis. Etant donnés deux angles B, G, d'un triangle, construire le troisième.
Le troisième angle cherché est le supplément de la somme des
deux autres. £n un point d'une ligne XY on fait d*abord un angle 10Y = B (n" H5); puis avec 01 comme premier côté, au point comme sommet^ on construit un second angle HOI = G. L'angle HOX, qui se trouve alors à gauche, est le troisième angle cherché; car il est le su)»p1ément de la somme HOY des angles donnés.
On résont aisément le problème avec le rapporteur. On prend la mesure de l'angle B; puis, faisant coïncider le diamètre avec XY, le centre étant en 0, on marque un point I à côté du point de la circonférence où finit la mesure de l'angle B, et on tire 01. Cela fait, on mesure l'angle G; puis on fait tourner l'instrument de manière que le centre étant en 0, le demi-diamètre coïncide avec la droite 01; puis on marque le point H où finit la mesure de Tangle G; on tire OH. Uangle HOX est évidemment l'angle cherché, supplément de B+Cf).
(*) On peut aussi, mesurant successivement les angles B et C, Tun à parUr du demi-diamètre de droite, l'autre à partir du demi-diamètre de gauche» marquer en I et en H les extrémités de ces mesures quand le diamètre do rapporteur est sur XY, puis tirer les droites 01, OH; l'angle lOH est alors Tanglt eherché.
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Problème.
110. Construire un triangle connaissant deux de ses côtés et t angle compris*
Soient a, 6 les côtés donnés, C l'angle donné. On construit, avec
ou sans rapporteur, un angle XCY = Tangle C donné; sur l'un des côtés CY on prend avec le compas une longueur CB = a, puis sur CX une longueur CA = ô ; on mène ensuite la droite AB; le triangle ACB ainsi obtenu répond évidemment à la question.
Ce problème est toujours possible.
Problème.
117. Construire un triangle connaissant un côté et deux de ses angles.
Soient a le côté donné, B et C les angles donnés. Il peut se présenter deux cas :
V Les angles donnés B et G sont adjacents au côté donné a ;
dans ce cas on prend sur une ligne indéfinie une longueur BC = a; au point B de BG on fait, avec ou sans rapporteur (1 1 5), un angle CBE = l'angle donné B ; puis, au point G de la môme ligne, on fait l'angle BCD = C ; les deux lignes BË, CD se rencontrent en un point A; on a ainsi un triangle ABC, qui répond évidemment à la question.
2** Si l'un des angles donnés, B par exemple, est adjacent au côté donné, et Tautre G opposé, on construit le troisième angle comme il a été expliqué n"" 115 bis; puis, avec le côté donné, l'angle B. et l'angle trouvé, on construit le triangle comme il vient d'être indiqué (1*).
Autrement, Sur une ligne indéfinie on prend une longueur BG égale au côté donné; on fait au point B un angle CBE égal à l'angle adjacent donné B ; en un point quelconque I de BE on fait un angle
BIH égal à l'angle opposé G; puis on mène par le point G, à Taide d*nne équerre, une parallèle GD à IH (faites la figure).
Remarque. La somme des angles de tout triangle étant égale à deux droits, pour que notre problème soit possible^ il faut que la somme des deux angles donnés soit moindre que deux droits. Si cette condition est remplie^ le troisième angle peut être construit, et en opérant comme précédemment, on obtiendra certainement deux lignes BË, GD^ qui se coupent.
Problème.
118. Construire un triangle dont on donne les trois côtés a, b, c. On prend sur une droite indéfinie une longueur BG = a; puis du
point B comme centre^ avec une ouverture de compas égale à c, ou décrit un arc de cercle ; du point G comme centre^ avec un rayon égal à b, ou décrit un autre arc de cercle; ces deux arcs se ^ rencontrent en un point A; on mène les droites BA^ GA. On obtient ainsi un triangle ABG qui répond évidemment à la question.
Remarque. Pour que notre problème soit possible, il faut que Tun quelconque des côtés soit moindre que la somme des deux autres, et plus grand que leur différence ; car il ne peut pas exister de triangle pour lequel ces conditions ne soient pas remplies^ Si d'ailleurs le plus grand côté a est moindre que b'\'CyOn obtient, en opérant comme nous Tavons fait^ deux arcs qui se coupent en A (103), et le triangle peut toujours être construit.
119. Construire un triangle, connaissant deux côtés et Tangle opposé à Vun d*eux.
Soient a et 6 les cAtés donnés, et l'angle A donné opposé à a. On construit on angle XAY égal à l'angle donné A; sur l'un de ses côtés AX, on prend une longueur AC é^ale au côté donné adjacent 6; puis du point G comme centre, avec un rayon égal à a, on décrit un arc de cercle qui coupe généralement le second
côté AY de Tangle. Soit B un point de rencontre: on mène la droite CB, et on a ainsi un triangle CAB qui répond à la quesUon; car il a l'angle donné et les côtés donnés^ dUposés comme on Ta demandé.
Discussion. Ce problème n*est ^s toujours possible, et quand il est posâible, U ^ a quelquefois deux soluUons. Nom allons
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pour nous exercer à une discassion géométrique, examiner les différents cas
qui peuvent se présenter. Remarquons d'abord qu'avant d'employer le côté a opposé à l'angle donné Â^ on a déjà construit Tangle donné XAY, et pris AG=6. On peut abaisser du point G sur AY la perpendiculaire CD; supposons cette perpendiculaire abaissée. Le côté a doit partir du pointe et atteindre AY; il ne saurait être moindre que CD, qui est la plus courte ligne qui puisse aller de G à AY; donc, 1<* on doit avoir a^ CD. Si cette copiition n'est pas remplie, de quelque manière qu'on s'y prenne, on ne peut pas faire un triangle avec les données; si on opère alors comme nous l'avons fait, il arrive que l'arc de cercle décrit n'atteint pas AY. Supposons donc cette condition remplie, et a au moins égal à CD; supposons-le même en général plus grand ; alors a est une oblique allant de C à A Y, et on peut placer deux de ces obliques l'une à droite, l'autre à gauche de CD. Cela posé, il peut se présenter trois cas : V l'angle donné A est obtus; 2» il est droit; 3» il est aigu,
1* Â est obtus; dans ce cas, l'oblique é^ale à a, située à gauche de CD^ ne
convient pas; car elle est vis-à-vis de l'angle CAZ, qui n'est pas l'angle donné; l'oLlique de droite ne pourra convenir qu'autant que son pied dépassera le point A ; et, pour cela il faut que l'on ait a plus grand que l'oblique GA=6 déjà construite; alors l'arc de cercle atteint AY en un point B, tel que le triangle GAB répond à la question. Donc si A est obtus, il n'y a qu'une solution, et pour qu'elle existe, il faut que le côté donné opposé a soit plus grand que 6; ce que l'on pouvait prévoir, puisque l'angle A est le plus grand des angles du triangle.
2* L'angle A est drotY; alors CD et h se confondent; si donc le côté a est plus
grand que 6, la construction indiquée donne deux obliques égales à a, l'une à
droite, l'autre à gauche, qui produisent deux triangles rectangles GDB, CDB',
identiquement égaux; ce qui ne fait qu'une solution.
8* L'angle Â est aigu. Dans ce cas, si a est égal à la perpendiculaire CD,
l'arc de cercle décrit touche en D la 11* gne ZAY, et le triangle rectangle CAD répond à la question. Si a est plus grand que CD, l'oblique de droite égale à a convient toujours, et fournit une première solution de la question. Si a est en même temps moindre que 6, ex. : CB, en prenant DB'| = DBi, ^^ ^^ joignant CB|, CB'i, on a deux triangles CAB^, CAB'|, qui rép(»ndent tous deux à la question ; car ils ont chaenn l'angle donné et les deux côtés donnés disposés comme il est
\B, ^jb;nb«
demandé. La construction indiquée fournit ces triangles, l'arc de cercle passant en Di et B'^. Si le côté a=.bt l'arc de cercle vient passer en A, et les deux obliques égales à a ne fournissent qu'un seul triangle isocèle CÂBt. Enfin, si a est plus grand que b, la deuxième oblique dépasse (^Â vers la gauche, et le second triangle CAB'g ne convient pas, puisque Tunglc CAB's n'est pas l'angle donné; mais le triangle CAB5 est une solution. Ainsi, dans le cas de A aigu, il y a toujours une solution si a est au moins égal à la perpendiculaire CD; il y en a même deux dans le seul cas où a, plus grand que CD, est en même temps plus petit que b.
Nous avons examiné tous les cas qui peuvent se présenter.
Problciuc^
Tracé des parallèles*
'' 1 20. Par un point donné C, mener une parallèle à une droite AB. Je joins le point C à un point quelconque D de AB; puis je
,^ fais avec CD, au point G, un angle
/ "^^-^..^ / angles égaux CDA, DCH ayant la
L ^""-'-' position d'angles alternes internes ^
^ ^ par rapport à la sécante CD, les
lignes AB, CH sont parallèles (59).
Pour construire l'angle DCH = DCA, on peut employer le rapporteur ou bien, faire comme il a été expliqué n** 115. Du point D comme centre on décrit un arc CE qui s'arrête à AD; du point G comme centre, avec la même ouverture de compas, on décrit Tare indéfini DI, au-dessus de AB. Puis du point D comme centre avec im rayon égal à la corde de CE, on décrit un arc qui coupe DI en H. Enfin on mène la droite CH, qui est la parallèle cherchée. Emploi de Véquerre. Les parallèles se mènent le plus souvent à
Taide de Téquerre, comme il suit :
/ ^^^ on pose l'équerre sur le papier, do
niaiiicre que son hypoténuse coïn-
, , . , cide avec la droite AB à laquelle
^^ 1 xj — u . — ^ ^ ^^ ^,^^jj mener une parallèle; puis
adaptant une règle contre le côté AE
de l'angle droit, on fait glisser Téquerre, en maintenant la règle
'à ce que son hypoténuse vienne passer par le point C
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donné; on tire une ligne A'CB' le long de celte hypoténuse; A'B* est la parallèle demandée; car l'angle B'A'E' est le même que BAE; cap ces angles ont la position d'angles correspondants.
Remarque. Pour qu'on puisse mener ainsi des parallèles, il n'est pas nécessaire (jue le plus grand angle de Téquerre soit exactement droit; il suffit évidemment que les bords en soient bien dressés comme le bord d'une règle.
Tltéorème.
Tracé des perpendiculaires,
Diviser une droite donnée ÂB en deux parties égales
Du point A comme centre, avec un rayon quelconque plus grand
^ à vue d'œil que la moitié de AB, on décrit
*^ deux arcs de cercle, Tun au-dessus, Tautre
au-dessous de AB, comme il e.st indiqué;
j puis du point B comme centre, avec la même
ouverture de compas, on déci it de niêu:e deux D arcs de cercle qui coupent respectivement
les premiers, l'un en C, l'autre en D. On joint C et D par une ligne droite qui rencontre AB en I; le point I divise la droite AB en deux parties égales. En eff^et, il résulte de la construction que chacun des points, C et D, est également distant de A et de B; ces deux points appartiennent donc à la perpendiculaire élevée au milieu de AB (45); cette perpendiculaire n'est donc autre que CD, puisque deux points déterminent une ligne droite. Rbkarqub. Les deux arcs tracés au-dessus et au-dessous de AB, se coupent, puisque chacun des rayons égaux ACj CB étant plus
grand que - AB, la somme AG -f GB est plus grande que AB dis-
lance des centres des deux arcs (103).
Ayant divisé AB en deux parties égales, on peut en opérant de même diviser AI, puis IB, chacune en deux parties égales; puis encore chaque nouvelle partie en deux, et ainsi de suite. On sait doQC diviser une droite en 2, en 4f,-en 8 et en 16... parties égales.
Problème.
i 22. Diviser un arc ou un angle donné en deux parties égales. Soit AB L'arc donné; on joint les extrémités A et B; puis on
construit^ comme il vient d'être indiqué^ usa perpendiculaire IH, qui divise la corde AB en deux parties égales. IH perpendiculaire au milieu de la corde AB passe par le centre 0^ et divise Tare AB en deux parties égales (91). Pour diviser un angle donné AOB en deux parties égales, on décrit^ de son sommet comme centre, un arc AB compris entre ses côtés; on mené la corde AB, puis on abaisse de une perpendiculaire sur AB, qui divise Tare AKB et l'angle AOB chacun en deux parties égales; AR = KB; donc AOK = KOB.
Remarque. La même perpendiculaire OK divise la corde. Tare, Tangle, le secteur, et le segment, chacun en deux parties égales.
Problème.
125. En un point donné C d^une droite donnée AB, élever une perpendiculaire à cette droite.
Je prends sur AB à partir de C deux longueurs égales CI, CU;
puis j'opère comme si je voulais diviser IH en deux parties égales par une perpendiculaire. Du point I comme centre, avec un rayon plus grand que IG, je décris deux arcs de cercle, Tun au-dessus^ l'autre au-dessous de AB; puis du point H, avec le même rayon, deux autres arcs qui rencontrent les premiers aux points D et E; la droite DE qui passe au point G est la perpendiculaire demandée. En effet, chacun des points E, D, étant également distant des points I et H, la droite DE est perpendiculaire à lEl en son milieu G, ou à AB qui est la ligne IH prolongée.
Remarque. Si le point C était à Uextrémité d^une droite qu'on ne
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peut pas prolonger y on élèverait une perpendiculaire à cette droite
en un autre point quelconque; puis on mènerait par le point C
une parallèle à cette perpendiculaire, à Taide de i'équerre (120).
On peut aussi opérer comme il suit : du point pris quelcon-
: que au-dessus de CB comme centre,
avec le rayon OC, on décrit une H^ ^ circonférence qui rencontre la droite
donnée en G et en E; on mène le diamètre EOH, puis on tire GH^ qui est K - B la perpendiculaire demandée. En effet, l'angle HGË, inscrit dans un demi-cercle, est un angle droit. Emploi de; Péquerre, Quelque part que soit le point donné C, ou simplifie la construction en employant une équerre vérifiée exacte. Plaçant le sommet de Tangle droit de Téquerre en G, on fait coïncider l'un des côtés de cet angle avec la droite donnée; puis on tire le long du second côté une ligne, qui est évidemment la perpendiculaire demandée.
Mais, nous le répétons, il faut pour opérer ainsi une équerre \érifiée.
Problème.
124. Abaisser d'un point C, donné hors d*une droite AB, une perpendiculaire à cette ligne»
Du point donné G comme centre, avec un rayon suffisamment
grand, on décrit un arc de cercle qui rencontre la droite AB en deux points D, E; de D comme centre, avec un rayon plus grand que la moitié de DE, y'E B on décrit deux arcs de cercle, l'un audessus, l'autre au-dessous de AB; puis lu de E comme centre avec la môme ouver-
'^ ^ * turc de compas, on décrit deux autres
arcs de cercle qui rencontrent les premiers en I et en H; on tire IH. Les points l, H étant également distants de D et de E, la droite IH est une perpendiculaire à DE en son milieu, et par suite perpendiculaire à AB ; elle passe d'ailleurs par le point G également distant de D et de E.
Emploi de réquerre. On simplifie ia construction en employant réquerre, pourvu que ce soit une équerre vérifiée.
On dispose l'équerre de manière que l'un des côtés de Tangle droit glissant sur AB, l'autre vienne passer par le point C; alors en tirant une ligne le long de ce second côté, on a la perpendiculaire demandée.
Problème,
125. Décrire une circonférence qui passe par trois points donnés. Ce problème est complètement résolu^ page 45, n® 97. Circonscrire une circonférence à un triangle donné ABC. C'est le même problème ; on doit faire passer une circonférence par les trois points donnés A, B, G, non en ligne droite. Ayant mené les perpendiculaires FO^ 10 au milieu de AB et A au milieu de AG, nous avons fait voir que
OB=OA=OG. De OB=OG on conclut que le point appartient à la perpendiculaire élevée au milieu du troisième côté BG. De là ce théorème : les perpendiculaires élevées aux milieux des trois côtés d'un triangle concourent au même point.
Problème.
ff ..y.
1 tO. Inscrire une circonférence dans un triangle donné» Je suppose, le problème résolu; soient le centre de la circonférence deman*
dée, E, I^ D, ses points de contact avec les trois côtés du triangle. Les lignes OE, 01, OD, sont des perpendiculaires à AB, à AC^ et à BC, égales entre elles comme rayons. Le centre de la circonférence à construire est donc également distant de AB et de AG; il doit se trouver sur la bissectrice de l'angle BAC (48) ; je mène cette bissectrice AO (122). Ce même point devant être
également distant des lignes AB, BC, se trouve sur la bissectrice de l'angle
ABC; je mène cette bissectrice BO. Les deux bissectrices se rencontrent en 0;
abaissons de les perpendiculaires CI, CE, OD. étant sur AO, on a 01=0E; étant sur OB, on a 0K=0D; donc 0I=0E=0D. De comme centre. Je
décris une circonférence avec OE pour rayon; cette circonférence touche érl*-
demment les trois côtés aux points E, I, D.
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C'est la seule dreonfërence qu*on piuisse inscrire; en effet, 11 résulte du raisonnement que nous avons fait en commençant, que toute circonférence Inscrite ne peut avoir pour centre que le point commun aux bissectrices, lequel est unique.
Remarque. I^ point de rencontre des bissectrices ÂO, BO, étant tel que 01 = OË=OD, à cause de OI=OD, se trouve sur la bissectrice de Tangle B(iA : donc les bissectrices des trois angles d'un trinnqle concourent au même foint.
En prolongeant chacun des côtés du triangle dans les deux sens, et considérant les espaces tels que HBCK, on volt, en y mettant les bissectrices de IIBC et de KGB (qui rencontrent au même point ÂO prolongée), qu'on peut inscrire dans chacun de ces espaces une circonrérence tangente à la fois aux trois lignes BC, AC, AB prolongées indéfiniment. 11 y a trois espaces de ce genre en dehors du triangle ABC ; on peut donc décrire quatre circonférences tangentes à trois droites AB, AC, BC, qui se coupent deux à deux* Les trois dernières indiquées sont dites ex-inscrites au triangle ABC.
Problème.
127. Mener une tangente à une circonférence par un point A donné sur cette circonférence.
Il suffit évidemment de joindre le centre au point donné A, et de mener une perpendiculaire à rexlrémitc de ce rayon OA (à l'aide du compas ou de Téquerre).
Problèsne.
128. Par un point A, extérieur à un cercle^ mener une tangente i sa circonférence^
Je joins le point A au centre 0, puis je divise la droite OA en
, - .,^ deux parties égales; du milieu l
^^^^ - \ comme centre, avec le rayon 10= lA,
K^ / NT ^^,^^^^ \ je décris une circonférence qui ren-
( qÎ ) — ..^»^^^;^:A contre la circonférence donnée en
V "^ 2>'^"^''''^ ^ ^ ^^ ^" ^" ^^ ***^® ^^' ^^' chacune ^!^>=^\G / de ces lignes est tangente à la circon-
***-- --'' férence donnée.
En effet, si l'on mène le rayon OB, on forme un angle OBA qui est droit, car il est inscrit dans une demi-circonférence (110); la droite AB perpendiculaire à l'extrémité du rayon OB est une tangente menée de A à la circonférence donné 0, Il en est de mémn de la ligne AC. , ,'',!' ^ i ^ ^ i
AB et AC sont les seules tangentes qu'on poisse mener da point A à eette circonférence. En effet, une tangente issue de A et le rayon qui va du centre au point de contact forment un angle droit, dont le sommet doit être à la fois sur la circonférence de diamètre OA et sur cire. 0. Le point de contact devant être sur ces deux circonférences, il n'y a que deux tangentes possiblcp, j^uisque ces deux circonférences n'ont que deux points communs.
Froblème.
Mener une tangente commune à deux circonférences
Vue tangente commune peut être extérieure aux deux circonférences, c'est-à-dire les laisser toutes deux du même côté» ex. : A A'; ou bien intérieure^ c'est-à-dire passant entre les deux circonférences qu'elle sépare entièrement Tune de l'autre, ex. : CC (2* fig. ci-après).
Proposons-nous d'abord de mener une tangente commune extérieure aux deux circonférences. Supposons le problème résolu, et soit AA' une tangente commune extérieure; menons les rayons OA, O'A' et par le point 0' une parallèle Qfi à A'A. Les rayons
OA, O'A' étant perpendiculaires à AA', la figure lAAW est un rectangle; l'angle 010' est donc droit et 01 est tangente à la circonférence de rayon 01. D'ailleurs OI=OA— IA=OA— O'A'. Donc, si nous décrivons une circonférence de comme centre avec un rayon égal à OA— O'A' (cire. 01), il nous suffira ensuite, pour avoir O'I, de mener du point 0' une tangente à cette circonférence; ce que nous savons faire (n« 128). 01 étant tracée, on achève aisément le nîclarjgle OIAA' qui comprend la tangente comnmne AA'. Ces considérations conduisent à la construction suivante :
CoNSTRccTioN. Pour coustruirc une tangente commune extérieure
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aux cirooDférences et (Y, je décris du centre de la plus grande avec un rayon égal à la différence de leurs rayons O'Â'» OÂ, une circonférence 01; puis je mène de l'autre centre (Y, une tangente 01 à cette circonférence. Je joins le point au point de contact I^ et je continue cette ligne jusqu'à la grande circonférence en A. Par le point O'^ je mène le rayon O'A' parallèle à lA, et je tire AA' qui est une tangente commune extérieure aux deux circonférences données.
Gomme on peut mener deux tangentes 01^ O'K du point C à la circonférence 01^ ayant mené O'K, on agit avec cette ligne comme avec CI; et on obtient une seconde tangente BB' extérieure aux deux circonférences données (*).
Occupons-nous maintenant de mener une tangente commune intérieure. Pour trouver la marche à suivre^ supposons encore le
problème résolu^ et soit CC une tangente commune intérieure. Menons les rayons OC^ CC, et par le point une parallèle à GG'i jusqu'à la renconti*e de O'C prolongé; les rayons O'C, OC étant perpendiculaires à CG, la figure OGG'M est un rectangle; l'angle OMO' est donc droite et OM est tangente à la circonférence de rayon (m. D'ailleurs O'M=0'C'+G'M=O'C'+OC, Donc, si nous décrivons une circonférence de G' comme centre, avec un rayon
(*) Ceux qui préfèrent la méthode synthétique commenceront par hidiquer cette coBStructiOD, qu'ils pourront justifier à posteriori comme il suit :
De ce que 01 où R — R'= R — lA, on conclut que lA = R' ; si on mène O'A' parallèle à OA, la figure lO'A'A est un parallélogramme, et même un rectangle, puisque Taogle I est droit (Oi tangente), AA' est donc perpendiculaire aux extrémités des rayons OA, C'A' des deux circonférences; c*est donc une tangente eommnne à ces deux courbes.
On démontre de même pour bU\
égal à O'C -|- oc, ii suffira pour avoir OM^ de mener du point une tangente à cotte circonférence; ce que nous savons faire. OM étant tracée, on achève aisément le rectangle OMC'C, qui comprend la tangente C'C. On est ainsi conduit à la construction suivante :
Pour mener une tangente commune intérieure à deux circonférences et 0', je décris du centre 0' de Tune^ avec un rayon égala la somme de leurs rayons^ une troisième circonférence^ cire. O'M; puis je mène de Tautre centre une tangente OM à cette noavclle circonférence. Je joins le centre 0' au point de contact H; la ligne O'M rencontre cire. 0' au point C; j'achève le rectangle OMC'C^ en menant le rayon OC parallèle à O'M, puis Joignant C è C; ce est la tangente commune cherchée.
Comme on peut généralement mener deux tangentes OM, OLdu point à cire. O'M, ayant mené OL, on agit avec cette ligne comme avec OM, et on obtient une seconde tangente commun^ intérieure DD' (*).
Discussion. Notre raisonnement prouve, dans Tan et Fautre cas, qne les laf*' gentes extérieures ne peuvent exister sans les tangentes O'f, O'K, et réciproque' nient ^V. la fig., p. 72); ni les tnnsentes intérieures sans les tangentes OM, Ot^t et réciproquemrnt (ûg. précédente). Il n*y a donc pas d'autres tangentes coUB* munes possibles que celles que nous avons indiquées.
Pour que les tangentes 0'\, O'K (page 72) puissent être menées, il fant et 1^ sufllt que le centre 0' ne soit pas intérieur à la circonférence décrite deOcomor*^ centre avec un ra>on égal à R— R', c'est-à-dire que Ton n'ait pas la distance de^ centres des circonférences données D< R — R'.
De même, pour que les tangentes OM, OL (p. 73) puissent être menées, Il faut et il suffît que le centre ne soit point intérieur à la circonférence décrite du centre 0' avec le rayon R + R'; c'est-à-dire que l'on n'ait pas D< R + R'. OéU po?(i, on peut résumer ainsi tons les cas possibles.
1* Si les ci rconfë renées données sont extérieures Tune à l'autre y on • D > R 4- R' et à fortiori D > R — U' : on peut donc alors mener les quatre tangentes communes.
2» Si les circonféreirces se touchent, D=R-i-R', et D>R— R'; la circonfé'
(•) Ceux qui préfèrent la méthode synthétique pourront commencer par faire les constructions indiquées, qu'ils justifieront ensuite comme dans le pre* micr cas.
De ce que 0Ttf=R'+R = 0'C'+C'M, on conclut C'M=OC; etc., comme dan< le cas précédent.
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renée (ÏM passe par 0; les deni tangentes OM» OL se réduisent à une seule; il y a une seule tangente intérieure et deux extérieures.
3* Si les deux circonférences données se coupent, D< R+R'; les deuTulaiî::.... gestes intérieures n'existent plus, D>R — R'; on peut conduire deux tangentes extérieures. y
4* Si les deux circonférences données se touchent intérieurement^ comme^pHr^ a D=R — R', D<R + R\ il n'y a plus qu'une tangente commune, ja^cfSÎIeest extérieure; O'I et O'R se confondent.
5* Enfln^ si les circonférences sont intérieures l'une à l'autre sans se toucher, on a k la fois D< R+R' et D<R— R'; il^n'ya plus de tangente commune comme on devait s'y attendre.
Problème.
130. Décrire sur une ligne donnée un segment de cercle capable d'un angle donné.
C'est-à-dire un segment tel que tous les angles qui y sont inscrits soient égaux à un angle donné. .
J'éhne une perpendiculaire IK au milieu de AB, puis je fais en
B avec AB un angle ABC égal à l'angle donné M (115) ; au pointB j'élève sur CB une perpendiculaire BF à BD; BF rencontre IK au point 0. Du point comme centre avec le rayon OB, je décris une circonférence qui passe en A g' et en B; le segment ANiMB de
cette circonférence est le segment demandé. En effet, l'angle ABC^ égal à M (formé par une tangente et par une corde), a pour mesure la moitié de Tare AB; or^ chacun des angles, tels que M et N, inscrits dans le segment ANMB, a la même mesure. Ce problème est toujours possible.
Le segment inférieur est capable d*un angle supplémentaire de l'angle donné M.
ÂaJ Rk^a'^Q"*- ^arc ANMB est le lieu géométrique de tous les points du plan 'situés au-dessus de AB, tels que si l'on joint chacun d'eux aux points A et B par des lignes droites^ on ait un angle égal à Vangle donné.
On voit facilement, en effet, que si Ton joint A et B à un point intérieur ou extérieur & ce segment^ on obtient un angle ayant
une mesure plus grande ou plus petite que - ÂB^ mesure de ABC = M.
Problème.
Trouver sur un plan un point M tel que deux lignes donr
nées, AB, BC, soient vues de ce point sous des angles donnés, par
exemple : AMB = 60*, BMC = 45%
Il résulte de la di^rnière remarque que le point M doit se trouver
sur Tare du segment capable d'un angle de
60" construit sur la ligne donnée AB; jecon«
struis donc sur AB un segment capable d'un
angle de CO». De même, je construis sur BC
un srgment capable d'un angle de 45*; le
point M se trouvera sur le nouvel arc. Il est donc à la rencontre
des deux arcs H.- —
EXERCICES
Problèmes à résoudiFê.
63 bii» Mener par nn poiot donné une droite qui faste arec une droite donnée na angle donné.
53. Déterminer l'angle de deux droites qu'on ne peut pas prolonger Jusqu'à leor point de concours.
Id. faisant avec une droite donnée un angle donné
59. Inscrire dans un'cercle une corde de longueur doanée, 4* parallèle à une droite donnée ; S** qui ait son milieu sur une corde donnée.
60. Mener par un point donné une sécante qui produise dans un cercle une corde Je longueur donnée (discuter).
61. Mener par un poiul donné une sécante qui détermine dans un cercle donné un Si'^menl capable d'un angle donné.
63. Insciire entre deui circonrénnces extérieures données une droite de longueur donuée parallèle a uue droite donuée.
(*) Discutei ce problème.
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63. Décrire aoe cireonrérence passant par un point donné el tangente en un point dODoé: 4" à une circonférence donnée; 2* A une droite donnée.
t- '64. Décrire une circonférence passant par deux points donnés et interceptant sur iiie^circonférence donnée une corde parallèle A une droite donnée. ^65. laicrire dans un cercle un angle de grandeur donnée, dont un côté passe
vpar un point donné et dont Tautre côté soit parallèle à une droite donnée.
66. Décrire ayec un rayon donné une circonférence qui passe par deux points donnés. •
67. — qui touche une droite donnée en un point donné. »>T68. — qui soii tangente à deux droites données (divers cas).
• 686m. — qui passe par un point donné et touche une droite donnée. ^9. — qui passe par un point donné et touche une circonférence donnée. -90. — qui touche deux circonférences données.
^/O&M. — qui passe par un point donné et coupe une circonférence donnée sous Sangle donné.
Cxi* — qui passe à la même distance de trois points donnés non en ligne droite. Qi. — qui passe par un point donné, et dont la plus courte distance A une cir*
conférence donnée ail une longueur donnée.
•J' ""* '^"^ inteicepte sur deux droiies données des longueurs données. (74. — qui intercepte sur une circonférence donnée une corde de longueur
donnée parallèle à une droite donnée.
75. — Décrire une circonférence tangente A une circonférence donnée et à One droite donnée, connaissant son point de contact arec la circonférence donnée \^ou avec la droite donnée (deux problèmes).
Vsj6. Inscrire une circonférence dans un triangle. '^ ^« — dans un losange.
7S. Décrire les diverses circonférences tangentes A trois droite! données (dlreri
"^d. Décrire une circonférence qui intercepte sur trois droites données la mena '^de donnée.
CONSTRUCTIONS DE TRIANGLES ET DE POLYGONES
Triangles isocèles,
8o . construire un triangle isocèle connaissant sa base,
et Tangle adjacent.
B-l. <«— et la hauteur.
Bà. — et Tangle au sommet.
B3. ^ et le rayon du cercle inscrit. /
Si. — et le rayon du cercle circonscrit, f^/"'*/*
Triangles rectangles.
%l>. Construire un triangle rectangle connai<!sani Thypoiénuse et un angle aigu.
^ B6. — l'hypoténuse et un côté de l'angle droit»
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427. -^ le rayon du cercle inscrit, un côté et la difTcrence des deui autres.
428. — le rayon du cercle inscrit, un angle, et la somme des côiôi qui le com-
prenneut.
429. — le rayon du cercle circonscrit, un côté, et la somme ou la dilTèrenco
des deux autres côlcs (2 problèmes).
430. — - le rayon du cercle inscrit, un angle ei la hauteur correspondante.
431. — le rayon du cercle circonscrit, un angle et la somme ou la dilTérenco
des côtés qui le comprennent (2 problèmes).
432. — le rayon du cercle inscrit, le rayon du cercle ex-inscrit, et un anglo
(2 cas). ^
433. — le périmètre, un angle et un point par lequel passe le côté opposé.
434. — le cercle inscrit et un des cercles ex-inscrits en grandeur et en position.
Construire un trapèze isocèle, conn.iissanl
— les bases el la haoïeur.
(*) Un parallclograiiimr, qui est rass(aiibl;ige de deux iriangles égaux, esl doterniiiie quand on coiiuall Tuo de ces iiiangles, pourvu qu'on de-igne l'angle du triangle qui doit être un angle du parallélogramme; les problèmes sur la construction d'un parallélogramme peuvent donc éire aussi variés au moins que les problèmes sur la construciion des triangles. En général, pour construire un parallélogramme, il Taut le proposer de construire l'un de ses triangles avec les données*
(**) Mémo observation que pour les parallélogrammes.
4 54 . — les bases et in angle.
un angle et le rayon du cercle inscrit
464. Construire un polygone connaissant les côtés et les angles indiqués dsn^i chacun des exercices 7, 8 et 9 du 4" livre.
462. Mener une droite ta- ^cnie à une circonférence donnée, et produisant danfl une autre circouTôrence une corde de longueur donnée.
463. Mener une droite produisant dans deux circonrérenees données deux cordes de longueurs données (discuter).
464. Mener une sécante produisant dans deux cercles donnés^ extérieurs l'un à Tautre, deux cordes dont la somme est donnée.
465. Mener par un point commun i deux circonrérenees une sécante produisant deux cordes dont la somme ou la différence est donnée.
Circonscrire A un triangle donné
— un triangle égal à un triangle donné.
— ie plus grand triangle équiiaiéral possible.
467. Construire un triangle égal A un triangle donné dont les côtés passent par trois points donnés.
468. Mener une droite qui rencontre les côtés d'un triangle en des poinU M, H, P tels que MN et NP aient des longueurs données.
(*) Même observation que pour les parallélogrammea.
POLYGONES RÉGULIERS
PliELIMINAIHES.
132. Ainsi qu'il a été expliqué en arithmétique^ le rapport de deux lignes n'est autre que le rapport des deux nombres qui expriment les longueurs de ces lignes mesurées avec la même unité. Ex. : ayant mesuré deux lignes avec le mètre divisé en centimètres, on a trouvé 2", (8 pour la longueur de Tune et i^.S pour la longueur de l'autre : le rapport de la première ligne à la seconde
est ou — .
Deux longueurs sont proportionnelles h deux autres quand le rapport des deux premières est égal au rapport des deux dernières,
153. L'égalité de deux rapports constitue ce qu'on appelle une proportion.
AB_MN • CD—PQ
Des longueurs a, 6, c, d, sont proportionnelles à d'autres longueurs a', b\ d^ cT 9 quand, comparées deux à deux, elles présen-
tent des rapports égaux. Par ex. : lorsque a étant les - de d^ b
est les - de 6', c les - de c'.
154. Si les longueurs données sont mesurées avec la même unité on peut évidemment, d'après la définition ci-dessus (no 132), considérer dans les égalités telles que (!) et (2), au lieu des lignes ellrs-mêines, les nombres qui expriment leurs longueurs. En se plaçant à ce point de vue, on traite ces égalités comme les égalités ordinaires entre les nombres abstraite, et on effectue sur les termes des rapports toutes les opérations de l'arithmétique.
Toutes les propriétés des rapports étudiées en arithmétique s'appliquent évidemment aux rapports géométriques ainsi envisagés.
On rencontrera souvent dans ce livre des produits tels que celuici: ABxGD. Gomma on ne saurait attacher aucun sens précis au produit de deux lignes^ on indique par cette notation le produit des nombres qui expriment les longueurs des lignes ÂB, CD.
MN" indique le carré du nombre qui exprime la longueur de la ligne MN.
154 bis. Une ligne MN est dite moyenne proportionnelle entre deux autres lignes AB, CD, quand on a Tégalité
AB _MN MN~ CD
ou bien quand on a entre les nombres qui expriment les longueurs de ces lignes cette égalité équivalente :
MN^^ABxCD.
AB MN 13S. Principe. De l'égalité Trp; = tjt: (0 ^^ P^w^ conclure iw-
médiaiement celle-ci .• AB x PQ = MN X CD, e^ réciproquement. En e£fet, en réduisant les deux rapports au même dénomina-
. ,,.,,,, , ABxPQ MNXCD
teur suivant la règle générale, on trouve: ^^^^ = CD xPO ^
d*où résulte cette égalité :
ABXPQ = MNXCD.
LITRE m.
156, Priwcifb. Une ligne AB étant divisée au point G dans un ï c F certain rapport^ on ne peut pas déplacer le
LIGNES PROPORTIONNELLES
Tbéorcine.
V £57. Toute ligne parallèle à Vun des côtés d'un triangle divise les autres côtés en parties proportionnelles.
Si DE est parallèle à BG, 7:^ =177;.
Do Jitl
Supposons que le rapport de AD à DB soit - , c'est-à-dire qu'une
commune mesure AI soit contenue 4 fois dans AD et 3 fois dans DB. AD étant divisée en 4 parties égales à AI, et DB en 3, menons
par chaque point de division une parallèle à DE ou à BG ; AE sera ainsi divisée en 4 parties, et EG en 3; je dis que les 7 parties de AG sont égales entre elles. Pour le prouver, je mène par chacun des points de division F, H, M,... line parallèle à AI que je termine à la parallèle horizontale inférieure. Je forme ainsi des triangles tels que AIP, qui sont égaux entre eux. Par ex.: AIF = J\JNE; en effet, MN=DS (côtés opposés d'un parallélogramme), etDS=AI par construction; donc MN=AÎ, PangleNME=IAF (correspondants); l'angle MNE=AIF (r:ôtés parallèles et dirigés dans le même sens) \ les deux triangles
8A COUP.S DE GÉOMÉTUIE.
sont donc égaux, et ME = AF. Chaque partie de AG étant égale à AF, AF est une commune mesure contenue 4 fois dans AE et 3 fois
dans EC. Le rapport de AE à EC est - comme celui de AD à DB.
Ces deux rapports sont donc égaux. C. Q. F. D. * Ce raisonnement démontre le théorème pour tous les cas où il y a une commune mesure, si petite qu'elle soit, entre les segments AD, DB du môme côté AB; ce théorème est donc vrai en général.
AD AE IZH. Corollaire. —-==-—. En effet, il résulte de notre dé-
AB AG
monstration que le rapport de AE à A G comme celui de AD à AB
est égal à -. On voit de même que le rapport deEC à AG est égal
à celui de DB à AB. *
Tliéorcmc.
159. Toute droite qui divise deux côtés d'un triangle en partiei proportionnelles est parallèle au troisième côté.
Par exemple, si le rapport de AD à DB est égal au rapport de
AE à EC, DE est parallèle à BG. En effet, la parallèle à BC, qui passe par le point D, doit^ d'après le théorème précédent, rencontrer AG en un point qui divise cette ligne dans un rapport égal à celui de AD à DB, c'est-à-dire précisément comme elle est divisée au pointE. Ce point de rencontrie n'est donc autre que E (n** 136), et la parallèle en question n'est autre que DE.
Tltéorcme.
"^140. La bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté op' posé en parties ou segments proportionnels aux côtés adjacents.
Si AD est la bissectrice de Tangle BAC, on a --=—.. (i)
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Pour le démontrer^ je mène par le point B une parallèle à ÂD^ i; qui rencontre en Ë le côté CA pro-
longé. Dans le triangle CBE, la ligne AD est parallèle à BE; on a donc
légalité de rapports —-=-—. Cette
égalité serait justement celle qu'il faut démontrer [égalité (i)], si AE était égale à AB, c'est-à-dire si le triangle EAB était isocèle. Ce triangle est en effet isocèle; car les angles AEB, CAD sont égaux comme correspondants; les angles ABE, BAD sont égaux comme alternes internes; or les angles CAD, BAD sont égaux par hypothèse (AD bissectrice); donc Tangle AEB = l'angle ABE; le triangle A BE est isocèle et AE = AB. En remplaçant AE par AB dans l'égalité BD AE BD AB ^ . _, _
dg = âg'"""dg = âg'^-^-^-^-
On démontre de la même manière que la bissectrice AI de Fangle BAE extérieur au triangle ABC, rencontre le côté opposé
CB prolongé en un point I, tel que — = — (on mène par le [
oint B une parallèle à AI).
141. Réciproquement : Si un point D divi^ un côté BG d'tin triangle ABC en parties proportionnelles aux côtés adjacents AB, AC, la droite AD est la bissectrice de Vangle A.
En effet, la bissectrice de Tangle A doit rencontrer BC en un point qui divise cette ligne dans un rapport égal à celui de AB à AC, c'est-à-dire précisément comme elle est divisée au point D. Ce point de rencontre n'est donc autre que D (n» 136)^ et la bisseo-» trice n'est autre que AD, C. Q. F. D.
DES POLYGONES SEMBLABLES
^ 142. DÉFINITIONS. Deux triangles sont semblables quand ils ont les angles égaux chacun à chacun^ et les côtés homologues proportionnels.
Les côtés homologues sont ceux qui sont opposés à des angles égaux.
113. En général, deux polygones sonisemblablei quand ils ont les angles égaux chacun à chacun, et les côtés homologues proportionnels.
Les côtés homologues sont ceux qui sont adjacents à des angles ée;aux chacun à chacun.
Théorème.
i 44. Une droite DE parallèle à Vun des cutis d*un triangle ABC détermine un second triangle ADE semblable au premier.
En efifet, on voit d*abord aisément que les triangles sont équî-
angles. L'angle A est commun, Tangle D et l'angle B sont égaux comme correspondants ; il en est de même des angles E et C.
La ligne DE étant parallèle à BC, le rapport de AD à AB est égal à celui de AE à AC.
Menons El parallèle à AB; le rapport de AE
^ 2 <^ à AG est égal à celui de BI à BC, ou bien,
au rapport de DE à BG, puisque ^^^'^^î^^^Tp^un- ^^
deux triangles ADE, ABC ayant les angles égaux et les côtés homologues proportionnels sont semblables.
Divers cas de similitude des triangles»
148. Il n'est pas nécessaire de savoir à priori, ou d'avoir démontré que deux triangles remplissent toutes les conditions indiquées dans la défmition de deux triangles semblables pour affirmer leur similitude; certaines de ces conditions étant remplies, on peut en conclure que les autres le sont et que les deux triangles sont semblables. Voici les cas principaux qui peuvent se présenter :
On peut affirmer que deux triangles sont semblables
V Quand ils sont équiangles,
2** Quand ils ont les côtés homologues proportionnels;
3® Quand ils ont un angle égal compris entre côtés proportionnels.
On peut ajouter que deux triangles sont semblables quand ils ont les côtés parallèles, ou quHls les ont perpendiculaires chacun à chacun.
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Théorème.
146. Det£X triangles éguiangles ont les côtés homologues propor^ (ionnels et sont semblables.
Soient les deux triangles ABC, DEF tels que l'angle A = D,
B = E, C=F; ces deux triangles sont semblables. Pour le démontrer, je prends sur AB une longueur AI = DE, et par le point I je mène IH parallèle à BC. Le triangle AIH est semblable à ABC (144); si je démontre que le triangle DEF est ^ égal au triangle AIH, j'aurai démontré que DEF est semblable à ABC. Or AI=DE par construction ; l'angle A=:D par hypothèse; rangIeI=B = E; les triangles AIH, DEF ont un cdté égal adjacent à deux angles égaux; ils sont donc égaux. DEF est donc comme AIH semblable à ABC.
Rbmarqub. Deux triangles qui ont deux angles égaux chacun à chacun sont éguiangles et semblables.
Deux triangles rectangles qui ont un angle aigu égal sont sem* hlables.
Tliéorcine.
147. Deux triangles ABC, DEF qui ont les côtés proportionnels sont semblables (fig. précédente).
DE DF EF upposonsque — = — = —. (4)
Je prends sur AB une longueur AI = DE, et je mène IH parallèle à BC. Le triangle AIH est S(»mblable à ABC; je vais prouver que DEF=A1H. En effet, ce triangle AIH étant semblable à ABC^ on a
AB~ AG~BG
Mais AI=DE par construction; donc tt: = tt:«
Les deux premiers rapports (i) et (2) étant égaux^ tous les rap-
AU DF porls(2) sont égaux aux rapports (1). — - = r-;; donc AH = DF.
Au iUL
IH EF De même r—- = -— : donc IH = EF.
Les deux triangles AIH, DEF, ayant les trois côtés égaux chacim à chacun sont égaux; DEF est donc comme AIH semblable à ABC.
Théorèmo.
AB AG
AB une longueur Al égale à DE et menons IH parallèle à BG. Le
triangle AIH est semblable au triangle ABC (n** iii); je vais
prouver que DEF=AIH. En eftet, AIH étant semblable à ABC,
Aï AH M • AT A» ♦ ' ixnu Al DE , AH DF —- = ----. Mais AI étant égal à DE, t^ = -71:9 donc — = — AB AC ^ ' AB AB AC AG
et par suite AH = DF. Les deux triangles AIH, DEF, ayant un angle égal (A = D) compris entre des côtés égaux chacun à chacun, sont égaux. Le triangle DEF est donc comme AIH semblable à ADG.
Tlicorcnie.
149. Deux triangles sont semblables quand ils ont les côtés pa* rallèles ou qu'ils les ont respectivement perpendiculaires.
Soient A, B, C les angles de l'un de ces triangles; A', Bf, G', les angles de l'autre. A et A' ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires; de même B et B'; puis C et G'. Deux angles qui ont leurs côtés parallèles ou perpendiculaires sont égaux ou supplémentaires (n"» 60 et G I); nous avons donc :
A = A' ou A + A' = 2 droits.
B = B' ou B 4- B' = 2 droits.
G = C' ou C 4- G' = 2 droits.
Or les trois égalités (2) ne peuvent pas être vraies en même temps;
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car la somme des angles des 2 triangles vaudrait 6 droits. Deux de ces égalités (2), les deux premières par exemple, ne pourraient pas élre vraies non plus; car la somme des angles des deux triangles vaudrait 4 droits -|-C-{-(^'; ce qui ne peut pas être, puisque cette somme est égale à 4 droits. Deux des trois égalités (2) au moins, les deux premières par exemple étant fausses, on a A=:A', B=B'. Les deux triangles proposés ayant deux angles égaux chacun à chacun, sont équiangles et semblables.
Rbmahqdb. Avec C=C, on pourrait avoir C-(*C'=2 droits; alors G et G' seraient droits et les triangles seraient rectangles.
POLTGOnBS SEMBLABLES.
Tltéorème,
-^150. Deux polygones semblables sont décomposables en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés.
Je décompose les deux polygones en un même nombre de triangles par les diagonales issues des sommets homologues À et a.
1 fi ■ \ I
{• Les deux triangles ABC, abc sont semblables comme ayant
un angle égal (B=:6) compris entre côtés proportionnels. T Les
triangles CAD, ead sont semblables : en effet, de la similitude des
triangles ABC, abc y il résulte que l'angle BCA= bca; retranchons
respectivémentBCA et bca des angles égaux BCD^ bcd des polygones;
il reste Tangle ACD=acd. A cause de la similitude des triangles
AC CD
entre eux; — = — r-. Les triangles ACD. acd ont donc un angle ae cd o 7 o
égal compris entre des côtés proportionnels et sont semblables. On démontre de même que les triangles DAE, dae sont semblables. Ainsi de suite jusqu'aux triangles AFE,afe qui sont dans le même cas que ABC et aOc.
On peut choisir le sommet que Ton veut pour le joindre à tous les autres : donc, en général^ les diagonales homologues de deux polygones semblables sont iwojportionnelles aux côtés homologues.
iSi. RECIPROQUE. Deux polygones ABCDEF, abcdef^ décompO' sables en un même nombre de triangles semblables et semblablement disposés y sont semblables (fig. ])récéd.).
Kn effet, la décomposition ayant lieu comme sur notre figure, si Ton compare les angles des deux polygones, chacun à chacun, on les trouve deux à deux égaux entre eux, slls sont simples, l\ = b, F=^ ou composés d'angles égaux, comme A et a, G et c, etc.; ces polygones sont équiangles. Ensuite, les triangles semblables étant comparés successivement el par ordre, on a
AB_BG_AC_Cl)_AD__DE
ub 6c ac cd ad de' ''
nos polygones déjà équiangles ont les côtés homologues proportionnels; ils sont donc semblables.
Théorèine.
152. Le rapport des périmètres de deux polygones semblables ABCDEF^ abcdef^ est égal à celui de% deux côtés homologues quel" conques.
r ir* a;p r ^B BC CD DE
Ln effet, on a, par définition, — ^- = -7-=— -=-r-=s
^ ab oc cd de
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EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
4. Des parallèles en nombre quelconque interceptent sur deux droites qu'elles rencontrent des segments proportionnels.
5. l>es droites issues du mdme point interceptent sur deux droites parallèles des segments proportionnels.
3. Si deux droites parallèles et inégales sont dif isées dans le môme sens et dans le même ordre en parties proportionnelles, les droites qui Joignent les exlrèmilcs et les points de diyisioo correspondants concourent au même point.
4. Démontrer par les triangles semblables le ibéorème de Texercice 41 du 4** liyre.
Id, le théorème de Texercice 47 du 4* lifre
6. De» parallèles comprises dans un angle A forment des trapèzes dont on trace les diagonales. Le point de rencontre des diagonales de chaque trapèze est sur la droite qui passe par les milieux de toutes les parallèfes et par le sommet A.
7. Deux parallèles coupées par des droites issues du même point forment des trapèzes dont on trace les diagonales, l^s points d'intersection de ces diagonales sont en ligne droite.
8. La ligne qui Joint les milieux des diagonales d'un trapèze est égale à la deonidiflTérence des deux bases.
9. Si deux triangles inégaux ont les cètés parallèles, les droites qui Joignent les sommets homologues concourent au même point.
iO. On Joint un point à divers points A, B, C, D, E,... d'une droite AE, et on
marque sur les droites OA, OC, OC,... ou sur leurs prolongements, des points
Oa 06 Oc . , ,
a, 6, c,... tels que — = — = — ,... Les pomts a, o, r, a... sont en ligne droite.
OA OB OC
44. Si la droite AE est remplacée par une circonférence, les points a^ b, c, d...
sont sur une même circonférence.
42. Si la droite AE est remplacée par un polygone ABCDEF, dont on ne joint que les sommets au point O, les points a, 6, c, d, «, f, sont les sommets d*un polygone abedef semblable à ABCDEF. (Faites la fig,)
4 S bis. Si, dans les trois cas précédents, on prend les points a, b, c, d,.,. sur les prolongements de AO, BO, CO... au delà do 0, les mêmes conclusions sont vraies.
Centre de similitude. Le point est ce qu'on nomme le centre de similiiude directe ou inverse des deux figures.
43. Sur les cêtés homologues AB, ab^ de deux polygones semblables, on marque
AM MR deni points M et m tels que — = '-t • Les droites qui joignent respectivement M et
am mo
m aux sommets des deux polygones décomposent ceux-ci en triangles semblables chacun à chacun.
44. Les droites qui joignent deux points M cl m. intérieurs ou extérieurs aux
AM M
nèmcs polygones, tels que — = — et l'angle A>l G =:am&, aux sommets de ces po-
am tnb
Ifgones, déterminent de même des triangles semblables chacun à chacun.
AP Ml
16. Un point G de la droite AB étant tel que — = — , on abaisse sur une droite
MNles perpendiculaire» AA', BB'. CC'. On a CC'x(wi-|-n)=AA'xn + BB'Xw.
46. La perpendiculaire abaissée du point de concours des médianes d'un triangle sur une droite quelconque est le tiers de la somme des perpendiculaires abaissées des trois sommets sur la mémo droite.
47. Les tangentes communes extérieures menées à deux ciroonférences rencontrent la ligne des centres au môme point 1. Les tangentes communes intérieures la rencontrent au même point t.
48. Toute droite qui Joint les extrémités de deux rayons parallèles quelconques passe au point I (Ex. 47) si ces rayons sont dirigés dans le même sens, ou au point t si ces rayons sont dirigés en sens contraires.
49. Déduire de cette propriété une manière de tracer une tangente commune à deux circonférences.
50. Le centre du cercle circonscrit à un triangle, le point de concours des médianes^ et le point de concours des hauteurs sont trois points en ligne droite, dont le 2* divise la distance du 4*' au 3* dans le rapport de 4 à S.
Tliéorcme.
•*/- 183. Si du sommet de P ongle droit d'un triangle rectangle ABC, on abaisse une perpendiculaire AD sur r hypoténuse : i* cette per^ pendiculaire est moyenne proportionnelle entre les segments qu'elle détermine sur l'hypoténuse : 2* choque côté de Vangle droit est moyen proportionnel entre l'hypoténuse entière et le segment ad* jacent
BD _ AD, Qo Ë^ _ :^ t — — —
AD "" D(/ ''' AB "" Dii' ® AC ~" DC*
Ces égalités résultent de la similitude des triangles BAD, DAC, ^ BAC que nous allons démontrer. 1* Les trian-
gles BAD, BAC sont semblables; en effet, ils sont tous deux rectangles, et ont Tangle aigu commun; le troisième angle BAD, (i), du ^***'^ premier, est donc égal à l'angle C, (1), du second. 2' Los triangles DAC, BAC sont semblables; car ils sont tous deux rectangles et ont Tangle C commun; le troisième angle DAC, (2), du premier, est égal au troisième angle B, (2), du second. 3" Enfin, les deux triangles BAD, DAC, rectangles en D, ont les angles (1) égaux entre eux, et (2], idem. Les triangles BAD, DAC, étant semblables,
LivftE m. y«^
nû opposé à l'angle (1) dn premier est à AD opposé & Tangle (1) du second, dans le même rapport que AD, opposé à Tangle (2) du premier, est à DC opposé à l'angle (2) du second*
BC_AC
ÂG~Ï)C- ^^^
En réduisant au mênne dénominateur les rapports de chacune des égalités précédentes, on en déduit les égalités respectivement équivalentes (n® 43?0 :
ÂD* = BDXDG t^ (4)
aB' = BGxBD U (5)
AG* = BGXDG /'a'- (6)
Conformément à ce que nous avons dit dans les préliminaires (134), il faut dans ces dernières égalités regarder AD, BD, DC,.., comme étant les nombres qui expriment les longueurs des lignes appelées sur la figure AD, BD, DC,... Ces égalités s'emploient préféroblement quand on traite par le calcul des questions de géométrie. (>onime chacune d'elles a lieu entre les valeurs numériques de trois lignes, elle peut servir à calculer l'une de ces valeurs numériques quand on connaît les deux autres f ).
{♦) A ce point de vue, chacune des égîiliiés (4), (5), (6) est ce qu'on nomme en algèbre une formule. Les notations AD, BD, DC... représentent des nombres de ia même manière que a, b, c... en algèbre. Les calculs qu'on fait pour établir les théorèmes suivants sont de véritables opérations algébriques.
Application. BD = i 6 millimètres ; DG = 9 millim. ; trouver AD, BC, AB, AC.
1' BC = BD -j- DG = 25 millimètres.
2* ÂD* =BDxDC = lCx 9 = i4i; AD= v^i4Î= I2millim. 3' AB* =BCXBD = 25 X 16=-400; AB = )/ÂijÔ = 20 millim. 4' AG* =BCXDC = 25X 9=225; AC =>/2Ï5 = 15 millim.
La combinaison des égalités (4), (5), (6) conduit à d'autres relations utiles entre les valeurs numériques des mêmes lignes. Voici la plus remarquable :
Théorème» '-^dO'v^ ^M^a/v\j.c
iS4. Les trois côtés d'un triangle rectangle ayant été mesurés avec la ménic unité linéaire :
Le carré de V hypoténuse est égal à la somme des carrés des côtés de Vangle droit.
Il 8'agit des carrés des nombres qui expriment les lignes indiquées (préliml' naires, n* 134).
BG' = AB* 4- AG* (fîg. précédente).
Pour le démontrer^ j'abaisse du sommet A de l'angle droit une perpendiculaire sur Thypoténuse. D'après le théorème précédent; égalités (5) et (6),
BG X BD = ÂB*
BG (BD + DC) = AB* + ÂG
(*) En mettant par la pensée des nombres à la place de BD et de DG, on coin* prend aisément ce calcul. Si par ex. BD et DC ont les. valeurs précédentes, BD=tft
et D(:=9, BC=9+1G : en additionnant (5) et (6> (n* 153), on aîiî'+Âc'^ IG fols BC+9 fois BG; ce qui fait bien BG XUG + 9) ou BG X BC.
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ce qui revient à
BGxBCou B?=ÂÏÏ* + ÂG* (7) C.Q.F.D.
Corollaire. De l'égalité BG* = ÂB* + lû^ résulte celle-ci :
AB* = ÏÏC* — A?.
Le carré d*un des côtés de l'angle droit est égal au carré de V hypoténuse y moins le carré de l'autre côté.
Applications. Faisons encore une application des formules (4), (5), (6), (7). Soient AB=4 mètres; AC=3 mètres; on demande les valeurs numériques de AD, BD, DG, BC.
Bc'=3«+4' = + 16=25; BC=V^25"=5 mètres. BG étant connu et ÂB donné, d'après la formule (5)^
>f5i4«=6xBD; d'où BD=^.
De même l'égaUté donne
/f^ 3« = 5xDGi d'où DC = ^
Enfin Tëgalité (4) donne
AB
Aucune ligne ne peut être contenue un nombre entier de fois dars AG et un nouibre entier de fois dans AB, puis^qu'll n'existe pas deux nombres entiers dont le quotient élevé au carré suit égal à 2 [Aritfi,, n*" 269); autrement dit, AC n'a pas de mesure commune avec AB. Le rapport de AG à A3 est égal à
^qni ne peut pas t'ëvaloer eiactement ; c'est ce qa'on appeHe un Dombn incommensurable. Maison peut révaluerà moins de 0,1, de 0,0i,... aTecTap* proiimatlon que l'on veut. (V. V Arithmétique,)
■^ 155. Il existe entre les valeurs numériques des côtés d'un triangle obliquangle (non rectangle) des relations que nous allons faire connaître. Ces relations sont fondées sur lès deux principes suivants que l'on démontre en arithmétique ou en algèbre.
V Principe. Le carré de la somme de deux nombres est égd au carré du premier nombre, plus le carré du second, plus deux fois le produit du premier par le second.
(a +6)2= a* + 62 + Sa*.
2* Principb. Le carré de la différence de deux nombres est égal oa carré du premier nombre, plus le carré du second, moins deux fois le produit du premier par le second.
(a— *)« = a* + i» — 2ax*.
DEFINITION. On appelle projection d'une ligne AB sur une autre
ligne XY, la partie ab de XY comprise entre les pieds des perpendiculaires^ abaissées sur XY des extrémités de AD.
Dans la figure suivante 6D est la pro- _ jection d(3 BA sur BC, et DC la projection ^ de AG. Un point, tel que B, qui est sur la ligne de projection» est lui-même sa projection.
Tltéorèiue.
ISG. Le carré du côté d'un triangle opposé à un angle aigu est
égal à la somme des carrés des deux autf^ côtés du triangle , moins deux fois le produit de l'un de ces derniers côtés par la projectiof^ de l'autre sur celui-là,
AÏ? = ÏB* + ÏÎG* — 2BCX BD.
(*) Ce premier principe est démontré en arithmétique*
LIVBE III.
II t'aglt des nombres qni expriment les lignes indiquées, et des carrés de nombres. (Prélim.,n* 13t.)
Dans le triangle rectangle ADC, on a
ÂG* = AD*+D(?. (I)
Mais DC=BC — BD; diaprés le 2« principe n* 135,
D? = BG* + BD* — 2BCX BD
Remplaçant DG par cette valeur dans l'égalité [\)y on trouve :
AG* = ÂD* -f BG* + BÏr — 2BG XBD.
Mais AD -f ^^ = Ab (triangle rectangle BAD). En rempla-
Qant dans l'égalité {% AD + BD par AB% on obtient : AG* = B? + ÂB* — 2BGXBD. C.Q.F.D.
Il peut arriver que la perpendiculaire tombe en dehors du triangle comme dans cette figure.
Si Ton y considère le côté AG opposé à un angle aigu B, on n'en a pas B moins
Atr = AB' + B(r — 2BCXDB.
Pq effets le triangle rectangle AGD donne
âg*=.âd*-|.dg\
Hais DG = DB— BG; donc D? = DB* + BG* — 2BG X DB.
On remplace DG par cette valeur dans (1), et on achève comme précédemment.
^8 GOUBS DE GÉOMÉTRIE.
Thcorcmc.
157. Le carré du côté d*un triangle opposé à un angle obtus w \^ égal à la somme des carrés des deux autres côtés, plos deux fois l ^ produit de Vun de ces derniers côtés multiplié par la projection
l'autre côté sur celui-là.
ÂB* = Xg* + B(? + 2BC XGD (fig. précédente).
Dans le triangle ABD, on a
ÂB* = ÂD* + DB*. (1)
Mais DB = DC -f- BG ; donc, d'après le 1*' principe indiqué n» 155, ÏÏB^ = U(? + ÛG* + 2DG X BG.
En remplaçant DB par cette valeur dans (l), on a
AÏÏ^ == AU^ + DG- + BG* + 2BG X DG
Ma s AD" + L)<^= AG" (triangle rectangle ADC); en remplaçant AD -f- L)G par AG , on a enfin
ÂB^ == AG* + ÏÏC^ +2BGXDC. G. Q. F. D.
Remarque. Chacune des égalités qui concernent les côtés d'un triangle non rectangle comprend les valeurs numériques de quatre lignes; de sorte que chacune de ces égalités, prises isolément, ne peut donner une de ces valeurs que si on connaît les trois autres.
158. Des trois derniers théorèmes résulte le principe suivant :
Suivant que le carré du nombre qui exprime le plus grand côté d'un triangle est égal à la somme des carrés des nombres qui expriment les deux autref côtés, ou est plus petit, ou est plus grand que cette somme, le plus grand angle du triangle est droite ou aigu, ou ohtus,
1" Exemple. Les côtés d'un triangle sont 5 mètres, 3 mètres, i mètres.
Ce trlanglç est rectangle, puisque le carré du plus grand côté d*nn triangle
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M'est égal à la somme des carrés des deux autres qae dans le cas où le pîus grand angle est droit. (Voir les autres cas.)
RiHABQUS. Un triangle est rectangle quand set côtés sont respectivement proportionnels aux nombres 3, 4, 5.
En elTet, ce triangle est semblable à un triangle dont les côtés auraient des longueurs respectivement égales à 3, 4, 5.
De là un moyen très-simple et souvent employé de construire une éqnerre on de mener une perpendiculaire sur le terrain.
2* Exemple. Les trois côtés d*un triangle sont S", 7", 8".
ou 8« < 7 Vf 5«.
Le plus grand angle de ce triangle est aigu, puisque c'est dans cette hypothèse seulement qu'on peut avoir 8*< 7'+ 5^ a* Exemple. Les côtés d'un triangle sont : 6", 7", 10".
Le plus grand angle de ce triangle est obtus (même démonstration).
Théorème.
ift». Si ron joint le sommet A d'un triangle Â6G au milieu I du côté
opposé BG, on a entre les carrés des nombres qui expriment les côtés et la médiane Al, la relation suivante:
En effet, dans le triangle AIB, l'angle 1 étant aigu« on a
AB*=Ar+DI--2BIxiP. (1){n* I5G).
L'angle I du triangle AIG étant obtus, on a
ÏC*=ÂÏ*+ ÏC*+21GxID.
Ajoutant cea égalités membre à membre, on trouve, en ayant égard à ce qoe Bl = IC,
AB'+ AC*=2Ar+2Br-
_^ COUnS DE GÉOMÉTRIE.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer.
SI. On construit deux carré<i AIiDR, ACGF, «ur les côté* de l'angle droit A tfw triangle rectangle, pui< on mène les droites BG et CB et la hauteur correap^ondanf à l'hypoténuse. Ces trois droites concourent au même point.
S3. Le carré d'un des côtés égaux d'un triangle isocèle est égal au carré d'oot transversale issue du sommet, plus le produit des segments de la base.
93. La somme des carrés des cétés d'un parallélogramme est égale à la somme des carrés des diagonales.
SV. La somme des carrés des côtés d*un quadrilatère quelconque est égale à la somme des carrés des diagonales augmentée de quatre fois le carré de la droite qui joint les milieux 6ws diagonales.
25. Dans un trapèze, la somme des carrés des diagonales est égale à la lorone des carrés des côtés non parallèles, plus deux fois le produit dos côtés non parallèles.
96. La somme des earrés des côtés d'un triangle est triple de la somme des carrés des lignes qui joignent ses sommets au point de concours des médianes.
97. Dans an quadrilatère, la somme des carrés des diagonales est double de la somme des earrés des lignes qui joignent les milieux des côtés opposés.
160. Voici (le nouvelles formules qui ont lieu également entre quatre lignes, mais qui concernent les sécantes et les tangentes d'un cercle.
Th-dorèmc»
1 1 • Sty d'un point pris dans le plan d'un cercle^ on mène des
sécantes^ le produit des distances de ce point aux deux points d 'm-
tersection de chaque sécante avec la circonférence, est constant
quelle que soit la direction de la sécante,
V Le point donné peut être dans le cercle.
Je mène par le point deux sécantes quelconques AB, CD, et
je trace CB, AD. Les triangles COB, AOD, sont semblables; car les angles en opposés par le sommet sont égaux; l'angle A et Tangle C
ont même mesure f-BDj; de même l'angle
B = Tangle D. Donc le côté OB opposé à Tangle C est à OD opposé à l'angle A, dans le même rapport que OC opposé à l'angle B est à OA opposé à l'angle D;
LIYBE III.
~- = — -. En réduisant ces rapports au même dénominateur
OB_OC LOD""OA
^ (n* 135), on trouve les numérateurs égaux OBx OA = OC x OD. fU ^ produit des segments de la première sécante est égal au pro- ^ duit des segments de la seconde. On peut comparer ainsi une precP mière sécante AOB successivement à toutes les sécantes qui pas* ^ S€Ut par le point 0. Le produit des segments de chaque sécante est donc le même quelle que soit la direction de la sécante.
— = -=-; d'où l'on déduit (n' 135) ABxAD = ACxAE. Le
2* Le point peut être donné hors du cercle.
Par un point donné A quelconque extérieur au cercle, je mène
les sécantes ADB, AEG et je joins, DC, EB. Les triangles ABE, ADG ont Tangle A commun,
Taugle B = Tangle G (même mesure â ^^)'
ces triangles sont donc semblables. On en conclut que le côté AB opposé à Tangle AEB est à AG opposé à ADG, dans le même rapport que AE opposé à Tangle B est à AD opposé à Tangle G. AB_AE
JVC ""AD'
produit de la V* sécante par sa partie extérieure est égal au produit de la â* sécante par sa partie extérieure. En comparant successivement la même sécante ADB à toutes les sécantes qui passent par le point A, on obtiendrait évidemment le même résultat. Le produit d'une sécante issue de A par sa partie extérieure est donc constant quelle que soit la direction de la sécante.
3* L^une des sécantes peut devenu^ tangente.
Si Tune des sécantes ACB restant fixe, l'autre tourne autour du
point A, jusqu'à devenir tangente en D à la circonférence, les deux points de rencontre finissent par se confondre en D, et les deux distances de A à la circonférence, comptées sur la même sécante, se confondent en une seule AD. Le pro« duit étant le même, on a encore, à la limite,
ABxAG = ADxAD ou ABxAG= AD*. De là cette proposition ;
102 coins DE GÉOMÉTRIE.
Théorème.
1G2. Si Von mène par le même point A une tangente et divenei iicanteiy le carré de la tangente est égal au produit d*une sécante quelconque par sa partie extérieure.
Autrement dit : La tangente est moyenne proportionnelle entre une sécante quelconque et sa partie extérieure (134 bis).
Ce théorème peut d'ailleurs se démontrer directement :
Menons DB^ DC. Les triangles DAC, DBA sont semblables; car l'angle A est commun, Pangle ADC et l'angle ABD ont la môme mesure. En comparant les côtés homologues, on vérifie aisément
AB AD
que — = — ; d'où Ton déduit (a* 135), AB X AC = AD .
AU J\\ji
RÉCIPROQUES. Si deux droites données AOB, COD (n"* IGl^ 1*) se coupent de' telle manière que les produits OÂxOB et OCx OD soient égaux, les quatre points Âyh, C, D appartiennent à la même circonférence.
En elTet^ faisons passer unecirconfèrencti par les trois points A, B^ G, et désignons un instant par D' le second point de rencontre de cette courbe avec la droite CO. En vertu du théorème précédent^ AOxOB=OCxOD's on a, par hypothèse, AO X OB = OC x OD ; donc OC x OU = OC x OD', et OD = Off. Le point D' n'est autre que le point D.
On démontre de la même manière les réciproques des proposiUons 2* et 1* (n» 162).
EXERCICES
Théorèmes à démontrer»
38. La somme des carrés de deux cordes qui se coupent en D' à angles droits daM un cercle est égale au carré du diamètre, plus le carré de la plus petite oorde qui pisse par D'.
29. Deux sécantes qui se coupent à angles droiis en N hors du cercle, produisent deux cordes dont la somme des carrés est égale au carré du diamètre, moins quatre fois le carré de la tangente menée de N à la circonféreuce.
30. Dans un triangle quelconque, le produit de deux côtés est égal au carré du diamètre du cercle circonscrit multiplié par la hauteur abaissée sur le troiiième côté.
34. Dans un triangle ABC, le produit de deux côtés AB, BC est égal au carré de la bissectrice AD de l'angle A plus le produit des segments BD et DC du troisléffle côté BC.
UVRE III
32. Dans un quadrilatère circonscrit le produit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés opposés.
33. Si on coupe les trois côtés d'un triangle ABC par une transversale E,D,F quelconque, le produit de trois segments uoo adjacents est égal au produit des trois autres.
On appelle segments les dislances du sommet de chaque angle aux points d'intersection de la transversale et des côtés (S cas).
34. On joint un point O aux trois sommets d'un triangle ABC, et on prolonge les lignes OA, OB, OC à la rencontre des côtés opposés nc, AC, SA en D, E, F. Le produit de trois segments non adjacents ainsi déterminés est égal au produit des trois autres.
35. Trois points donnés sur les côtés d'un triangle ou sur leurs prolongemenU: sont tels que les produits des trois segments non adjacents qu'ils déterminent sur ces côtés est égal au produit des trois autres. Ces trois pointa sont en ligne droite, on sont tels au'en les Joignant aux trois sommets du triangle, on obtient trois droites qui concourent au même point, suivant que le nombre des points donnés est tm/>atr (4 ou 3} sur les proiongements des côtés, ou impair (\ ou 3) sur les côtés euxmêmes.
LiEox câOMÉTBiQUES. — On déterminera ou on vérifiera chaque lieu indiqué, et on complétera chaque énoncé, de manière à rendre Vindication du lieu tout à fait précise. (On dira quelle est la droite ou la circonférence annoncée.)
36. Le lieu des points, tels que le rapport des distances de chacun à deux droites données est un nombre donné, est une ligne droite.
37. Le lieu des points, tels que le rapport des distances de chacun à deux points flxes A et B est un nombre donné, est une circonférence.
38. Le lieu des points, tels que deux circonférences données sont vues de chacun tous deux angles égaux, est une circonférence
39. Un triangle ABC rectangle en A se meut dans un angle droit XOY, de manière qae les sommets B et G glissent sur OX et OY. Le sommet A glisse lui-même sur une droite fixe.
40. Le lieu des points, tels que la tomme des carrés des distances de chacun aux côtés d'un angle droit est constante, est une circonférence.
41. Le lieu des points, tels que la somme des carrés dos distances de chacun à eux points fixes est égal à un nombre donné, est une circonférence.
42. Le lieu des points, tels que la somme des carrés des tangentes menées dé ehacun à deux drconférenoes données est égale à un nombre donné, est une circonférence.
43. Le lieu des points, tels que la différence des carrés des distances de chacun deux points flxes est constante, est une ligne droite.
44. Le lieu des points, tels que la différence des carrés des tangentes menées de diacuo à deux circonférences données est coustaute, est une ligne droite.
45. Le lieu des points, tels que les tangentes menées de chacun à deux circonférences données sont égales, est une ligne droite qui s'appelle Vaxe radical des deux cercles.
46. Les axes radicaux de trois cercles quelconques sont parallèles ou concoui en t lu même point.
iOi
COURS l>Ë GÊOMÉTAIE.
le poini dtà concours des axes radicaux de trois cerclei t'appelle centré radieai»
47. L'aie radical de deux circoorerenoes est le lieu des centres des circoofèreoeai quicoupeul à angles droits les deux circonrôrences données.
48. Toutes les circaurérences qui coupent à angles droits deux circonférenoes données ont pour axe radical commun la ligne des centres de ces deux circunfé* rences.
49. Le point de concours des hauteurs d'un triangl» esJt le centre radical des circonférences qui ont -ses côtés pour diamètres.
50. Le centre du cercle inscrit à un triangle est le centre radical des elreenférenees déciites des sommets A^ B, C comme centres tTCC les rayons p — BC, P'^AC, p^AH (p demi-périmètre)»
Problème.
T- 165. Divisef H ne ligne donnée AB en un certain nombre depwr^
des égales.
Soit à diviser la droite AB en sept parties égales. Par le point
A on mène une ligne indéfinie AX sous un angle quelconque. Sur cette ligne AX, on porte, à partir de A et consécutivement, se[)t longueurs Al... etc. égales entre elleSi ni trop petites ni trop grandes. On joint la dernière extrémité C au point B; puis on mène par le point I une parallèle IH à BC. La ligne AH est la septième par»
AH AI
tie de AB; car
^ = ^. et AI est la
septième partie de AC. On achève en portant consécutivement sur AB, avec le compas, sept longueurs égales à AH, dont on marque les extrémités.
Pour prendre une fraction donnée d'une ligne donnée AB, par exemple les f ^ il suffit d'en prendre le septième, comme tout & l'heure AH, et de porter trois fois cette longueur jusqu'au point D;
AD = ^AB
Problème*
1B4. Diviser une droite AB en parties proportionnelles d troi» lignes données m, n, p.
UYRE III. lOS
Je mène par le poiat A une seconde droite ÀX, sous un angle
quelconque; je porte sur AX, à partir de A, \ et à la suite les unes des autres, des longueurs \V AQ = m, CD = n, DE = p; je joins la ders^\ ^ nière extrémité E au point B; puis par cha- ^ cun des points D et C je mène une parallèle Vi à DE; les deux parallèles ainsi menées DI, \ë CH, divisent AB de la manière demandée.
AG ~ CD "" ÏÏE*
En effet, si Ton mène les parallèles CO et DF à AB, on forme des triangles semblables au triangle AHC. En égalant les rapports des côtés homologues, on a justement les égalités précédentes (CO=IH, DF = IB).
11 est aussi facile de diviser une droite en parties proportionnelles à des nombres donnés, 5, 3, 4, par exemple.
Pour cela, ayant tiré une seconde ligne AX, on prend une longueur arbitraire AM, par exemple, que Ton porte cinq fois sur AX à partir de A ; supposons qu'on arrive ainsi au point G. A partir de C, en continuant, on porte encore trois fois AM jusqu'en D; puis encore quatre fois jusqu'en E. On joint BE, puis on mène les parallèles DI, CH; AB est divisé en parties proportionnelles à AC = 5, CD = 3 et DE = 4 (AM sert d'unité).
Remarque. Cette construction revient à diviser AB en 5 + 3 + 4 ou i^ parties égales, puis à marquer les points où se terminent la 5* et la 8* division.
Problèmo.
165. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes don-
nées m, n, p.
C'est-à-dire qu'il faut trouver une quatrième ligne x, telle que
tn ' 2) Von ait l'égalité de rapports — = i-.
Je trace deuxdroites indéfinies AX, AY; sur la première, je prends
à partir de A, et à la suite Tune de l'autre, les longueurs
AB=m, BG = n, puis sur AY) AD = p; je mène BD; puis par le point G je tire CE parallèle à BD; la ligne DE répond à la question.
En effets la ligne BD étant parallèle
à CE, on a (n- i37), ^ = ^, ou
— =-V; donc DE répond il la question, n DE'
On pourrait prendre les longueurs m et n, toutes deux à partir de A; par ex. : AC = m, AB =n, AE =2/9; la longueur cherchées; serait âD et non DE. Les deux dernières lignes données peuvent ôtre égales; on dit alors qu'il faut trouver une troisième proportionnelle à deux lignes données m, n. Traduisez : trouver une quatrième proportionnelle à ti*ols lignes m, n, p; la construction est la même.
Remarque. Rappelons-nous qu'on doit chercher une quatrième proportionnelle aux lignes m, n, p, quand il faut avoir une ligne
a?, telle que - := — , ou bien mXx = nX py ou bien encore
il X
X = ; car ces trois égalités sont équi valentes.
Problème.
■f / IGC Trouver une moyenne proportionnelle entre deux lignes donnée» m et n.
Il s'agit de trouver une ligne x telle que — = -, ou bien telle
que m X n = ^% ou x = \'m x n ( 1 34 bis).
On peut donner de ce problème diverses solutions fondées sor les théorèmes précédents, dans renoncé desquels il est question de moyenne proportionnelle.
PRBMiiaB SOLUTION. Sur une droite indéfinie, on prend une Ion-
LiynE m.
gueur ÂB=:m, puis BC=n; on construit, sur la ligne AC
comme diamètre, une demi-circon-
férence; on élève au point B sur AC une perpendiculaire BD terminée à la circonférence; BD est la moyenne proportionnelle ' demandée.
En effet, si Top tire^l). PC^n forme un triangle ADC, rectangle en D (n* ilÔllDans^cetnangle ADC, la perpendiculaire DB abaissée du sommet de Tangle droit sur l'hypoténuse^ est moyenne géométrique entre les segments AB = m et DC=n (n* 153^ i''^ C. Q. F. D.
Dbuxièmb solution. Sur la ligne indéfinie XY on prend, à partir du même point A^ successivement, AC = m^ AB = n; sur AC^ comme diamètre, on décrit une demi-circonférence; au point B (m élève sur AC la perpendiculaire BD, terminée à la circonférence; on tire AD; AD est la moyenne proportionnelle entre AC=m et AB = n. En effet, dans le triangle rectangle ADG, un côtédeTangle droit AD est moyen proportionnel entre l'hypoténuse entière AC, et le segment adjacent AB (153, S»).
ÎROisiàMB SOLUTION. Sur une ligne indéfinie on prend, à partir du
môme point A, successivement AB=m, puis AC = n; sur CB=AB — AC, comme corde, on décrit une circonférence; du point A on mène une tangente AD à cette circonférence; AD est la moyenne proportionnelle cherchée.
En effet, d'après un théorème précédent (n* 1 C2)
ÂD* = AB X AG = mx w.
Problème*
7 4.167. Partager une ligne donnée ABen moyenne et extrême 9^aison.
Partager une ligne AB en moyenne et extrême i aison, c'est la diviser en deux
porties AC, BC^ telles que la plus grande partie BG soit moyenne proportion'
Me entre la ligne entière AB et Vautre partie AC.
A . , . AB BC
On doit avoir 5j; = -.
Au point A sui^AB. j'élève uoe perpendiculaire AO que je prend» égale à la
^ moitié de AB; du point comme centre avec le rayon OA, je décris une circonférence ; je mèney par le point B et par le centre, la uécante DDE; pul» je prends BC=BD^ au moyen de i^arc de cercle DC; la ligne AC e&t divisée au point C en moyenne et ex»
5 c A tiéme raison.
Eo effet, la sécante B^l et la tangente BA étant Issues du même point, KP BA
m a (n« 162), TJT=îm5- Retrajïchant 1 des deux membres U Ylenl BE BA BÉ— B\ BA— Bl)
BA— BD=BA — BC = CA; la dernière égalité n'est donc autre que celles
UA UD U\ DU
BA et GA.
Remarque. Soit la ligne donnée AB = a; alors AO=-a. Dans le triangle
recUngle AOB, on a BÔ*=bX*+ÂÔ* = û« + ^=:^5 donc B0= \/—
= ^V^. MaisBC = BD = B0-0D = ^V5 — r = 7(V5-l). Le plus grand segment d'une ligne a, divisée en moyenne et extrême raison est égal à^(V^— l).
Problème.
^ 1U8. Construire sur une droite donnée un polygone semblable d un polygone donné.
Sur une ligne ab donnée comme côté homologue à AB, il faut eonstruire un polygone semblable au polygone donné ABGDKP.
Pour cela^ je décompose ABCD£F en triangles par des diago^
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nales issues du même sommet A. Puis avec ab au point b, je fais un angle b égal à Tangle B, et au point a un angle bac égal à l'angle BAC; je forme ainsi un triangle abc équiangle et semblable à ABC. ^.^^
Maintenant avec ac, au point A, je fais un angle cad égal à CAD^ et au point c un angle acrf=ACD; les deux nouvelles droites ainsi menées se rencontrent en rf, et forment avec ac le triangle acd équiangle et semblable au triangle ACD. Sur AD je construis de même un triangle ade équiangle au triangle ADE, et enfin sur ae un triangle o^/* équiangle au triangle AEF.
Le polygone abcdef ainsi construit est semblable au polygone proposé ABCDEF (no 161).
Problème.
1G9, Construire un polygone semblable à un polygone donnée et
dont le périmètre p soit les - du périmètre p de ce polygone donné*
Supposons que le polygone donné soit ABCDEF (fig. précé«
dente). Puisque le rapport des périmètres est le même que celui de
deux côtés homologues quelconques (n** io2)^ si Ton appelle ab le
côté du nouveau polygone homologue à AB, comme " = zt on
ab ^ 5
devra avoir -rrr = );* ou aô = - AB. On construira donc une AB 7 7
ligne aà égale aux ;- de AB (n* 163); puis sur ah, comme côté
homologue à AB, on construira un polygone semblable à ABCDEF (û' 168).
EXERCICES
RBauKQCB. Nous proposons ici des problèmes graphiques et des problèmes numériques à la fois, que nous séparerons pour plus de netteté. Mais le mieux sera de composer chaque devoir, soit de problèmes graphiques et de problèmes numériques, soit alternativement de problèmes des deux genres.
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PEOBLfcHÈS GRAPHIQUES.
et une moyenne proportionnelle entre ces droites
60. Marquer sur AD, tangente en A A une circonférence, un point D, tel que m plus courte distance à la circonrérence soit la moitié de AD.
61. Blarquer sur une droite AD, tangente en A i une circonférence, un point D tel que si on le joint i Textrémité du diamètre AR par une sécante DCR, DB+CB = { (droite donnée).
63. Construire deux droites connaissant leur moyenne géométrique
— et leur somme.
et la moyenne proportionnelle entre a et
68. Une droite est dirisée par un point en moyenne et extrême raiton^ qoaid It plus grande partie est moyenne proportionnelle entre ia ligne entière de l'autre partif*
69. Diviser une droite donnée en moyenne et extrême raison d'après Vex, 63.
70. Trouver le rapport de chaque partie d'une ligne divisée en moyenne etextrèos raison à la ligne entière (n" 167).
71. Deux droites, divisées en moyenne et extrême raison, sont divisées en ptrii* proportionnelles.
73. Par un point intérieur é un angle, mener une droite inscrite lOU, diSt"
niére que— 01=011.
73. — 01 = "- OH, ou — r= — (m et n lignes données). 7 OU n '
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74. — ion soit divisée aa point en moyenne et extrême raison.
Par un point donné 0, extérieur k un angle, mener une droite OUI qui rencontre les côtés en H et en I, de manière que:
ou — ^ — (m cl n droites données
Oïl OU tt ^
76. — que le point I divise OUI en moyenne et extrême raison.
77, 78, 79, 80 et 81. Résoudre les mêmes problèmes 72, 73, 74, 75, 76 en remlaçant l'angle donné par une circonférence.
82. Tracer sur le plan d'un triangle une droite, telle que les perpendieolairrs abaissées des trois sommets, sur cette droite soient proportionnelles à 3, 4 et ô, ou à des lignes données m, n, p,
83. Construire un trapèze connaissant les milieux de ses diagonales, le rapport des bases, leur distance, et un des cétés non parallèles.
8i. Construire un polygone semblable k un polygone donné, ayant un périmètre donné.
85* Inscrire dans une circonférence
un triangle semblable à un triangle donné, 86. — un rectangle semblable à un rectangle donné. 87» — un quadrilatère semblable à un quadrilatère inscriptibto donné.
Circonscrire à une circonférence donnée
un losange semblable à un losange donné.
un quadrilatère semblable à un quadrilatère circonscript%ble donné.
89. Par Tun des points d'intersection de deux circonférences, moner une sécanta Ile que les deux cordes soient égales entre elles.
— soient entre elles dans un rapport donné.
90. Construire un triangle connaissant deux cétés et la bissectrice de leur angle.
91. ^ un côté, l'angle opposé et le rapport des deux autres côtés.
92. — un côté, l'angle opposé et une moyenne proportionnelle entre les deui autres côtés. (L'angle opposé peut être remplacé dans les deux pro* blêmes par le rayon du cercle circonscrit.)
93« — un côté, la bissectrice de Tangle opposé et une moyenne proportionnelle entre les deux autres côtés.
94. — un côté, la bissectrice de l'angle opposé et le rapport des deux autres côtés.
et tangente à une circonférence donnée
98. — interceptant sur une circonrérence donnée une corde de longueur donnée^i ou sous- tendant un segment capable d'un angle donné.
99 — divisant une circonférence donnée en deux parties égales. 400« Décrire une circonférenco passant par on point djnné •— tangente i deox droites données.
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40f . — i nno droite et i une circonféreoce donnèei. 40i. Dèerire une circonréreneo tangente à une droite donnée et à den eireoBtèrences données.
403. Décrire une circonférence tangente A une droite donnée et A deux elrconrèrences données.
404. Construire un triangle ADC, connaissant deux de tes sommets A et B, dm droite qui contient le sommet C, et la somme ou la diiïérence des côtés AB et AG.
405. Trouyer le point d'une droite ou d'une circonférence donnée d'od on Toit deux points donnés sous le plus grand angle possible.
406. Construire deux triangles semblables, ayant un sommet commun, sur deui lignes données en grandeur et en position comme côtés homologues.
107. Construire un triangle semblable à un triangle donné^ ajant set sonnets sur trois circonférences concentriques données.
Problèmes numériques,
408. On prend sur deux droites parallèles deux systèmes de trois points. 4*A.B,C, A', B', G', «• tels que AB = 2".BC=5-, a'b'=4-,24; B'C'=3-,40. Les droites AA', BB', CC'y prolongées, concourent-elles au même point?
•409. Les côtés de Tangle droit d'un triangle rectangle sont 3" et 5"; déterniKT à moins d*un centimètre:
— l'hypoténuse et la hauteur correspondante.
•410. — les projections des côtés de l*angle droit sur Thypoténuse. *''^''-'"'i'^Jmi • 441. -—le rayon du cercle circonscrit et le rayon du cercle inscrit. ArW^i'^
'-J49. •— les segments déterminés par les points de contact du cercle inscrit. '^^ ^443. — les segments déterminés sur chaque côté par la bissectrice de ViMif* opposé.
les trois bissectrices
^45. — les trois médianes.
416. L'hypoténuse d'un triangle rectangle est 3*,5; la hauteur correspondasM est 0*,68. Trouver, à moins d'un centimètre, chacune des lignes indiquées dans Ie> sept problèmes précédents.
' 447. Deux cercles dont les rayons sont 4'",3 et 0",9 se coupent à angles droiUy on demande de calculer *. 4<* la corde commune; 3** la partie de la ligne des centrel comp/ise entre les deux circonférences.
448. Les rayons de deux circonférences et la ligne des centres sont S'fS"*, et 5*»6. on demande si l'angle sous lequel elles se coupent est droit, ou aigu, ou obtus
149. Le rayon d'une circonférence égal à S mètres est divisé par une circonférence concentrique i la 4*^, en moyenne et extrême raison. On demande la longueur d'uflO corde de la grande circonférence tangente à la petite. ^
420. Les côtés d*un triangle étant 3*, 5* et 6*, calculer à 0,01 près
— les segments déterminés surchaque côté par la bissectricede l'angle opposé. 424 . — les segments déterminés sur les côtés par les points de contact du œrclt
inscrit.
le rayon du cercle circonsuit
1S7. — le riyon du cercle inscrit.
^428. Lm rayons de deux cercles sont 5" et 6*; la dislance de leurs centres est 8*. Calculer la longueur de la corde commune, puis la plus petite et la plus longue distance des deux circonférences 9ur la ligne des centres.
DBS POLIGONES REGULIERS.
■•" 1 70. DÉFINITION. On appelle polygone régulier, un polygone qui a ses côtés égaux et ses angles égaux.
En divisant une circonférence en un certain nombre de parties égales, et en joignant ensuite les points de division consécutifs par des droites, on obtient un polygone régulier; car ce polygone a évidemment ses côtés égaux et ses angles égaux. II existe donc des polygones réguliers d*un nombre de côtés quelconque.
On dit qu'un polygone est inscrit dans un cercle quand tous ses sommets sont situés sur la circonférence. Réciproquement, on dit alors que le cercle est circonscrit au polygone.
On dit qu^un polygone est circonscrit à un cercle quand tous ses côtés sont tangents à la circonférence. Réciproquement, on dit alors que le cercle est inscrit dans le polygone.
Tbéorènie.
171. Tout polygone régulier peut être inscrit ou circonscrit à Un cercle.
Soit ABCDEF un polygone régulier quelconque. Par trois sommets consécutifs A, B*, C^ je fais passer une circonférence; pour cela il suflSt d'élever aux points I et H, milieux de AB et de BC, des perpendiculaires qui se coupent en un point 0^ puis de décrire une circonférence E de 0, comme centre avec le rayon OA. Cette circonférence passe par les points A, B, C; je. dis qu'elle passe
aussi par le point D, et par tous les autres sommets du polygone.
Pour le démontrer, jo tire CD, puis je fais tourner le quadrilatère OlICD, autour de OH comme charnière, jusqu'à ce qu'il soit rabattu sur le quadrilatère OHBA. Les angles en H étant égaux comme droits, le côté HC s'applique sur HB, et comme HC=HB, le point C tombe en B; mais alors, l'angle HCD étant égal à HBA, puisque le polygone est régulier, la ligne CD s'applique sur BA, et comme CD = BA, le point D tombe en A; comme d'ailleurs le poin| n'a pas bougé, il se trouve que OD coïncide ^xactement\avcc OA; OD étant égal à OA, la circonférence décrite de u comme centre avec le rayon OA passe par le point D. En la considérant comme passant par B, C, D, on prouve de môme qu'elle passe en E; et ainsi de suite. Cette circonférence passe donc par tous les sommets du polygone; elle est circonscrite au polygone.
C'est la seule qu'on puisse lui circonscrire, puisque le polygone a au moins trois sommets, et que, par trois points non en ligne droite, ou ne peut faire passer qu'une circonférence. 2« On peut inscrire une circonférence dans le polygone. En effet, les côtés AB, BG, CD,... du polygone, qui sont des
cordes égales du cercle OA, sont également distants du centre 0; OI=:OH=OP, etc. Une circonférence décrite du point comme centre avec un rayon égal à OH, passera donc par les points I, H, P;... et de plus sera tangente aux côtés du polygone, puisque ceux-ci sont • perpendiculaires à ces rayons 01, OH, etc. Cette circonférence sera donc inscrite dans le polygone.
On ne peat inscrire que cette circonférenco.
Eli effet, le centre de toute^circonférence inscrite devant être également distant des côtés AB, BC, du polygone, devra se trouver sur la bissectrice de Tangie ABC (48); ce même centre devant être également distant des côtés BG, CD, se trouve aussi sur la bissectrice de l'angle BCD ; ce centre doit donc se trouver à ia rencontre des deux bissectrices. Geiles-ci n'ayant qu'an point commun, il n'y a qu'un centre 0, qu'un rayon 01, et par suite qu'une seule circonférence inscrite.
'Remarque, Le centre de la circonférence circonscrite et le centre
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de la circonférence inscrite à un polygone régulier sont un seul et même point 0; ce point s'appelle le centre du polygone.
Les lignes qui vont du centre à tous les sommets du polygone sont les bissectrices de ses angles.
172. Chacun des angles ÂOB, BOG^ etc., est dit un angle au centre du polygone; tous ces angles sont égaux.
Il y a autant de ces angles au centre que de côtés dans le polygone, et leur somme est égale à 4 droits; chacun d'eux est donc égal à 4 angles droits^ ou à 360 degrés, divisés par le nombre des
4droit8
côtés du polygone, . S'il s'agit par exemple d'un hexagone
^droits 2
régulier, l'angle au centre est égal à — ^— = - d'angle droit.
Réciproquement, connaissant la valeur d'un angle au centre, on peut en condure le nombre des côtés du polygone. Ex. : l'angle au centre d'un polygone régulier est de 45*>; quel est le nombre de ses côtés? 4 droitsrriSCO**; on
écrira = 45»; — =45; doù 360=45» et «= -rr =8.
Tltéorème.
-f- 175. Le rapport des périmètres de dettx polygones réguliers d'un même nombre de côtés est le même que celui des rayons des cercles circonscrits ou des cercles inscrits.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de deux octogones réguliers ayant pour côtés AB, A'B\ et pour centres et 0'. Les périmètres P et P' valent respectivement 8AB et 8A'B'.
Menons les rayons des cercles circonscrits OA, C'A', OB, O'B' eC les rayons des cercles o inscrits 01, 01'. Les angles au centré AOB,
A'CB' valent chacun un huitième de 4 droits (n*" 172) ; ils sont donc égauiiil en est de même de leurs moitiés AGI, A'OT; les triangles rectangles OAJ, O^AT sont donc équiangles et semblables,
AI _ OA _ 01 ^ AT^^O^A'^^OT
COURS DE GÉOUÉTRIE.
Ar~A'b'"'8A'B''"'F'
donc
OA
174. Rrkihqle. Deux poh/ffonet réguliers cCun même nombre de côtii sont des figures leinblables.
ËD effet, 1* les angles sont égaux; car pour obtenir la valeur d'un angle d'un polygone régulier, il suffit de diviser la somme des angles de ce polygone par > le nombre des cAlés; or le nombre des cAtés et U somme des angles sont les mêmes pour nos deux polygones; 2° les côtés sont proportionnels..
puisque AB = DG =
Al( ne CD
Tr = i:r=TT. etc..
CD, etc., et ab=ilic = cd,.... Les polygones sont donc semblables.
Théorème.
Inscrire un carré dam un cercle
On mène deux diamètres AC, tiV, qui se coupent à angles droits; on joint leurs exlrémités par des droites AB, BC...; le quadrilatère inscrit ABCP est un carré. En effet, ses eûtes qui sont des cordes d'arcs égaux sont égaux, et chacun de ses angles, ex. : BAP, est droit comme inscrit dans un demi- cercle.
On obtient un carré circonscrit, PEGH, en menant des tangentes nux extrémités des diamètres AC, BP. En effet, chaque côté du quadrilatère obtenu est égal au diamètre opposé (FH = PB), et se» angles sont évidemment droits.
I7(î. U existe entre la valeur numérique du rayon R et cell^
du cAté du carré inscrit, que nous appellerons c, une relatîua
remarquable. Dans le triangle rectangle AOB, ÂB* = Âô*+ ijB*j
autrement dit : c« = R* + R* = aR»; d'où c = V2R* =7 ^ v'ï-
■ "■ ''■''■ iH--
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Si le rayon est Tunité linéaire, si R = 1, c= v^.
Connaissant la valeur de R, on aura celle de c en évaluant s/^ avec une approximation plus ou moins grande, et en multipliant la valeur de R par le résultat.
Le côté du carré inscrit et le rayon n'ont pas de commune mesure.
Problème.
"f*" 4 77. Inscrire un hexagone régulier dans un cercle donné. A l'aide d'un compas, on inscrit consécutivement six cordes
^ j ^ AB, BC, CD,... égales au rayon; on revient ainsi
// \\ au point de départ, et ABCDEF est un hexagone
On est conduit à cette construction par le raisonnement qui suit :
Supposons le problème résolu, et soit AB le côté de l'hexagone régulier inscrit : menons les rayons AO, OB.
^droits (2
L'angle au centre AOB = — —-=- droit; la somme des autres
2 4 angles A et B du triangle isocèle AOB vaut 2 droits — -=-de
droit. Ces deux angles étant égaux, chacun d'eux vaut - de droit
comme Tangle 0; A = B = 0. Le triangle AOB est équianglc, et par suite équilatéral; AB = AO. C. Q. F, D.
Le côté de V hexagone régulier inscrit dans une cercle est égal au rayon ; c=R.
178. Triangle équilatéral. Pour inscrire un triangle équilatéral,
on marque sur la circonférence les extrémités de six cordes égales au rayon; mais on ne joint les points marqués que de 2 en 2; on trace AC, CE, EA; on obtient ainsi un triangle équilatéral ACE.
En effet, Tare AB = BG = - de la circonf^
2 1 renée; donc l'arc ABC =- = - de la circonférence,
De la valeur numérique du rayon on déduit aisément la longueur du c6lé du triangle équiiatéral inscrit : AC = R^.
Pour le démontrer^ on mène OA^ OB, OC, AB, BC. La figure OABG est un losange; ses diagonales OB^ AC, se coupent donc en deux pallies égales et à angles droits. Le triangle AOI étant rectangle, ÂÔ* = (jr + Xï*; c'est-à-dire ^*=(?)*+(^)* ^"
R* Ai?
= --- + -T- . Multipliant de part et d'autre par 4, on trouve
4R« = R«-f AG*; d'où enfin AG*= 3R« et AC = Rv/3. A^ - ^^1 On obtient la valeur numérique du côté du triangle équiiatéral p^
inscrit en multipliant la valeur du rayon par ^.
On évalue v^3 en décimales avec l'approximation que comporte
la question. Si R = i, AC==v^3. Le côté du triangle équiiatéral inscrit et le rayon n*ont pas de commune mesure.
Problème.
178 hit. Inscrire un décagone régulier dans un eerele.
Supposons le problème résolu et soit ÂB le côté du décagone réguUer Inscrit
AdroiU 2
L'angle au centre =---— ^--dr. Les deux angles à la
lU 5
base, Â et B, du triangle isocèle OAB, Talent ensemble 2^—
AOB = 2'^" - - dr.= - dr. ; donc A=B=- dr . L'angle OBA
ou O
est double de 0. Je divise cet angle B en deux parUes égales
par la ligne Bl; Tangle OBI=0 et le triangle OIE est iso-
cèle ; 01= IB. Dans le triangle AlB, nous avons l'angle ABI=-dr., lAB =7df .;
doncAlBsrî*"— -dr.=-dr.=;;A; le triangle AlB est isocèle et AB=IBi
donc AB=0]. Cela posé, observons que BI étant la bissectrice de l'angle B du
triangle AOB, on a (n» 140} légalité ^S "= H * ^"^ '®^^®°* * ^ "^ S ' * cause dp 00 = OA et de AB = OI. La ligne 01, égale au côté AB du décagone régulier inscrit, est donc le P'us grand segment du rayon OA divisé en moyenne et extrême raison.
Pour inscrire un déC^O^^^ régulier dans un cercle, il suffit de diviser le
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rayon en moyenne et extrême raison, puis de fforter le plus grand segment ÏÏix fois sur la circonférence; on revient au point de déport.
Ayant inscrit le décagone régulier, si l'on joint ses sommets de deux en deux, on obtient le pentagone régulier inscrit. On construit aisément les polygones Inscrits de 20, de 40, de 80... côtes (V. n» 180).
Problème.
ft 99. Un polygone régulier étant inscrit dans une circonférence, circonscrire tsn polygone régulier semblable.
On mène un rayon 01 perpendiculaire à chaque côté du polygone inscrit^ et à
l'extrémité 1 de chaque rayon, une tangente à la circonférence; les tangentes ainsi menées forment un polygone régulier circonscrit semblable au polygone inscrit donné.
En effet, d'abord les angles du polygone circonscrit sont égaux à ceux du polygone Inscrit; car, comparés deux à deux, ces angles ont les côtés parallèles et dirigés dans le même sens. Ex. : BÂG, DGF.
En second lieu, les côtés homologues des deux polygones sont proportionnels ; pour le démontrer, nous allons faire voir d*abord que les sommets des deux polygones sont deux à deux en ligne droite avec le centre de la circonférence; par exemple, 0, A, G sont en ligne droite. En effet, les deux triangles rectangles QIC, OUC ont l'hypoténuse OC commune, les c^tés 01, OH égaux comme rayons. Ces deux triangles étant égaux, l'angle G01=C0H; la ligne CO divise Tangle lOH en deux parties égales; elle doit donc passer au milieu A de Tare IH qui mesure lOH; les points 0, A, C sont donc en ligne droite. Cela posé, les deux triangles AOB, COD sont semblables (équiangles) et
donnent ^Ttr = 7r;7; de môme les triangles semblables OAG, OCF donnent OU Ut*
7— : = --; de ces deux égalités résulte celle-ci : tt^t = rrr;. On trouverait de CF OL CiD dr
même -77:= ttî^; otc. Les deux polygones sont équiangles et ont les côtés
homologues proportionnels; ils sont donc semblables. Le polygone inscrit est régulier; Tautre Test aussi.
On peut donc circonscrire à une circonférence tous les polygones réguliers qu'on y sait inscrire.
Problème.
180» Un polygone régulier étant inscrit^ inscrire un polygone régulier d'un nombre double de côtés.
couBS i:e géo^iétrie.
On divise en deux parties égales chacun des arcs sous-tendus par les côtés du polygone donné; puis on joint chaque point de division aux deux sommets voisins.
Un carré ABCD étant inscrit dans un cercle^ on obtient par
cette construction Toctogone inscrit; puis successivement les polygones de 46, de 3% de
64 côtés.
Ayant inscrit un hexagone régulier, on peut obtenir successivement les polygones inscrits de 12, de 24, de 48 côtés.
Tliéorèiiic.
litl. Connaissant la valeur numérique du côté d'un polygwe régulier inscrit et le rayon du cercle^ calculer le côté du polygmre régulier inscrit d'un nombre de côtés double. Soit AB le côté d'un polygone régulier inscrit; abaissons la perpendiculaire OC, et tirons AG; AC est le côté du x.,i?-Tp^ polygone inscrit d'un nombre de côtés double. Dé- \l \ signons pîir c la valeur numérique de AB, par R celle du rayon, et par c' celle de A G.
Dans le triangle acutangle ACO, on a (n® 156) :
AG = AO' + OG — 20C X 01, ou c'^ = 2R* — 2R X 01 ;
mais
donc
CPU
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RAPPOUT DB la CIRCONFÉRENCR au DIAHàlRB. — MESURE
DE LA CIRCONFÉRENCE
1 152. Préliminaires. Concevons un polygone régulier d'un trèsgrand nombre de côtés inscrit dans un ctrcle; on voit que le périy^ — v,^^ mètre de ce polygone se confond sensiblement /^ \ avec la circonférence. Si le nombre des côtés du
I polygone augmente indéfiniment, son périmètre
VF s'approche de plus en plus de la circonférence / de manière à en différer aussi peu qu'on voudra. —"^ On est ainsi conduit à considérer la circonférence comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone régur lier inscrit dont le nombre des côtés augmente indéfiniment.
D'après cela, pour plus de simplicité, on considère une circonférence quand il s'agit de sa longueur, comme le périmètre d'un polygone régulier d'un très-grand nombre de côtés, et on lui attribue toutes les propriétés qui appartiennent aux périmètres des polygones réguliers indépendamment du. nombre des côtés.
Tliéorciiic.
IttS. Le rapport d'une circonférence à son diamètre est un tom6re constant.
Autrement dit : Ce rapport est toujours le même quelle que soit ict circonférence que Von considère.
Une circonférence peut être considérée comme la limite vers laquelle tend 1^ périmètre d'un polygone régulier inscrit dont le nombre des côtés augmente indéfiniment (n* 182). Cela posé, considérons deux circonférences quelconques, cire. OA et cire. O'A'. Inscrivons-y deux polygones réguliers du même nombre de côtés. On sait que le rapport des périmètres de ces polygones est égal à celui des rayons des cercles cir-
P 0*A* conscrits; -p; = -7^; (n« 173). Cette égalité de rapports a lieu quelque grand que soit le nombre des côtés du polygone inscrit; elle Be cesse donc pas d'avoir lieu lorscjuc, le nombre des côtés deve-
nant infiniment grande les périmètres se confondent avecdrcOA et cire, (y A'. On a donc, à la limite (n» 182) :
cire. OA OA
cire. 0'A'"~(7Â7*
De cette égalité résulte celle-ci :
cire. OA 20A ^ o 1 ' circ.O'A^'^ââÂ'' .
Le rapport de denx circonférences est le même que le rapport de leu^jrayons ou de leurs diamètres.
• En multipliant les deux derniers rapports par drc. OA! et les j divisant par 20A, on trouve après réduction,
1^ cire. OA cire. O'A'
K 2UA "" 20'A
Le rapport d'une circonférence à son diamètre est le même que celui d'une autre circonférence quelconque à son diamètre. Notre proposition est donc démontrée.
Le rapport constant de la circonférence au diamètre se désigne habituellement par la lettre grecque tc. Ce nombre ne peut élre évalué que par approximation; mais on peut l'obtenir avec autant d'approximation qu'on veut; c'est ce qu'on appelle un nombre inconimensurabie. 11 y a diverses manières d'en obtenir une valeur approchée.
CALCUL DE ic.
l" MÉTHODE.
cire 184. ic = — -^. Quand D=J, ic=circ.; c'est-à-dire queic
n'est autre que le nombre qui exprime la circonféi'ence dont le diamètre est l'unité linéaire. Trouver t: revient donc à trouver la longueur de la circonférence dont le diamètre est i .
Or on sait que le périmètre d'un polygone régulier diffère d'autant moins de la circonférence circonscrite que le nombre de ses côtés est plus grand, et peut en différer d'aussi peu que l'on veut On aura donc une valeur aussi approchée que Ton voudra de «
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quand on saura mesurer le périmètre d'un polygone régulier d*un nombre de côtés aussi grand que l'on voudra, inscrit dans la eir* conférence dont le diamètre est égal à l'unité. Pour y arriver on résout ce problème.
Étant donné le périmètre P d'un polygone régulier de n côtés inscrit dans la circonférence de diamètre égal à l'unité , trouver là périmètre F du polygone régulier inscrit de 2n côtés.
Pour cela^ on se sert de la formule trouvée n« 181
Si nous supposons que le diamètre 2R de la circonférence donnée soit égal à l'unité^ ou R = i/2, la formule devient
Hnltiplions les deux membres de cette égalité par 4n% en obsernnt que pour multiplier le second membre par 4n', il sufiit de multiplier le premier facteur par An et le second par n :
mais ne = P,
Donc enfin P'* = 2n(n — yjn^—^). (a)
Uusage de cette formule est facile à comprendre. En générai^ le c6lé du carré inscrit dans une circonférence est représenté par
Ryi. Si nous supposons le diamètre égal à l'unité, nous aurons R = -; le côté du carré sera -v^ et son périmètre 2 v^. Cela
\, si dans la formule P'*=2n(n — v^n^ — P*), établie précédemment, nous faisons n=4 et P = 2v^= 2,8284 , F y représentera le périmètre de Toctogune régulier inscrit dans la cir-
î conférence de diamètre égal à i, et la formule nous permettra de
•calculer la valeur de ce périmètre.
^ Le périmètre de l'octogone régulier une fois calculé, si dans la
>;lnéQjc formule (a) nous faisons n = 8, P' y représentera le péri-
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mètre d6 l'octoKone réfirulier inscrit que Ton vient de calculer e i qu'on remplacera par sa valeur, et P sera le périmètre du poly gone régulier de 16 côtés, dont la formule donnera la valeur.
On passera du polygone de 16 côtés au polygone de 32 côtéi comme on a passé du polygone de8 côtés au polygone de 16 côtés, et ainsi de suite. La fornude (a) permet donc de calculer, de proche en procli^, les périmètres des polygones réguliers de 8, de 16, de 3% de 64-... côtés, c'est-à-dire finalement le périmètre d'un polygone régulier inscrit d'un nombre de côtés aussi grand que l'on veut Cette formule résout donc le problème de la détermination de «.
Rbuarqub. Nous avons supposé dans ce qui précède que l'on partait du polygone régulier de 4 côtés pour calculer successivement les périmètres des polygones de 8, de 16, de 32, de 64....» côtés. On pourrait tout aussi bien partir de Thcxagone régulier
inscrit, dont le côté, dans notre hypothèse du diamètre égal à
l'unité, est représentée par 5, et le périmètre par 3; la formule
permettrait alors de calculer, de proche en proche, les périmètres des polygones réguliers de 12, de 24, de 48, de 96.. • côtés, inscrits dans la circonférence en question. On obtiendrait encore de cette manière la valeur de it avec une approximation indéfinie. Voici cette valeur à moins de 0,60000000000001,
Archimède, en partant de l'hexagone et allant jusqu'au poly-
gone de 96 côtés, a trouvé — pour valeur approchée de «. Celte
fraction très-simple exprime la valeur de ir avec une erreur absolue moindre que 0,0013..., et une erreur relative moindre qu'un demi-
millième.— = 3,1428...
Adrien Mélius a trouvé 7^. Cette fraction réduite en décimales , 113
équivaut à 3,141 5920.. . , elle ne diffère de la vraie valeur de r. qu'à
la 7* décimale : l'erreur relative est moindre que 0,0000002.
Dans les applications, on se sert habituellement du rapport
exprimé en décimales. On prend très-souvent 7r = 3,1416. (V. lo
Complément.)
CALCUL DB IC PAR LA METHODE DES ISOFKRISIETRES
cire II 185, Pour trouver le nombre 7:= — -5—, nous avons, en expli-
' quant une première méthode, donné au diamètre une valeur numérique très-simple, D = l, et nous avons calculé une valeur approchée de la circonférence qui a ce diamètre. On peut faire le contraire : donner à la circonférence une valeur numérique également très-simple, par ex. cire. R = 4, et chercher la valeur du diamètre ou du rayon de cette circonférence. On trouve alors le rayon à l'aide de deux formules que nous allons d'abord établir.
Problème.
i 86. Connaissant V apothème d'un polygone régulier et le rayon du cercle circonscrit, calculer le rayon du cercle circonscrit et l'apothème d'un polygone isopérimètre {de même périmètre) d'un nombre de côtés double. Soient A0 = R, OH = r le rayon du cercle circonscrit et l'apothème donnés d'un polygone régulier dont le côté estAB. Ayant tracé la circonférence circonscrite, je prolonge l'apothème HO jusqu'à cette circonférence en C, et je trace AG et CB. Je mène OD, OE, perpendiculaires à ces cordes, et je trace DE. L'angle DCE est la moitié de AOB, et DE est
la moitié de AB. Si Tangle AOB = ^^ , l'angle DCE = \-\ si
AB est le côté d'un polygone régulier de n côtés, DE est le côté d'un polygone isopérimètre de ^In côtés (AB = 2DE; donc n.AB = 2n.DE). DCE est l'angle au centre de ce polygone; CD =11' le rayon du cercle cireonscrit, et CI = r'son apothème, b' problème à résoudre revient donc à ceci : Étant donnés AU=R et OH =r, trouver CD=R' et Cl=r'.
On a d'abord CI =icH =|(COH-OH) = V2(R + r).
C'est-à-dire r' = - (R + r) ( 1 ) ( l '• formule) .
Dans le triangle rectangle CDO, on a CD =COxCI, ou a'2= R X r'.
D'où R'=s/Rxr'=: WR x ^-^ (2) (r formule).
187. Calcul db ir. Nous allons maintenant expliquer l'emploi de ces formules pour le calcul de ic.
On assigne à la circonférence une valeur numérique très-simple, par ex. cire. = 4, et on se propose de trouver le rayon de celle circonférence. .
Pour cela, on considère d'abord un carré ayant le périmètre 4, ou un côté égal à i, et on calcule son apothème 01 et le rayon du cercle circonscrit OA (fig. suivante). L'apothème r est égal à 1/2
JL v^2 / et le rayon OA = /^ = — . I On sait que pour le carré
C = Rv^; d'où ^ = 7^ = -y ) • ^" évalue V, ^ en décimales.
Cela fait, on se sert des formules trouvées (i) et (S) dans lesquelles
on fait r=*/î et R=72 V^ pour trouver le rayon et l'apothème de l'octogone régulier du même périmètre A. Puis à l'aide des mêmes formules, en remplaçant R et r par les valeurs qu'on vient de trouver, on calcule le rayon et l'apothème du polygone isopérimètre de 16 côtés, puis successivement des polygones isopérimètres de 33, de 64, de 128 côtés, etc., jusqu'à ce que les wileurs trouvées de R' et de r^ aient un nombre suffisant de chiflres décimaux communs. Ces chiffres décimaux communs appartiennent à la vraie valeur du rayon cherché de la circonférence égale à 4; car ce rayon est compris entre Vun quelconque des rayons calculés et rapoikème correspondant. (V. la remarque suivante.)
Ayant trouvé ainsi une valeur approchée du rayon, on divise la valeur 4 de la circonfëronce par le double du rayon, et on a une valeur approchée de w. (Voyez le tableau ci-après.)
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OD a donc
est compris entre e rayon R' du cercle eircon* scrit et l'apothème r' d'un polygone régulier quelconque ayant un périmètre égal à 4,
En effet, le périmètre égal à 4 du polygone en question est compris entre la circonférence du cercle qui lui est circonscrit et la circonférence du cercle qui y est inscrit;
2irr' < 4 < âirR', ou à cause de 2:tar=4, 2Tcr'<27ra;<2TCR'; donc r'<x< R', C, Q. F. D.
189. Les valeurs de r' et de R' successivement calculées se rapprochent rapidement, et on a bientôt des chiffres décimaux communs. En effet, quand on passe d'un polygone au suivant, R' — r
est moindre que -(R— r). Nous allons le démontrer.
D'après la figure du n* 186, CD" — Cl = Dl == [—\ =
Atr OA^ — OH'
, ou Ri— r'2 =
ou bien encore (R'— r')X(R' + r')=-— — x(R+r); d'où enfin
4 R + / Mais R+rou (CO-f 0H) = 2r'=r'4-r'<R'+ r'; donc
§74^,<1; par suite R'— r'<5-=^. C. Q. F. a H -f-r 4
\ et r, étant les premiers rayons considérés, on a
Rî— r2<7(R4— rj; R3— r3<7(R2— ra);
R4— n<jR3— r3);...i Rn— r»<;j(R»-i-''«-i)-
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Ed multipliant ces inégalités membres à membres, on trouve en
implifiant : R„— r^<7^(Ri-'rJ. Pour le carré R, = - V2.-=
sim
0,707i, rj=0,5; R, — r,=0,207!. On peut aussi trouver une limite de l'approximation obtenue dans les calculs successifs.
Voici, d'après Legendre^ le tableau des valeurs de R et de r calculées depuis le carré jusqu'au polygone de 8192 côtés.
TABLEAU des rayons et des apothèmet des polygones réguliers ayant le même périmèire:=A (calculés à O^OOOOOOi prèss).
NOUBRE DES CÔTÉS.
APOTHÈMES.
RATOSS. R
ri = 0,5000000
Ri = 0,7071068
Rs = 0,6368754
re = 0,6364949
rj, = 0,6366477
rio = 0,6366492
ri, = 0,6366195
Ru = 0,6366197
ri,= 0,6366196
Rjj— 0,6366196
Une circonférence égale à 4 a donc certainement un rayon égal à 0,6366196
Le rapport de la circonférence au diamètre ou — est donc égal
, 20000000 ,, approximativement à . (Le diviseur est approché à
moins de 0,0000001.)
UVRE III
APPLICATIONS
Calculer la longueur d*une circonférence de rayon donné.
De ■^!^l^ = it, on déduit cire R = irX2R = 27:R. (1)
Il suffit de multiplier la valeur du diamètre par le nombre ic. Soit par exemple : R = 2'',74; on demande la longueur de la circonférence à moins de 0",01.
SR = 5'*,48; on efiéctuera la multiplication abrégée que voici posée :
17^22 est la longueur demandée.
Si on demande la même longueur à moins d'une erreur relative de 0,01, comme les deux nombres à multiplier, ic et2R, commencent tous deux par un chiffre plus grand quel, on emploiera trois chiffres de chaque facteur, et on fera la multiplication ordinaire de 3,14 par 5,48. Dans ce cas, on ne peut compter que sur les denx premiers chiffres à gauche, c'est-à-dire sur la partie entière 17.
2' Probl^». La longueur d'un méridien terrestre étant 40000000 mètres, trouver le rayon de la terre à moins d'un kilo^ mètre?
cire. R = 2irR = 40000 kilomètres.
n faut trouver ce quotient à moins d'une unité. En posant la
division, eu égard aux premiers chiffres de « = 3,141 , on
voit que le quotient aura 4 chiffres à sa partie entière; il faut donc
prendre les 6 premiers chiffres de t:, et faire la division abrégée qui suit :
Le rayon demandé est 636G kilomètres à moins d'un kilomètre.
Trouver la longueur d'un arc de 19° 27' 43^ appartenant à une circonférence dont le rayon est égal à 2",74.
Soit X la longueur cherchée.
19" 27' 43" exprime le rapport de Tare cherché à la circonférence 27iR; on a :
27rR 360° 1296000
Nous avons converti les deux tennes du second rapport en secondes. On déduit de là :
EXERCICES
Problèmes à résoudre,
429. Trouver à moins de 0,001 le diamètre d'une circonférence égale à 542",864.
On emploiera la mélbode de division abrégée; il faudra prendre « avec 7 décimales? Rép. Lediamëlre 2R =172^799.
130. Trouver à moins de 0,001 le diamètre d'un cercle^ sachant qu*un are dt 62"24'32" a pour longueur 26'»,042. Rép. Le. diamètre 2R=56'",9i 4.
431 . Cétlculerle nombre de degrés, minutes et secondes de l'are égal au diamètre. Rép. 4 4 4» 35' 29".
Théorèmes à démontrer.
432. En menant des tangentes aux divers sommets d'un polygone régulier inscrit, on obtient un polygone régulier semblable.
433« Le côté du triangle équilatéral circonscrit est double du c6ié da triiofl* équilatéral iotcrit.
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134. On construit un carré extérienr snr chaque côté d'un hexagone régulier, puis on joint les sommets consécutifs des carrés voisins; on forme ainsi un dodécagone régulier.
435. On joint de 3 en 3 les sommets d'un décagone régulier inscrit; chaque corde ainsi inscrite est égale au rayon du cercle plus le côté du décaa^one.
436. Quand on est revenu au point de départ (Ex. 435), on a formé ainsi ce qu'on appelle un décagone étoile ; on demande la somme des angles de ce décagone.
437. L« carré du céié d'un pentagone régulier inscrit est égal i la somme des carrés du rayon et du côté du decjgone.
438. Les diagonales d*un pentagone régulier se divisent mutuellement en moyenne cl extrême raison.
439. Le rapport de la circonférence au diamètre est compris entre 3 et 4.
440. Une circonférence roulant à rinlérieur, sans glisser, sur une circonférence de rayon double, chaque point mobile parcourt un diamètre de la circonléreuce fixe.
Problèmes graphiques.
441. Mener par nn point donné une droite, qui divise une circonférence donLii«
dans le rapport de 3 i 7.
— dans le rapport de 9 i 44.
Inscrire dans un cercle un pentédécagone régulier
443. G, C, g" étant des circonférences données, tracer une circonférence égale à 2/3 G+ 3/4 G'— 3/5 G".
444. G étant une circonférence donnée, construire une circonférence G', telle qu( C _ G'
Problèmes numériques,
445. Le rayon du cercle circonscrit étant pris pour unité, calculer à moins d'un
centième, le côté et Tapothème de chacun des polygones réguliers suivants :
— de 3 côtés.
de 20 côtés
453. Galculer à moins d'un centième le côté du polygone circonscrit semblable à chacun des précédents.
453. Gonnaissant lé rayon et l'apothème d'un polygone régulier, calculer le rayon el l'apothème du polygone régulier isopérimèire d'un nombre double de côtés.
454. En déduire une méthode pour calculer approximativement le rapport ic.
455. On demande, i une seconde près, la graduation de l'arc sous-tendu par le
côté du polygone de 47 côtés.
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de l'arc égal à '7»,80, le rayon èUol 9m
158. On demande la longueur d'un arc de 427« iV ^Z'\li, le diamètre da > éiani 3-,47.
459. i:= 3,4445986S38. On demanda l'erreur relatlTe eommiie ea pr
460. Tnioaft». En retranchant des S9/7 du diamètre les 0,0004 de la taie cv produit, on obiieut la longueur de la circonférence à moins de 4/988000 ' Taleur.
461. On demande l'erreur relative commise en prenant 11=^ 3,1446.
462. TUKORBMB. En retranchant du produit 8II X 3^4446 le quart du rcnt-nil de sa Taleur, on obtient U longueur de la circonfereuce à moins de la 70<N)00 eette longueur.
DÉ L'AIRE DU POLYGONE ET DU CERCLE
PRÉUaiINAIRES.
-^ 100. On emploie généralement pour unité de surface le carré qui a pour côté l'unité linéaire.
Le mètre étant la principale unité de longueur^ le mètre carré (le carré qui a un mètre de côté) est la principale unité de surface.
Aux subdivisions et aux multiples décimaux du mètre correspondent autant d'unités de surface plus ou moins employées. Il y a le décimètre carré, le centimètre carrée ... > le décamètre carré, plus connu sous le nom d'are, Thectomètre carré ou hectare, le kilomètre carré. (Voy. VArithmét. pour l'usage de ces mesures.)
101. Chacune de ces unités superficielles vaut iOO unités de Tordre immédiatement inférieur. Par ex. : le décamètre carré vaut iOO mètres carrés, le mètre carré vaut 100 décimètres carrés, etc.
C'est un fait facile à vérifier. Construisez un carré; puis divisez ses deux côtés adjacents chacun en dix parties égales. Menez par les points de division du premier côté des parallèles au second^ et par les points de division du second des parallèles au premier (faites la figure). Le carré donné se trouve ainsi décomposé en dix bandes horizontales contenant chacune dix carrés; ce qui fait en tout 100 carrés partiels. Supposez que le carré donné soit un décamètre carré (un are); la figure montre qu'un décamètre carré vaut 100 mè« très carrés. Supposez que le carré donné soit un mètre carré; la figure prouve que le mètre carré vaut 100 décimètres carrés. Etc.
Corollaire. 1 mètre caiTé= 100 décimètres carrés=10000 centimètres carrés, etc. Réciproquement, un décimètre carré est un centième de mètre carré; un centimètre carré est la dix-millième partie du mètre carré, etc.
192. Le nombre d*unités de surface contenues dans une figure donnée est ce qu'on nomme Vaire de cette figure. On dit par exemple : Taire d'un certain triangle est 12 mètres carrés; Taire de cet hexagone est 12°* '-,75.
On ne mesure pas une surface comme une ligne en portant Tunité de surface ou une partie aliquote de cette unité sur la surface h mesurer; cela serait difEcile et le plus souvent impossible. On mesure certaines lignes qui font partie de la figure ou qu'on construit exprès pour cela; les nombres qui expriment ces lignes servent ensuite à calculer Taire de la figure.
Les lignes dont nous venons de parler prennent en général les noms de bases et de hauteurs.
('/est ainsi que les deux côtés adjacents d'un rectangle s'appellent base et hauteur. Ex. : dans le rectangle ABCD (fig. suiv.), nous prenons pour base aB et pour hauteur AD; on pourrait faire Tinverse.
Un des côtés d'un parallélogramme prend le nom de base; la hauteur est la perpendiculaire qui mesure la distance entre la base et le côté opposé. Dans le parallélogramme ABCD (page 138), on prend AB pour base et DH pour hauteur.
L'un des côtés d*un triangle prend le nom de base; \à hauteur est alors la perpendiculaire qui mesure la distance du sommet opposé à cette base. On peut prendre à volonté uu côté quelconque pour base.
Les deux côtés parallèles d'un trapèze prennent le nom de base; la hauteur est la perpendiculaire qui mesure la distance des deux bases.
193. Nous avons appelé figures égales des figures qui peuvent coïncider dans toute leur étendue.
On appelle figures équivalentes deux figures qui, sans pouvoir coïncider, ont cependant la même étendue, dont les aires sont égales.
Exemple : Deux figures sont équivalentes^ quand elles sont composées de
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ngan» égalM cbtennc à chaaane, Mtemhlén difT^remmcnt. C'Mt ilnri que le parallélogramme ABCD (page 138) est équivalenl au reetangla DCIH, que le trlaogle ADF (page I39)e»t équWalenl au irap«ie ABCD.
RsKAnoiiR. Lorsque dans les applications aumériques, à propc» de rapports ou de relations quelconques entre des tigiircs planes, nous dirons simplement triangle, rectangle, polygone, cercle, il s'agira des airei de ces figures cl non de leurs périmètres; ceuxci sont toujours expressément désignés.
KGSURB DU RECTANGLE.
104. L'aire d'un rectangle ett égal au produit de *a base par sa hauteur.
Eu d'autres termes :
Pour mesurer un rectangle, il suffit de mesurer sa base et sa hauteur avec l'unité linéaire, puis de multiplier l'un par l'autre les deux nombres ainsi obtenus; le produit est le nombre d'unités carrées contenues dans la surface du rectangle.
Pour démontrer cette proposition, nous distinguerons deux cas ; i" us. La base et la hauteur sont exprimées par de» nombres entiers. Par ex. : AB = 5; AD = 3.
Je partage AB en S unités et AD en 3; par les points de division de AB, je mène des parallèles à -* AD, et par ceux de AD, des parallèles à AB. Le rectangle se trouve ainsi décomposé en carrés dont chacun, ayant pour côté L'unité linéaire, n'est autre que l'unité de surface. Le nombre de ces carrés est évidem-
ment 5x3; l'aire du rectangle est donc 3x3; ce qui est précisément le produit de la base par Li hauteur.
2' CAS. Les dimensions du rectangle ne sont pas toutes deux exprimées par des nombres entiers. Ex. : AB = 3",23 et AD = 1",7,
Réduisons ces deux dimensions en parties décimales de la plus peUle espèce indiquée : AB = 3-25 centimètres, AD = 170 centimètres. Prenons auxiliairement le centimètre pour unité de longueur et le centimètre carré pour unité de surface. En divisant
AB en 325 centimètres et AD en 170» puis menant des parallèles
comme dans le premier cas, on voit que le rectangle contient
325x170 centimètres carrés; 325x170, c'est précisément le
produit de sa base par sa hauteur.
Si Ton veut conserver le mètre pour unité* on se fond^ sur ce
qu'un centimètre carré est un dix-millième de mètre carré. On en
conclut que 325X470 centimètres carrés =—^^^ -r— de mètre
(325 i 70\ -— r X -rr^ ) mètres carrés = (3,25 X i,70) mètres 100 100/
carrés.
Ainsi^ que Tunité soit le mètre ou le centimètre, le nombre qui mesure le rectangle est précisément le produit du nombre qui exprime sa base multiplié par celui qui exprime sa hauteur.
Il est clair que si les dimensions étaient exprimées par des nombres fractionnaires ordinaires, il suffirait de réduire les fractions au même dénominateur, et de prendre pour unité linéaire auxiliaire Tune des parties de l'unité principale ainsi obtenues.
Cette démonstration réussit, quelque petite que soit la subdivision de Tunité qui sert de mesure à l'une et à Tautre dimension du rectangle; nous pouvons donc dire en général, dans le sens indiqué : Un rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur.
Formule. Désignons par R l'aire du rectangle^ par B et par II les nombres qui expriment sa base et sa hauteur; la proposition précédente se formule ainsi :
R=BXH.
195. Corollaire I. Le rapport de deux rectangles quelconques est égal au produit du rapport de leurs bases par celui de leurs hauteurs; ou bien, deux rectangles sont entre eux dans le même rapport que les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
Désignons comme tout à l'heure l'aire du 1*' rectangle par R, sa base par B et sa hauteur par H. Désignons de môme par R', B', H', les mêmes nombres relatifs au 2* rectangle,
R=:BXH, R' = B'XH'.
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En divisant, on trouve -=-j_p=-Xjp.
196. GoROLLAiRK H. Ls rapport de deux rectangles de même hau* teur est le même que celui de leurs bases.
Le rapport de deux rectangles quelconques, 1^1=7» .1
R B quand H' est égal à H, cette égalité se réduit à 07 = n/*
Le rapport de deux rectangles de même base est le même que celui de leurs hauteurs.
Même démonstration.
Rbmarqub. L'aire du carré dont le côté est c^ est égale kcxe ou c*. De là le nom de carré donné en arithmétique au produit d'un nombre par lui-même.
197. Applications, i" Exemple. La base d'un rectangle est 8 mètres^ sa hauteur 5 mètres.
L'aire de ce rectangle est égale à (8x5) ou 40 mètres carrés.
2* Exemple, B = 3«,24; H = 2",85; R = (3,24x2,85) mètres carrés ou Q"-*»-, 2340.
Remarque. Nous avons vu qu'un décimètre carré n*est autre chose qu'un centième de mètre carré, qu'un centimètre carré n'est autre chose qu'un dix-millième de mètre carré, et ainsi de suite. De là cette règle indiquée en arithmétique :
RÈGLE. Pour énoncer un nombre décimal d'unités carrées^ on partage la partie décimale en tranches de deux chiffres^ à partir de la virgule^ en complétant la dernière tranche à droite par un zéro si elle n'a qu'un chiffre. Cela fait^ la première tranche à droite de la virgule exprime des décimètres carrés, la seconde des centimètres carrés, la troisième des millimètres carrés) etc. On énonce le nombre en conséquence.
La dernière aire trouvée 9"*'*,2340 s'énonce ainsi : mètres carrés, 23 décimètres carrés, 40 centimètres carrés.
MESURE DU PARALLÉLOGRAMME
"♦-198. Théorème. Tout parallélogramme ABCD est équivalent à un rectangle de même base et de même hauteur.
Pour le prouver, j*abaisse DH et CI perpendiculaires à AB; j'ob-
D ^c ^*^"s ainsi un rectangle DCIH qui a niénie base
que le parallélogramme (IH = DG=AB), et même hauteur DH. Ces deux figures sontéqui- A H B 1 valentes : en effet, le parallélogramme ABCD
se compose du triangle DAH et du trapèze DGBH; le rectangle DClll se compose du triangle CBl et du trapèze DGBH. Or les triangles rectangles DAH, GBI sont égaux comme ayant l'hypoténuse AD = BG> et le côlé DH = GI (parallèles comprises entre parallèles). Donc ABGD = DGIH. G.Q.F.D.
199. AiRB d'un parallélograhmb. Laire d'un paralUlogramme est égale au produit de sa base par sa hauteur.
Pour le démontrer, on fait voir qu'un parallélogramme quelconque est équivalent à un rectangle de même base et de même hauteur (198) ; le rectangle ayant pour mesure le produit de sa base par sa hauteur, il en est de même du parallélogramme.
Reharqub. Deux parallélogrammes de même base et de même hauteur sont équivalents.
Le rapport de deux parallélogrammes de même hauteur est U même que celui de leurs bases, et deux parallélogrammes de mena base sont entre eux dans le même rapport que leurs hauteurs (n» 196).
UESURB DU TRIANGLE.
200. L'aire d*un triangle ABC est égale à la moitié du produit de sa base par sa hauteur.
Pour le démontrer, on mène BD parallèle à AG et CD parallèle
à AB; on obtient ainsi un parallélogramme ÂBDG
^ 5 double du triangle A13G; car les deux triangle»
ABG, BGD sont égaux (V. page 32). L'aire du parallélogramme étant égale à AG X BH, celle (!u
'^ ^^ ^ triangle est égale à 1 AG x BU. G.Q.F.D.
Application, Trouver l'aire d'un triangle dont la base B = 3",84 et la hauteur 2V-
Réponse : - (3,84x2,7)n><l=5,184; ou 5«nq-18dmq.40««n«,
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CoROLLAmB I. Deux triangles qui ont la même base et la même kauteur sont équivalents.
11. Deux triangles quelconques sont entre eux dans le même rap^ port que les produits de leurs bases par leurs hauteurs.
De ^ = i bxh, <'=i VXK, on déduit p=i^.
m. Le rapport de deux triangles de même hauteur est le même que celui de leurs hases. Le rapport de deux triangles de même base est le même que celui de leur hauteur. (On démontre comme au n* 196.)
4- SOI. Mesurb du TRAPàzB. L'aire d'un trapèze est égale à la demiiomme de ses bases parallèles multipliée par sa hauteur.
Pour le prouver, je mèDe,.par le milieu I de BG, la ligne DI que X) c je continue jusqu'à la rencontre de AB
r\~\ prolongée. Les iriangles DIC, IBF, sont
Oh ^^V^^^ égaux: car IB = IG, les angles en I sont
L \^^""- ^ égau3?f :et Tangle ICD = IBF (alternes-in-
^^ B F ^gj.jjgg). Jq^ç DG = BF; DI=IF. Si du
i\ trapèze je retranche le triangle DGI pour ajouter plus bas le fil triangle égal IBF, j'obtiens une nouvelle figure^ le^ triangle ÂDF,
^' équivalente au trapèze. Or ADF = - AF X DP; donc le trapèze
ABCDrs^AFxDP; mais AF=AB+BF=AB+CD; en rempla-
jjj çant AF par cette valeur, on trouve ABGD = - (AB + CD) X DP.
1*^1 202. L'aire d'un trapèze s'obtient aussi en multipliant la hau* tut teur par la ligne qui joint les milieux des côtés non parallèles. T'^ Par le point I, milieu de BG, je mène une parallèle 10 à AR ^i Comme lest le milieu de DF, est le milieu de DA(t37); de
plus les triangles semblables DOI, DAF donnent —^=^ — ; or
AF DA
DO = i DA j donc 01 = i AF = i (AB + GD). On peut donc
dans la mesure du trapèze; remplacer - (AB + GD) par 01; le trapèze ABGD = 01 X DP. C. Q. F. D.
ia!i-
lAO
205. AiiiB d'un poltgoïib QOELcoNQnB. Pour obtenir Taire d^un
polygone, on le décompose en triangles en joignant l'un de ses sommets à tous les autres; on calcule l'aire de chacun des triangles ainsi obtenus, puis on additionne les aires trouvéïs; la somme est évidemment l'aire du polygone.
204. Quelquefois il est plus commode de décomposer le poly* gone en d'autres figures que Ton sait aussi mesurer. L'une des méthodes les plus usitées dans l'arpentage consiste à décomposer le polygone en trapèzes et en triangles rectangles, comme il est indiqué dans les figures suivantes :
On choisit une ligne intérieure on extérieure au polygone (ce qu'on appelle une base), sur laquelle on abaisse des perpendiculaires de tous les sommets du polygone. Quand la base est intérieure (fig. 1) le polygone est la somme de plusieurs trapèzes ou triangles rectangles qu'on mesure aisément. Quand elle est extérieure (fîg. 2), le polygone est égal à la somme de plusieurs trapèzes ABB'A' + BCG'B' + CDD'C moins la somme do plusieurs autres AFFA'-j- FEE'P -f EDD'E'.
Toutes les parties de la base se mesurent en môme temps, puisqu'il n'y a qu'à porter le mètre ou la chaîne métrique dans une seule direction. Il en serait de môme dos hauteurs si on les projetait toutes sur une perpendiculaire à la base.
L'aire du premier polygone est égale à
(RR'xAC'+cryxfvn'+DD'xr/hy+EF/xDT)
(irxAir4-HH'xT'r,'4-GC/xH'F)
EE' X F'D' — FF XA'E
*4-îi03. Application. Supposons qu'un terrain ait la forme du second polygone ABCDEF. On choisit une base XY; on abaisse sur celte base les perpendiculaires AA', BB', etc., des divers sommets du polygone. On fait un croquis de la figure que forment le contour du terrain, la base et les perpendiculaires; on obtient une figure telle que la nôtre. On raisonne théoriquement sur cette figure de manière à obtenir comme nous l'avons fait la mesure du polygone. On arrive ainsi à notre formule
S = i(AA'xBr+ — DD'XE'C- ). (V. plus haut.)
On mesure alors sur le terrain les perpendiculaires AA', BB'... et
les diverses parties B'F', A'C de la base. Cela fait, il ne reste
plus qu*à effectuer les opérations indiquées. Supposons qu'on ait trouvé :
EE'=14»,80; FF
Puis,
FD'=32-,80j A'E'=:27",42.
En effectuant les opérations indiquées dans la formule, on trouve pour somme des produits additifs 2153"'%255, et pour somme des produits soustractifs 967'"%97; d'où on conclut que l'aire du polygone est 1185'"%285.
Ih2 COURS DE GÉOMÉTRIE*
EXERCICES
Problèmes numériques,
4. Un rectangle, un parallôlogramme, un trapèie, ont'une base commune de 45",H et la môme hauteur de 8"'^20. La seconde base du trapèze a 40'",50 d^ long; trourer Taire de chaque figure.
3. Calculer i 0*,00l près le côté du carré équivalent à chacune d'elles.
3. Quelle doit être la longueur d'une salle large de 6", 50 pour recevoir 64élëTes à raison de 3/4 de mètre carré par élève?
4. Combien Taut-il de parallélogrammes de 63"*<" de long et de 96"** de large poar parqueter un salon de 4'"^S0 de long sur S^.ô de large ?
5. Un champ ayant la forme d*un trapèze de eS^^S de hauteur a été payé 4520^70 à raison de 4 800 Tr. Thectare. Calculer sa grande base, sachant que la petite est de 404 mètres.
6. Calculer Taire et le 4* côté d*un trapèze ABCD dont les bases AB, CD sont de 642- et de 447"', le côté AD de 376"*, et Tangle A de 45*.
7. On demande Taire et le côté d'un losange dont la petite diagonale est de 6*,4 et dont le côté vaut les 0,7 de la grande diagonale.
8. Quels sont les côtés d'un champ rectangulaire dont la diagonale est de 440" el qui a été vendu 339^^84 à raison de 3550 fr. Thectare ?
9. On donne les 4 côiés d'un trapèze isocèle ABCD, savoir: AD=BC = 6", AB =7™, et CD=5",6. Trouver Taire du triangle qu'on Torme en prolongeant AD et BC.
40. La somme des côtés de Tangle droit d'un triangle rectangle est â-,36;U surrace 6""i,96. Calculer ses trois côtés à un centimètre prés.
44. Étant donné un point I sur la base supérieure d'un trapèie, mener par ce point I une ligne IG qui divise la figure en parties équivalentes.
Appliquer au cas de AB= ô"; DI= 4 "',30; CD= 4-,50.
4 S. Arpentage. Dans un terrain à arpenter, partagé pour les mesures à prendre comme Tindique la figure (4) de la page 440, AB' = 3"*,30; B'G' = 6",3l; C'D' = B-jS; D'E' = 3"',6; E'F = 2-,85; BB' = 7-,56; 00*= 40-,80; DD' = 40"',75; EE'=6™,8o; GG'=:5-,70 ; Hir=5-,35; Il' = 5-,20; Al'=î-,79; TlT = 8-,90; ii'G' = 8",45; G'F= 4"',65. On demande le prii de ce terraia à raison de 4S fr. Tare.
Problèmes graphiques.
43. Construire un carré équivalant : 4*> à un rectangle ou à un parallélogrammef 2° à un triangle, 3'* i un trapèze.
aux 5/8 de l'une de ces figures
49. Transformer un polygone eo un polygone équÎYalent ayant un côté de noins.
90. Transformer un polygone en un triangle équivalent. 31. Construire un carré équivalant
— à un polygone quelconque.— -aux 7/9 d'un polygone. S2. Construire un rectangle connaissant sa surface
— • et le rapport de ses côtés.
et la diflérencç'de ses côtés
Nota. La surface d'une figure est donnée ou connue quand on connaît son expression numérique on bien quand elle équivaut à un carré ou à un polygone donné quelconque.
95. Théorème. Démontrer parla géométrie que le produit de deux facteurs dont ia somme est constante est le plus grand possible quand les deux facteurs sont égaux. S6. Par un point donné à l'intérieur d'un angle mener une droite intérieure
telle que le rectangle de ses deux segments soit égal à un carré donné.
37. — telle que le rectangle des longueurs interceptées sur les côtés de fangle soit égal à un carré donné.
S8. Construire un triangle connaissant
ses trois hauteurs.
sa surface et ses angles
^0. — un côté, l'angle opposé, et sa surface.
31. — sa surface, le rayon du cercle circonscrit, un côté ou une hauteur.
32. — sa surface, le rayon du cercle circonscrit, et un angle.
33. — sa surface, le rayon du cercle inscrit, et un angle, ou un côté, ou une hauteur.
34. — sa surface^ un côté, et la somme ou la différence des deux autres
eôtés.
Théorèmes à démontrer.
35. Deux triangles qui ont un angle égal sont entre eux dans le même rapport que les rectangles des côtés qui comprennent l'angle égal.
36. L'aire d'un trapèze est égale à un des côtés non parallèles multiplié par la dislance de ce côté au milieu du côté opposé.
37. Expression d*un triangle en fonction des trois côtés, ~ a^bf c, désignent les trois celés d'un triangle; A, h\ h" les hauteurs correspondantes, S la surface, 2/7 le périmètre (a-f-^ + O» ^ '® rayon du cercle circonscrit, r le rayon du cercle inscrit; ^ r", f"' les rayons des cercles ex-inscrits qui touchent respectivement a, 6, c.
Formules à démontrer,
R = = (Ex. 30, lif . m
*^ VVx(p-o)X(p — 6)X(P-7Ç).
iZ. Application, a =39-; 6=:34-,2; c = 23-^. Ô^Quler tf^bord 8, poîf Ri r, r*, r", r"', el les hauteurs A, A', et A".
44. Déduire de U formule (2), Ex. 40, U formule qui donne l'aire dn Iringle équilatéral dont le c6*é est a.
45. Déduire de U formule (2), Ex. 40, U formule qui doone Taire d*uD Irlangle ABC rectangle en A (S = 4/2 6 X 0» «' celle-ci : R = 4 /2 a.
46. Calculer à 4"^ près l'aire d'un trapèze AUCD dont les bues AS, DC MHil 4S7" et 253- et les diagonales AC, DE, 326- et 405-.
47. On divise les côtés du trapèze précèdent en trois parties égales par des parallèle aux baies. Calculer les aires des trapèiet ainsi formés.
|BLAT10NS ENTRE LE CARRE CONSTRUIT SUR LB cdlB D*UN TRUII6LB OPPOSÉ A UN ANGLE DROIT, OU AIGU, OU OBTUS, ET LES GARROS OOR- STRUITS SUR LES DEUX AUTRES GÔTÉS.
20G. Le produit de deux lignes, a, bj c'est-à-dire le produit des nombres qui expriment ces lignes, a maintenant pour nous une signification géométrique précise; il exprime Taire du rectangle construit avec ces deux lignes, a et b, pour base et pour hauteur.
Le carré a* d'une ligne a, c'est-è-dire le carré du nombre qui exprime la longueur de a, exprime Taire du carré qui a cette ligne a pour côté.
D*après cela, nous pouvons donner une signification géométrique aux formules du livre III qui renferment des produits de lignes et des carrés.
207. La formule {a + bf = a* -f- ô^ + 2a6 (l), démontre ce théorème :
La carré construit sur la somme de deux lignes est égal à la somme des carres construits sur ces deux lignes, plus deux fois te rectangle qui aurait ces mêmes lignes pour côtés.
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Bien que l'égalité (i) n'ait été démontrée qu'en arithmétique ou en algèbre^ la vérité de la proposition de géométrie que nous venons d'énoncer est parfaitement démontrée par cette égalité. Il suffit de considérer les aires que les différents termes de l'égalité représentent dans l'hypothèse où a et 6 sont des nombres exprimant les longueurs de deux lignes a et b.
A ce point de vue, l'égalité (1) exprime évidemment que Taire du carré construit sur la somme des deux lignes, (a + b)^, est égale à Taire du carré construit sur la ligne a, (û^), plus Taire du carré construit sur la ligne (, (6^), plus deux fois Taire du rectangle qui aurait pour côtés les lignes a et 6 (2a x^].
Or c'est ce qui est dit d'une manière plus abrégée dans Ténoncé de la proposition qui nous occupe.
De même la formule (a — ô)*^=a*+ô2 — ^axb (2), interprétée géométriquement, au point de vue des aires que ses termes représentent, démontre ce théorème :
Le carré construit sur la différence des deux lignes a, b, est égal à la somme des carrés construits sur ces deux lignes moins deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes.
De même la formule (a— 6)x(a-|-ô)=a^ — 6* (3) prouve que le rectangle construit avec la somme et la différence de deux lignes pour côtés, équivaut à la différence des carrés construits sur ces deux lignes, f-
208. BC, AB, AG étant les valeurs numériques de Thypoténuse et des deux autres côtés d'un triangle rectangle ABC, nous avons
démontré, n<» 454, que BG*=ÂB^4-Âg\ Cette égalité, interprétée comme les précédentes, démontre ce théorème :
Le carré construit sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle est égala la somme des carrés construits sur les côtés de t angle droit.
209. L'angle B d'un triangle ABC, étant aigu, on a trouvé (n*i56) entre les valeurs numériques des côtés AG,AB, BGdu triangle et celle de la projection BD de AB sur BG, la relation que voici :
AG*=ÂB*+BG*— 2BGXBD.
Cette égalité démontre ce théorème :
Le carré construit sur le côté d'un triangle opposé à an angle
aigu est égal à la somme des carrés construits sur les deux autres côtésy moins deux fois le rectangle construit sur l'un de ces demiert côtés et la projection de l* autre sur celui-là. 210. L*ang!e C du triangle ABC étant obtus, on a trouvé,n'i57,
ÂB*=AG*4-BC*-[-2BCxCD. Cette égalité démontre la proposition suivante :
Le carré construit sur le côté d'un triangle opposé à un angleohtui est égal à la somme des carrés construits sur les deux autres côtés^ plus deux fois le rectangle construit sur Vun de ces derniers côtés et la projection de Vautre sur celui-là (*)•
911. Les formules que nous Tenons d'appliquer ont été déniontrées à la fois par le calcul et par des considérations géométriques; nous allons et donner des démonstrations purement géométriques. Bien qu'aucune Tériflcftion des résultats obtenus par le calcul ne soit nécessaire, la concordance d6e deux méthodes ne pourra que donner au lecteur plus de confiance dans Tap* plication du calcul à la géométrie.
Théorcmc.
* 919. Le rectangle construit sur la somme et la différence de deux lignes
a et b, e^^ équivalent à la différence des carrés de ces lignes,
Soient AB = a, BC=6, AC=a— 6, AC'=a + *. Jj mène AD = AC perpendiculaire sur AB, et j'achève 0^-
r rectangle ADEC'=AC'x AD= {a -\- b) x (a — b). ''■"
^ ^ . ^ prolonge ensuite AD d'une longueur DK = BC, et en W
J'achève le carré ABMK ou ÂB . En comparant ce carré ABMK et le rectao ^^ ADEC, on leur trouve une partie commune ADIB;
ADEC'=ADIB + IBC'E.
ABMK — NPIM ou ÂB* - BG* = ADIB + KDPN.
Les deux rectangles IBC'E, KDPN sont égaux; car IB= AD = AC = DP|
d'ailleurs DK=BC'j IBC'E étant égal à KUPN, ADEC = ÂB* — 5?, oo (fl ^. 6)rt — 6)=a«— 6*. C. Q. F. D.
(*) Nous croyons ces démonstrations des théorèmes relatifs aux carrés diS c6t^ d'un triangle conformes au programme; selon nous, les suivantes ne sont pas exigées.
LlVRfi iV«
AC = AB + BC
îc' = AB* +BC* + 2ABxBC.
ABxBC
AB
BC
ta
Ayant construit le carré ACIM sur AC, on peut le décomposer comme il est j- indiqué sur la figure; pour cela, on prend sur AM = AC
I une longueur AD = AB; il reste DM = BC; par le point B {I on mène BH parallèle à AM, et par le point D, DF, parallèle à AC. A la seule inspection de la figure, on voit
que le carré ACIM ou AC se compose comme l'indique Té-
P galité (1). Le rectangle DEHM= DE x DM = ABxBCi
BCFE = BE X BC = AB X BC
«•4. Ic carré construit sur la différence de deux lignes est égal à la
9mme des carrés construits sur ces lignes^ moins deux fois le rectangle qui
A ces lignes pour côtés,
AC = AB — BC, ÂC* = Âb' + BC* — 2AB X BC.
Ayant constrait le carré ABFK sur AB, je construis le carré ACED sur AC,
en prenant AD = AC; alors DK = BC. Sur DK = BC.
Ir— :i 1 — i"p je construis le carré DKLM = BC ; enfin je prolonge CE
jusqu'à rencontrer KF en I. La figure totale ABFLMDA =
ABFK + DKLM = AB* + BC*. Or, si de cette figure totale on retranche (on elTaçe) les deux rectangles CBIF,
MEIL, il reste le carré MËË ^^it sur ^6; AC* est donc «gai à 3[b*+ BC* moins cesdeux rectangles. Or, ICBF=lCxBC=AB x BC;
ME1L= ME X ML = AB X BC; donc ÂC* = ÂB* + BC* — 2ABx BC. Ce qu'il (allait démontrer.
Théorème.
*J -^ti». le cofré construit sur r hypoténuse é^un triangle rectangle est égal à la somme des carrés construits sur les cAtés de V angle droit.
Je construis un carré sur chaque côté du triangle. Du point A j'abaisse
sur l'hypoténuse BC la perpendiculaire Ai, que je prolonge ju^qu'à la rencontre de DE en H; je joins AD, MO. L*angle MBC = MBA P + ABC = Idr + ABC; de même l'angle ABD = l««r + ABC ; doiic l'angle MBC = ABD. Gela posé^Ies deux triangles BAO, BMC sont égaux comme ayant un angle égal, ABD = MBC, compris entre des côtés égaux chacune chacun, savoir : AB=MB (côtés d'un même carré), BD = BC {idem). Mais le triangle ABD et le rectangle BIHD ont même base BD et même h;iiiteur; car IB est égal à la perpendicuiaire abaissée du sommet A sur DB prolongée; le triangle ABD équiyaut donc à la moitié du rectangle (V. leurs mesures). Le triangle MBC et le carré MBAN ont mém<) base MB et même hauteur; car la perpendiculaire abaissée de G sur MB prolongée est égale à AB (NAC parallèle à MB}; le triangle MBC équivaut à la moitié du carré (V. leurs mesures). Or le triangte ABD est égal au tiiangle MBC; donc la moitié du rectangle équivaut à la moitié du carré; donc AB* = BIHD. On démontrerait de mémo que le carré ACPQ est
équivalent au rectangle IHEC. En résumé, BIHD = ÂB*, IHEG =: Âc'; Ê^
== BIHD + IHEC ; donc BC* = ÂB* + ÂC*. C.Q.F. D.
Corollaires. Les rectangles BIHD, IHEC» ayant même hauteur IH^ sont en-
. . . . , BIHD BI
tre eux dans le même rapport que leurs bases; ' = — ;
InoiCi Itt
donc
AB
BI
ic* i<^
Les carrés construits sur les côtés de Vangle droit sont entre eux dam» k
métne rapport que les segments adjacents de V hypoténuse»
_ . . BIHD BI ^ Onademême.jjjj^=-;donc
AB
BI
Bc' BC
Les carrés construits sur un des côtés de l'angle droit et sur VhyyoténMM sont entre eux dans le menue rapport que le segment adjacent à ce côté d r hypoténuse elle-même.
Quant aux théorèmes relatifs aux carrés construits sur les côtés des trlanf^a non rectangles, nous ne pourrions que répeter les démonstrations doiuiéii dans le livre 111; ce sont des conséquences des trois théorèmes qui précèiteoL Nous renvoyons au livre 111 (n** 15S et 157).
Iti
RAPPORT DES FIGURES SEMBLABLES
Théorème.
^ Si6. Deux triangles semblables AHG, DEF^ sont entre eux dans ^ le même rapport que les carrés des côtés homo»
logues.
G L'aire de ABC = -BC X AI ; celle de DEF
=:^EFXDH.
ABC BCXAI
DEF EF X un
TDp AD
Les triangles ABC, DEF, étant semblables, =:=; = — r.
Ii,r uea
Al AB Les triangles ABI, DEH, étant semblables, — = — .
Multiplions ces égalités membre à membre :
BCXAI li?
EFXDII He^
ABC Ali
Des égalités (1) et (2) comparées, il résulte quej— p; = C. Q. F. D.
DE
TIléorèliie.
217. Deux polygones semblables sont entre eux dans le mèvM rapport que les carrés de leurs côtés homologues.
D'après le théorème précédent :
ABC ÏÏ? CAD CD* DAE DE* AFE yS
abc i,c^' Cad ^' dae ^^^' afe f^
BG CD DE ^ B(? CD* DE
Mais puisque T" = "-r = -7- ^ etc. ; ■=; = -^zr = ■== etc.; ^ ^ bc cd de' k^^ -//* ^I*
donc
bc cd de
ABC CAD DAE AFE
abc Cad dae afe
Faisant la somme des numérateurs d'une part, et la somme des dénominateurs de l'autre, on a, d'après un théorème d'arithmétique: .
ABC+CAD+DAE+AFE ABC ÏÏG* , , ,, j. ABCDEF
~ ;; cest-à-dire
abC'\'Cad-\'dae'{'afe abc ^ abcdef
par des droites issues d'un point intérieur donné
64. Diviser de chacune de ces trois manières un triangle en partiel proportionnelles à des nombres donnés ou à des droites données.
65. Diviser de même un triangle en parties de grandeurs données.
66. Diviser un trapèie en deux parties équivalentes ou proportionnelles à deux Dombres ou i deux droites données
— par uoe parallèle à ses bases.
en parties de grandeurs données
73. Diviser de même un trapèze par des droites ayant des directions données quel* conques*
74. Mener par un sommet d'un quadrilatère une droite qui divise sa surrace, en parties équivalentes ou en parties proporliounelles à des lignes ou à des nombres donnés, ou en moyenne et extrême raison.
. - Tliéorèine.
4-21 8. Uaire d'un polygone régulier est égale au produit de son périmètre par la moitié de son apothème.
Soit par ex. l'hexagone régulier ABCDEF; je joins le centre aux sommets A et B, et j'abaisse 01 perpendiculaire à AB ; la
surface du polygone se compose de six triangles égaux k AOB;
t^ — >^^^ op AOB == AB X 5 01 ; donc Taire du poly-
^ gone est égale à 6 AB x r 01; ce qui est précisément le périmètre^ (6AB), multiplié par la ^ moitié de l'apothème. « /-^ . ' ^ '♦ * ^ ':■■■■■: Ex. : Trouver la surface d'un hexagone régulier inscrit dans
un cercle dont le rayon R = 5 mètres.
S=3ABX0L
On sait que AB = R = 5. Pour connaître 01^ on remarque que le triangle OIA étant rectangle^
ôi'
Donc S = ;on évalue v'^S approximativement.
Tlicorèinc.
219. L'aire d'un cercle est égale à la circonférence multipliée par la moitié du rayon.
Inscrivons un polygone régulier dans le cercle ; soient S Taire de ce polygone, p son périmètre et a son apothème. Nous venons
de voir que S = p X r a. (1)
Supposons qu'on double indéfiniment le nombre des côtés de ce polygone; à mesure que le nombre des côtés augmente, le périmètre diflfère de moins en moins de la circonférence, Tapothème du rayon, et Taire du polygone de Taire du cercle (n* 177).
La circonférence est évidemment la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone régulier dont on double indéfiniment le nombre des côtés {a" 177). Le cercle est la limite de Taire du même polygone j et le rayon est la limite de son apothème.
UYRE IT. 153
Comme l'égalité (1] est vraie, quel que soit le nombre des côtés du fX)lygone, elle s'applique encore quand on arrive à la limite ; malsalors S devenant cercle R^ p devenant cire. R, et a égal à R, oa 9;
cercle R = cire. JR X -r- . (4 )
-1. '*RraiARQUE. Cire. R = SuR ; donc cercle R = StcR x -^ = «R*.
JT^our obtenir Vaire d'un cercle de rayon donnée il suffit de muliif^Zier le carré du rayon par le rapport constant tc de la circonfére^^^e au diamètre.
GoROLLAiRB. Lcs ùives de deux cercles sont entre elles comme les cct^^Tés de leur rayon.
Eneffet, cercle R=«R2: cercle R'=7tR'2. ,
-, cercle R tiR^ R* ^ ^ „ ^
Do»c r"^ = -H7. = D7,- C.Q.F.D.
cercle R' tcR'^ R^
PROBLfaiB. Trouver le cercle connaissant la circonférence.
in «• ^^R* /circ.RV /cire. R\« 1
cercleR=.R*= — =^-^) : .= {-^) X;.
SSO. L'aire d'un secteur est égale à la longueur de son arc mulii» pfzée par la moitié du rayon.
Pour le démontrer, je divise Tare AE en un certain nombre de Q parties égales, quatre par ex. ; je mène les cordes
des arcs partiels, et je joins les points de division au centre; j'obtiens ainsi quatre triangles isocèles. £ L'aire de chaque triangle est égale à sa base multipliée par la moitié de l'apothème 01 ; la somme des aires de tous les triangles, c'est-à-dire Taire du secteur poly*
gonal est égale àUBx^OI^périm.ABGDEx^OI. (1)
On peut doubler indéfiniment le nombre des côtés de la ligne
' r • fc-
inscrite; régulité(i) est toujours vraie^ quelque grand que soit le nombre des côtés. A la limite^ Tare ÂE pouvant être considM comme une ligne polygonale d'un très-grand nombre de côtés infiniment petits, le secteur OAE peut être considéré comme un secteur polygonal ayant l'arc AE pour base et le rayon pour apothème. L'aire du secteur est donc égale à la longueur de son arc multipliée par la moitié du rayon. C. Q. F. D.
Hbmarqub. On a secteur OAE=: arc AEx-^^R; cercle R
= circ. RXr R; on déduit de là
sect. OAE arc AE
cercle R cire. R'
Le rapport d^un secteur au cercle est le même que celui de son arc à la circonférence.
22' bis. Segment de cercle. L'aire d'un segment de cercle AMB est égaie à l'aire du secteur OAMB, diminuée de l'aire dutriangieOkB, Or on sait évaluer ces deux aires.
APPLICATIONS
l"Ex. : Le rayon d'un cercle. est 3", 84; calculer l'aire de ce cercle à moins d'un centimètre carré.
Il faut calculer le produit iiR* à moins de 0,0001. On fera cette multiplication abrégée :
Le produit, borné aux dix-millièmes (V. YArithm.), exprimera l'aire demandée. (Voy» ^^"^^ '^ Comp/éwewd'emploi de «=22/7).
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2* Ex. : Calculer le rayon cTun cercle dont Vaire est égale à 32 mètres carrés.
On a l'égalité icR2=32;
d'où
R^ = ??, et R=l/Ll
On peut se proposer de calculer R à moins de 0*^01 ; on calcu«
lera 4 chiffres de la racine carrée. Pour cela^ il suflSra de con-
naître 4 chiffres du quotient — ; on peut employer la division
abrégée en prenant tz par excès avec 5 décimales.
3* Ex. : Le rayon d'un cercle est 3*,84; trouver l'aire d'un sec^ teur ayant pour base un arc de cercle de 28' 49' 41".
secteur ^ arc _ 28M0'4i^^ _ d0198i ^ cercle "" cire "~ 360'* "" 1296000 '
secteur 101981 ^, , , ^ iiR«X404981
ou r— = • d ou le secteur^: =
irx(3,84)gXl0198l 1296000
Il ne reste plus qu'à effectuer les calculs. Telle est la marche qu'il faut suivre quand on donne le nombre de degrés de l'arc d'un secteur.
(V. le Complément pour d'autres applications.)
BXEaClCES KT PROBLÈUBS SUR LA GOHPARàlSON DES AIRES.
ProMcme.
S22. Construire un carré dont le rapport à un carré donné soit égal à celui de deux lignes données m e^ n.
i"* Méthode. Soit x le côté du carré cherché. On doit avoir
-- = — ; cela revient a a;2= xa. Je construis une ligne
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y = , c est-a-dire une 4* proportionnelle aux lignes n, m et
a (n* 165]yet j*ai x^=yxa. La droite cherchée est une moyenne
entremet a. Je construis cette moyenne proportionnelle.
â* Méthode. Je prends sur une droite indéfinie, AD=m, DB=:m.
Je construis une demi-circonférence sur ÂB comme
• diamètre. Au point D, j'élève une perpendiculaire
^^^_[\ DC jusqu'à la circonférence. Je trace CA, CB.
—y — ^^ Je prends sur CB (du côté de n) une longueur
CII=:a^ et je mène HI parallèle à BA. CI est le
côté du carré demandé. En effet, le triangle AGB étant rectangle,
onaE, = ^-^ CB DB n •
Mais -^r; = -=î ; donc =■; = H Cil CB* Cr n*
x* m Op CH=a; donc CI=a?, d'après l'égalité proposée — = — .
Problème.
223. Construire un rectangle équivalant à un carré donné a*, et dont les côtés adjacents fassent une somme donnée s. Soient x' et x" les côtés du rectangle; x'+x":=s eta/xa:"=a*. Je trace AB=5; sur AB comme diamètre je décris une demicirconférence. Au point A j'élève AC perpendiculaire à AB, et je
prends AG = a. Par le point G, je mène CDiy parallèle à AB; celle parallèle rencontre la circonférence en D et en D'. De Fun de ces points, D, j'abais<5e DE perpendiculaire sur AB. Les segments AE> EB, ainsi déterminés, du diamètre AB sont les côtés du rectangle demandé.
En cffot, AE+EB = AB=5, et AExEB=DË^=ÂG* =aî (n« 153, 1% du Cours).
LIVRE IV
Remarque. Pour que la construction précédente soit possible, il faut que le côté AC=DE=a du carré donné ne surpasse pas le rayon 01; autrement la parallèle CDD' ne rencontrerait pas la circonférence. Si AC=OI, les segments sont AO et OB; le rectangle cherché n'est autre que le carré donné. Ainsi donc, pour que le problème proposé soit possible, il faut et il suffît que le côté du carré donné ne surpasse pas la moitié du demi-périmètre donné. On démontre par l'algèbre que cette condition est nécessaire et suffisaute. (Fotr plus loin.)
Problème.
224. Construire un rectangle équivalant à un can^é donné et dont les côtés adjacents aient entre eux une différence donnée.
J'appelle a le côté du carré donné, x' et x" les côtés adjacents du rectangle demandé, et d leur différence.
{x'xx"=a\ eix'—x"=d).
Construction. Je construis une circonférence ayant la différence d pour diamètre ; je lui mène une tangente AB égale au côté du carré donné, et je mène par le centre la sécante BCD. La sécante BD et sa partie extérieure BG sont les côtés adjacents du rec« tangle demandé. En effet, BD— BG=CD=rf, et
BDxBG=ÂB* = û*.
Cette construction est toujours possible quelles que soient les lignes données a et d.
APPLICATION A LA CONSTRUCTION DES RACINES D^UNB EQUATION DU SECOND
DEGRÉ A UNE INCONNUE [exiçé],
ttft. Pour consfruire les racines x' et x" d'une équation du 2* degré ra« menée à la forme : x*-^ px+ y = 0, on s'appuie sur ces deux principes :
La somme des racines if une équation du 2* degré est égale au coefficient du 2* terme pris en signe contraire : x' -f- x" = — p.
Le produit des mêmes racines est égal àq; x' x x" = q.
Quand ou applique l'Algèbre à la Géométrie, tous les termes de chaque équation sont homogènes^ c'esl-à-dire composés du même nombre de facteon
linéaires. Si l'un est an produit de lignes, chacun des autres est on produit do même nombre de lignes^ ou représente le produit d'autant de lignes.
Dans l'équation x^ + px -^ q =z 0, s* étant le produit de deux lignes s et s, p X £ est le produit de deux lignes p et x. Tune connue, l'antre inconnue, et^ doit être le produit de deux lignes données qu'on peut remplacer par un carré équivalent a*, ou, si c'est un nombre^ sa yalenr absolue doit élre considérée comme représentant l'aire d'un certain carré connu a* (dont a e»t le côté).
Cela posé, pour que nos explications soient claires, nons représenterons par p la valeur absolue ou linéaire du coefficient de x, par a* la valeur absolue de 9, et par x* et x" les valeurs absolues des racines. Par suite p et a représentent des lignes données ou connues, et a/ et x" des lignes à construire, ces quatre lignes étant considérées en valeurs absolues, c'est-à-dire abstraction faite de tout si^'ne.
La construction géométrique donne ces valeurs absolues oi^ %i x*'. Ces valeurs trouvées, on peut leur donner les signes Indiqués par les signes de l'équation proposée et les employer en conséquence.
Eu égard aux signes de ces termes, l'équation du 2* degré peut avoir l'une de ces quatre formes :
(1) x«— pflf-|-a* = 0; (2) a:*+pa;+a« = 0;
(3) aj*— px— a«=0; (4) «•+?«— û*=0.
!•» CAS. a;*— px +0*= 0. Le produit des racines (+ o*) étant positif, les racine!^ sont de même signe; leur somme (+ p) étant positive, leur signe commun est -f . Appelons-les x' et ^'; on a x' + a;" = p ; rc' x a^'= û*.
Pour avoir x' et a/', on construit donc les côtés d'un rectangle équivalant à un cane donné a^, tels que leur somme soit égale à p. (V. n<> 223; a/ = AE, œ" = KP.)
2« 0,5: a;" -f par + o' = 0. Le produit des racines (+ û«) étant positif, les deux racines soiit de même signe. Leur somme ( — p) étant négative, leur signe commun est — •; elles sont toutes deux négatives. Appelons-les — x^ et — »". Nous avons x' x as" = o* et — a^ — oc" = — p ou a:' + x" = p.
On trouvera les valeurs absolues af et a;"des racines en construisant les côtés d'un rectangle équivalant au carré a*, tels que leur somme soit égale à p. (V. n* 223).
Ces lignes trouvées, on leur donnera le signe —, et on les emploiera en con« séquence, x' = — AE, «"= — EB.
Remarque. Dans ces deux premiers cas, le radical des valeurs de a;' et dea" est
a'. On volt que le» racines ne peuvent alors être réelles, c'est-à-dire
exister, que si a* ne surpasse pas 1/4 p', c'est-à-dire si a ne surpasse pas 1/a p. C'est précisément lacondilion indiquée n» 223, remargite; celle condition est donc nécessaire ou indibpensable.
»• CAS. «*— pa:— a> = 0. Le produit des racines h-o«) étant négatif, les radnet sont de lignes contraires ; nous les appellerons a/ et — a;".Leur somma
LITRE IV
algébrique %* — t!' = p est en réalité la différence de Ieur& valeurs absolues. Cette différence x'—x" étant positive, la racine positive s' est la plus grande.
On a x' X — «"= — a', ou x'xx" = o', et x' — x" = p; on obtiendra donc X et x" en construisant les côtés d'un rectangle équivalant au carré donné a*, et ayant entre eux une différence donnée p. C'est le problème du n*" 224. La racine positive est la sécante BD, + BD; la racine négative est ^ BC.
4* CAS. x' + P* — fl'= 0. Le produit des racines (—a*) étant négatif, les deux racines sont de signes contrains; appelons-les a:' et — se". Leur somme algébrique x' — a:" = — p, d*où x" — x' = p; ce qui annonce que la racine négative est la plus grande. On aa;'x--x" = — a*, ou x'xx" = a*e\x"—x'z=p; on obtiendra donc x' et x" en construisant les côtés d*un rectangle équivalant au carré domnéa* et ayant entre eux une différence p; c'est le problème du n*" 224. Ici la racine négative est la plus grande; les racines sont donc+ BG et — BD.
Remarques* Dans les deux derniers cas^ le radical des valeurs de x est
pi
-r- + a*. Les racines sont toujours réelles et peuvent toujours être con*
struites^ quelles que soient les lignes données a et p.
Les racines d'une équation du 2* degré, qu.ind elles sont réelles^ peuvent toujours être construites de Tune des manières indiquées. Quand la géométrie ainsi appliquée indique l'impossibilité, les racines ne sont pas réelles, e'esi-à' dire n*existent pas.
EXERCICES
POLYGONES BÉGULIERS.
Théorèmes à démontrer.
75. La lomme des distances d'un point intérieur aux n côtés d'un p'otygone régu* lier est égale à n Tois le rayon du cercle inscrit.
76. Les diagonales de Tliexagoae régulier te divisent mutuellement dans le rap- |K>rt de 4 i S.
L'hexagnne régulier inscrit dans un cercle vaut
— le double du triangle équilatéral inscrit;
— les tro*8 quarts de l'hexagone régulitr circonscrit;
— la moitié du triangle équilatéral circonscrit.
78. Le dodécagone régulier inscrit dans un cercle équivaut i trois fois le carré du ravon.
79. C étant le côté d'un polygone régulier de n côtés inscrit dans le cercle R,
n XC XR l'aire du polygone' régulier inscrit de 2« côtés, S= r ? (k)
00. Applications, Calculer en fonction du rayon R du cercle circonscrit — l'aire do l'hexagone régulier; .
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Taire du décagone
8i. — l'aire du polygone de 20 côlét.
85. Appliquer les Tormulei précédentes (Ex. 80, 84, 82, 83, 84) au eu de U:=: 2*,4 (On calculera chaque lurrace i moini d'un dmq,)
PROBLÊMES GRArniQUES.
86. Construire un carré équivalant à un polygone régulier donné.
87. Construire un triangle équilatéral équivalant aux 3/5 d'ao triangle équllttéral donné T.
88. — à la somme T + t'+T" de plusieurs triangles équilaiéraux doonét*
89. — i un hexagone régulier donné; — à un octogone régulier donné.
90. — i un polygone donné quelconque ou aux 4/5 de ce polygone. 94. Construire un hexagone régulier équivalant
— i un triangle équilatéral donné;
i un octogone régulier; -« à un décagone régulier
93. — i un polygone quelconque ou aux 3/7 d'un polygone donné quelconque.
PRO0LÈIIE9 «DMÉRTQDES.
{On calculera les longueurs à O'^OI près et les surfaces à moins d*un dnaq.)
94. Les côtés de 3 triangles équilaiéraux sont 3", 5"* et 42*. Quel est le côté du triangle équilatéral équivalant à leur somme P
95. Le rayon d'un cercle étant 3'°,20, calculer à O'^jOOf prés :
— l'aire du triangle équilatéral inscrit, ûf. circonscrit, — l'aire de l'hexa* gone régulier inscrit, — l'aire de l'hexagone régulier circonscrit.
96. — l'aire de l'octogone régulier inscrit; — id. circonscrit.
97. ... l'aire du décagone régulier inscrit; — id. circonscrit.
98. L'aire d'un hexagone régulier étant 8'b%40, on demande de calculer Taire dm triangle équilatéral circonscrit au même cercle et celle du carré inscrit.
99. L'aire d'un carré inscrit étant 426'°i, on demande Taire de Toctogone régulier inscrit et celle du dodécagone régulier inscrit dans le même cercle.
400. L'aire d'un octogone régulier étant 4200"*% calculer le rayon du eerclo inscrit et le rayon du cercle circonscrit.
404. L'aire d'un dodécagone régulier étant 3888°"i, on demande l'aire dud6eafOBO régulier inscrit dans le même cercle.
402. Le celé d'un triangle équilatéral étant ô'",40, calculer
— le côté de Thexagone régulier équivalent.
LIVRE IV
106. Le diamètre AB d*an cercle éUot divisé en denx segments AG, CB, lei demi* cire, décrites l'une sur AC comme diamètre d'un côté de AB, l'autre sur GB idem de l'autre c6lé, difisent ensemble le cercle en deui parties proportionnelles à AG et i GB.
407. Si le diamètre AB est divisé en parties égales AC, CD, DE, EB, et qu'on répète It même construction, 4* sur AG et sur CB, V sur AD et sur DB, 3* sur AB et sur EB, le cercle sert divisé en quatre parliAS équivalentes.
408. Si on construit des demi-circonférences sur les trois côtés d'un triangle rectangle, les deux aires comprises respectivement entre la grande demUcirconrérence et les deux petites équivalent ensemble à Taire du triangle rectangle.
409. Sur deux circonférences qui ont l'une pour rayon, l'autre pour diamètre la même droite OA, on prend des arcs d'égales longueurs AB, et A&; les points 0,6, et B lont en ligne droite.
en moyenne et extrême raison (2 cas
445. Construire un cercle équivalant au secteur d'un cercle donné dont la base est un arc de 3S<' W,
446. Diviser par des circonférences concentriques un cercle en un nombre quelconque
•» de parties équivalentes.
447. — de parties proporiionnelles i des lignes ou à des nombres donnés, 418. — de parties de grandeurs données.
PROBLÊMES NUMÉRIQUES
449. On pave une place circulaire de 75"* de diamètre avec des pavés de 35*"* de long sur 24^ de large qui coûtent tout posés 60 centimes la pièce. Combien coûtera ce pavage?
490. Un rond-point circulaire est planté de 72 arbres régulièrement espacés de 3*, 80 ; le contour de la place dépasse de C^^SS l'alignement des arbres. On demande la superficie totale.
421. Les roues de devant d'une voiture ont 24 centimètres de rayon; celles de derrière 40 centimètres. Combien les roues de devant font-elles de tours dans un parcours de 5 kilomètres ? Combien les roues de derrière 7
422. Un système de roues dentées, mises en mouvement par une manivelle, est ainsi composé : une roue de rayon r engrène avec une roue r' qui a le même axe qu'une roue de rayon r^ qui engrène avec une roue de rayon r'^, laquelle a le même axe qu'une roue de rayon r, qui engrène avec une roue r'^. Quand la première roue a fait 400 tours, combien de tours a fait chacune des autres?
423. Même question pour le cas où le mouvement se communique par des pignons intermédiaires. (Les pignons sont des roues de plus petits diamètres.)
434. Un cheval a fait en 4^ 55" 30", à raison de 68 mètres par minute, 400 fois le tour d'un manège circulaire^ On demande la valeur du terrain occupé par le manège i raison de 6400 fr. l'are (à 4 fr. près.)
162 COURS DE GÉOMÉTAIE.
4 25. Combien raudrait-ilde pièces de 5 fr. dont le diamètre eit 37*- poor reconvrir la surraee de ce manège ?
136. L'aire d'un hexagone régulier étant eiOO-^, quelle eit l'aire du cercle circonscrit?
127. Trourer la surface du cercle inscrit et celle du cercle cireonicrit tu triangle èquilaléral dont le côté est 6".
4 28. Calculer en hectares à f** près l'aire du segment compris entre un arc de 60o et sa corde dans le cercle dont le rayon est 572".
429. Calculer le rayon du cercle dans lequel le secteur eorreipoodanl à l'^re de 36» 40' a une surface de 4300"«.
430. U longueur d'un arc de 4S4o58' 20" est 150". Quelle est l'aire du secteur correspondant ?
431. De deux cercles concentriques l'un est le tiers de l'autre^ et l'aire de la partie de la couronne comprise dans un angle au centre de 43* 36' est égale à 2',40; quels sont les rayons des deux cercles (à 4"* près) ?
432. Un cercle et le triangle èquilatéral inscrit valent ensemble 3*i. Trourer le rayon du cercle à O^^Ol près.
4 33. Un triangle èquilatéral, un carré, et un cercle ont le même contour de 4 mètre; trouver les rapports de leurs surfaces considérées 2 i S.
43 V. Calculer à un 0'",001 près le rayon d'un cercle dans lequel l'aire del'oclogODe régulier et celle de l'hexagone régulier diffèrent de 1*«.
QIESTIOXS DIVERSES.
Problèmes et théorèmes,
435. Inscrire un carré dans un triangle. — Sur quel côté s'appuie le plus graod carré?
436. Inscrire dans un triangle un rectangle d'une surface donnée; — le plus graod rcciangle possible.
437. Circonscrire à un rectangle — un triangle d'une surface donnée; — le plus petit triangle possible.
438. Circonscrire à un triangle le plus grand triangle semblable i un triangls donné.
439. Inscrire dans un cercle un rectangle d'une surface donnée ; •» le plus grand rectangle possible.
4 (0. De tous les triangles de même base et de même périmètre le plus grand est isocèle.
441. De tous les triangles de même périmètre le plus grand est èquilatéral»
442. De tous les triangles rectangles dont la somme des cétés de l'angle droit est constante^
— le triangle isocèle a la plus petite hypoténuse;
443. — le triangle isocèle a la plus grande hauteur correspondant à Tity"
poténuse.
444. Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, le triangle isoeMei la plus grande hauteur issue du sommet de l'angle droit.
DD PLAN ET DE LA LIGNE DROITE DANS L^BSPACB
DEFINITIONS
225 bù. Le plan est une surface telle que si Ton y prend deux points à volonté, et qu^on les joigne par une ligne droite, cette ligne est tout entière située sur la surface (n® 4).
Autrement dit, le plan est une surface sur laquelle on peut appliquer une ligne droite dans toutes les directions.
On dit que deux plans sont parallèles quand ces deux plans ne se rencontrent pas, si loin qu'on les prolonge.
On dit qu'une droite et un plan sont parallèles dans le même cas.
Rappelons-nous la définition donnée dans le 1*' livre de deux droites parallèles : ce sont deux lignes qui, situées dans le même planj ne se rencontrent pas, à quelque distance qu'on les prolonge dans un sens ou dans Tautre.
Ainsi deux droites qui ne se rencontrent pas ne sont pas nécessairement parallèles; il faut de plus qu'elles soient situées dans le m6me phn.
Thcorcmc.
220. Par deux droites qvi se coupent y on peut toujours faire pnsaer un plan, et on n'en peut faire passpr qu'un.
En d'antres termes : Deux droites qui se coupent déterminent la porifion d'un plan.
Soient AB, AC deux droites qui se cou|>ent. Une ligne droite étant Iracée dans un plan indéfini, on peut la faire coïncider avec A AB. Le plan passant par AB, on peut le faire tourner
autour de cette ligne comme charnière, jusqu'à ce qu'il vienne passer par le point C (*); alors la ligne AC qui a doux points dans le plan y est tout entière On peut donc faire pacser un plan par les deux lignes AB, AC, B^ '*'' mais on n'en peut faire passer qu'un; en effet, si Ton
t.tii toiirner le plan autour de AB, à partir de sa position actuelle, au moindre mouvement d'un côté ou de l'autre, il quitte le point C, et ne contient plus la ligne AC.
227. Corollaire I. Par trois points A, B, C, non en ligne droite ^
on peut faire passer un plan, et on n'en peut faire passer qu^un. De même par les trois côtés d'un triangle ABC.
En effet, ces trois points ou ces trois lignes / \ sont dans le plan des deux lignes AB, AC.
228. Corollaire II. Deux parallèles XB, CD, sont dans le même plan et en déterminent la position.
V Suivant la définition, elles sont dans le même plan.
2" Elles ne peuvent pas se trouver toutes A _ B jg,^^^ ^ 1^ |.^^jg j^j^g ^^^^ pl^^g différents,
c — o puisque, par les trois points, B, A, C, non
en ligne droite, situés sur ces lignes, il ne peut passer qu'un seul plan (-227).
(*) On peut se figurer le plan com >?^ une immense feuille de papier rigide
L'intersection de deux plans est une ligne droite
En effet, soient A et B deux points communs aux deux plans; il. résulte de la définition, n^^âSS bis, que la droite AB, continuée indéfiniment, se trouve dans les deux plans. Ceux-ci n'ont aucun l)0int commun C en dehors de cette ligne : ils ne peuvent, en effet, avoir trois points communs A, B, C, non situés en ligne droite, puisqu'il ne peut passer qu'un seul plan par trois points ainsi situés (no 227). L'intersection des deux plans e6t donc la droite AB.
DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES A UN PLAN
251 • Définition. Une droite est perpendiculaire à un plan quand elle est perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dans le plan ; réciproquement le plan est perpendiculaire à la droite.
Le pied d'une perpendiculaire est le point où elle rencontre le plan.
Tltéorèmc.
232. Si une droite AB est perpendiculaire à deux autres droites BC, BD, qui passent par son pied dans un plan MN, elle est perpendiculaire à ce plan.
Le théorème sera démontré si nous prouvons que AB est perpendiculaire à toute autre droite BE, menée par son pied dans le plan MN. Pour cela, menons dans ce plan une droite CED qui conpo
toQrnant autour de AB; dans ce mouvement, il passe successivement par toua les points de l'espace.
Pour représenter les plans dans les figures^ nous sommes obligés de leur donner des iimilei; il faut eu général les considérer comme illimités.
les trois lignes BG^ BD, BE; prolongeons AB d'une longueur
BA'=BA, puis liions AC, AE, AB, A'C, A'E, AD. Dans le plan ACA', les deux lignes C\, G A sont deux obliques à la droite ABA' s'éloignant également du pied delà perpendiculaire GB; donc G V=GA'; on a de même, dans le plan ADA, Toblique DA=DA'. Les deux triangles ACD, A'CD^ qui ont déjà un côté commun GD, ont donc les trois côtés égaux. Nous pouvons les faire coïncider en faisant tourner A'GD, autour de GD comme charnière, pour le rabattre sur AGD. Gela fait, le point E n'ayant pas bougé, et A' étant venu en A, EA' coïncide avec EA; EA' étant égale à EA, le triangle AEA' est isocèle et la ligne EB qui va du sommet au milieu de la base, AA', est perpendiculaire à cette base (n" 36). Réciproquement ABA' est perpendiculaire à BE; donc elle est perpendiculaire au plan MN. G. Q. F. D.
Remarque. Nous venons de considérer dans cette démonstration phisieurs perpendiculaires menées à la même droite AB, par le même point B de cette droite; ce qui semble en contradiction avec ce que nous avons vu dans le 1" livre (n" i2); c'est que nos constructions n'ont pas lieu sur le même plan exclusivement, mais dans l'espace (V. le théorème suivant).
Tliéorème,
235. Dans Vespace on peut mener une infinité de perpendiculaires à une même droite Ah par le même point G de cette ligne.
En effet, on peut faire passer par la droite AB une infinité de plans tels que ABF, ABE, ABD...., et mener dans ( hacun de ces plans une perpendiculaire à AB au point G; par ex. : GD dans le plan ABD, GE dans le plan ABE, etc.
2ô5 bis. Toutes les perpendiculaires menées à la même droite AB par le même point G de cette droite sont dans un même plan.
Deux quelconques de ces perpendiculaires, GD, GF, par exemple^
LIVRE V
déterminent un plan DGF (le plan MN) perpendiculaire à AB (n* 232). Toutes les autres perpendiculaires sont dans ce plan; CE, par ex. En effet, le plan ABE (de AB et de CE), rencontre le plan MN suivant une droite passant au point C et nécessairement perpendiculaire à AB (définition n*" 231). Cette intersection n'est autre que CE qui est la seule perpendiculaire que l'on puisse mener ^ AB au point C dans le point ABE. CE est donc dans le plan MN.
234. Corollaire. On peut toujours par un point donné mener un plan perpendiculaire à une droite donnée, AB, et on ne peut en mener qu^un,
1* Le point donné C est sur la droite donnée. On fait passer par AB deux plans quelconques ABD, ABfJ, et on mène dans chacun une perpendiculaire à AB au point C (n° 233). Le plan DGF des deux perpendiculaires CD, CF est le plan demandé.
On n'en peut mener qu'un. En efiFet, si un plan est perpendicur laire à AB au i)oint C, toutes les lignes de ce plan qui passent au point G sont des perpendiculaires à AB. Ce plan n'est donc autre que le plan unique qui contient toutes les perpendiculaires me* nées à AB par le point C (n» 233 bis).
2* Le point donné E est situé hors de la droite donnée AB. Menons
dans le plan EAB la perpendiculaire EC sur AB; puis, dans un second plan quelconque passant par AB, une autre perpendiculaire CD à cette ligne. Le plan EGD (MP) de EG et de DG est perpendiculaire à AB et passe par le point E.
C'est le seul plan qui puisse remplir à la fois ces deux conditions. En effet, un [)lan perpendiculaire à AB, passant par E contient une perpendiculaire menée de E sur AB (la droite qui joint le point E au point de rencontre de AB et de ce plan); or EC est la seule perpendiculaire qu'on puisse mener du point E sur AB. Tout plan perpendiculaire à AB, passant par le point E, contient donc EG et passe par le point C. Or nous venons de voir que par un point G de AB, on ne peut mener qu'un plan perpendiculaire à cette droite.
iG8
COURS DE GÉOMÉTEIE.
THËORtlS,
9S&. Par un point donné on peut toiQours mener une perpendicU' laire à un plan^ et on n'en peut qu'une (qo 236).
Premier GâS. Le point donné B est sur le plan MN (6g. 1). Je mène sur le plaQ MN une droite CD, du point B une pcrpeadioulaire BC sur
CD, au point C dans un autre plan quelconque une perpendiculaire CA à CD, et enfin au point B une perpendiculaire BA à BC dans le plan BCA ;
BA est perpendiculaire au plan MN.
Pour le démontrer, je prolonge AB d'une longueur égale BA', et je mène AD, A'D, A'Crlb obliques CA, CA' à A A' sont égales (42). CD perpendiculaires aux droites CB, CA est perpendiculaire au plan ACB (232) et par suite à CA' (231). Les deux triangles ACD, A'CD rectangles en C sont égaux; car AC = A'C et CD est commun; donc AD = A'D et DB est perpendiculaire à AB'A' (36). AB, perpendiculaire à BC et àlU), est perpendiculaire au plan MN (232). C. Q. F. D.
DliL'XiÈME CAS. Le point donné A est hors du plan MN, Je mène sur MN une droite CD, de A une perpendiculaire AC sur CD, de G une perpendiculaire BC à CD dans le plan MN, et enfin du point A une perpendiculaire AB sur CB. AB est perpendiculaire au plan MN. On le démontre comme dans le premier cas.
S;30. Far un point donné on ne peut mener qu'une perpendiculaire à un plan.
Premier cas. Le point donné B est sur le plan MN (fig. 2). Supposons qu'on puisse mener au point B deux perpendiculaires BA, BË au plan MN. Le plan ABË coupe le plan MN suivant une droite C'BC à laquelle *B.\ et BE seraient toutes deux perpeudicuiaîres (231). 11 y aurait donc dans le même plan ABEG deux pcrj)cudiculaircs à la mémo droite C'BC; ce qui est impossible (12)
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2* Le point donné A. est hors du plan MN. Soit AC une perpendiculaire à ce plan; menons une autre droite quelconque AB, et tirons BG. AG étant perpendiculaire à BG (231)^ AB est oblique à cette même ligne BC, puisque» dans le même triangle ABG, il ne saurait y avoir deux angles droits. AB oblique à BC^ est oblique au plan MN. AC est donc la seule perpendiculaire qu'on puisse mener du point A sur ce plan.
Tltéorèmc.
257. Si du même point A on mène à un plan MN une perpendi^ enlcire AB, et différentes obliques AG, AD, AE :
1* La perpendiculaire est plus courte que toute oblique;
2* Deux obliques AC, AD, qui s*écartent également du pied de la perpendiculaire sont égales f
3* De deux obliques AE, AC, qui s^écartent inégalement, celle qui sV- ■^ carte le plus est la plus longue,
i* On a AB < AC; en effet, dans le plan ABC, la perpendiculaire AB est plus courte qu'une oblique quelconque AC (livre 1, n* 42),
La plus courte distance d'un point à un plan est donc la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan.
2* Si la distance BD = BG, l'oblique AC = AD.
En effet, les deux triangles rectangles ABG, ABD, ayant le côté AB commun, et BC=BD par hypothèse, sont égaux; de là ré* suite AC = AD.
3« Si l'on a BE > BG, Toblique AE est plus grande que AG. En effet, on peut sur BE prendre une longueur BD = BG et tirer AD; l'oblique AD = AG. Mais dans le pian ABDE, Toblique AE est plus longue que AD (livre 1, n» 42); donc AE > AG.
238. Les réciproques des thcorèiues précédents sont toutes vraies.
1* Deux obliques égales s'écartent également de la perpendiculaire.
2* De deux obliques inègaleSy la plus longue $*icarte le plus du pied de la perpendiculaire.
Même déinonstralion que dans le 1*' livre, n* 43.
239. Remarque. Les pieds C, D, E, de toutes les obliques égales^ menées d'un point A à un point MN, sont situées sur une circonférence de cercle, ayant pour centre le pied de la perpendiculaire menée du point A sur ce plan. On déduit de là un moyen mécanique de mener une perpendiculaire d*un point donné extérieur sur un plan donné : on mène du point A au plan MN au moins trois obliques égales entre elles; on fait passer une circonférence par les pieds de ces obliques sur le plan MN; la ligne qui joint le point A au centre de cette circonférence est la perpendiculaire demandée.
240. Corollaire. Le lieu des points de l'espace, également distants de deux points donnés A et B, est le plan perpendiculaire au milieu de la droite AB qui joint ces deux points (faites la figure).
En effets soit M un de ces points ; joignons-le au milieu G de AB; la ligure ABGM est dans un plan^ et la droite CM est dans le plan perpendiculaire au milieu de AB [n" 45). Or toutes les perpendiculaires à AB au point G se trouvent dans le plan perpendiculaire à cette ligne en ce point.
Tliéorèmc. * ^ • ■ "^ ' ^"^ >^ ^"^^ ^^' '^ '
241. Une droite AB étant perpendiculaire à un plan MN, si du pied B de cette ligne on mène une perpendiculaire BD à une ligne CE du plan MN, puis qu^on joigne un point quelconque A de AB au point D, la ligne AD ainsi menée est perpendiculaire à CE. Pour le démontrer, je prends sur EG, à partir de D, deux longueurs égales DC, DE ; puis je mène BE, BG, AE, AG. DE étant égale à DC, les obliques BE, BG sont égales comme s'écartant également du pied de la perpendiculaire BD. BE étant égale à BC, les deux obliques AE, AG, au plan MN, sont éga'es comme s'écartant également du pied de la perpendiculaire
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AB. La ligDe AD qui va du sommet du triangle isocèle ACE au milieu de la base CE est perpendiculaire à cette base (n* 36). C. Q. F. D-
Ce théorème est connu sous le nom de théorème des trois pet' peridiculaires (AB, BD, AD). ^
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
4. Une droite ègalcmeoi ioclinée sur troif droites qui passent par son pied dans as plan est perpendiculaire à ce plan.
2. Toutes les perpendiculaires abaissées du même point for des plans qui pa^s* nt tous par la même droite sont dans un même plan.
3. Si un angle BAC tourne autour do son côté AB, chaque point de AC décrit une circonr>:rence de cercle.
Quel csi le lieu géométrique des poinls de l'espace
— également distants de deux points donnés?
5. •— également distants de trois poinls donnés non en ligne droite?
6. — également distants des points d'une circonférence de cercle?
7. Il existe un seul point également distant de quatre points non situés sur le Dème plan.
En esl-il de même quand les quatre points donnés sont dans un même plan ?
Quel est le lieu géométrique des points d'un plan
— également distants d'un point donné hors de ce plan ?
9. •— tels que la somme des carrés de leurs distances à deux points donnés liors de ce plan soit égale à un carré donné ?
40. — tels que la différence des carrés de leurs distances à deux points donnés hors de ce plan soit constante.
DROITES PARALLÈLES DANS l'eSPACE.
Tliéorème.
242. Par un point C, donné dans l'espace, on peut toujours mener une parallèle à une droite donnée AB, mais on n*en peut mener qu'une.
Eu effet, une parallèle quelconque CD à la droite AB, menée par le point C^ devant être dans un même plan avec AB, est né*
cessairement dans le plan GAB déterminé par le point C et par AB.
Or, dans ce plan GAB, on peut effectivemeut mener une parallèle à AB par le point C, mais on n'en peut mener qu'une (1" livre, n*'5l et 52).
Tliéorèmc*
243. Si deux droites AB, DE, sont parallèles^ tout plan (MN) perpendiculaire à l'une (AB) est perpendiculaire à l'autre. Le plan .\BCD des deux parallèles coupe le plan MN suivant
une droite BC ; la ligne AB (perpendiculaire au plan MN)» étant perpendiculaire à BG, sa parallèle GD est aussi perpendiculaire à cette ligne [livre I^ n*'55); il suffit donc de prouver que GD est perpendiculaire à une se- ^ coude droite menée par son pied C dans le plan MN. Pour cela, je mène dans ce plan une perpendiculaire lË à BG9 et je trace AG. En vertu du théorème des trois perpendiculaires (n* 241), la ligne AG est perpendiculaire à lE; lE étant perpendiculaire à deux droites CB» GA^ qui passent par son pied dans le plan ABCD, est perpendiculaire à ce plan^ et par suite à la ligne GD qui y est située. Réciproquement GD est perpendiculaire à lE; comme elle Test déjà à GB, elle est perpendiculaire au plan MN. G. Q. F. D.
2i4. Deux droites AB, GD perpendiculaires au même plan MN, sont parallèles entre elles.
En ciTety Tunique parallèle à AB qui passe par le point G doit être, d'après le théorème précédent, perpt^ndiculaire au plan MN. Gette parallèle n'est donc autre que GD qui est la seule perpendiculaire possible à ce plan au point G (n* 230).
LIVRE V
DROITES ET PLAIfS PARALLÈLES ; PLANS PARALLELES ENTRE EUX.
Nous avons défini n* 2!2o bis les droites et les plans parallèles.
Tbcorcine.
Îi45. Si une droite AB est parallèle à une autre droite CD située dans un plan MN, elle est parallèle à ce plan.
En effets le plan ABCD des deux parallèles et le plan MN ont
pour intersection la droite CD ellemême. La ligne AB, qui ne sort pas du plan ABCD, ne rencontre pas le plan MN; car elle ne pourrait le rencontrer qu'en un point de Tintersection CD des deux plans ; ce qui est impossible, puisque, par hypothèse, N AB et CD sont parallèles.
JV B
Théorème.
246. Si une ligne AB est parallèle à un plan MN, Vintersectim, CD du plan MN et d^un plan quelconque mené par AB est parallèle àAB.
En effet, AB ne peut pas rencontrer CD sans renconirer le plan A. B MN, ce qui est impossible d'après l'hypo-
thèse; donc AB ne rencontre pas CD. D'ailleurs ces deux lignes sont dans le même plan; elles sont donc parallèles.
247. CoROLiAiRE. Un plan MN et une droite AB étant parallèles 9 si on mène par un point C du plan une parallèle à AB, cette parallèle CD est située dons le plan MN. En pff(»t, d'après le théorème précédent, le plan ABCD doit couper le plan MN suivant une parallèle à AB passant par le point G (théorème précédent). Cette intersection n'est autre que CD, qui est la seule parallèle qu'on paisse mener à AB par le point (\ [tC 212} .
COURS DE GÊOIIÊTRIB.
Tltéorème.
Les intersections AB^ CD y de deux plans parallèles MN
PQ, par un même plan RS, sont parallèles entre elles.
En effet, ÂB et CD ne peuvent pas se rencontrer, puisque les plans MN et PQ, dans lesquels elles se trouvent, ne se rencontrent pas. D'ailleurs AB, CD sont dans le même planRS; ces deux lignes sont donc parallèles.
Tliéorèiiie.
249. Deux plans perpendiculaires à la même droite sont parais lêles entre eux.
En effet, ces deux plans MN^ PQ n'ont aucun point commun^ puisque deux plans perpendiculaires à la même M droite AB ne peuvent pas
passer par le même point (n* 234).
LIVRE V
conque CO. Les deux lignes AB, CO déterminent un plan qui
coupe le plan MN suivant une ligne DI parallè'e à CO (n* 248.) Dans ce plan AdO, on remarque que AB, perpf^ndiculaire au plan MN est perpendiculaire à DI, et par suite à sa parallèle GO. On démontrerait de même que ABest perpendiculaire à toute autre ligne, ex.: GF, passant par son pied dans le plan PQ , donc AB est perpendiculaire au plan
PQ
Théorème.
25 1 . Par un point donné dans V espace on peut mener un plan parallèle à un plan donnée mais un n^en peut mener qu'un.
Soient A le point donné etMNle plan donné; j*abaisse du point A une perpendiculaire AB sur le plan MN ; parle même point A je mène un plan PQ perpendiculaire à AB (n» 234)-, le
plan PQ est parallèle à MN (n» 249).
~7 On ne peut faire passer par le point A qu'un seul
plan parallèle à MN. En effet, tout plan parallèle
Al I à MN est nécessairement perpendiculaire à AB
/ (n® 250) ; or nous avons vu que par le point A on
^ ne peut mener qu'un plan perpendiculaire à AB.
lA.
2S2. Corollaire. Deux plans M, N^ parallèles à un troisième P^ sont parallèles entre eux. Ces deux plans, en effet, ne sauraient avoir de point commun, puisque par le même point il ne peut passer qu*un plan parallèle à un plan donné (n" 251).
Tliéorènie.
283. Deux parallèles comprises entre deux plans parallèles sont égales.
Les parallèles AC^ BD déterminent un plan ABGD dont les inter*
sections AB; CD, avec MN et avec PQ sont parallèles. La ûg. ABCD
est donc un parallélogramme» et AG= BD.
Sans changer de figure, supposons que AC et BD soient deux perpendiculaires quelconques aux plans MN, PQ; ces deux lignes étant parallèles^ et par suite égales, on conclut de là que :
Deux plans parallèles sont partout égale^ ment distants.
EXERCICES
à une droite par les points d'une autre droite
Théorèmes à démontrer»
43. Deux plans parallèles à la même droite sont paralIèleS| on ont lear !ntersee« Uon parallèle à celle droite.
44. Deux plans qui passent par deux droites parallèles sont ptrallélei oa coi leur inleriection parallèle à ces droites.
45. Deux plans^ respecliyement parallèles à deux plans qui se coupent, se coupent aussi, et l'intersection des premiers plans est parallèle à iMntersection des seconds.
46. Ëiant données deux droites non situées dans le même plan,
— on peut toujours mener par un point donné une 3* droite qui rencontre les deux premières, ou rencontre l'une et soit parallèle à Tautre.
47. Étant données deux droites AB^ GO, non situées dans le même plan, et une 3* droite quelconque RF, on peut toujours mener une 4* droite parallèle à EF qui rencontre les deux premières AB, CD, ou bien rencontre l'une et soit parallèle à l'autre.
48. Les droites qui joignent les milieux des côtes d'un quadrilatère gmtehê et la droite qui joint les milieux des diagonales concourent au même point, qni est lo milieu de chacune des trois droites.
(Un polygone est appelé gawhe quand tous ses côtés ne font pas dans un même plan.
Théorème.
2S4. Deux droites quelconques (AC, DI) rencontrées par trois plans parallèles sont divisées en parties proportionnellesm
Ooa
BC lil'
Pour le pronTeff je mène [tarie pi>int A la droite AG parallMc „ à Dl; AF reiicoiilre les plans PQ, HS,
1 aux pointa F et G. D'après un ttiéori'me précédent (ic 2:i3), AF = DE} FG = EI.
N Le plan ACG coupe les deux plans PQ, RS suivant deux droites parallèles QF, CG.
La ligne BF étant dans le triangle ACG parallèle au c6>é CG, on a l'égHlilé AR AF , „ . . i AB DE - = p^. laquelle rêvent à - = ^.
Lelbéorème est donc démontré.
IL
. Théorimc;
S95. Si deux angles ABC, DEF, non tilués dans le mime plany ont leurs càtés parallèles, ils sonl égaux ou supplémentaires, et leurs flans *ont parallèles.
Je prends BA = ED, et BC = EF, puis je mène les lignes BE, AD, CF, AG, DF. La ligne AB étant égale et paraly^. lèleàED, la figure A BED est un parallélo-
/L- -_^c gramme; donc BE est égale et parallèle àAD. De même BC étant égale et parallèle à EF, la figure BCFE est un parallélogramme; donc BE est égale et parallèle à CF. Les deux lignes AD, CF égales et parallèles à une troisième BE sont égales et parallèles l'une à l'autre; il résulte de là que la figure ADCF estun parallélogramme, et AC=DF. Les deux triangles ABC, DEF, ayant les trois cAlés égaux, sont égaux; donc l'angle ABC=DEP. Si l'on prolongeait FE sur la gauche, on obtiendrait un angle DELqui aurait toujours ses cdlésparallMes à ceux de ABC; cipindnnt cet angle DEL, supplément de DEF, ceraît également supplémeot de ABC.
Los angles sont égaux qnand ils ont les cotés parallèirs et dirigés deux à deux dans le même sens, on deux à deux en sens contraire&
Ils sont supplémentaires dans les autres cas.
Les plans AI5C, DEF, sont parallèles.
En effet, le plan parallèle à DKF qui passe par le point B doit intercepter sur DA à partir du point D une longueur égale à BE ot par suite à DA (n** 253) ; ce plan passe évidemment au point A. Ce même plan doit intercepter sur FC à partir de F une longueur égale à BE et par suite à FC; il passe donc au point C. Ce plan passant par les trois points B, A, C, n*est autre que le point ABC. Notre proposition est donc démontrée.
258 bis. Projections d'un point y d'une droite. Angle d'une droite et d'un plan.
On appelle projection d'un point A sur un plan MN le pied a de la perpendiculaire abaissée de ce point A sur le plan.
La ligne AB rencontre le plan MN
en B; a est la projection du point A;
la droite Ba est ce qu'on appelle la
projection de AB sur le plan MN
(V. ci-après, Ex. 22).
On appelle angle d'une droite et d'un plan l'angle que fait la
droite avec sa projection sur le plan. Ex. : L'angle de AB et du
plan MN est ABa.
2S5 ter, Thkoremiç. L'angle d'une droite et d'un plan est le plus petit des angles que fait cette ligne avec toutes les droites qui passent par son pied dans le plan.
Ex. : soit Bc une droite quelconque du plan MN; Tangle ABa est plus petit que ABc. Pour le démontrer, je prends Bc= Ba, et je tire Ac, Les deux triangles ABa, ABc ont le côté AB commun; le côté Ba=Bc; Aa (perpendiculaire) est pins petite que Ac oblique; par conséquent l'angle ABa est plus petit que ABc (n* 32).
Ce qu'il fallait démontrer.
Lieu géométriqae des droites égales et parallèles
— issues des divers points d*une même droite. ^0. — issues des divers points d'un même plan.
Théorèmes à démontrer,
S4. Les perpendiculaires abaissées des projections d'un même point sur Tinter* section de plusieurs plans qui passent par la môme droite coccourent au même point.
S2. La projection d'une droite sur un plan est une droite ou un point. (On appelle projection d'une ligne sur un plan la ligne que Torment les projections de ses points sur ce plan.)
93. Les projections de deux droites parallèles sur le même plan sont parallèles. lA réciproque n'est pas vraie.
H. Si les projections de deux droites sur les deux plans qui se coupent sont paratléles, ces droites sont parallèles.
35. L'angle aigu d'une droite AB et d'une droite lîD qui passe par son pied dans un plan est d'autant plus grand que BD s'écarte plus de la projection de AB sur le plan.
86. Parmi toutes les droites d'un plan issues du même point, quelle est celle qui fait le plus grand angle avec un 3* plan qui rencontre le 4*' (ligne de plus grande pente) P
37. Par un même point d'une droite située dans un plan, on mène diverses droites dans ce plan, et une perpendiculaire à celte droite hors du plan; laquelle des premières droites Tail le plus pttit angle avec la dernière?
DES ANGLES DIEDRES.
25(». DÉFINITIONS. Quand deux plans se coupent, la figure que forment ces plans limités à leur commune intersection se nomme un angle dièdre.
Les deux plans ABD, GBD sont les faces, et leur intersection BD
est Varête de l'angle dièdre.
Celui-ci se désigne ordinairement par quatre lettres, parmi lesquelles les deux de l'intersection au milieu, les deux autres lettres étant prises sur les deux faces. Ex. : Tangle dièdre ABCD.
Un dièdre peut être désigné par son arête seulement, quand il n'y a pas lieu k confusion, par exemple quand Tarête indiquée n'appartient qu'à cet angle dièdre; on dit alors le dièdre BD.
257. La génération d'un angle dit^dre est analogue à celle d'un angle rectiligne. Un plan P'AU d'abord coïncidant avec un plan
MN, se relève et tourne autour d'une droite AB de ce plan. Un angle dièdre P'ABN se forme et grandit comme l'indique la figure.
?' Si Ton considère le plan MN dans toute son étendue des doux côtés de la ligne A6, on remarque que le plan P'AB fait avec ce plan MN deux angles dièdres adjacents P'ABN, FABM, généralement inégaux. L'angle de droite P'ABN, d'abord le plus polit des deux (position FAB), augmente progressivement, et finit par devenir le plus grand (position F'AB). 11 est évident que dans rinlervalle les deux angles dièdres ont été une fois égaux (position PAB).
Quand un plan FQ fait avec un même plan MN, du même
côté de celui-ci, deux angles adjacents égaux, ce plan PQ est perpendiculaire au plan MN et les angles dièdres QPAM, QAPN, sont les angles dièdres droits.
Les angles dièdres adjacents ou opposés par Tarête jouissent de propriétés analogues à celles des angles rectilignes adjacents ou opposés par le sommet.
Par exemple, la somme de deux angles dièdres adjacents est égale à deux droits.
Si un plan PQ est perpendiculaire au plan MN, réciproquement le plan MN est perpendiculaire au plan PQ.
Les angles dièdres opposés par l'arête sont égaux entre eux. Toutes ces propositions se démontrent comme les théorèmes analogues du 1*' livre. (V. les Exercices suivants.)
Mesure des angles dièdres.
259. Pour mesurer des angles dièdres, on s'appuie sur des propositions que nous allons exposer.
LIVRE V
Di'FnrmoN. On appelle angle rectiligne con^espondant à un angle ^ dièdre donnée Tangle formé par deux perpendiculaires à Taréte menées au môme point de cette
li^'fie dans les deux faces du dièdre. Ex. : l'angle
L'angle rectiligne correspondant à un dièdre est le même en quelque point de rareté qu'on mène les perpendiculaires»
Supposons qu'on en ait mené au point et au point D^ et comparons les angles ABC, MON. Les deux lignes AB, MO perpendiculaires à la même droite DE, dans le même plan ABE, sont parallèles; CB, NO sont parallèles par la même raison; les angles ABC, MON, ayant les côtés parallèles et dirigés dans le môme sens^ sont égaux.
260. A des angles dièdres égaux correspondent des angles rcctilignes égaux^ et réciproquement.
V Soient ABGD, GHliF deux dièdres égaux, auxquels corres*
pondent les angles rectilignes ABC, G 11F. Je fais coïncider les deux angles dièdres; pour cela je pose le plan GHE sur ABU, en mettant HE sur BD et le point H en B. Cela fait, le plan FHE coïncide de lui-môme avec CBD; autrement l'angle dièdre GHEF serait plus grand ou plus petit que ABGD. Les plans coïncidant et la ligne IIE étant sur BD, HG perpendiculaire à HE coïncide avec BA perpendiculaire à BD; HF coïncide de môme avec BC; les angles rectilignes ABC, GllF coïncident et sont égaux.
Réciproquement quand les angles rectilignes ABC, GHF, corres^ pondant à des dièdres BD, HE, sont égaux y ces dièdres sont égaux. En effet, transportons la figure GUEF sur la figure ABDC, en mettant le plan GHF sur ABC; les angles rectilignes étant égaux pourront coïncider; HG se placera sur AB et HF sur BC. Les plans ABC, GHF coïncidant, et le point H étant en B, la ligne HE porpeudiculaire au plan GHF (u*' !^30) coiacidera avec la ligne BD
perpendiculaire au plan ABC. Cela étante les plans GHR, ABD, passant par les mêmes droites AB^ BD qui se coupent coïncide* ront; les plans FHE^ GBD de même.
2G1. GoROLLAiRB. A uu angle dièdre droit correspond un angle
rectiligne droite et réciproquement.
Soit le plan AP perpendiculaire au plan MN ; menons à Tintersection AB une perpendiculaire 10 dans le plan AP et une perpendiculaire COD dans le plan WN. Les deux angles dièdres PABN, PABM étant égaux, leurs correspondants rectilignes lOD, lOG sont égaux; ces auglesrectiligues sont adjacents dans le plan ICD, donc ils sont droits. La réciproque est évidente.
Tliéorème.
26 'i. En général^ le rapport de deux angles dièdres est le même que celui des angles rectilignes contes pondants. Supposons qu'une commune mesure ABI des angles rectili^
gnes soit contenue trois fois dans ^ ''^'' ' ''' ^"~ '^ ABC et quatre fois dansEFO^
le rapport de ces angles recti-^ ligues^
ABC_3 EbO~V
Faisons passer un plan , dans^ chaque dièdre, par chaque^ ligne de division de l'angle rec tiligne et par l'arête. Nous formons ainsi sept angles dièdres partiels, égaux comme correspondant à d(îs angles rectilignes égaux; il y a troià de ces dièdres dans le ditîdro proposé ABDG, quatre dans
AHDC a ,^ A1M)G ABC le dièdre EFCO;^^Pj^ = -. Donc-j^pj^ = ^p;j^.
Évidemment cette démonstration s'applique quelle que soit la
uvaE T. 18S
oommnne mesure des angles rectilignes ou des angles dièdres ; notre théorème est donc vrai en générai.
MESURE DES ANGLES DIKDRF.S
îiOo. Un angle dièdre a pour mesure l'angle rectiligne qui lui correspond.
Mesurer un angle dièdre^ c'est trouver son rapport à l'unité des angles dièdres.
L'unité des angles dièdres est l'angle dièdre droite comme l'unité des angles rectilignes est Tangle rectiligne droit; nous avons vu que ces deux unités se correspondent (n* 261).
Cela posé^ si l'on considère undièdre quelconque ABDC et Tangle rectiligne correspondant ABC, on a, d'après le théorème précédent:
ABDC ABC
1 dièdre droit 1 droit
Le nombre qui exprime la mesure de l'angle dièdre est égal à
celui qui exprime la mesure de l'angle rectiligne; c'est ce que
signifie l'énoncé précédent. Ex. : si Tangle ABC = - droit, l'angle
dièdre ABDC vaut les 3/4 d'un angle dièdre droit. . Hkuahqub. Mesurer un angle dièdre revient à mesurer un angle l'octiligne correspondani ; mesurer celui-ci revient a mesurer Tare de cercle décrit de son soiiitnet comme centre et compris entre ses côtés. Mesurer un angle dièdre se réduit donc en définitive à mesurer un arc de cercle.
PLANS rERPE!«DICL'LAiaFS ENTRE EUX.
Tlficorcnic.
264. Si une droite BC est perpewliculaire au plan MN, tout plan mené par cette droite est perpendiculaire au plan MN. , BG (située dans le plan PQ) est perpendiculaire à Tintersection AP des deux plans (n** !23i); je mène BD perpendiculaire
iSA
è AP, dnns le plan MN -, l'angle CBD mesure l'angte diMre CAPN
Mais cet angle CBD est droit; car CB est perpendiculaire à BD^ par détiuition; Tangle dièdre CAPN est donc droit^ et les deux plans PQ^ MN sont perpendiculaires entre eux. C. Q. F. D.
Tliéorème.
265. Quand deux plans PQ, MN sont perpendiculaires Pun à l'autre (fig. précédente), toute perpendiculaire BC à ^intersection AP, menée dans Vun de ces plans (PQ) est perpendiculaire à Vautre plan (MN).
En effets ayant déjàBC perpendiculaire à l'intersection APdans le plan PQ, je mène au môme point B une perpendiculaire BD à APy dans le plan MN. L'angle rectiligne CBD correspond au dièdre QAFN, or ce dièdre est droit par hypothèse; Tangle CBD est donc droit; CB est perpendiculaire à BD. Mais CB est déjà perpendiculaire à AP par construction; cette ligne CB est donc perpendiculaire au plan MN. C. Q. F. D.
Corollaire. Deux plans PQ, MN étant perpendiculaire», d
l'on mène d*un point C de l'un (PQ) une pet»
pendîculaire à Vautre (MN), cette perpen^ diculaire est dans le plan PQ.
Abaissons du point C une perpendiculaire CB sur l'intersection AP des deux plans; CB est perpendiculaire au plan MN (théorème précédent)^ et c'est la seule qu'on puisse mener à partir du point C. Donc la perpendiculaire abaissée
du point C sur le plan MN est dans le plan PQ,
Tliéorcme.
LITRE T
mime troisième, leur intersection 01 est perpendiculaire à ce troi^ iième plan.
Eu eiïct, d'après le théorème précédent, la perpendiculaire
abaissée du point (de l'intersection) sur le plan MN doit être dans le plan PQ, puisque est un point de ce plan; pour une raison senriblable^ cette perpendiculaire doit ôtre dans le plan RS. Cette per« pendiculaire, étant une ligne commune aux deux plans» n'est autre que leur intersection.
£Xi:r.(:ici:s*
S8. Dire et démontrer^ I propos de deux ou de plusieurs plans qui paiieni par la Dième droile, les propos! liniiK aiialoguesà celles qui sont démontrées dans le 4*' liTre, n'*8, 40,44,42,^3, 44,46,16,47, 48, 49,20, 2 1, 24 el 23 (chaque côlé d'un angle reriiligne est remplacé par un plan et le summct par l'aréie).
29. Deux plans parallèles coupés par uu 3* Tormenl avec celui-ci 8 angles qui, considérés 2 4 2, ont It position d'angles aliemcs iniernes, d'angles correapoadanu, etc. (comme les droites n** 56). Détnoalrer, i propos de ces angles dièdres, les propositions analogues à celles qui ont été démontrées dans le 4** livre, u* C8,
SO. Les réciproques (n* 59) ne sont pas Traies en général ponr des plans. Quand iODi-elles Traies F
34. Deux angles dièdres qui ont les faces parallèles ou perpendiculaires et les arêtes panllèles#ont égaux ou supplèmeniaires.
35. Quand une droite et un plan sont perpendiculaires, la projection de la droile ■or un S* plan et l'intersection des deux plans sont perpendiculaires. 1^ réciproque B'ftt pas fraie.
33. Une droite et un plan parallèles sont perpendiculaires aux mêmes plans. 2\, Quand une droite et un plan sont perpendiculaires au même plan ou à la OkôoM droite, la droite est daus le i lau ou lui est parallèle.
U£UX GéOUÉTRIQms.
35. Lien gèométriquo des points de l'espace tels que chacun est également disiant
•— de deux droites situées sur le même plan.
de deui poinu donnés et êu9%\ de deux plans donnés
43. — de Jeux druiics dunnees dans un plan et aussi de deux plans donnés.
DES ANGLES SOLIDES TillEDAES 00 POLTEDUBS.
2(>8. DÉFINITIONS. On appelle angle solide ou angle polyèdre la figure que funnent plusieurs plans qui se rencontrent en un point
S, limités à leurs intersections consécutives SX,
/:.\ Le point commun S est le sommet de l'angle
solide; les intersections SA, SB, SG, en sont
les arêtes; les angles ASB, BSG, CSD, etc., que forment les arêtes^ sont les faces ou les anfjlcs ^A /i5 M> '" plans de la figure.
Nous ne considérons que des angles soli--»
des convexes j c'est-à-dire tels que dans chacun le plan d'une face^ prolongé indéfiniment, laisse toutes les autres faces du inôin^ côté.
Quan'i les faces sont au nombre de trois seulement, Tangle solide prend le nom d'angle iriedre.
Un angle trièdre comprend six parties ou éléments déterminés; ce sont les trois faces ASB, ASC, BSG, et les irois dièdres SA, SB^ SG, que celles-ci forment deux à deux.
Tkcorctnc.
209. Dam tout angle solide irièdre^ un angle plan quelconque est plus petit que la somme des deux autres.
Il n'y a lieu évidemment à démonstration que si une des faces est plus grande que chacune des deux autres. Soit ASG cette plus grande face; je construis dans Tangle ASG l'angle CSD = CSB; dans le même plan ASG, je mène une ligne ADG qui cou]>e les trois
LIVRE W
lignes SA, SD^ SC; je prends ensuite sur la troisième arête une longueur SB=SD, et je mène les lignes AB, BG. Les deux triangles SCB, SCD ont le côté SC commun, SB=SD par construction, et l'angle CSB = CSD; ces deux triangles sont donc égaux^ et GD=BG.
Dans le triangle ABG, on a AG<AB+BG; ce qui revient à AD + CD < AB + BG; d'où, en retranchant GD = BC, on conclut AD < AB. Les deux triangles ASD, ASB ont le côté SA commun, SD = SB et le troisième côté AD<AB; donc^ en vertu d'un théorème démontré (liv. I, n^ 32), l'angle ASD est plus petit que ASB. En ajoutant d*une part l'angle DSC et de l'autre son égal BSG, on trouve enfin :
ASD + DSC ou ASG<ASB + BSa C.Q.F.D.
Tliéorèine.
270. La somme des angles plans d'un angle polyèdre convexe quelconque est moindre que quatre angles droits.
Je mène un plan qui coupe la surface de l'angle solide suivant le polygone convexe ABCDE. Gela fait, je remarque que l'on a au point A un angle solide trièdre, dans lequel l'un des angles plans
EAB<SAE+SAB;
au point B,
au point G,
au point D,
et (înfhi en E,
ABG<SBA + SBC; BCD<SGB+SGD; CDE<SDC4-SDE;
AED<SED-tSli:A.
En additionnant ces '{égalités membres à membres^ on trouve, (l'une part, la somme des angles du polygone ABCDE^ qui vaut 2/i'*roito — 4 droits, si n est le nonibio des tôles du polygone (68), et de Tautre, la bomme des angles adjacents aux bases des triangles,, en môme nombre n, qui ont le sommet commun S. Cette seconde somme d'an^^les est égale à tn^^^ — S (Miailf^rla somme
^ /• )r-\ i» nC rt • i". "■'• \ — - •-'1 /i c'r/Vill' f' '
' . <rT'
COUAS DE GÉOMÉTRIE.
de tous les angles des n triangles, moins la somme, S, des angles au sommet S, qui ne sont autres que les faces de l'angle solide proposé. L'addition faite, on a donc :
^ 2»***»— 4 droits <>»*^"'— S. 'It^VV
Pour que Ton ait un reste moindre en retranchant 4 droits de Oy^droits qu'en retranchant S de la môme grandeur, il faut évidemment que Ton ait 4 droits > S, ou S < 4 droits. C. Q. F. D.
Tlicorcme.
271. Deux trîèdres gui ont les faces égales chacune à chacune^
ont leurs dièdres égaux chacun à chacun.
Supposons que Ton ait ASB = A'S^; ASG=A'S'C'; BSG=B'S'C'. Prenons, à partir de S et de S', les longueurs égales SA, SB, SC> S'A', S'B', S'C, et menons AB, BC, AC, AB', A'C, B'C. Nous formons ainsi quatre triangles d'une part, et quatre de l'autre, qui sont égaux chacun à chacun. Les triangles isocèles ASB, A'S'B' sont égaux comme ayant un angleégal (en S et en S') compris entre côtés égaux; de même les triangles isocèles ASC, A'SC; puis BSG,B'S'C'; enfin, les triangles ABC, A'B'C ont les trois côtés îl\-...\ , égaux chacun à chacun; AB = A'Ii' (égalité- / \ '/ ^' d.!S triangles ASB, A'S'B'), etc. Cela posé, menons au point D, pris quelconque sur SA^ une perpendiculaire DU à cette ligne dans le plan ASB, et un^ perpendiculaire DE dans le plan ASC; DE et DH (qui rencontrent AB, et AC dû côté des angles aigus SAB, SAC), forment l'angle rectiligne EDI) cocrcspondant au dièdre SA du premier trièdre proposé. Prenons A'D' = AD et taisons au point D' la même construction qu'au point D; l'angle E'D'H'= dièdre S'A', il nous faut démontrer que EDil = E'D'Q'. En effet, les triangles ADH, A'D'ir sont égaux comme ayant le côté AD = A'D', leurs angles en D et en D' droits, Tangle DAlï=D'A'H' (égalité des triangles ASB, A'SB'Ji^ donc AU = Ali'; DU^D'D'. De môme les triangles
LIVRE V
DAE, D'A'ET ont AD= AD', les angles droits D et D' égaux, et les angles DAE, D'A'E', égaux; ces triangles étant égaux, AE= A'E', DE=D'E'. Les triangles AEH, A'E'H' sont égaux; car AH = A'H'; AE=A'E', ranc;le EAH=E'A'H' (égalité des triangles ABC=A'B'C'); donc EH= E'H'. Enfin les triangles DEH, D'EU' ayant, diaprés ce qui précède, les trois côtés égaux chacun à chacun, sont égaux; donc l'angle EDH=E'D'H', et le dièdre SA est égal au dièdre S'A'. On démontrerait) par des constructions analogues faites sur les arêtes SB, S'A', que le dièdre SB = S'B'; de même SG = S'C. Notre théorème est donc vrai.
1"* Remarque. Dans les trièdres qui ont les faces égales et par
suite les dièdres égaux, les dièdres égaux sont compris entre des
faces égales chacune à chacune.
I V. les Exercices, p. i8i.
.. 272. 2* Remarque. Deux iriedres gui ont tous leurs éléments
égaux chacun à chacun ne peuvent pas toujours coïncider; il faut que les faces égales des deux figura soient senblablement disposées.
On peut placer les trièdres comme nous l'indiquons ici, rfig. (l)et(2);2»fig.(l)et(3).
Les faces égales ASC, A'SC, c ou ASC, A"SX", sont sur le même plan (cehii de la figure, par exemple) les côtés de ces angles étant parallèles deux à deux, et dirigés dans le même sens; les arêtes SB, S'B', ou SB, S"B", sont situées du même côté de ce plan (en avant, par exemple). Les trièdres ainsi placés, il ne peut se présenter que deux cas : ou bien, 1% fig. (1) et (2), les faces égales ASB, A'S'B' sont semblablement placées par rapport à ASC et à A'S'C (tontes deux à gauche); ou bien, â% fig. (1) et (3), tandis que ASB est à gauche de ASC, son égale A"S"B" est à droite de A"S"C". Dans le premier cas, les deux trièdres peuvent coïncider; en eff*et, fig. (1) et (2), la face A'SC étant mise sur ASC, S'A' sur SA et se sur se, comme le dièdre SA = S'A', la face ASB' s'applique sur ASB, et SB sur SB'. Dans Vautre cas, au contraire, (fig. (1)
et (3), si Fon essaye de faire coïncider les deux trîèdres, on est obligé de placer S"C" s«r SA et S"À" sur SC ; autrement les deux trièdresse trouveraient placés de côtés différents de leur face commune. Mais S"C" étant sur SA, comme le dièdre S'C n'est pas en général égal au dièdre SA, la face C"S''B" ne s'applique pas sur ASB, pas plus que A"S"B" sur CSB.
3* Remarque. Si la face BAS était égale à BSC, le dièdre SC serait égal au dièdre SA ; les deux trièdres ne pourraient pas manquer de coïncider. Il n'y aurait plus à di>tinguer entre la droite et la gaucho. (Les trièdres sont alors tsoèdres.)
Théorème.
^ 273. Si Ton prolonge les arêtes d'un triedre S ABC azi delà du c" ivp A^^ sommet^ les prolongements déterminent un nouveau / triedre dont toutes les parties sont évidemment / égales à celles du tinhdre proposé (angles opposés / par le sommet); néanmoins^ ces deux trièdres ne / peuvent pas coïncider.
En effet, remarquons d'abord que si ASC est A^ sur le plan de la figure, et SB en avant de ce
/ \\ plan, A"SC" est sur le plan de la figure, mais l'a-
/ 1 \y rôte SB" est derrière ce plan, ainsi que les faces / 1 \ C"SB" et A"SB". Four faire coïncider les deux / \ \ trièdnss, il faut préalablement ramener en avant ^ ? ^ le triedre SA'BT/', en lui faisant faire une demirévolution autour de Ta bissectrice des angles C"SA, A"SC, comme axe. Mais cela fait^les deux trièdres auront évidemment la disposition (i) et (3) (f\g;. précéd.). ASB est à gauche de ASC et A"SB* seraàdroite de A"SG"; les trièdres ne pourront donc pas coïncider. Les exercices à faire sont indiqués page i84.
Tliéorcmc.
« » -l. Deux trièdres (jujont unpnjg/e dièdre ^al^ compris entre deux facem égales chacune à chacune^'son^ égaux ââris loutes JefÉrs'parfîefT^
!• Les trièdres peuvent avoir la.dis osition (l) et (2) (flg. du n'272); alors ils peuvent ciâncider comme nous l'avons démontré tout à Theure; ils sont donc égaux dans toutes leurs parties. Ou bien, ils ont la disposition (1) et (3); alors ils ne peuvent pas coïncider ; mais fi on prolonge les arêtes du triedre (1)
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on obtient an triôdre qut, ramené en avant^ aura ses faces disposées commo celies da trièdre(3)yet pourra coïncider afec lui. Les deux trièdres proposés (1) et (3) 9ont donc égaux dans toutes leurs parties.
On démontre de même la proposition soiTante : Deux irièdre» sont igava dans toutes leurs parties quand ils ont une face égale adjacente à deux dièflits égaux chacune chacun. (V. les Exercices.)c /j^f'^if^^'iih^ M-^^i^^^r^
i /" EXERCICES.
I «3, 4i, 45, 46. Dire et démontrer à propos des faces et des dièdres d*un trièdre
les propositions analogues aux propositions suivantes du 4** livre, n** 35, 36, 37, 38, 39. [Exercices,)
47, 48, 49, 50, 51. Dire et démontrer i propos des trièdres les propositioDi «nalo^es aux propositions suivantes du 4*' livre : 29, 30, 31, 32 et 33 (cas d'égalité et de symétrie). {Exercices,)
53. Les trois plans perpendiculaires aux faces d*un trièdre menées parles bissec* trices de ces faces se coupent suivant la même droite.
S3. Les trois plans perpendiculaires aux faces d*un trièdre menées respectivement pair les arêtes opposées se coupent suivant la même droite.
6i. Les trois pians menés respectivement par les arêtes d'un trièdre et par les bissectrices opposées se coupent suivant la nnème droite.
55. Les trois plans bissecteurs des dièdres d'un trièdre se coupent suivant la »»i«me droite (Ex. 39) (*).
56. Si on mène par le sommet d*un trièdre une perpendiculaire i chaque arête ^ sans la face opposée, les perpendiculaires ainsi menées sont dans le même plan.
Tlivorèiiie.
27JS. Chaque point du plan bissecteur d'un angle dièdre est éga* > bernent distant de ses faces; tout point pris dans l'angle dièdre ^ \ ailleurs que sur le plan bissectevr, est inégalement distant des \ faces, '■
St>it M lin point du plan EBC, bissecteur du dièdre ABCD ; j'abaisse de M les perpendiculaires MI, MU sur les faces ABC, DBC; .
(*) On voit que tous les ihéorèmes du 1" livre (démontrés ou à démontrer) relatilis aux angles et aux trianglt's ont généralement leurs analogues pour les d èdres et pour les triè«lre8. Le rapprochement de ces propositions est intéreS" sant (Voyes à la fin du libre) ; les démonstrations des dernières par comparaison aree tes premières oiTtent des exercices très-utiles.
il faut prouver queMI=MH. En effet, le plan LMH perpendiculaire aux plans ABC, DBG (967) est perpendiculaire à leur intersection BC, qu'il rencontre en un point 0; ses intersections avec les plans ABC, DBC, DBC, sont les droites OH, OM, 01, respectivement perpendiculaires à BC. Les angles rectilignes, HOM, MOI, qui mesurent les angles dièdres égaux ABGE, EBCD, sont égaux : les triangles MOH, MOI, rectangles en I et en H, sont donc égaux, etMI=:MH.
Soit maintenant un point N, situé hors du plan bissecteur EBC; abaissons les perpendiculaires NI et NP sur les faces DBC, ABC; le plan INP perpendiculaire à ces faces, et par suite à leur intersection BC (267), coupe les trois plans suivant les lignes 01, OM, OP; OM est la bissectrice de Tangle lOP; le point N n'étant pas situé sur cette bissectrice, on a NP < NI (!*' livre).
Le plan bissecteur d'un angle dièdre est donc le lieu géométrique ides points également distants de ses faces.
Trièdres supplémentaires.
Théorème.
276. iSî d'un point pris dans l'intérieur d'un angle dièdre on abaisse des perpendiculaires sur les faces^ l'angle de ces perpendiculaires est le supplément de l'angle dièdre.
Si cette proposition est démontrée pour un point M pris dans rintérieur du dièdre, elle le sera pour tout autre point M' également pris dans Tintérieur. En effet, si de chacun des points M, M', on abaisse des perpendiculaires sur les faces du dièdre, les angles M et M' ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens, seront exactement les mêmes.
Gela posé, je prends un point M du plan bissecteur du dièdre (figure précédente), et j'abaisse les perpendiculaires MH, MI. L^ plan IMH perpendiculaire aux faces ABC, DBC, est perpendicalaire en à leur intersection BC. Tirons OH et 01, l'angle HOr mesure le dièdre ABCD; mais dans le quadrilatère HOUL
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: qui a deux angles droits, I et H, là somme des deux autres an* igles H01+ IMH=2 droits, C. Q. F. D.
Remarque. Le plan HIM coupe le plan bissecteur suivant OM;
l'angle I0M=HOM=-H0I est aigu; les perpendiculaires MI,
MH tombent donc nécessairement sur les faces mémos de Tangle dièdre, et non sur leurs prolongements; Tarôte BG traverse le plan IMH dansFintérieur de l'angle ÏMH.
Théorème.
; 277. SicPun point pris dans l'intérieur d'un angle solide trièdre
'SABG, on mène des perpendiculaires MP, MQ; MR, aux faces ASB,
BSC, ASC, le trièdre MPQR, qui a ces perpendiculaires pour arêtes ^
et le trièdre proposé, jouissent des propriétés suivantes : V les faces de MPQR sont respectivement supplémentaires des angles d èdres de S ABC ; 2" réciproquement, les faces de SABG sont respectivement supplémentaires des dièdres de MPQR. A cause de ces propriétés, les deux trièdres sont dits suppléa mentaires Vun de Vautre, Remarquons d'abord que si on démontre celte proposiiion pour un point quelconque. M, situé dans l'intérieur du trièdre SABC, elle sera démontrée pour tout autre point M' également situé dans Tintérieur j en effet, si de chacun de ces points on mène des perpendiculaires aux faces de SABC, les deux trièdres M et M', ayant leurs arêtes parallèles et dirigées dans le même sens, sont égaux dans toutes leurs parties, et même superposables. Nous prendrons le point M sur l'intersection, SM, des plans bissecteurs des dièdres SA, SC; ce point M, également distant des trois faces, se trouve en même temps dans le plan bissecteur du dièdre SB. Il résulte de là que chaque perpendiculaire, MP, par exemple, tombe sur la face même ASB du trièdre proposé, et non sur le prolongement de cette face; et de plus que chacune des arêtes SA (par exemple) du trièdre SABC traverse la i face correspondante PMR de l'autre trièdre dans l'intérieur de \ Vangle PMR.
i" Cela posé, il résulte du théorème précédent que Tangle PMR est supplément du dièdre SA > TanglePMQest supplément du dièdre SB, etc. ;
2» Le plan PMR perpendiculaire aux plans ASC, A SB, est perpendiculaire à leur intersection SA, et réciproquement. De même, se est perpendiculaire au plan QMR, et SB au plan PMQ. De plus, les perpendiculaires SA, SC, SB, tombent ainsi que nous l'avons remarqué, dans l'intérieur des angles PMR, QMR, et noa à côté (remarque précédente) ; le point S est dans Pintérieur du dièdre MR ; il est de même dans Tintérienr du dièdre MQ et dans rinlérieur du dièdre MP. Cela posé, il résulte du théorème précédent que Tangle ASC est le supplément du dièdre MR, ESC est le supplément du dièdre MQ, et ASB le supplément de MP* C. Q. F. D.
Théorèmo.
278. Deux trièdres qui ont leurs dièdres égaux chacun à chacun sont égaux dans toutes leurs parties.
En effet, soit S et T les deux trièdres proposés. S' et T les trièdres supplémentaires. Les dièdres de S et de T étant égaux, chacun à chacun, leurs suppléments, c*est-à-dire les angles plans de S' et de T' sont égaux chacun à chacun ; les trièdres S' et T, ayant leurs angles plans égaux chacun à chacun, sont égaux Jans toutes leurs parties. Les dièdres de S' et de T' étant égaux, leurs suppléments, c'est-à-dire les angles plans de S etde T sont ésaux chacun à chacun.
Tlicorème.
278 bis. La somme des angles dièdres d'un trièdre est comprise entre deux droits et six droits.
En effet, soient A, B, C, les angles dièdres du trièdre donné, et û, 6', c'j les angles plans de Tangle trièdre supplémentaire. Nous savons que A + a' = â*'; B +6' = 2*'; C -|- (/ = 2*'; par suite A + B + C= 6*' — (a' -}- 6' + c).
Mais a' + 6' +{/ est moindre que 4"' (n*» 270} ; donc la somme
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A -f B + C est moindre que 6*' et plus grande que 6** — 4*' = â*% Notre proposition est donc démontrée.
ANALOGIES BT DirP^RENCES ENTRB LES ANGLES TRI&DRES ET LES ANGLES RECTIUGNBS.
278 ter. Il y a beaucoup d'analogies et quelques différences.
Dans un triangle^ on considère six éléments : trois côtés et trois angles.
Dans un triëdre» on considère trois faces et trois angles dièdres.
Les faces du trièdre correspondent aux côtés du triangle, les angles dièdres aux angles rectilignes^ et les arêtes des angles dièdres aux sommets des angles rectilignes.
Si on considère dans le premier livre les propositions qui concernent régalité ou rinégalité des éléments d'un même triangle^ ou de deux triangles, puis qu'on essaye d'établir des propositions analogues relatives aux angles trièdres^ ces propositions sont généralement vraies sauf quelques différences que nous allons indiquer.
Analogies,
1. Un côté d'an triangle est plus peut que la somme des deux autres.
2. Deux triangles ont tous leurs éle'ments égaux chacun à chacun quand ils ont :
— un angle égal compris entre deox c6té8 égaux chacun à chacun.
8. — Un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun.
les trois côtés égaux
1. Une face d'un angle trièdre est plus petite que la somme des deux autres.
2. Deux angles trièdres ont tous leurs éléments égaux chacun à chacun quaud ils ont :
— un angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune.
3. — une face égale adjacente à deux angles dièdres égaux chacun à chacun.
Les trois faces égales
Différences.
Pans chacun des trois cas précédents (2, 8 et 4), les deux triangles peuvent coïncider, et sont égaux. Si
Dans les trois derniers cas précé* dents (2, 3 et 4), les deux angles trièdres ne peuvent pas toujours coind-
les éléments donnés égaux ne sont pas d'abord semblablement disposés, II suflit de retoarner, sens dessus dessous, le plan d'un des triangles pour que la disposition des côtés devienne la même, et que les triangles puissent coïncider.
En général, on peut retourner au besoin une figure plane sens dessus dessous pour la faire coïncider après tela avec une autre figure plane.
dcr. Il fau( que les éléments donnés égaux soient semblablement disposéis, comme il a été expliqué n* 272 du Cours. Autrement les angles trièdres ne coïncident pas et sont dits symétriques parce que l'un d'eux peut alors coïncider avec; un angle trièdre symétrique de Tautre.
Une figure plane d*un côté d'une de ses faces, et convexe de Tautre, comme Test un trièdre SABG, ne peut pas être retournée au besoin. Il faut pour la coïncidence de deux figures de ce genre que les convexités soient tournées du même côté de la face qui devient commune. (Voir n* 272 du Cours.)
Analogies.
Dans un triangle, à des côtés égaux sont opposés des angles égaux, et réciproquement.
Dans un triangle, à un plus grand angle est opposé un plus grand côté, et réciproquement.
Dans un trièdre, à des faces égales sont opposés des angles dièdres égaux, et réciproquement.
Dans un angle trièdre, à un angle dièdre plus grand est opposée une plus grande face, et réciproquement.
Les autres propriétés du triangle isocèle, énoncées n"" 36, ont leurs analogues pour les trièdres.
La proposition du n» 31 et sa réciproque, n* 32, ont leurs analogues pour les trièdres.
Nous laissons aux lecteurs à énoncer et à démontrer ces propo« sitions analogues et les précédentes.
Les théorèmes qui concernent le point de concours des médianes ou des bissectrices, ou des hauteurs, ou des perpendiculaires aux milieux des côtés d'un triangle, ont leurs analogues pour les angles trièdres. A chaque droite telle qu'une médiane, une bissectrice, une hauteur, etc., correspond un plan remplissant un rôle analogue. Les propositions analogues, sont énoncées et proposées pour être démontrées (Bx. 52, 53, 54, 55). Au lieu de
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droites concourant 3 à 3 au même points ce sont des plans qui passent 3 à 3 par la même droite {*).
Différences.
La somme des angles d'an triangle est constante et égale à deux angles droits.
Par conséquent, quand deux angles d'un triangle sont donnés, le 3* est connu. Donner les trois angles d'un triangle, c'est donc donner seulement deux éléments indépendants l'un de Tautre. Les autres éléments (les côtés) ne sont pas déterminés. 11 y a une infinité de triangles qui ont trois angles donnés.
Deux triangles qui ont les trois angles égaux chacun à chacun n'ont pas généralement les côtés égaux. Ils ont les côtés proportionnels et sont semblables
La somme des angles dièdres d*un angle trièdre varie entre deux angles droits et six angles droits.
Par conséquent^ quand deux angles dièdres d'un trièdre sont donnés, le 3* n'est pas nécessairement connu.
Donner les trois angles dièdres d'un trièdre, c'est donc donner trois cléments distincts les uns des autres.
Les autres éléments sont déterminés.
Deux angles trièdres qui ont les trois dièdres égaux chacun à chacun ont leurs fuct'S égale» chacune à chacune. lis sont égaux (peuvent coïncider] ou sont symétriques.
11 n'y a pas à s'occuper de la similitude des angles trièdres.
n Parmi les autres propositions sur les triangles données à démontrer comme exercices, il y en a évidemment beaucoup qui ont leurs analogues pour les trièdres. ' . . , ' '
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DES POLYÈDRES
DÉFINITIONS
279. On appelle solide polyèdre^ ou simplement polyèdre^ un corps ou solide terminé de toutes paris par des plans ou faces planes. Ces plans sont eux-mêmes terminés par des lignes qui sont les arêtes ou les côtés du polyèdre.
Les faces forment des angles solides dont les sommets sont les sommets du polyèdre.
Le plus simple des polyèdres est celui qui n'a que quatre faces, et qu'on nomme tétraèdre) il faut^ en effet, trois plans au moins pour former un angle solide; ces trois plans laissent un vide qui, pour être fermé, exige un quatrième jplan. ^ \ ^ /,,>, . *, ( [fj
On appelle encore en paiiiculieï* hexaèdre là polyèdre qui a six faces, octaèdre celui qui en a huit, dodécaèdre celui qui en a douze, icosaèdre celui qui en a vingt, etc.
Un polyèdre est régulier quand toutes ses faces sont des poly* gones réguliers égaux entre eux, et que tous ses angles solides sont égaux.
280. Un prisme est un solide compris sous plusieurs parallélogrammes terminés de part et d'autre à deux polygones égaux et parallèles.
rr
UVBB IL ISO
Od petit construire UD prisme de la manière suivante : élan-
M donné uu polygone quelconque,
j F ^ 7 ABCDE, et un plan parallèle MN,
on mène des divers sommets A, B, C,... autant de droites parallèles AK, BI, CH... à la rencontre du plan MN. Les plansconsécutirs ABIK, IBCH,... rencontrent filN suivant les droites Kl, IH,... qui forment un polygone KIHGF égal au polygone proposé ABCUE. Ces deux polygones et les parallélogrsmmes ABIK, IBCH, etc., qui vont de l'un à l'autre, ferment le prisme ABCDËKIHGF.
Les deux polygones ABCDE, KIHGF sont les ha^t du prisme; 'es parallélogrammes ABIK, IBCH, etc., sont les paiu du prisme, st en forment la turface latérale ou connexe.
La hauttvr d'un prisme est la distance de ses deux baset, c'est- ^~«iire la perpendiculaire menée d'un point de Tune sur l'autre.
Un prisme est (/roi'r quand ses arfilcs latérales, c'est-à-dire celles ^Ui vont d'une base à l'autre, sont perpendiculaires à ces bases; '^. hauteur du prisme est alors égale à l'une de ses arêtes. Dans '-Out autre cas, le prisme est oblique. Un prisme est triangulaire, ^ttadr angulaire, penlagonal, etc., polygonal, suivant que ses bases ^ont des triangle», des quadrilatères, des pentagones, etc., ou en général des polygoiut queleonçues autres que des triangles.
Tbéopèmc
881. Deux prisme» droits gui ont des bases égales et la même hauteur sont des figure» égales.
En effet, on peut, en transportant l'une des figures sur l'autre, faire coïncider les bases inférieures FGillR, FG'H'l'K'. Ces bases coïncidant, les arêtes latérales FA, F'A', GB,- G'It', etc., coïncident une à une : en effet, FA, F'A', par exem[)le, partent alors toutes
deux du même point F, et sont perpendiculaires au même plan. Ces arêtes étant d'ailleurs égales, les extrémités supérieures coïncident; les sommets des bases supérieures coïncidant^ ces bases coïncident; toutes les faces coïncident.
On nomme pyramide le solide formé par un polygone
ABCDË; et des triangles qui ont un sommet commun S» et pour bases respectives les côtés du polygone.
Le polygone ABCDE est la ha$e de la pyramide; les triangles ASB, ESC, etc., en forment la surface latérale ou convexe \ leur sommet commun S est le sommet de la pyramide.
La hauteur d'une pyramide est la perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la base.
Au lieu de pyramide triangulaire y on dit très-souvent tétraèdre qui signifie polyèdre à quatre faces.
Une pyramide est dite triangulaire^ quadr angulaire^ hexagonale^ polygonale, suivant que sa base est un triangle, un quadrilaière, un hexagone, un polygone quelconque autre qu'un triangle.
Une pyramide est régulière quand sa base est un polygone régulier, et que son sommet est situé sur la perpendiculaire élevée sur le plan de ce polygone, à son centre.
Nous ne considérerons que des polyèdres convexes, c'est-à-dire des polyèdres tels que le plan d'une face quelconque, prolongé indéfiniment, laisse toute la figure du même côté (*)•
(*) Deux polyèdres convexes P et P' qui ont les mêmes sommets, et en mène nombre, coïncident dans toute leur éteudue.
En effet, soit ABCDE une face extérieure de P; les sommets A, B, C, D, B appartenant aussi bien à P' qu'à P, le plan ABCDE est une face extérieure de P, ou bien traverse P' en laissant des sommets de ce polyèdre d'un côté et des somniets de l'autre. Admettons la dcrniôre hypothèse et supposoDg que M et N
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EXERCICES
Théorème» à démontrer»
4. Les six plant bitsecteurt d'un tétraèdre ont un point commun. 3. Les six plant perpendiculaires aux milieux des arêtes d'un tétraèdre ont un point commun.
3. Les perpendiculaires menées sur les quatre faces d*un tétraèdre aux centres des cercles circonscrits concourent au même point.
4. Les quatre droites qui joignent les sommets d'un tétraèdre aux points de concours des médianes des faces opposées concourent au même point. Ce point divise chaque droite dans le rapport de 3 à 4 , à partir du sommet.
5. Les droites qui joignent les milieux des arêtes opposées d'un tétraèdre concourent au même point qui est le milieu de chacune d'elles.
6. Les cinq points dont il est question à la fin des cinq exercices précédents se confondent quand le tétraèdre est régulier.
7. L'arête d'un tétraèdre régulier étant a, exprimer la distance du point de concours unique indiqué à la fin de l'exercice précédent, 4* à chaque sommet; S* à chaque face.
8. Application, Calculer ces distances à 0*^01 près pour un tétraèdre régulier dont la hauteur est â*,4.
Deux tétraèdres sont égaux quand ils ont
—.un angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à chacune et semblablemenl disposées.
40. — une face égale adjacente à trois dièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés.
44. — un angle solide égal dont les arêtes sont égales chacune à chacune.
42. — les six arêtes égales chacune à chacune et semblablemeut disposées,
DES PARALLÉLiPIPÈDBS.
Un prisme qui a pour bases des parallélogrammes s*ap
soient deux sommets de ce polyèdre P' situés de part et d'autre du plan ABCDE. Les sommets M et N appartiennent aussi au polyèdre P^ une face ABCDE de ce polyèdre convexe P laisserait donc des sommets d'un côté et des sommets de l'autre, ce qui est contraire à la déiinitlon des polyèdres convexes^ donc ABCDE ne peut être qu'une face extérieure de P*. Chaque face extérieure de P coïncide donc avec une face extérieure de P' et réciproquement; donc ces deux polyèdres coïncident dans toute leur étendue.
Nous avons cru utile de démontrer cette proposition. Comme il est très-aisé de former les polyèdres non convexes qui, ayant les mêmes sommets et en même nombre, diffèrent essentiellement, il n'est pas évident, à priori ^ quo deux polyèdres convexes doiireut toujours coïncider dans ce ca^.
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peile an parillPJôij^dt*: an paraileiipipèile a six faces qui sont ^i^lU?s des paral;elOL'rammt*s.
3 ; Un parallelipipèiie est éfroi/ quand ses
ar'^ps sont perpendiculaires aux plans des bases.
Si cps bases sont en outre des rectangles, le paral.eiipipede e:it dit rectangle, bans tout autre cas, le paraUélipîpède • -** est ilit ohliqtie.
On appelle cuU un parallélipipède dont les six faces sont des carrés.
pj_.
- v/ ri
Ln faea opposées (Tun parallélipipède eemt égalea et
parallèles.
Nous trouvons d'abord les bases ABCD, EFGH (fig. précédente), qui sont, par définition, égal*^ et parallèles. Considérons deux aufres faces opposées ABFtl, DCGH : elles ont leurs côtés égaux et parallèles deux à deux (AE et DH sont égaux comme côtés opposés du parallélogramme ADHE, etc.]. Les angles EAB, HDC sont égaux comme ayant les côtés parallèles et dirigés dans le même sens; les parallélogrammes ABFE, DCGH peuvent donc coïncider et sont égaux. On démontrerait la même chose pour les faces ADHE, BCGF. -... . ' -' '-'
Deux faces opjtosées quelconques d'un parallélipipède peuvent donc être prises })Our bases.
2Kff. Les arêtes d*un parallélipipède sont ^les et parallèles quatre à quatre. Si Ton considère les trois arêtes issues d'un môme sommet A, qui sont généralement inégales, chacune d'elles est égale et parallèle à trois autres arêtes.
Ëtant donnéen, à partir d'un point A, trois droites AE, AB, AD, immi situées dans Is même plan^ on peut toujours construire un paralléiipipèJe dont les arêtes soient égales et parallèles à ces droites. l'our cela, on mène par Textré* mité de chacune de ces trois droites un plan parallèle à celui des deux autres; par le point E, un plan FKIl parallèle à BAD; par le point B^ un plan CBP parallèle au plan EAI); par In point D, le plan (:i)!l parallèle au plan BAE* Les six plans que nous venons de nommer forment, par leurs rencontres mu* tuellos le iMirailëllpIpède demandé. ^
Tbéarënie.
280, Iti diagoaaUt d'un parallépipide se coupent toutet quatre
au même point, qui ett le milieu de chacune ^/^-'à^, d'eilei. >*fc^^ *<
CoDsidérons d'abord les diagonales BH, "^ -^ ^ DP; ces ligues se teriuiDent, sur la gauche, '(/«.aam à l'arête BF, et, & droite, à l'arête DH; ^i, tirons BD, PH. Les ligines BF, DH étant égales et parallèles, la tigure BDHF est uo^ parallélogramme; BH, DF, diagonales de ''■'
C6 parallélogramme, se coupent en leurs milieux. Si maintenant nous considérons les diagonales kG, DF, nous voyons qu'elles se tennioent, d'un cOté à l'arête AD du parallélipipède, de l'autre à l'arête FG; menons les lignes AF, DG. Les arêtes AD, FG étant égales et parallèles, la figure ADGF est un parallélogramme ; AG, DP, diagonales de ce parallélogramme, se coupenten leurs milieux. Od prouverait de même que la quatrième diagonale CE du parallélifHpède passe au milieu de DP (DF et CE se terminent aux arêtes UC, EP). La proposition est donc démontrOe. T^ij*,ti4^ A'i, *
EXERCICES. '"' ^.' ^rj^'J","..'
13. Le poiDl da eoncOBn de* dlisODilei d'an par(1IAIi|iiptda a( le eralra d« U . flgor*, o'cil-i-dirs qua laula droite qui j pt>K, cl M kerntios i It lurrioe, ett di; vitte 1 oe Paint en doux parilei igilci.
<4. Li dliUDce da ce poiat à un plin quelcanqua eit la hulUime d« U lOmmB dM -. dif UBcn dei huit laDiinali du ptriltàlipipide au même plio.
1S. Si da pointa loni ègilemeut diaunii de ca centra, U lomne det urréi dei dliUnMi de ehioin aux lommeli du panlltlipipède cit la mCrna pour tout.
tS. liM dlagooalei d'uD pirilléiipiptda nttangie tout égaiaa.
La rtciproqua ail Triia
18. Le orra da la dlagonaie d'un para)lèlipip6de rcelingle Ml tgil i la tomme det orrti det tnla utie* ou dimenaioni da parallèllpipèda.
S87, Pi^iMiKiiHBs. Le volume d'un corps est la partie de l'espace indéfini occupée par ce corps (n* 1).
fiftS. Oq {Hread en général pour unité de volume le cube qui
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a pour cAté l'unité linéaire. La principate unité de volume est le mètre cube (le cube qui a pour côté un mètre).
Aux subdivisions et aux multiples décimaux du mètre correspondent autant d'unilés de volume plus ou moins employées. Il ; a le décimètre cube (qui a pour aràle un décimètre), le centimètre cube, etc., le décamètre cube, etc. >
28!t. Chacune de ces unités cubiques vaut 1000 fois l'unité imuiédiateineiit inférieure. Par exemple, le mètre cube vaut 1000 décimètres cubes, le décimètre cube vaut IQpO centimètrt's cubes, etc.
Ce fait s'explique aîsémenL Soit ADCDEFGH un mètre cube : la base , ABCI) peut être divisée en 100 décimètres carrés, comme il est indiqué (n* 191).
Plaçons sur chaque décimètre carré un décimètre cube, nous formons ainsi une couclie de 100 décimètres cubes qui a ) décimètre de hjiuteur. Plaçons ensuite .ux déciuiètres cubes sur les
premiers; l'ensemble des deux couches aura 3 décimètres do hauteur. Ainsi de suite jusqu'à la hauteur de 10 décimètres. Les dix couches de 100 décimètres cubes alors superposées atteindront la base supérieure KPGH, et rempliront exactement le mètre cube. Le mètre cube vaut donc 10 fois 100 ou 1000 décimètres cubes. On démontre de même que le décimètre cube vaut 1000 centimètres cubes ; etc.
Un mètre cube vaut 1000 flficimetres cubes, et lOOOx 1000 on 1000000 centim. cub. Réciproquement, le décimètre cube est lu millième partie, et le centimètre cube la millionième partie du mètre cube.
Pour inrsurer les polyèdres, on ne \ps compare pas directement & l'unité de volume. On niesure certaines dimensions de ces corps avec l'unité linéaire; puis on se sert des nombres trouvés pour calculer 1rs volumes, en se fondant sur d' s principes que nous alîoiis faire connaître.
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MESURE DES PAUALLKLiriPÎiDES.
Théorème.
290, Le volume d^un parallélipipède rectangle est égal au pro^ îuit de sa base par sa hauteur^ ou bien au produit de ses trois di* mensions.
Autrement dit :
Pour mesurer un parallélipipède rectangle, il suffit de mesurer sa base et sa hauteur, ou bien ses trois dimensions, et de multiplier entre eux les nombres obtenus. Le produit est le nombre d'unités de volume contenues dans le parallélipipède donné.
Démonstration. Supposons d'abord que les trois dimensions du parallélipipède rectangle proposé soient exprimées par des nombres entiers. Soit par exemple AB = 3°, AD = 5* et AE = i\ La base ABGD peut être décomposée en 3x5 ou 15 mètres
carrés, comme il est indiqué. Sur chaque mètre carré plaçons un mètre cube; nous formons ainsi une couche de 15 mètres cubes qui a 1 mètre de hauteur.
Plaçons 15 nouveaux cubes sur les premiers; l'ensemble des deux couches aura 2 mètres de hauteur. Ainsi de suite jusqu'à la hauteur de 4 mètres. Les quatre couches de 15 mètres cubes alors superposées atteindront la base ËFGH et rempliront exactement le parallélipipède proposé. Celui-ci contient donc 15x4 ou 60 mètres cubes; mais 15x4, c'est précisément le produit de sa base par sa hauteur.
Supposons maintenant que les trois dimensions du parallélipipède ne soient pas toutes exprimées par des nombres entiers. Supposons par exemple que AB=3",2o, AD=4-,7 et AE=:3",84. Réduisons ces dimensions en unités décimales de la plus petite espèce indiquée, c'est-à-dire en centimètres, AB = 325 centim.; AD=470 centim., et AE = 384 centim. La base ABCD peut être
décomposée en S'SSx^TO centimètres carrés. Sur ces carrés on peut poser une couche de 325x^70 centimètres cubes, sur ceux-ci une nouvelle couche^ et ainsi de suite jusqu'à la hauteur de 384 centimètres. On atteint ainsi la base supérieure du parallélipipède proposé; ceparallélipipèdeéquivautdoncà(325x470)X 384 centimètres cubes. Or (325x470x384) est le produit de sa base par sa hauteur, ou bien le produit de ses trois dimensions mesurées avec le centimètre.
On peut d'ailleurs tout rapporter au mètre. Il n'y a qu'à se rappeler que le centimètre cube est la millionième partie du mètre cube.
Par conséquent, (325 X 470 X 384r°>- ^""^ = ^^^ ^ ^J^ ^ ^^^ ^ ^ '^ / iOOOOOO
de mètres cubes, ce qui revient à , • ^ ^ • . • > .
/325 470 384\ »*'• «°»>~ „^ ^, . ^, ««.... ^ [m^Tm^m) = [(3,25X4,7) x3,84r—.
Si les trois dimensions étaient exprimées par des nombres fractionnaires ordinaires, on réduirait ces nombres en fractions de même dénominateur; puis on adopterait pour unité linéaire une partie de l'unité principale indiquée par le dénominateur. On démontrerait ensuite comme nous venons de le faire.
La proposition énoncée est donc vraie quand les trois dimensions du parallèlipipède ont une commune mesure, si petite qu*ell6 soit; elle est donc vraie en général.
291. Désignons par P, B et H les nombres qui expriment le volume du parallèlipipède, la surface de sa base et sa hauteur; notre proposition se formule ainsi :
P = BxH. (I)
292. CoROLLAiRB ï. Lc rapport de deux parallélipipèdes reetan gles quelconques est égal au rapport de leurs bases multiplié par £ rapport de leurs hauteurs.
Ou bien encore :
Deux parallélipipèdes sont entre eux dans le même rapport que les produits de leurs bases par leurs hauteurs. En effet, soient P, P* les nombres qui expriment les volumes de
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nos deux parallélipipèdes^ B et B' ceux qui expriment leurs baseSj H et H' leurs hauteurs. D'après le théorème précédent^
P =BxH
P' = B'xH'
F""Fxïi ""B'^ïF" ^-Q'^-^-
donc
293. Corollaire II. Le rapport de deux parai lélîpipèdes rec* iangles de même base est égal à celui de leurs hauteurs.
Corollaire III. Le rapport de deux paralléltptpèdes de même hauteur est égal à celui de leurs bases.
En effet, de p, = -^y-^y , on déduit
si H=H' 1 = ''
'3ctAA /* d^r-r fù liji^ ,>vy.? & ùJf '})-'.y^i'^' Af^<^ '/' .
294. AprLicATiONS. Trouver le volume d'un paraîlélipipède rec-^ {angle qui a pour dimensions 2",5; 3«»,8 et 4",32.
Le volume d'un paraîlélipipède rectangle est égal à 428"'',58; les dimensions de sa base sont 7",84 et S^jSO. Trouver sa hau" leur.
L'aire de la base est 64"'*,288; on divisera le volume 428,58 par 64,288.
295. Nous croyons utile de rappeler ici la règle que nous avons' donnée en arithmétique pour énoncer un nombre décimal de mètres cubes.
Cette règle est fondée sur ce que le décimètre cube est un mil* lième^ le centimètre cube un millionième de mètre cube, etc.
RÈGLE. Pour énoncer un nombre décimal de mètres cubes» on commence par partager la partie décimale en tranches de trois
chiffras, à partir de la virgule; on complète par un ou deux zéros la dernière tranche à droite, si elle a moins de trois chiflFres. Cela fait, la première tranche après la virgule exprime des décimètres cubes, la seconde des c«Mîli mètres cubes, etc. Exemple: 4l--,53-270403 = 41--,532,704.030; Usez 41 mètres cubes, 532 décimètres cubes , 704 centimètres cubes, 30 millimètres cubes.
Théorème
296. Le volume d*un parallélipipède droit est égal au produii de sa base par sa hauteur.
Soit ABGDEFGH le parallélipipède droit proposé. Je construis
le rectangle FKNG équivalant au parallé* logramme EFGd ; puis je mène des perpendiculaires Kl, NM au plan EFGH.
Kl, NM, parallèles à E A et à BH, sont dans le plan AëHB et rencontrent AB en I et en M; je mène IJJ^^CM. Les lignes ID, FK sont égales et parallèles, parce que IK est . égale et parallèle à DF; MG et GN de même; la figure IDGM est donc un rectangle égal à FGNK. Le parallélipipède rectangle, DIMCFGNK, ainsi construit, est équivalent au parallélipipède proposé ABGDEFGH; en eifet, ces deux polyèdres ont une partie commune, le solide IBCbKFGII; les parties non communes sont les prismes triangulaires droits AIDEFK, BMCHNG, qui sont égaux et superposables comme ayant des bases égales HGN, EFK, et «des hauteurs égales FD= GG (n» 281) (*). Le volume du parallélipipède droit est doTic égal à celui du parallélipipède rectangle : c'est-à-dire à KFGNxFD (n- 290). Mais KFGN = EFGH; le volume du parailéiipipède droit est donc égal au produit de sa base EFGH par sa hauteur FD. G. Q. F. D.
(*) Si l'on transporte le prisme BMCIING sur AIDEFK, en plaçant sa base HGN sur son égale EFK, les arôtca HB, G(\ NM coïncideront respectivement avec EA, FD, Kl ; comme ces lignes sont égales, B se placera en A, G en D, BI en I.
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Tliéorcmc.
297. Le volume d^un parallélipiphde oblique est égùl au produit de sa hase par sa hauteur.
Soit ABGDEFGH le parallélipipède proposé; nous le désignerons ponr abréger par AG (*). Je prolonge BA et CD, et je prends Mï= JBA; par chacun des points M et I^ je mène un plan perpendiculaire à la droite IMD. Ces deux plans UMLT^ RIKS, rencontrant les <|uatre faces latérales prolongées du parallélipipède proposé AG, forment avec elles un nouveau parallélipipède IKLMRSTU (par abréviation IT), droit par construction, ayant pour base MLTU et pour hauteur MI. Ce parallélipipède droit IT est équivalent au pa* rallélipipède proposé AG. Pour le démontrer, considérons le solide UMLTFBCG, et faisons-le glisser le long des lignes FR, GS, CK, BI jusqu'à ce que sa base UMLT vienne coïncider avec la face égale IKSR. Le point M ayant fait alors le chemin IiM, le point B aura fait le cbemin égal AB et sera arrivé en A; de même le point G arrive en D, le point G en II et le point F en E ; de sorte que le solide UMLTFBCG coïncide exactement avec le solide RIKSEADH; ces deux solides sont donc égaux. Si, de ces deux solides égaux, on retranche la partie commune UMLTEADH, les restes sont équivalents; or ces restes sont précisément les parallélipipèdesAG et IT.
Le parallélipipède droit IT a pour mesure le produit de sa base
(*) Pour cette désignation abrégée, on choisit deux lettres situées aux extrémités d*une mémo diagonaie du parallélipipède.
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par sa hauteur, UMLTxMI; celte mesure est aussi celle du paratlélipipèdeéq-iivalonlAG; AG=UMLTxMl=ABxUMLT. Pour avoir la mesure du parallélogramme UMLT, abaissons sa hauteur TO; UMLT=TMLXT0. Donc le parallélipipède AG = ABxMLX TO. Mais la droite ML (du plan UMLT) étant perpendiculaire à Ml et à KL, mesure la distance de ces deux parallèles^ et aussi celle de AB et de CD; ML est la hauteur du parallélogramme ABCD. ABxML = ABCD.
Donc parallélipipède AG = ABCD X TO.
Mais TO est une perpendiculaire menée du plan supérieur RSGF sur le plan inférieur IKGB. En effet, le plan UMLT perpendicu- ,\ < laire à MI est perpendiculaire au plan lOlL qu'il coupe suivant , , ML; TO perpendiculaire a ML dans le plan UMLT est perpendicu- * V lairc au plan IKML (n* 5Wî); TO est donc la hauteur du pamllélipipède AG correspondant à la base ABCD. Ce parallélipipède a dona pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. C, Q. F. D.
2t)U. Corollaire. Le volume d* un parallélipipède quelconque est donc égal au produit de sa base par sa hauteur (n" 290, 206, 297),
APPLICATIONS
Problème I.
Combien y û-/-i7 d*hectoiitres de blé dans un silo, dont la forme est celle d'un patallélipipède rectangle, ayant 4",5G de longueur, S^.SO de largeur, et 5",48 de profondeur?
L'hectolitre = 100 litres ou 100 décimètres cubes ou 0"^»! ; la capacité du silo est en mètres cubes, 4,5G x 3,80x5,48 = 94n»cabof,95744 (a» 2OOJ. LesUo contient 949 hectolitres, 57 litres 44 centilitres.
Problème D.
On demande le poids d'une pierre taillée en forme de parallélipipède rectangle ayant pour dimensions l'",2i; U^'^S et 0'",64, le poids spécifique de la pierre étant 2,5.
Le poids 6péciflque de la pierre est 2,5 ; cela signifie que 1 centimètre cube de celte pierre pèse 2(%5 ; évaluons donc le volume en centimètres cubes. Si Ton prend le centimètre pour unité, les dimensions de la pierre sont 124<*, 80'" et 64*"; son volume est égal à 124 x 80x 64 centimètres cube8= 634880 centimètres cubes. Le poids en est donc égal à 26^,5x634 880= 1587200 gramiP'**^ OU 158Ki,20O.
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EXERCICES
Problèmes numériques.
49. GorabieD peui*oo roellre de stères de bois dans un bûcher qui a 8*,4 de long, U",85 de large, el 3",6 de hauteur?
20. Un tas de bois à brûler a la forme d'un parallélipipëde rectangle long de 2*^40 et large de 4 ",80; on le vend 438%S4 à raison de 20' le slére. Quelle est la hauteur du tas?
nr C« 91 . Il faut 6"* d'air par heure pour la respiration d'un élève. Une salle d*école bier close, qui reçoit 70 élèves pour une clasi^e de 3 heures,a7"',80de long, 7*" de large el 3",50 de profondeur. L'air qu'elle contient ne suffisant pas pour les 3 heures df^ classe, on veut y pratiquer une ouverture qui laisse entrer le supplément d'air nécessaire avec une vitesse de 5 décimètres par seconde. Quelle devra être l'étendue de cette ouverture qui a la Torme d'un petit carré ?
S2. Les arêtes d'un parailélipipède sont proportionnelles aux nombres 0,S4; 4,8; et 4; son volume est 246*"*'. Calculer ses aréics et sa surface totale.
Tliéorèiuc.
299. Un prisme triangulaire ABDKFH est la moitié du parailélipipède ABdDEFGH de base double et de même hauteur. Si le prisme et par suite le parallélip pède étaient droits, la
proposition serait déjà démontrée; car ces deux prismes ABDEFH, DBCFllG ayant des bases égales EFH, FGH et des hauteurs égales, EA=CG, etc., pourraient coïncider (281). Supposons-les obliques, et construisons des prismes droits qui leur soient équivalents; pour cela, nous prendrons sur la direction AE une longueur IN= AE et nous mènerons par les points I et N des plans perpendiculaires à la ligne AEN; ces plans coupent les faces du parailélipipède oblique et leurs prolongements suivant les parallélogrammes IKLM, NOPQ, qui déterminent un parallélipipède droit IKLMNOPQ. Le plan diagonal BDFH prolongé divise ce parallépipède en deux prismes droits égaux, KIMONQ, KJMLOPQ ; si nous prouvons que les prismes obliques sont équivalents chacun à chacun à ces prismes droits, nous aurons démontré que les prismes obliques sont équivalents entre eux. Or le prisme oblique
COLT.S de" GÉOMÉTRIE.
ABDEFFI et le prisme droit IKMNOQ ont une partie commune, le solide IKMEFH. Les parties non communes ABl)IKiMy EFHONQ sontéjrales et superposahles : on le démontre (comme dans le numéro précédent) on fai^^ant glisser le solide supérieur le long des lignes AN, DO, BQ, jusqu'à ce que la base IKM coïncide avec son égale NOQ ; alors lA est sur son égale NE et le point A se trouve en E ; D vient en F et B en H (V. la démonstration précédente) ; ces deux solides coïncident dans toute leur étendue. Le prisme oblique ABDEFII et le prisme droit KÎMONQ , composés de parties égales chacune à chacune, sont équivalents. On démontrerait de môme que les prismes BCDHGF, KMLOPQ sont équivalents. Les prismes obliques équivalents k des prismes droits égaux entre eux sont équivalents. Chacun d'eux est donc la moitié du parallclipîpède ABCDEFGU. C. Q. F. D.
50(1. Le volume d'un prisme est égal au produit de sa base par ia hauteur.
Si le prisme est triangulaire, il est la moitié d'un parallélipipède
de môme hauteur et de base double. Le volume du parallélipipède étant égal au produit de sa base par sahauteur, le volume du prisme est égal à la moitié de la base du parallélipipède rnulti* pliée par sa hauteur, c'est-à-dire à sa propre base multipliée par sa hauteur.
Considérons maintenant un prisme polygonal ABCDEGHIKM; décomposons sa base en triangles par des lignes issues du môme sommet G; les plans AGIC, AGKD décomposent le prisme polygonal, en prismes triangulaires, dont chacun a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur; si h désigne la hauteur, les trois volumes partiels sont respectivement égaux à HGlx^; GKIx^; GMKx^; le volunip du prisme ABCDEGHIKM, qui en est la somme, est égal à Ax(lIGlxGKIxGMK) =GHIKMx A. " C. Q. F. D.
500 bis. Remarque. La démonstration que nous avons faite
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deux fois 11- 297 et 299, sert à établir celte propoMlion générale :
TnKoubiE. Un prisme quelconque AIJi'DEFGH est équivalent au prisme droit IKLMNurQ qui a pour base $a section droite IKLM et même arête (IN = AE).
Ou afïp(*ile section droite d'un prisme
AHCDI-iFGU le polygone résultant de
rinterscction des faces latérales de ce
prisme par un plan perpendiculaire à
ses arêtes AE, DF, etc.
La superposition des solides IKLMADGB, NOPQEFGII, effectuée
comme il est indiqué n^ 297 et 299, réussit évidemment quel que
soit le nombre des sommets de la base du prisme proposé. Le
prisme oblique et le prisme droit sont équivalents.
On pourrait établir cette proposition dans les préliminaires, après le n*28l par exemple, et s'en servir pour démontrer les théorèmes des n«» 297 et 299.
11 résulte des n" 300 et 300 bis^ qu^un prisme quelconque^ ex. : ABCUEFG, a pour mesure sa section droite IKLM multipliée par son arête (IN = AE).
Tfaiéorènifs.
On demande ee que pèse un cristal de chaux carhonatée, en forme de prisme xaèdre régulier ^ dont la hauteur est sextuple du côté de la base; ce côté a ,(K>6 de longueur, et le poids spécifique de la c/taux carbonatée est î,7. La base (fu prisme est un hexagone réguUer dont le côlé ÂB = 0"',006, ou en
centimètres 0,6. L'apolhème CD = VÂÔ' — ÂÏÏ*. AD
moltiédeAB=0,3;OD=:\^0,c'— (0,3)*= Vo,3ii— 0,09= \0,Ï7 = 0,5I9 à moins de 0,001. La surface de l'hexagone est GADx-OD=3ABxOD=l,8 X0,519. L'arcle
il) 2
del'hexaèdrce«ilégaleàO,Gx6=3,C; son volume est ('gai à 1,8x0,519x3,6. L'unité de longueur éianl le rentimèlre, son poi.ls est égal à 2»f,7 x I»8 X 0,519 X 3,6, co qui fait 9«r,08.) à moins de 0,001.
EXERCICES
Théorèmes à démontrer,
93. Le Toluroe d'un prisme triangulaire est égal à l'une de lei faces latéralri multipliée par la dislance de cette face à l'aréio opposée.
9i. Deux prismes qui ont des arêtes latérales égales prises à fOlooiè sur les mêmes droites parallèles sont équivalents.
Probtèmet nvmériques,
95. Quel est le volume d'un prisme droit dont la base est un hexagone régulier de S",5 de côté, et la surface latérale (entre les bases) de 39"^ ?
96. Calculer le volume d'un prisme triangulaire droit ayant pour base un triangle Isocèle dont la surface est 6"^, sachant que la hauteur de eo triangle est la moitié de sa base, et que la surface totale du prisme est 3l"s.
97* Un bassin de 0*,75 de profondeur a la forme d'un prisme droit, dont la base est un octogone régulier de 10* de côté. Trouver sa contenance à 4*"^ près.
98. Cn bloc prismatique de glace dont la base est un carré de %*,4 de côté, fiottant sur la mer, s'éléro à une hauteur de 6" au-dessus de l'eau. On demande le poids de ce bloc sachant que le litre d'eau de mer pèse 4Kf^096 et le décimètre cube (le glace 0Ks,8. (Le poids d'un corps Qottaot est égal au poids de l'eau déplacée par ce corps.)
*29. Un prisme droit a pour base un hexagone régulier. Calculer ses arêtes sachant que son volume est 3*', et sa surface latérale \%'^\
51ESURR DES PYRAMIDES.
nOl. Un plan parallèle à la base d'une pyramide coupe la surface suivant un polygone semblable à la base, et divise les arêtes en parties proportionnelles.
En effet, les lignes ÂB, ab^ intersections de deux plans parallèles
par un troisième SAB sont parallèles; il en est de môme de BC et bc, de CD et cd^ etc. Les angles ABC^ abc qui ont les côtés parallèles et dirigés dans le môme sens sont égaux; il en est de môme des angles BCD, bcd, etc.; les polygones AliCD, abcd sont donc éqiiianglcs. De plus, en
^/ ..../ \ )i> considérant les triangles semblables qui ont le
sommet commun S, on voitsucccssiv^^inent que SA. _ AU _ SB __ BC _ se _ CD ^ Sa ■"■^""SA""Bc""s7"^'®^^-î'^* polygones ABCD, abcd, éqiiianglos entre eux, ont aussi les côtés homologues propoilionnels ^ ils sont donc semblables. Nous venons
Corollaire. Dans deux pyramides SABC, TDEF, de bases
équivalentes et de même hauteur^ les sections planeSy faites à égales distances des bases, sont des polygones \ ^ équivalents.
\ En effet, nous pouvons supposer
\ les bases ABC, DEF, situées sur un '""/^ même plan; alors les sections abc, ^ defy équidistanles des bases, sont ^ ^ aussi dans un môme plan paral-
lèle au premier; les sommets S et T étant également distants des bases, on peut imaginer un troisième plan parallèle à ces deux-là, passant parles sommets S etT. Les arêtes^ rencontrant ainsi trois plans parallèles, sont divisées par celui du milieu en parties pro*
SA TD portionnelles (5* livre) ; tt- = tT; • Les polygones ABC , abc
étant semblables, on a — 7— = -ra =r 77-2 ; de même ---- =3:
abc ab Sa def
DE' TD' . SA^ TD^ , ABC DEF
— - = zzrr* wïttïs -TTï = z=i ; donc -7— = -j-T- Les numé-
1[? Td' Sa* 'ïd'' "*^ ^'f
rateurs de ces derniers rapports sont égaux par hypothèse; leurs dénominateurs doivent l'être ; abc = def. C. Q. F. D.
Théorème.
503. Des pyramiiTètae bases équivalentes et de même hauteur $ont équivalentes.
Soient les deux pyramides PABG, P'DIK, ayant des bases équivalentes et même hauteur AH (*), Pour plus do simplicité, noJis
n L'uno des flstircs est plus grande qiid l'autre; c'est uud erreur du graveur.
siipposeroDS I<
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S bases AUC, DIK, situées sur le même plan. Di< visons la hauteur en un certain nombre de pat'ties égales. Imaginons par chaque point de division un plan parallèle aun bases; ce plan coupe les deux pyramides suivant deux triangles équivalents entre tvx (n* 3U2) ; construisons ces triangles. Sur clia- \ cnn des triangles ainsi obtenus, pris pour base tupénettre, consU'uisons un ])risine compris entre ce triangle et le plan immédiatement inférieur {Voyez la tigure) Ç). Cela fait, comparons deux à deux el par ordre (en descendant) les prismes des deux pyramides. Les deux prismes (1) sont équivalents comme ayant des basfs équivalentes et même hauteur ; il en est de même des prismes (2) et des prismes (3). Au lieu de divisrr la hauteur AH en quatre parties égales, on peut la diviser en 8, en {6, en 32..., en aulant de parties égales qu'on veut, puis faire exactement les mêmes constructions. A mesure que le nombre des prismes ainsi inscrits dans chaque pyramide augmente, on voit l'ensemble de ces prismes remplir de plus en plus la pyramide et en différer de moins en moins. En inscrivant un très-grand nombre de prismes, on peut rendre la différence entre la pyramide et la somme de ces prismes aussi petite que l'on veut. Autrementdit, la pyramideesl la limite vers laquelle tend la somme des prismes inscrits, quand le nombre de ces prismes augmente indéfiniment {Arilh., n* 1C9}. Oia posé, comme tes prismes inscrits en même nombre dans les deux pyramides proposées sont équivalents chacun à chacun, quel que soit le nonibr^de ces pris* mes, les limites vere lesquelles tendent respectivcmentlës sommes de CCS prismes, quand leur noiiibra anginente. indéfiniment, c'està-dire les pyramides proposées sont équivaltntes.
(•) Pardeuj Eommelgdc chaque trlatifilo [ei.: par b et par t], inmiiietÎM pHtaltÈlee à la ponion de rnicle PA qui paase jiar le 3* «ommct (a), à la renconire des cAlés AD, AC du lilan^Ic Intcricor, '
LIVRE VI
Rbhahque. Il est facile de démontrer rigoureusement la proposition sur
laquelle nous nous sommes appuyé : Chaque pyramide est la limite vers laquelle tend la somme des prismes intérieurs inscrits quand le nombre de ces prismes augmente indéfini- ^ ment, (bnsidérons toujours la première pyramide PABG et les prismes qui y sont inscrits (page 216). Plaçons à ' côté une autre pyramide PABG ezaclemenl égale (celle-ci), y et divisons la hauteur en un même nombre de parties ^ égales. Imaginons par les poinis de division des pians ; parallèles à la base, et construisons les triangles suivant lesquels ces plans coupent la pyramide. Sur le triangle ABC pris pour base inférieure^ puis successivement sur tous les autres triangles construisons des prismes compris entre les pUns parallèles {V, la ligure). Les prismes ainsi construits débordent la pyramide; comparons-les par ordre aux prismes intérieurs de la 1" figure, page 216. Les prismes n^ 1 sont équivalents comme ayant même base et même hauteur; il en est de même des prismes ('2) et des prismes (3). Le dernier prisme excédant intérieur (4) n*a pas de con^respondant. Ce prisme,
AH qui a pour mesure ABC X Al ou ABC X — (n étant le nombre des di-
visions de AH), constitue la différence entre la somme S des prismes
intérieurs à la pyramide proposée (page 216), et la somme S' des prismes
qui la débordent (page 217). S' - S = ABC x Al.
Maintenant, concevons que le nombre des divisions de AH, et par suite
le nombre des prismes augmente indéfiniment ; tout ce que nous venons de
AH
dire sera toujours exact. Mais AI = devenant de plus en plus petite,
le volume ABCx AI, du prisme excédant inTérieur, qui constitue toujours a différence S' — S, diminuq indéfiniment et tend vers zéro. Cela posé, remarquons que la somme S des prismes intérieurs est moindre que la pyramide P; la somme S' des prismes qui débordent est plus grande que cette pyramide.
La différence p — S est donc plus petite que S' — S. Cette dernière différence, diminuant indéfiniment, et tendant vers zéro quand le nombre des prismes augmente indéfiniment, il en est de môme, à fortiori, de la différence P — S. La différence entre la pyramide proposée et la somme des prismes intérieurs inscrits diminue indéfiniment et tend vers quand le nombre de ces prismes augmente. C'est ce que nous voulions démontrer; car la proposition énoncée ne signifie pas autre chose.
Théorème.
304. Une pyramide triangulaire est le tiers (V un prisme de même base et de même hauteur.
Soient ABCDEF un prisme triangulaire quelconque. Je mène le
plan GDF; ce plan décompose le prisme en deux pyramides. Tune triangulaire GDEF, L'autre quadrangulaire CxXDFH (bîise ADFB). Je mène la diagonale AP de cette base; le plan CAP divise la pyramide quadrangulaire CADFB en deux pyramides triangulaires CABF, CADF. Le prisme se trouve ainsi décomposé en trois pyramides triangulaires CDEF, CABF. CADF. La première, CDEF, a la base DEF et la hauteur du prisme; la seconde, CABF, si on la considère comme ayant le sommet F, a la base ABC et la hauteur du prisme; ces deux pyramides ayant des bases égales et même hauteur, sont équivalentes^ CDE F= C A BF. Mais les pyramides C ABF ,C A DF, qui ont le sommet commun C, ont des bases égales, ABF, ADF (moitié d'un parallélogramme), et même hauteur (la distance du point C au plan ABDFj; elles sont donc équivalentes. En résumé, CDEF=CABF = CADFi les trois pyramides dont se compose le prisme étant équivalentes, l'une d'elles, CDEF, par exemple, est le tiers du prisme. C. Q. F. D.
Tlicorème.
305. Le volume (Tune pyramide est égal au tiers du produit de
sa base par sa hauteur. V = - B X H.
Considérons d'abord une pyramide triangulaire; elle est le tiers d'un prisme de même base B, et de môme hauteur II (n* 30i) ; or le volume du prisme est égal à BxII; le volume de la pyramide
est donc égal à- BXH. C. Q. F. D.
Soit en second lieu une pyramide polygonale SABCDE; je dé-
(*) Une pyramide triangulaire CDKF étant donnée» on construit aisénient nik. prisme de même base et de même h.iuteur; il suffit de mener des parallèle» \h\, FB, à l'arête KC, A l.t rencontre de C\ parallèle à ED et de CB paraUèl» à ICF; ce qui produit la figure ci-dessus.
LIYRE VI.
kU:1::::.:.
compose la base en triangles par des diagonales issues du môme sommet A. Les plans SAC, SAD, conduits par ces diagonales et
le sommet S^ décomposent la pyrami'lo proposée en pyramides triangulaires SABC, etc.
qui ont toutes môme hauteur que la pyramide
polygonale. Or SABC= \ HxABG; SACD=
- HxCAD, etc... La somme de ces volumes ou
la pyramide SACBDE= \ H (ABC + CAD +
DAE) = î H X ABCDE. C. Q. F. D.
30G. Mesure d'un polyèdre quelconque. En joignant un sommet
qtielconque S d'un polyèdre aux sommets do toutes les faces qui ne passent pas par* ce sommet S, puis en conduisant des plans par ce point S et les côtés de ces mômes faces, on décompose ce polyèdre en autant de pyramides qu'il y a de ces faces. Ex. :
SABIG, SDFGI, SBCDI. On mesure le volume de chacune de ces pyramides, puis on additionne; la somme de ces volumes est le volume du polyèdre.
Problème,
Cmnhieh vaut une pyramùle régulière cV argent massif au titre de 0,840 fiont la base est un hexagone régulier, et la hauteur quadruple du côté de la àcse? La densité de la matière est 9, 8 ; le kilogramme d'argent au titre de 0,900 wiut 198 ',50, et le côfé de la base esi 0,6 de centimètre.
On cherche d'abord le poids de la pyramide, qui esi égal à son volumo
moUiplié parla densUé de la matière. OrV="xB," = îlîilî ^ o,8;
on évalue Taire de la base comme dans le problème de la pnge213;
•^ = 1,8 X 0,519 ; donc V= 0,8 x 1,8 X 0,519. Le poids en grammes est ega.
^ ^«^X 1,8x0^519x9,8. ISnlln, le gramme d'aigenr, au titre deO,00<) va-
0' 198 SO lant O'plOSSO^ le gramme d'argent au titre de 0,001 vaut -^ — — ,«tauQ*
. ^ «. n 0'.iî)850x840 _ . . ,.x . j Ire de 0,S40. ^^ . Le prix cherché est donc
EXKRCICES.
problèmes numériques,
30. Une pyramide haute de 35"* a pour base un carré de 4"*,5 de cOlè. On demande le prix de la pierre dont elle esi composée à raison de 6' le méire cube.
31. La plus grande pyramide d'Égypie a 446" de haut. Sa base est un carré de 237* de côlé, et ses races latérales sont des iriang'es isocèles. Go demande son volume, sa surrace latérale, ei son poids, sachant que le décimètre cube de pierre pét>e SK9,64.
llif^ 32. Une pyramide régulière a pour base un hexagone régulier dj 45* de côté; ses faces sont inclinées de 60* sur sa base. Calculer le poids de cette pyramide, sachant que la densité de la pierre qui la compose est 2,5. " ,l!^' ^^* ^" demande la valeur d'une pyramide régulière d'argent ma«sir au titre de £« i 0,840 dont la base est un octogone régulier d3 0",45 de côté et la hauteur 75*^. La
|i'^a/rM densité de la madère est 9,8 et le kllog. d'argent, au titre de 0,900, vaut 498',50. ' y • 34. Calculer le volume et la surrace d'un tétraèdre régulier
^-^ — dont l'arête esta {formule),
Zibis, — dont l'arête est S'^G [application).
Problèmes graphiques,
85. Marquer sur les faces d*un tétraèdre donné SABC les trace« de quatre plans respectivement parallèles aux faces du tétraèdre et concourant en un point tel que " les tétraèdres OABC, OABS, DUCS, — soient équivalents.
soient proportionnels à 3, 4, 5 et
37. — aient des volumes donnés : 2"«,48; 5"*,83à; 45«*,80; 8"«,506,
Théorèmes à démontrer,
38. Un tétraèdre est divisé en deux parties éq'iivaleiiics par un plan qui passe par une de ses arètea et par le milieu de l'arôle opposite.
39. Le plan bissecteur d'un dièdre d'un tétraèdre divise Tarète opposée en seg" menis proportionnels aux faces du dièdre.
40. Deux tétraèdres qui ont un an;(le solide égal sont entre eux eommeles produit* des trois arêtes qui comprennent cet angle.
44. Si on coupe un angle trièdre par deux plans également distants du tommei» les aires de ces sections sont proporlionneHcs aux produits des arêtes qui abov tissent i ces sections.
42. Étant données trois droites parallèles non situées dans le même plan^ tous l09
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UlntilKl use» qui onl une aiMe tfite MS prite 1 loInnlA sur l'une quelconque dn trois dtollt», cl leur» lomimt» A' el B' pcîi k lOlonié lur Iti deui lulrei, lont jquJTilHili.
43. Deux lélnjdrM qui onl 1«UT «nmineL lur cl» mtmn droflci (El. iï), mail pour letquall l'irSle MN nVit pit la mtme, sont praporlionncla lui loogueura de »s.
lU .■mnvj,ac
507. Ji l'on coupe vne pyramide par ttn plan parallèle à sa base, le tronc qui reste, quand on a enlevé la pyramide partielle, équivaut à trois pyramides ayant toutes même hauteur que le tronc, tt pour base, l'une la grande base ABC du tronc, l'autre la petite base DEF, et la troisième une moyenne proportionnelle entre ces deux bases.
r Considérons d'abonl un tronc de pyramide triangulairo DEPABC. Jo mène le plan EAC qui décompose le tronc en deux pyramides, l'jine triangulaire EABC, l'autre quadrangulaire EDAGF, Je mène 1 1 diagonale DC du quadrilatère DACf, puis le plan EDC; ce plan décompose la pyramide EDACF en deux pyramides triangulaires EDCP, EDAC. Le tronc est actuellement décomposé en trois pyramides EABC, EDCP, EDAC. La première [sommet E) a la grande tn«e ABC du Ironc et même hauteur. H, que celui-ci ; la seconde EDCF ou CDEF (sommet C) a la petite base du tronc et même hauteur (|ue lui ; ce sont les deux premières pyramides annoncées, il reste la pyramide EDAC qui équivaut à la troisième pyramide ïn nonce e.
Pour le démontrer, je mène par le point E une parallèle à DA, qui rencontre AB en I;ietii-eIC.IU. La pynimideEADC est équivalente h la pyramide l\ UC qui a ta même base, ADC, et la même hauteur [les sommets E. I, étant sur une même parallèle au plan de la base]. Li pyramide lADC peut être considérée comme ayant le sommet D et l> base lAC; elle a ainsi même hauteur que le tronc; it reste à prouver que sa base lAC est moyenne proportionnelle entre les bases ABC, DEF. Ed effet, les triangles lAC, ABC ont le sommet commun Cet leurs bases sur la même droite AD; ils ont même hauteur^
et leur rapport est égal à celui de leurs bases; tttt^ tt • Menons
AIG AI
IR parallèle h GG; le triangle AIK est égal au triangle DËF; car ces
Irianj^les, qui sont équiangles^ ont le côté AI=DE. Les triangles
A 1 K , A IC, ont le môme sommet 1 et leurs bases sur la même droite AG;
Aie AC ^, . ^ ^ „^ ,.,, ^ ,^^ AB AC
\i,/^= TT7' ^i^ïs à cause de IK parallèle à lîG, on a —r = t7^; AIK AK * ' Al AK
. AUC Aie AIG . ri,., ^n ,
"0"c--7-7 = ---==-— — ; donc enfin le triangle AIG est moyen Aie AIK DEF
proportionnel entre les deux bases ABC, DEF, du tronc de pyramide. La pyramide EDAG = DAIG équivaut donc à la troisièino pyramide annoncée.
â* Gonsidérons maintenant un tronc de pyramide polygonale dont nous désignons les bases par B et b, et la hauteur par H. On peut achever la pyramide dont ce tronc est détaché, puis construire une pyramide triangulaire de môme hauteur et dont la base B' équivalente à B, soit sur le môme plan que celle-ci (faites une figure). Le plan qui produit la section b de la première pyramide produit dans Tautre une section équivalente b'. Les deux pyramides entières sont équivalentes comme ayant des bases équi* valentes et môme hauteur ; les deux petites pyramides sont équivalentes pour la môme raison; donc ces dernières pyramides enlevées, il reste deux troncs équivalents. Mais le tronc de pyramide
triangulaire équivaut, d'après 1% à ;rHxB' + -lIxy+rH
X ^ ^'b*i le tronc de pyramide polygonale équivaut à la môme
somme, par suite à la somme égale -nxB-j---Hx6+rH
X V^1Ï6. Or cette dernière somme comprend les trois pyramides polygonales dans lesquelles doit, suivant l'énoncé, se décomposer^ le tronc de pyramide polygonale proposé.
50B. RÉSUMÉ. Si V désigne le volume d'un tronc de pyramid à bases parallèles, H la hauteur, B Taire de sa grande base et
celle de la petite, onaV=-Hx(B + 6 + v/Bx/>)«
LIVRE VI
509. Z7n ^rowe de prisme triangulaire ^ DEFARC, est égal à la
somme de trois pyramides triangulaires ayant pour base commune l'une des bases XBCdu IronCy et pour sommets respectifs les sommets E, D, F, de Vautre base.
Pour le démontrer, je mène le plan EAC qui décompose le tronc de prisme eu deux pyramides, Tune triangulaire, EA13C, qui a le sommet E et la base ABC (c'est la première pyramide annoncép); Tautre quadranguiaire, EADCF. Celle-ci équivaut à la pyramide 13ADCF, qui a la même base DACF, et même hauteur, puisque les sommets E et B sont sur une parallèle EB 'à la base commune (*). Je mène la ligne DC, puis le plan BDC; ce plan décompose la pyramide quadranguiaire BDACF en deux pyramides triangulaires BDAG, BDFC. La première, HDAG au DBAG, a le sommet Det la base ABC; c'esi la seconde pyramide annoncée. La dernière pyramide BDFC équivaut à la troisième pyramide annoncée PABC; car ces pyramides qu'on peut nomnier D(BCF), A{BCF), ont môme base BCF et même hauteur; car leurs sommets D et A, correspondant à cette base, sont situés sur une même paralèlle DA au plan de cette base. Le tronc de prisme équivaut donc aux trois pyramides indiquées.
Problème*
sto. Calculer le wlume et la surface latérale d^un tronc de pyramide à &ofes parallèles, dont la hauteur est 12'",5, et dont les bases sont des carres ^^yant respectivement pour côtés S", GO et O^jSO.
Le Tolumc cherché est égal à
-~ X (âi^GÔ* 4- Ô^' + 0,80 X 3,C0) (n» 308).
La surface latérale se compose de quatre trapèzes égaux dont nous connais-
(*) Le lecteur peut mener les lignes 60, 6F, que nous indiquons sans les d«siluer aûn de ne pas surcharger la figure; de même la droite AF«
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6ons les bases. La hauteur d'un de ces trapèzes joint les 'tnllleux de? deux bases; si l'on mène, par l'extrémiié supérieure de cette hauteur, une parallèle à la hauteur du tronc, on fornne un triangle rectangle dont le petit côté est la
diiïérence -^-^ — = 1,40 des ap5tbèmcs des bases, dont l'hypoténuse est
la hauteur cherchée h du trapèze, et l'autre coté de l'angle droit est égal à la
hauteur 12,5 du tronc; de sorte que A= V^(i^,5)*-i-ii,40)«. Connaissant la hauteur d'un des trapèzes et ses bases, on calculera facilement sa surface.
EXERCICES
Problèmes numériquei.
44. On demande le volume d'un tronc de pyramide dont la hauteur est de 12"*, et dont les bases sont des dodécagones réguliers ayant pour rayons des cercles circonscrits 3,60 et 0">,80.
'i^45« On fait un remblai haut de 6", large de 8", avec des talai gaionnés dont la penlecst 3/4, c'est-à-dire dont la hauteur totale est à la base horisontile dans le rapport de 3 i 4. On demande combien l'on a employé par kilomètre de mètres cut>es do terre et de mètres carrés de gazon*
Théorèmes à démontrer,
46. B et 5 bases d'un tronc de pyramide polygonale étant décomposées respectiyement en triangles (T, T', T"), (e, t\ V% démontrer directement que
47. Le Tolume d'un tronc de prisme triangulaire est égal i sa section droite multipliée par le tiers de la somme de ses trois arêic<t.
48. Le volume d'un tronc de prisme triangulaire e^t égal é l'une de ses bases muUipIice par 1? tiers de la distance de celte base au point de concours des rné* dianes de l'autre base«
DES POLYÈDRES SEMBLABLES
511. On appelle polyèdres 5emô/oô/es des polyèdres compris SOUS un môme nombre de faces semblables chacune à chacune, et dont les angles solides homologues sont égaux. (Les angles solides homologues sont ceux qui sont formés par les faces semblables.) f.,
Los sommets des angles solides homologues sont les sommets homologues des deux polyèdres. On nomme droites homologues les lignes qui, dans les denx figures, joignent les sommets homologues.^
LIVRE VI
Thcorcme.
312. Si ron coupe une pyramide SABC, par un plan abc parallèle à la hase y on détermine uns nouvelle pyramide semblable à la première.
En effet , la face SAB est semblable à ^ab (ah parallèle à AB); de même SAC est semblable à Sac; SBC semblable à Sbc\ enfin les faces ABC^ abc y sont évidemment équiangles et semblables (n* 293).
De plus^ les angles solides homologues sont égaux chacun à chacun; car S est commun; ensuite deux autres angles homologues quelconques, par ex. : Â et a, sont évidemment composés d'angles plans égaux et semblablement disposés. Les deux pyramides ayant leurs faces semblable» chacune à chacune^ et leurs angles solides homologues égaux^ sont semblables. Remahqub. Les arêtes homologues de nos deux pyramides sont
„ SA AB SB BG , proporUoniielles:^=-=^=-, etc..
Tlicorème.
513. Deux tétraèdres S ABC, TDEF, qui ont un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables et sem* blablement placées sont semblables.
Pour le démontrer, je prends sur SA une longueur Sa=TD, et je mène le plan abc parallèle à ABC; J'obtiens ainsi un tétraèdre Sabcy semblable à S ABC (2jf2) . Si je démontre que le tétraèdre TDEP ^ est égal à Sa6c, j'aurai démontré que TDEF est semblable à SABC. Comparons donc Sabc^ TDEF : SA = TD ; l'angle aSb = DTE ; Sab = SAB = TDE (similitudes dt^s faces SAB, TDE) ; les triangles Sab, TDE sont donc égaux. Les triangles Sac, TDF de même. Cela pose, pour faire coïncider les pyramides TDEF, Sabc, mettons la face TDF sur son égale Sac ; le dièdre TD étant égal au dièdre Sa,
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le plan TDE s'appliquera sur le plan Sab; la ligne TD étant déjà sur Sa, TE tombera sur son égale Sb et le point E se placera en b. Cela étant, les sommets des deux tétraèdres TDEF, Sabc coïncident, et par suite toutes leurs faces : ces deux tétraèdres sont donc égaux. TDEF est donc semblable h SABC. C. Q. F. D.
Il y a divers cas de similitude des tétraèdres analogues aux cas de similitude des triangles. Us se démontrent eomme le précédent.
Vliéorènie.
314. Deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un même nombre de tétraèdres semblables et semblablement disposés.
Pour plus de netteté dans la figure, nous considérerons deux parallélipipèdes semblables; mais nous ferons le raisonnementcomme
si c'étaient deux polyèdres semblal)les quelconques. On peut joindre le sommet S de Tun des polyèdres aux sonunetsde toutes les faces qui ne passent pas par ce sommet S ; les lignes menéesSA,SC,SD,etc...sont lesarétesde pyramides polygonales ayant toutes lesommetS; et pour bases ces faces non adjacentes èuS; ex. ; lespyramidesSADGC,SDEFG,SABEDn.
On peut ensuite décomposer chacune de ces pyramides polygonales en tétraèdres, en partageant sa base en triangles; on obtient ainsi des tétraèdres comme SDEF, SDGF; le polyèdre ABCSDEFG est ainsi décomposé en un certain nombre de tétraèdres. Soit s le sommet du second polyèdre, homologue à ^ on peut décomposerde la même manière le polyèdre abcsdefgexf tétraèdres homologues à ceux qui composent le premier polyèdre; on détermine ces tétraèdres en menant dans le second polyèdre des lignes homologues à celles que nous avons menées dans le premier ; sa, se,
(*) Ces pyramides &ont distinctes les unes des autres, car le plan SDG, par exemple, correspondant à Tintersection de deux faces ADGC, EDGF, Uiase eotiôremeal d'un côte la pyramide SABGC, et de l'autre la pyramide SDGEF.
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sd, etc. puis rfc, df, etc.. Il nous faut maintenant démontrer que les tétraèdres homologues des deux polyèdres sont semblables chacun à chacun.
1* Si l'on considère deux pyramides polygonales homologues s quelconques de ces polyèdres, il suffit de dé-
montrer la similitude de deux tétraèdres homologues de ces pyramides, pour conclure la similitude de tous les autres. Considérons par exemple deux pyramides, SABCDE, sabcde, ayant les bases semblables comme le sont celles de nos deux polyèdres, supposons que les tétraèdres SABC, sabc, aient été reconnus semblables, et comparons les tétraèdres adjacents SACD, sacd. Le dièdre SACD=dièdre sacd (supplémentaires des dièdres égaux SACB, sacà) ; la face SAC est semblable à snc (similitude des tétraèdres SABC, sabc); la face ACL) est semblable à acd (simllilude des bases ABCDE, abcde); les deux tétraèdres SACD, sacd ontdonc un dièdre égal compris entre des faces semblables et semblablement disposées; donc ils sont semblables. On démontre exactement de la même manière la similitude des tétraèdres suivant SADE, sade; et ainsi de suite s'il y en avait plus de trois dans chaque pyramide polygonale.
2* Considérons dans le premier polyèdre une pyramide polygonale SDEFG, dont la base soit adjacente à l'une des faces qui passent par le sommet S, et côm parons-la à son homologue sdefg de l'autre polyèdre. Commençons par les tétraèdres SDEF, sdef dans lesquels se trouvent les dièdres EF, ef, des polyèdres: dièdre EF = dièdre ef (par définition); la face SEF est semblable à sef: le triangle DEF est semblable à def (similitude des faces des deux polyèdres); les deux tétraèdres SDEF, 5ûfe/* sont donc semblables. Les autres tétraèdres des pyramides polygonales SDEFG, sdefg^ sont semblables (d'après 1®).
3<> Considérons maintenant deux pyramides polygonales SACGD, sacgd, respectivement adjacentes à deux pyramides SDEFG, sdefg, déjà considérées et composées de tétraèdres semblables.
Considérons dans ces pyramides les tétraèdres SCD6, scdg^ respectivement adjacents aux tétraèdres SDFG, sdfg^ déjà reconnus
semblables. A cause de la similitude de ces derniers tétraèdres^ la faceSDG est semblable à sdg; le dièdre SDGF est égal au dièdre sdgf\ en retranchant ces dièdres des dièdres homologues égaux CDGF, cdgfy des deux polyèdres, il reste deux dièdres égaux SDGC, sdgc ; les faces CDG, cdg sont d'ailleurs semblables comme triangles homologues des faces semblables ÂDGC, adgc; les deux tétraèdres SGDGy scdg^ ont un angle dièdre égal, SDGC =5£f^c, compris entre des faces semblables et semblablement disposées ; ils sont donc semblables. Les autres tétraèdres homologues des pyramides polygonales SÂGGD, sacgd^ sont donc semblables (l"").
Notre proposition est actuellement démontrée; les tétraèdres homologues des deux polyèdres proposés sont semblables chacun à chacun. Car, ayant commencé par comparer deux pyramides polygonales dont les bases sont adjacentes à des faces qui passent par lé sommet S, on peut comparer ensuite les pyramides homologues adjacentes à ces premières pyramides, puis des pyramides adjacentes et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait considéré, de proche en proche, toutes les pyramides polygonales des deux polyèdres.
Remarque. Dans la décomposition précédente, on peut choisir pour sommets des tétraèdres deux sommets homologues quelconques des deux polyèdres :
Les droites homologues de deux polyèdres semblables sont donc proportionnelles, les arêtes comme les diagonales.
Vlicorèmc.
51 S. Les volumes de deux polyèdres semblables sont entre eux dans le même rapport que les cubes de leurs arêtes homologues. V Nous allons d'abord le prouver pour deux pyramides semblables. En prenant sur l'arête SA de la plus grande pyramide une longueur Sa égale à l'arête homologue de la plus petite, et menant le plan abc parallèle à la base, on obtient, comme nous l'avons vu (n« 313), une pyramide égale à la seconde a/ j 1 \ Q pyramide proposée. En abaissant SO perpendiculaire à ABC, nous avons sur la même direction les ^" hauteurs 80, So des deux pyramides.,
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SABC = - ABC X SO ; Sak = - abc X So.
Les triangles ABC, abc étant semblables, —7— = — ri mais
'—^ = rzTc.l donc— r- = -=rs ('I)* D'wn autre côté, les trian- ^/>* Sa' «^^ Sa*
gles SAO, Sflo étant semblables {ao est parallèle à AO), on a Tégalité -— = •— (2). En multipliant les égalités (i) et (2), membre
à membre, puis les deux termes du premier rapport obtenu
* x.r ,i.x I-.- iABCxSO SA' SABC Fv'
par -, on obUent 1 égahte : j^^^^^ ^-^,, '""s^^W
y Considiérons maintenant deux polyèdres semblables P et p. Ils peuvent être décomposés en un môme nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun; T, t; Tj, f^ ; T,, t^ ; Ts, t^; etc., les arêtes homologues des polyèdres étant A, a; A„ a^; A,, a,, etc. ■»/» j
j. A - T A3 Tj A 3 T A 3 ^ ^ ^ {mj^h C^
On a, d'après 1% -- = -r ; -i = -^; --* = -f-, etc. Les arêtes/ V
homologues de deux tétraèdres étant proportionnelles, il en est de ' '
môme de leurs cubes; — - = — i- ; = -^, etc.; donc - = --=:
«3 a^^ «gS i f^
lî = lâ ; d'où on déduit ' ^+^i+^^«+^8 = T = i^ ou
SYMETRIE PAR RAPPORT A UN PLAN
10 (*). DÉFINITIONS. Deux points A, A' sont symétriques par rapport à un plan MN quand ils sont situés sur une môme perpendiculaire à ce plan et à égales distances de ce plan (Aa=A'a).
(*) Ce chapitre a été publié d^abord en supplément avec des numéros d'ordre parUculiers; nous laissons ces numéros aftn de n'avoir pas à changer tous le^ numéros suivants du livre VII.
Deux polyèdres sont symétriques par rapport à un plan quand
leurs sommets sont deux à deux symétriques par rapport à ce plan.
Nous appellerons droites symétriques ^ des droites qui joignent des points symétriques^ et faces symétriques celles qui sont terminées par des droites symétriques deux à deux.
Théorème.
iGbis. Deuxdroitessymé(riques^\yS'A' sont égales. (Fig.préçéd.) En effets joignons les points a et « où les perpendiculaires AA', SS', rencontrent le plan de symétrie MN; puis faisons tourner le quadrilatère asSA autour de as comme charnière jusqu'à ce qu'il s'applique sur asS'h\ Les angles en a étant droits, la droite aA s'applique sur son égale oA', et A s'applique sur A'; de môme sS s'applique sur sS' et S sur S'. AS coïncide avec A'S'; AS=A'S'.
Tliéorcnie.
17. Deux angles ASB, A'S'B' formés par des dYoites symétriques sont égaux, (Pig. précéd.)
En effet, on peut au besoin tracer A6 et A'B'. On a ainsi deux triangles ASB, A'S'B'' qui sont égaux comme ayant les trois côtés égaux. Donc l'angle ASB = A'S'B'.
Tliéorèinc.
IB. Suivant qu'un point S est ou n'est pas dans le plan de trois autres points A, B, C, le point S', symétrique de S, est ou n'est pas dans le plan des points A', B', C, symétriques de A, B, C.
i*' CAS. S est dans le plan ABC. Alors l'anj-le ASG = ASB+BSC, ou ASC -f ASB -)- BSC = 4 droits. Mais, les angles symétriques
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étant égaux chacun à chacun^ on peut remplacer dans ces égalités chaque angle par son symétrique; on a donc A'S'C = AS'B' + B'S'cy, ou A'S'C'+A'S'B'+B'S'C = 4 droits. Cela étant, le point S est dans le plan A'B'C; car s'il était hors de ce plan, il serait le sommet d'un angle trièdre S'A'B'C, et on aurait A'S'C < A'S'B' + B'S'C, ou A'S'C + A'S'B' + B'S'C < 4 droits; ce qui n'est pas.
2* CAS. s fCest pas dans le pion ABC. Alors S est le sommet d'un angle trièdre SABC, et on a ASC < ASB + BSC ou ASC -f- ASB + BSC < 4 droits. Mais alors on a aussi A'S'C < A'S'B' + B'S'C ou A'S'C+ A'S'B' + B'S'C < 4 droits. Cela étant, le point S' n'est pas dans le plan A'B'C; c'est le sommet d'un angle trièdre S'A'B'C.
Corollaire I. A chaque trièdre SABC d'un polyèdre correspond un trièdre S'A'B C du polyèdre symétrique.
GoROLLAiRB II. A chaquc face ABCDE d*un polyèdre correspond une face symétrique A'B'CD'E' de Vautre polyèdre {ïi^, du n* 20).
En effet, les sommets D, E, étant dans le plan ABC, les sommets D', E', symétriques de D et de E, sont dans le plan A'B'C.
Tltéorèinc.
19. Deux angles trièdres symétriques SABC, S'A'B'C, sont égaux dans toutes leurs parties^ mais ne peuvent pas coïncider. (Fig. précéd.)
En effet, l' ces deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune à chacune (n* 17), et par suite leurs angles trièdres égaux chacun à chacun (n** 271 du Cours).
2* Ces deux angles trièdres ne sauraient coïncider. En effet, supposons que l'arête SB soit en avant de la face ASC, l'arête SB' est en avant du plan A'S'C (V. la situation des points symétriques). Mais les arêtes S'A', SIV, S'C étant dirigées de bas en haut, tandis que SA, SB, SC sont dirigées de haut en bas, il faut d'abord pour essayer de faire coïncider les trièdres faire tourner de 180" la figure S'A'B'C autour d'un axe (B'^' parexemple) perpen-
(*) Tracez par la pcr.pce sur le pan A'S'C les demi circonférences ayant pour rayons S'6', A'^', et C'//. Le point B' restant llxe, les points S', A', C parcourent ces demi-ci rconfcren ces jusqu'aux extrémités S'j, A'i, C\ des diamètres S'6'S'„ A'/»'A'„ C'^'Cj. S' pa^se au-dessus de A'C, C à gauche et A' à droite du lecteur. (V.oy. le n* 24 ci-aprè.^.)
diccilaire enb'm plan A'S'G'C). Cela fait, lesarêtes deS'A'B'C seront dirigées de haut en bas coiïime celles de S ABC, rareté S'B' étant toujours en avant de A'S'C. Mais alors évidemment la face A'S'B' se trouvera à droite de A'S'C tandis que son égale ASB est à gaucho de ASC. La coïncidence n'est donc pas possible comme il a été expliqué n" 272 du Cours. Les triôdres sont dits symétriques (*).
Tliéorcme.
20. Deux polyèdres symétriques ont leurs faces égales chacune à chacune y et leurs angles polyèdres égaux y mais symétriques y c^est^ à^dire ne pouvant pa^ coïncider (**).
i* Les faces symétriques sont égales.
Considérons deux faces symétriques ABCDE, A'B'C'D'Ë' (q* 18^
corollaire II). Ces deux polygones ont les côtés égaux chacun à chacun, comprenant deux à deux les angles égaux.
Si on retourne le plan A'B'C'D'E' sens ^dessus dessous, le polygone A'B'C'D'E', disposé alors comme le polygone ABCDE, coïncidera avec ABCDE. Ces deux faces sont donc égales.
2" Les angles polyèdres sont égaux dans toutes leurs parties^ mais ne peuvent A' B' pas coïncider.
Nous avons démontré cette proposition pour deux angles trièdres. Soient deux angles polyèdres SABCDE, S'A'B'C'D'E' (faites la figure). Ils ont les faces égales chacune à chacune. Ces faces égales comprennent deux à deux des dièdres égaux; par ex., Tangle dièdre SA des faces ASB, ASC est égal à Tangle S'A' des faces égales A'S'B', A'S'C. En effet, imaginons les plans BSC, B'S'C intérieurs
(*) Deux trièdres SABC, S'A'B'C sont dits alors symétriques parce que si on les place l'un contre l'autre de manière que la face A'S'C coïncide avec son égale ASC, les deux figures sont alors symétriques de position par rapport aa plan ASC. L*aréte S'B' par ex. est symétrique de SB par rapport à ce plan ASC. C*est ce que Von vérifie aisément.
[**) Symétriques pour la raison indiquée dans la note précédente.
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Biix angles poljMres ; ils déterminent denx angles triÈdres SABG, S'A'B'C qnï ont toutes leurs faces égales chacune à cliactine et par suite leurs angles dièdres égaux chacun à chacun; doncdièdi^SA = dièdre S'A'. Les deux angles polyèdres SABCDE, S'VB'C'D'E' sont donc égaux dans toutes leurs parties. Ils ne peuvent cependant pas coïncider; car s'ils coïncidaient, les angles triëdres intérieurs correspondants tels que SAliC, S'A'B'C coïncideraient; ce qui est impossible (n° 19).
Tbëorème.
Ql.Deux polyèdrei symétriques sont équivalents. Considéronsd'abord deux pyramides triangulairesSABC.S'A'B'C. !■ Les bases ABC, A'B'C sont égales.
2° Soit SOI» hauteur de SABC. Le point étant sur le plan j ABC, le point 0' symétrique de est sur
le plan A'B'C (n' 18). Je trace AO, BO, CO et S'Cf, A'O', B'O', CO'. Les angles S'O'A', S'O'B', S'O'C sont droits comme ^ leurs symétriques SOA, SOB, SOC^donc 7 S'O' est perpendiculaire au plan A'B'C; c'est la hauteur du tétraèdre S'A'B'C.
De pins SO = S'O' (n» 16). Les deux tétraèdres SABC, S'A'B'C, ayant des hases égales et des hauteurs égales, sont équivalents.
Corollaire. Deux polyèdres symélri' ques sont équivalents.
En effet, ils sont décomposables en pyramides triangulaires symétriques équivalentes deux h deux.
S2. Rkiiahqiib. Si deux polyèdres symétriques sont dérangés de la position qu'ils occupent par rapport au plan de symétrie, los relations d'égalité existant entre leurs éléments précédemment Symétriques existent toujours. Les théorèmes précédents s'applj. quent donc en général à deux polyèdres qui sont placés ou peuvent être placés de manière que leurs sommets soient deux à deux symétriques par rapport à un plun.
SS
STMÉTRIB PAR RAPPORT A UN POINT (CCNTRS DB STMÉIRIB).
23. DÉFINITIONS. Deux points A, A' sont symétriques par rapport h un point quand ils sont situés sur une droite AOA' passant par
ce point 0, de part et d'autre et à égales distances de ce point (A0 = A'O).
Deux droites SA, S'A' sont symétriques par rapport à un point quand elles joignent deux points symétriques.
Deux figures planes ou polyèdres sont symétriques par rapport à un point O quand elles ont leurs côtés ou leurs sommets res* pectivement symétriques par rapport à ce point.
Le point est le centre de symétrie des deux figures.
24. On peut ramener l'étude de la symétrie de deux figures par rapport à un point à l'étude de la symétrie par rapport à un plan, en imprimant une rotation de d80" à Vune des figures autour d'un axe perpendiculaire à ce plan et passant par le centre de symétrie.
Eo efl'el, soient MN un plan quelconque passant par le centre
de symétrie, et OOj une perpemiiculaire à ce plan. Soient aussi A et A' deux points symétriques par rapport au point 0, appartenant aux figures considérées, et M'N' un plan parallèle à MN mené par A'. Abaissons AaA\ perpendiculaire aux plans ISIN et M'N'. Le plan AA'A\ coupe ces deux plans suivant deux droites parallèles Oa et AA',. Puisque AO=A'0, Aa=A'^o; les points A et A', sont syniétriquos par rapport au plan MN. étant le milieu de AA', 0, est le milieu de A'A'^. La circonférence décrite dans le plan MN', avec 0^ pour centre et 0,A' pour rayon, passera par A',; A'IA', est une demi-circonle-
rence.
Supposons maintenant que les points A et A' appartiennent à
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deux figures F et F symétriques par rapport au point 0. Si on imprime à la figure F' dont A' est un sommet, une rotation de d80* autour de l'axe 00^, le point A', décrivant la demi-circonférence A'IA j, viendra se placer en A\ , et deviendra symétrique de A par rapport au plan IMN. 11 en sera de même évidemment de tous les autres sommets des deux figures^ considérés deux à deux. La figure F sera donc^ après la rotation, symétrique de la première F par rapport au plan MN.
25. Corollaire. D'après la remarque du n*" 22 et d'après la proposition précédente, tous les théorèmes démontrés par rapport aux droites, aux polyèdres, et à toutes les figures symétriques par rapport à un plan sont vrais pour les droites, les polyèdres, et foutes les figures symétriques par rapport à un point. Les propriétés énoncées existent pour les unes comme pour les autres,
EXERCICES
Théorèmes à démontrer.
49. si OD divise dam le même rapport les droites qui joignent le même point à tous les sommets d'une pyramide, les points de division sont les sommets d'une pjramide semblable à la pyramide proposée.
50. Les surraces de deux pyramides semblables sont proportionnelles aux carrés de deux arêtes homologues.
Problèmes graphiques»
54 . Marquer sur les faces d'une pyramide les traces du plan parallèle à la biise qui divise la surface latérale :
— eu parties équivalentes.
en parties proportionnelles aux nombres 3, 4, 5 et G
57. — enparlifis de gran4«ur données S^i^^CO : S-i.SiO ; 5™^,832 ; 2"%19C.
58. 59, 60, 64, 63^ 63, 63 bis (*). RésouJre les mêmes questions concernant un tronc de pyramide donné .7 pr.iblômcs).
(•) Nous énonçons ces problèmes et «raufres suivants par séries, afln que. Ks énoncés occupent moins de place. Nous metton.^ des numéros diiïércnis afin que ces problèmes puissent être proposés 8éparémer.t dans un ordre quelconque.
64. Marquer sur la surface latérale d*une pyramide les traces d*un plan parallèle à sa bâte tel que le tronc de pyramide toit les **/g| de la pyramide proposée.
Problèmes numériques,
65. L'arête SA d*une pyramide SABC étant 4'",80^ calculer à O^fOI prés les parties dan« lesquelles elle est divisée par le plan parallèle à la base qui divise sa surface latérale
— en deux parties équivalentes.
en parties de grandeurs données 2*1,8 et 1 '^fi
68. 69, 70. Id. dans lesquelles elle est divisée par chacun des plans sécants des ex. 55^ 56, 57 (3 problèmes).
74, 7S, 73, 74, 75, 76. Résoudre successlTemenl les six problèmes précédents, relativement A l'arête latérale aA=:4"',80 d*un tronc de pyramide polygonale à bases parallèles, a&cd ABCD, dont on divise la surface latérale par un plan parallèle ou par des plans parallèles à ses bases a&cd, ABCD, comme la surface de la pyramide SABCD est divisée dans les six exercices 51, 52, 53, 55, 56, 57. On sait d'ailleurs que Tarêie a& = 4">,4etAB = 3-,6.
77, 78, 79, 80, 81, 82. Résoudre successivement les mêmes problèmes relativement A l'arête SA=4'*,80 d'une pyramide SAUCD, en supposant le volume au lieu de la surface divisée successivement comme il est indiqué par un plan parallèle ou par des plans parallèles A la base (6 problèmes).
Les nombres donnés sont ceux des exercices précédents (5f , 52, 53, 55, 56, 57).
83, 84, 85, 86, 87, 88. Résoudre successivement les mêmes problèmes relativement A rareté latérale aA=:4'"^80 d'un tronc de pyramide abcd ABCD dans lequel l'arête a& = 2"',4 et AB = 6'",40 dont le volume est divisé de la même manière que celui de la pyramide précédente par un plan parallèle ou par des plans parallèles à ses bases abcd ABCD, (6 problèmes).
89, 90, 91, 92, 93, 94. La base ABCD de la pyramide «ABCD étant donnée égale A 7""i,56, et l'arête SA =4'", 80, calculer l'aire de la section ou les aires des diverses sections Indiquées dans les exercices précédents 51 , 52, 53, 55, 56,57 (6 problèmeft).
95, 96, 97, 98, 99, 100. Trouver de mémo les aires des sections produites dans le tronc de pyramide précédent abcd ABCD dont l'arête aA = 4"',80, c/ô= 4"',4, àft = S-^ô et la base ABCD = 7""i,oG.
LES TROIS CORPS RONDS
316. DûmmoKS. On appelle cylindre le solide produit par la H révolution d'un rectangle ABCO qu'on ima-
gine tourner' autour d'un de ses cdtés AO qui reste fixe.
Dans ce mouvement, les edtés AB, OG, toujours perpendiculaires à l'axe, décrivent des cercles BIEH. CFUJ qu'on nomme bases d|i cylindra; la ligne BC, appelée gémratrict, en décrit la surface latérale, La ligne fixe AO est l'axe ou la hauteur du 7 cylindre.
Toute secUon plane faite suivant l'axe est un rectangle double du rectangle générateur; ex. : IFJH.
Toute section, MGN, faite par un plan perpendiculaire à l'axe, est un cercle égal à chacune des bases. En effet, ce plan coupe le rectangle générateur suivant une lighe KN; dans le mouvement de ce rectangle autour de AO, cette ligne KN décrit, sans quiller le plan perpendiculaire, un cercle égal au cercle OC puisque KN=0G(i33).
Deux cylindres sont temblables quand les rayons de leurs bases sont proportionnels à leurs hauteurs.
sss
317. Supposons qu'ayant inscrit dans la base d'un cylindre un r polygone régulier AUCO, on construise, sur ce
polygone comme base, un prisme droit de miicne ' iiatiteur rjue le cylindre; les aréles KE, BH, etc., de ce prisme, perpendiculaires aux bases, sont aillant de positions de la génératrice mobile; ellpssont donc situées sur la surface. Ce prisme, qui a la position indiquée, est dit inscrit dans le cylindre; le cylindre est circonscrit au prisme. Si le nombre des côtés du polygone inscrit * augmente indéfiniment, ces côtés devenant infi-
niment petits, les faces latérales du prisme deviennent iniîninient petites; la surface latérale du priscne, composée de ces faces, se rapproche indéfiniment de celle du cylindre, jusqu'à en différer d'une quantité moindre que toute grandeut' donnée. En d'autres ternies :
318, On admet comme évid<>nt que la surface latérale du cylindre est la limite de la surface d'un firisme inscrit dont le nombre det facei croit mdffiniment , ces faces devenant infiniment petite»; le tolame du cffimire est la limite du volume du même pritme.
Théorème.
319. Le volume d'tm cijUndre est égal au produit de sa base par ta hauteur.
Inscrivons dans la base du cylindre un polygone régulier, et construisons un prisme inscrit qui ait pour base \t- ce polygone et même hauteur que le cylindre. Le volume de ce prisme est égal au produit de sa base que nous désignerons par B, par sa hauteur H; V=BxH(l).
Supposons maihtenant que le nombre des cAlia du polygone, et par suite le nombre des fkces du " prisme, augmentent indéfinimont; le volume du prisme tend vers une Hmile qui estlevoli/me da cylindre (Î18), tandis que la surface du polygone tend vers saltmîlo qui est le cercle; la hauteur IO=H ne varie pas. L'égalité (1),
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toujours vraie, quel que soit le nombre des côtés du polygone^ devient à la limite :
voL cyl. = cercle ODxH; G. Q. F. D.
Remarque. Si R désigne le rayon de la base d'un cylindre et H la hauteur, on a vol. cyl. =7îR2xH.
THéorèmc.
520. La surface latérale (Tun cylindre a pour mesure la circon' férence de sa base multipliée par sa hauteur H.
Pour le prouver, inscrivons dans la base du cylindre un polygone régulier, et construisons un prisme inscrit qui ait ce polygone pour base (fig. précédente). La surface latérale de ce prisme est un assemblage de rectangles égaux dont Tun HBCK a pour mesure BCxBfl ou BGxIO; la somme de ces rectangles ou la
surf. lat. du prisme=6BCxI0=pérîm. ABCDEFxlO. (1)
Supposons maintenant que le nombre des côtés du polygone inscrit, et par suite le nombre des faces latérales du prisme, augmentent indéfiniment; la surface latérale de ce prisme tend à se confondre avec la surface latérale du cylindre, tandis que le périmètre du polygone tend vers sa limite qui est cire. OD; la hauteur 01 ne change pas. L'égalité (1), toujours vraie» quel que soit le nombre des côtés du polygone, devient à la limite
surf. lat. du cylindre = cire. ODxlO. G. Q. F. D.
Remarque. Si Ton désigne le rayon OD par R et la hauteur 10 par H, il vient
— surf. lat. cyl. = cire. RxH = 2irR X H.
SâO bis. Gtlindre droit a base quelconque. Soit une courbe plane quelconque ABCDEF (tig. précédente) (*); imaginons qu'une droite
n Supposons, par exemple, que ABCDEF soit une ellipse. Nous conservons
de longueur donnée, AG, perpendiculaire au plan ABCDE, se meuve parallèlement à elle-même, de manière que son extrémité A parcoure la courbe ABGDEF; l'extrémité G décrit une courbe égale et parallèle GHKL...^ tandis que la ligne AG elle-même décrit une certaine surface qu'on appelle surface cylindrique. La figure que forment les deux aires planes ABCD£F^ GHKL..., et la surface cylindrique est ce qu'on appelle en général un cylindre droit.
Les figures planes ABCDE, GHRL..., sont les bases du cylindre et AG est sa hauteur. Quand les bases sont des cercles, la figure est un cylindre circulaire droit ou simplement un cylindre; c'est cette figure que nous avons considérée jusqu'ici.
Imaginons que dans la base d'un cylindre droit on inscrive un polygone quelconque ABCDE; puis, qu'on construise un prisme droit ayant ce polygone pour base inférieure et AG pour hauteur (Y. la figure.) Toutes les arêtes de ce prisme coïncident avec les positions correspondantes de la génératrice et se trouvent par conséquent sur la surface du cylindre. La base supérieure du prisme est inscrite dans celle du cylindre; et le prisme lui-même est inscrit dans le cylindre. Si l'on augmente indéfiniment le nombre des côtés du polygone inscrit, de manière à ce qu'ils deviennent infiniment petits, le prisme tend indéfiniment à se confondre avec le cylindre, et à la limite se confond avec lui. Nous pouvons donc appliquer au cylindre droit à base quelconque tout ce qui a été dit à propos du volume et de la surface d'un cylindre circulaire; car tout ce que nous avons dit repose uniquement sur ce fait que les faces d'un prisme droit inscrit devenant infiniment nombreuses et infiniment petites, ce prisme se confond sensiblement avec le cylindre. Les propositions suivantes sont donc vraies :
Théoràub. Le volume d'un cylindre droit à base quelconque est égal au produit de sa base par sa hauteur.
Théorème. La sur face convexe d'un cylindre droit à base quel-^ conque est égale au périmètre de sa base multiplié par sa hauteur^
a dessein la même figure, afin de mieux montrer que tout ce qui a été dit d(ft cylindre oïdinaire s'applique au cyliudre droit à ba8e quelconque.
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APPLICATIONS
Un rouleau cylindrique de bois de chêne a O^jS de diamètre et 2",5 de Iongueur; le poids spécifique du chêne est Ï^Xli on demande le volume et le poids du rouleau, "
Prenons le centimètre pour unité de longueur; dans ce cas^ le rayon de notre cylindre est 15, sa hauteur 250; son volume est donc égal à ic x 15* x 250. Quant au poids, on dira : 1 centimètre cube d'eau pesant un gramme, 1 centimètre cube de cbêne pèse l^,n; donc («x 25* x 250) centimètres cubes dé chêne pèsent k x 1 5* x 250 x 1,17 grammes = 206756 grammes.
Problème II.
La densité de Pair étant r — dupoids de Veau, on demande le poids de Vair
eonteriu dans un cylindre dont la circonférence de la hase est O^^B et la hauteur 0,8.
Prenons le centimètre pour unité linéaire; alors la cire, est égale à 30 et la hauteur à 80. Appelons r le rayon de la base du cylindre. 2icr =30;
r = — ; itr'rs — , le volume du cylindre en centimètres cubes = ■
Un centimètre cube d'air pèse -rr ; le poids cherché est donc gram-
*^ 770 ^ ic X 770 °
mes = 7»,44.
Problème III.
On a un vase cylindrique dont le diamètre intérieur est 0,1. Ce vase repo* sant sur un plan horizontal par son fond circulaire, on y verse 12 kilogrammes de mercwre, A quelle hauteur s'élèvera le liquide dont la densité est 13^96?
Oésigûona par x la hauteur cherchée : prenons pour unité linéaire la centimètre et pour unité de poids le gramme. Dans cette hypothèse, le diamètre intérieur = 10, et par suite le rayon = 5> le poids du mercure s= 12000 grammes^ et le poids d'un centimètre cube de mercure s 18S596. Le Yolome du cylindre est « x 5* x ^ centimètres cubes; son poidt « X 5* X 0^X13,596 g.; ce poids étant en réalité 12000 granunes, nous avons l'équation
« X &• X « X 13,596 = 12000, de laqudle on déduit la valeur de % en centimètres
X = 11«,24 À 0*,0001 près.
te
2A2 COUBS DE GÉOMÉTRIE.
EXERCICES
Problèmei numériçpteê,
AVIS. Om calculera généralement chaque réponte omx prdbUmeê de ce Uvrf à moini d'un centième près ou âCun millième de VunUé de la réponse, <)C4. Od demande à raison de 0',35 le litre^ le prix du yin qui remplirait une cuto ejlindrique dont le diamètre intérieur est 4in,56 et la profondeur 80 centimètres* ' )^* On Tene dani cette cuve 43 hectolitres de yin. A quelle hauteur s'éléyera le liquide?
f# 3. On fait peindre à raison de 0'^43 le mètre carré une cuve cylindrique de I^^SO de diamètre et de 4%80 de profondeur. Combien doit-on à l*ouvrter? /4. On demande les dimensions d'uu cylindre de 40^'^ dont la hauteur est égale an diamètre de la base (à 0"^004 près).
« / 5. Calculer les dimensions d'un litre, d'un demi-litre, d'un double litre remplis* sant la même condition (à 0™,0001 près).
6. On a employé 4^** d*or pour dorer la surface convexe d'un cylindre dont le diamètre est S**"* et la hauteur 75"". Quelle est l'épaisseur de la couche ?
7, 8, 9, 40, 44, 43, 43, 44^ 45, 16, M, 48. Ces numéros désignent les problèmes proposés à la fin du complément, n*** 4, 3... Jusqu'à 43 inclus qu*on peut résoudre ici.
DU CÔNE
321. Définitions. On appelle cône le solide produit par la révolution d'un triangle rectangle SOB qu'on îma- ^ gine tourner autour d'un des côtés SO de l'angle
/f\ droit.
/;il\ Dans ce mouvement, le côté OB décrit un
g /jjIhI'Aw cercle BCAD qu'on appelle la base du cône; /^togA l'hypoténuse SB en décrit la surface latérale, A /r. 1L...."i\b ^ PO^'^^ S est le sommet du cône, SO Vaxe oa
V..^_\L— ^ la hauteur; SB le côté on Vapothème est dit quel
quefois la génératrice de la surface conique. Toute section plane faite dans un cône suivant l'axe est un triangle isocèle^ SCD, double du triangle générateur SOB ou SOCL En effet, le plan coupe la base suivant un diamètre COD, et la surface latérale suivant deux génératrices SC, SD.
Toute section, FGEH, faite dans le cône par un plan perpendi« Culaire à Taxe, est un cercle.
En effets ce plan coupe le triangle générateur SOB suivant une
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droite IF perpendiculaire à SO; quand SOB tourne pour engendrer le cône, IF, tournant dans le plan sécant^ décrit un cercle (233) qui est Tintersection du cône et du plan.
322. Si du cône SABG on retranche, par une section parallèle à la base, le cône SEGF, le solide restant EGFHAGBD est ce qu'on appelle un cane tronqué, ou un tronc de cône à bases parallèles.
Le tronc de cône peut être considéré comme décrit par la révolution du trapèze lOBF^ dont les angles I et sont droits, autour de son côté 10. Cette ligne 10 se nomme Vaxe ou la hauteur du tronc de cône; FB en est le côté; les deux cercles EGF, ACB en sont les bases.
323. Deux cônes sont semblables quand le rapport de leurs axes est le même que celui des diamètres de leurs bases; les cônes SACB, SEG^, sont semblables.
Si dans le cercle ABCD, qui sert de base à un cône^ on
inscrit un polygone régulier ABGDEF, puis, que sur cette base ABGDEF, on construise une pyramide ayant pour sommet le point S, cette pyramide, dont les arêtes SA, SB, SC, etc., appartiennent évidemment à la surface du cône, est dite inscrite dans le cône; celui-ci est cir* conscrit à la pyramide.
Si le nombre des côtés du polygone augmente indéfiniment, les faces de la pyramide deviennent elles-mêmes infiniment petites. La surface latérale de la pyramide, composée de ses faces, se rapproche de la surface du cône jusqu'à en différer infiniment
pen.
On admet comme évident que la surface latérale d'un cône est la limite de la surface latérale d'une pyramide inscrite^ dont le nombre des faces augmente indéfiniment^ ces faces devenant infiniment petiteSy et aussi que le volume du cône est la limite du volume de la mime pyramide.
Théorème;
525. Le volume d'un cône est égal au tiers du produit de sa base par sa hauteur.
Inscrivons dans la base du cône un polygone régulier (figure précédente]» et construisons la pyramide SABCDEF qui a ce poly^ gone pour base et le point S pour sommet. Le volume de celte pyramide est égal au tiers du produit de sa base B par sa hauteur H^ qui n'est autre que SO;
V = ABGDEF X S. (1)
Supposons maintenant que Ton double indéfiniment le nombre des côtés du polygone inscrit, et par suite le nombre des faces de la pyramide. Cette pyramide tond à se confondre avec le cône qui est sa limite (324)^ tandis que te polygone qui lui sert de base tend vers sa limite qui est le cercle; la hauteur SO=H est toujours la même; soit OB=R. L'égalité (1) toujours vraie^ quel que soit le nombre des côtés du polygone inscrit^ devient à la limite;
vol. cône = cercle R X —. C. Q. F. D.
ou vol. cône = -itR^X H.
Corollaires. Le rapport de deux cônes d*égdles hmUeurs est le même que celui de leurs bases.
Le rapport de deux cônes de même base est le même que celui de leurs hauteurs»
Les cônes semblables sont entre eux dans le même rapport que les cubes des diamètres de leurs bases, ou que les cubes de leurs hauteurs»
Théorème.
526. La surface latérale d'une pyramide régulière SABCDEF est égale au périmètre de sa base, multiplié par la moitié de son apothème SI.
(L'apothème est la perpendiculaire menée du sommet de la pyramide sur un côté quelconque de la base.)
D SI
6BGx-^; ce qui est bien le périmètre de la base, multiplié par la moitié de l'apothème.
Tliéorèmc.
527. La surface latérale d'un cône est égale à la circonférence de sa base multipliée par la moitié de son côté.
Inscrivons dans la base du cône (fig. précéd.) un polygone régulier ABCDEF^ et construisons la pyramide inscrite SABGDEF. La surface latérale de cette pyramide
S = périm. ABCDEF X 5.
Imaginons maintenant que le nombre des côtés du polygone^ et par suite le nombre des faces de la pyrigi^ide^ augmentent indéfiniment; la surface latérale de la pyramide inscrite tend à se confondre avec la surface latérale du cône^ tandis que son apothème tend vers le côté SB du cône qui est sa limite, et le périmètre de sa base vers la circonférence du cercle. L*égalité (i) toujours vraie^ devient à la limite
surf. lat. du cônç= cire. R x - = SuR x^ = wxRxA.
(R désigne le rayon de la base, et A Tarôte SB du cône.)
Théorème.
328. Le volume du cône tronqué dont les rayons des bases sont
OCz=z]{et\F=ret la hauteur IO=H, est égal à - ic X H X (R* +
Achevons le cône dont le tronc proposé fait partie et inscrivons»y
une pyramide régulière SA6CD. Le plan de la petite base du tronc de cône détermine un tronc de pyramide EHFNABCD dont le volume
A = iHx(B+6 + v^ÏÏx6) (1),
B étant Taire du polygone A6GD et fr celle de EHFN (n* 300). Imaginons maintenant que le nombre des côtés du polygone inscrit dans chacune des bases du tronc de cône, et par suite le nombre des faces du tronc de pyramide inscrit^ augmentent indéfiniment. Le tronc de pyramide tend vers le tronc de cône, tandis que l'aire de chaque polygone tend vers le cercle circonscrit. La hauteur IO=H ne change pas. L*égalité (1], toujours vraie, quel que soit le nombre des côtés du polygone inscrit, devient à la limite
vol. tronc de cône==^ï X (cerc. R + cerc. r+ ycercUxcercr), ou vol. tronc de cône =^t^. H. (R* + r« + Rr). G. Q. F. D
Tlicorcme.
529. La surface latérale d'un tronc de cône a pour mesure son côté multiplié par la demi-somme des circonférences de ses bases^ . achevons le cône dont le tronc proposé fait partie, et inscrivons-y une pyramide régulière SABGD (fig. précédente). Le plan de la petite base du tronc de cône détermine un tronc de pyramide EHFNABGD dont la surface convexe est formée de trapèzes îso- ' cèles EABH, HBGF, etc., égaux entre eux. La hauteur de chaque I trapèze qu'on appelle Vapothème du tronc de pyramide, est la ligne qui joint les milieux des ( ôtés parallèles (soit PQ relie du trapèze EABH ; menez celte ligne du milieu de EH au milieu dé AB). L'aire de chaque trapèze étant égal à la demi-somme dt^ ses bases . parallèles (AB, EH par ex.), multipliée par son apothème, on
WVRB VIL 247
Arouve en additionnant toutes les aires que la surface convexe du
tronc de pyramide est égale à la demi-somme des périmètres de
I ses bases multipliée par l'apothème (facteur commun). Mais le
\ tronc de pyramide^ quand le nombre de ses faces augmente indé*
pniment^ tend vers le tronc de cône^ tandis que les périmètres des
/bases tendent vers cire OC et oirc. IF, et l'apothème PQ vers le
icôté.EA du tronc de cône. A la limite, la surface convexe du tronc
i de cône est donc égale à la demi-somme des circonférences de ses
pases multipliée f)ar son côté.
Remarque. Soient A le côté ou l'arête d'un tronc de cône, R et r [es rayons de ses bases.
Sa surface = (tiR + irr) A = tcA x (R + r).
Autre démomstration. Âcheyons le cône et menons dans le plan SAB une perpendiculaire BM à SB^ égale à cjrc. OB : Je tire SM et je mène CN parallèle à
BM. Les triangles semblables SOB, SIC d'une part» SBM^ SCN de l'autre, donnent
OB SB BM SB ^, ^ ^ „ OB BM ,, Sn.OB BM
— = — et — = — ; d où résulte — = — et nar suite = — .
IG se CN se' IC CN t»»^*»"»»^» 2ir.n CN
Comme BM=2ic.0B, CN=2ic. IG. Cela posé^ la surface latérale du grand cône
SAB=2ic0B x-SB, et celle du triangle SMB = BMX - SB sont équivalentes;
il en est de même des surfaces du cône SDC et du triangle SCN. La différenee des surfaces coniques, ou la surface convexe du tronc de cône, équivaut donc à la différence des deux triangles qui est le trapèze CBMN. En évaluant l'aire de celui-ci (n* 201), puis remplaçant ses bases BM et CN par cire. OB et cire. IC, CD trouve que la surface convexe du tronc de cône a bien la mesure annoncée.
530. Remarque. La surface latérale d^un tronc de cône a aussi pour mesure son côté multiplié par la circonférence de la section équidistante de ses bases.
Soit cire. KH cette circonférence équidistante des bases (figure précédente): 11 est le milieu de 10.^ '
On sait que KH =s(CI + OB) n* 202); par suite 27cKH=|
(2icCI -|- 2iiOB) ; cire. KH est la demi-somme des circonférences des bases. En remplaçant cette demi-somme par cire. KH dans la première mesure^ on trouve celle que nous venons d'indiquer.
EXERCICES
Problèmeê numériques»
49. Uoe meule cylindrique de bl6 de 3",60 de rtjon eit termlDée par un comble conique de S^iGO de haut; la hiuleur totale est 8*. On demande le volume et la • iurface de la meule.
50. L'hypoténuse d'un triangle rectangle est 6* ; l'un des angles aigus est de 30*. On lait tourner ce triangle successifement autour des deux côtés de l'angle droit ; trouTcr le volume et la surface de chaque c6ne ainsi obtenu.
S4. La hauteur d'un cône est 20", son volume 284**; trouver sa surface latérale. S2. Déterminer le volume et la surface d'un Ironc de cône dont la hautear =2*. r=7-,50, R = 8-,25.
23. On demande les dimensions, le volume et la surface de chacun des cônes dont ce tronc est la différence.
24. Le côté d'un cône est 25°* : la surface de sa base est 4*"^. On demande la sur» face du cercle dont le plan est distant do la base de 3"'^42.
25. Un côue dont le rayon de base = 2*", et la hauteur 4 5*, est coupée à 43* dn sommet par un plan paraiiéie à sa base; on demande le volume et la surface latérale du tronc de cône ainsi obtenu.
26. Le rayon de base d'un cône est 7 décimètres; sa hauteur = 4 ",80. On ouvre la surface de ce cône suivant une arête, et on la développe sur un plan. On demande le rayon et l'angle au centre du secteur circulaire ainsi obtenu.
27. On suppose qu'un baril soit formé do deux troncs de cône adossés par la grande base. Calculer sa contenance en litres sachant qu'il a 0*^78 de diamètre intérieur i la Ijjgpa e. O'BjOO de diamètre à chaque fond, et 0",96 entre les deux fonds.
28^ 29,'?0^31, 32^ 33^ 33 bis. On peut résoudre ici les problèmes 43, 44, 4 S» 46, 47,^ 48, f8 bis proposés à la fin du complément.
34. Démontrer que le rapport des surfaces de deux cylindres ou de deux côues semblables est égal au rapport des carrés des rayons de leurs bases on des earréi dt leurs hauteurs.
le rapport de leurs volumes est égal au rapport des cubes de ces dimension|t «
35. L'arête d'un cône étant 4 '"^80, calculera 0^004 prés les parties dans lesquelléi
elle est divisée par le cercle parallèle i la base qui divise la surface latérale du cône — en parties équivalentes.
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bue délermiae un tronc de cône dont la sarface est 4"*,60. Calculer à 0*,00l près, les parties dans lesquelles l'arâte est divisée par ce plan.
38. L'arête d'un c6ne étant 3"^40^ calculer à O'jOOl près les parties dans lesquelles
— cette arête est divisée par trois plans parallèlei à la base, qui diviseut la surface latérale du cône
— en quatre parties équiTalentes.
en parties proportionnelles à 3^ 5, 7 et
40^ 41, 42. Résoudre les questions 35, 36, 37 pour un tronc de cône dont Tarêto €'t 3-,60,r=4-,20, et R = 3",6.
43, 44. Résoudre les questions 38 et 39 pour le même tronc de cône. 45. L'arête d'un cône étant S^.ôO, calculer à 0,01 prés les parties dans lesquelles
elle serait divisée par un plan parallèle à la base qui diviserait le ? o-
lume du cône
— en parties équivalentes.
4G. — en deux parties proportionnelles à 3 et à 7.
47. — en deux parties dont l'une serait 4*%728^ le rayon de base du cône
étant 0",80 (2 cas).
48. L*arêted*un cône étant 1">^80, calculer à 0*,04 près les parties dans lesqnellci
elle serait divisée par trois plans parallèles à la base qui diviseraient ie volume du cône ^ en quatre parties équivalentes
DE LA SPHÈRE
331. DÉFINITIONS. On appelle sphère un solide terminé par une surface courbe dont tous les points sont également distants d'un point intérieur nommé centre.
^ >. On peut regarder une sphère comme produite par
/ \ la révolution d'un demi-cercle ABC tournant au-
l^tour de son diamètre ÂG; la surface décrite dans
ce mouvement par la demi-circonférence a en eflfet
tous ses points également distants du centre 0^
qui rcsle fixe.
On appelle ration d'une sphère Joute droite qui va du centre à un
point de la surface, ex. : OA. On appelle diamètre^ une droite qui
Joint deux points de la surface en passant par le centre, ex. : AG.
Tous les rayons d'une sphère sont égaux ^ tous les diamètres
soRl égaux et doubles du ra^ron.
COURS DE GEOMÉTIUE.
Ua plan est tangent à une sphère quand il n'a qu'un point de commun avec sa surface.
Tliéorème»
Toute section d^une sphère par un plan est un cercle
Soit ABCD l'intersection de la sphère par un plan. J'abaisse du centre une perpendiculaire 01 sur ce plan ; je joins le pied I de cette perpendiculaire à divers points A» B^ C, D du contour de la section; enfin je mène les ra^yons OA, OBy etc. Les triangles OIB, OIA, rectangles en I, ont l'hypoténuse OÂ=OB (rayons de la
sphère], le côté 01 commun; donc ils sont égaux et AI = IB. On démontre de môme que 1B = 1C = ID. La section ABCD de la sphère faite par un plan est donc un cercle dont le centre est en I, au pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la sphère sur ce plan.
333. Remarques. Quand la section ne passe pas par le centre de la sphère, son rayon est moindre que le rayon de la sphère^ et d'autant moindre que le plan sécant est plus éloigné du centre
(Voy. le triangle rectangle OIA^etdiscutezrégalité OA^=Ô?+ Al ^ ou R^^cf^ + r^). De toutes les sections planes de la sphère, les plus grandes sont celles qui passent par le centre de la sphère; car chacune d'elles a pour rayon le rayon de la sphère (alors 01 oud = 0, r = R).
D'après cela, on nomme grands cercles de la sphère ceux qui passent par le centre de la sphère^ et petits cercles ceux qui ne passent pas par ce centre.
Les plans de deux grands cercles se coupent suivant un diamètre; leurs circonférences se divisent donc mutuellement en deux parties égales.
334. Par deux points A et B de la surface d'une sphère^ qui ne sont pas diamétralement opposés^ on ne peut faire passer çu^un grand cercle. En etiet, par ces deux points et par le centre O^ on peut mener un plan, mais ou n'eu peut mener qu'un.
• .■ ! if t i i >.
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Supposons les deux points A et G (n* 323) situés à rextrémité d'un diamètre ; par la ligne droite AOG on peut faire passer une infinité de plans qui coupent tous la sphère suivant des grands cercles.
// faut trois points sur la surface <Pune sphère pour déterminer un petit cercle^
Théorèiiie*
555, Tout plan perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon d'une sphère est tangent à celle-ci.
Je joins un plan quelconque B du plan au centre de la
sphère; Toblique OBest plus longue que la perpendiculaire OA. Tout point B du plan, autre que le point A, se trouvant à une dis« tance du centre plus grande que le rayon Ox\, est situé hors de la sphère. Le plan UN, n'ayant que le point A commun, avec la sphère, est tangent à celle-cL Réciproquement, tout plan tangent est perpendiculaire au rayon qui va au point de contact. £n effet, supposons le plan MN tangent à la S[)hère an point A; joignons le centre à un autre point B quelconque de ce plan. La ligne OB qui sort de la sphère est plus longue que le rayon OA; OA étant la plus courte ligne que l'on puisse mener du point sur le plan MN, est la perpendiculaire menée de sur ce plan.
CoROLLàiRB. Par un point donné sur une sphère, on ne peut lui mener qu'un seul plan tangent. Cela est évident, puisqu'on ne peut mener qu'un plan perpendiculaire au rayon qui va à ce point.
Théorème.
330. L'intersection de deux sphères est une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne qui joint leurs centres^ e^i dont le centre est sur cette ligne.
Imaginons un plan qui passe par la ligne des centres, OCÏ; ce
plan coupe les deux sphères suivant deux grands cercles AMBF, CNDF.
On peut maintenant supposer les deux sphères engendrées par la révolution des deux demi-cercles AMB^ GND qui tourneraient simultanément autour de la ligne AOO'D. Dans ce mouvement^ le.point F reste constamment commun aux deux lignes mobiles, et c'est le seul qui leur soit commun; la ligne que décrit ce point F est évidemment la ligne suivant laquelle se coupent les surfaces des deux sphères. Or cette courbe est plane^ puisque la ligne FI ne cesse pas en tournant d'être perpendiculaire à l'axe AD (n« 233); et c'est une circonférence, puisque toutes les positions du point F sont à la même distance IF du point I. L'intersection des deux sphères est donc une circonférence de rayon IF^ dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres^ 00', et dont le centre I est sur cette ligne. G. Q. F. D.
537. Remarque. En considérant deux circonférences dans les diverses positions relatives indiquées n** i02, liv. II, et les faisant tourner autour de la ligne des centres, on obtient des sphères dont les positions relatives sont tout à fait analogues à celles des ' circonférences. Les relations entre leurs rayons et la distance des centres sont donc, suivant les cas, exactement les mêmes que pour les circonférences.
Deux sphères sont dites tangentes quand elles n'ont qu'un point de commun. Ce point, qui se trouve sur la ligne des centres, se nomme point de contact.
f^ , 558. Des pôles. On nomme pôle d'un cercle de la sphère les
extrémités du diamètre de la sphère perpendiculaire au plan de ce cercle. '■-*''
539. Tous les points de la circonférence d'un cercle de la sphère sont également distants de chacun des pôles, P, P', de ce cercle. •^ En effet, les droites PA, PB, PC, etc., qui joignent le pôle P aux
divers points de la circonférence ADC, sont des obliques égales; car elles s'écartent également du pied de la perpendiculaire PI, (lA = IB = IC.) On a de mêiue PA = P'B = P'C.
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Les arcs de grands cercles PA^ PB, PC, etc.^ qui passent par le
pôle P d'un cercle ABC et par les divers points de sa circonférence sont égaux, puisque leurs cordes sont éfçales. Si Ton considère un grand cercle DEF dont les pôles sont P et P', on peut remarquer, à cause de PO = OP' = OD, que Tare PD = VD; PDP' étant une demi-circonférence. Tare PD est un quadrant.
Les arcs de grards cercles, qui vont du pôle d'un grand cercle mx divers points de sa circonférence, sont des quadrants.
Pour un petit cercle, à cause de Pi < IF, l'arc AP < AF; AP n'est pas un quadrant ; AP' non plus.
540. Remarque. Si les arcs PD, PE qui joignent un point P de la sphère à deux points d'un arc de grand cercle, DEF sont des quadrants, ce point P est le pôle de DEF.
En eflfet, si l'on tire OD, OE, on voit que les angles POD, POE sont droits; donc P est l'extrémité du diamètre perpendiculaire au plan du cercle DEF; c'est un des pôles de ce cercle.
341* Les propriétés des pôles permettent de tracer sur une sphère des arcs de petits cercles ou de grands cercles avec la Xnéme facilité qu'on trace des circonférences sur un plan.
On emploie à cet effet un compas appelé compas sphérique^ disposé de telle sorte que ses pointes peuvent être inclinées Tune vers l'autre sous un angle quelconque. L'une de ces pointes étant maintenue fixe au point P de la surface d'une sphère (Bg.précéd.), l'autre posée d'abord au point A, décrit, en tournant sur cette surface, une circonférence de cercle. En effet, on peut concevoir une seconde sphère dont le centre serait le point P et le rayon PA; tous les points de la courbe ABC appartiennent à la surface de cotte seconde sphère; cette courbe ABC est donc l'intersection de la sphère proposée et de celte sphère PA; ABC est donc une circonférence de cercle dont le plan est pei pcndiculaire au rayon OP, dont le centre est sur cette ligne, et qui a le point P pour pôle (n» 336). On a vu que l'arc de grand cercle qui va du pôle d'un grand cercle à sa circonférence est un quadrant, et qu'il n*en est ainsi que pour les grands cercles.
su GOTIRS DE GtoMÊTRIE.
Pour décrire tro «prand cercle, d'un point donné P de la «fflière comme pôle» il suffit donc de donner au compas spbérique une ouverture égale à la corde d'un quadrant de grand cercle. Pour oon« naître cette corde, il faut connaître le rayon de la sphère.
Problème.
542. Étant donnée une sphère solide, construire son rayon. On prend deux points, A, B, à volonté sur la surface de la
sphère; du point A comme pôle avec une ouverture de compas sphérique quelconque, on décrit un arc de cercle; du point B avec la même ouverture de compas, on décrit un second arc de cercle qui coupe le premier en D. On répète encore deux fois la même construction en changeant Touverture du compas; ce qui fournit deux autres points E, F, dont chacun est, comme le point D, également distant des points A et B. Gela fait, on mesure avec le compas sphérique les trois distances recti» lignes DE, DF, EF ; on construit sur un plan un triangle ayant ces trois longueurs pour côtés. Enfin, on détermine le rayon du cercle circonscrit à ce triangle; ce rayon O'D eM celui de la sphère.
En effet, les points D, E, F, également distants des points A et B, appartiennent au plan perpendiculaire à la ligne AB en son milieu (n** 240) ; ce plan passe par le centre de la sphère (point également distant de A, B); il coupe donc la surface de la sphère suivant une circonférence de grand cercle, sur laquelle se trouvent les points D, E, F. Le triangle que formeraient les droites DE, DF, EF intérieures à la sphère, est donc inscrit dans un grand cercle; c*est ce grand cercle que nous reproduisons sur un plan.
EXERCICES
Lieux géométriques.
85. Lien des fiiedf des perpendiculaires abaissées d'un point exlériear à qd pUa lar toutes 1« droites menées dans ce plan par un point donné.
66. Lieo des points de Tetp^ce, tels que la somme des carrés de* diitaaees de ^acnn d'eux i deux poinls fixes est égale à un carré donné.
57. Lieu des points de l'espace tels que les distances de chacun d'eux à deux points fixes sont dans un rapport constant.
58. Lien des poinu de l'espace également éclairés par deux lumières fixas dont les intensités à l'unilfé de distance sont dans le rapport de 4 à 3,5. (L'intensité d*une lumière tarie en raison inverse du carré de sa distance au point lumineux.)
59. Lieu géométrique des centres des sections faites dans une sphère par des plant
qui passent — par un point donné.
parallèles i une droite donnée
MESURE DE Lk SURFACE ET DU VOLUME d'uNE SPHBR£>
545. Inscrivons dans un demi-cercle un demi-polygone régulier
ABCD, et faisons tourner la figure autour du diamètre ÂF, comme axe. Tandis que la demi-circonférence décrit la surface d'une sphère, le contour polygonal décrit une surface courbe, que nous appellerons une ««ryace polygonale^ à cause de la nature de sa génératrice. Quand le :t3ombre des côtés du contour polygonal augmente indéfiniment, le ^X)ntour se rapproche indéfiniment de la circonférence, et la surface ^polygonale de la surface sphérique. On admet comme évident, que le nombre des côtés du contour polygonal devenant infininient Igrand, la différence entre la surface polygonale et celle de la sphère devient moindre que toute quantité donnée. En d'autres tenues:
544. DBFiNnroN. La surface d'une sphère est la limite vers lamelle tend la sut face décrite par le périmètre dun demi-polygone régulier inscrit dans un demi-cercle qui fait une révolution autour de son diamètre^ quand le nombre des côtés du polygone augmente indéfiniment.
Le demi-polygone engendre dans cette révolution un certain solide que nous appellerons, pour abréger, solide polygonal. Quand le nombre des côtés aup^mente indéfiniment^ le volume
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de ce solide polygonal se rèipproche de celai de la sphère. Les mêmes considérations que précédemment conduisent à cette définition :
545. Le volume d'une sphère est la limite vers laquelle tend le volume engendré par un demi-polygone régulier inscrit dans un demicercle qui fait une révolution autour de son diamètre comme axe.
Nous allons chercher la mesure d'une surface polygonale et d'un volume polygonal tels que ceux dont nous venons d'indiquer la génération.
Pour plus de simplicité, nous supposerons que les côtés du contour polygonal sont égaux entre eux ; ce contour est alors ce qu'on appelle une ligne polygonale régulière. Afin de pouvoir mesurer certaines parties de la surface de la sphère» nous mesurerons la surface engendrée par un nombre quelconque de cordes inscrites égales entre elles; de même pour le volume.
Tkéorènie.
546. La surface engendrée par la révolution d*une ligne polygonode régulière tournant autour d* un diamètre AFdu cercle circonscrit^ est égale à la circonférence du cercle inscrit ^ cire. 01, mul^ tipliéeparla projection delà ligne polygonale sur Taxe.
Ex. : surface ABCDE = cire. 01 X AE'.
Les côtés de la ligne polygonale, quel que soit leur nombre, n
peuvent avoir que l'une de ces positions être adjacents à Vaxe^ comme AB; non ad jacents à Vaxe sans lui être parallèles cornmeBG; parallèles à Vaxe^ comme CD K î' H c» v ¥v Nousallons déterminer la surface e
par un côté dans chacune de ces position i** La surface décrite p.:r AB, que nous appellerons surf. AB t st celle du cône engendré par la révolution du triangle rectang ABB' autour de AB'^ on a donc (ii» 32(5)
AB surf. AB = StiBB' X «Y = Sj^BB' X Al " (1)
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Cela posé, observons que les triangles rectangles, ABB', OIA, ayant un angle aigu A commun, sont semblables; on conclut
de là que^ = ~r; d'où Ton tire BB' X AI = 01 X AB'. En 01 AI
remplaçant dans l'égalité (l) BB'xAI par 01 X AB', on trouve
surf. AB = 27iOIxAB',
c'est-à-dire la surface du cercle inscrit multipliée par la projection AB' de la ligne ÂB sur Taxe.
- i* La surface décrite par BG est celle du tronc de cAne engendré par la révolution du trapèze BCC'B' autour de VG : le point I est le milieu de BC; on a donc (n* 330)
surf. BG = 27:.IHxBG. (2)
Cela posé, menons BK parallèle oUégafa à B'C; les triangles BCK, OIH.sont semblables conime ayant les côtés respectivement
perpendiculaires; on a donc— = — ; d'où résulte BCxIH =
OIxBK = OlxB'G'. Si nous remplaçons dans Tégalité (2) BGxlH parOIxB'G', nous trouvons surf. BG=2iiOIxB'C'; ce qui est bien la mesure annoncée.
3* Considérons la surface décrite par le côté CD parallèle à Taxe. C'est la surface du cylindre engendré par la révolution du rectangle CDD'C autour de CD'; on sait que cette surface, surf. CD = 2irCC' X CD' = 2itOI X CD'; ce qui est encore la mesure annoncée.
La surfoce décrite par un côté, quelle que soit sa position par rapport à Taxe, est donc égale à la circonférence du cercle inscrit multipliée par la projection de ce côté sur l'axe. Si l'on ajoute les sarfoces décrites par différents côtés, lesquelles sont absolument distinctes les unes des autres, on arrive au même résultat. Ex. : surf. BCDE = cire. 01 X (BC + CD' + D'E') = cire. 01 X B'E'; c'estp-à-dire la circonférence du cercle inscrit multipliée par la projection sur l'axe de la ligne polygonale génératrice. C. Q. F. D.
Théorème.
547. La surface d'une sphère est égale à la circonférence d^un de ses grands cercles multipliée par son diamètre',
surf, sphère = cire. Rx2R.
En effet, inscrivons dans le demi-cercle ACF qui engendre la sphère (fig. précédente) un demi-polygone régulier quelconque, ABCD£F. Nous savons que la surface décrite par ABCDEF,
surt ABCDEF=2iiOIxAF.
Imaginons que le nombre des côtés du demi-polygone augmente indéfiniment; on sait qu'alors la surface engendrée par le contour du demi-polygone tend indéfiniment à se confondre avec la surface de la sphère, tandis que le rayon du cercle inscrit tend vers le rayon de la sphère; la projection AF de la ligne polygonale reste la même; AF = 2R. L'égalité (1), constamment vraie, quel que soit le nombre des côtés du demi- polygone^ devient à la limite
surf. sph. = 2iïR X 2R =JitnTXK ^■^
548. Remarques. La surface d^une sphère est égale à quatre grands cercles.
SoitD= SRle diamètre delà sphère; D*=:4K^ d'où surface sphère^icD*. la surface d*une sphère équivaut à celle dtun cercle qui aurait pour rayon le iiamètrt de cette sphère, p' 7 <" -
349. De la zone. On appelle zone la partie de la surface d'une
sphère comprise entre deux plans parallèles.
^ Les deux cercles, cercle DI et cercle AH, qui
comprennent une zone^ sont les bases de oetta
^ A' zone; la distance IH de ces deux bases est la
hauteur de cette zone.
L'un des plans parallèles qui comprennent une zone peut être tangent à la sphère, au point C par exemple. Alors la zone est dite à une base; exemple:
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zone AGA' et zone 6CB'; c'est ce qu'on nomme quelquefois une calotte sphérique.
La zone ABB'A' est la surface que décrit Tare AB en faisant une révolution autour de l'axe IH.
Tliéorème.
5S0. La surface d'une zone est égaie à une circonférence de grand cercle multipliée par la hauteur de cette zone;
surf, zone AB = SuR x IH ; (OC=R).
En effets imaginons qu'on inscrive dans l'arc AB une ligne polygonale régulière ANB; surf. ANB= SirOK XlH (i) (n* 346.)
Imaginons ensuite que l'on double indéfiniment le nombre des cAtés de ANE; la surface décrite par la ligne polygonale^ tend indéfiniment à se confondre avec la zone^ tandis que OK tend à devenir égal au rayon de la sphère; l'égalité (i), constamment vraie, quel que soit le nombre des côtés de la ligne polygonale^ devient \ la limite
surf. zone=2TiRxlH=:27rRxH,
si nous désignons par H la hauteur de la zone.
351 . Corollaire. Deux zones quelconques de la même sphère sont entre elles comme leurs hauteurs.
Remarque. Des arcs égaux ptis en divers endroits d'une demi-eireonférenee engendrent des zones Inégales; la plus grande de ces zones est engendrée par l'arc dont la corde est parallèle à Taxe; car cette corde a la plus grande proleetioD.
Tltéorème.
352. Le volume engendré par un secteur polygonal régulier ABCDE» tournant autour d'un diamètre AF du cercle circonscrit, est égal à la surface décrite par le contour polygonal, ABCDE^ basb BU SBCTBUR^ multipliée par le tiers du rayon du cercle inscrit (*).
{*) Nous appelons secteur polygonal régulier celui qui a pour base une ligne poiygtmah riguliire.
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Par exemple, vol. ABCDE= surface ABCDE x- 01.
Le secteur polygonal peut se décomposer en autant de triangles
isocèles ÂOB, BOG^ etc., que sa base a de côtés; ces triangles engendrent des volumes distincts les uns des autres que nous allons évaluer. Pour cela, nous remarquons que tous ces triangles ont un sommet commun situé sur Taxe; que le côté opposé à ce sommet dans chaque triangle ne peut avoir^ quel que soit le nombre des triangles^ que l'une de ces trois positions : être adjacent à l'axe comme AB; non adjacent sans être parallèle^ comme BC; parallèle comme CD. Nous allons considérer ces trois cas.
V Le côii AB est adjacent à Vaxe. Le volume engendré par le
B triangle OAB^ que nous appellerons vol. OAB^ est la
iAN. somme des volumes des deux cônes engendrés par les
A ^^^"^^ triangles rectangles ABH^BHO,tournantautourd6A0.
On sait que vol. ABH = - ic BH* x AH
voLOBH=licBH*xHO.
La sooune vol. ABO = J « BH* x AO, (1)
OU vol. ABO = i itBHxBHxAO. Or le produit BHxAO exprînm^
le double de la surface du triangle ABO; la même surface 2ABC^ j quand on prend AB pour base, a pour, mesure ABxOI; don ^ BHxAO = ABxOL Si Ton remplace BHxAQ par ABxC^^ dans l'expression de vol. ABO, nous aurons
vol. ABO = ^ r.DH X ABx OL
Mais, d'une autre part, la surfoce décrite par la ligne AB (surf. AB^^^ B'étant autre que la surface convexe du cône engendré ptr I^
triangle ABH, on a
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AB
surf. AB=^BHx^=itBHxAB.
En remplaçant icBHxAB par surf. AB dans vol. ABO^ oa trouve enfin
vol. ABO=:surf. ABx^ 01 ;
cequi est la mesure annoncée.
Remarqub. Dans cette démonstration^ nous n'avons pas supposé le triangle AOB isocèle.
■i~ ^ Le côté BC opposé au sommet qui est sur l'axe n'est ni adjacent, ni parallèle à Vaxe.
Ce côté BC prolongé rencontre Taxe en M. La figure CMBO
tournant autour de l'axe OM, on voit que
vol. OBG=vol. OMG— vol. 0MB.
Chacun des triangles 0!aC, 0MB se trouvedans le premier cas (i*). On a donc vol. OMC =3
surf. MC X 5 01; vol. OMB= surf. MB X ir 01 j donc vol. OMC —
vol. 0MB, ou vol. OBG = i 01 x (surf. MC-surf. MB)= \ 01
surf. BC j ce qui est la mesure annoncée.
3* Le côté opposé au sommet qui est sur l'axe est parallèle à cet
cta:e.
Le volume décrit par la révolution du triangle OCD est égal au
cylindre engendré par le rectangle CNDP^ 1 D diminué des deux cônes engendrés par les
deux triangles COP, DNO.
vol. COD=vol. CDNP— vol.COP— vol.DNO.(l) voL CDNP=7c.GPVPN=îdÏÏ^XPN.
voL COP=^ Tr.Cp*xPO= ^^l^PO.
?ol.DNO= - «DiT X0N= - «01 XON.
^ M ^ .ti>^ ^ ^'n ^'^r ^</ fU'tf^^
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D'où l'on dédnit, en vertu de l'égalité (1), y ^ .
vol C0D=^1* (PN— 5 PO— i on) =ic.Ôi* ( PN — |PN
ou vol. COD=| ïi(n*xPN.- f • ■ ' r." v(|) '/': ^i
Mais 8urf.CD = 2TtCPxPN=2itOIxPN; ^.
d'où surf.CDxJoi=5i^xPN; '
Ou
donc enfin vol. COD = surf . GDx - OIj
ce qui est la mesure annoncée.
Surf. AB^ surf. BC^ surf. CD» etc.^ étant distinctes comme vol. OAB^ vol. OBC9 etc.^ on trouve en additionnant ces volumes pris en nombre quelconque :
vol.OABCDE = (surf. AB +surf. BC+ surf. CD+surf. DE) X - 01
= surf. ABCDEx^OÎ. G. Q. F. D.
Tliéorème.
S53. Le volume d'une sphère est égal d sa surface multipliée par le tiers de son rayon.
Inscrivons dans le demi-cercle ACE, qui engendre le volume de
la sphère, un demi-polygone régulier ABCDE« Ce demi-polygone^ tournant avec le demicercle, engendre un volume que nous venons d'apprendre à évaluer.
vol. AlîGDE = surf. ABCDE X^ 01. (i) Imaginons que l'on double indéfiniment le nombre des côtés du
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demi-polygone; le volume engendré par ce demi-polygone tend / k 86 confondre avec le volume de la sphère (n* 345),' tandis que sarf. ABGDE tend vers sa limite qui est la surface de la sphère, et -, '''que 01 tend vers le rayon R de la sphère. L'égalité {i), constammeut vraie, quel que soit le nombre des côtés du demi-polygone régulier» devient à la limite
vol. sphère =; surf, sphère X - R. C. Q. F. D. ^ yp /) <^
Remarque. Surf, sphère = 4«R*; donc vol. sphère =z - nR». J^ ^ ^
Soit D le diamètre de la sphère ; R = - ; R* = •-- ; d oil résulte
vol. sphère = \it x? = -^t tcD*, ou \^/\' ' /^ --^ ^ /^ /
vol. sphère = ^ « D». -^J/J^
3!>4. Sbcteqr sPHÉRiQUE. On donne le nom de secteur sphirique au volume engendré par un secteur circulaire tournant autour d'un diamètre adjacent ou extérieur; ex. : secteur UAb ou secteur OCB (fig. ci-après).
Tliéorèiite.
S55. Le volume d'un secteur sphérique est égal à la zone qui lui sert de base, multipliée par le tiers du rayon de la sphère.
sect. sphér. OBG = lonc BC x a OB. (1)
En effet, inscrivons dans Farc BC une li^ne polygonale régulière BMC {*); le secteur polygonal OBMG engendre un volume dont nous connaissons la mesure (n* 35^).
vol. OBMG = surf. BMG X J 01 f *). (1)
(*j Marquez le poiut M au milieu de Tare BC et tirez BM, MC. n 01 estrapoUièuie de la ligue polygonale BMG.
Imaginons que l'on double indéfiniment le nombre des côtés ; A le volume polygonal OBMC tend à se confondre avec G' le secteur sphérique; tandis que surf. BMC tend à B se confondre avec la zone BC, et 01 à devenir égal ' au rayon OB = R de la sphère. L'égalité (1), constamment vraie^ quel que soit le nombre des côtés de la ligne polygonale régulière inscrite} devient à la limite.
sect. sphér. OBC = zone BC X - R. C. Q. F. D.
RnuRQUB. Soient Rlerayon de la sphèreetHla hauteur de laione (H est la projection de Tare BC sur Taxe); zone BC=2icRxH :
sect. sphér. OBC = 2irR X H x ^ R = ^ vR\ H.
Voy. les Exercices^ page 268.
Tltéorème;
k Le volwne engendré par le segment circulaire BMD est égal au sixièmi du cercle qui a pour rayon la corde du segment, multiplié par la prqfection de cette même corde sur Vaxe
vol . seg. BMD = i îcSD* x B'iy.
En effet, le volume engendré par le segment circulaire BMD est la diflérenoi des volumes engendrés par le secteur circulaire OBMO et par le triangle l«ocèle OBD. Or on sait que
sect. sph. OBMD = \ ^SÔB* x B'D' vol. ODD = \ îûîî* X Biy (n» 352, S»),
vol. seg. OBM D=l r.B'D' X (OB* — 01*) ss
I lîB'D' X BÏ*.
BD , -» Dd' 2 1 î 1
Donc
vol. seg. OBMD = - icliD* X B'D'.
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La Bphèro dont BD serait le diamètre aurait poar volume - îîËDD*; le volume
engendré par le segment BUDest à cette sphère dans le rapport de B'O' à BD.
Tkéor^iiie.
SS V. — le volume d^un segment de sphère, à bases paraUèlH^ est égal à la demi-somme de ses bases multipliée par leur distance, plus le volume de la sphère qui aurait cette distance pour diamètre.
Le segment de sphère dont il est question est la partie du volume de la sphère comprise entre deux plans parallèles, cercle DD', cercle BB' (figure précédente). Ce volume est la somme du volume engendré par le se^'ment circulaire BMDj et du tronc de cène engendré par la révolution du trapèie BDD'i;'.
Or voL seg. BMD = ^^* X B'O'.
voL BDDVssî «B'D' (ÏÏi?* + DD** + BB'x DD*) (n» 82$); en additionnant après avoir remplacé -par- x 2, dans la seconde égalité» oe
OQl amène le facteur commun - kB'D', nous trouvons
TOI. seg. BMDD'B' = l «B'D' (bD* + ÎBÎ?* + 2DD* + 2BB' x DD') . (1)
Mais dans le triangle rectangle BDK, nous avons BD =DK + bK* ss iPî? + Î5P; or BK= BB' — DD'; ÏÛê* = BB'* + DD'* — 2BB' x DD'i
done BD = B'iy + BB' + DD' — 2BB' X DD'.
En remplaçant IH) par cette valeur dans Tégalité (1), on trouve en rédui-
f ant vol. seg. BMDD'B' = l «B'D' x (5^'* + 3BB'* + 301?*) i
CD voL seg. BMDD'B' = 1 7517'* + J «B'D' (bP* + DÛ'') . C. Q. F. D.
L'un des cercles qui limitent le segment peut être tangent à la sphère; alors le segment n*a qu'uue base; on n'a qu'à supprimer une base dans IVgalité pré* eédente« à faire DD'=: 0^ par exemple, pour avoir l'expression du volume dans ^ cas particulier dont il e«t question.
APPLICATIOm.
Problèmes résolus et Exercices proposés»
Problème.
La terre étant supposée sphérique, sachant que le mètre est la lOOOOOOOi**» partie du quart du méridien terrestre, trouver en kilomètres le rayon de la terre, et sa surface en hectares.
Appelons H le rayon de la terre; il re'sulte de l'énoncé que la longueur d*un
méridien ou 2xR = 40000000 mètres; donc R = ^^^^^^^^^' = ?25!!2^ . «n
2ic «
calculera cette longueur à moins d'une unité. Pour obtenir en hectares la surface qui est égale à 4icR* = 2icR x 2R s 40000 X kilomètres carrés, il
suffit d'observer que i bectare=10000 métrés carrés, et 1 kllom.carréslOOOOOO
(40000^1 X 100 mètres carrés = 100 hectares; le nombre des hectares est donc
Voy. le calcul très-simple de ces valeurs an n* 23 du complément.
Problème.
Onaun aérestat sphârique de 4 mètres de diamètre; on remplit dk hydrogène impur dont le mètre cube pèse 100 grammes. Le taffetas verni, dont est formée tenveloppe, pèse 250 grammes le mètre carré. On demande combien il faut d'hydrogène pour remplir cet aérostat, et à quel poids il peut faire équilibre, sachant qu'un mètre cube d'air pèse 1300 grammes.
La surface d'une sphère de rayon R =47cU*i dans notre question R = 2 mètres; la surface de l'aérostat est donc 4ic x 2< = 16« mètres carrés : le poids de l'enveloppe est donc ^gal à 250>'* x IGic. Le volume intérieur est égal à
7 itR* = — : — = — - mètres cubes. Le poids de Thydrogène qui remplit co
on —
ballou est donc lOO*'' X -r'f tandis que le volume d'air qu'il déplace pèse
32w 1300<r X -r— ^^ dernier poids doit faire équilibre au poids de l'enveloppe^ aa
poiJa de l'hydrogène iniérieur, et à un certaio poids additionnel s. On a donc
1300 x-r- = 250X ICtc + lOOx^ h x. D'où on déduit la valeur de x.
Problème.
Une sphère de cuivre de 0"',18 de rayon, creuse^ contient une sphère de pfctiite de 0,05 de rayon, de telle manière qu'il n'existe aucun vide entre les deux sphères; la densité du platine est 2l,S3, celle du cuivre S,BS. Calculer le poids de la masse ainsi formée.
Hou» prendrons pour unité linéaire le centimètre, et pour unité de poids i^
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gramme (*). Le plus grand rayon R = 18; le petit r = S; le poids d'un centtmètre cube de platine est Zi^-^bZ, et celui d'un centimètre cube de cuivre 8»-,8&.
Si la première sphère était pleine, son volume serait égal à -itR*= - ^tx 18', et
lOD poids -T 'kX 18*x8,SS; on en a retiré une sphère de cuivre de 5 centime
ires derayon, pesant par conséquent -^ ic x 5> x 8,85, pour la remplacer pa
une aphère de plfitine de même rayon, pesant - icx 5>X(3],53). Le poids de la
sphère telle qa*dle est composée est donc - icx 18'x8,8S -- -« x S* x 8,85 4-
^icx5»X (21.53) = ^ii[18«X 8,85 + 5» X (21,53) - ^«X 8,85] = 22k«,83Cà 3 3 .f
1 gramme près*
Problème.
On donne une sphère dont le rayon est de IZ mètres, et sur laquelle on considère une xone à deux bases, dont Vune est à 1" de distance du centre de la sphère; la surface de cette zone est 100 mètres carrés, on demande la surface du cercle qui forme la seconde base de cette zone.
Si l'on désigne par x la hauteur de cette zone, on a 2icx 13 x«= 100
(n* 350); d*où x = ; --. Cette valeur étaut plus grande que i , la seconde
iit X 13
base est la plus éloignée du centre; sa distance est i + a;. Soit y le rayon do cette seconde base; v» + (1 + «)• = 13«= 169; donc y* = 169 — (l + r)*.
La surface demandée de la seconde base de la zone est égale à rty* =7c[iG9 -• (1 + ^)*]* On remplacerai par sa valeur ci-dessus indiquée, et on effectuera les calculs.
Untriangle équilatéral dont le côté est 2", 7 5 tourne autour d'un de ses côtés; trouver le volume engendré, &ï l'on abaisse la hauteur correspondante à l'axe, on voit facilement que le
volume engendré est égal à -icA'x a {h étant la hauteur du triangle et a son
â> 3 côfé): mais A* = a* — — = - a*, le volume cherché est donc
— — _-__-_____ I ■ - Il I I I r I _
(*J Le choix de ces uuitéb slmplille évidemment la résolution des questions de ce genre*
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EXERCICES
ProblèmeM numériquei,
64. Obi peint 4360 boaleti de S5 ceoUmètres de dianèti* à rahoii ie 40*16 ■èlre carré. Quel eit le prix total ?
65. Le eootoar d*un lM>ulet mesuré au milieu eai 0"j48. Quelle ea m surface?
66. Sachant que le noiètre est la dix -millionième partie du quart de la ciroonférenced'un grand cercle Me la terre supposée sphèrique, calculer la surface de It terre en kllomèires carrés (i moins d*un Kmq), V
^jB7. Le rayon d'un boulet élant 0",48, trouver son poids sachant que le aèire cube de la matiért^pèse 7800 kilog.
68. La différenipe des rayons de deux sphères est de 4 ",75; la différence de leurs volumes est de 47*?^ Oaliuler chacun des deux rayons à 0*,001 près.
69. Troufer à 4 grl près le poids de mercure que peut contenir un ballon sphé* rlque de 40 cent, de rayon; sachant que le cmc de mercure pèse 43*^6.
W70. Une boule de ferre pèse 4^<'s.; le dmc de la matière pèse 2^9,38. On demande b surface de la boule. %(t«L^
•>J4 . Calculer le poids d*une sphère en or fondu dont It circonférence an mUieu est 6",3248, le âme de la matière pesant 49Kr,36.
79. La hauteur d*une lone est h, sa surface estica*. Calculer le volume de U sphère.
Appliquer au cas où A = 40** et a=:48*'".
73. Un plan divise une sphère de manière que le cercle d'intersection équivaut aux 3/4 de la lone correspondante. Dans quel rapport ce plan divise-t-il le rayon qui lui est perpendiculaire?
74. Une sphère étant donnée, on mène un rayon quelconque et un plan perpen* diculaireau milieu de ce rayon. Ce plan partage la sphère en 3 segments; on supprime le petit segment et on le remplace par un cône droit de même base. On de* mande à quelle distance doit être placé le sommet de ce cône pour que le corps composé de ce cône et du grand segment ail la métn,e surface que la sphère.
75. 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83, 83 bi8. Résoudre les problèmes^9^ %0, 94, 8S, 33. 94, S5, 26, 27, 27 bis, proposés à la fia du complément.
84. Calculer à moins de 4'*'"i l'aire de la lone i une base décrite par uaare de 60*, le rayon de la sphère étant 5*.
85. Calculer le volume d'un secteur sphérique engendré par la révolaiion d'un lecteur circulaire dont l'angle au centre est de 30** autour de son rayon égal i 2*. 40.
86. Calculer à 4 dmc, près le volume du secteur sphérique engendré par un sec* teur circulaire dont l'angle au centre est de 45", et qui tourne autour d'un de ses rayons égal à i-^i 28.
87. Par un point S pris sur le prolongement du diamètre d'un cercle, on mène une tangente SA faisant avec ce diamètre un angle de 60% puis on fait tourner le cercle autour de ce diamètre: la circonrérence décrit une sphère et la tangente SA décrit un cône dont la base est le cercle décrit par la perpendiculaire AP au diamètre. On deounde de déterminer à O'^SOOI et à 0""i,04 près le volume et la surface du eôue sachant que le rayon de la sphère est égal à 2",4.
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^8. La surfaee d'une sphère esl 3S"«. Déterminer le Toloroe d'an seg menl dost tt base unique eil déterminée par un plan sécant dont la distance au centreest 0",50.
89. Calculer le Tolume engendré par un triangle équilatéral, dont le c6té est S",
tournant
— autour d'un de ses côtés.
90. — autour d'une parallèle à un de ses côtés menée par le sommet opposé.
94. — autour d'une droite passant par un de ses sommets et faisant afee un do
ses côtés un angle de 45%
ûl. faisant un angle de
93. — autour d'une perpendiculaire i un de ses côtés menée à 8" de dlstinee
du sommet le plus voisin.
94. Inscrire dans une sphère un cylindre droit dont la somme des deux bases soit le double de la surface latérale.
95. 96. Résoudre les problèmes 38 et 29 proposés à la fin du complément.
97. Dans un cercle donné, menez à angle droit deux diamètres AB et CB'; par le point A menés la tangente AE et aussi la corde CB que vous prolongerez jusqu'à son Intersection B avec la tangente. Entre les droites AK, EG et l'arc AG une certaine figure esi comprise: on suppose que celte fii;ure fait une révolution complèie autour de AB ; on veut connaître le volume engendré par cette figure. (Désignez par R le rayon.) Après avoir trouvé la formule, appliquez-la au cas od R = |3*",549.
98. Le côté AB d*un parallélogramme ABCD = 25",387, le côté BC =r U-,S75, l'angle B = 30*. On demande de calculer le volume du solide engendré par le parallélogramme tournant, 1* autour du côté AB; %' autour de BC.
99. Thétfrème, Si on fait tourner un parallélogramme successivement autour de ses deux côtés non parallèles, le rapport des volumes engendrés est l'inverse du rapport de ces deux côtés.
400. On donne le diamètre d'un cercle : on trace deux autres cercles ayant des diamètres respectivement égaux aux deux rayons qui forment le premier. On fait tourner d'âne révolution entière les trois demi-cercles autour du diamètre donné. Quelle est l'expression du volume compris entre les trois surfaces ainsi engendrées ?
401* Le côté d'un hexagone régulier est 4". Calculer le volume engendré par It révolution de cet hexagone tournant
— autour d'un de ses côtés*
409.— autour d'une perpendiculaire à l'extrémité du rayon qui va à l'un des iommeis.
403. — Le côté d'un octogone régulier est S". Calculer le volume engendré par
cet octogone tournant •- autour d'un de ses côtés.
— autour d'une parallèle i un de ses côtés distante d'un mètre.
404. Couper une sphère par un plan tel que l'aire de la section soit la mol lié d'une des lones déterminées par ce plan.
soit la diCTérence des deux zones formées
406. On Joint les milieux des deux côtés d'un triangle et on fait tourner la figure autour du S* côté. Quel est le rapport des volumes engendrés par les deux pariiet l« triangle r
407. ProUème ^raphi^e. Un plaa divise en deux parties équivaleilef le seeiow
fphériqae qal t r<>vf ^>® 1* P^us petite des deux lones que ce plan détermine sur la sphère. 0« propofe de eonstruire les deux parties dans lesquelles le rayon perpendiculaire est difisé par ce plan.
408. Théorème. La surface d*ua cylindre circonscrit i une sphère est moyenne proportionnelle entre la surface de la sphère et celle du triangle équtlaléral circonscrit. La même relation existe entre les yolumes de ees trois corps.
409. Théorème, Le volume engendré par un triangle tournant autour d'un axe situé dans son plan, est égal à Taire de ce triangle multipliée par la circonférence décrite autour de l'axe par le point de concours des médianes.
440. ËTtluer d'après ce théorème les volumes demandes dans les ex : 89, 90, 91 OS, 93.
APPENDICE
DBS TRIANGLES ET DES POLYGONES SPHERIQUES
Sft9. NoQ8 ne considérerons en général sur la sphère que des figures formées par des ares de grands cercles.
Vet angles tur la sphère» L'angle de deux arcs de grands cercles AB, ÂG» y j^ est l'angle formé par les tangentes AD, AE, menées à ces arcs
à leur point de rencontre. Cet angle est égal à l'angle dièdre des plans des deux grands cercles; en effet, les tangentes AD, AIî; étant perpendiculaireà au rayon AO, Tangle DAE mesure Tangie dièdre.
Le point A est le sommet de l'angle sphérique; les arcs AB| AC, sont les côtés.
Tbéorèine.
SS9. Vangle BAC de deux arcs de grands cercles a pour mesure Tare de grand cercle BG, compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme pôle (n* 341). (Figure précédente.)
En effet, l'angle AOB ayant pour mesure l'arc AB, qui est un quadrant (n* 339), est un angle droit ; AOC, de même, Tangle BOC, formé par deux perpendiculaires au rayon AO, est égal à l'angle DAE (n<» 358), ou à l'angle spbérique BAC; l'arc BC, qui mesure BOC, mesure donc l'angle BAC. C. Q. F. D.
•«•. La comparaison des angles sur la sphère revient donc à la comparaison de certains arcs de grands cercles ; en faisant usage des propriétés des pôles pour décrire des arcs de giands cercles, on peut facilement faire des angles de grandeurs données. Ces angles sphériques jouissent de propriétés analogues à celles des angles rectilignes ; les angles opposés par le sommet sont égaux; les angles idjaceuts sont supplémentaires, etc. Pour démontrer ces propositions, H suffit
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ëe feirereraarqnerqae les angles opposés parlesommet sont formés parles même» grands cercles ; que les angles dièdres adjacents sont supplémentaires, ete.
. On appelle polygone sphérique une partie de la surface de la sphère terminée par des arcs de grands cercles.
Ces arcs que nous supposerons moindres que des demicirconférences, sont les côtés du polygone : leurs angles sont les angles du polygone; leurs points de rencontre en sont les sommets, Nousâupposerons aussi les polygones convexes, c'est à-dire tels que Tun des arcs prolongés laisse toute la figure du même côté.
3«t. Le plus simple de tous les polygones sphérlques est le triangle. Un triangle sphérique est rectangle , isocèle ^ équilatéral, dans les mêmes cas qu'un triangle rectiligne.
(. A chaque triangle sphérique, ABC, correspond un angle solide triiâre OABC, formé au centre de la sphère par les plans des arcs de grands cercles AB, AC, BC, qui forment le triangle.
Les angles pians AOB, AOC, BOC de ce trièdre on pour mesure les côtés du triangle; les angles dièdres du trièdro sont précisément égaux aux angles du triangle. Il résulte de là que si deux triangles sphériques sont égaux dans toutes leurs parties, il en est de même des tri èdres correspondants, et réciproquement.
s«4. A chaque polygone sphérique correspond de même un angle polyèdre auquel s'applique tout ce que nous Yenoat de dire.
Tbcorcinc.
Deux triangles sphériques qui ont les côtés égaux chacun à chacun sont égaux dans toutes leurs parties, c*est-à-àire ont les angles égaux chacun d chacun.
En e£ret, les angles triëdres qui correspondent à ces triangles ayant leurs angles plans respectivement égaux, ont leurs dièdres égaux chacun à chacun (n* 271); donc les angles des triangles sphériques, respectivement égaux àees dièdres, sont égaux chacun à chacun.
>. De même que deux angles triôdres égaux dans toutes leurs parties ne peuvent pas toujours coïncider (n*> 272), de même deux triangles sphériques» égaux dans toutes leurs parties, ne coïncident pas né:essairen>ent. Il faut, pour qu'ils puissent coïncider, que leurs parties égales soient semblablemciit disposées.
••«. Étant donnés un triargle sphérique ABC et le trièdre correspondant, si l'on prolonge les arêtes AO, BO, GO de celui-ci jusqu'à la sorfsce de la sphère en À', B' C, on détermine un nouveau triangle A'B'C» dont tousr lea
éléments lont évidemment égaux à ceux du triangle ABC (angles et cAtés).
Néanmoins, il est impossible de faire coïncider les deux triangles; en effet, si
les deux triangles coïncidaient, les plans des côtés coïncidant en même temps, les deux trièdres coïncideraient ; ce que nous avons démontré impossiblOi n* 272.
\. On appelle triangle sphériques symétriques deux triangles qui, ayant leurs éléments égaux chacun à chacun, ne peuvent pas coïncider.
On peut encore obtenir, comme 11 suit, un triangle sphérique symé-
trique d'un triangle donné ABC. Du point A comme pôle, avee une ouverture de compas égale & la corde de AG, Je décris un arc CmC; du point B comme pôle, Je décris l'arc CnC; Je Joins ie point A et le point U au point C par des arcs de grands cenies; te triangle ABC' ainsi formé et le triangle donné ABC ont évidemment les trois côtés égaux; Ils ont donc aussi les angles égaux. Cependant il est en général impossible de les faire coïncider ; ils ne peuvent coïncider que si AG = BG, et par tnite AG'=rBG'. Les trièdres correspondants sont situés de part et d'autre de la face commune OAB (0 centre de la sphère) : si l'on essaye de ramener Tan d'eux du même côté de ce plan que l'autre, on trouve que les faces égales sont diversement disposées. Si l'on essaye de faire coïncider directement les deux triangles sphériques, en faisant tourner i'un d'eux autour du côté commun AB, Il arrive que les concavités se regardent, ou que les convexités se trouvent adossées l'une à l'autre; la coïncidence est impossible.
999. 11 résuite de ce qui précède que les propositions qui concernent les éléments des angles solides, trièdres ou polyèdres, s'appliquent aux éléments des triangles ou des polygones sphériques.
Tliéorèiiie.
s VI. Un côté quelconque éCun triangle sphMque est plus petit que la eomme des deux autres.
Je trace les rayons OA, OB, OC; dans l'angle trièdro OABC, on a l'angle AOB< AOC + BOG; en remplaçant les angles par les arcs qui les mesurenty on trouve AB< AG+BG. G. Q. F. D.
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Théorème.
s V9. La somme des côtés d'un triangle ou d'un polygone sphérique eit moiA dre qu'une circonprence de grand cercle.
En effet, si l'on considère l'angle solide correspondant au triangle ou au polygone, de ce que la somme des angles plans de cet angle solide est moindre que quatre angles droits (n" 270), on conclut que la somme des côtes du polygone qui mesurent ces angles, est moindre que quatre quadrants ou une circoniérence.
s 9 S . On démontre aisément par la superposition, comme on Ta fait pour 168 triangles rectilignes, les ttiéorèmes suivants :
Deux triangles sphériques sont égaux dans toutes leurs parties quand ils ont un angle égal compris entre des côtés égaux chacun à chacun.
L'on de ces triangles peut coïncider avec Vautre ou avec son symétrique.
Deux triangles sphériques sont de même égaux dans toutes leurs parties quand ils ont un côté égal adjacent à des angles égaux chacun à chacun.
On démontre encore, comme dans le premier livre, les tliéorèmes suivants :
Dans un triangle sphérique isocèle^ les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.
La réciproque est vraie.
Dans tout triangle sphérique, le plus grand côté est opposé au plus grand ::ngle, et réciproquement.
TRIANGLES POLAIRES OU SUPPLÉMENTAIRES
S 9 4. DÉFINITION. Un triangle sphérique étant donné, si des points A, B, C,
comme pôles, on décrit les arcs de grands cercles B' O, A'C, A'B', ces arcs forment un triangle A'B'C' qu'on appelle le triangle polaire de ABC. \
Le sommet A' homologue du point A, est déterminé par la rencontre des arcs décrits de B et de G comme pôles; ces arcs A'C, B'A', se coupent en deux points; mais on ne prend que le point qui est avec A sur la | sphère du même côté de BG prolongé des deux parts; \ ne même pour les autres sommets.
Tliéorème.
99 B, Si le triangle A'B'C' est le polaire du triangle ABC, réciproquement ABC est l9 polaire de A'B'C {flg. précédente).
En effet, le point B étant le pôle de A'C', l'arc de grand cercle qui joindrait B et A' serait un qoadrantr de même G étant le pôle de A'B', l'arc G A' serait an
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(luadrant; le point X\ étant distant d'un quadrant de deai pointa S et G de Tare BC, est le pôle de cet arc (n* 340). Oo démontrerait de même que B' est le pôle de ÂC, et G' le pôle de AB.
Tbéorènic.
S9f0. Étant donnés deux triangles polaires ADC, A'B^G', chaque angle de Vun de ces triangles a pour mesure une demi-circonférence moins le côté opposé de taufre triangle.
Prolongeons les côtés de ABC jusqu'à rencontrer ceux de A'B'G'. Le point A
étant îe pôl/î de HT/, l'angle A a pour mesure FG. B' étant le pôle do AC, B'G est en quadrant; G' étant le
pôle de AD, C'F est un quadrant; donc B'G + C'F = r
circonférence. Si l'on décompose G'F en GC' + FG, cette
égalité devient B'G + GG' + FG = B'G' + FG = i circon-
férence; d'où FG = ^ circonférence — B'G'; mais FG me-
lure l'angle A: donc l'angle À a b>en pour mesure une demi-circonférence moins le côté opposé du triangle polaire. On démontrerait de même pour les angles B et G.
Considérons l'angle A' qui a pour mesure l'arc ED décrit de son sommet comme pôle. Le point G étant le pôle de l'arc A'B', GE = 1 quadrant; de même
BD=1 quadrant; donc CE + BD = - circonférence; ou, en décomposant BD,
CE 4- CD + CB ou ED + BC = - circonférence; d'où ED = ^ cire. — BC ; mais
ED est la mesure de l'angle A': donc celui-ci a la mesure indiquée.
SI Ton considère les deux angles triëdres correspondant respectivement aux triangles ABC, A'B'C', on trouve que les angles plans de l'un sont les suppléments des dièdres de l'autre, et réciproquement.
Ces deux trièdres sont donc supplémentaires (V. l'Appendice du livre V.)
Tlicorèmc.
su 9, Deux triangles sphériqnes qui ont les angles égaux chacun à chacun sont égaux Mns toutes leurs parties.
En ed'et, les triangles polaires des triangles proposés ont les côtés ^gaux chacun à chacun, et par suite les angles égaux (n<' 365); de l'égalité de ces angles résulte celle de leurs suppléments, qui sont les côtés des triantes l^opoiést
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Théorème.
999, La 80mt}*e des angles d'un triangle sphérique est comprise entre deux droits et six droits.
Kn tiret, soient Â, B, C les angles du lrlani:le; a\ h\ c*, les côt(?s opposé» dulriaiigle polaire. On saii que A -!-«'=: I8O0; B + 6'=180«; C + c'=180*; donc A+B+ C 4- a' + ^' + 0' = iSu- ; 3 ; A+B -^ (:= iSO'x 3 - (a'+^'+O. Donc, 1" la somme des mesures de A, B, C est moindre que trois demi-circonférences, mesure de six angles droits; d'ailleurs a' 4- 6' + c' est moindre qu'une circonf.; d'où il résulte qae 3/2 cire. — (a' + 6' -h c') vaut plus qu'une demicirconférence, mesure de deux droits; donc A + B + G > 2 droits; donc enûo 2*'<A-»-B + C<6 droits. C. Q. F. D.
S 9 9. Corollaire. La somme B + G, de deut angles d'un triangle sphé» tique est comprise entre deux droits moins le troisième A, et deux droits plus ee troisième,
2** — A<B-f C>2*'-i-A, ou 180«-A< B+C< IW + A.
En effet, de A + B -i- G> 2*^ on déduit B + C > 2'' — A. D'un antre c6té| 0*1 6', c' étant ies côtés du triangle polaire, l'inégalité a'<b' -{-d revieot à
d'où B + C<2*'fA ou B4-C<I80»+A.
s^«. Remarque. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, chaque côté du triangle ou du polygone sptiérique moindre qu'une demi-circonférence; nous ferons observer cependant qu'il existe des triangles dont certains côtés sont plus grands que des demi-circonférences. En effet, un triangle ABC ayant ses trois côtés moindres que des demi- circonférences, si l'on prolonge l'un de ces côtés, AC9 de manière à actiever la circonférence ACA'DA, on peut remarquer que le triangle BAC étant retranché de rhémisphère supérieur, il reste un
triangle formé par les côtés BC, BA et l'arc CA'DA > qu'une demi-circonférence. Mais il est facile de voir qu'à part les côtés BC. BA communs aux deux triangles, toutes les parties du second se déduisent de celles du premier (les angles sont supplémentaires, et CA'DA=1 cire— CA). Ayan^ déterminé les éléments du triangle ordinaire BAC, on connaît donc les él.'ments de l'autre. Toute question relative à ce dernier se ramène aisément à une qucbtion relative au premier.
DISTANCE DB DEUX POINTS SUR LA SrUÈRE*
TBiéorènic.
s 91 . i> plus court chemin d'un poirJ à un autre sur la surface de la sphère est l*arc de grand cercle qui Joint ces deux points. Nous nous appuierons sur deux propositions auxiliaires suivantes 1* et 2*.
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1* Lu plus emtrte dtstance du pôle P d'une circonférence, tracée mr h sphère^ à un point de cette circonférence, est la même, quel que soit le point considéré. Par exemple, la distance du point P au point À est la même que la distance de P à B.
Ola résulte de la symétrie parfaite d*une surface sphérique, et on regarde cette proposition comme évidente.
On peut, si l'on veut, l'expliquer comme il suit : Imaginons ane seconde surface sphérique de même rayon que la proposée, recouvrant celle-ci, les mêmes points et les mêmes lignes étant marqués sur les deux surfaces. Faisons tourner la surface enveloppante autour de PP' comme axe; le point P res* tant fixe, le point À, parcourant la circonférence BCA, arrive bientôt en B. Mais alors la plus courte distance entre P et A^ quelle qu'elle soit, est évidemment égale à celle de P à B; or celle-ci n'a pas changé parce que la surface sphérique a tourné; donc quelle que soit la position de B sur La circonférence^ la plus courte distance entre P et B est la même qu'entre P et À.
2^ Deux arcs de grands cercles, PA, PD, étant issus du même point, si PD > PA, la plus courte distance sur la sphère entre 1^ et M est plus grande que la distance entre P et X {marquez un point D sur BP').
Du point P comme pôle avec la corde PA comme rayon, décrivons une ci^ conférence; cette ligne rencontre l'arc PD au point B situé entre P et D (PB .= PA doit être moindre que PD). Le plus court chemin de P en D, quel qu'il soit^ rencontre quelque part la circonférence BCA; supposons que ce soit en G. Ce plus court chemin se compose du plus court chemin de P en G, qui est égal au plus court chemin de P en A (!"}» plus du chemin de G en D ; II est donc plus long que le chemin de P en A. C. Q. F. D. Soient maintenant A et B deux points quelconques de la surface de la sphère. ^ Admettons que le plus court chemin entre A et B ne se fasse pas en suivant exactement l'arc AB; et soit M un point de ce plus court chemin situé hors de l'arc AB. Je joins le point M aux points A et B par des arcs de grand cercle, AH, MB. Le plus court chemin de A en B se compose, d'aprèà l'hypothèse, da plus court chemin c de A en M, plus le plus court chemin c' de M en B; ce chemin égale c + c\ Il résulte de là que l'arc AM est plus petit que Tare AB, car si l'on avait AM = AB, ou AM > AB, on aurait, d'après 1* ou 2% c =c + C, ou c>c-rc'; ce qui est absurde. AM étant moindre que AB, je puis prendre sur AB un arc AN =. AM. Cela posé, j'observe que dans le triangle AMB, on a AB < AM + MB, ou AN + NB < AM + MB; d'oûNB < MB. L'arc NB étant moindre que MB, il résulte de 2* que le plus rourt chemin de N en B que nous api/Cllerons c", est plus court que le plus court chemin c^, de M en B. Nous conclurons de là que le plus court chemin de A en B, en passant par N, ou c + c" (AN = AM) est moindre que c 4- c', qui est le plus court chemin de A eu B, en passa.vt par M. L'hypothèi^e que le plus court chemin de A en B passe par un point M, situé hors de l'arc AB, est donc fausse, puisque nous trouvons un autre chemin plus court que celui-là; donc lepiiu court chemin ne quitte pas l'arc AB. C. Q. F. D.
UrRE TIL
•••. Dtfriicmoi». On ippelle /'kmmi la portion PAP'B de Ift ttulkee d'aoe P sphère eomprlte entre ieta. deml-gruidB ceielei qui h
~ târmiDent k ud diamètre comman.
ITn ançUt tphérique ttt la partie dn Totume de la j (phère comprima entra cet mêmes deml-grandi eerdet, et ' i laquelle le tate»ii aert de base.
Une pyramtdf tphériqu* eat une partie do Tolnme de la aphère eompriae entre lea plana d'an angle aotide, dont lommel eat le centre de !a aphère, et le pcdygone w InteieepU par let tacee de cet angle. Ce poljgane eat la bu* de la pyramide.
Pour qiw dtux pyramidn tphériqtut cobieident, il faut tl il tufjU qut Uun tatei eoiiieiâtnt. (Deux arca de grands eerelea ne pouvant pal ooiadder aaiia que leur* oentiea coïncident.]
Bl l'iIRB b'VM VUSBAD, d'uH POLTGONI, du O'un TRI1I1GLK SPa^lQUI.
Thévrèiue.
tl à la ipMra enlisa tommt tt bien, comme l'arc A6 qui f
ronplf APB de c* eiVTt ett ûagU «il
* m*. U fttttau PAP'B M futau «ri d quatrt droiii, o i'ia eireonfinnteetUiirt.
En effet, auppoaona qu'une commune meaure Al lolt contenne S tola dant l'arc AB, et 34 fois dans la elrconlèrence ABA'O'; on
ai-^ . „ ,.,, ^^ TT- l'^f «haque point de diylalon
Gjrc AIÏA u 34
de l'arc AB et de la circonrérence, et lea points P, P', Imaginone menée une deml-clcconté renée de grand cercle, telle que l'IP't cea deml-ulfconlérencea partageront le tuaeaa PAP'B en 6 tuaeaux teli que PAP'I, BDperposBblea et par suite égaui, et la aphère tout entière eo 31 fuaeaui ëgaui àceux-ll. 11 résuliedeliqua fuseau PAP'B _ are AB _ APB q f. „ ^
:. AbA'U'
• •4, HESnnE DD rosuD. Supposons qu'on prenne pour unité lefuseauree»
tangle, c'est tnilie le fuseau dont les deux deml-grandi cercles sont perpetidl-
cutairea entre eux ; la sphère entière se compose de quatre fuseaux reclanglet.
Si on dtalgoe par F l'un de cea fuseaui, on a sphère = iP. On conclut de U
fuseau PAP'B fuseau PAP'B APB
4F ruaeau PAP'B APB
S78 COURS DE GâOMÉTBIS.
APB Mais — - est la mes^jre de l'angle APB. On peut donc dire que sï le fuseau
rectangle est pris pour unité, le fuseau a même mesure que son angle.
sus. L'unité des surfaces sphériques généi a emenl aûopiéf est le triangle iri rectangle. On appelle ainsi un triangle dont les trois angles sont droits; nous ne considérerons désormais que cette unité.
Imaginons trois grands cercles perpendiculaires entre eux deux à deux i/îj. du n* 38.'); ils déterminent sur la sphère Imit tnangl«es sphériques tri-rectangles superposabies. Si Ton appelle T l'aire du triangle rectangle on a donc
fuseau P A P'B APB
sphére=8T. II résulte de là que cette égalité, -r ^ . , . , éuui
^ sphère 4 droits
^ „ . fuseau PAP'B 8 droits ^. . fuseau PAPB t droit
vaut à celle-ei : -= = ■ ^^ ; d ou — = r-r-ïTS •
8T 2 A PB T 2 APB
Un fuseau est au triangle tri-rectangle comme le double de son angle est à un angle droit. Ce que l'on exprime autrement en disant : Si l'unité des surfaces sphériques est le triangle tri-reclangle, }m fuseau a pour mesure U double de son angle,
Bemarqdb l. Ce que nous venons de dire des fuseaux s'applique aux onglets, Funité des volumes sphériques étant l'onglet rectangle, ou la pyramide triaoguldire tri-rectangle.
Théiirèine.
S9«. Deux triangles sphériques syméli iqves ont des surfaces égales. Soient ABC, A'B'C deux triangles sphériques égaux dans toutes leuis parties, mais qui ne peuvent pas être superposés (n» 3 X). Soit P le pôle du cercle qui passe par io& trois points A, B, G; joignonsle à ces points par des arcs de grands cercles PA, PB, PC ; nous formons ainsi trois triangles isocèles PAG, PAB, PBG. Menons par le point B' un arc de grand cercle B'F, de manière que l'angle CB'P' = CBP ; prenons KFsBP, et menons les arcs de grands cercles P'A', PC. Les triangles PBG, P'B'G' sont égaux dans toutes leurs parties, car ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux (PBC = P'B'C; PC=r PB'; EC= BC); ces iriangles sont d'ailleurs isocèles; donc ils sont superposabies (n« 369) et leurs aires sont égales. De plus, nous avons AP=A'P' et l'angle ABP=A'B'F; comme d'ailleurs AB=A'B'les triangles ABP, A'B'P' sont égaux dans toutes leurs parties; ils sont isocèles; donc ils coïncident. De BAP=B A'F et BAC=B'A'C' on déduit que les angles PAC, PAC sont égaux; comme AC=A'G', APrnAT*, les triangles PAC=P'A'G' sont égaux dans toutes leurs parties; ils sont isocèles et superposabies.
De l'égalité des aires des trianârles que nous avons considérés, il résulte que l'aire de ABC=ABP+APG-BPG' cstégale à l'aire de A'B'C'=A'B P'-f-A'P'C ^U'i^'a. C. g. F. D.
LIVRE VII
ReMARQOE. Les pôles P et F peuvent être sitaés dans les triangles, on même sur les côtés; mais il résulte de Tégalité des triangles aux sommets P et P\ qui s6 lémontre de la même manière dans tous les cas, que le pôle est en même temps à l'intérieur des deu\ triangles, ou à Textérieur, ou sur un côté; on conclut facilement de là Tégalité des aires des triangles proposés dans tous les cas.
Corollaire. Deux pyramides sphériqnes symétriquesCayantponr bases des 'riang es sphériques symétriques) sont équivalentes.
Théorème.
SS». Si deux grands cercles APA', BPB' se coupent d'une manière quel*
conque sur un hémisphère APB'A'D, la somme des triangles opposés AlMt, A'I*U*
^:* égale au fuseau dont Van g le est Al*B.
Ce fuseau se compose des triangles Al^B, A PB; il suffit donc de prouver
que A'PB' ent équivalent à AFB. Pour cela, on observe que Tare A'PA = PAP'; d'où, en ôtant la partie commune PA, on déduit PA' = P'A; de B'PB = PBP' on conclut de même PB' = P'B; de A'B'A = B'AB on conclut A'B' = AB; les triangles A'B'P et ABP' ayant les côtés égaux chacun à chacun, sont égaux dans toutes leurs parties; Ils sont symétriques (à cause de leor disposition); leurs aires sont égales (m 386). Donc
faseau P t= ABP + A'B'P. C. Q. F. D.
Corollaire. La somme des pyramides sphériques, qui ont les triangles PAO,
Pâ'B' pour bases, est égale à l'oiiglet qui a le fuseau PAP'B pour base.
Tliéorciiie.
S99« La surf i ce d'un triangle sphériqne quelconque a pour mesure rexcès de la demi-somme de ses angles sur deux droits. C'est-à-dire que.
Le rapport de Vaire de ce triangle au triangle tri-rectangle, T, est égal au rapport de reaxès susdit à un angle droit.
Soit ABC le triangle sphérique proposé. Achevons la circonférence dont BG
fait partie, et prolongeons BA et GA, à la re'>contre de cette circonférence, en B' et en C, ( 11 est nécessaire de prolonger ^'^ — * — ^\C' ces arcs pour avoir leur deuxième rencontre avec cette circonférence, puisque chacun de ces arcs AB, CA» est moindre qu'une demi-circonférence.) Cela fait, on remarque que ABC et AB(/ composent le fuseau dont l'angle est C; on conclut de là et du n<* 385,
Al^n 4- WUV f.i«cnii C 2C
de même
ABC + A /r.
fiisenii B
|ar'
Puis, d'tprèi le théorème pfécëdent, ÂBG + ÂB'C'^ roseau A,
-_ ABC+AB'C' fu«eaDA 2 A
Additionnant les ëgalUéi (1), (2), (3), membres à membres, on tronyo
2ABC -h ABC H- ABC^ H- AB'C + AB^C^ _ ? A -f 2B + 2C
mais ABC + AB'C + AC'B + AB'C composent l'hémisphère entier; cetts somme yaut donc 4 triangles tri-rectangles^ 4T; on a donc
2ABC+4T 2ABG . . 2(\^B+C) ou -^ + 4 = ^ ,
en divisant par 2, pals retranchant 2 d'un côté, et râ;=2 de l'antre^ on obtient enfin
ABC_ A + B + C 2^ A + B + C
Ce qiiMl fallait démontrer.
Corollaire. On démontrerait de même qu*une pyramide sphérique trtan» gulaire a pour mesure Vexcès de la demi-somme des trois angles de sa base sur deux droits (l'unité de Tolume étant la pyramide tri-rectaugle, et runlté d'angle l'angle droit).
Théorème.
1 99. la surface d'un polygone sphérique a pour mesure la somme de tes angles, moins le produit de deux droits par autant d^unités motn» deus quSl y a de côtés dans le polygone.
En elTet^ si l'on joint le sommet A du polygone à chacun des antres somnets par un arc de grand cercle, le polygone se trouve décomposé en autant de triangles moins deux qu'il y a de <^té8 dans le polygone. En écrivant la ma* sure de chaque triangle d'après le théorème prêchent, puis additionnant, OB arrive aisément à la mesure du polygone telle qu'elle est énoncée.
Remarque. Soient S la somme des angles d'un polygone, et n le nombre da
S — 2^M« — 2) 8^4*»— 211*' ses côtés; on a polygone = j^^ = j^^
vm nu COURS de cfolliTRlB*
MESURE DES POLYGONES
t. Dans les formules suivantes, B désigne la base, H la hauteur, S la surface mesurée, autrement dit Vaire de la figure, b une seconde base. Le second numéro à droite de chaque formule indique l'endroit du Cours où le lecteur trouvera l'explication ou la démonstration de la formule.
Rectangle ou parallélogramme. S=BxH (1)(*) (n*194).
(*) Lisez : la surface est égale à la base multipliée par la hauteur. De même pour les autres formules.
â APPLICATIONS DE LA GÉOMÉTRIE.
Triangle. S = i B x H (2) (n« 200).
L'aire d'un triangle dont on donne les trois côtés a, b, c, peut se calculer d'après la formule suivante, dans laquelle p désigne le demipérimètre {2pz=:a-\-b-\- c)
s = ^p(p-aHp-6)(l>-c) (3) n-
(K. n» 10 ci-après.)
Trapèze. S = ^ (B + 6) x H (4) (n« 201).
S. Polygone régulier.
S = périmètre x ^ apothème (5) (n® 218j.
Triangle équilatéral dont le côté est a.
S = ?-^ r^) (6) (n« 10 bis ci-après).
Hexagone régulier dont le côté est a.
S = ^^ (7) (n» 10 bis).
Octogone régulier dont le côté est a.
S = 2a2 (1 + ^2) (8) (n« 10 bis).
(*) C'esl-à-dire : Pour trouver Vaire d'un triangle dont les trois côtés sont donnés, on fait la somme de ces côtés et on en prend la moitié. On retranche tour à tour chaque côté de cette demi-somme. On fait le produit de la demisomme et des trois restes, et enfin on extrait la racine carrée de ce produit; celle racine est l'aire cherchée.
(♦*) a2 /3 signifie a^X\/T; id, plus loin, 2 tt R= 2wXR; itD2=itXD«.
PRINCIPALES FORMULES DE LA GÉOMÉTRIE
PoLYGfONE QUELCONQUE. On décomposo le polygone en triangles; on calcule Taire de chaque triangle et on additionne les aires trouvées. (Les diagonales servent ordinairement de bases.)
Le plus souvent, sur le terrain surtout, on décompose le polygone en triangles, et en trapèzes rectangles.
(Voyez pour cela le Cours (n^" 204 et 205). Evaluation des surfaces terminées par des lignes courbes. Voyez plus loin le 2* Complément.
de la circonférence et du cercle.
4. Le rapport constant d'une circonférence à son diamètre se désigne par tt; R désigne le rayon, et D ou 2R le diamètre.
Longueur d'une circonférence.
Cire. R = 2/:R ou 7rX2R (9) (nM88).
Longueur d'un arc de n degrés .
a = cire. R X 3^ = ^^ (10) (n» 188) .
Remarque. Si Tare est désigné par un nombre de degrés, minutes et secondes, il faut réduire l'arc et 360° en subdivisions de la plus petite espèce et remplacer n et 360 par les nombres ainsi obtenus.
Aire du cercle.
Cercle Rzzi-jcxR^, ou^ttxD^; ou (^)'x^ (11) (no219).
Secteur dont l'arc est de n degrés.
S = ^XR^X^ ou l-^^'X^ (12)(n«221).
Même remarque à propos des minutes et des secondes.
Segment de cercle. On retranche du secteur correspondant l'aire du triangle isocèle, qui, avec le segment, compose le secteur.
VOLUME DES POLYEDRES.
*. V désigne le volume, B la base, H la hauteur, h une seconde base.
Parallélipipede. V = B xH (13) (n°» 290, 296 et 297.)
Le volume d'un parallélipipede rectangle est aussi égal au produit de ses trois dimensions.
Prisme V = BxH (14) (n«300).
•. Remarque. Un prisme oblique a aussi pour mesure sa section droite multipliée par son arête (n° 300 ou 300 bis).
Un tronc de prisme triangulaire a de même pour mesure le produit de sa section droite par le tiers de la somme de ses arêtes (*).
». Pyramide. V = | B x H (15) (n° 305).
Tronc de pyramides à bases parallèles.
V = J H (B+6+v/Bx6 ) (lô) (n« 308).
Tétraèdre régulier dont le côté est a.
^ y=-^ (17) (nMO 6 w ci-après).
1 bis. Polyèdres quelconques. Pour mesurer un polyèdre quelconque, on le décompose en pyramides ayant pour som-
(*) Ia section droite d'un tronc de prisme triangulaire le décompose en deux autres troncs de prismes dont la base commune est la section droite, et dont les arêtes sont porpomliculaires à la base. Eu évaluant lo volume de chacun do ces troncs d'après la proposition démontrée dans le Cours {n« 309), puis additionnant les deux volumes, on a le volume tel qu'il est indiqué.
DES CORPS RONDS
». R et r désignent les rayons des bases, H la hauteur, A l'arête ou le côté d'un cône.
Cylindre circulaire droit.
V = TU X R2 X H ou J ,rD2 X H (19) (n« 319).
Cylindre droit a base quelconque.
V = BxH (20) (n»3206w).
Surface convexe d'un cylindre circulaire droit.
S=2w.RxH ou Tux DxH (21) (n» 320).
Surface convexe d^un cylindre droit à base quelconque,
' S = (périm. de B) x R (22) (n« 320 bis).
CÔNE circulaire DROIT.
V=|7cR2xH OU ttR^X^H (23) (no 325).
Surface latérale de ce cône.
S= 27c.Rx| = TrxRxA (24)(n«327).
Tronc de cône à bases parallèles.
Surface latérale du mime.
kJ — .fx *
fcx'Vs-n.
/\^xv 1 ,;
^<fev/y ^xx tj/^vj»
Sphère.
S = 4iuR«
OU
^XDa
Id.
ou
Aire d*une zone sphérique.
S = 2icxRx H
Secteur sphérique.
V = |itR2xH (30) (n«355).
Volume engendré par un segment circulaire.
Y^^izc^xE (31) (n«356).
H désigne dans ces deux formules la hauteur de la zone correspondante; c est la corde du segment.
Segment de sphère à deux bases.
V = ^ttH^+^tcxH (r^-i-r'^) (32) (n« 357).
r et r' désignent les rayons des bases du segment. Segment de sphère à une base.
V^^TiH^+iTcraxH (33) (n« a57).
Fuseau sphérique. On appelle ainsi une partie de la surface de la sphère comprise entre deux demi-grands' cercles limités à leur commune intersection. ^ V * f)
DÉHONSTHÀTIONS DB QUBLOUES FORMULES. 7
L'aire tTun fvseau est égale à l'arc qui mesure l'angle de ses demi- circonférences multiplié ■par le diamètre de la sphère (').
Onglet sphériqqe. Un onglet sphérique a pour mesure le fuseau qui lui sert de base multiplié par le tiers du rayon de la sphère.
Ellipse ou ovale. L'aire d'une ellipse est égale au produit de ses deux demi-axes multiplié par tt.
- S = ir X ffl X ô (34). (Voy. les courbes usuelles.)
lO. Avant de passer aux applications, nous allons démontrer les formules indiquées qui ne se trouvent pas dans le Cours.
Aire d'un TULmaLE, dont on àorine les trois côtés : BC = a, AC=ô, AB=c.
Noos désignerons le périmètre par 2p; a-\-b-\-c=2p La surface cherchée ^=<Jp[p — a) [p — b [p — c). Pour le démontrer, je trace les bissectrices AO, BO des angles A et B du triangle et je joins CO : d'après la propriété de la bissectrice (n- 48) OD ^ OE et OD = 01; donc OE = 01 et CO est la bissectrice de l'angle C. I^s perpendiculaires OD, OE, 01 sont des rayons , r, du cercle inscrit. Les bissectrices AO, 00, BO décomposent le triangle ABC en trois triangles OBC, OAC, OAB, dont les aires sont respectivement
|axr,|6xr,icxr, desorteque l'aire de hBQ=-{a-\-b-\-c) r=pxr; S=pXr.
(•) Ce princEpe deTient évident quand on compara le fuseau à la aphéro dont il Ml parUe, en décriïanl un grand cercle de l'un de les somoiels comme pûle.
Le demi-périmètre p est connu ; il nous faut trouver r en fonction des trois côtés.
Pour cela, comparons les 2 triangles adjacents à chaque bissectrice ; ils nous donnent AD = AE, BI=BD, CI=:CE. Ces six segments composent le périmètre 2p du triangle ABC ; la somme AD-|-BI-|-CI des trois premiers est donc égale au demi-périmètre p. Mais AD + BI+CI= AD+BC ou AD+a; AD -\-az=p; donc kD^zp— a. La somme BD+AE+CE des trois autres segments est aussi égale kp; BD-\-bz=zp ; donc BD=p — 6.
Cela posé, menons la bissectrice BO' de l'angle extérieur MBC, à la rencontre de AO prolongée, puis tirons O'C. D'après la propriété de la bissectrice, 0'M=0'K et 0'M=0'N; donc O'K = O'N ; CO' est la bissectrice de l'angle C. Désignons O'M par /. En comparant les triangles adjacents à chaque bissectrice, on trouve que AM = AN, BM = BK et CN = CK. Par suite BM+CN = BK-|-CK ou BM+CN=a. En ajoutant ici des deux parts BA + CA = c + 6, on trouve BM + BA -f CN + CA ou AM + AN = a -f ^» -f c = 2;?. Mais AM-|- AN, c'est 2AM ; 2AM = 2p ; donc AM = p et enfin BM = AM— AB=p — c.
Résumons :
AM=p, AD=p— a, DB=:p— 6, BM=p— c.
Cela posé, les deux triangles semblables AOD,AO'M donnent
OD O'M r r , ,
"â-tS = TÂT OU = — (aj
AD AM p — a p '
Les deux bissectrices OB, O'B de deux angles adjacents sont perpendiculaires ; les deux triangles OBD, O'BM ont les côtés perpendiculaires et sont semblables ; ils donnent
OD_DB r _p—h ..
BM^O'M ^^ p — c"" / ^^^
Multiplions les égalités (a) et (p) membre à membre; il vient après réduction,
DÉMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES
d'où
r2 — {P — ^) JP — à) jp — c) .
p^ LL_=p ^p_a) {p — h) [p — c)\
et enfin,
pX r ou S = y/p{p — a) [p — b)[p — c). C. Q. F. D. (*)
puis
(*) Voici une autre démonstration do la même formule. L^aire du triangle ABC
y Jjr
S = ^ BC X AD = î^ o X AD.
AD^ = ÂC^ — CD^ = 6» — CD^ î
on sait que
c2 =z a» + 62 — 2a X CD.
On déduit de là
2a X CD = a» + 62 — c2, puis CD =
gg + 62 — c2 2a
T^ Lo (a^ + 6» — c2)2 4a262 — (a» + 62 — c2)2 Donc Ad2 = 62-^ 4^[2— ^= ^1^2 ''
Ea appliquant le principe qui se formule ainsi :
A»— B2 = (A+ B)x (A-B), on trouve successivement
Posons a + 6 + c = 2p ; on en conclut 64-c — a ■=.a -\- 6 + c — 2a = *ip — 2a=2 (p — a). Demérae(a-}-6 — c) =2(p — c); a + c — 6 = 2(p — 6).
Application. Calculer Vaire d'un triangle dont les trois côtés sont 13», 14», 15».
Appliquons la formule.
a = 13, 6 = 14, c = 15; a + 6 + (? ou 2p = 42; p = 21; p — a = S;p — 6 = 7;p — c = 6.
L'aire du triangle est 84 mètres carrés.
lO bis. Triangle ÉQuiLAxéRAL dont le côté est a (faites une figure).
Lahauteur/i=:| /a» - - = l/j. a» = JLvfâ; = S -La/i = ^l^Z
Hexagone régulier dont le côté est a (faites une figure).
Il se compose de six triangles équilatéraux égaux dont le côté est a.
Octogone régulier dont le côté est a, et le rayon du cercle circonscrit R.
DÉMONSTRATION. Soit AB, Ic côté de l'octogone régulier. AG est le
côté du carré inscrit égal à \/2, S = 8A0B, et'AOB = ^ OBxAD= ^Rx 7 H V?^ ?^ Donc S = 2R2 /2 (a)
En mettant les valeurs de a -|- 6 + c, a + c — 6, etc., dans la valeur de AD^, on trouve
jg2 _ 2/?x2(p— a)x2(p~6)x2(p~c) 4p(p-a) (p— 6) (p— c) ^
d'où ^^ = l>/{p (p-a) (p-6) ip^c).
Celte valeur étant mise pour AD dans la valeur (a) de S, il vient aprci réduction
S = yjp {p^a) (p— 6) {p-^h C. Q. F. D.
DÉMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES
Cette première formule sert à calculer la surface de Toctogone quand on connaît le rayon da cercle circonscrit. Nous allons y substituer la valeur de R^ en fonction du côté du polygone. Pour cela nous appliquerons la formule du n» 181 , en y mettant a au lieu de c' et en y chassant le dénominateur 4.
a» = R (2R — v^ 4Ra —
c est ici le côté du carré inscrit égal à R v'?; c« = 2R2 et v/4R» vf 2R« = R v/ï; donc
et par suite
R« = ^' = gg (2 + V/2) .
En mettant cette valeur de R^ dans la formule (a) , on trouve
La formule ( P) donne d'ailleurs a = R \^ 2 — v/2. TèTRAÔDRB RéGULiBR dout Tarêto est a.
Soit SO la hauteur
SO X ABC
ABC= --\/^ d'après la formule (6). Pour calculer SO, remarquons
«5 d'abord que le pied de cette perpendiculaire est
précisément le centre du cercle circonscrit au triangle ABC; car il doit être également distant des pieds A, B, C des obliques égales SA, SB, SC.
Soit AO = R ; a = R/3 et AO ou R = ^. Dans
c le triangle rectangle ASO ,
SÔ^ = SÂ^ - ÂÔ^ =a2 ^%z=M
d'où
En remplaçant ABC et SO parleurs valeurs dans l'égalité (1) , on trouve
la formule (17), V=îïi^.
APPLICATIONS USUELLES DES FORMULES QUI NE RENFERMENT PAS LE NOMBRE
1. Carrelage. — On veut carreler une salle de 5",10 «fe longueur sur 6™ ,9 de largeur avec des carreaux hexagones réguliers qui ont un décimètre de côté; on remplit les vides aux angles et aux côtés avec des morceaxtx de carreaux. On demande à moins d'une uîiité le nombre de carreaux nécessaires.
Le plus simple est de prendre le décimètre pour unité; les dimensions sont alors 51 et 69, et pour le carreau 1.
L'aire de la salle est 51 X 69 = 3519 décimètres carrés. Celle du carreau s'obtient en employant la formule (7).
g_3a^/3^3><lXv/3. ^3^1 73205; S = 2*"' .. 59807.
On divise 3519 par 2,59807.
Réponse, Il faut 1354 carreaux (à un carreau près).
2. Mesure d'une voiture de bois a brûler. — La forme du chargement est celle d'un parallélipipède rectangle. On mesure la hauteur et la largeur intérieures. Quant à la longueur, elle dépend du nombre des bûches qui se trouvent bout à bout dans le sens de la longueur de la voiture. Il faut multiplier ce nombre par la longueur moyenne de chaque bûche, qui doit être fixée; elle est à Paris de 1"*,137. On fait le produit des trois dimensions, et le nombre des mètres cubes est le nombre des stères de bois que contient la voiture.
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3. Contenance d'un tombereau. — La forme ordinaire est celle d'un tronc de pyramide à bases rectangulaires. On mesure les dimensions de la caisse à l'intérieur (*).
Exemple. Profondeur 0™,75, longueur au fond 1",32, longueur en haut 1™,56, largeur au fond 0",66, largeur en haut 0™,78.
Il faut appliquer la formule (16), V = ^H(B -|-6 + \/B><3),
et auxiliairement la formule (1).
6 = 1,56X0,78=1,2168 Va H = 0,25
yJBxb 1,0296 = 0»%779400
Le volume cherché est 0"c-, 779400, ou 0"»«-779dmc-400«"»c-
On remplit ce tombereau d'une terre dont la densité est 2,68. Quel est le poids du chargement?
On prendra pour unité le décimètre cube et le kilogramme. En multipliant 779,400 par 2,68, on trouve 2088'^fi^,792.
Le poids des différents charbons de terre ordinaires varie de 70 à 85 kilogrammes Thectolitre. Le poids du charbon épuré varie de 45 à 62 kilogrammes l'hectolitre.
Le tombereau précédent est chargé de charbon de terre pesant 78 kilogrammes l* hectolitre. Quel est le poids du chargement ?
Un hectolitre ou 100 litres, c'est 100 décimètres cubes. Le chargement est de i^^^^^-W^^^^^ Il pèse 60'^8^,932.
Observation. Quand on mesure un tombereau vide ou plein, il faut examiner sa forme avec attention, voir si les cotés ne sont pas bombés, le fond concave; ce qui augmenterait la contenance. On prend alors les mesures en conséquence : on augmente un peu la longueur et la largeur
(*) Le volume d'un foml)ereau n'est rigoureuscmenl un tronc de pyramide que 81 lîîs dimensions du foud sont proportion nellea à cplles du haut (V. noire exemple). Dans le cas contraire, la forme c:^t celle d'un ponton renversé que nous apprendrons à mesurer, page 15 ci-après.
14 APPLICATIONS DE U OBOH^RIB.
moyennes, et la hauteur. On voit ai le charj^ment de charbon de terre , de chaux , de plâtre , etc. , est bien nivelé à sa partie supérieure. Dans le cas contraire, on prend la hauteur moyenne à vue d'œil.
Toisé d'une auge ek pierre à faces rectangulaires
Ce toisé peut avoir trois objets : 1' trouver la contenance de l'auge; 2* le volume de la , - ; pierre ; 3* sa surface (pour
, i|'v""i' ■■" '' ' ■■ < ^fiff payer le tailleur de pierres). * 1° On mesure à l'exlériearlà
longueur, la largeur et la hauteur; on se sert de ces mesures pour calculer le volume total (le plein) qui est un parai lélipipède; 2° on mesure, à l'inférieur, la longueur, la largeur et la profondeur; on âe sert de ces mesures pour calculer le volume intérieur, c'està-dire la contenance. Le premier volume est celui de la pierre employée à construire l'auge.
Quant à la surface extérieure , on a tout c« qu'il faut pour la mesurer; il faut évidemment multiplier le pourtour extérieur par la hauteur. Pour la surface intérieure, c'est la même chose; il y a de plus à calculer la surface du fond.
D, Contenance d'un bassin hexagonal. — Ua bassin a ta forme d'unprisme droit dont labaseinté- ~. rieure est un hexagone régvlier de — 8 mètres de câté et la hauteur '■ 2°',40. Calculer la contenance (à 1 litre près).
On calcule la surface du fond
= 1,7320508; puis
on multiplie par la hauteur. liéponse. 399064 litres.
Il est plus simple de prendre le décimètre pour unité, puisque le litre est un décimètre cube. Il faut avoir soin de
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prendre >J3 avec un nombre suffisant de décimales pour l'approximation.
6. Bassin octogonal. — Un bassin a la forme d'un prisme droit de 0™,75 de hauteur dont la hase est un octogone régulier de 10 mètres de côté. Trouver sa contenance en mètres cubes {à une unité près).
On multiplie la base par la hauteur.
La base se calcule au moyen de la formule (8) S = 20^ (l + v^2 ) . Réponse. 362 mètres cubes.
7. Cube de la maçonnerie ou de la pierre d'un bassin. — On peut avoir à calculer ce volume afin d'évaluer le prix du bassin (construction et matières). OnmesureaXors à l'extérieur le côté d'en bas, puis la hauteur du bassin. Avec ces dimensions , on calcule la base totale , puis le volume total (formule 14), dont on retranche le volume intérieur. Le 'reste est le volume cherché.
Si le bassin a un rebord comme celui de la figure, il faut augmenter le volume de la pierre que l'on vient de trouver d'un volume additionnel qui s'obtient ainsi : on mesure le côté extérieur d'en haut et la hauteur du rebord; on calcule la base supérieure qui a ce côté extérieur: on en retranche la base totale inférieure, et on multiplie le reste par la hauteur du rebord.
7. Mesurage des tas de sable ou DE PIERRES CASSÉES destinées à la réparation des routes. — Ceux qui cassent les pierres sont payés au mètre cube. Afin de mesurer le volume des pierres cassées et d'en faire des tas réguliers , on emploie ujie
espèce de hoite ABCDabcd, sans fond ni dessus, appelée ponton, que l'on pose sur le sol qui sert de fond. Les quatre faces latérales assemblées sont des trapèzes isocèles en bois B plein, inclinées à la base; îe fond actuel ABCD , et le
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dessus ouvert abcd, sont des rectangles. On emplit cette boîte de pierres au ras de la face supérieure aôcr^, puis on enlève le ponton. Les faces latérales étant inclinées sur la base , vers l'intérieur , les pierres qui se trouvent sur ces quatre faces inclinées sont appuyées , de sorte qu'elles ne s'éboulent pas ou s'éboulont fort peu quand on soulève le ponton avec un peu de précaution. Ces tas de pierres ont un volume déterminé, un ou Jeux mètres cubes par exemple. Nous allons dire comment on mesure un ponton , afin de savoir s'il a bien la contenance qu'il doit avoir, ou bien sur place un tas de pierres ou de sable formé à l'aide de ce ponton.
On mesure les dimensions AB , BC du rectangle inférieur, les côtés ab , bc du rectangle supérieur, et la hauteur de la boîte au moyen d'un fil à plomb qu'on laisse pendre le long d'une règle divisée à partir de Tun des angles b du ponton. Quand il s'agit d'un tas de pierres ou de sable à mesurer sur place , on prend les mêmes mesures en bas et en haut du tas. Quant à
la hauteur, on la mesure à l'aide du fil à plomb, à vue d'œil ou bien à l'aide d'une règle posée horizontalement sur la face supérieure du tas.
Cela posé , désignons par A et B les dimensions inférieures AB et BC , par a et b les dimensions supérieures ab et 6c, et la hauteur verticale par h; le volume cherché se calcule d'après cette formule
Exemple. Supposons qu*on ait trouvé- AB ou A = 1"*,80 ; BC ou B = 1 mètre; a = l^jSS ; b = 0^,80 et h = 0"»,72.
En effectuant les calculs , on trouve V = 1°^ «"*>«• ,26.
DÉMONSTRATION DE LA FORMULE. Imaginons que par ad [fig, 2) on mène le plan adKl parallèle à cbOB. Ce plan , qui
QUESTIONS USUELLES
coupe la base ABCD suivant IK parallèle à BC, décompose le solide en un prisme quadrangulaire oblique adIKbcBG , et un tronc de prisme triangulaire aAI^DK. Menons la B section droite de chacun de ces prismes. Celle du prisme quadrangulaire est un trapèze feEF, dont les bases EF, ef sont égales aux côtés BC ou B , et bc ou b du ponton , et la hauteur gG égale à sa hauteur verticale h. L'arête de ce prisme est ab ou a. La section droite oMN du tronc de prisme triangulaire est un triangle isocèle dont la base MN = AI = AB — IB = A — a, et dont la hauteur est évidemment égale à h. Les arêtes de ce tronc de prisme sont AD , IK égales à BC ou B et ad^=bc onb. Cela posé , en évaluant les volumes d'après le n° 6 de ce Complément, on trouve :
Vol. daJKcbBC = ax efEF = ax^^xh.
VoL aAWDK==oMNx^^^^+^^^
Additionnons ; ^ est facteur commun :
Vol. ABCD aôcd = i A ["(B -f6) Xa + (A — a) X ^^ ^ ^ 1'
En réduisant au même dénominateur 3 tout ce qui est entre crochets , puis effectuant les calculs , on trouve d'abord
^y_A^^/ 3flXB+3ax6+2AxB-fAx^^— 2aXB~aX^ ^\ ^-2^[ 3 I
puis , après réductions ,
V = |x(axB + 2ax6 + 2AxB+Ax6),
et enfin ,
V = ^Ax[A(2B+6)-|-a(26+B);]. C.Q.F.D.
PREMIBRBS APPLICATIONS DB LA PHYSIQUE; QUESTIONS D'BXAMEN
8. Remarque. — Nous ferons usage , dans les applications suivantes , de la formule de physique P = V X I) (le poids d'un corps est égal à son volume multiplié par sa densité) que nous supposons connue du lecteur. Quand on fait usage de cette formule , il faut que Tunité de poids corresponde à l'unité de volume, ou, ce qui revient au, même, à l'unité linéaire. D'après la physique, la densité de Teau étant prise pour unité , le centimètre cube correspond au gramme , le décimètre cube au kilogramme. On choisit ces unités pour la plus grande simplicité du calcul , suivant la grandeur des volumes ou des dimensions données.
9. Problème. — Avec de For dont la densité est 19,362 , on fabrique des feuilles d'or de 0,0001 de millimètres d'épaisseur, ayant 0"",! de longueur y sur 0'^,06 de largeur. Combien fabriquer a-t-on de ces feuilles avec 10 grammes d'or?
11 nous faut appliquer la formule P = V X D.
Le gramme étant l'unité de poids , nous prendrons le centimètre pour unité linéaire. Les dimensions données sont alors : épaisseur 0,00001 , longueur 10 , largeur 6.
Chaque feuille d'or est un parallélipipède rectangle dont le volume = (0,00001 X 10 X 6)«"*« = 0*"»%0006, et le poids 19«,362 X 0,0006 = 0^,01 16172.
On aura le nombre de feuilles en divisant 10 par le poids. Le quotient est 860 à une unité près.
10. Problème. — Une lame de cuivre de 0,005 d'épaisseur a la forme d'un triangle équilatéral de 1™,25 de côté. On la recouvre d'une lame d'argent de 0™,00015 d'épaisseur. Calculer le poids de la lame d'argent , sachant que la densité du cuivre est 8,85 et celle de l'argent 10,47.
Chaque lame est un prisme triangulaire. Nous prendrons pour unités le gramme et le centimètre. Les dimensions sont alors 0,5; 125; et 0,015; il faut compter deux lames d'argent. Nous appliquerons la formule (6).
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Poids de la lame de cuivre : -^ — 7^-^ X 0,5 X 8,85.
Poids des 2 lames d'argent : (î^^llv^ ^ q ^^5 ^ ^q^j ^ 2.
Poids total : ^ yJS [0,5 X 8,85 + 0,015 X 10,47 X 2]. Réponse. 32^8^,063.
11. Remarque. —Avant de faire les calculs d'un problème, il importe de bien se rendre compte des opérations à effectuer, d'en faire le tableau ou la formule ; de cette manière , on simplifie souvent en faisant des réductions évidentes et faciles , et on ne répète pas inutilement certaines opérations. Quand le nombre des chiffres décimaux s'accroît dans les calculs successifs , il faut abréger les multiplications et les divisions. La multiplication et la division abrégées devraient être enseignées dans les cours les plus élémentaires.
12. Problème. — Trouver la valeur numérique de la pression exercée par l'atmosphère sur un rectangle dont un coté est 0'",26, et la diagonale 0",44. La hauteur barométrique est 0™,76, la température 0^, et la densité du mercure 13,59.
Il est bon de prendre pour unités le gramme et le centimètre cube ; car les dimensions données deviennent alors les nombres entiers 26, 44 et 76.
2« Coté, v/442 — 262 = v' (44 + 26) (44 — 26) = 35,49.
La pression en grammes est égale à 26x35,49x76x13,59. Réponse. 9530438nf ou 953Kfir,043.
13. Problème. — Un bloc prismatique de basalte a une base hexagonale régulière dont le côté est 0'^,63; sa hauteur est 3™, 45; ia densité 2,85. Trouver son poids.
Formule : P = VxD = BxHxD.
Nous prendrons le kilogr. et le décim. pour unités. Les dimensions deviennent 6,3 et 34,5. On calcule B par la formule (7).
Le poids est 2^t^,3& X 3x(6,3)^Xv/3x34,5 ^ ^^^^^^
14. Problème. — On demande le poids d'une pyramide régulière de granit à base triangulaire de 12 mètres de hauteur ^ sachant que la base est inscrite daiis un cercle de 10 mètres de rayon; la densité du granit est 2,8.
Le kilogr. et le décim. étant pris pour unités , les dimensions deviennent 120 et 100.
Il faut calculer la base de la pyramide; dont le côté est
100 v/ 3. On applique la formule (6).
^3 = 1,73205... S = 12990,375 , à 0,001 près. V = B X H = 12990,375 X 120 = 1558845 P = V X D = 1558845 X 2,8 = 4364766.
Réponse, La pyramide pèse 4364766^» , à 1^» près.
PROBLÈMES A RÉSOUDRE
1. Calculer à 0",01 la hauteur d'un triangle dont la base est 647 mètres et dont la surface doit être moyenne proportionnelle entre celle de deux rectangles dont la hauteur coinmune est 1 mètre et dont les bases sont 853 mètres et 4257",2. Réponse. 5",89.
2. Trouver l' hypoténuse et un côté de V angle droit d'un triangle rectangle, sachant que la somme de ces lignes est double du troisième côté qui est égal à 21 mètres. Réponses, 27"^,25 et 15"^,75.
3. Étant donné un trapèze dont les bases sont respectivement 15 mètres et S mètres, on propose de mener par un sommet A de la petite base une ligne qui divise le trapèze en deux parties proportionnelles aux nombres 1 et 3.
On divise la grande base en deux parties , l'une égale à 5™,75 du côté du sommet A, et Tautre égale à 9°',25; puis on joint le sommet A au point de division.
4. Un terrain a la forme d'un trapèze isocèle dont les bases sont 100 mètres et 40 mètres , et le côté 50 mètres. On demande
1° la surface de ce trapèze en hectares ; 2^ la surface du terrain
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triangulaire que ton obtiendrait en ajoutant à ce trapèze le triangle formé par le prolongement des côtés non parallèles.
Réponse. La surface du trapèze est 0^*,28 et celle du triangle un tiers d'hectare.
APPLICATIONS DES FORMULES QUI RENFERMENT
LE NOMBRE tu.
t&. Ces formules sont nombreuses et d'une application très-fréquente. Elles présentent une difficulté qui vient de ce que Ton ne peut employer que des valeurs approchées du nombre tu. Il faut donc choisir parmi ces valeurs pour la plus grande simplicité du calcul, et en vue d'une certaine approximation du résultat.
Valeurs de tu. -— et 3,1416 sont les valeurs qu'il faut
employer généralement dans les applications.
On peut employer ces valeurs ordinairement, et sans discussion préalable, même dans les calculs qui exigent une assez grande précision. Il est rare qu'elles ne fournissent pas dans la pratique une approximation suflBisante. C'est ce que nous allons montrer.
tu. Première valeur, tt = -=- ^^ ^ + 7 •
Cette valeur est trop grande ; Terreur relative est moindre
que ôTôT- C'est-à-dire qu'en employant — au lieu de n comme
multiplicateur ou comme diviseur, on commet une erreur moindre que la 2484»^'»^ partie du résultat. S'il s'agit d'une capacité par exemple, l'erreur est moindre qu'un litre tant que cette capacité est inférieure à 2484 litres ; sur la contenance d'une pièce de 230 à 240 litres , Terreur commise à propos de tc serait moindre qu'un décilitre. Cette approxi-
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mation sufSt dans beaucoup de cas; c'est pourquoi on prend
7c = Y dans un grand nombre d'applications vulgaires {*).
Correction du résultat. Mais cette valeur si commode de TU peut être employée beaucoup plus souvent qu'on ne le fait habituellement. En eflfet, quand rapproximation précédente ne suffit pas , on peut faire au résultat cette correction très-simple : on le diminue ou on t augmente des 0,0004 de sa valeur, suivant que ^Y^ a été employé comme multiplicateur ou comme diviseur. Le résultat corrigé est le nombre cherché avec une erreur moindre que la 388000**^ partie de sa valeur (**).
Cette approximation suffit dans la généralité des applications.
On peut donc prendre ir =— , m^me dans les calculs de précision,
ts. Seconde valeur. ir = 3,1416.
Cette valeur est trop grande, l'erreur relative est plus
petite que (***), c'est-à-dire qu'en employant 3,1416 au
L'erreur relative .' .■„^_ — est moindre que r-rrj-
(**) 0,0004 — 2^^^ ; 24g4 — 2500 "" 2484 X 2500 ~ 388125' Quand ir est multiplicateur, l'erreur en plus commise d'abord est plus grande que la 2500**"* partie ou les 0,0004 du résultat. On la diminue de ces 0,0004, il y a encore une erreur en plus moindre, d'après l'égalité précédente, que la 38S000'^* partie du nombre cherché.
L'erreur relative jj^^^^^ est moindre que ^j^.
(***) L'erreur commise en plus, avec ir = 3,14l6 pour multiplicateur, est plus
petite que — — —• ; en diminuant le résultat du quart du cent-miUième de 424000
DES VALEURS APPROCHÉES DE ic. 28
lieu de « pour multiplicateur ou pour diviseur, on commet une erreur moindre que la 424000^®"»® partie du résultat cherché. Cette approximation est généralement suffisante.
Correction. On peut d'ailleurs corriger très-simplement le résultat obtenu avec 3,1416. // svffi,t de le diminuer ou de r augmenter du quart du cent-millième de sa valeur , suivant qu'on a multiplié ou divisé par ce nombre. Le résultat corrigé est approché à moins de la 7000000^^°*® partie de sa valeur (**).
»o. Évaluation facile de l'erreur. Ayant employé — ou
3,1416 on peut, à la simple inspection du résultat y se faire une idée assez précise de l'approximation obtenue. Vçici ce qui résulte des considérations précédentes d'après le 2« principe fondamental de la théorie des erreurs relatives {Arithmétique).
Avec -n: = ^^ sans correction, l'erreur absolue est toujours moindre qu'un tiers de l'unité du 3* chiflFre du résultat, à partir du 1" chiflFre significatif à gauche; elle est moindre qu'une unité du 4® chiflfre quand les quatre premiers chiffres ne font pas 2484.
Avec tt = ^Vt ^^ ^^ correction, Terreur est toujours moindre qu'un tiers de l'unité du 5® chiflFre du résultat; elle est moindre qu'une unité du 6® chiflFre quand les six premiers chiflFres ne font pas 388000.
Avec tz = 3,1416 sans correction , l'erreur est toujours moindre qu'un quart de l'unité du 5® chiflFre ; elle est moindre qu'une unité du 6® chiflFre quand les six premiers chiflFres ne font pas 424000.
Avec tu = 3,1416 et la correction, l'erreur est toujours moindre qu'un septième de l'unité du 6® chiflFre; elle est moindre qu'une unité du 7* chiflFre quand les sept premiers chiflFres ne font pas 7000000.
«t. Conclusion. La 388000»^ partie ou la 7000000^^ partie du résultat est une quantité négligeable dans la géné-
sa valeur^ on a un nouveau résultat trop petit , mais l'errenr en moins est plus
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ralité des applications. On fera donc bien, en général, de
prendre it= —ou it = 3,1416, sans discussion préalable,
même dans les cas où l'approximation serait fixée d'avance. Le calcul terminé, on peut voir aisément, d'après ce que nous venons de dire, si l'approximation obtenue est suffisante. Souvent la correction ne sera pas nécessaire ; dans le cas contraire, on la fait très-simplement. Après la correction, on aura, en général, l'approximation voulue. Il s'agit ici de l'approximation qui suffit dans les applications usuelles, et non d'une approximation abstraite ou de fantaisie.
Dans les cas excessivement rares dans la pratique, où un résultat approché surpasserait 388000 ou 7000000 fois l'unité d'approximation, on serait quitte pour employer exceptionnellement une valeur plus approchée de tc.
»». Voici, à propos de tc, des nombres utiles à connaître, log7c=0,4971498; log ^ /c = 0,0200286 ; log 5 tu = 0,6220886
log ^ = \/T . 7199986 , log ^ TU = T, 8950898.
Quand on prend tt = 3,1416.
i7r = l,0472; ^7r = 0,5236; |ir = 4,1888; ^7c=0,7854.
«8. Emploi de - = 0,31830988619016,
Quand on emploie une valeur décimale de tc, il est souvent plus commode de multiplier par le quotient - évalué d'avance
en décimales, que de diviser par 3,1416. En prenant -=0,31831
(par excès) , on commet sur le résultat une erreur moindre que la 1500000»^»»« partie de sa valeur.
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Exemple. Voici un exemple où l'emploi de - est très-avantageux. Nous avons trouvé dans le Cours (page 250) , que le
rayon de la terre est égal à , et sa surface évaluée
en hectares à . Nous allons calculer ces valeurs à
moins d'une unité, en employant -et la multiplication abrégée.
Le rayon de la terre est 6366 kilomètres à moins d'un kilomètre, et sa surface 50929581790 hectares (à un hectare près).
Cette simplification du calcul par l'emploi de - (connu d'avance et de la multiplication abrégée est très-remarquable. On profite ainsi de ce que les nombres donnés sont terminés par des zéros ; il n'en serait pas de même si l'on divisait ces mêmes nombres par tu.
94. Remarque. Nous n'avons parlé que de l'erreur commise à propos de ir. Il y a souvent d'autres causes d'erreur ; mais on peut s'arranger de manière que ces autres erreurs aient lieu en sens contraire ; l'erreur finale est diminuée par compensation. (F. l'observation générale n** 33 bis,)
Nous passons maintenant aux applications. Nous emploie-
rons simultanément ti = -y et it = 3,1416 dans les trois ou
quatre premières questions , afin que le lecteur puisse comparer.
PROBLBMBS ÉLéMBNTAIRES SUR LA GIRGONPBRBNGB BT SUR
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95. Calculer la longueur d'une circonférence dont le rayon est 2°,567.
Formule : cire. R = 2R = 27rR X w.
RÈGLE. On multiplie le diamètre par -n:.
V On prend : 2° On prend :
3 fois 15,402 ^>^^^^
Vt 7334 (*) 16,1289744
403 (Correction.)
Correction : 6454 (**) 16,1289331
En prenant tc = 3,14159265 35, on trouve 16,1289366830690. Les 6 premiers chiflFres à gauche sont les mêmes dans les trois résultats. Ils sont donc exacts.
tB. Calculer Vaire Wun cercle dont le rayon est 2,567.
Formule : cercle R = itR^ = R2 x w.
RÈGLE. On multiplie le carré du rayon par le nombre ir.
(*) Quand le 7**"* ne s^obtient pas exactement, on prend un ou deux chiffres décimaux de plus. Au reste, l^erreur commise ainsi est une erreur en moins; le résultat devant être approché en plus, cette erreur particuUôre ne fait que diminuer celle du résultat.
(»*) Pour faire la correction, on multiplie par 4 en avançant le premier chiffre du produit de quatre rangs vers la droite, par rapport au premier chiffre mvUi' plié» Nous n^avons commencé la multiplication par 4 qu^au chiffire des ceo' tièmes; mais nous avons ajouté au produit la retenue du produit de 5 par 4.
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1** On prend : 2* On prend :
ir_ ^ =3+-
,3 fois 19,768467 1 9413555
^ 20,7098225 Correction : 82839 (*)
517563 [Correction.)
Avec ir= 3,1415926535, on trouve 20,7014902327190615. Les 5 premiers chifiFres sont communs aux trois résultats.
%^, La longueur d'une circonférence est 20", 476; trouver son diamètre ou son rayon.
cire. R = 2icR = it X 2R. Donc 2R = .
RÈGLE. On divise la longueur de la circonférence par le nombre w.
1" méthode.
On divise par — .
2606 (corr.)
2® méthode.
On divise par 3,1416.
3* méthode.
On multiplie par
ir
Les deux premiers résultats sont trop petits, le dernier trop grand. La valeur exacte commence par 6,5177.
{*) Nous avons commencé à multiplier par 4 au chiffre 9 , mais en ajoutant la retenue de 4 fois 8.
RÉSUMÉ. Ces applications confirment la règle que nous
avons énoncée d'avance.
TC = -r ou it = 3,1416, et -= 0,31831 sont les valeurs qu'il
faut généralement employer dans les applications,
t9. Avec -=- la correction peut ne pas être nécessaire (*) ;
d'ailleurs cette correction se fait très-aisément. On peut donc employer cette valeur si simple beaucoup plus souvent qu'on ne le fait.
D'un autre côté, 3,1416 a l'avantage d'être divisible par 3,
par 6 , par 4 et par 8 ; ce qui est commode quand il y a .t ic
ou;5«, ou^ w, ou 7 «(V. Ics uombres indiqués n* 22). De
plus , c'est une valeur décimale avec laquelle on peut appliquer la méthode de multiplication abrégée quand le nombre des chiflFres décimaux est trop grand.
Cette dernière considération milite aussi en faveur de
0,31831 employé pour - .
80. La surface d'un cercle étant 12"^9,4, trouver son rayon, cercle R=:«xR»; Ra = £!I£!«^ et R=l/cercleR
RÈGLE. On divise la surface donnée par w et on extrait la racine carrée du résultat.
(♦) Considérons par exemple le 1'' problème. Supposons qu'on demande le résultat à moins de 0™,01. Les quatre premiers chiffres ne font pas 2484; lo premier résultat est approché à moins de 0,01 et la correction n'est pas nécessaire.
Supposons qu'on demande le môme résultat à moins de 0,0001. Le nombre cherché étant plus grand que 2484 dix>millièmes, la correction est nécessaire.
Après la correction , l'erreur est moindre qu'une unité du 6* chiffre , c'est-àdire moindre que 0,0001 ; l'approximation est suffisante.
Tout ce que nous venons de dire s'applique au 2* problème.
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L*approximatloa est ordinairement indiquée ou on se la propose soi-même. Supposons que le résultat soit demandé à moins de O'^jOl.
Le quotient de 12,4 par 3,14 aunchififre
avant la virgule; il entera de même de sa racine carrée. Cette racine calculée jusqu'aux centièmes aura trois chiffres. Pour déterminer cette racine, à moins d'une unité de son troisième chiffre, il suffit de déterminer les trois premiers chiffres du quotient indiqué (qui commence par un 3) , d'ajouter 2 ou 3 zéros, et d'extraire la racine du nombre résultant (*). Nous calculerons pour plus de sûj^eté le quotient en question avec quatre chiffres et nous rejetterons le 4* (**}. V. la note.
3,14tS9
Remarque. Avec « = 3,1416 on trouve aussi 3,947. On trouve également 3,947 en multipliant 12,4 par 0,31831. La valeur exacte commence donc ainsi 3,947.
81. Trouver la longueur d'un arc de 47^ 28' 40" appartenant à une circonférence dont le rayon est 1",80.
n faut ici appliquer la formule a = cire. R X ô^ •
(*) Voyez la règle donnée en Arithmétique , au chapitre des erreurs relatives de la racine carrée. Nous recommandons cette règle dont Tapplication simplifie considérablement la résolution des questions inverses pour laquelle il faut extraire des racines carrées et des racines cubiques.
(♦♦) Lorsqu'on veut avoir un certain nombre de chiflfres exacts par une méthode qui ne donne le résultat qu^à moins d'une unité d'un ordre fixé , sans que les chiffres soient garantis tous exacts , on calcule un chiffre de plus qu'il n'en est demandé , et on efface le dernier chiffre une fois trouvé s^il est moindre que 9. Si c'était 9 , il faudrait on calculer encore un de plus.
Nous réduirons d'abord l'arc donné et 360» en secondes. 360* = 129600(r ; 47» 28'4(y = 17092(r,
oR_Q6 , 3,6X170920X.
En simplifiant on trouve
_ 17092 X ic ^~ 36000 • Supposons qu'on demande le résultat à moins de 0,01. On devisera 17092 par 36000 et on fera la multiplication abrégée du quotient par « = ^^/^ (avec la correction). Réponse, 1",49.
Zt. La longueur d'un arc de 38® 59' est 8'",47. Trouver le diamètre ou le rayon à moins de 0",01.
T^ 1 p 1 circ.Rxw® 2Rxn*X« Prenons la formule a = t^jçt^ = ^^7^7^ ;
on en déduit 2R =
nXiz
38® 59' = 2339'; 360® = 21600' ; op_ 8,47X21600 8^47X21600 1_ ^^- 2339X^ ^39 X^-^ '^^
1. Trouver l'aire d'un secteur dont l'arc est 53®19', sachant que le rayon du cercle est 2"84 {à moins de 0,01).
Nous emploierons la formule (12) ; sect. = 0^5 — ^.
53®19' = 3199'; 360® = 21600'; sect.=^^^5^^^^5^^.
Nous prendrons tt = ^ .
(2,84)2 _ 8,0656 ; 8,0656 X 3,199 = 25881,8544 ; 25801,8544 : 21600 = 1,1945 à 0,0001 près.
1,1945 X "A = 3,754148, et après la correction 3,752643.' Rép. Secteur = 3°»q, 752643.
88 bis. Observation générale, tt = — -, u =3,1416, i =
0,31831 étant des valeurs trop grandes, il en résulte qu'il n'y
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a pas généralement à s'occuper des erreurs en moins commises antérieurement, pourvu que ces erreurs considérées isolément, ne dépassent pas la limite d*approximation.
84. La surface d'un secteur est 4^^,29; Varc correspondant est 68® 49' 18"; trouver le rayon du cercle à moins de O^jOOl.
R2 X ic X n«
Prenons la formule : sect. =
donc R = |/^>2^X 1296000 1
Nous laissons ce calcul à faire au lecteur. R = 2",672. Le plus simple serait d'employer les logarithmes. La même remarque s'applique aux deux questions précédentes.
85. Étant données la corde ADB et la flèche DC d^un segment de cercle j trouver le rayon et l'aire du' segment, (Faites une figure.)
Prolongeons la flèche CD jusqu'à sa deuxième rencontre avec la circonférence en I et tirons AI. Le triangle AIC étant
rectangle, on a AD=DIxDC, d'où DI = ^^
DC
âd'
et 2R = DI + DC = ~g- + DC = -^+A
Telle est la formule qu'on peut traduire ainsi :
RÈGLE. Pour avoir le diamètre d'un cercle, on divise le carré de la demi-corde par la flèche et l'on ajoute le diviseur au quotient.
Pour obtenir Taire d'un segment , on évalue l'aire du secteur OACB , celle du triangle isocèle AOB ; puis on retranche la seconde aire de la première. Nous avons ce qu'il faut pour calculer l'aire du triangle (OD = R — /*) . Mais pour trouver l'aire du secteur, il nous faut connaître le nombre de degrés de l'arc ACB. On peut pour cela employer ce moyen pratique. Ayant joint l'extrémité A de l'arc à l'extrémité G de la flèche , on mesure avec le rapporteur l'angle CAB , et on multi»
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plie le nombre de degrés de cet angle par 4. Le résultat est le nombre de degrés de l'arc ACB. (En effet, l'angle inscrit
CAB a pour mesure ô ^^ = 4 -^^B.)
La corde et la flèche étant données , on peut trouver plus exactement par la trigonométrie le nombre des degrés de l'arc et le rayon , en résolvant le triangle ACD , puis le triangle AOD.
se. Application. La corde d'un segment de cercle est 127'^, 4S\ la flèche 5°,4, l'arc 19" 22^12^ (*) ; calculer l'aire de ce segment à un mètre carré près,
Formules. 2R = — ^ 1- f\ secteur =iîR^ ^ ^6Ô^'
Triangle = |^c(R — /}
2R = iÊ|M! -L 5,4 = 757,768 ; R = 378«,884.
Secteur = (378,884)2 x ^^^^^ X ^.
On fait le carré du rayon ; on divise d'un autre côté 69732 par 1296 , et on recule la virgule du quotient de trois rangs vers la gauche. Cela fait , on multiplie le carré du rayon par le quotient par la méthode abrégée. Enfin, on multiplie ce dernier produit par tu.
L'aire du segment devant être trouvée à moins d'un mètre carré, 6n cherche l'aire du secteur et celle du triangle avec cette approximation.
L'aire du secteur est 24165 mètres carrés , celle du triangle 23806 mètres carrés; d'où il résulte que celle du segment est 359 mètres carrés, à une unité près.
{*) Vun de ces trois nombres donnés résulte des deux autres. On ne peut pas les prendre tous les trois arbitrairement ; nous avons calculé Pangle.
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QUBSTIOHS DSDBLLBS.
■ï. MESuEA-aE DE LA UABGBLLE d'un PUITS. Ce tuesurage peut avoir un double objet déterminer le prix de construction et le prix des matériaux (d'après le volume de la maçonnerie ou de la pierre).
Règle. Pour obtenir le volume de la margelle dun puits, on mesure avec un ruban métrique la circonférence intérieure, puis la circonférence extérieure. On ajoute les deux résultats et on en prend la moitié. On multiplie cette circonférence moyenne par l'épaisseur de la margelle, et le produit par sa hauteur. Ce dernier produit est le produit demandé.
Autre méthode. On obtient le diamètre de la circonférence moyenne en mettant une règle métrique depuis un point du bord intérieur jusqu'au point diamétralement opposé du bord extérienr. On multiplie la distance de ces deux points par n, ce qui donne la circonférence moyenne. Puis on multiplie le résultat par l'épaisseur de la margelle et le nouveau produit par sa hauteur. Ce dernier produit est le volume cherché.
DéMONSTRATioN, Le moyen que nous indiquons est parfaitement exact. En effet, le volume en question est la différence de deux cylindres ayant pour bases le cercle extérieur it. R' et le cercle intérieur it. r'. Le volume total est («. R' — 11. H} X H (H désignant la hauteur),
V=7:X {R^-r») xH=ii {R+r)(R-r)xH=2ir. 5^X
(R — f ) X H. Or 5t (R + r) est précisément la circonférence moyenne; R — r est l'épaisseur de la margelle, et H sa hauteur. Notre première règle est démontrée,
R 4- r est la distance d'un point du bord intérieur au point diamétralement opposé du bord extérieur. Notre seconde méthode est donc justifiée.
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Appucattok. Les dimensions d'une margelle de puits sont : diamètre moyen, l^.ÔO; épaisseur, 0",28; hauiew, 0",72. rnwver son volume.
1,60 X "/i {avec correction) = 5,026 ; 5,026 x 0,28, x 0,72 = 1,0132416. Réponse. Le volume est I^SOIS.
S4. Mesurage d'une tour eonde. Le volume de la maçonnerie et des matériaux qui composent une tour ronde se détermine précisément par la méthode précédente. Il n'y a pas un mot à changer à la règle.
Application. Le rayon intériew d'mu tour ronde est l',16; l'épaisseur, 0",15; la hauteur, SS'.TQ. Trouver le volume de la maçonnerie. Réponse. 4'",4Ô7.
S8. MeSURAQB d'une OAROOmLLE ou RIGOLE BN PIEKSE DE
TAILLE. Ce mesurage peut avoir pour objet de cuber la pierre et d'en mesurer la superficie (pour payer le tailleur de pierres).
La pierre taillée a la forme d un paralléhpipède rectangle diminué de la rigole qui a la forme d'un demi-cylindre.
RÈOLE. On mesure deux dimensions de la pierre à une extrémité (la largeur et la hauteur], et on les multiplie l'une par l'autre. On mesure le diamètre du demi-cercle au même bout, et on s'en sert pour calculer la surface de ce demicercle (la moitié de - nD^ ou - mD' V On retranche le second
produit du premier, et on multiplie le reste par la longueur de la pierre. Le produit est le volume de la pierre.
DÉMONSTRATION. Volume du parallélipipède: largeur X hauteur X longueur. Id. du - cylindre : - ( - nD* \ x longueur.
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Différence (largeur x hauteur ~ - :tD") x longueur.
Application. Largeur, O^iSO; hauteur, 0°,18; largeur, 1°',20. Diamètre du vide, 0°',24. Trouver le volume. Rép. 0°",022350.
Pour connaître la surface taillée, en supposant qu'il s'agisse des deux extrémités, des deux côtés, du dessus, etde la cavité du demi-cylindre, on mesure le contour àl'une des extrémités, depuis le sommet de l'un des angles inférieurs en remontant jusqu'au sommet de l'autre angle inférieur, en parcourant en chemin la demi circonférence. On multiplie lé résultat par la longueur de la pierre ou de la rigole, et on a toute la surface taillée moins celle des deux extrémités. On complète en mesurant ces dernières dont chacune est un rectangle moins le demi cercle que 1 on connaît.
•• Mesure d une borne. Ce mesurage peut avoir pour but de cuber la pierre ouvrée et d'évaluer la surface polie (pour payer le tailleur de pierres). Une borne se compose de deux parties distinctes qu'on appelle le fût et le dé. La première, destinée à rester en évidence, est taillée avec soin; la seconde, destinée àsupporter la première et à être enfouie, reste ordinairement à peu près bmte. Il y a des flits de toutes les formes et de toutes les dimensions. Beaucoup ont la forme d'un simple tronc de cône ; d'autres, celles d'un tronc de cône surmonté d'un segment de sphère. Nous ne nous occuperons que des bornes de ce genre {les bornes rondes).
Supposons d'abord un simple tronc de cône à surface supérieure plane.
On mesure la circonférence inférieure du fût, sa circonférence supérieure et sa hauteur. Cela fait, on peut calculer les deux rayons et obtenir le volume en appliquant la formule (25) .
Mais il vaut mieux, sans calculer les rayons, appliquer immédiatement cette formule.
1 X, r/circ. R\* , /cire. r\* , cire. R cire, ri ...
Quant au dé, qui est un parallélipipède plus ou moins régulier, on obtient son volume en faisant le produit de ses trois dimensions mesurées à partir d*un de ses sommets.
On obtient la surface du fût en mesurant sa longueur dans le sens de sa surface (l'arête du tronc de cône) ; puis on multiplie cette longueur par la circonférence moyenne.
Quand la partie supérieure du fût a la forme d*un segment de sphère, on calcule séparément le volume et la surface du tronc de cône; puis le volume et la surface du segment de sphère à Taide des formules (29) et (33). Il n'y a pour cela à mesurer en plus que la hauteur de ce segment. On connait la demi-circonférence et le demi-cercle de base.
La surface supérieure du dé est égale au produit de ses deux dimensions diminué de la base inférieure du fût. Il faut ajouter cette surface à celle du fût, pour avoir la surface polie totale.
Il est d'ailleurs [facile de mesurer la surface latérale du dé si on en a besoin.
Application. Les dimensions d'une borne ronde sont : cire, en bas du fût 0"^,945; cire, sous le segment de sphère 0",80; hauteur du fût 0'^,45 ; hauteur du dé 0'^,24 ; hauteur du segment de sphère 0",05. Le dé est un parallélipipède à base carrée. Trouver le volume de cette base et celui de la surface polie au-dessus du dé.
Réponse. Volume du fût : 0»%029133; id. du dé, 0"*%021716; volume de la borne, 0"S050849.
Surface du fût, 0°»?,4331, surface supérieure du dé (circonscrite au fût), 0°»<ï,0194; surface polie totale, 0'°*?,4525.
Nous recommandons cet exercice au lecteur.
AO. Mesures de capacité. Il est bon de pouvoir vérifier soimême l'exactitude des mesures en usage; cette vérification est très-facile pour les mesures de capacité. La loi veut que
(*) On remplace dans la formule 25 , tcR^ par (^/s cire. R}^ : %.
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ces mesures soient cylindriques, et construites suivant ces prescriptions : pour les mesures en bois, destinées à mesurer les grains, graines et les matières sèches, le diamètre intérieur doit être égal à la hauteur intérieure ou profondeur, tandis que pour les mesures en étain, en zinc, ou en fer-blanc, destinées aux liquides, la hauteur à V intérieur est double du diamètre. Connaissant les dimensions précises de ces mesures, on peut aisément les mesurer avec une tringle ou avec un bâton. Voici les dimensions de quelques mesures très-usitées :
MBSURBS
PROFONDEUR
Litre en étain
Demi-litre
Quart de litre
Litre (en bois)
Double décalitre (en bois) . . .
Hectolitre (en bois)
On ne peut guère faire usage dans la pratique que des trois ou quatre premières décimales ; alors on force au besoin la dernière.
Pour calculer ces mesures, nous avons pris provisoirement le décimètre pour unité, parce que le litre équivaut à un décimètre cube. Si Ton appelle x le diamètre intérieur de Tune des
mesures, sa profondeur est Zx ou x, et le volume 5 lo^ , ou
-J«r3; d'où les égalités suivantes pour déterminer les dia-
mètres des mesures indiquées dans Tordre du tableau précédent : 1** les 3 premières ; 2® les 3 dernières.
p i7ra;3=l; i7ra;'3=0,5; |iia/'5=:0,25; 2*» v7ca:»=l; 7 «0)^3=20; \i;x^^—\Q^.
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Noua avona employé les logaritiimeB.
41. C!ûNTENANCE DBS FUTS, {barrijves, tonneaux, lonnelels, barils).
Les fûts peuvent être plus ou moins bien confectionnés; la courbure des douves peut être plus ou moins régulière. Cette . courbure est presque tou-
1 jours parabolique. On a
— ^ d'abord déterminé la règle à suivre pour avoir la contenance d'un fût dans cette
; puis on a modifié un peu cette règle d'après l'expérience, c'està-dire d'après un grand nombre de mesures vérifiées par le dépotage des liquides. Nous allons expliquer comment on mesure la contenance d'un fût quelconque, d après ce qui se fatt à f octroi de. Paris.
On appelle hauteur ou diamètre du bouge le plus grand diamètre du fût qui correspond habituellement au centre de la bonde.
On appelle ^'afito la partie saillante qui à chaque bout du fût prend depuis le fond jusqu a 1 extrémité des douves Cela posé VOICI la marche a suivre
On détermine d abord le diamètre moyen des fonds Pour cela on mesure le diamètre de chaque fond a 1 intérieur des jables dans 1 endroit le plus large {"V la fig ) On additionne les deux résultats, et on prend la moitié de la somme cette moyenne est ce qaon appelle les fonds réduits
On prend ensuite la hauteur et le diamètre du bouge en introduisant le mètre par la bonde. Sionne peut pas ouvrir
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le fût , on peut obtenir le plus grand diamètre horizontal au moyen du mètre posé horizontalement et de niveau sur le tonneau , et du fil à plomb employé comme Tindique la seconde figure.
Il reste encore à trouver la longueur intérieure.
Elle est égale à la longueur extérieure d'une extrémité à l'autre , moins la profondeur des jables et l'épaisseur des fonds.
La longueur extérieure se mesure aisément. On mesure la profondeur des jables à Taide d'un double décimètre ou d'un instrument spécial appelé médiate (indiqué sur la figure).
L'épaisseur du bois se prend à la bonde , ou bien pour plus d'exactitude , à l'aide d'un petit crochet introduit par un trou de foret pratiqué au milieu du fond.
Les dimensions prises ainsi , on applique cette formule :
dans laquelle d représente le diamètre moyen des fonds, D le diamètre du bouge, et / la longueur intérieure.
On remplace 0,56 par 0,60 pour les fûts de 300* et audessus (*).
Nous pourrions indiquer d'autres formules usitées; nous croyons devoir nous borner à celle-ci qui, d'après de nombreuses expériences , donne les résultats les plus exacts.
APPLICATION
Mesures.
V fond : 0^462 | - a^ ^^a •+« a Aa^
2« fond: 0, 460 r^^^""^^^*"- ' ' ' ^'^«^
hauteur du bouge 0,563
longueur extérieure 0,884
profondeur des jables 0,032
épaisseur des fonds 0,010
(*) Si la courbure des douves était rigoureusement parabolique, il faudrait
multiplier D •— d par - ou 0,67 ; c'est môme ce qui a été prescrit dans une
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D = 0,683; d = 0,461; /= 0,884 — 0,004x2— 0,020x 2 := 0,800. On prend it =: '*/, et oq applique la formule. Le fût contient 168 litres 6 décilitres.
Emploi des jauges. Prendre les mesures comme nous l'avons expliqué . puis appliquer les formules, n'est ni bien long ni bien difficile. Cependant c'est encore trop long pour des jaugeurs qui ont beaucoup à faire , comme ceux de l'octroi de Paris. Ces jaugeurs se servent d'instruments nommés ^oujei jauges (bâtons parsemés de points métalliques], à l'aide desquels ils déterminent sans calcul le nombre des litres contenus dans un fftt. La graduation de ces jauges est assez compliquée, afin qu'elles puissent servir pour les fûts de toutes provenances , et il faut de l'étude et de l'exercice pour s'en bien servir. Comme l'usage n'en est pas répandu, nous avons cru utile de faire connaître ce qui précède.
A*. CoNTBNANOB d'uh BROC. Les marchands de vîn se
servent de brocs dont les douves ont une courbure plus prononcée que celle des tonneaux. On en mesure la contenance de la même manière que celle des fiits, mais en
employant ^ ou 0,67 au lieu du
nombre 0,56 ou 0,60 indiqué dans la formula précédente.
RÈGLE. Pour déterminer la contenance d'un broc, on détermine le diamètre mténeur du fond et celui de l'ouverture; on leB additionne eton prend lamoitiédelasomrae; cette moitié est le diamètre moyen des extrémités. On calcule le plus grand
Inalruclioa oDciells da l'an VU; mail L'expérience a montré que : élaJttrop fort, eu égard & la courbure réelle de» douvM oïdlnalres.
QUESTIONS USUBLUB. i\
diamètre dn ventre, d'après sa circonférence que l'on mesure avec une Scelle métrique. On retranche de ce diamètre deux fois l'épaisseur du bois pour avoir le grand diamètre intérieur. On retranche de celui-ci le diamètre moyen des
fonds ; on ajoute les 5 ou les 0,67 do la différence à ce même
diamètre des fonds. Ce dernier résultat est le diamètre du broc converti en un cylindre parfait de même longueur. En conséquence, ayant mesuré la profondeur h du broc, on applique la formule V — V4 « * [d -\- 0,67 (D — rf)] dans laquelle D et (/ désignent le grand diamètre ou le diamètre moyen des extrémités.
Application. Diamètre du fond, 0",24; diamètre du col, 0",10; circonférence du ventre, 1 mètre; hauteur, 0°^,^; épaisleur du bois, O^.Oll. Calculer la contenance.
On procède exactement comme nous venons de le faire pour un tonneau (n" 41). Réponse. 14 litres 2 décilitres.
AS. CîoNTBNANCE D*uNE CUVE. La forme est celle d'un tronc de cône. Il faut donc appliquer la formule (13).
V =^7txHx{R» + r» + Rxr).
Il faut connaître le diamètre intérieur de la cuve au fond et en haut, ainsi que la profondeur ou hauteur intérieure.
On détermine les diamètres en mesurant la circonférence de la cuve en haut, puis en bas, et en divisant les longueurs trouvées
par — . On retranche de chaque
diamètre deux fois l'épaisseur du
bois, puis on prend la moitié de
chaque reste, ce qui donne enfin
R et r. On mesure la profondeur, et on a tout ce qu'il faut
pour calculer la contenance demandée.
On peut aussi employer la formule du n" 39.
Mestjkagb d'on sac db charbon db bois. Le charbon de
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bois se vend souvent par sacs contenant deux hectolitres ou une voie. Ces sacs n'étant pas d'une grandeur régulière, il est bon de pouvoir déterminer leur contenance sans avoir besoin de les mesurer à l'hectolitre; car ce mode de mesurage, outre l'embarras et la malpropreté, a l'inconvénient d'être long et de détériorer le charbon en le brisant.
RÈGLE. Considérant le sac plein comme un cylindre, on mesure la circonférence au milieu à l'aide d'un ruban métrique; de la circonférence on déduit la surface du cercle (page 153). Enfin, on multiplie cette dernière par la hauteur du sac. Le bas du sac n'étant pas cylindrique, on compense ce défaut en diminuant la hauteur de quatre centimètres.
CONTENANCE DES FOSSES, DES CITERNES ET DBS CAVES
44* Pour mesurer la contenance d'une fosse, d'une citerne ou d'une cave dont les parois planes s'élèvent perpendiculairement au sol, il suffit de mesurer la base d'après une de nos formules ou de nos règles, et de multiplier sa surface par la hauteur ou profondeur.
Mais ce cas, le plus facile, est aussi le plus rare. Le plus souvent les réservoirs souterrains sont voûtés et leurs voûtes affectent des formes diverses. On mesure alors, non pas la surface du sol, mais celle du mur vertical qui borne la cave ou la citerne à l'une des extrémités. On opère d'ailleurs suivant la forme de la courbe que présente la voûte. Nous allons montrer par quelques exemples la marche à suivre généralement.
1®' Exemple. La voûte d'une citerne ou d'une fosse se continue jusqu'au sol; la surface du mur vertical à chaque extrémité est un demi-cercle.
Le volume à mesurer est un demi- cylindre horizontal qui a
pour base le demi-cercle et pour hau- ^*->s. teur la longueur de la citerne, c'est-à-
>v dire la distance des deux murs ver- \ ticaux. Ce volume se calcule par la
' formule ^ ic R^ x H. Le fond de la
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citerne est rectangulaire : on mesure sa largeur qui est 2R et sa longueur qui est la longueur H du demi-cylindre.
2« Exemple. La voûte d'une cave ou d'une dterne ne continue pas jusqu'au sol; elle s'appuie sur deux murs verticaux rectangulaires {qu'on appelle pans droits) ; la surface du mur vertical de chaque extrémité se compose d'un segment de cercle ACBE et aurdessous d'un rectangle ABB'A'.
On mesure la flèche CE de l'arc et la hauteur DE des pans
droits; puis, sur le sol qui est rectangulaire, la largeur et la longueur de la cave. La largeur AB est à la fois la corde de Tare et la base du rectangle.
Si la corde AB est le double ^de la flèche, le segment ABC est un demicercle. Le volume à mesurer est alors composé d'un demi-cylindre horizontal qui a pour base le demi-cercle, et d'un parallélipipède rectangle qui a pour base le rectangle ABA'B'. Tous deux ont pour hauteur la longueur de la cave ou citerne. On calcule donc la surface du demicercle égale à ^ tzQW, et celle du rectangle égale à ABxDE.
On additionne ces deux surfaces et on multiplie la somme par la longueur de la cave ou citerne.
Quand la corde de l'arc est plus grande que le double de la
flèche (V. la fig.) la surface circulaire n'est plus un demi-cercle; c'est un segment de cercle proprement dit. Il faut employer la formule du segment (segment = secteur — triangle). Il est plus simple d'évaluer le secteur par la formule : secteur = arc x - R; car on
peut mesurer l'arc sur la voûte à l'aide d'un ruban métrique bien tendu. A cela près, les mesures à prendre sont les mêmes que dans le cas précédent. Le volume cherché, composé d'une portion de cylindre et d'un parallélipipède rectangle, est égal
à la somme du segment et du rectangle inférieur multipliée par la longueur de la cave.
!'• Remarque. Dans le premier cas (demi-cercle et rectangle), on peut simplifier le calcul. En efifet, 57cR^ = 2'fRx 2R=
T 7c X CE X AB, Taire du rectangle est AB x DE; la somme
-wXCE + DE)xAB. Si l'on prend it=^;7«: = ^=-+ 4 / 7 4 28 2
2 + le 7* du quart. De là cette méthode : on prend la moitié
de la flèche CE, puis le quart, puis le septième du quart; sous ces trois parties écrites pour l'addition, on met la hauteur DE ; on additionne le tout, et on multiplie la somme par la base commune BA du segment et du rectangle. Enfin, on multiplie ce dernier produit par la longueur de la cave.
2* Remarque. Dans le cas du segment de cercle, on a besoin du rayon du cercle pour calculer le secteur et le triangle. On peut trouver ce rayon sans calcul en se servant d'une tringle à laquelle un talon est appliqué perpendiculairement. On applique successivement ce talon sur la voûte aux deux extrémités de l'arc de cercle (V. la dernière fig.), et chaque fois on trace une droite sur le mur le long de la tringle. Les deux droites menées vont concourir en un point qui est évidemment le centre du cercle; CE est le rayon. Ayant mesuré ce rayon, on en retranche la longueur
de la flèche pour avoir la hauteur du triangle à évaluer avec
le secteur.
APPLICATIONS
1®' CAS. La courbe de la voûte sur une demi-circonférence.
Dimensions de la citerne.
Largeur AB == 6™,52
Longueur = 10"',80
Hauteur des pans droits .... DE = 5'",60
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Opépations.
CE=|aB= 3,26 6:52^
1 1 fto 1Ô322
le ?• du j 0,116 ^g ^^^
l ^E = 2,561 574,664976 DE= 5,60
La capacité de la citerne est 574"**,665.
2* CAS. La courbe de la voûte est un arc de cercle moindre que la demi-circonférence (dernière figure).
Dimensions.
Largeur JK = 4"^,80
Longueur = 7 ,20
Hauteur des pans droits. ... FJ = 3 ,80
Flèche IH = 1 ,40
Rayon EC = 2 ,76
Arc = 6 ,20
Opérations.
Secteur = are X s R- Triangle = ^ larg' X (R — flèche).
Segment. — Secteur. — Triangle.
En appliquant ces formules , on trouve que le segment = 5°>q,292; le rectangle 18'"<i,24; total 23'"q,532, et enfin la contenance de la citerne (23,532 X 7,20)»« = 169~«,340.
8^ Exemple. La surface du mur vertical à chaque extrémité se compose d'une demUellipse et d'un rectangle.
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Le volume à mesurer se compose d'un demi-cylindre droit
et d'un parallélipipède rectangle. On mesure sur le sol la longueur de la cave, la largeur AB et la hauteur CD (du milieu de la largeur au sommet de l'arc).
On mesure de même la hauteur DE qui est celle des pans droits; CD — DE est le petit axe de l'ellipse par la formule TU X a X 6, puis celle du rectangle. On additionne et on multiplie la somme par la longueur de la cave ou citerne.
Remarquons ici que tu x AB X CE + AB X DE = (tuCE + DE) X AB. De là une simplification : on prend 3 fois CE, Vt de CE , on écrit au-dessous DE ; puis on additionne les trois nombres , pour multiplier la somme par AB..
5® Exemple. La surface du mur vertical de chaque extrémité se compose d'un demi-cercle et d'un trapèze dont les deux côtés descendants sont inclinés au sol, comme l'indique la figure. (C'est à peu près la coupe ordinaire des égouts.)
F Les pans droits à la suite de la voûte sont des
rectangles faisant un angle obtus avec le sol. Le
/il \ ^B volume à mesurer est une portion de cylindre et
un prisme droit. On mesure le trapèze et le demicercle, et on multiplie leur somme par la longueur de la cave ou citerne prise sur le sol. On voit aisément les mesures à prendre. Il peut arriver que la surface du fond soit formée de deux plans inclinés (V. la fig.); alors, au lieu d'un trapèze, on en mesure deux, BDPE, ACPE.
6® Exemple. La surface verticale d'un mur à chaque exf rémité se compose d'un demi-cercle ou d'un segment de cercle et d'un
quadrilatère^ ADBC.
La voûte s'appuie d'un côté sur un pan droit rectangulaire dont la hauteur est AD, de l'autre sur un mur incliné au sol qui a aussi la forme d'un rectangle , ayant pour dimensions BC et la longueur de la cave.
Le volume à mesurer se compose toujours d'une portion de cylindre et d'un prisme droit dont les bases sont le qua-
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drilatère ADBC et son opposé de l'autre mur vertical.
La hauteur commune du prisme et du cylindre est la longueur de la cave.
Il faut calculer la surface du quadrilatère ADBC (décomposé en deux triangles), celle du demi-cercle ou segment, ajouter, et multiplier la somme par la longueur de la cave.
Les longueurs à mesurer sont celles indiquées sur la figure pour le quadrilatère, la longueur de la cave (sur le sol), et enfin le diamètre CA dans le cas du demi-cercle. Dans le cas du segment, il faut mesurer la flèche IH, la corde CA, Tare CHA et le rayon CG.
45. Nous nous bornerons à ces exemples. Nous ne pouvons pas prévoir ici toutes les formes qu'afiectent les voûtes; cela nous mènerait trop loin, et d'ailleurs nous ne pouvons pas sortir de la géométrie ordinaire.
Nous avons supposé les terrains droits, les murs unis, les lignes régulières. Dans la pratique on ne rencontre pas toujours cette régularité. Quelquefois les murs sont concaves ou bombés, accidentés de cavités ou de pierres qui débordent; il y a des angles arrondis. Nous ne pouvons prévoir théoriquement ces accidents de terrains ou ces vices de construction ; c'est à l'opérateur à y avoir égard en compensant ses mesures autant que possible, en forçant ou en diminuant, suivant le cas, de manière à approcher le plus possible de l'exactitude.
Il peut y avoir dans les fosses, caves ou citernes, des piliers ou colonnes d'appui qui occupent une partie de l'espace intérieur et dont les volumes doivent être par conséquent déduits de la capacité trouvée en les négligeant d'abord. On mesure les volumes de ces piliers ou colonnes suivant leur forme, en décomposant leurs volumes au besoin.
Il peut y avoir aussi des planchers inclinés, des vides extérieurs à déduire de la capacité à mesurer; on les évalue suivant leur forme et on les retranche.
APPLICATION DB LA PHYSIQUE; QUESTIONS D^BXAIIBN
\. Problème. Trouver le poids d^une colonne en fonte dont le diamètre est 0°,5Ô8 , et la hauteur 0",739 la ; densité est 7»,207.
Formule :P = V.D = 7cRaxHxD=RaxHxDxi:.
Réponse. 1350^^ à moins d'an kilogramme.
Le nombre des chiflFres décimaux devenant trop grand après la deuxième multiplication , nous avons employé la multiplication abrégée que nous avons faite de manière à avoir le produit à moins de 0,1. Puis nous avons employé -k = ^^/^ , sans faire la correction , puisque le poids cherché est moindre que 2484 kilog.
Ce calcul se fait simplement par logarithmes ; nous Tavons vérifié ainsi.
AV. Trouver à un gramme près le poids du mercure à 0* que peut contenir un ballon sphérique de 40«"* de diamètre intérieur. La densité du mercure est 13,59.
Le poids P = |icR3xD = 203x 13,59 x | w.
Nous prenons pour unité le gramme et le centimètre.
R3 = 8000. P = 8000 X 13,59 x Va ^ = 455406,336 à une unité près. Le poids demandé est 455,40592 = 455^^,406.
Nous retranchons un gramme pour compenser l'erreur commise en prenant tc = 3,1416. (Le résultat surpasse 424000 grammes.
Nous avons vérifié en faisant le calcul par logarithmes.
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49. Trouver à moins d'un centimètre le rayon d'une'sphère de plomb qui pèse 527 kilogrammes. La densité est 11,35. •
Nous prendrons pour unités le centimètre et le gramme ^ égard à l'unité d'approximation.
Formule: P = VxD = 57tR3xD;d'oùR = 4/-—4--
P = 527000 grammes ; D = 11 ,35. Nous prendrons 7c= 3,1416.
Calcul par logarithmes. Il y a une racine cubique à extraire ; le plus simple est d'employer les logarithmes.
^=\/ il,35x|ir= K iTî
,35X4,1888 , r> _ log' 527000 ■;- (log. ^,35+log. 4,188»)
lOg. XV — - ^
log. 527000 = 5,7218106 log. Il, 35 = 1,0549959
1,6770845 log. 4,188=0,6220886
log. R = 1,3482420 R = 22,297.
Réponse. R = 22 centimètres (à 1 centim. près}.
411. Un creuset en forme de tronc de cône, qui ç, pour diamètre inférieur 0™,04, pour diamètre supérieur 0™,07, et pour hauteur 0'*,10, contient du métal en fusion dont la face supérieure a Qi^Si^ de diamètre. On coule ce métal dans un moule sphérique qu'il remplit exactement. Trouver le rayon de ce moule.
Pour nous débarrass^er des décimales , nous prendi^ns pour unité le centimètre. Les dimensions données sont dans cette hypothèse 4, 7, 10 et 6.
R= 3,5; r = 2 ; R' = 3. Le volume occupé par le liquide est le tronc de cône ab A'B' dont nous connaissons les diamètres et les rayons , mais dont il faut trouver la hauteur tT. Menons iD parallèle à 6B.
tT rc
Les triangles semblables tlD, «TC, donnent -:|=j7t. Or,
tl=10;rC=R' — r = 3— 2 = 1;ID = R— r=3,5 — 2 =
^K A r 1 X 10 100 20 1,5; donc •r= -^^ = — =^.
Le volume du liquide est donc
J^xÇ(3^ + 2^ + 3x2)=:|7cxÇxl9.
Si nous appelons x le rayon cherché de la sphère , nous aurons.
i,xfxl9 = *-fî;d'où§=19xa.».
et enfin, a?=l/^.
On extrait cette racine cubique avec l'approximation que l'on veut.
ftO. Le mercure qui remplit un tube capillaire de 0"^,411 de longueur pèse 2^,8; calculer le diamè/re de ce tube à moins de 0",00001. La densité du mercure est 13,596.
P=VxD=-7r.a;^HxD; le diamètre a?—" /DxHx^.,
Nous prendrons pour unités le gramme et le centimètre; H = 41,1. Il faut trouver x à moins de 0,001.
V 13,596X4l,lX7c 1000 V 13,1
,596X41,1 Xic* Le plus simple est de calculer x par logarithmes.
Calcul par logarithmes.
Log. 11200000 = 7,0492180 log. 13,596 = 1,1334112
3,2444039 log. 41,1 =1,6138418
3,8048141 log. 3,1416 =0,4971509
Le log. du radical est 1 ,9024070 ; 3,2444039
sa valeur est 79,874.
PROBLÈMES PROPOSÉS AUX EXAMBNS
R = 0,001 de 79,874 = 0,079884.
Réponse, x = 0*"*,079 à 0,001 de centimètre près.
' 5t. Nous avons résolu assez de problèmes pour que le lecteur soit édifié sur la marche à suivre en général dans les questions du même genre. Nous compléterons notre travail en indiquant un assez grand nombre de problèmes proposés aux examens du baccalauréat dont nous donnons les solutions vérifiées avec le plus grand soin. Nous appelons l'attention du lecteur sur les simplifications indiquées.
EXERCICES
PROBLÈMES A RESOUDRE
« 1. Trouver la hauteur d'an cylindre qui contient 400 hectolitres et dont le rayon de base est 0",8. Réponse. 19"",894.
On prend pour unités le litre et le décimètre.
2. On plonge dans un liquide à 0"* un cylindre de fer dont le rayon est 0",05 et la hauteur 0'",2. Ce cylindre pèse dans le liquide 9*«; la densité du fer est 7,788. Quelle est la densité du liquide? Réponse. 2,058.
Le poids du cylindre dans l'air est 12'^«,233; il perd donc dans le liquide 3'^,233. n perdrait dans l'eau 1^«,570796. ^^
>^3. Le rayon intérieur d'une tour ronde est 1",15; son épaisseur 0",15, et le volume de la maçonnerie 44'"%4677. Trouver sa hauteur. Réponse. 38",515.
(Le volume est la diiTérence de deux cylindres dont les rayons sont 1,3 et 1,15
nous avons employé - =0,31831.)
Remarque. L'équation de ce problème est 44,4677 = ic X [(1,30)* — (1,15)^].
On doit ici remplacer la différence des carrés par le produit de la somme des deux nombres par leur différence. On simpUfie souvent ainsi les problèmes de ce genre.
4. La densité de Targent est 10,47; celle de Tor 19,26. On veut recouvrir d'or à une épaisseur de 0,0002 un fil cylindrique en argent de 0*^,0015 de diamètre, pesant 3», 2875. Trouver le poids de l'or à employer.
Soient œ la longueur du fil et y le poids cherché. Les unités sont le gramme et le centimètre.
i ica;(0,I5)2 X 10,47 = 3,2875.
j iîa5[(0,n)2 - (0,15)»] 19,26 = 1/.
$t JMilGATlOlfS DB LA GÉOMÉTRn.
|.ica5[(0,17 + 0,15) (0,17 -0,15)]19,26 = y.
- 1CX X 0,0064 X 19,26 = y.
Or < 3,2875 ^._ 32878X0,0064X 1926
^' 4^=(0,15)txl0,47 ^^"^^ î^= 225X1047
Nou8.jremarquon8 que 32875 et 225 sont diTisiblee par 28; de même 1926 et 328 sont divisibles par 9; car 9 X 28 = 225; ^donc 1318X0,0064X214
Réponse, 1«,7201.
Nous avons résolu ce problème à cause des simplifications que nons voulons faire remarquer. Par exemple, nous n'avons pas calculé x à part; nous avons pris sa valeur pom* la substituer, et n s'est trouvé éliminé.
V5. Un Ttte cylindrique en métal a 31'" de hauteur et 50'" de diamètre intérieur. Ses parois ont 1'" d'épaisseur, et leur densité est 7; trouver le poids en grammes. Réponse. 17213 grammes.
jwX 31X(512— 50»)X7=aî ou | ic X 31 (51 + 50) (51— 50) X 7 =x,
ou 0,7854X31X101X7=0?. •
(Nous avons pris tc = 3,1416, et fait la multiplication abrégée). Trouver en centimètres la hauteur de la partie du vase qui serait immergée si on le plongeait dans Teau. Réponse 8'",7668.
i 11.35.508 = |-ic.3lX 101X7 ou aî.2500= 31X101X7.
^6. Le diamètre intérieur d'un vase cylindrique est0",175; il est posé sur on plan horizontal par son fond circulaire; on y verse 21^ de mercure dont la densité est 13,59; on demande la hauteur du mercure. Réponse, 0",0642.
7. Trouver le diamètre dMn fil de platine pesant 28 granmies par mètre de longueur, la densité du platine passé à la filière étant 21,04.
Réponse. 0",01301. (Nous avons pris tc = 3,1416.) Ce calcul peut se faire simplement par logarithmes.
8. Un litre est en zinc dont la densité est 7,19; sa hauteur est double du diamètre de la base; Tépaisseur du métal est O^'jOOS. On demande son poids.
On connaît le volume intérieur du litre qui est 1000 centimètres cubes; en
déterminant le volume du cylindre plein, on aura le volume réel du zinc en
retranchant le vide du plein. Nous savons d*ailleurs que le diamètre intérieur x du
t litre donné par Téquation ^nx^=: 1000 est 8'",60254 (p. 37). Le diamètre total
du plein, x + i = 9— ,60254; la hauteur totale, 2x + 0,6 = 17,70508. Le
volume total est donc jn x (9,60254)» X 17,70508. En évaluant ce volume
par logarithmes on trouve 1283''"%21. En retranchant 1000, on trouve pour le volume du zinc, 282'"%21. Le poids est 282,21 X7,19. En effectuant, on trouve 2029»^ ou 2"«,029, à un gramme près.
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9» Un vase cylindrique a 0'",25 de rayon. On y verse 30^« de mercure dont la densité est 13,59, puis 490<^ d'alcool dont la densité est 0,79. On demande la hauteur de la colonne liquide.
Réponse, Hauteur du mercure, O^^Oll ; hauteur de l'alcool, O^jOCS. Total, 0",014.
10. Un vase cylindrique, dont le diamètre est 0^,315, a été rempli d'eau. Giaq jours après il faut verser 4^^,220 pour compenser l'ôvaporation. On demande la hauteur de la colonne évaporée.
Réponse. O'",05549. (Nous avons pris le dm et le Kg pour unités, et 7c= 3,141&.)
11. Trouver la hauteur d'nn cylindre de laiton, sachant que son poids est 50^», la circonférence de sa base O^jôSO, el la densité 8,44. Réponse 8",1762.
12. Un gramme de mercure occupe à 0" une longueur de 0'*,137 dans un tube capillaire; la densité du mercure est 13,596. Trouver le diamètre intérieur du tube. Réponse. 0»,0008268.
13. La hauteur d'un cône droit est 20"; son volume 387"". Déterminer par un plan parallèle à sa base un cône partiel dont le volume soit 95*". On demande l'arête du cône partiel.
14. L'arête d'un cône circulaire droit est 30"»,4S; la hauteur 25'",55.*Galculerpar logarithmes la surface latérale et le volume du cône.
Le rayon étant trouvé, on applique les formules qui sont logarithmiques.
Réponse, Le volume est 287'"%350. La surface est 1584""»,63.
15. Étant donné un cône dont la hauteur est 6" et le rayon de base 4", on le coui>e par un plan parallèle à la base, à 2" de distance du sommet. On demande la surface latérale et le volume du tronc de cône.
Réponse. Sa surface latérale est 80'"i,66 ; le volume 96'"%807. (Nous avons
employé — avec la correction.)
16. La hauteur d*un cône est 10*", le rayon de sa base 5". On demande à
quelle distance de la base il faut mener un plan parallèle pour que le volume du tronc de cône soit 20"".
V = Vs Tzy (52 + œs + 5a5) =: 20.
w AO y 10
-^ = — , ou — 2 — r= —
OK GO' 5 — œ 5
ou ,_J— rri^ = 2; i/ = 2 (5 - x);
^ V=? 11(58 —a;8) =20; 53-.a;8==: ?2j a;3=53_19. B 3 TC w
aî = 4,«6; i/ = î(5-a;)=2x0,14=:0-,28.
Réponse. O^jîS. (Nous avons pris ir = 3,1416.)
17. Un liquide, dont la densité est 1,82, remplit un vase ayant intérieurement la forme d'un tronc de cône dont la hauteur est 0",20 el les rayons des deux bases 0",2 et 0",V5. Déterminer le volume et le poids de ce liquide.
FormuUs. !• V = j « X 2 [2« -f (1,5)^ -f 2 X 1,5] ; 2- P = V X, 1,82,
les unités étant le Dm et le Kg Réponse. 19S373; poids 35^<^,259.
18. La surface cPun secteur circulaire est 3"',18 ; son angle au centre 54*18'; on demande, à moins de 0",(K)1 le rayon de la base d*un cône circulaire droit dont ce secteur est le développement de la surface latérale sur un plan,
18 bis. On trace un arc concentrique à celui du secteur précédent avec un rayon moitié moindre. La partie inférieure du secteur est le développement delà surface latérale d^un tronc de cône. On demande le volume de ce tronc à O^'^OOl près.
19. Le vide intérieur d^un vase conique a 0"';6 de hauteur, pour diamètre à l'ouverture 0'",4, et au fond 0'',3; le vase contient jusqu'au bord de la poudre destinée à remplir des obus dont le diamètre est 0'",10. Combien pourra-tron remplir d'obus?
Si Ton prend pour unité le décimètre, tous les nombres deviennent entiers.
Vol. du vase : - ir X 6 (2« + (1,5)» + 2 X 1,5); vol. d'un obus : - ic.
icX 6X 9,25 =\izx; x=2 X 6 X
On voit ici un nouvel exemple de l'avantage quUl y a à formuler les opérations de chaque problème avant de les effectuer.
19. bis. On demande la densité de la matière qui compose une sphère de 0*,29 de rayon, pesant 56l'^«,731.
Réponse, 0'»,85825. (Unités : le décimètre et le kilogramme, ic = 3,1416; mulplication et division abrégées.) diy^' ^^ 20. Un boulet de fonte pèse 12*^»; la densité est 7,35. Trouver le rayon de ce boulet et le poids de l'or nécessaire pour former tout autour une couche d'or de 0",0006 d'épaisseur; la densité de l'or fondu est 19,26.
Réponse, Le rayon est 0'°,073047; il faut 781«,15 d'or. (Nous avons feit en grande partie le calcul par logarithmes, tz = 3,1416.) * J 21. Faire avec du taffetas verni, qui pèse 250» le mq , un ballon qui contienne
904"'%78 de gaz hydrogène. On demande le poids du taffetas employé.
Il faut calculer la surface de la sphère en mètres carrés.
1 7cR3 = 904,78; d'où R = 1 X?21lî^
vol. sphère ou 904,78 = surf. sph. X r R ;
d'où surf. sph. = — ~ . (2)
On détermine log. R d'après la première formule. Puis, sans chercher le nombre correspondant, on se sert de ce logarithme pour trouver la surface d'après la seconde formule.
Réponse, La surface du ballon est 452'"*i,39, et le poids du taffetas 113^,097
PROBLÈMES PROPOSÉS AUX EXAMENS
^» 22. Un morceau de cuivre de forme cubique, pesant l'^*,75, est posé sur un tour et réduit à une sphère dont le diamètre est égal aux trois quarts du côté du cube; la densité du cuivre est 8,85 : on demande le poids de la tournure du cuivre. Réponse. 1363«,437.
Soit c le côlé du cube; lès unités sont le centimètre et le gramme.
NouB avons pris n = 3,1416.
23. Combien pèse à 0" et sous la pression de 0",T6 l'hydrogène contenu dans un ballon sphérique dont la surface est 10'°% La densité de T hydrogène est 0,0692
par rapport à celle de Tair, qui est elle-même — par rapport à celle de Teau Réponse, 267^3.
— , etc. (Nous avons employé - et la multiplication abrégée. ) 9ir it
U n^est pas nécessaire, comme on le voit, do calculer R pour obtenir le volume. "* 24. On demande le rayon de la base d'un cône de 0",3 de hauteur équivalant
à une sphère dont le diamètre est O^jG. Réponse, 0",6. vJT 25. Calculer la pression atmosphérique exercée sur une sphère de l'",25 de rayon quand le baromètre marque 0"',76.
Formule, œ = 4ît(12,5)2 x 7,6 X 13,596.
Réponse, 202887 kilogrammes; {n = 3,1416).
26. Un vase cylindrique vertical, dont le fond est un cercle horizontal de 0",05 de rayon intérieur, contient de l'eau à 4" pesant 4^«. On y plonge une boule sphérique de 0%03 de rayon, et il arrive que Teau monte exactement au bord du vase. Quelle est la hauteur de celui-ci? Réponse. 2"',0947.
27. Partager par un plan la surface d*une sphère en deux parties qui aient pour moyenne géométrique le triple du cercle qui les sépare.
27 bis. Théorème (à démontrer). Si la hauteur d'un tronc de cône est égale à quatre fois la différence des rayons des bases, son volume est égal à la différence des volumes de deux sphères qui auraient ces rayons.
28. Dans un cercle dont le rayon OH est égal à 1 mètre, on prend le milieu B
jl d'un quadrant AH; par le point B on mène BG paral-
lèle à Oà; on joint BA et CA. On demande d'évaluer, à un centimètre cube près, le volume engendré par le triangle ABC tournant autour de AO. {Tracez BI perpendiculaire sur AO.)
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BG == - v^2. Le volume ÀBG est égal à vol. BGOI + vol. BÀI — vol. ACO.
Réponse. V = 740481»'.
29. Étant données une ciro. et deux perpendiculaires aux extrémités d^un dia-
E mètre, on propose de lui mener une tangente telle que le
volume engendré par le trapèze ainsi formé, tournant autour du diamètre, soit équivalent à une sphère donnée. \1* Soient OB = R le rayon de la sphère donnée, BG = oc, , J AD = v.
GE = BC = œ; DB =: DA = y.
Les équations du problème sont
2a3 (as -j. t/)2 — a?i/ = — et a; X y = R«.
30. Les décimes actuels pèsent 10^ et sont composés d'un alliage de 0,95 de cuivre 0,4 d^étain, et 0,1 de zinc. La densité du cuivre est 8,85 ; celle de l'étain, 7,29; celle du zinc, 6,86. Combien faudrait-il de ces pièces pour fournir le métal nécessaire à la fabrication d'un boulet sphérique dont le diamètre est 0",35 à 0*? ,
Le volume d^un décime est r'"%142893; et le nombre de pièces demandé est 57266. (Nous avons pris n = 3,1 416).
NOTIONS PRÉLIMINAIRES
±. Symétrie. Nous aurons souvent à parler de pot»/^ «ym^triques. Rappelons-nous ces définitions :
1® Deux points sont dits symétriques par rapport à une droite quand ils sont situés sur une perpendiculaire à cette droite , à égale distance de cette ligne.
2* Deux points sont dits symétriques par rapport à un point quand ils sont en ligne droite avec ce point , à égale distance de ce point.
W. On dit qu'une courbe est plane quand elle a tous ses points dans le même plan. Dans le cas contraire, on dit qu'elle est gauche ou à double courbure.
S. Axes. On appelle axe d'une courbe plane une droite par rapport à laquelle tous les points de la courbe sont symétriques deux à deux,
n résulte de cette définition que les deux parties dans lesquelles l'axe divise la courbe coïncident point à point quand on fait faire à l'une d'elles une rotation de 180*» autour de cette droite. Cette propriété peut servir à définir les axes.
Sommets. Les points de rencontre d'un axe et de la courbe s'appellent sommets.
4. Centre. On appelle centre d'une courbe un point par rapport auquel tous les points de la courbe sont symétriques deux à deux; c'est-à-dire que tous les points de la courbe sont deux à deux les extrémités d'une corde dont le centre est le milieu.
(*) Ce chapitre a ses numéros d'ordre spéciaux. Les nombres ainsi indiqués, (n" 19), renvoient à un numéro du chapitre; celui-ci (109), renvoie à un numéro du Cours.
5. Diamètres. On appelle diamètre d'une courbe une droite qui divise en deux parties égales toutes les cordes parallèles à une certaine direction. Cette direction est dite conjuguée de celle du diamètre.
On appelle diamètres conjugués deux diamètres dont chacun est parallèle aux cordes que l'autre divise en parties égales.
Tous les diamètres d'une courbe à centre passent évidemment par le centre.
Un diamètre perpendiculaire aux cordes qu'il divise en deux parties égales est un axe de la courbe, et réciproquement.
•. Tangentes. On appelle tangente à une courbe la limite
des positions que prend une sécante MM' qui se meut de manière que deux points d'intersection M, M', se rapprochent indéfiniment juqu'à se confondre en un seul. Le point unique M s'appelle alors point de .contact (Fig. 1.) (position MT).
On appelle normale la perpendiculaire MN menée à une tangente au point de contact.
9. Une courbe est dite convexe quand elle ne peut pas être rencontrée par une droite en plus de deux points.
Quand les deux points de rencontre se confondent en un seul, la droite, devenue tangente, n'a qu'un point de commim avec la courbe. La courbe est tout entière d^un même côté de la tangente. On définit quelquefois les courbes convexes par cette propriété.
On démontre aisément à priori , en se fondant sur la définition de chaque courbe, qu'une ellipse^ ou une hyperbole y ou une parabole y ne peut être rencontrée par une droite en plus de deux points. Ces trois courbes sont donc convexes (*).
S. Coordonnées. On détermine souvent la position d'un point M d'un plan par ses distances MP> MQ à deux droites
(*) Résolvez, d'après la définition de chaque courbe, Pexercice 18, page 77; id. 18, page 90; id. 6 , page 90. (Voyez les exercices 106, 97 , et 95, liv. ffl du cours.)
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nX
rectangulaires YOY', XOX' tracées dans
ce plan (fig. 3). La perpendiculaire
MP à XOX', ou la ligne égale OQ mesu-
^ rée sur YY', s'appelle ordinairement
V ordonnée du point M ; la perpendiculaire
'y ' MQ à YOY' , ou la ligne égale OP mesu-
(Fig- 3. rée sur XX' s'appelle l'abscisse. MP et
MQ, ou OQ et OP, s'appellent ensemble les coordonnées du
point M. Les droites YOY', XOX' s'appellent les axes des
coordonnées.
On donne aux coordonnées les signes + et — pour distinguer les points du plan compris dans les quatre angles YOX, YOX', Y'OX, Y'OX'.
L ELUPSE.
•. On appelle ellipse une courbe plane telle que la somme des distances de chacun de ses points à deux points fixes ,
situés dans son plan, est constante.
Les deux points fixes s'appellent foyers. Soit, par exemple, l'ellipse ABA'B' dont les foyers sont F et __U F' (fig. 4). La somme FM + F'M est la même, quel que soit le point M sur la courbe.
Les droites FM, F' M qui joignent un point M de l'ellipse aux foyers s'appellent les rayons vecteurs de ce point.
La somme constante, MF + MF', est ordinairement représentée par 2a, et la distance FF' des foyers (la distance focale) par 2e. Le triangle FMF' donne MF-f MF' > FF ' ou 2a > 2c.
tm. Tracés de l'ellipse. On peut aisément tracer une ellipse quand on connaît la somme constante , 2a , des rayons vecteurs et les foyers F et F'.
(Fig. 4.)
COMPLEMENT DE LA QÉOMéTRIE.
Tracé continu (flg. 4). On attache aux foyers F et F' un fil d*une longueur égale à 2a. Puis on tend le fil avec une pointe à tracer (crayon ou tire-ligne) qu'on fait mouvoir dans le plan, successivement au-dessus et au-dessous de FF', en maintenant le fil tendu, jusqu'à ce qu'on soit revenu au point de départ. La courbe ainsi décrite est une ellipse, puisque, pour chacun de ses points M, FM-|-F'M = 2a. Cette construction montre que l'ellipse est une courbe limitée et fermée.
Trace par points (fig. 5). On trace FF' dont on détermine le milieu et on prend à droite et à gauche les longueurs
OA, OA' égales à a. Cela fait, on emploie comme il suit une série de points 0, w, m, ...F, suffisamment rapprochés , pris sur OF.
A On décrit, de chacun des foyers F et F' comme centre , avec mA pour rayon, deux arcs de cercle situés l'un au-dessus, l'autre au-dessous de AA' (voyez la flg.). On décrit de même, avec mA' pour rayon, quatre arcs de cercle qui rencon-
(Fig. 5.)
trent les premiers en M, M', M", M'". Ces quatre points appartiennent à l'ellipse ; en efiet, pour le point M , par exemple on a FM -|- FM' = mA + mA' = AA' = 2a (*). En employant de même le point w, on a quatre autres points N, N', N", N"' de l'ellipse. Ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on ait obtenu des points assez rapprochés qu'on joint par un trait continu (**).
{*) En opérant comme nous l'indiquons , on ne change , pour chaque point ainsi employé, que deux fois d'ouverture de compas au lieu de quatre,
{**) VERIFICATION. Il existe pour chaque courbe usuelle des méthodes set^ vant à construire des tangentes à cette courbe indépendamment de son tracé, qui s^appliquent quand ce tracé n'existe pas encore. On construit d*ayance, en employant ces méthodes, des tangentes qui touchent la courbe en des points déjà trouvés, ou qu'on trouve en construisant les tangentes. Ces tangentes guident le tracé continu de la courbe ou servent à vérifier et à corriger ce tracé effectué sans elles.
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Remarques, Poup chaque point m, pris entre et F, on a mA. + mA'= AA.'>FF'. D'unautrecôté, mA.'=a-f-Om, eta = twA-f Om; par suite mAJ = m A + 20m , et mAf — m A = 20m < 20F ou FF'. Par conséquent, les arcs de cercle décrits de F' et de F comme centres, avec mA' et mA comme rayons, se coupent au-dessus et au-dessous de AA'. Quand on emploie ainsi le point O, les rayons OA, OA', étant égaux , les arcs décrits se coupent en B et en B' sur la perpendiculaire BB' élevée au milieu de FF'. Enfin, pour le poîht F, la difiPérence des rayons FA' — FA = FF'; les arcs décrits se touchent en A et en A' qui sont des points de Tellipse {*).
1 1 . Centre. Vellipse a pour centre le milieu de la ligne des foyers.
Pour le démontrer v considérons un point quelconque M de
l'ellipse (fig. 6). Tirons MO et prolongeons cette droite d'une longueur égale OM'. Le point M', symétrique du point M par rapport au point (n* 1)', est un point de l'ellipse. En effet, traçons les droites FM, F'M, FM', F'M'. Le quadrilatère FMF'M' ainsi formé est un parallélogramme, puisque le ^ ^^* '' point est le milieu des diago-
nales FF', MM'. On a donc F'M = FM' et FM=:F'M'; par suite FM' + F'M' = F'M -f FM = 2a. Le point M' est donc sur l'ellipse. M et M' sont d'ailleurs deux points quelconques de l'ellipse. Tous les points de l'ellipse sont donc deux à deux symétriques par rapport au point 0; ce point est donc le centre de la courbe (n° 4) .
!•. Axes. L ellipse a pour axes la ligne FF' des foyers et la perpendiculaire BB' m£née au milieu de FF'.
10 Fp' (fig. 7j. Eq effet, abaissons d'un point quelconque
{*) Il n'y a pas lieu d'employer ainsi ni des points analogues pris sur OF' ni des points pris à droite de F ou à gauche de F'. Dans le premier cas, on retrouverait symétriquement les points de Tellipse déjà obtenus ; dans le 2* cas, on tracerait des arcs qui ne se rencontreraient pas, 20m étant alors > 20F = FF'.
Ji
M de Tellipse une perpendicalaire MP sur FF' et prolonjçeons-la d'une longueur égale PM'. Le point . M', symétrique du point M par rapport à FF' (n*» 1) est un point de l'ellipse. En efiFet , d'après la construction, FM = FM' et F'M = F'M'. Par suite FM'+F'M'=FM+ (Fig- T') F'M=2a ; le point M' est donc sur
l'ellipse. FF' est un axe de la courbe.
2? BB'. Traçons les cordes MOM'", M'OM" et les droites MM'', M"M"' et M"'M'. A cause de OM = OM' les cordes M'OM", MOM'" sont égales, et le quadrilatère MM"M"'M' est un rectangle. La droite POP perpendiculaire à MM' et à M"M"' est parallèle à MM" et à M'M'". D'ailleurs OP = OP' ; BB' perpendiculaire au milieu de POP' est perpendiculaire aux miUeux de MM" et de M'M'" ; MQ=QM" et M'Q'=Q'M'". BB' est donc un 2* axe de l'ellipse.
L'ellipse a donc deux axes rectangulaires FF', BB', passant par le centre, et quatre sommets A, A', B , B' (*).
tS. Longueurs des axes. Traçons F'B et FB (fig. 8). On a F'B = FB et FB = a puisque F'B -I- FB =2a. L'axe BOB' |A est représenté ordinairement par 26. On a OB < FB ou ô < a.
L'axe AA' = 2a est le grand axej et BB' = 2b le petit axe de l'ellipse. Le triangle OBF (Fig- 8.) donne b^ -{- c^ = a^. (1) .
14. Excentricité. Le rapport - s'appelle l'excentricité de l'ellipse. Ce rapport est toujours plus petit que 1. Quand c
(*) Il résulte de notre démonstralioD que si une courbe à centre a un axe teL que FF', elle en a nécessairement un autre tel que BB'.
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dimiaue par rapport à a et tend vers 0, rexcentricité d)miniie; h augmente d'après Tëgalité (1) et à la limite devient égal à a. L'ellipse s'arrondit et finit par devenir un cercle. Quand c augmente par rapport à a, l'excentricité augmente ; b diminue et tend vers ; l'ellipse s'aplatit et tend à se confondre avec son grand axe (*).
t ft. Théorème. Pour tout point C [extérieur à V ellipse (fig. 9) ),
on a CF' + CF > 2a, et pour tout point antérieur, C'F'-|-C'F < 2a.
En effet, 1« la droite F'C rencontre l'ellipse en M; menons MF. On a CF + CM > MF, et en ajoutant des deux parts MF', CF + CM + MF' > MF + MF', ou CF+ CP > 2a. 2« La droite F'C prolongée rencontre l'ellipse en M; menons MF. On a FC (Fig. 9.) ^ Q,^ + MF, et en ajoutant
CF', C'F+C'F' < CM + MF' +F'C' ou CF+C'F' < MF + MF' = 2a.
L'ellipse est le lieu des points M de son plan tels que MF -f- MF' = 2a.
TANGENTE ET NORMALE
Théorème. Une tangente à Vellipse fait des angles égaux avec les rayons vecteurs du point de contact. Elle divise en deux parties égales l'angle formé par un rayon vecteur et le prolongement de l'autre.
{*) Les orbites des planètes principales sont des ellipses dont les excentricités sont très-petites ; chacune de ces orbites est donc à peu près circulaire. Voici ces excentricités diaprés M. Paye :
Mercure, 0,20562; Vénus, 0,00682; La Terre, 0,016T8; Mars, 0,09325; Jupiter, 0,04822; Saturne, 0,05603; Uranus, 0,04660; Neptune^ 0,009.
Pour le démontrer, considérons une sécante quelconque MM'
(fig. 10). Menons une perpendiculaire FE sur MM' et prolongeons FE d'une longueur égale Ef. Menons F Y qui rencontre M'M en D ; puis menons DF, Df, M'F, M Y, M'F'. On a F'Df ou DF' + Df < M' F' + Wf; d'où résulte à cause de Bf = DF et Wf = M'F, DF' (Fig. 10) -f DF < M'F' + MT = 2a. Le
point D est donc intérieur à l'ellipse (n° 15) et par suite situé entre M et M'. On a d'ailleurs EDF = EDf= CDF'. On a constamment ces égalités pour toutes les positions que prend MM' se mouvant pour devenir tangente. A la limite,
quand cette droite est devenue tangente (fig. 11) , les trois points M, D, M' étant confondus en un seul, M, on a encore EMF == EM/*=TMF'. CeQ. F. D.
Normale. La normaley ML
(fig. \\) est la bissectrice de V angle
(Pig- **•) des rayons vecteurs du point de
contact. En efiet, les angles FML, F 'ML, compléments des
angles égaux TMF, T'MF' sont égaux.
!•. Tout point G d'une tangente^ autre que le point de contact, est extérieur à l'ellipse (fig. 11).
En efi'et, menons CA CF et CF', on a C^-f CF' > F'M/= MF' -|- M/' ; ce qui revient à cause de C/*= CF et M/ = MF à CF -I- CF' > MF' + MF=2a. Le point C est donc extérieur à l'ellipse {u?7). L'ellipse est donc une courbe convexe (n**15).
Remarques utiles pour les applications (flg. H
La droite (F'f) qui joint un des foyers au point symétrique de Vautre par rapport à une tangente qiÀelconque (MT) est égale à 2a , et passe au point de contact.
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La tangente MT, éiani perpendiculaire au milieu de Ff, on a pour chacun de ses points TF = Tf; MF = Uf (*).
Gerclb directeur. On appelle cerclé directeur d'une
ellipse un cercle qui a pour centre \ Tun des foyers et 2a pour rayon.
Ex. cercle F'f, fig. 12 (**).
Le cercle directeur qui a pour centre le foyer F' est le lieu du point symétrique de l'autre foyer F par rapport à une tangente quelconque (n« 19).
(Fig. 12.)
Cercle principal. On appelle cercle principal d'une ellipse le cercle qui a pour centre le centre de l'ellipse et a pour rayon.
Ex. cercle OA (fig. 12).
Le cercle principal d'une ellipse est le lieu de la projection, E , de l'un ou t autre foyer sur une tangente quelconque.
En effet , menons OE. Le point étant le milieu de FF' et E le milieu de F/", la droite OE est parallèle à F'/", et de plus, 0E = V2 F7 = a. Le point E est donc sur cercle OA.
21. Les tangentes aux sommets A, A', B, B' sont perpendiculaires aux axes AA', BB^. Cela résulte de ce qui vient d'être dit.
Autrement : la perpendiculaire au sommet A, par ex., est la limite des positions que prend la corde MM', qui joint deux points symétriques, en se déplaçant parallèlement à eUe-même; les deux points M, M' qui se rapprochent continuellement, se confondent en un seul au point A.
Zit. Problème. Mener une tangente à une ellipse par un point VL donné sur la courbe (fig. 13).
On mène les rayons vecteurs F' M, FM; on prolonge F' M d'une longueur MH = MF; on mène FH et on abaisse de
(^) On résout aisément, en se fondant sur ces remarques, les trois problème énoncés n"» 22, 23, 24.
(**) Le mot cercle est employé ici pour circonférence.
(Fig. 13.)
M une perpendiculaire MI sur FH. MI est la tangente cherchée. En efiFet, dans le triangle isocèle FMH , MI perpendiculaire à la base est bissectrice de Tangle FMH et par suite tangente à Tellipse en M (n® 16).
On peut aussi tracer simplement un arc du cercle principal (cercle OA) qui rencontre FH en I et mener MI (n« 20).
••• Problème. Mener une tangente à la courbe par un point donné extérieur T.
On décrit une circonférence du foyer F' le plus éloigné deT comme centre avec 2a pour rayon ; puis une circonférence du point T comme centre avec TF pour rayon. Les deux circonférences se coupent en H et en H'. On mène FH et on abaisse de T une perpendiculaire TI sur FH. TI est la tangente demandée et son point de rencontre M avec F'H prolongée est le point de contact. En efiFet, puisque TF = TH, TI est perpendiculaire au milieu de FH et MH=MF. Par suite F 'M+ MH = F'M + MF = 2a; le point M est sur Tellipse et TJdl bissectrice de Tangle FMH est une tangente à la courbe au point M (*).
On obtient une deuxième tangente issue du point T en menant FH' et F' H' et abaissant de T une perpendiculaire TI
{*) Solution analytique. On raisonne ainsi diaprés le n" 19 : Si on connaissait le point H symétrique du foyer F par rapport à la tangente cherchée, on obUendrait cette tangente en abaissant de T une perpendiculaire sur FH. Or le point H est situé sur le cercle directeur décrit de F' comme centre avec 2a pour rayon (n** 20) ; il est aussi situé sur une circonférence décrite de T comme centre avec TF pour rayon (n« 19). On décrit donc ces deux circonférences qui se coupent en H et en H'; on joint FH et on abaisse la perpendiculaire TI sur FH, et TI' sur FH'.
On est conduit à la construction du n** 22 par le même raisonnement appliqué au point donné M.
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sur FH', qui rencontre F'H' au point de contact M'. {Tracez ces lignes.) Le problème proposé a donc deux solutions (*).
94. Problème. Mener à t ellipse une tangente parallèle à une droite donnée DE (flg. 14).
On abaisse du foyer F une perpendiculaire FK à DE. Cette droite, perpendiculaire à la tangente cherchée, contient le point symétrique de F par rapport à cette tangente. Ce point symétrique est d'ailleurs situé sur le cercle directeur décrit de F' comme centre avec 2a pour rayon. On décrit ce cercle qui coupe FK en deux points H et H'.
On élève une perpendiculaire TI au milieu de FH et une perpendiculaire TT au milieu de F' H', qui rencontrent
(Fig. 14.)
F'H et F'H' aux points de contact M et M' (n^ 19). Le problème proposé a donc deux solutions (**).
(*) Les circonférences décrites se coupent. En effet, les centres étant F' et T et les rayons, 2a et TF, les conditions à remplir sont celles-ci : TF' < 2a -f TF, et TF'> TF — 2a ou TF' > 2a — TF. Or, on a par hypothèse TF' > TF, et à fortiori TF'>TF — 2a. Le point T étant extérieur à l'ellipse, on a TF' + TF > 2a et par suite TF' > 2a -— TF. Enfin, le triangle FF'T donne TF' < TF + FF'; d'où à fortiori, TF' < TF + 2a.
(♦*) Les méthodes employées pour résoudre les trois problèmes précédents sont indépendantes du tracé de Pellipse ; eUes s'appliquent alors môme que ce tracé n'a pas eu lieu. On peut donc les employer pour construire des tangentes utiles pour aider au tracé de l*ellipse par points, ou pour vérifier et corriger ce tracé déjà effectué.
Sft COMPLÉMENT DB LA GËOHËTRIB.
Vtt. Théorème. La projection d'm cercle tur un ptan obtigae au sien ett une ellipse.
Il suffit de démontrer que la projection d'im cercle sur un plan oblique quelconque passant par son centre est unç ellipse, puisque cette projection est la même sur tous les plans obliques parallèles qui font le même angle avec le plan du cercle.
c Considérons donc (fig. 15) un
cercle ACA'C et sa projection ABA'B' sur un plan oblique qui passe par le diamètre AOA'. Il s'agit de prouver que ABA'B' est une ellipse. Pour cela, menons par le centre et par un point quelconque L du cercle deux plans perpendiculaires à AOA'. Ces deux plans parallèles rencontrent le plan du cercle suivant les parallèles OC, PL, et le plan de projection, auquels ils sont perpendiculaires, suivant les parallèles OB, PM. Menons des perpendiculaires CB, LM sur OB et sur PM ; CB et LM sont perpendiculaires sur le plan de projection (205) et leurs pieds B et M , projections de C et de L, sont des points de la courbe ABA'B',
Prenons sur AA' les longueurs OF, OF' égales à CB et menons les droites LF, LF', MF, MF' et le rayon LO prolongé jusqu'en L' sur le cercle. Menons L'F, L'F' et FK perpendiculaire à LL'.
Les deux triangles COB, LPM qui ont les côtés parallèles, CO_CB ,.
LP ~ LM ^ rectangles OLP, OFK qui ont l'angle aigu commun sont
semblables et donnent ™ == ==ç (2) LO étant égal
à CO, les premiers rapports des égalités (1) et (2) sont égaux, et par suite les seconds. Comme d'ailleurs OF = CB par construction, LM ^ FK. Les deux triangles rectangles
{Fig. IS.)
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LFM» LFK qui ont l'hypoténuse LF commune et les côtés égaux LM , FK , sont égaux ; donc MF =: LK.
D'un autre côté, le quadrilatère LFL'F' est un parallélogramme; par suite UF = LF'. Les deux triangles rectangles LMF', L'FK, qui ont les hypoténuses LF', L'F égales, et les côtés LM, FK égaux, sont égaux; donc MF' = L'K. Finalement MF -f MF' = LK -f KL' = LL' = AA'. M est un point quelconque de la courbe ABA'B'; cette courbe est donc une ellipse dont les foyers sont F etF\ et les axes AOA' = 2a et BOB' = 26. Notre proposition est donc démontrée.
«•. Remarque. Dans le triangle COB, nous avons relativement à l'ellipse ABA'B', CO = a, OB = 6, CB = OF = c; COB est d'ailleurs l'angle du plan du cercle et du plan de projection. Nous tirons là cette conséquence :
Une ellipse quelconqtie est la projection d'un cercle dont le dia~ mètre est 2a et dont le plan fait avec celui de l'ellipse un angle égal à V angle opposé à a dans le triangle rectangle qui a pour côtés a, b, c.
«*. Remarque. Imaginons que le cercle ABA'B' (flg. 15),
tournant autour de AA' comme axe, se rabatte sur le plan de projection. Après le rabattement, le cercle et l'ellipse auront les situations indiquées sur la âg. 16. OC etOB perpendiculaires à l'axe AA' coïncident en direction ; de même MP et LP. Le cercle rabattu ABA'B' n'est autre que le cercle principal de V ellipse (n° 20).
(Fig. 16.) OC et OB, MP et LP s'appellent
les ordonnées de l'ellipse et du cercle; les lignes telles que
MQ, OP, s'appellent des abscisses.
••. Théorème. Les ordonnées correspondantes de l'ellipse et du cercle principal sont entre elles dans un rapport constant qui est celui du petit axe de r ellipse au grand.
En effet, les triangles semblables COB, LMP (fig. 15) donnent :
MP _OB_b LP "" OC "" a
Décrivons (fig. 16) un cercle ayant pour diamètre le petit axe BOB' de l'ellipse ; traçons MQ parallèle à AA' et le rayon OL qui rencontre MQ en E. Les triangles semblables LOP, LEM donnent
OE
d ou - = ttt
a LO
Comme LO = a, OE = b. Les triangles semblables LOP, OQE donnent
OP ou MQ _ OL EQ "
OE
Les abscisses correspondantes de l'ellipse et du cercle qui a 2b pour diamètre sont dans le rapport constant de a à 6.
28 bis. D'après la fig. 16, ie cercle OG ei le cercle 06 qui ont 2a et 26 pour diamètres peuvent servir à construire Vellipse par points.
On mène le rayon OL de Pun qui rencontre l'autre en E. On abaisse LP perpendiculaire sur Oâ. et £Q sur OB ; le point de rencontre M de ces deux parpendiculaires est un point de l'ellipse. H n^y a qu*à répéter cette construction en menant d^autres rayons du grand cercle.
99. Théorème. les tangentes à F ellipse et au cercle principal dont les points de contact ont la même abscisse rencontrent le grand axe au même point (fig. 17).
Considérons les sécantes D'D, M'M du cercle et de l'ellipse dont les points d'interjection correspondants D' et M', D et M, ont les mêmes abscisses OP' et OP. On sait
M'F b MP Ti i que p_ = - = _. Il ré-
suite de là, d'après un théorème connu (Ex. 3, page 91), que les sécantes D'D, M'M ront rencontrer l'axe au môme point T.
(Fig. 17.)
ELLIPSB.
Cela est vrai quelque rapprochés que soient les points D' et D d'une part, M' et M de Tautre. C'est encore vrai quand les sécantes sont devenues tangentes.
On déduit de là un moyen très-simple de mener une tangente à l'ellipse par un point M donné sur la courbe. (Résolvez ce problème).
AiRB DB L'ELLIPSB.
SO. Laire de l'ellipse est égale à -k multiplié par le produit des demiraxes. S =: w.a.6.
En efiFet, imaginons qu'on ait divisé le grand axe AA' en un
très-grand nombre de parties égales telles que celles qui sont indiquées sur la fig. 18, et qu'on ait constAiit partout, au-dessus et au-dessous de l'axe, sur l'ellipse et sur le cercle principal, des rectangles ayant pour base commune une de ces parties de l'axe et pour hauteurs, l'un une ordonnée MP de l'ellipse, l'autre l'ordonnée correspondante NP du cercle. Le rapport de 2 rectangles correspondants, MPFM', NPP'N',
est égal au rapport ^p de leurs hauteurs, qui est égal à -.
Le rapport de la somme des rectangles inscrits dans l'ellipse à la somme des rectangles inscrits dans le cercle est par suite
égal à -, Mais la limite de la première somme quand le nombre
des parties de Taxe augmente indéfiniment est l'aire s de l'ellipse; la limite de la seconde est Taire S := iza^ du cercle. On a donc à la limite.
(Fig. 18.)
MP
= -; d ou 5 = ic. ao.
ELLIPSOÏDE
81» On appeUe ellipaoïde le volume engendré par la rôvolution entière dHme demi-ellipse autour de Tun des axes.
L'ellipsoïde est dit allongé quand la révolution a lieu autour du grand axe de rdUpse, aplati quand elle a lieu autour du petit axe.
Le volume de l'ellipsoïde allongé = - nofe».
Le volume de Pellipsoïde aplati = */» ita*^.
VOLUHB DB l'bllipsoïdb ALLONGÉ. Ckmsidérons encore la fig. i$ avec ses constructions. Les deux rectangles de même base qui ont pour hauteurs l'un une ordonnée de Tellipse, Tautre une ordonnée du cerclé, engendrent par leur révolution autour de Taxe deux cylindres de mêm» hauteur dont les volumes sont entre eux comme les carrés des rayons de leurs bases, c'est-à-dire dans le rapport de &> à a^. Par suite, la somme des cylindres contenus dans Tellipsoïde et la sonmie des cylindres contenus dans la sphère engendrée par la révolution du cercle principal sont entre elles dans le rapport de 6^ à a>. Le volume v de rellipsoîde étant la limite de la première somme, et le volume V = Vt ^a' de la sphère étant la limite de la seconde, on a
Ellipsoïde aplati [même démonstration). Seulement la sphère est décrite par la révolution du cercle qui a 26 pour diamètre, et le rapport
des abscisses deFellipse et du cercle est t. On a donc ici
Ellipsoïde aplati = */» it 6« x p = | licC'b,
89. Voici encore des conséquences du théorème fondamental n* 25. La plupart sont fondées sur ces propositions évidentes ou très-faciles à démontrer :
Chaque ligne projetante divise une droite et sa projection sur un plan en parties proportionnelles.
La projection d'une tangente au cercle est une tangente à Vdlipse (*]•
Diamètres de l^ellipse. i. Chaque corde, MOM', d'une ellipse qui passe par le centre est un diamètre, (Tracez la droite MOM' sur la fig. 15.)
En effet, MOM' est la projection dhin diamètre LOL' du cercle principal qui contient les milieux de toutes les cordes auxquelles il est perpendiculaire. Ces cordes parallèles entre elles ont pour projections des cordes de Teltipse parallèles entre elles et ayant leins milieux sur MOM'. MOM' est donc un diamètre de l'ellipse.
Les diamètres de l'ellipse sont conjugués deux à deux. En effet, soient D et ly deux diamètres quelconques du cercle principal perpendiculaires entre eux, d et d' leurs projections sur le plan de l'ellipse. ly est parallèle aux cordes que D divise en defoxparties égales;
(Fig. 15.)
(*) On peut démontrer cette proportion en cooaidérant sur le cercla une sécante se mouvant pour devenir tangente.
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par 9uiie lo diamètre d! de Tcllipse est parallèle aux cordes que d divise en deux parties égales; D, D' sont deux diamètres conjugués du cercle; d et d' sont deux diamètres conjugués de Pellipse.
On construit aisément le diamètre à! conjugué à un diamètre d de VeUipse, n suffit de mener une corde parallèle à d, de déterminer le milieu de cette corde et de tracer le diamètre qui passe par le centre de Tellipse et ce milieu.
2. La parallèle menée aux cordes conjuguées à un diamètre de VeUipse par chaque extrémité du diamètre est une tangente à la courbe.
Cette proposition est une conséquence de celle-ci : La parallèle aux cordes conjuguées à un diamètre D du cercle principal, menée par chacune des extrémités de ce diamètre , est tangente au cercle.
On déduit de là et de la proposition précédente un moyen de mener une tangente è une ellipse par un point pris sur la courbe.
3. Les cordes d , d' qui joignent un point i d*une ellipse aux extrémités d'un diamètre d qxAclconque sont parallèles à un système de diamètres conjugués.
En effet, soient G' , C' , I et D les cordes, le point, et le diamètre du cercle principal dont d, d',i et d sont les projections sur l'ellipse. Diaprés un théorème de géométrie (109} , les cordes G' et d' sont perpendiculaires entre elles. Par suite les diamètres D' et U' du cercle principal parallèles à G' et Csont perpendiculaires entre eux et par suite conjugués. Les diamètres d' et d'% projections de T^ et D*^, sont deux diamètres conjugués de Tellipse parallèles à c' et à c^. Notre proposition est donc démontrée.
On peut, en se fondant sur cette proposition, mener très-aisément une tan» gente à l'ellipse parallèle à une droite donnée,
4. La droite qui joint le point de concours de deux tangentes à l'eUipsè au centre passe au milieu de la corde des contacts et divise en deux parties égales chacune des tangentes parallèles à cette corde comprises entre les tangentes concourantes.
C'est une conséquence de ce que la inéme proposition est vraie pour le cercle principal. (Vérifiez-la pour le cercle.)
&. TnéoBèME. Le rapport d'une aire plane quelconque à sa projection sur un plan oblique au sien est égal au rapport constant d'une droite quelconque perpendiculaire à l'intersection des deux plans à sa projection.
On démontre aisément cette proposition pour un triangle quelconque, puis comme corollaire pour un polygone rectiligne quelconque, et enfin pour une aire plane quelconque. (Démontrez-la.)
Le rapport constant précité est dans le cas de la projection d*un cercle (flg. 1&), le rapport de OC = a à OB =: 6. Nous avons donc, pour les aires du cercle et de Tellipse, Tôgalité
S flt ,, , ^ \b a b ,
— = -r ; d'où « = S X — , = 7ua2 X ~ = 7c.a6 s b al a
Nous pourrions continuer à déduire du théorème fondamental du n" 25 des
propotitions très-intéressantes concernant l'ellipse. Nous nous en tiendrons ici aux précédentes. Nous en indiquerons quelques autres à démontrer parmi les exercices proposés.
Miroirs elliptiques. Dans la réflexion de la lumière,
de la chaleur, ou du son, la normale, à la surface réfléchissante est la bissectrice de r angle formé par le rayon incident et le rayon réfléchi. (Physique.) La normale à Vellipse est la bissectrice de l'angle des rayons vecteurs du point de contact (n® 17).
(Fig. 19.) QqIq^ fosé, considérons : 1" une lame
métallique très-étroite , de forme elliptique (fig. 19) , et supposons qu'il y ait au foyer F production de son , de lumière ou de chaleur. Les vibrations ou rayons qui rencontrent la lame vont tous y après la réflexion, passer au foyer F'; en effet, pour le point M, par ex., le rayon incident étant FM, le rayon refléchi est nécessairement MF', puisque Tangle FMN = F'MN. Les rayons réfléchis apportent eu F' la quantité de son, de chaleur ou de lumière qu'ils propagent à eux tous. Il y a donc en F' accumulation de chaleur réfléchie plus grande que partout ailleurs sur le plan de Tellipse.
2^ Considérons maintenant un miroir elliptique. On appelle ainsi un miroir métallique concave dont la surface est celle d'un segment d'ellipsoïde allongé à une base , engendrée par exemple par la révolution de l'arc d'ellipse MAM' (flg. 19) autour de AA' [tracez sur la fig, MPM' perpendiculaire à AA'). Le miroir est donc un assemblage continu de lames méridiennes métalliques telles que l'arc MAM' ayant toutes le même axe, A'A, et les mêmes foyers, F', F. Ce que nous avons dit de la lame elliptique (1°) s'applique au miroir tout entier. S'il y a au foyer F production de chaleur ou de lumière , une très-grande partie de cette chaleur ou de cette lumière, réfléchie par le miroir, arrive au foyer F' où elle peut produire des effets* intéressants ou utiles.
BLLIPSB.
Exemples. On peut, avec un charbon ardent placé en F, allumer de Tamadou placée en F'; avec une lumière placée en F , éclairer fortement un objet de petite dimension placé en F'. Deux personnes placées aux deux foyers sous une voûte elliptique peuvent causer assez bas pour ne pas être entendues par d'autres personnes placées ailleurs sous la même voûte.
Voûtes elliptiques {surbaissées) (flg. 19 bis) . Dans beaucoup de cas , il y a inconvénient à construire des voûtes de plein cintre, c'est-à-dire des voûtes cylindriques dont les surfaces, intérieure et extérieure, ont pour bases des demi-cercles.
La hauteur d'une pareille voûte au-dessus du plan de naissance est égale à la moitié de sa largeur. Supposons qu'il s'agisse d'une arche de pont. Si cette arche de plein cintre est large , elle est trop haute ; le tablier du pont e&t trop élevé. Si, pour éviter cet inconvénient, on lui donne une largeur moindre , ce défaut de largeur gêne la navigation. On évite ces deux inconvénients en construisant une arche elliptique , c'est-à-dire dont les surfaces , intérieure et extérieure , ont chacune pour base une demi-ellipse allongée , c'est-à-dire terminée à son grand axe (flg. 19 bis).
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(Fig. 19 bis.)
Voûtes rampantes. Quand une voûte doit soutenir une rampe, le plan de naissance de la voûte n'est plus horizontal. Alors la surface intérieure ou extérieure de la voûte est celle
d'un cylindre oblique ayant pour base une ellipse terminée à un diamètre conjugué parallèle au plan de la rampe.
Voûtes surhaussées. Il y a aussi des voûtes elliptiques surhaussées. Pour celles-là, la largeur est le petit axe, et la hauteur le demi-grand axe de Tellipse.
Coupoles elliptiques. Les coupoles elliptiques sont des demi-ellipsoïdes dont l'axe de révolution est vertical.
Nous pourrions citer beaucoup d'autres applications de l'ellipse, entrer dans plus de détails sur les précédentes; mais cela nous mènerait trop loin. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages spéciaux qu'il pourra étudier avec fruit à l'aide des premières notions acquises dans ce livre. Nous avons ▼oultt seulement lui donner une r® idée des applications de Tellipse, afin de l'intéresser à l'étude des propriétés élémentaires de cette courbe.
EXERaCES SUR L'ELLIPSE.
Avis. Le lecteur sait c& que désignent a, b, c. x et y désignent les coor^ données d*un point quelconque M de l'ellipse par rapport aux a^ces AA' et BB' de la courbe pris pour axes de coordonnées (n* 8).
1. Quel est le lieu géométrique des circonférences tangentes à deux
circonférences intérieures Tune à Tautre.
2. Idem des points également distants de ces deux circonférences?
3. Chaque foyer d^une ellipse divise le grand axe en deux parties dont
le produit est égal à 6^.
4. Les longueurs des diamètres d'une ellipse ont pour Umites 2a et 26.
5. Les rayons vecteurs F'M et FM ont respectivement pour valeurs
, ex . ex
a -{ et a
6. On a pour chaque point de Tellipse, Téquation -^ = ^^ ou bien
o«y« + 6«aî« = a«6« (*).
7. Trouver le lieu des points tels que la différence d'^—d^ des carrés
de leurs distances aux foyers F' et F est égale à ia^.
(•) Pour los anciens exercices 7 et :o, voyez les n" 28 et 30 du texte actuel.
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8. Les lieux trouvés (Ex. 8) en considérant les distances F'M' — FM» et
FM» — F'M» sont deux droites. Démontrez que le rapport des distances de chaque point de Tellipse au foyer F et à la 1" de ces
droites est constant et égal à -. De môme pour les distances à F'
et à la 2* droite. (Ces droites s'appellent les directrices de l'ellipse).
9. Construire une ellipse, connaissant les deux axes en grandeur et en
position.
une tangente et les deux extrémités du grand axe
Conséquences du théorème n» 25 (à démontrer).
24. L'ellipse a deux diamètres conjugués égaux qui coïncident en direc-
tion avec les diagonales du rectangle circonscrit dont les côtés sont parallèles aux axes.
25. L'aire d'un parallélogramme circonscrit à l'ellipse dont les côtés sont
parallèles à deux diamètres conjugués est égale à Aab,
2r». a' et y étant les longueurs de deux demi-diamètres conjugués quelconque, a'^+b'^ = a2-|-62.
27. a est moyen proportionnel entre l'abscisse du point de contact
d'une tangente et celle du point de rencontre de cette tangente avec l'axe.
28. Le point de contact d'une tangente comprise entre les deux axes
divise cette tangente en deux segments dont le produit est égale à a».
29. Déduire des théorèmes énoncés (ex. 25 et 26) la solution de ce pro-
blème : construire les axes d'une ellipse et par suite cette ellipse, connaissant les longueurs de deux diamètres conjugués et leur angle.
n. HYPERBOLE.
(Flg. 20.)
»». L'hyperbole est une courbe plane telle que la différence des distances de chacun de ses points à deux points fixes est constante.
Exemple. La différence, F' M — FM ou FM — F'M (fig. 20} est constante, quel que soit le point M sur la courbe.
Les deux points fixes F, F' s'appellent foyers. Les droites FM, F'M sont les rayons vecteurs du point M.
La difi'érence constante F'M — FM ae représente ordinairement par 2a et la distance focale FF' par 2c. Le triangle FMF donne FF' > F'M — FM, ou 2c> 2a; c> a.
S4. Tbacés de l'htfekbolb. On peut tracer aisément une hyperpole quand on connaît les foyers et la différence constaiite F'M — FM = 2a des rayons vecteurs. Tracé par points (flg. 21). On trace F'F dont on détermine le milieu 0; puis on prend à droite et à gauche deux longueurs OA' et OA égales à a. Cela fait, on emploie, comme il suit, une série de points suffisamment rap- ■ proches pris sur le prolongement de F'F, à droite de F, aussi loin que l'on veut.
Considérons le point C par ex. On décrit de chacun des foyers F et F' comme (Fig. ai.) centre, avec AC comme rayon, denx
arcs de cercle, l'un au-dessus, l'autre au-dessous de F'F. On décrit de même, avec A'C comme rayon, quatre arcs de cercle qui rencontrent les premiers en M, M', N, N'. Ces quatre points appartiennent à l'hyperbole. En effet, pour le point M, par ex., on a F'M — FM = A'C — A0=AA' = 2a. Pour le point N , on a FN — F'N = 2a.
Remarque. Le point étant pris à partir de F sur F'F prolongé, on a d'abord A'C — AC = AA' < FF. D'un autre côté , A'C = OC -f a, et AC = OC — a ; par snite A'C -f AC
= 20C > FF' = 20F. Les arcs de cercle décrits de F et de F' comme centres, avec AC et A'C comme rayons, se rencontrent donc deux à deux en des points de Thyperbole. Quand on emploie le point F, A'F + AF = 20F = FF' j les arcs décrits se touchent deux à deux en A et en A' qui sont deux points de la courbe (*).
D'après cette construction, l'hyperbole se compose de deux branches séparées MAM', NAN' évidemment symétriques par rapport à FF', qui s'étendent indéfiniment au-dessus et audessous de FF', Tune à droite de. la perpendicxilaire DAD', l'autre à gauche de EAE' (**).
Tracé continu (fig. 22). On prend un fil d'une longueur quelconque / et une règle d'une longueur /' = / + 2o. On fixe
une extrémité de la règle au foyer F', une extrémité du fil en F, et la 2® extrémité du fil à la 2* extrémité de la règle. Puis on fait pivoter la règle autour de F', au-dessus de F 'F, jusqu'à ce que le fil soit tendu. Le point ^. M où se trouve alors l'extrémité
^ ^* commune est un point de l'hy-
perbole puisque PM — FM = /' — / = 2a. On place alors en M contre le fil, en dehors, une pointe à tracer quelconque (crayon ou tire ligne), et on fait pivoter de nouveau la règle pour la ramener sur F'F, en faisant glisser la pointe le long de la règle, de manière que le fil reste toujours tendu. La pointe trace alors un arc d'hyperbole AM, puisque pour
(*) Si on employait ainsi un point situé entre F et F', la somme 20G des rayons serait moindre que FF ; les arcs décrits ne se rencontreraient pas. Si Ton employait d^une manière analogue des points pris sur FF' prolongé à gauche de F', on retrouverait symétriquement des points de la courbe déjà trouvés. H suffît d'employer des points C pris aussi loin qu'on veut à droite de F,
(♦*) L'hyperbole n'a pas de points entre les droites EA'E' et DÂ.D'. En efifet, à cause de la symétrie évidente de la courbe par rapport à FF' (n" 36), elle ne peut avoir de points au-dessous de AA! sans en avoir au-dessus, et, à cause de sa continuité, un point sur ÂA' même. Or, pour un point K situé sur AA' (marquez-le), on a FIL — FK = A'K- AK<AA' = 2a,ouFK-F'K = AK- A'K <AA'.
chacune de ses positions, F'o par ex., onaF'o — Fo= 2a (F'M et FM étant diminués de la même longueur M^o). On opère de la même manière au-dessous de F'F; ce qui donne un 2® arc AM' symétrique de AM. Cela fait, on change la règle de place pour fixer l'extrémité sans fil en F et attacher le fil au point F'. Puis on fait pivoter la règle à gauche autour de F comme on vient de le faire pivoter autour de F'. On obtient ainsi un 2* arc d'hyperbole NA'N' égal à MAM'. L'étendue des arcs MAM', NA'N' dépend de la longueur de la règle.
Sft. Centre. Le milieu de FF' est le centre de Vhyperbole (flg. 23). On le démontre comme pour Tellipse (n® 11). Joignons
un point qudconque M de la courbe au point et prolongeons MO d'une longueur égale OM'. Le point M' symétrique de A' par rapport à est un point de rhyperbole. En eflFet, traçons MF, MF', M'F,M'F'. LequadrilatèreFMF'M' est un paralélogramme, puisque est à la fois le milieu de FF' et de MM'. On
(Fig. 23.) ^ ^^^ç^ pj^, _ p, j^ ^^ p,jj, _ pj^ . pg^j.
suite M'F' — M'F = MF' — MF = 2a. M est un point quelconque de l'hyperbole. Le point est donc le centre de la courbe.
••• Axes. La ligne FF' des foyers et la perpendiculaire BB' au milieu de cette droite sont des axes de t hyperbole (flg. 24).
10 YF*, D'un point quelconque M de l'hyperbole abaissons MP perpendiculaire sur F' F et prolongeons -la d'une longueur égale PM'. On a FM = FM', F'M = F' M' et par suite F'M'— FM' = F'M— FM=2a; M' symétrique de M par rapport à F' F est sur l'hyperbole; FF' est donc un axe ;
2^ BB'. Menons par le
centre les cordes MOM"', M'OM", puis traçons MM", M"M'" et M'"M'. De OM = OM', on déduit MOM"' = M'OM". Le quadrilatère MM"M'"M' est donc un rectangle. POP' perpendiculaire à MM' est parallèle à MM" et à M'M"'. D^ailleurs OP = OP ; la ligne BB' perpendiculaire au milieu de POP' divise MM" et M'M"' en parties égales ; MQ = QM" et M'Q' = Q'M"' BB' est donc un axe de la courbe.
V hyperbole a donc detix axesrectangulairesYW, BB' guipassent par le centre, et deux sommets seulement A et A' ; car Taxe BB' ne rencontre pas la courbe.
L'axe FF' ou AA' qui traverse la courbe s'appelle Faxe transverse de Thyperbole, BB', qui lui est extérieur, s'appelle l'axe non transverse.
Le rapport -> s'appelle l'excentricité de l'hyperbole. Ce
rapport est toujours plus grand que 1.
3 If. Théorème. Pour tout point C intérieur à l'hyperbole, on û5 F'C — FC > 2a; pour tout point C extérieur, on a F'C — FC < 2a (fig. 25).
l** F'C rencontre la courbe en M; menons FM. Dans le triangle FMC , on a FC < MC+FM. Retranchons de F'C les deux membres de cette inégalité ; il vient F'C — FC> F'C — MC — MF ou F'C — FC > F'M — FM = 2a.
2° F'C continuée rencontre la courbe en M; menons MF. On a FM < MC + FC. Retranchons les deux membres de cette inégalité de F'M; il vient F'M — FM > F'M — MC — FC; ou F'C — FC < F'M — FM = 2a.
L'hyperbole est le lieu des points M de son plan pour lesquels FM — F'M ou F'M — FM = 2a.
(Fijf. 25.)
TANGENTES ET NORMALES
Théorème. La tangente à l'hyperbole est la bissectrice de l'angle des rayons vecteurs du point de contact.
Cîonsidërons une sécante quelconque MM' (flg. 26).
Abaissons du foyer F une perpendiculaire FI sur MM' et prolongeons-la d*une longueur égale If. Menons F'f et prolongeons cette droite à la rencontre de MM' en E. Menons EF, EA MF et M/*. On a F'E— Ef=F'f>F' M— Uf; ce qui revient, à cause de Ef = EF et M/* = MF , à F'E— EF > F'M — MF = 2a. Le point E est donc dans l'intérieur de rhyperbole (n® 37) et par suite situé entre M et M'. On a d'ailleurs lEF =IE/* ou lEF'. Tout cela est vrai dans toutes les positions que prend MM' pour arriver à être tangente à l'hyperbole. A la limite les trois points M', E, M s'étant réunis en un seul , M (flg. 27) , on a encore IMF = IMF'. Ce qu'il fallait démontrer.
(Fig. 26.)
bis. La normale MN à Vhyperbole est la bissectrice de V angle, FMT, formé par l'un des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de l'autre.
K Tout point C de la tangente autre que le point de contact M est en dehors de l'hyperbole (flg. 27.)
Menons CF, CF' et Cf.
On a CF'— C/* > F'/ = F'M — M^MaisC/* = CF et M^ = MF ; on a donc CF' — CF > F'M — MF = 2a. Le point C est extérieur à l'hyperbole (n** 37).
40. Remarqiies (utiles pour la construction des tangentes; n" 44, 45, 46.)
1» La droite F'f (fig. 27) qui jomt (Fig 27.) un des foyers de Thyperbole au
point symétrique de l'autre foyer F
par rapport à une tangente TM passe au point de contact M. Cette droite F'f a d'ailleurs une longueur constante égale à 2a.
2* La tangente TM étant perpendiculaire au milieu de Ff, on a pour chacun de ses points, 1/"= TF; Uf=UF,
4t. On appelle cercle directeur d'une hyperbole un cercle qui a pour centre l'un des foyers et 2a pour rayon.
On appelle cercle principal d'une hyperbole un cercle qui a pour centre le centre de la courbe et a pour rayon.
49. Théorème. Le cercle directeur qui a pour centre un foyer F' (cercle F/f) est le lieu du point symétrique de Vautre foyer F par rapport à une tangente quelconque (n° 40).
Le cercle principal {cercle OA) est lieu de la projection de chacun des foyers sur une tangente à la courbe.
En eflFet le point étant le milieu de F'F et I le milieu de Ff, 01 est parallèle à F'f, et de plus 01 = Ya F'/*= a (*).
4S» Les tangentes au sommet A et A' sont perpendiculaires à Vaxe. Cela résulte de ce qui vient d'être dit. Autrement: la perpendiculaire en A , par ex. , est la limite des positions que prend la corde MM' qui joint deux points sjrmétriques M, M', se déplaçant parallèlement à elle-même. Ces deux points qui se rapprochent continuellement se confondent en un seul au point A.
Problème. Mener une tangente à Vhyperhole par un
point M de la courbe.
On trace les rayons vecteurs FM, FM (fig. 28). On prend sur FM,MH=MF, et on mène FH. Enfin on abaisse MI perpendiculaire sur FH. MI est la tangente cherchée. En elBfet le triangle FMH étant isocèle, MI perpendiculaire à la base FH est ,„. „^. la bissectrice de l'angle
^ '^* ^^ FMH ou FMF' des rayons
vecteurs du point M (n® 38).
(*) On dit encore ici cercle pour circonférence.
4ft. Problème. Mener une tangente à l'hyperbole par un point extérieur T.
On décrit une circonférence du foyer F' le plus éloigné de T comme centre avec 2a pour rayon (flg. 28) ; puis une circonférence de T comme centre avec TF pour rayon. Cette 2® circonférence coupe la 1" en H et en H'. On mène FH et on abaisse de T une perpendiculaire TI sur cette droite; TI est la tangente cherchée. On mène F'H; le point M où TI rencontre F' H est le point de contact (n® 40).
En effet puisque TF =: TH, TMI est perpendiculaire au mUieu de FH et MF = MH. Par suite F'M — FM = F'M — MH = F'H= 2a. Le point M est sur l'hyperbole et TMI bissectrice de l'angle F' MF est tangente àThyperbole. Enjoignant le point F au 2* point H' et abaissant une perpendiculaire de T sur FH', on a une 2° tangente TPM' (Menez la) (*).
49. Problème. Mener une tangente à l'hyperbole parallèle à une droite donnée ab (flg. 29).
On abaisse du foyer F une perpendiculaire FC sur ab. Cette droite perpendiculaire à la tangente cherchée contient le point H symétrique de F par rapport à cette tangente.
Ce point symétrique est d'ailleurs situé sur le cercle directeur décrit du 2® foyer F' comme centre avec 2a pour rayon. On (Pi«- 29.) décrit cette circonférence,
[*J Les circonférences décrites se coupent. En effet, les centres sont T et F' et les rayons TP et 2a; les conditions à remplir sont donc TF' < 2a + TF et TF' > 2a — TF ou TF' > TF — 2a. Le point T étant extérieur à l'hyperbole, on a TF' — TF < 2a, et par suile TP' < 2a -}- TF. D'un autre côté, on a par hypothèse TF' > TP et à fortiori TF' > TF — 2a. Enfin le triangle TF'F donne TF* > FF' — TF, et à fortiori TF' > 2a — TF.
Quand le point donné est un point M de Thyperbole, on a F'M — FM = 2a ou F'M = 2a -f- MF. Les circonférences décrites sont tangentes extérieurement en M:
qai rencontre FCea H et en H'. Le point symétrique cherché est H ou H' ; on élève une perpendiculaire TM au milieu de FH, et une autre perpendiculaire T'N au milieu de FH'. Ces deux perpendiculaires parallèles à AB sont tangentes à la courbe aux points M et N où elles rencontrent F'H et E'H' prolongées (n" 38) (').
4T, Abtmptote» db L'uvrERBOLE. CoDsidÉTODa {Ûg. 30) UDe hyperbole, eon cercla dirocteur (cercle F'Uj, son cerrie principal {cercle OA) el une langenle quel- , conque BM. Henons du foyer F la taugenls FE^ au cercle principal , et AtudioDB ce gui se paBse quand la projetlioû £ do foyer F lur une langente se meut sur l'arc AE, de co cercle.
A chaque posjlion E de celle projection, inlenuâ- (liaire enire A el E, correspondent deui rayons OE.
F'a du carde principal ei du cercla directeur parai' lèles entre eui. (n' 42). L tangente EH est perpeodi culaire a la sécaolu FE, et 1 p prolongemenl du rayon
puiDtdecoQtacl. Tout cela a lieu si près que la projection E soit de E,. A la limite, quand cotle projection est E,, lesravouaOEi, Tnett sur te /igurt la droili OE, ligae e„e„tislle oubliée. p,y^ sont CDCore para lié] es, mais la droite FEi , q'ji n'est plus sécante, mais Lingente au cercle OA, est pei^
il n'y a qu'une solution. Quand le point dunué T est inlérieur à l'hyperbole, on a TF" — TF > !a ou TF' > 2a -|- TF. Les deuï circonférences ne se coupent pas; il n'y a pas de solution.
Solution anahjliiue. Si on c lUnnissait le point H symétrique du foyer F par rapport k la tangente cherchée, on aurait cotio tangenle en aJjai9SBDt de T une perpendiculaire sur TH [n'iOiî"). Uais ce point H est situé sur la cercle directeur décrit de F' comme centre avec Sa pour rayon; il est situé aussi sur la circonférence décrite do T comme centre avec TF pour rayon [□• 40). On décrit ces deui circonférences qui se coupent en Hel en H', et on abaisse une piirpen^ diculaire de T sur FH, et une de T sur FH'.
(*} Pour que cette construction réussisse, il fautque la perpendiculaire abaissée
pendiculaire à 0E| et par suite à F^Hj. La tangente Ei Mi perpendiculaire à FEi est parallèle à fHi et coïncide en direction avec OEi ; le rayon F'H prolongé ne rencontre plus la tangente OE^Mi. Comment expliquer ce fait?
On se l'explique en examinant de près ce qui a lieu d^aîlleurs pour les tangentes considérées. Le point de contact, qui est d'abord le point A, s'éloigne indéfiniment de A sur la branche d'hyperbole AG. Chaque tangente qui rencontre Taxe FF' entre A et G, de plus en plus près de 0, va rencontrer OEi Mi , après avoir touché la courbe, et fait avec OË|Mi un angle de plus en plus petit qui est nul à la limite. La distance du point de contact à OE^Mi diminue donc indéfiniment et devient infiniment petite sans devenir absolument nulle. OE^Mi est donc une tangente à la branche d^hyperbole AC dont le point de contact est situé à une distance infinie du point A, ou plutôt c^est une droite dont Tare AC, considéré point à point, se rapproche indéfiniment jusqu^à en arriver très-près, mais sans arriver à la toucher ni à la traverser.
OE^M^ est ce qu^on appelle une asymptote à cette branche AG.
Par suite de la symétrie de Thyperbole par rapport à Taxe F'F, tout se passe au-dessous de cet axe comme au-dessus. Si on mène la tangente FE^' au cercle principal, puis OE^' prolongé, on a une 2* asymptote OE^'M^'. Par suite de la symétrie de la courbe par rapport à l'axe BOB', tout se passe à gauche de BOB comme à droite. En menant les tangentes F^E^'' et F'Ei'" au cercle principal, puis les rayons OEj", et OEi'", prolongées, on obtient des asymptotes OE/N , OEi'"N', qui sont les prolongements de M^'Ei^O, M^EiO. L'hyperbole a finalement deux asymptotes MOM', NON' qui se rencontrent au centre.
Remarque. D'après ce qui précède, on construit les asymptotes d^une hyperbole en menant les tangentes FE^, FEj', au cercle principal, puis les rayons OE^, OE^' de ce cercle, qu'on prolonge vers Thyperbole des deux côtés du point (♦).
4S. Longueurs des axes de l'hyperbole. Les tangentes à rhyperbole aux sommets A et A' rencontrent les asymptotes en I, F, K, K' (fig. 31), menons IK., TK'. Lafig. IKKl' est un rectangle. Menons FE perpendiculaire sur 01;
de F' sur la droite Fc soit plus petite que 2a ou au plus égale à 2a. (Voyez la note ci-après).
Les trois méthodes précédentes s*appliquenl sans que l'hyperbole soit tracée. (Voy. la note 2* de la page 67.)
(♦) Les tangentes à la branche GAG' de l'hyperbole rencontrent deux à deux l'axe FF' entre et A et font avec cet axe un angle aigu plus grand que XOF ou YOF (fig. 30 et 31). Il en est de môme des tangentes à la branche DAD' qui rencontrent FF' entre et A'. Si donc on mène une parallèle à une tangente quelconque par le centre 0, cette parallèle est située dans Tangle XOT ou dans Tangle X'OY', On déduit de là une condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse mener une tangente à Phyperbole parallèle à une droite donnée (n^ 46).
(Pig. 31.)
nous savons que OE = OA (n*» 47). Les triangles rectangles OFE, OAI qui ont l'angle commun et les côtés OA, OE égaux, sont égaux. Par suite, 01 = OF
=c. AI=Vc2 — a2=0B.
On représente cette partie limitée OB de Taxe BB'par b. On représente par 2a Taxe transverse A'OA de l'hyperbole, et par 2b Taxe non transverse BOB'.
D'après le triangle AOI, a2 4- ô^ = c^'
48 bis, AiHB d'un segment d'hyperbole. On ne peut Toblenir qu'en employani Tune des méthodes approximatives expliquées à la fin de ce chapitre. On inscrit entre l'axe transverse et l'arc d^hyperbole des trapèzes rectangles ayant pour bases des ordonnées équidistantes de l'hyperbole.
49. Htperboloïde. On appelle hyperbolotde le volume engendré par la révo* lution complète d'une demi-hyperbole autour de l'un des axes. Vhyperboloïde à une nappe est engendré par la révolution de la branche GAG' autour de l'axe non transverse BB' (fig. 30). L'yperboloïde à deux nappes est engendré par la révolution de deux demi-branches CA et DA' autour de l'axe transverse FF'.
Si on fait tourner en même temps l'une des asymptotes Mi'ON' autour de chaque axe, on obtient deux cônes asymptotes aux deux hyperboloïdes.
Volume d'un segment d'htperboloïde a deux nappes. On l'obtient en employant la même méthode approximative. Au lieu de considérer les aires des trapèzes rectangles, on considère et on calcule la somme des volumes des troncs de cône engendrés par la révolution de ces trapèzes rectangles autour de l'axe transverse.
APPLICATION DE L'HYPBRBOLB.
Miroirs hyperboliques. La normale à l'hyperbole est la bissectrice de l'angle formé par un des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de l'autre (n® 38 bis).
Par suite, si l'arc d'hyperbole LMU (fig. 32) est une lame
COMPLÉMEPrr DE LA GÉOMÉTRIE.
métallique très-étroite, au foyer F de laquelle il y a production de lumière et de chaleur, les rayons qui rencontrent la lame ne vont pas après la réflexion passer au 2*" foyer F'. Le rayon incident FM, par ex., au lieu de se réfléchir suivant MF, se réfléchit dans la direction opposée Mm, puisque l'angle FMN = mMN. Le rayon FL se réfléchit de même dans la (F»g- 32.) direction L/. Les rayons
réfléchis ne concentrent pas la lumière ou la chaleur en F'; ils la répandent dans les directions divergentes Mm, L/, L7, etc. (*).
Considérons maintenant un miroir hyperholiquey c'est-à-dire un miroir métallique dont la surface concave est celle d'un segment d'hyperboloïde à deux nappes, par ex., du segment qui serait engendré par la révolution de l'arc précité LML' autour de l'axe F'OF. Tous les méridiens de la surface sont des lames métalliques telles que la lame IML\ ayant le même axe FOF' et les mêmes foyers F et F'. Tout ce qui a été dit de la lame LML' s'applique au miroir tout entier. La lumière produite en F et réfléchie par le miroir n'est plus concentrée en un point F'. Elle est répandue par réflexion et distribuée en avant du miroir dans l'intérieur du cône de révolution qui a pour axe F'F et pour génératrice la droite F'L prolongée indéfiniment. Exemple : Une lampe, dont la flamme occupe le
(*) Les rayons réfléchis ne vont pas porter la lumière en F'; mais ils semblent tous l'apporter de ce point. L'œil placé sur m M, par ex., et tourné vers le point M, perçoit la lumière, comme si le point lumineux, la source de la lumière était en F'. 11 en est de même pour le point L, etc. Le point F' n'est plus un foyer lumi- Eoux réel; à cause de la particularité, de la propriété géoméirique que nous venons d'indiquer, F' s'appelle dans le cas actuel un foyer virtuel.
foyer F, éclaire en entier un tableau situé dans le cône sur le plan IP, en partie directement, en partie par réflexion sur le miroir.
RévERBÈRES. Les réverbères , qui servaient anciennement à éclairer les rues et les places publiques, étaient formés chacun de deux miroirs hyperboliques associés. Imaginez que de deux segments métalliques égaux pris sur les deux nappes d'un même hyperboloïde on ait retranché les calottes comprises entre le sommet et le foyer voisin, puis qu'on ait rapproché l'un de l'autre ces deux segments tronqués en leur laissant le même axe, jusqu'à ce que leurs foyers coïncident. Les deux miroirs ainsi adossés forment un réverbère dans lequel la flamme occupe le foyer commun. Les deux réflecteurs projettent dans les deux sens deux faisceaux coniques de rayons lumineux.
CHEMméss HYPERBOLIQUES. Aflu d'utiliser par réflexion les rayons de chaleur qui frappent les parois intérieures d'une cheminée, on donne souvent à ces parois la forme d'une surface cylindrique verticale ayant pour bases deux segments d'hyperbole tels que LML' (flg. 32). La réflexion de la chaleur sur chaque section hyperbolique de la paroi s'opère comme nous Tavons expliqué pour la lumière , et les personnes ou les objets qui se trouvent dans la pièce sont chaufiées par la chaleur réfléchie comme est éclairé le tableau précité.
Exercices sur l^htpbrbolb
(Même avis que pour Cellipse relativement à a, b, C, x, y).
i. Quel est le lieu géométrique des centres des circonféi^ences tangentes à deux circonférences données extérieures Tune à Tautre.
2. Idem des points également distants de ces deux circonférences.
3. Chaque sommet de Thyperbole divise la distance F'F des foyers en
deux parties dont le produit est égal à b^.
4. Tout diamètre de Phyperbole autre que 2a est plus grand que ta,
5. Les rayons vecteurs FM* et FM ont pour valeurs - + a et — — a,
6. Onapourchaquepointderhyp€rboler2= — g — ^^ **î/* "" ^*^* ~
— aa62.
7. Résoudre pour Phyperbole le problème analogue au problème 7 sur
rellipse (Exerc. 7).
8. Démontrez pourThyperbole la proposition analogue à la proposition
énoncée dans Pexerc. 8 sur Tellipse.
9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,21,22, 23 (15 exercices). Faites pour rhyperbole les exercices analogues aux exercices proposés sur rellipse qui ont les mêmes numéros.
(Démontrez les propositions et résolvez les problèmes analogues
concernant Phyperbole.]
m. PARABOLE.
La parabole est une courbe telle que les distances de chacun de ses points à un point fixe et à une droite fixe sont égales (*).
Le point fixe F est le foyer (fig. 33), et la droite fixe, DJy , la directrice de la parabole. FM = MP , quel que soit le
point M sur la courbe.
(Fig. 33.)
La droite FM qui joint le foyer à un point de la courbe, est un rayon vecteur. ' La distance FI du foyer à la directrice s'appelle le paramètre de la parabole ; on la représente ordinairement par p.
Ai. Tracb de la parabole.
On peut aisément 'tracer une parabole par points ou d'une manière continue quand on connaît le foyer F et la directrice DD'.
(*) On démontre aisément^ en se fondant sur cette définition , qu'une parabole ne peut être rencontrée par une droite en plus de deux points. Cette courbe est donc convexe. (Résolvez ici le problème proposé ex. 6, page 105.} La parabole est une courbe convexe (o* '')•
{Fig. 54.)
Tracé pae poihts (fig. 34). On mène du fojer F une perpendiculaire IFX à la directrice et ou en détermine le milieu A, qui est un point de la parabole, puisque AF:=AI.
Cela fait, on obtient des pointa de la parabole aussi rapprochés que l'on veut, en employant comme il suit des points pris sur AFX, à droite du point A.
Soit B un de ces points. On élère au point B une perpendiculaire MBM' sur AFX> puis on décrit de F comme centre avec IB pour rayon un arc de cercla qui coupe MBM' en deux points, M et M. M et M' sont des points de la parabole. En effet, si on abaisse MB perpendiculaire sur DD*, on a MH=IB = MF. De même pour M'. On répète cette construction en des points de AFX aussi éloignés de A que l'on veut.
Rehaaqub. La construction réussit pour tout point pris âur IFX au delà de A. Car on a toujours dans ce cas le rayon IB > FB ; par suite , l'arc de cercle décrit coupe en deux pointa la perpendiculaire élevée en B.
Si on prenait le point B à gauche de A, on aurait IB < FB ; l'arc de cercle n'atteindrait pas la perpendiculaire. La parabole s'étend donc indéfiniment au-dessus- et au-dessous de IFX, à droite de la perpendiculaire yAt/*. Elle n'a aucun point à gauche de yAy'.
Tracé continu (fig. 35). On mène IFX perpendiculaire à DD*. On place ensuite une règle le long de DID', et contre la règle, un peu au-dessus de IFX, le petitcôtéA'B d'une équerre A'BC. On attache àl' extrémité C de l' équerre et au foyer F les deux extrémités d'un fil d'une longueur égale à BC, puis on fait remonter l' équerre le long de la règle, jusqu'à ce que le fil soit tendu. A partir de là, on fait glisser la règle en descendant jusqu'à IFX, en maintenant le fil tendu contre BC au moyen d'une pointe à tracer (crayon ou tire-ligne). La pointe décrit un arc CMA de parabole, puisque pour dut'
cune de ses positions • M , on a FM -f MC = BC ; par suite,
FM = BC — MC = MB
On obtient un arc AC symétrique de CMA en retournant réquerre sens dessus dessous et recommençant le même mouvement sous IFX. L'étendue de l'arc limité de parabole ainsi obtenu dépend de la grandeur du côté BC de l'équerre.
A9. Axe de la parabole. La parabole n'a qu'un axe, qui est la perpendiculaire IFX à la directrice, et un sommet, le point A.
P^' 3^J AJjaissons d'un point (\}xq\-
(^eiC! extrémités de Varc, conque M de la parabole une
perpendiculaire MB sur IFX (fig. 34), et prolongeons-la d'une longueur égale BM'. Abaissons MH et M'H' perpendiculaires sur DD'. On a FM = FM' et MH = M'H'. FM = MH ; donc FM' = M'H'. Le point M' symétrique du point M par rapport à IFX est sur la parabole. Donc IFX est un axe de la courbe.
AS. Théorème. Pour tout point intérieur à la parabole, on a OF <0P, et pour tout point extérieur 0' o» a O'F > O'P (flg. 36).
En effet : 1® la perpendiculaire OP rencontre la parabole en
M; menons MF. On a OF < OM -|- MF, ce qui revient à OF < OM + MP = OP, puisque MF = MP ; 2*» la perpendiculaire PO' continuée rencontre la parabole en M; menons MF.
On a O'F > MF — MO' ; ce qui revient à O'F > MP — MO' = O'P, puisque MF = MP.
La parabole est le lieu des points de son plan également distants de son foyer et de sa directrice.
(Fig. 36.)
PARABOLE
54. Tangente et normale. La tangente a la parabole fait des angles égaux avec le rayon vecteur du point de contact et la parallèle à Vaxe qui passe par ce point.
Considérons une sécante quelconque MM' (flg.37). Abaissons du foyer F une perpendiculaire FE sur MM' et prolongeonsla d'une longueur égale É/*; puis menons par ^une parallèle GfE à Taxe qui rencontre MM' en B. Du point M comme centre, avec MF comme rayon, décrivons une circonférence; à cause MF = MN cette circonférence est tangente à DD' qu'elle laisse à gauche et rencontre FM en f entre G et B ; d'où il résulte que BF = B/* est moindre que BG. Le point B est donc intérieur à la parabole (n° 53) et situé entre M' et M.
A cause de BÉ perpendiculaire au milieu de F/*, on a d'ailleurs EBF = EB/ = M'BH. Tout cela est vrai pour toutes (Fig 37.) les positions que prend MM' se mouvant
pour devenir tangente. A la limite, quand MM' est devenue tangente (âg. 38), les points M', B, M étant confondus en un seul point M, l'égalité précédente des angles devient EMF = EMf= VUE. Ce qu'il fallait démontrer.
A4 bis. La normale MN à la parabole est la bissectrice de V angle
^y formé par le rayon vecteur FM du point de contact et la parallèle MH à Caxe menée par ce point dans l'intérieur de la parabole.
(Tracez sur la fig. la normale MN à l'intérieur entre MH et MF.)
En e£fet, les angles HMN, FMN, compléments des angles égaux VMH, TME, sont égaux.
Aft. Tous les points de la tangente à la parabole autres que le point de contact sont extérieurs à la parabole.
Considérons le point G par ex. (Fig. 38.) (flg. 38). Menons CA CF puis CL
parallèle à Taxe. On a CF = Cf > CL. Le point C est donc extérieur à la courbe (n» 53).
55. Remarques (utiles pour les applications, fig. 39). 1° A cause de MF=M/[, et l'angle EMF = EM/ (n° 54) , la tangente MT est perpendiculaire au milieu de Ff. Par suite :
1** Le point f symétrique du tD ^ foyer F par rapport à une tan-
-H. gente quelconque TM est situé sur la directrice DD'.
2® La parallèle à Taxe menée par ce point symétrique rencontre la tangente au point de contact.
3® On a pour chaque point de la tangente : TF = Tf; MF = Mf.
AS. Théorèmes. 1^ La directrice DD' est donc le lieu du point symétrique du foyer F par rapport à une ^^^' ^'^ tangente quelconque,
2° La perpendiculaire ykyf menée à tance par le sommet A e$t le lieu de la projection du foyer sur une tangente quelconque. En efiFet (fig. 39), à cause AF=AI et de FE=e/, la droite AE est parallèle à DID' et par suite perpendiculaire à IF' en A; E est la projection du foyer sur la tangente; notre proposition est donc démontrée.
Mf. Construction de tangentes.
!•' Problème. Mener une tangente à la parabole par un point lit donné sur la courbe.
On abaisse MP perpendiculaire sur la directrice (fig. 40) et on mène FP. Puis on abaisse de M une perpendiculaire sur FP; cette perpendiculaire MT est la tangente demandée. En effet cette droite perpendiculaire à la base du triangle isocèle PMF est la bissectrice de l'angle PMF que fait le rayon vecteur du point M avec la parallèle à Taxe menée par ce point (n° 53).
' PAOBiiuB. Mener une tangente à la parabole par «» ptmt , extérieur T (fig. 40).
Si nous connaiâsions le point symétrique P du foyer F par rapport à la tangente cherchée, nous aurions la tangente en abaissant de T une perpendiculaire Sur la droite FF (n« 55). Mais le point P est situé sur la directrice (n° 55, 1°). De plus TF=TP (n- 55, 2») ; le pointT est doDC aussi sur une circonférence décrite de T comme centre avec TF pour rayon. De là cette construction : on décrit du point T comme centre avec TP comme rayon une circonférence qui coupe (Fig. 40.) la directrice en P et en P*. On mène
FP et on en abaisse de T une perpendiculaire sur FL. Cette perpendiculaire TOM est la tangente demandée. Le point de contact est en M à la rencontre de TO et de la parallèle à l'axe menée par le point P. (On a MF = MP et l'angle OME = OMP).
Le problème a deux solutions; on obtient nne 2" tangente en menant FP' et abaissant de T une perpendiculaire sur cette droite,
3' Pboblèub. Mener un« tangente à la parabole parallèle à une droite donnée ab (flg. 41).
On mène au foyer F une perpendiculaire Fc sur ab (marquez le point c sur ab). Fe perpendiculaire à la tangente cherchée contient le point symétrique f du foyer F par rapport à cette tangente (n" 55, l"). Le point f, étant aussi sur la directrice DD', n'est autre que le point de rencontre f de «F et de DD*. La tangente egt
[Pig. il.)
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pdrpendicolairs au milieu de Ff. On construit cette perpendiculaire. Le point M où elle rencontre la parallèle à l'axe menée par / est le point de contact. Ce problème n'a qu'une solution.
HiHABQcn. Las trois mâthodea qui piécèdenl s'appliquent alors même que la puabole a'eal pas (lacée. Biles peuvent donc 4tre amployées quand on trace la MUibe parpoinU.
Dans la ]•' problème, ladialonce de T au ftijer TF ^tanl égale k ss distance à la directrice, l'arc décrit est tangent à celle-ci ; il n'7 a qu'une aolulion,
Dana le second problàms, le point T étant eitérieur à la coutbe, la distance de TFau foyer est plus giande que sa dislance à la directrice; pat suite, l'arc décrit avec T7 pour rayon coupa la directrice en deux points P et P* qui foumie- ■ant deux solution!.
Si on donnait TP plus petit que TP, l'arc de cercle ne reocontrarall pas la directrice; Il n'y aurait paa de tangente. Le point T slanl alors intérieur à la parabole.
•S. Sons-TANGENTE , 80US-N0RUALB. On appelle smis-temgente la partie TQ de l'axe comprise entre le pied I de la tangente sur l'axe et le pied de l'ordonnée du point de contact M. On appelle tous-normale la partie de l'axe comprise entre le pied de la normale et le pied de l'ordonnée du point de contact. Pour le point de contact M (&g. 42} , la sous-normale est NQ.
i9.ladis(ance,TF, entre le foyer et le pied de la tangente SUT l'axe est égal au rayon vecteur du point de contact.
En effet , l'angle
MTF = TMP = TMF.
Le triangle MET est
Le point est le milieu de MT.
■•, Le sommet de la parabole divise la sous-tangente TQ en deux parties égales.
En effet, AO ^tant parallèle MQ [W 56, 2°) et OM=OT (n» 59), on a AQ = AT ; TQ = 2AQ.
«1. La sùus-normale QN est constante; elle est égale av paramèfre FI de la parabole.
En effet, le quadrilatère PMNF est un parallélogramme. PM est parallèle à FN ; PP et MN perpendiculaires à MT sont aussi parallèles. Donc MN = PF. Les deuxtriangles rectangles PIF, MQN sont égaux; car PI = MQ et PF = MN. Donc QN = FI, Ce qu'il fallait démontrer.
%9. L'ordonnée MQ d'un point quelconque U^ de la parabole est moyenne proporiionelle entre la sous-iangenle et la soiis-normale correspondant à ce point.
En effet, le triangle rectangle TMN donne MQ^ = TQxQN.
COROLLAJRB. Mais TQ^iSAQ (n° 60), et QN=FI=p. Donc MQ ^ 2AQ xp ou v^ = 2px, ai on prend AY et AX pour axes des coordonnées des points de la parabole (n" 8). y' = 2px est ce qu'on appelle l'équation de celte courbe.
•S. Théorème. La parallèle à l'axe, menée par le point de concours de deux tangentes à la parabole, passe par le milieu de la corde qui joint les points de contact {flg. 43).
Soient les deux tangentes BM , BN.
Menons les parallèles à l'axe MO, NP, HBK, et les droites BO, BP, BF. On a BO =BF et EP = BF; donc BO=BP ; par suite OH =HP.
La droite HBK parallèle aux deux bases OM, PN du trapèze, OMNP, divise les côtés non parallèles, OP, MN , en parties proportionnelles.
OH::=HP; doncMK = KN. Le point (Pig. 43.) K est le milieu de MN. 0. Q. F. D.
•S bis. Teeéorème. Trois tangentes quelconques BM, BR, AC (ôg. 43 bis) à une paraiole étant données , chacune d'elles
détermine sur les deux autres des segments réciproquement proportionnels.
Menons les perpendiculaires Mm , Aa, etc., des points de contact et des points de rencontre sur la directrice. Dans le numéro précédent, nous avons vu que am = an; bm = br; en = cr. On déduit de là 2br = mr; 2cr = nr, puis 2 {br — cr) ou 26^ = mr — nr = »i» = 2an.
On a donc bc = an = am{ï)\
Puis an -\- bn = bc -\- bn^ ou oô = (?» = cr (2).
D'après les égalités (1) et (2), on a
am &£ ^ /q\
ab cr cn^ ''
(Fig. 43 bis,)
Les portions de tangentes étant divisées par les parallèles en parties proportionnelles à leurs projections sur wr, on déduit
des égalités (3) V Tp ~rR' ^® ^^ démontre la propo-
AM AN sition énoncée pour la tangente ANC ; 2* ^-^ = p^ ; d'où
AM + AB AN + CN BM CA_
— ^ — = — ^ — ^^ BÂ ~ CN ' ^^^ démontre pour
RPR Fnfîn^o BC_AN. , . BG + CR _ AN + ON BCR. Enfin 3 cR-CN'^^^ BC — " AN
BR AC ou -^ = xî^ ; ce qui la démontre pour MAB.
Nous avons démontré ce théorème (63 bis) parce qu'on en déduit des conséquences très-utiles dans les applications usuelles de la parabole. (Voy. les questions proposées 19 et 20, page 106.)
•4. Théorème. La parabole est la limite vers laquelle tend une ellipse qui varie dans ces conditions : un foyer P et le sommet voisin sont fixes , tandis que le 2® foyer F' s'éloigne indéfiniment à droite sur AFF' prolongé (*).
(*) Il serait plus exact et plus intelligible de dire : Vers laquelle tend une DBMi-BLLiPSE BAB', qûi varie, etc., etc., comme ftl-dessus.
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Pour le démontrer, prenons sur OA prolongé à gauche une longueur Al = AF et menons DID' perpendiculaire à lAP. Le point I étant symétrique du foyer F par rapport à la tangente YAY' commune à toutes les ellipses que nous considérons , tous les cercles directeurs de ces ellipses qui ont pour centres les positions successives F', F/, F'a, etc., du foyer variable F', sont tangents en I à DID', et se rapprochent indéfiniment de cette droite à mesure que le rayon IF' grandit. A la limite, le cercle directeur se confond sensiblement à gauche avec DIIK.
(Fig. 44.)
Cela posé, menons une perpendiculaire quelconque HK à DID'. {Tracez cette droite sur la figure.) Cette droite rencontre chaque cercle directeur en un point que nous appellerons indistinctement H. Si nous joignons ce point H au centre F' ou F '3, etc., du cercle auquel il appartient, le rayon mené
rencontre l'ellipse qui a ce centre pour 2® foyer en un point M qui , joint au foyer F, donne constamment MF = MH. Cela est vrai quels que soient Tellipse et le cercle directeur considérés ; c'est donc vrai à la limite quand le pointH du cercle directeur est à très-peu près sur DID'.Mais alors le 2^ foyer de l'ellipse est à une distance infinie de DID' sur l'axe AFF' prolongé. Joindre le point H de DID' à ce point que nous appellerons F'n, c'est à très-peu près, c'est à vrai dire exactement mener une parallèle à AFF' qui n'est autre que HK. Mais alors pour l'ellipse limite , MH est la distance du point M de cette courbe à DID'. Comme MH = MF et que, d'après notre raisonnement, HK étant menée à une hauteur quelconque au-dessus de AF, M est un point quelconque de cette ellipse , notre raisonnement prouve bien que Y ellipse variable dans les conditions énoncées se confond A gauche à la limite avec la parabole qui a pour foyer le point fixe F et pour directrice la droite fixe DID'.
Remarque. Considérons la tangente au sommet YAY'. Le cercle principal de l'ellipse variable est constamment tangent à YAY' et se rapproche indéfiniment de cette droite à mesure que le rayon AO grandit. A la limite, il se confond sensiblement à gauche avec cette droite.
Conséquences du théorème précédent (n« 64) , (fig
Le n» 64 se résume ainsi : A la limite, Tellipse variable se confond à gauche avec la parabole dont le foyer est F, et la directrice DD'; le cercle directeur se confond avec DD' et le cercle principal avec la tangente au sommet YAY\ De là, résultent immédiatement des conséquences remarquables.
1* A la limite, des deux théorèmes concernant l'ellipse n« 20, résultent mot à mot les deux suivants :
La directrice Dlf d'une parabole est le lieu du point symétrique du foyer sur une tangente quelconque à la courbe (démontré directement n<* 55).
La tangente au sommet d'une parabole est le lieu de la projection du foyer sur une tangente quelconque à la courbe (démontré n« 55).
20 Diamètres de la parabole.
Chaque diamètre de l'ellipse est la projection d^une droite qui joint un point quelconque du cercle principal au centre de Tellipse (n* 32, 1"). Or, à la limite, le point en question est à très-peu près surYAY', tandis que le centre de l'ellipse est à une distance infinie sur Taxe AF. La droite en question et sa projection sont donc à la limite parallèles à AF. De là cette conséquence :
Tous les diamètres de la parabole sont parallèles à VaxCy et celle-ci : toute parallèle à Vaxe est un diamètre de la parabole.
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Les ordoDnoes de la parabole allaol IndèQniioeDt en croiMant a partir du 30in> net A, loute partUlèU à taxe, «1 par «vi[« (oui diamèlre de la parabole n'a qa'un point de commun avec la courbe.
Aucune corde proprement dite de ta parabaie n'ai paratUle à Vaxe. La parabole u'a dooc pas de diamètres conjugués (*),
Ou coostruil Biiémeoi la direclion conjuguas d'un diamèlre doQuâ de ta parabole, c'est-à-dire une dea cordes que es diamètre divisa en doux parties égales {nous le laiisona à faire comme eaiercice). On trouve plue aisément eticoro 1b diamètre des cordes de ta parabole parallèles à uns direction donuée. Par suite, on peut aisâment à l'aide dea diamètres, uieaar une tangente à uue parabole en un point donné de la courbe ou parallèle à une droite donnée. Mais 11 D'y a pas à cela grand avantage sur les procédés déji indii^uâs.
S* De la proposition énoncée d* 32, 4* Gonceroaut l'ellipse, résulte celle-ci déjà démonlrée directement u° 63>
La parallèle à l'acce menée par le point de concours de deux tangenlti à une parabole passe au milieu de la corde des contacts, et autti au mttieu delà tangente paralUle à cette cordecompriseentreleêtangenta concourantes.
Noua pourrions coatinuec ces déductions du théorème du n* 64, en déduire d'autres coDséqueacea non moias importanles; mais cela nous mènerait trop loin.
•«. AjKB d'un sbohent pababolique.
L'aire d'un segment par ràbolique MAM' (flg. 45), compris entre le sommet A et une corde ^AiA! perpendiculaire à l'axe est égale aux deux tiers de l'aire du rectangle gui a pour base celte corde et pour hauteur sa distance au
Soit MAM' (fig. 45) , un segment parabolique ainsi limité. Menons des tangentes MT, M,T, , MaTj , etc., en divers points de l'arc MA, les
(•) Tout cela est clair et ioteltigible si oi déjà indiqua l'éooDcé du Ibéorèma du n* 64 : La parahoU est la limite d'une demi-etlipse variable, BAB', çui varie,..., etc.
L'ellipse variable eulièra a pour limite deux paraboles STmélriques l'une de l'autre par rapport an petit aie BOB' de l'ellipse.
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cordes MM^.M^ M,..., les parallèles àraxeCË,C|E4 qui passent aux milieux E, E^, ... des cordes (n^ 63), et enfin les ordonnées MP, M^P^, MjPj,, EE, E,EV L'aire du trapèze MM^P^P = EE' X PP4. L'aire du triangle CT^ = TV^ EE' X TT^ = Va EE' X PP^ (de AT = AP et AT^ = AP^ (n*» 60), on déduit par soustraction, TT^ = PPJ. L'aire du trapèze MM^P^P est double de l'aire du triangle CTT^ . Il en est de même de tous les trapèzes et de tous les triangles analogues qui se trouvent à la suite de ceux-là quand on considère une série de points M^, M,, M3,..., marqués sur l'aro MA» les tangentes et les cordes correspondantes. Finalement la somme S des tror pèzes ainsi considérés est double de la somme s des triangles. Cela est vrai à la limite quand le nombre des points M^ , M, , etc., croît indéfiniment. Mais, dans ce cas, la limite de S est l'aire du demi-segment parabolique MAP ; la limite de s est l'aire parabolique extérieure AMT limitée par la tangente MT, TA, et l'arc AM. Mais les deux aires MAT, MAP composent ensemble le triangle MTP dont l'aire = 1/2 TP X MP = AP X MP (puisque TP = 2AP). S + 5 = 3* = AP X MP. Par suite, l'aire MAM' = 2MAP = 28=2/3 AP X MM'. Ce qu'il fallait démontrer.
Si on considère un segment parabolique compris entre la courbe et une corde MM' oblique à l'axe, on trouve par un raisonnement et une construction semblables, que l'aire de ce segment est les 2/3 l'aire d'un parallélogramme ayant pour côtés la corde MM', une tangente à l'origine C du diamètre CZ conjugué de MM' et deux parallèles à l'axe menées par M et par M'.
L'aire d'un segment de parabole compris entre deux cordes parallèles, MM', NN' et la courbe, est la différence de deux aires MAM', NAN', que l'on sait évaluer.
PABABOLOÏDE.
09. On appelle paraboloide le volume engendré par la révolution entière d^une demi-parabole autour de son axe.
On appelle segment de paraholoïdeh une base la partie d'un paraboloïde comprise entre le sommet de la parabole et un plan perpendiculaire à Taxe. Le cercle
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suivant lequel le paraboloïde est coupé par ce plan est la base du segment dont la hauteur est la distance du sommet à ce cercle. Le volume d'un segment de parahoUnde esl équivalent à la moilié du eff--
lindre de même hase et de même hauteur, V= 1/2 tt.IÏP^ X AP (fig. 45).
Pour le démontrer, considérons la flg. 45 avec toutes ses constructions. Le volume engendré par la révolution du triangle CTTi autour de Taxe =r 1/3 u ËË'* X PPi. Le volume du cylindre, qui a pour hauteur EE' et un rayon de base égal
àEE'^ic.EE'^ X PPi» Le second volume vaut trois fois le 1". Cela est vrai pour tous les triangles et les cylindres analogues qu^on a à considérer quand on augmente indéfiniment le nombre des points M^, Mf, etc., marqués sur Tare AM, en menant les cordes MiM|, M| Ms..., les tangentes correspondantes, etc. La somme des cylindres S = 3 fois la somme s des volumes engendrés par les triangles. Mais la limite de s est le volume engendré par la révolution de la demi-parabole MAP, c^est-à-dire le segment de paraboloïde ; la limite s est le volume engendré par la révolution de Taire parabolique extérieure AMT autour de Taxe. La somme de ces deux limites, vol. MAP + ^ol. MAT, est le volume engendré par le triangle
MTP, qui est égal à 1/3 wMP^XTP=2/3"MP^ XAP, puisque TP=2AP. S+s
= 2/3 w"MP^ X AP. De S = 38, on déduit S -f « = 4« et S ou vol. MAP = 8/4
(8 + »)=2/3«M?X APx3/4 = l/27rMP^XAP. Ce Q. F. D.
Le volume d*un segment de paraboloïde à deux bases analogues se calcule aisé-^ ment. Ce volume est la différence de deux segments à une base que l'on sait évaluer.
APPLICATIONS DB LA PARABOLB
Miroirs et réflecteurs paraboliques. La normale à la parabole est la bissectrice de f angle formé par le rayon vecteur du
point de contact et la parallèle à Vaxe mené par ce point dans l'intérieur de la courbe (n® 54 bis).
Si donc il y a production de son, de lumière, ou de chaleur au foyer d'un arc de parabole RAS , (fig. 45025), les vibrations ou les rayons se réfléchissent sur la courbe dans les directions mm, L/, Rr, S^ parallèles à Taxe.
(En effet le rayon incident étant FM , par ex. , le rayon réfléchi est nécessairement Mm, (Fig. 45 his.) puisque l'angle FMN = mMN.
S'il s'agit d'un miroir ou réflecteur métaUique concave dont la surface est celle d'un segment de paraboloïde à une base engendrée par la révolution de l'arc RA, par ex. , les vibrations ou les rayons se réfléchissent dans les directions ' parallèles à l'axe en formant un faisceau cylindrique dont la base est le cercle dont RS est le diamètre.
Ainsi un réflecteur parabolique projette la lumière produite à son foyer sous la forme d'un cercle lumineux dont l'éclat augmente ou diminue, suivant qu'on s'en rapproche ou s'en éloigne. Ce sont des réflecteurs paraboliques qui éclairent la route suivie par une locomotive ou un bateau à vapeur.
Un double miroir parabolique (formé par deux réflecteurs opposés de même axe et de même base) peut servir à concentrer autour de l'un la chaleur produite au foyer de l'autre.
Un cornet acoustique à l'usage des sourds est un paraboloïde allongé qui transmet les paroles ou les sons prononcés à son foyer, près de son ouverture, à l'oreille placée à l'extrémité opposée.
Un porte-voix est encore un paraboloïde qui transmet les sons, ramassés en faisceau cylindrique, avec une intensité beaucoup plus grande à égale distance que s'ils étaient émis dans l'air libre. Un porte- voix parabolique est parfois précédé d'un segment d'ellipsoïde qui a un foyer F' commun avec le paraboloïde. Le son émis au foyer F de l'ellipsoïde est réfléchi vers le 2® foyer F' d'où il est réfléchi en faisceau cylindrique dans le conduit parabolique.
On emploie comme télescope astronomique un paraboloïde dont l'axe est dirigé vers l'astre observé, l'œil étant placé au foyer.
Mouvement des projectiles. Un corps pesant lancé dans une direction inclinée à l'horizon, décrit dans l'espace une parabole tangente à la direction de la vitesse initiale, c'està-dire à la direction dans laquelle il a été lancé. Il en est ainsi parce que le mouvement de ce corps est dû à deux forces: l'une instantanée est l'impulsion qui lui est donnée et qui seule lui ferait parcourir une ligne droite non verticale avec une vitesse constante ; l'autre est la pesanteur qui tend à
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faire descendre le corps verticalement avec une vitesse uniformément variable. On démontre en mécanique que la ligne parcourue dans ces conditions est la parabole précitée dont la concavité est tournée vers le sol et dont le sommet est situé à la hauteur que le mobile atteindrait avant de retomber s*il était lancé verticalement par la force impulsive.
Ponts suspendus. Les diverses parties du tablier d'un pont suspendu sont soutenus par des tringles attachées à une longue chaîne fixée elle-même à des piliers en maçonnerie. Le tablier doit être horizontal , et il est nécessaire , pour la stabilité de la construction , que le tablier reste tel , alors même qu'on supprimerait les liaisons établies entre les diverses planches ou madriers qui le composent. On démontre , en mécanique, que lorsque les conditions nécessaires pour cela sont remplies , la chiine a la forme d'un arc de parabole.
Exercices sur la parabole
1. Trouver le lieu géométrique des points également distants d'une
droite et d'une circonférence.
2. — idem des points tels que la somme ou la différence des dis-
tances de chacun à un point fixe el à une droite fixe soit constante.
3. — idem des foyers des paraboles qui ont la môme directrice et
un point commun.
4. — idem des foyers des paraboles qui ont la même directrice et
une tangente commune.
l'axe une tangente et le point de contact
14. Le foyer d'une parabole, le point de contact d'une tangente et le
point de rencontre de cette tangente et de la directrice sont les sommets d*un triangle rectangle.
15. La corde des contacts de deux tangentes issues d'un point de la
directrice passe au foyer.
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16. Quel est le lieu des foyers des paraboles qui touchent trois droites
données.
17. Construire une des cordes conjuguées d'un diamètre donné (n* 65, 2*).
Trouver Taxe et le foyer d'une parabole tracée
19. Étant données plusieurs tangentes à une parabole, deux quelconques
d'entre elles sont divisées par les autres en parties proportionnelles (c'est une conséquence du théorème démontré n* 63 bis).
20. Tracer une parabole par points connaissant deux tangentes et leurs
points de contact. (On se fondera sur le théorème précédent. Ex. 19.)
SECTIONS CONIQUES
Nos lecteurs ont dû remarquer qu'il y a entre l'ellipse, l'hyperbole et la parabole beaucoup d'analogies, de nombreuses propriétés communes. Cela tient à ce que ces trois courbes ont une origine commune que nous allons faire connaître.
On obtient ces trois courbes en coupant un cône droit par un plan. L'intersection est une ellipse , ou une hyperbole , ou une parabole , suivant que le plan sécant rencontre toutes les génératrices du cône du même côté du sommet , on les rencontre de côtés différents , ou enfin est parallèle à une des génératrices..
!•' Cas. Ellipse (fig. 46). Le plan sécant AMA' rencontre toutes les génératrices du cône du même côté du sommet S (flg. 46). Menons par l'axe SO du cône un plan principal ASD perpendiculaire au plan AMA'. Soient AA', SA et SD les intersections du plan AMA' et du cône par le plan principal ASD. Traçons les cire. OB et O'B' tangentes aux trois droites SA, SD et AA' dans l'angle ASD. Appelons F et F' les points de contact de AA' et de ces cercles. Imaginons que la génératrice SD et les deux circonférences et C fassent une révolution entière autour de l'axe SO. SD décrit la surface conique , les cire. et 0' décrivent deux sphères et C, et les points C et C des cire, parallèles CNB, C^N'B^ Considérons maintenant un point quelconque M. de la
SECTIONS CONIQUBS.
courbe d'intersection AM du plan AMA' et du cône. Menons MF, MF et la génératrice SM du cône. Les droites MF, MN tangentes à la sphère © en F et en N sont égales ; 1m droites MF*, MN' tangeotesàla sphère 0* Bout aussi égales (').
Par suite, MF+MF'=MN MN' = NN' = BB', distance constance des deux cercles CNB, C'N'B', mesurée sur une génératrice.
La courbe AMA' est donc une ellipse dont les points F rt F' sont tes foyer».
A et A' sont des points de la courbe. En effet, AF = AB et A£' =AB'; AF + AF' = AB + AB' = BB' = MF + MF'. De mâme pour le point A'.
On vérifie aisément que DA' = FP'. AA'=MP+MF'=2a.
»0. 2" Cas, Hyperbole. Le plan sécant A'M'AM rencontre les génératrices du cône des deux côtés iu sommet S (coupe les deux nappes) (flg. 47). Menons par l'axe SO' un plan principal A'SIV perpendiculaire au plan A'M'AM, et soient AA', ASD', A'SD les intersections du plan A'M'MA et du cône avec ce plan principal. Traçons deux circonf, et 0' ajant leurs centres sur OSCy, tajigentes à la droite AA' et aux génératrices SA', SD'. Appelons F et P les points de contact de ces circonf. avec AA'. Imaginons que la génératrice SD' et les circonf. et 0' fassent ensemble une révolution entière autour de SO. Tandis que ASIK engendre la surface conique, cire. et cire. Ô'
(Fig. «.)
f08 coMPLÉuirr db u oÉoMânuB.
engendrent deux sphàres et O* , et les points de contact B et O deux circonférences paraUèles BNC, CNB'.
CoQsidérona maintenant un point quelconque M' de l'intersection A'M'AM du plan considéré et du cône. Traçons M'P, M'F' et la génératrice SM' du cône qui rencontre en N et en N' les cercles parall. BNC, B-N'C (*).
Los droites M'F', M'N' tangentes à la sphâre O* sont égales; M'F et M'N tangentes à la sphère sont égales. Par suite M'F — M'F = M'N — M'N' =NN' = BB' distance constante des circonfér. BNC, B'N'C (mesurée sur une génératrice}, La courbe A'M'AM est donc une hyperbole dont f*"'»- "•> les foyers sont F' et F.
A et A' sont des points de la courbe. En effet, A'F' = A'B' ; A'F=A'B; par snite A'F— A'F' = A'B — A'B'=BB' = M'F — M'P'. De même pour le point A. A et A' sont les sommets de l'hyperbole. AA' = M'P — M'F = 2a.
tl. 2' Cas. Parabole. Le plan sécant MAA' est parallèle à génératrice SC du cône (flg. 48). Menons par l'axe SO un plan principal ASC perpendiculaire à MAA'; soient AA', SA et scies intersections du plan MAA' etdacôneayecleplanASO. Traçons la circonf. OB tangente à AA' en F et aux droites SA et se en B et en 0. Imaginons ensuite que la génératrice SG
(*] Lw rayons 0? perpeadiculairea à AA' dans le plan ASD aonl perpendiculaires au plan AMA' ; ce pUn eit donc langent aux sphères el C. Pai Buile , MF, 10* (ont def laogenles à ces sphèret.
SECTIONS CONIQUES
et la circonf. OB fassent ensemble une révolutioD entière autour de SO. SC engendre le cône , cire. OB une sphère, et le point C la cire. BNC Considérons un point quelconque M de la courbe d'intersection MA du cône et du plan
(Fig. 48.)
considéré. Menons MF; la génératrice SM, et la circonf. EMd située sur le cône et parallèle Â BNC. Menons de plus MP perpendiculaire à AA'. Le plan CNB et le plan MAA' perpendiculaires au plan principal ÀSC le coupent suivant une droite IL perpendiculaire à ce plan ASC et par suite à AA', Abaissons MI perpendiculaire à IL. Les droites MF, MN tangentes à la sphère sont égales. ME = MN = CE = LP = MI ; MF = ML Zà courbe AMA' est donc une parabole dont le foyer est F et la directrice DIL.
Le point A est sur la courbe. Car AF=AB=:AL. En effet, l'angle ALB =: SCB = SBC = ABL; le triangle ABL est isocèle. Le point A est le sommet de la parabole.
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IV. HÉUCE
«. Oq appelle hétiee la courbe décrite par l'enroalement d'un des côtés d'un angle aigu sur la surface d'un cylindre droit effectué dans les conditions suivantes (flg. 50). L'un des côtés AA' de cet angle est perpendiculaire à une génératrice AG du cylindre, l'autre AC est situe dans l'angle droit GAA'. Le plan GAA's'enroulant indéÛniment autour du cylindre, AA' s'enroule indéfininient sur la circonférence de la section droite AB tandis que la droite ACE" s'enroulant sur le cylindre devient la courbe AICKE...
"(Sf — —^
(Flg. 50.)
qu'on appelle une Mice.
Prenons AA' égale à circonf. AB, et construisons le rectangle AA'CC. Traçons ensuite CC" égale et parallèle à AA' et achevons le rectangle CCE^'E' égal CAA'C. Ainsi de suite. Dana un l" tour, AA' s'enroule sur circonférence AB, et AC enroulé devient l'arc d'bélice AIC. Le 2° rectangle 0'CB"E' a alors la position ECCE'. La seconde partie CKE de l'hélice est évidemniônt produite par l'enroulement de CE", devenue CE*, autour du cylindre. Ainsi de suite. L'hélice telle que nous l'avons définie est évidemment composée de parties égales entre elles AIC , CKE , ËLG , etc.
L'hélice peut donc être considérée comme engendrée par l'enroulement continu de la droite ACTE" indéâniment prolongée, ou par l'enroulement successif des diagonales AC, CE",. ..dune série de rectangles égaux AA'CC, CC'E"E',..., ou enfin et pli»^ amplement par l'enroulement simWfan^ des , de plusieurs rectangles égaux pE, etc. On peut étudier l'hélice eu \ l'une de ces trois hypothèses.
HELICB.
f». Spire. On appelle spire la portion d'hélice comprise entre deux points de rencontre consécutifs de la courbe et d'une génératrice du cylindre. Ex. : AIC, CKE, ELG.
If 4. Pas de l'hélice. On appelle pas de l'hélice la distance rectiligne des deux extrémités d'une spire. Ex. ; AC ou CE.
Deux hélices quelconques tracées sur le même cylindre diffèrent par leur pas ; ce qui revient évidemment à dire , circonférence AB = AA' étant une longueur constante, qu'elles diffèrent par la grandeur de l'angle C'AA'.
7*. Propriétés de l'hélice. Toutes les spires d'une hélice étant identiquement égales, il suflBt, pour étudier les propriétés d'une hélice, de considérer une seule spire. Nous considérerons donc seulement la partie du cylindre sur laquelle se trouve une spire entière avec ses deux bases circulaires, et nous placerons à côté le rectangle dont la diagonale enroulée produit cette spire (fig. 51).
fO. Ordonnées , abscisses. On appelle ordonnée d'un point M de l'hélice la perpendiculaire Mm qui le projette sur la circonférence AB. On appelle abscisse l'arc de cercle Am compris entre l'origine A de l'hélice et le pied m de l'ordonnée. Nous représenterons par A le pas de l'hélice et par r le rayon de circonférence AB.
99. Théorème. L'ordonnée et l'abscisse ^ un point de F hélice sont dans un rapport constant. Ce rapport est celui du pas de
l'hélice à circonférence AB ; ^ —
Imaginons que le cylindre partiel ^ ABDC se développe en tournant autour de AC et devienne le rectangle AC'A'C (flg. 51).
L'hélice déroulée devient AC ; AA' = 27cr et A'C = AC = A. Prenous A»i'= arc Amet élevons m^W perpendiculaire à AA'. On a évidemment m!W=Mm. Les triangles
(Fig. 51.)
semblables MAm' , CA'A donnent Mw' : Am' = CA' : AA' ; ou Mm : arc Am = h : 2icr. C. Q. F. D.
99. THÉORÈifE. La tangente en un point de V hélice fait avec la génératrice du point de contact un angle constant.
La sous-tangente est égaie à l'abscisse du point de contact.
Considérons (fig. 52) une sécante quelconque NM, et prolongeons-la jusqu'au plan de la base en T. Abaissons les ordonnées Nn, Mm. D'après la figure,
Nn nT , ,, .,, arc An arc Am m = l^' «t bailleurs ^^^ = -j^^
I o f^f^^ j» ^ Nn arc An p. nT
arc An ^^ .. nT— mT mT
• Par suite,
arcAm ' arc An — arcAm arcAm
nt\a »;9 \ / xi. 1 corde nm arc Am ,
(Fig-w.) (arithm.Kou = — ^ — Imaginons
arc ntn ml
maintenant que le point N se rapproche indéfiniment du point
N sur rhélice. Le point n se rapproche indéfiniment de m sur
circonférence AB , et, à la limite, la sécante NMT devenant
tangente à Thélice en M, nmT devient tangente à l'arc
AmB en m. Le rapport de la corde nm à Tare nm a pour
limite 1. Le rapport toujours égal de mT à l'arc Am a la même
limite; à la limite, ^ J^ == 1 ; mT = arc Am. Par suite,
mT
le triangle MmT est à la limite égal au triangle M'Am' situé sur le rabattement de la spire (fig. 51). L'angle mMT = m'M'A = A'C'A, c'est-à-dire est égal à l'angle constant de la spire déroulée AC et d'une génératrice du cylindre. Les deux propositions annoncées sont donc démontrées.
On appelle sous-tangente la droite mT qui joint le pied m de Tordonnée Mm au pied T de la tangente MT sur le plan de la base du cylindre.
Problème. Construire la projection d'une hélice et de sa tangente en un point quelconque sur un plan perpendiculaire au plan de la base du cylindre pris lui-même pour plan horizontal de projection.
Il suffit de considérer une spire.
Soit ^Y la ligne de terre. On trace sur le plan horizontal eirc. AO (ARB5), base du cylindre. Toutes les génératrices et la spire entière sont projetées horizontalement sur cette circonférence.
On abaisse Bf et Ao' perpendiculaires sur yy, et on les prolonge au-dessus de ô* Y des longueurs Vô/ et a!a,', égales au pas de l'hélice; on ta-ace &/a,'.Toutes les génératrices et la spire entière ont leurs projections verticales sur le rectangle o' 1/ é/ tf, .
On construit la projection de la spire par points. Pour le faire aisément et régulièrement, on divise la circonférence AO et le pas ff/f de l'hélice eu un même nombre de parties égales, en 16 parties par exemple. Noua avons numéroté les points de divipig- 5!,) sion de la circonf. Cela
posé, pour trouver les projections verticales des 15 points de la spire projetés horizontalement aux points (1), (2), (3), etc., de cire. AO, il suffit d'agir pour chacun comme nous allons le faire pour le ■ point m (n° 5) , de cette circonférence. On abaisse de ce point (5) une perpendiculaire à Ô'Y qu'on prolonge au-dessus de cette ligne à la rencontre de la parallèle è. ô'Y mené par la 5" division de b'b\. Le point, m', de rencontre de ces deux lignes (numéroté 5) est la projection du point de la spire dont l'ordonnée = '/,« du pas de l'hélice et l'abscisse = */<, de cire. AO (n' 77). Nous avons agi ainsi pour les 15 points (1), (2), (3), etc. Pour construire la tangente en point, au point M par ex., dont les projections sont m et m' (n* 5), on construit la sous-tangente en m, c'est-à-dire qu'on
mène i»T tangente en m à cire. et on prend nCT = arc Am, c'est-à-dire = V< 6 de cire. OA (n®78). (Pour trouver cette longueur, on trace une droite égale à cire. OA, c'est-à-dire = "/t OA, et on prend »iT = les Vie de cette droite). Le point T étant trouvé, on le projette verticalement en f en abaissant T^ perpendiculaire à B'Y. On tracé ensuite m'V qui est la projection verticale de la tangente MT.
On peut construire ainsi plusieurs tangentes à la projection verticale de la spire qui aident à construire cette projection ; ce que Ton fait en joignant les points o^, (1), (2), etc., jusqu'à a\ par une ligne continue.
Les plans Bô'ô'i , Aa'a\ perpendiculaires au plan vertical, étant tangents au cylindre , leurs traces verticales yy ^ , a'a'^ sont tangentes à la spire aux points (8), a! et «V
On peut construire ainsi les projections verticales d'autant de spires que Ton veut, en se servant de la même projection horizontale, cire. AO, et en prenant pour lignes de terre successives des parallèles équidistantes a'6', a!^ b\, a\ ^j, etc.
Hbucoïde gauche. On appelle ainsi la surface engendrée par une droite qui se meut en s'appuyant sur une hélice et sur l'axe du cylindre auquel elle est toujours perpendiculaire.
APPLICATIONS DE L'hÉLICE.
ESCALIERS. Les escaliers tournants renfermés dans les tours rondes sont en général des hélicoïdes gauches. Les intersections de la génératrice de la surface rampante avec le noyau central et la paroi de la cage sont deux hélices de même pas. Cette surface a l'avantage de présenter partout une pente uniforme. On y monte avec la même aisance que sur un plan incliné, sauf toutefois la fatigue de monter en tournant au lieu de monter en ligne droite.
Vis. L'hélice sert à la construction des vis dont les emplois sont si nombreux et si importants. On distingue deux sortes de vis, la vis à filet carré en métal, et la vis à filet triangulaire en métal ou en bois.
(Fig. 54.)
HÉLICE
Vis à filet carré. Cette vis se compose (fig. 54) d'un cylindre qu'on appelle noyau et d'un bourrelet saillant qu'on appelle filet dont !a fonne est celle du volume engendré par un carré C qui se meut dans ces conditions : un de ses côtés coïncide constamment avec une génératrice du cylindre, son plan passe constamment par l'axe, et l'un de ses sommets décrit une hélice. Les deux côtés perpendiculaires à l'axe décrivent par suite deux hélicoïdes gauches.
,j( ^ Visa filet triangulaire. Cette vis (fig, 55) se
^bLw' compose d'un noyau cylindrique et d'un filet
^■^V I engendré par un triangle isocèle, T, dont la ^^^^ L hase coïncide avec une génératrice, le plan ^S^E r passeparraxe,etlesommetdécrit une hélice. ^^^^ ' Le plus souvent la base est égale au pas
ii- de l'hélice. Dans ce cas, les spires coasé-
(Fig, 55.) cutives du fllet se touchent nécessaireme nt sur le noyau comme notre figure l'indique. Quelquefois la base du triangle est plus petite que le pas de l'hélice et l'angle au sommet trés-aigu. Dans ce cas, les spires du filet qui ne se touchent plus sur le noyau sont plus dégagées et plus tranchantes; on a une vis plus pénétrante (*).
Écrou. L'écrou d'une vis est une pièce dans laquelle est tracé en creux un sillon hélicoïdal qui présente exactement l'empreinte du filet de la vis. La via peut donc entrer dans l'écrou et s'y mouvoir en tournant. Ou bien, la vis étant fixe, . mais engagée dans l'écrou, celui-ci peut se mouvoir circulairement le long de la vis.
C) La surfauo du fllel triaDgiilaire ds chaque coté de l'hélice décrite par le Nmmet est une Bipèce d'hélicoMa gauche, décrite par uaa droilo qui s'uppuio Mr une héiica et sur l'axa du cylindre uvac lequel elle fait un angle conatant qaeliM)nque comme la via à flUI cane Ml avec l'ua un angle droil.
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Nous n'irons pas plus loin. Tous nos lecteurs ont vu des vis, connaissent leurs usages. Beaucoup connaissent la presse à vis, la vis sans fin dans laquelle engraine une roue dentée, etc. Nous ne pourrions ici que leur montrer des figures. Nous nous arrêtons après avoir essayé de donner une première idée des applications de l'hélice afin d'intéresser le lecteur à l'étude des propriétés géométriques de cette courbe.
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DEUXIÈME APPENDICE
Mesure des aires curyilignes. {Méthodes approximatives.)
Las aires terminées par des lignes courbes ne peuvent pas en général s'évaluer d^une manière précise, à l'aide de formules spécialement établies. On a recours pour les calculer à des méthodes approximatives. Voici trois méthodes très-usitées.
1. MÉTHOBK eÉNÉBALE. 11 s^agit d'évalucr Taire comprise entre un arc de courbe A G, une base oc et deux perpendiculaires Aa, Ce, abaissées des extrémités de l'arc sur la base.
On divise ac en un nombre quelconque n de parties égales, et on élève sur ac aux points de divisions des perpendiculaires limitées à la courbe. Les perpendiculaires 1/1 , t/j..., qu'on appelle ordonnées ^ doivent être assez rapprochées pour que la courbe soit divisée en parties telles qu'on puisse très-approximativement les considérer comme des lignes droites. L'aire à évaluer est ainsi divisée en trapèzes rectangles dont chacun a un côté courbe {*), On considère ce côté comme remplacé par sa corde et on évalue en conséquence la somme des trapèzes rectangles qu'on adopte pour valeur approchée de Paire curviligne.
Désignons par d Tune des parties de ac^ par i/^, i/s> •••) V? ^^^ ^^P^ ordonnées de notre figure , et par S l'aire à évaluer.
s==d><yi±yi + dJ^'-td.y^y^-^.,..+d,y^
ou simplement S = d X [^^-—^ + Vt + 1/s + ^4+^5 +y6j
(*) Tout ce qui précède cette astérisque s'applique à toutes les méthodes (sauf le mot PAIR ajouté dans les méthodes 2 et 3 suivantes).
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La formule gMArala est évldemmeni
s = dx['ïi±^+n + «. + ... +Ï.-.+ V.-,]
fiioLE. On divite la bâte en un nombre quelconque de partie» égatm. L'aire curviligne t'obtient approximatiwmenl en aJotUant à la demé' somme des ordonnée» extrtmee la $omme de toute» le» ordonnieii intermidiaireM et multipliant le tolal par la ditlance de deux ordonnim eontieulivee.
L'airs aiDsi calculée est trop petite (approchée par défavij quand la courba a te, couCBvilé tournée ver» la base, trop grande dans le cas contraire. Lei deux ca» ■e présantent k la fois pour notre courbe ijula une InQexion en B; pat suite lea erreurs partielles de eena contrairea ee compenBenl tu moins en partie,
S. MâTBODB DE PoNciLBT. U. PoDcelet a Indiqué une méthode qui conduit plni
promplemenl à un résultai plus approché.
Explication. On partage Ea base entre les ordonnées eitrémesen un nombre pair de parliee égales, en 8 parties égales par ei., dont nous déaigneroua la longueur, conunune par d. On élève dei ordonnées à loue les points de division. On joint par des cordes : 1° les premières ordonnées y, et y^; 2° les demièrea yg et y,, et seulement de 2 en Z les ordonnées de ]/, à y^. Deux trapèiea seulement ont pour hauteur d; loaa les autres
ont pour hauteur Sd. Les aires parlietlea sont donc :
En nJDUtuDl et relTanchanl 1/2 {^i + Vs)i <") a
S, = i [Siii'- ïiia + ! (ï, + ,. + S. + ,..]
Uenons maintenant à l'extrémité de chaque ordonnée de rang pair une langBQte limitée aux deux ordonnées voisines de droite et de gauche. On obtient ainsi i trapèzes ayaLt pour hauteur commune 2d. La somme de leurs aires
S, = ïdCvi + yt + ï. + Va)-
La somme Si est plus petite que l'aire curvilignej la somme S^ est plus
grande. En composant une somme S avec la moitié da B| et la moitié de St, on
établit une compansation entre les deux erreurs commises, et on a une valeur
plus approchée de l'aire curviligne,
8 = ÎL±i ... [ïl±»! - ïliS. + ,,,. + ,, + ,. + ,.,.] 9t évidemment générale. La règle à suivre est donc eelle«l :
Cette formule
MESURE DBS AIRES CURVILIOHBS.
R£oLE. On divise ta baee en un nombre pais qwlcongue de parité» igaitt. Alt doVibit de la sO'Mine de» ùrdonnéa deTang pair, on ajottte te quart de la différence entre la tomme de» ordonniet extrême» d la somme de» deux ordonnées voUine» des eatrime$; pui» on mutliplie ta somme ain^t obtenue par la distance d de deux ordonnées consëculities.
Celle mëlhode, qui donae une approiimatiou plus grande à causa de la compensalian précilée, exige seulemeal qu'un mesure les ordonnées de rang pur et les deui ordonnées eitrémea. Elle a de plus cet avantage qu'elle fait connaître une limite de i'errevr qu'on commet en l'employant,
L M TE DE 'sEBEtift. En réunlasant i/| S| moitié trop forte et '/i S, moitié t op faible de 1 aire cucvlligne, ou commel deux erreurs qui sa diminuent muluellemen et l'erteuc e commise en prenant '/» (S, + Si) pour eiprimer l'aire eu 1 gne esl moindre que
S, - V. Si = ï [(Vi + Vi) - (Vi + ï»)]
La différence {y, +ya)~(Vi+yg] s ^^î^ ^^ Irouvéedaue le calcul de S; o trouve donc «ans peine celte limite de l'erreur.
akGg. On diïiae la
Tsoius SuiFSOH. Considérons l'aire curviligne un nombre pair suffisamment grand de parliea égales, en S parties, par exemple. Ou ~ . lilève des ordonnées à chaque point de division et on les mesure en même tomps que la basa. Désignous les ordonnées par Vi , Vi I Va— i Ht et l'une des parties de ae par d.
Pour établir la formule, considérons l'aire partielle nACc comprise entre les deux premières ordonoàrà de rang im- ' pair j(j et;(). Menons la corde BC, la parallèle &K à ac el par le poinl B Va parallèle IBH à AC. La segment CAB considéré approximativement comme un segment de paral)ole équivaut aux Vi ^'^ parallélogmmme ACHl. Par suite
Segment ABC = Vi AK X BF = '/» d X 4BF. {1} D'ailleurs trapèze akCc = '/, aeoadx (j/i + Si) , ou bien Trapèze oAGc ='/» rfxfe, + ÎÏ, + î?i+!/,) = V><'X(ffl +WF + ?») (î) (*) En additionnant les égalités (l)el (?), membre à membre, on trouve Aira curviligne aACc — Vs d (ji + 4y, + y,). (3) Da même eCEe — '/» <^iVi + *ï* + Ss) éBFr='/,d(yt + iy, + y',) /TGg = Vi rf IVi + iy» + f»)
(*) ÏAK = 2ae = 4d, el 46F = 2v, + ïy,.
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U surface totale aAOflf = Vi rf Tlf 1 + Vf -h 2 (Ti + yi -h Vt) -I- ♦ (y 1 + Vi + ye + If g) J Cette formule est générale. La règle à suivre est dune colle-ci :
Rieu. On divise la hcue en un nombre pair de pariies égales, Vaire êturviliçfne s^obtieni oppfHKsimcUivemenî en addiUonnant la somme des ordonnées extrêmes, le doMe de la somme des autres ordonnées de rang impair et le quadruple de la sommée de toutes les ordonnées de rang pair ; puis, multi" pliant le total par le tiers de la distance de deux ordonnées consécutives.
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