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AVERTISSEMENT
Ce volume comprend la Géométrie analytique à deiucet à trois dimensions et toute la partie de la Géométrie descriptive pour l’admission à l’Ecole Centrale.
Le Lecteur, en parcourant les Programmes d’Examen des différentes écoles du Gouvernement, et en les comparant à nos Tables des Matières, verra que nous avons traité avec développement toutes les questions mentionnées dans ces Programmes (*), sans nous astreindre pour cela à négliger d’autres questions intéressantes qui peuvent acquérir dans certains cas une utilité relative.
Comme nous l’annoncions dans la Préface du premier .volume de ce Cours publié en 1860, nous pensions le compléter par les notions de Physique et de Mécanique demandées aux Candidats à l’École Centrale. Nous y avons renoncé.
‘ Xi’addition de ce travail, en partie terminé, aurait imposé au volume que nous publions actuellement des proportions inusitées; elle aurait modifié le caractère (**)
(**) Nous n*avons laissé de côté que les applications de la Géumeirie clémentoire à YÀrpentage cl au Levé des Plans. Ces applications, en cflél, comme nous l’avons dit déjà (tome II), ne son^pas exigées pour Tadmission à TÉcole Centrale, parce qu’elles font partie du Cours de Travaux publics professé à cette Kcole. Elles sont néanmoins très-utiles à connaître, et les élèves studieux feront bien de consulter sur ce sujet roxccllent Traité de MM. Briot et Vacquant.
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exclusivement matiiématique que nous avons désiré conserver à notre ouvrage, convaincu que nous sommes de plus en plus que les applications pratiques doivent reposer avant tout sur une large base théorique.
Plus tard, nous espérons pouvoir rassembler et publier les applications trop spéciales que notre cadre nous a forcé de négliger. Les Notions de Physique et de Mécanique trouveront alors naturellement leur place dans ce Complément.
Les Candidats à l’École Centrale pourront d’ailleurs à cet égard consulter avec grand fruit le premier volume du Cours de Physique de l’École Polytechnique , par M. Jamin.
En terminant, nous appellerons l’attention du Lecteur sur le chapitre »X du livre III de la Géométrie analytique.
Notre excellent collègue et ami M. Eugène Rouché, dont le nom est bien connu de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques, a bien voulu nous permettre de profiter d’un travail manuscrit qu’il a rédigé sur le " système des Coordonnées polaires. Le chapitre cité lui appartient donc en propre, et nous le prions d’accepter ici le témoignage de toute notre reconnaissance.
Les démonstrations de M. Rouché relatives aux tan- * gentes et aux asymptotes des courbes en coordonnées polaires simplifient beaucoup la discussion de ces courbes; elles lèvent dès ambiguïtés souvent délicates, et elles méritent de passer dans l’enseignement.
La manière élégante dont notre collègue trouve par les coordonnées polaires plusieurs théorèmes auxquels les coordonnées rectilignes ne conduisent que pénible-
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ment, doit aussi être remarquée. Elle prouve qu’on aurait tort de s’habituer à l’emploi trop exclusif du système rectiligne. On sait au reste toute l’importance que peut acquérir le système polaire en Mécanique. [Étude des • Mouvements de rotation. )
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CARACTÈRES GÉNÉRAUX DE LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE
1. De même que l’Algèbre généralise les problèmes et les conceptions arithmétiques, de même la Géométrie analytique soumet à des méthodes uniformes et certaines les diverses théories géométriques.
Lorsqu’on essayait, par exemple, de déterminer la tangente à une courbe avant l’immortelle création de Descartes, il fallait modifier la marche suivie chaque fois que la courbe considérée changeait, et chaque nouvelle courbe exigeait ainsi un nouvel effort particulier. L’analyse de Descartes, discernant la partie vraiment commune à toutes les solutions, remplaça cette diversité par une seule méthode générale, applicable à tous les cas.
L’illustre philosophe avait surtout pour but le perfectionnement de la géométrie; mais l’intime rapprochement établi par lui entre les phénomènes géométriques et les théories de l’Algèbre, réagit de la manière la plus heureuse sur les progrès de cette dernière branche de nos spéculations; et l’on doit regarder l’œuvre de Descartes comme ayant préparé III. I
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toutes les déeou vertes ultérieures, en fondant enfin l’unité des mathématiques.
2. Les grandeurs étant seules susceptibles d’une expression nuntëriqtie, pour soumettre la géométrie à l’analyse, il faut pouvoir ramener les idées Aq forme et de position à l’idée de grandeur.
La forme d’un corps dépendant des positions occupées par ses différents points, il suffit d’indiquer de quelle manière on peut fixer la position d’un point. On y parvient, en employant ce qu’on appelle des systèmes de coordonnées.
Si le point considéré appartient à une ligne donnée, il suffit de choisir comme origine un point fixe de cette ligne : en faisant connaître la distance du point variable à l’origine (distance comptée sur la ligne elle-même), on déterminera immédiatement sa position. La distance indiquée devra d’ailleurs être affectée du signe plus ou du signe moins, suivant que le point variable tombera d’un côté ou de l’autre de l’origine {Àlg. élém., 161).
Si le point considéré appartient à une surface donnée (c’est le cas constant en géométrie plane), il faut indiquer une ligne de la surface qui le contienne et sa position sur cette ligne comme on vient de le dire.
Si le point considéré est situé d’une manière quelconque dans l’espace, il faut indiquer une surface qui le contienne et sa position sur cette surface.
En géométrie plane, le système de coordonnées universellement adopté consiste à déterminer la position d’un point par ses distances à deux droites fixes tracées dans son plan, et, le plus ordinairement, rectangulaires. Si l’on sait que le point M Ifig. I ) est à une distance MP de l’axe Ox et à une distance MQ de l’axe Oj, il suffira de prendre sur l’axe O^- une longueur OQ = MP et sur l’axe Ox une longueur OP = MQ; en menant respectivement par les points Q et P des parallèles aux deux axes, leur intersection déterminera nécessairement le point proposé.
MP ou OQ s’appelle l'ordonnée du point M, MQ ou OP s’appelle son abscisse. L’abscisse fait connaître une droite du plan renfermant le point M, et l’ordonnée sa position sur cette droite, ou réciproquement. L’expression de coordonnées rappelle la nécessité de réunir ces deux renseignements numériques pour obtenir le point M. Ox est l’axe des abscisses. Or l’axe des ordonnées; les deux axes portent le nom A' axes des coordonnées. Les coordonnées pouvant toujours être comptées sur les deux axes, à partir de leur point d’intersection O, ce point s’appelle l'origine des coordonnées. Enfin,
l’ordonnée d’un point étant généralement désignée par y et son abscisse par x, les axes Oj et Oar sont souvent appelés -axe des jr et axe des x.
Si les axes 0;^ et O x sont obliques l’un sur l'autre, la distance du point M à l’un des axes est comptée parallèlement à l’autre axe, et rien n’est changé aux indications précédentes.
En se reportant à la figure, on voit que les quatre points M, M', M", M'", deux à deux symétriques par rapport à l’un des axes, ont en valeur absolue les mêmes coordonnées. Cette difficulté est immédiatement levée par la règle fondamentale de l’opposition de sens manifestée par l’opposition de signe. D’après cette règle, les coordonnées du point M étant OQ et OP, celles du point M' sont OQ et — OP, celles du point M" sont — OQ et OP, celles du point M'" sont — OQ et — OP. Aucune ambiguïté n’est donc possible.
3. Remarques. — 1“ Dans le système de coordonnées dont on vient de parler et auquel on peut spécialement donner le nom de rectiligne, deux points M et M* {Jig. i), situés sur une même droite passant par l’origine et à égale distance de cette origine, ont des coordonnées égales et de signes contraires. La réciproque est vraie.
2“ Tous les points de l’axe des y ont une abscisse nulle, tous les points de l’axe des x ont une ordonnée nulle. Les coordonnées de l’origine sont x = o, y = o.
3“ Les coordonnées d’un point situé dans un plan non limité peuvent varier depuis — oo jusqu’à -t-oo.
4“ Quand nous écrirons le point {x', y'), il faudra entendre le point dont les coordonnées sont x' et y'.
4. On emploie encore souvent, surtout en Astronomie, le système de coordonnées polaire.
Soit dans le plan du point M (Jig. 2) un axe OA et un point O choisi sur cet axe. Le point M sera déterminé si l’on connaît sa distance p au point O et l’angle u formé par la ligne OM avec l’axe OA. La coordonnée linéaire p porte le nom de rayon vecteur; la coordonnée angulaire w n’a pas reçu de nom spécial. Le point O est le pôle, l’axe OA est Yaxe polaire.
On voit que le point M est déterminé dans ce système par l’intersection d’un cercle ayant pour centre le pôle et pour rayon p, et d’une droite partant du pôle et faisant l’angle w avec Taxe polaire.
Lorsqu’il s’agit de la détermination d’un seul point, m peut varier de o à 271 et p de o à -l- 00 . En faisant varier p de oà -i-QO , on a dans le plan tous les cercles possibles, et, en faisant varier b) de O à 27T, on a dans ces cercles tous les rayons possibles.
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5. Outre le système rectiligne et le système polaire seuls usités, il existe évidemment ««e infinité de systèmes de coordonnées.
Ainsi, par exemple, on pourrait déterminer un point sur un plan par ses distances à deux points fixes choisis dans ce plan ou par les angles formés par les rayons vecteurs de ce point avec la droite joignant les deux points fixes. Dans le premier cas, le point cherché résulterait de l’intersection de deux circonférences de cercle, dans le second de l’intersection de deux lignes droites; dans le premier cas, ses deux coordonnées seraient linéaires, dans le second elles deviendraient toutes les deux angulaires.
D’une manière générale, le point variable est nécessairement placé à l’intersection de deux lignes quelconques, droites ou courbes, 'foutes les conditions qui déterminent ces lignes doivent être fixes, excepté une seule dépendant précisément pour chacune d’elles de la position du point mobile, et la valeur numérique qui correspond pour chaque ligne à cette condition constitue l’une des coordonnées du point cherché.
C. Ouaiïd un point se déplace arbitrairement dans un plan, ses deux coordonnées varient indépendamment l’un de l’autre. Mais si ce point est astreint à parcourir une ligne AB, la valeur de l’une des coordonnées suffit pour fixer sa position et, par conséquent, pour déterminer l’autre coordonnée. Si le point mobile doit appartenir à l’arc AB (fig. 3), l’ordonnée Ml* correspondra nécessairement à l’abscisse OP, et la variation de l’abscisse imposera à l’ordonnée une variation parfaitement définie. On dit alors que les deux coordonnées sont fonction l’une de l’autre, et leur dépendance est caractérisée par une équation entre les deux variables y et x ou entre les deux variables p et w, s’il s’agit de coordonnées polaires. Que celte équation puisse être ou non exprimée, on conçoit qu’elle existe toujours, et comme elle traduit algébriquement la condition nécessaire pour que le point mobile décrive la courbe AB, on donne à cette équation le nom A’équation de la courbe AB.
L’équation d’une ligne quelconque dans un système quelconque est donc la. relation constante qui lie les coordonnées variables du point mobile, d’après la nature même de la ligne considérée; de sorte que, quelle que soit la définition adoptée, si la ligne ne change pas, l’équation ne changera pas. Mais le changement de position d’une même courbe par rapport aux axes doit nécessairement modifier son équation, tout en y laissant subsister certains caractères propres à la courbe considérée.
7. Réciproquement, toute équation y=f{x) ou F {x,y) — o entre deux variables r et x représente une courbe plané. En effet, chaque couple de valeurs réelles de x et de y satisfaisant à l’équation proposée, correspond aux coordonnées d’un certain point du plan. Et, en général, si l’on fait varier x d’une manière continue, les valeurs correspondantes de y varient aussi d’une manière continue, en restant réelles au moins entre certaines limites. L’ensemble des points ainsi obtenus forme donc une ligne continue ou lieu géométrique qui a pour définition algébrique l’équation proposée.
Dans le système polaire, toute équation entre les variables P et oj représente aussi, en général, une courbe plane.
De même que l’équation d’une courbe ne dépend en rien do la~délinition de cette courbe, de même un lieu géométrique déterminé ne dépend en rien des diverses formes que peut affecter son équation. Et pour étudier la marebe générale des solutions de cette équation, ce qu’il y a de plus simple, c’est d’en construire le lieu. Cette intime relation entre les équations et leur représentation graphique constitue, aussi bien au point de vue pratique qu’au point de vue théorique, l’un des principaux avantages de la géométrie analytique.
Pour construire l’équation J =/(x), on donne ordinai
rement à X des valeurs en progression arithmétique; ce qui permet, lorsque la fonction proposée est entière algébriquement, de calculer les valeurs successives de y en ayant recours à la méthode des différences d'Àlg., 249).
On unit les différents points du plan représentés par les couples de valeurs de ar et de par un trait continu, et l’on a la courbe cherchée d’une manière d’autant plus approchée que la raison de la progression formée par les valeurs de x est plus petite.
Pour construire l’équation F(a?,j) = o, on a à résoudre, pour chaque valeur particulière de x, une équation en y. Pour trouver les racines de cette équation, on devra se servir des procédés connus (voir Complément d’ Algèbre), et le tracé du lieu s’achèvera comme nous venons de le dire.
Dans ce dernier cas, l’emploi d’une variable auxiliaire permet souvent de simplifier la question.
Si la loi qui lie les deux variables y et x n’a pu être exprimée algébriquement, et si l’on a seulement à sa disposition V une Table renfermant une série de valeurs expérimentales correspondantes des deux variables, on pourra tracer le lieu par points en adoptant ces valeurs.
Ce tracé présentera les avantages suivants : dans l’intervalle
Difii-iZfîd ij'. ^ viwiqle
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des valeurs fournies par la Table, on pourra adopter approximativement les résultats indiqués par la courbe, de sorte que l’interpolation sera immédiate [Complém. d’Alg., 240). En outre , la courbe trouvée pourra se rapprocher beaucoup d’une courbe connue, et la loi du phénomène pourra alors être exprimée, avec une approximation suffisante pour les besoins de la pratique, par l’équation même de cette courbe connue dans la position considérée; enfin, les phénomènes naturels présentant en général une grande continuité, si la courbe résultant des nombres de la Table ne satisfait pas, en certains points, à cette continuité, on sera averti des erreurs qu’on a pu commettre dans les expériences, et on devra recommencer ces dernières pour les points regardés comme inexacts.
Ce qui précède suffit pour montrer quelles précieuses ressources la Géométrie analytique peut offrir aux physiciens et aux ingénieurs, dans l’étude des phénomènes compliqués dont ils ont à s’occuper.
9. La représentation des lignes par des équations constitue en réalité la Géométrie analytique, puisqu’elle permet de ramener l’étude des propriétés des lignes à l’application des procédés généraux de l’analyse.
Un lieu étant défini géométriquement, on cherchera donc son équation pour trouver ses propriétés. Réciproquement, une équation étant donnée, on construira la courbe correspondante, afin d’obtenir le tableau de la marche des valeurs de la fonction.
Nous devons présenter ici une importante et très-utile remarque. La définition géométrique du lieu permet non- seulement de trouver son équation dans tel système de coordonnées qu’on voudra, mais cette définition constitue elle-même souvent une première équation du lieu par rapport à un certain système dépendant de la définition adoptée et qu’on pourrait qualifier (avec Auguste Comte) de système de coordonnées naturel : chaque définition du même lieu conduira d’ailleurs à un nouveau système naturel.
Par exemple, si l’on adopte pour la circonférence de cercle la définition donnée en géométrie élémentaire, le système naturel est le système polaire, et l’équation du lieu est immédiatement p= constante. Si la circonférence est définie le lieu du sommet d’un angle constant dont les côtés passent constamment par deux points fixes, le système naturel est celui dans lequel le point mobile est déterminé par l’intersection de deux droites partant des deux points fixes et formant des angles variables a ei ^ d’un même côté de la droite
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qui joint ces points' (5): dans ce système de coordonnées, un a pour équation de la circonférence
a — (3 = constante.
On nomme ellipse le lieu des points dont la somme des distances à deux points fixes est constante. Le système de coordonnées naturel est alors celui dans lequel le point mobile est déterminé par ies rayons vecteurs m et v correspondants aux deux points fixes, et l’équation du lieu dans ce système est
U -H v = constante.
Dans le même système, Y hyperbole, lieu des points dont la différence des distances à deux points fixes demeure constante, a pour équation
« — v= constante.
Enfin la parabole, lieu des points dont les distances à une droite fixe et à un point fixe sont égales, est représentée par l’équation u = v dans le système moitié polaire, moitié rectiligne, qui correspond à la définition indiquée.
D’après ce que nous venons de dire, on comprend que toute la difficulté, lorsqu’on cherche l’équation d’un lieu géométrique, consiste dans le passage du système de coordonnées naturel ou de la relation algébrique correspondante, au système de coordonnées prescrit ou à l’équation demandée. On devra donc, après avoir traduit algébri<|uement la définition de la courbe comme nous l’avons fait plus liant, chercher les relations qui existent entre les coordonnées naturelles et les coordonnées définitives; et une élimination plus ou moins pénible conduira alors d’une manière ceitaine à l’équation du lieu proposé. C’est ce que les exemples ultérieurs éclairciront.
THÉORIE DE L'HOMOGÉNÉITÉ ET CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES
De l’homogénéité.
10. D'une manière générale, la grande loi de l’homogénéité peut s’énoncer comme il suit : Toute équation provenant de la résolution d’une question de géométrie, de mécanique ou de physique, doit être homogène, c’est-à-dire ne renfermer q ue des termes de même degré..
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Eli effet, l’exaciilude de toute relation concrète ne peut dépendre en rien du choix de l’unité, qu’il est nécessaire de fixer seulement au point de vue des évaluations numériques (*).
D’après cette remarque, supposons spécialement une relation algébrique quelconque entre longueurs. Si runhé d’abord employée est remplacée par une unité p fois plus petite, toutes les lignes du problème se trouveront représentées par des nombres p fois plus grands, c’est-à-dire que chaque facteur linéaire de l’équation se trouvera multiplié par p. Dès lors tous les termes du premier degré seront multipliés par p, tous les termes du second degré par tous les termes
du degré ni par p". L’équation proposée ne continuera donc d’exister, comme cela doit être, que si tous ses termes sont de même degré : dans cette hypothèse, tous varieront dans le même rapport par suite de la variation de l’unité, tandis que dans l’hypothèse contraire tous les termes de degrés différents varieraient dans des rapports inégaux. Ainsi, à moins d’erreurs de calcul, l’équation proposée ne pouvant dépendre de l’unité choisie doit être homogène.
Si la question posée exige la considération de grandeurs d’espèce différente, il y a deux cas à distinguer.
Il peut se faire que ces grandeurs d’espèce différente soient subordonnées les unes aux autres. Par exemple, on peut avoir à considérer en même temps des longueurs, des aires et des volumes. D’après l’encbaînement indiqué en géométrie, on devra dans ce cas compter chaque aire pour deux, et chaque volume pour trois facteurs linéaires. En prenant cette précaution, on vérifiera immédiatement l’homogénéité de l’équation obtenue.
En second lieu, si les grandeurs d’espèce différente qui entrent dans la question sont tout à fait indépendantes les unes des autres, il faudra évidemment que l’équation trouvée soit homogène par rapport à chaque espèce de grandeur.
11 est bien entendu que les nombres abstraits étant du degré O échappent à la variation produite par le changement d'unité, et qu’il ne faut en tenir aucun compte dans ce qui précède. Les rapports trigonométriqnes sont des nombres abstraits.
11. On dit qu’une fonction est homogène et du degré m lorsque toutes les lettres qui y entrent étant multipliées par un même facteur h, la fonction elle-même est multipliée par /i™.
(•) Par e.\einf)lc, quelle que soit Tunité considérée, le carré du nombre qui représente riiypotcnusc d’un triancle rcclanglc est toujours égal h la somme des carres des nombres qui représentent les edtés de î'angle droit.
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Les fondions
rt’ — 6’c-f-6c’, b^c — c‘,
3a’-t- 6c "jab — 2C’’
sont homogènes. La première est du 3' degré, la seconde est du 2* degré, la troisième du degré o,la quatrième du degré — i.
On voit d’après cela que le degré d'un radical s’obtient en divisant le degré de la fonction placée sons le radical par l'indice du radical, et que le degré d’une expression fractionnaire est égal au degré du numérateur diminué du degré du dénominateur.
Si l’on examine l’équation du mouvement uniforme e—vt.
on voit que e = j est du premier degré par rapport a l’espace
et du degré — i par rapport au temps; de sorte que l’équation e—vt est bien homogène, soit qu’on considère séparément l’espace et le temps, soit qu’on les considère ensemble (10). Et l’on peut en conclure que si, dans une formule de mécanique, on multiplie les longueurs par un facteur m et les temps par un facteur «, les quantités analogües à v devront être
multipliées par Cet exemple suffit pour montrer de quelle
manière on doit vérifier l’homogénéité des équations fournies par la résolution d’un problème de mécanique ou de physique.
12. Jusqu’ici, nous avons admis implicitement qu’aucune des lignes de la figure ou des grandeurs qui entrent dans la question n’avait été prise pour unité. Dans ce cas, en effet, l’équation correspondante pourrait, sans cesser d’être homogène, perdre le caractère ^e l’homogénéité, puisque tous les facteurs égaux à l’unité disparaissent nécessairement du calcul. Quand cette particularité se présente, il est d'ailleurs facile de rétablir l’homogénéité. Car, avant le choix de l’unité et lorsque la ligne ou la grandeur correspondante était représentée par un signe indéterminé, l’équation avait tous ses termes de même degré. Il suffit donc de rétablir cette condition en multipliant les différents termes par des puissances convenables d’une certaine lettre prise pour signe représentatif de l’unité, et cela de la manière la plus simple possible.
Soit l’expression
Si X représente une longueur ainsi que les autres lettres de la formule, la quantité placée sous le radical doit être du se-
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cond degré (II), une ligne de la figure a donc été prise pour
unité : désignons-la par X. Nous devrons multiplier^, qui est c'd "
du degré o, par X% et — > qui est du premier degré, seulement par X. Nous obtiendrons ainsi l’équation homogène
13. On comprend, sans que nous insistions, toute l’importance du principe de l’homogénéité : c’est un moyen précieux de vérification pendant tout le cours des calculs, et l’on ne doit jamais perdre de vue la symétrie qu’il impose aux équations sur lesquelles on opère. Les élèves feront donc bien de s’assurer toujours de l’homogénéité des formules qu’ils emploieront, jusqu’à ce que l’habitude leur permette de se passer d’une vérification directe.
Construction des expressions algébriques.
14. Construire une formule, c’est remplacer les évaluations, numériques qu’elle indique par des constructions géométriques. Ces constructions, en liant convenablement des lignes proportionnelles aux nombres considérés, conduisent en dernier lieu à une ligne proportionnelle à la valeur numérique de l’inconnue.
On n’admet, en général, que les constructions où entrent la ligne droite et le cercle, c’est-à-dire que celles qui peuvent s’effectuer simplement à l’aide de la règle et du compas. Comme nous le verrons bientôt, les équations de la ligne droite et de la circonférence de cercle sont du premier et du second degré. Par conséquent, nous ne pourrons construire que des formules rationnelles du premier degré ou des formules irrationnelles renfermant seulement des radicaux du second degré ou dérivés du second degré.
Les expressions à construire doivent présenter le caractère de l’homogénéité : on le rétablira donc toujours s’il n’existe pas déjà (12); car si la ligne prise pour unité n’entrait pas explicitement dans la formule donnée, on ne pourrait exécuter sur cette ligne aucune des constructions nécessaires.
15. Dans ce qui va suivre, nous supposerons que l’inconnue X représente une ligne droite, ainsi que toutes les autres lettres de la formule.
S’il s’agit d’une formule entière et rationnelle, elle sera de la forme
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et X s’obtiendra facilement en portant sur une droite fixe indéfinie, à partir d’un point déterminé de celte droite, dans le sens convenable et à la suite les unes des autres, les longueurs
3 a, ^ O, c et - a.
La distance du point auquel on parviendra, à l’origine choisie, représentera la valeur de x.
S’il s’agit d’une formule fractionnaire et rationnelle, sa forme la plus simple sera
ab
On obtiendra alors x en construisant une quatrième proportionnelle aux longueurs c, a el h. x sera une troisième proportionnelle aux longueurs c et a, si l’on a
X — ^ (Géoni., 116).
Toute expression monôme analogue, telle que • abcd
«fs
se construira à l’aide du même procédé répété; car on peut écrire
a b cd = - X 7- X —
«JS
Soient
^ cd bi ah
on aura finalement
Si X est une fraction à termes polynômes, on commencera par les rendre entiers. Soit donc
abcd — efgh -+■ klmn
opr — stu
On peut poser
efgh = abcê, klmn = abcô', opr = abe, slu — abs'.
On déterminera les lignes auxiliaires 6, 8', t, e', par une série de quatrièmes proportionnelles, et l’on aura
r = _ c(rf— 6-1-6')
ab{e — e') £ — e' ’
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c’esl-à-dire qu’on sera ramené au cas le plus simple résolu d’abord.
Passons aux expressions irraiionnelles. Si l’on a
X sera immédialemenl donnée par la construction d’une moyenne proportionnelle aux longueurs a et 6 ( Géom., 117). Si l’on a
X sera l’hypoténuse du triangle rectangle qui a pour côtés a et b.
Si l’on a
il faudra construire un triangle rectangle qui ait a pour hypoténuse et b pour côté de l’angle droit; x sera représentée par le second côté du triangle.
En général, toutes les formules irrationnelles du second degré pourront être construites à l’aide de quatrièmes proportionnelles successives et d’une dernière moyenne proportionnelle. Soit, par exemple, l’expression
abcd — cfgb, + hlmn
op
■ rs
Nous remarquerons que, comme cela doit être, d’après la loi de l’homogénéité, le degré du numérateur de la fraction placée sous le radical l’emporte de deux unités sur le degré du dénominateur.
Nous poserons
efgh = abcS, Jdmn = abcè', op— at, rs — ag'. 11 viendra alors, en simplifiant.
bc(d — d 4- à')
A l’aide d’une quatrième proportionnelle, on pourra remplacer c{</— Ô-HÔ') , ,
-, — ■ par une seule longueur y, et, pour avoir
x = \fbÿ, il suffira de chercher une moyenne proportionnelle à ô et à y.
Si l’on avait à considérer un radical du quatrième degré, la
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marche à suivre sérail encore la même. Soit, par exemple.
La quantité placée sous le radical principal doit être du ^qua - Irième degré; il faut donc commencer par rétablir l’homogénéité, ce que nous ferons (12) en représentant la ligne prise pour unité par X et en multipliant les différents termes de l’expression par des puissances convenables de X. Nous aurons
a’X’H- b\' ^cX d‘‘ —
Nous construirons les moyennes proportionnelles
puis
Il viendra alors
\[cl=xf et \/bl = g, \Jag=h ou ag=h'.
La construction d’un triangle rectangle nous permettra de remplacer rf’ — 4’ par 4’; celle d’une troisième proportionnelle et de deux moyennes proportionnelles nous permettra
fit*
de remplacer par m’ et 4/ par n’; enfin, en construisant un dernier triangle rectangle, nous aurons
c’est-à-dire
On aura donc finalement à chercher une quatrième proportionnelle q aux longueurs If, X et p, puis une moyenne proportionnelle à X et à
Quand l’inconnue est une surface S, on pose
S = ax.
a étant une ligne choisie arbitrairement. En construisant la longueur x, on peut obtenir un rectangle équivalent à la surface cherchée.
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De même, si l’inconnue est un volume V, on pose V = a?x,
el la détermination de x donne un parallélipipède rectangle équivalent au volume cherché.
La détermination d’un angle donné par un de ses rapports trigonométriques se ramène de même à celle d’une droite. Si l’on a, par exemple,
tango: = -»
il faut construire un triangle rectangle sur b ex a comme côtés de l’angle droit; l’angle opposé dans ce triangle au côté b est l’angle cherché.
18. L’habitude du calcul permet souvent de simplifier la construction d’une formule, en suggérant un mode de décomposition favorable.
Soit
oa‘b’-+- aa’c’-t- y.b’c^ — a* — b* — c‘
a' b -H labc
L’application du procédé général serait très-longue. Mais on peut écrire élém., p. a56. Questions proposées)
(a-\-b -tr c){a-X- b — c){a-\-c — b)[b-\-c — a)
ab(a-\-b -\-7.c) '
et l’on arrive alors rapidement au résultat.
Applications.
19. On peut se proposer de construire les racines d'une équation du second degré ramenée à la forme
x'‘-{-px-\-q — o.
Si X représente une longueur, il faut pour l’homogénéité que P soit du premier degré et q du second degré. On pourra donc, en général, représenter p par une certaine ligne a, el q par un carré équivalent b'. L’équation du second degré, en mettant en évidence les signes de ses différents termes, aura alors l’iinc des quatre formes suivantes :
ax -H 6*== o, x^-X-ax — x^ — aa:-l-6'=o, x' — ax — b'=o.
En changeant le signe de x, on passe des deux premières aux
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deux dernièi es équations : nous n’avons donc, besoin de construire que les racines des équations (3) et (4); en les changeant de signe, nous obtiendrons ensuite immédiatement les racines des équations (i) et (a).
Les équations (3) et (4) peuvent s’écrire
Dans le premier cas, la somme des racines est a, leur produit est b^; on est alors ramené à ce problème élémentaire [Géom., 118) ; Trouver deux lignes, connaissant leur somme et leur produit.
Dans le second cas, la somme algébrique des racines est toujours a; mais comme elles sont de signes contraires, a est en réalité la différence des deux lignes qui les représentent. On est donc ramené à cet autre problème {Géom., 119) ; Trouver deux lignes, connaissant leur différence et leur produit. La plus grande des deux lignes trouvées sera la racine positive de l’équation.
On peut aussi résoudre directement les équations considérées et construire les formules
20. Pour les équations bicarrées, on a seulement besoin de considérer les trois formes
car l’équation.
n’admet que des racines imaginaires. Si l’on pose
x^ = by,
les équations proposées deviennent
On détermine alors comme on vient de l’indiquer (19) les racines des équations en y, puis on obtient x en construisant une moyenne proportionnelle à j et à b.
21. Pour terminer ce sujet, nous traiterons le problème suivant et nous construirons la solution trouvée.
Par un point M pris sur la bissectrice d’un angle droit\Qi\, mener une droite telle, que la partie de celte droite comprise
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enliv les côtés de l’angle, prolongés s’il est nécessaire, ait une longueur donnée l (fig- 4)- (Problème de Pappus.)
On délerminera le point M en donnant sa distance « = MP= MQ aux deux côtés de l’angle droit. Soit AB= / lu ligne cherchée. On pourra prendre pour inconnues
OA = a:, OB=J'.
Le triangle rectangle AOB se composant des triangles OMA, OMB, on pourra écrire
xy=a{x ->^y).
Le même triangle donnera d’ailleurs
/> = + [x -H J')’ — y xy — {x + jj’— ■ia{x-hy].
c’est-ii-dire
et, par suite,
{x + r)“ — ia{x -+-j) — O,
X -h y — a ± '1^ -y P, xy = a (« ± v'fl
X et y seront donc les racines de deux équations du second degré faciles à former. Et comme les valeurs précédentes sont symétriques en x et en y, en obtenant les quatre valeurs de X on obtiendra les quatre valeurs de y.
Les deux équations du second degré à résoudre seront
X’ — {a-y\Ja} -H /’) X + a (a 4- /’) = o,
Les racines de la seconde équation étant toujours réelles (^Ig. élém., 191), le problème admettra toujours deux solutions. Les racines de la première équation ne seront réelles qu’autant qu’on aura
c’est-à-dire, en développant.
/>2rt^2 ou que 2OM.
Telle est donc la condition pour que le problème admette quatre solutions. Dans ce cas, il y aura toujours trois solutions positives pour une négative; et les valeurs négatives seront représentées par des segments comptés sur les prolongements des côtés de l’angle droit, à partir de l’origine O.
On peut d’ailleurs construire les inconnues sans résoudre
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aucune équation, en employant directemeni les valeurs de la somme x 4-.r' et du produit xy. Prolongeons d’abord MP d’une longueur MR = l et, du point Q comme centre "avec QR pour rayon, décrivons la demi-circonférênee DRD'. Nous aurons'
D' M = QM 4- QR = 1‘
et
DM = QR — QM = v'«’ -1- /’ — «•
Les deux valeurs Ae x -y y sont donc représentées par D'M èt par — DM.
Prenons la valeur
X -h y =\y\i = 7. a -h DM
et soit I le milieu de DM. Nous aurons
x-t-/ = 2rt-i-2MI = ?. QI.
On peut alors poser
a: = QI-|-2, J = Q1 — Z,
et tout est ramené à la détermination de l’inconnue auxiliaire Z.
On a
I xy=a{x-yy)=:7a.Ql et a:/ = QD — 2’.
Il en résulte
z’ = QP — 2fl.QI =(a 4 MI)’ — 2a(a-|- MI) = MP — a’.
Si l’on décrit alors sur DM comme diamètre une demi-cir- v conférence, et si cette demi-circonférence coupe l’axe OX en deux points A et A', on aura, en abaissant les perpendiculaires AC et A'C' sur DM,
IC = lC'=z.
On obtient ainsi, d’après ce qui précède, pour x ou pour j, les deux soliMons OA' et OA. Seulement, si l’on prend x= OA', il faut prendre r= OB'= OA, et si l’on prend x = OA, y devient OB = OA'.
Prenons maintenant la valeur x +y= — DM = a a — D' M, et soit l' le milieu de D' M. Nous aurons
x-yy = 7a — 2MI'= — 2QI'. , ‘
On peut alors poser
x = z — Ql' et y= — z — QP.
On a, par suite,
xy= — 2a.QI' et arr = QI" — z’-
11 en résulte
5’= QI'’ + 20. Ql'= (MI'_ , a (Mr— a) = Ml'»— nK
On décrira donc sur D'M comme diamètre une demi-circonférence qui coupera toujours l’axe OX en deux points A" et A'", et en abaissant de ces points les perpendiculaires A"C" elA"'C"’ sur D'M, nous aurons
I'C" = rC'" = z.
On aura donc pour x ou pour r les deux solutions OA" et — OA".
c- 1- \Êi • J- — a , .
Si 1 on a MI ou > c esl-a-dire condition
qui revient à l<^2a<fï, la circonférence décrite sur DM comme diamètre ne coupera pas l’axe OX, et les deux premières solutions disparaîtront.
THÉORIE DF. LA TRANSFORMATION DES COORDONNÉES
22. Nous chercherons d'abord les formules qui permettent de passer d’un système de coordonnées rectiligne à un autre système de coordonnées rectiligne.
La transformation dont il s’agit doit être considérée sous deux points de vue.
Nous avons dit précédemment (6) que le changement de position d’une ligne par rapport aux axes choisis pouvait modifier son équation. Lorsqu’on voudra s’assurer que deux équations différentes représentent en réalité deux lignes distinctes, on y parviendra en opérant par rapport à l’une de ces lignes une transformation d’axes d’abord indélermii^e. Puis, on essayera d’identifier les équations des deux lignes en faisant usage des constantes arbitraires introduites par la transformation effectuée. Suivant qu’on pourra ou non trouver ainsi pour ces constantes des valeurs réelles, on aura ou non affaire au même lieu.
Le second point de vue est relatif à la simplification spé- ; ciale d’une équation isolée. Très-souvent, la définition géomé- I trique adoptée ne conduit pas à la forme la plus simple pour ) l’équation correspondante. Il est donc important de pouvoir opérer une transformation d’axes d’abord indéterminée. En i cherchant ensuite les valeurs qu’il faut assigner aux constantes j
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arbitraires ainsi introduites pour faire disparaître certains termes de l’équation primitive, on déterminera la situation des axes pour laquelle cette équation est réduite à la forme la plus favorable : on choisit alors le système d’axes obtenu de cette manière, toutes les fois qu’on veut étudier commodément les propriétés de la courbe considérée.
Les applications ultérieures feront bien comprendre les indications générales qui précèdent.
23. L’établissement des formules de transformation est un simple problème de trigonométrie. On doit chercher l’expression générale des coordonnées d’un point quelconque du plan par rapport aux anciens axes, en fonction de ses coordonnées par rapport aux nouveaux axes. Dans chaque cas particulier, il suffira de substituer dans l’équation proposée les valeurs générales obtenues, pour passer de l’ancien système au nouveau.
Il convient de distinguer le transport des axes parallèlement à eux-mèmes (c’est-à-dire le simple déplacement de l’origine) et leur changement de direction. La transformation générale • consistera ensuite à réunir comme simultanées les modifications dues à chaque changement isolé.
24. Déplacement de l’origine. — Remplaçons les deux axes Ox et O^par les deux axes O'x' et O' / qui leur sont respectivement parallèles [fig. 5). La position des nouveaux axes sera déterminée si l’on donne les coordonnées a et 6 de la nouvelle origine O' par rapport au^ anciens axes. Soit M un point quelconque du plan. Ses" coordonnées seront a: = OP ety^=MP par rapport aux anciens axes, jr'=0'P' et^ = MP' par rapport aux nouveaux. Pour aller du point O au point M, on peut suivre la ligne droite OM ou la ligne brisée OO'M. Les projections des deux chemins considérés sur un axe quelconque seront donc égales [Trig., 16). En projetant sur l’axe Ox (parallèlement aux /), on aura donc
x = a-hx',
et en projetant sur l’axe 0/ (parallèlement aux x), on aura
Si l’on voulait revenir des nouveaux axes aux anciens, on aurait ^
• • XZ=1X (T,
I>a théorie des projections étant complètement générale, il en est de même des formules trouvées.
Remarque. — üii (loil remnrquer iminédialenieni que celle première iransformalion ne peul modilier en rien le degré de réqiialion donnée; de plus, elle laisse intacts les coefficients des ternies du degré le plus élevé.
25. Changement de direction des axes. — Supposons mainlenanl qu’en conservanl la même origine, on modifie la direclion des axes.
Soienl Oæ: et Oy les anciens axes qui fonl enlre eux l’angle Q (fig. 6). Soienl Ox' el Oy' les nouveaux axes donl la silualion esl délinie par les angles a el (3 qu’ils fonl avec l’axe Ox, le sens posilif de la rolalion angulaire des axes élanl celui de ' Ox vers Oy. Soil M un point quelconque du plan. Ses coordonnées seront x = OP et y=MP par rapport aux anciens axes, x' = OP' el y' = MP' par rapport aux nouveaux. On peul aller du point O au poinl M en suivant la ligne brisée OPM ou la ligne brisée OP'M. Les projections de ces deux chemins sur un axe quelconque seront donc égales. Pour avoir x, nous nous débarrasserons de y en choisissant pour axe de projection la perpendiculaire OH à Oy. La projection de OPM sur OH se réduira ainsi à
arcos — 0^—x sin0.
L’angle de Ox' avec OH esl a -t-^ — 0, celui de 0/ avec le
même axe esl (3 -i- ^ — 0. La projection du chemin OP'M sur OH sera donc {Trig., 15, 16)
y' cos — (6 — «)J -t-ycosl ^ — (6 — (3) |i c’est-à-dire
x' sin (0 — «) -h y' sin (0 — ^), et l’on aura .
X sin 6 = x' sin (0 — a) -y /sin {9 — (3).
Pour avoir y, nous nous debarrasserons de x en choisissant pour axe de projection la perpendiculaire OK à Ox. La projection de OPM sur OK se réduira ainsi à
ycos^^ — O^=ysin0.
L’angle de Ox' avec OK esl ^ — a, celui de Oy' avec le
même axe esl (3 — La projection du chemin OP'M sur OK sera donc
x' cos j + j’ cos ^(3 — 1
et l’on aura*
x' sin a-t-/'sin p, y sin 0 = a/ sin a +y’ sin p.
Les formules cherchées sont, par suite,
x'sin(0 — a)-hr'sin(0 — P)
Sin 0
a:' sin a -l-j' sin P
^ sin 0
Si l’on voulait revenir des nouveaux axes aux anciens, on pourrait, au lieu de résoudre les équations qu’on vient de trouver par rapport à x' et à y', changer 0 en p — a, a en — a, P en 0 — a,' enfin a; et j en x' et y' et réciproquement ; il viendrait
, a: sin p jsin(P — 0)
^ ~ sin (P — a) ’
^a: sin a -f- rsin (0 — a)
^ = sin (P -a)
Remarque. — On doit remarquer immédiatement que cette seconde transformation, pas plus que la première, ne peut modifier le degré de l’équation donnée : elle ne peut ni l’abaisser ni l’élever, puisque les valeurs de a: et de j sont du ’ premier degré en x' et en y', et réciproquement. Mais le changement de direction des axes peut modifier les coefficients de tous les termes de l’équation, sans que ceux des termes du degré le plus élevé soient ici exceptés.
20. Il est utile de considérer les cas particuliers suivants :
1" Les nouveaux axes sont rectangulaires. On a alors
11 en résulte sin
Pt
— a = - ou P = a4
un (0 — P)= sin |^0 — a — — cos(0 — a)
= sin(a-l-^)-
sin 3 :
; cos a.
Oti a donc, d’après les formules générales (25), x' sin (6 — a) — r' cos (6 — a)
sin G
x'sina-t-j'cosa
^ sin 9
Telles seront les formules à employer lorsqu’on voudra passer d’un système d’axes obliques à un système d’axes rectangulaires.
1° Les axes primitifs sont rectangulaires. On a alors
11 en résulte
sin (G — a)= cos«, sin(0 — P) = cos(3, sinG = i.
On_a donc, d’après les formules générales (25),
x = x' cos a -h j'cos [3, y = x' sin « + /' sin (3. ■*
Telles seront les formules à employer pour passer d’un système d’axes rectangulaires à un système d’axes obliques.
3“ Les deux systèmes d’axes sont rectangulaires. 11 faudra supposer
G = - et & = ac-h-a 2
Il en résulte
sin (G — a)= cos a, sin (G — (3)= cos (3 = — sin a, sin P = cos a, sin G = i .
Les formules générales (25) deviennent donc
x = x' cos a. — y' sin a, y~x' sin a -\-y' cos a.
Telles seront les formules à employer pour passer d’un système d’axes rectangulaires à un autre système d’axes rectangulaires.
27. Transformation générale. — Les formules tout à fait générales de transformation seront évidemment (23, 24, 25) pour les coordonnées rectilignes
x' sin (6 — g) 4-.r” sin (G — (3) sin G
x' sin «-!-/' sin p sin G
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Ces formules sont homogènes et du premier degré par rapport aux coordonnées qu’elles renferment. Comme nous l’avons déjà remarqué pour chaque transformation isolée (24, 25), leur emploi ne peut modifier en rien le degré de l’équation considérée.
28. Tran%formation relative aux coordonnées polaires. — Lorsqu’on veut passer d’un système de coordonnées rectiligne à un système de coordonnées polaire, on peut supposer que l’axe polaire se confond avec l’axe des x et le pôle avec l’origine O des coordonnées rectilignes. On peut aussi supposer les axes rectilignes rectangulaires. S’il n’en était pas ainsi, on pourrait toujours rentrer dans ce cas par une transformation préalabie convenablement effectuée à l’aide des formules précédentes.
En projetant successivement OM (Jig. 7) sur les deux axes, on aura
a: = pcosw, y = psincü.
Réciproquement, si l’on veut passer des coordonnées polaires aux coordonnées rectilignes, on déduira de ces relations
p = y^A’-t-t\ tangw = --
On voit que les équations qui sont algébriques dans un système, deviendront en général transcendantes dans l’autre système, et que la condition inverse pourra dans certains cas avoir lieu. . .
THÉORIE DE LA LIGNE. DROITE
29. Pour terminer cette introduction, nous exposerons la théorie de la ligne droite. Nous y joindrons comme complément la théorie de la circonférence de cercle, qui, au point de vue d’une méthode rigoureuse, devrait peut-être faire partie de l’étude des courbes du second degré. Mais nous pensons qu’il est important d'habituer d’abord les élèves aux nouvelles considérations de la géométrie analytique, en leur faisant résoudre les problèmes les plus usuels relatifs aux deux seules lignes considérées en géométrie élémentaire. Nous achèverons ensuite ce 1" Livre en traitant une série d’exemples, choisis de manière à familiariser le lecteur avec quel-
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ques-unes des principales courbes auxquelles nous devrons plus tard appliquer nos méthodes générales.
30. Nous commencerons par indiquer deux formules élémentaires qui reviennent constamment dans les calculs.
Distance de deux points. — Soient les axes Ox et 0>’ (Jig. 8). Cherchons d’abord la distance du point M, dont les coordonnées sont a; et à l’origine O. Le triangle MOP, quelle que soit la position du point M, donnera
OM>= OP’-f- MP’— 2OP. MP. cosOPM.
Si 0 est l’angle des axes, on aura toujours, l’angle OPM étant le supplément de 0,
cos OPM = — cos 0.
Il viendra donc, en désignant par d la distance cherchée,
(1) d — \Jx‘-\-y'‘-\-7.xycosQ.
Cherchons maintenant dans le plan des axes la distance de deux points quelconques M et M'. Transportons les axes 0.r et O J parallèlement à eux-mêmes en Mjc' et My'. Si l’on désigne par X et Y les coordonnées du point M' par rapport aux nouveaux axes, on aura, d’après la formule (1),
MM'= v/X’-f-V’-HaW COS0.
Mais, si x' et y' sont les coordonnées du point M' par rapport aux anciens axes, on a, d’après les dernières formules du n“ 24,
X et y sont en effet les coordonnées de la nouvelle origine M par rapport aux anciens axes. En substituant, on aura donc pour la formule générale de la distance de deux points en fonction de leurs coordonnées par rapport à un système d'axes obliques,
(2) d = v'(x-' — Æ-p-i- 7(x' — x)(y' — y) cos 0.
Si les axes sont rectangulaires, cos 0 est nul, et les formules (1) et (2) deviennent simplement
d — vV , d v'(V-^.r)’-t-(j'— J)'’.
En coordonnées polaires, la formule de la distance de deux
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points sera, en vertu du triangle MOM' [fig. <)),
rf = y/p'-t- p'- — 2pp'cüs{w' — 6j).
Coordonnées du point milieu d’une droite finie. — Soient la droite MM' et I son point milieu (fig. 8). Par rapport aux axes Ma/ et Mj', les coordonnées X, et Y, du point I seront évidemment
c’est-à-dire
Mais si et sont les coordonnées du point I par rapport aux axes primitifs, on aura aussi (24)
Il viendra donc
et l’on en déduit
t Xx= : >
Ainsi, par rapport à un système rectiligne quelconque, les coordonnées du milieu d’une droite sont les moyennes arithmétiques des coordonnées correspondantes des extrémités de cette droite.
31. Équation de la ligne droite. — Cherchons l’équation de la ligne droite considérée comme lieu géométrique. Si la droite donnée passe par l’origine et si l’on marque sur cette droite des points quelconques M, M', M", on aura (fig. lo), d’après la similitude des triangles formés.
M"P" — OP
constante.
Si l’on désigne cette constante par a, et si y et x sont les coordonnées d’un point quelconque de la droite, on aura donc
d’où
r- = ax.
Telle sera l’équation d’une droite passant par Toi iginr des coordonnées.
GÉOMÉTRIE AWALÏTIQUE.
Soit maintenant une droite quelconque BN [fifi- lo). On pourra lui mener par l’origine une parallèle OM, et cette parallèle aura pour équation
y = ax.
Si l’on marque sur les deux droites des points M et N, M' et N', M" et N", correspondants à des abscisses égales, on verra que les ordonnées de ces points PfP et MP, N' P' etM'P', N" P" et — M" P", présentent une différence constante mesurée sur la figure par l’ordonnée OB du point B où la droite BN rencontre l’axe Oy. Si l’on désigne OB par b, on aura donc
NP — MP = N'P'— M'P'= N"P"— (— M'P") =b. '
Si l’on représente alors par et j les coordonnées d’uii point quelconque de la droite BN, l’ordonnée du point correspondant de la droite OM sera représentée par ax, et il viendra, d’une manière générale,
d’où
y—ax = b, y = ax b.
Telle sera Téqualion d’une droite ayant une situation quelconque par rapport aux axes.
L’équation d’une droite parallèle à l’axe des y est évidemment
x = constante.
L’équation d’une droite parallèle à l’axe des x est J = constante.
L’axe des y a pour équation ^ '
l’équation de l’axe des x est
.Vinsi, toute droite est représentée par une équation du premier degré.
32. Réciproquement, toute équation du premier degré à deux variables représente une droite.
L’équation la plus générale du premier degré à deux variables est de la forme
Si le coeilicienl C est nul, on a
d’où
en posant
Aj_|_ Bj; = O,
r = -X ou y = ax,
Construisons différents points du lieu lo), et joignons ces points M, M', M", à l’origine. D’après l’équation y=ax, on aura
MP M'P_ — M*P" OP“ ÜP' ~ — ÜP"
Les triangles OMP, ÜM'P', OM"P", sont donc semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. Par suite, les directions OM, OM', OM" se confondent, et les points M, M', M" appartiennent à une même droite passant par l’origine. ,
Si B = O, l’équation devient
Ar-f-G = o,
d’où
Tous les points du lieu ayant alors la même ordonnée, ce lieu est une droite parallèle à l’axe des x.
Si A = O, il reste
Bar + C = o,
d’où
Tous les points du lieu ayant alors la même abscisse, ce lieu est une droite parallèle à l’axe des y.
Les coefficients B et C ou A et C étant nuis, le lieu devient l’axe des x ou l’axe des y.
Les coefficients A et B ne peuvent pas être nuis à la fois, sans quoi C serait aussi égal à o, et l’équation ne représenterait rien.
Enfin, si aucun coefficient n’est égal à zéro, l’équation peut s’écrire
c’esl-à-dire en posant - = ael r =
jr=ax-\-b.
Construisons la droite ^' = «.r.' L’ordonnée d’un point quelconque de cette droite différera de l’ordonnée du lieu cherché, qui correspond à la même abscisse, de la quantité constante b. Par suite, pour passer des points de la droite or aux points du lieu représenté par l’équation j = il
faut faire varier toutes les ordonnées de la droite d’une même quantité b. Les nouveaux points se trouveront ainsi répartis sur une parallèle à la droite y=nx, menée à la distance b. L’équation y=ax-\-b représente donc une droite qui ne passe pas par l’origine.
Remarque. — L’équation ax b n’est pas aussi générale que l’équation Aj-t-B;c-|-C = o, car elle ne peut représenter une droite parallèle à l’axe des y.
33. Degré d'uite ligne. — La réciproque qu’on vient d’établir aurait pu l’être d’une autre manière.
Nous avons vu que la position des axes n’influait pas sur le degré de l’équation (24, 25),
Le degré d'une ligne est le degré de son équation : ce degré indique en combien de points elle peut être coupée par une droite. En effet, soit F [x, y) = o l’équation de la courbe proposée lorsqu’on prend la droite sécante pour axe des x. Pour avoir les points d’intersection de la courbe avec la droite, il suffira de faire / = o dans l’équation de la courbe supposée du degré m; on obtiendra ainsi une équation en x qui sera au plus du degré ni et qui aura au plus m racines réelles, de sorte qu’on ne pourra avoir plus de m points d’intersection.
Si l’équation en x était satisfaite pour plus de m valeurs de X, elle se réduirait à une identité (Compl. d'.dlg., 177), et la droite sécante ferait alors partie du lieu, puisque tous ses points satisferaient à l’équation du lieu. Dans ce cas, le premier membre de l’équation F {x, y) — o devenant identiquement nul pour y= o, on pourrait y mettre y en facteur, et l’équation proposée se décomposerait en deux équations, l’une >• = o du premier degré, l’autre /{.v, ») = o du degré m — i.
Toute équation du degré m peut donc représenter une ligne du degré m ou plusieurs lignes d’un degré inférieur, la somme des degrés partiels devant toujours être égale à /«. Une équation du troisième degré peut, par exemple, représenier une ligne du premier degré jointe à une ligue du second degré.
Oci posé, il suffit de remarquer, pour déflrioutrei notre ré-
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( iproquo, que les lignes du premier degré (c’est-à-dire représentées par les équations du premier degré) ne pouvant être coupées par une droite en plus d’un point, sont nécessairement des lignes droites.
On classe ordinairement les lignes algébriques d’après le degré de leurs équations; mais cette classification ne repose sur aucun caraetère réellement scientifique, et on ne doit l’a- ' 'dopter que faute d’une meilleure, impossible encore à formuler.
Remarque. — Dans tous les degrés, une équation homogène par rapport à cr et à r représente autant de droites passant par l’origine, que l’équation en z obtenue en posant y= zx admet de racines réelles et inégales.
34-. Interprétation des coefficients de l'équation de la droite.
— Nous avons trouvé pour l’équation générale d’une droite non parallèle à l’axe des r,
y = ax -f- h.
■|.a constante b est l’ordonnée du point où la droite rencontre l’axe Aii^y(fig. lo) : cette constante a reçu le nom û’ordonnée à l’origine.
• La constante a, qui reste la même pour toutes les droites parallèles, a reçu le nom de coefficient angulaire.
En désignant par « l’angle de la partie de la droite qui s’étend au-dessus de l’axe des x avec la partie positive de cet axe (angle qui peut varier de o à 7:), on a, d’après In fg. 10,
_ MP _ sina üF ~sin(0- a)’
et il est facile de s’assurer que cette relation est générale. Si l’on considère la fig. m , on a eri effet
MP _ sin« sina
^ — OP~ — sin (a — 0) sin(0 — a)'
Lorsque les axes sont rectangulaires, on a
. sin(0 — a) = cos a et n = tanga.
-Ainsi, dans le cas des axes obliques, le coefficient angulaire de la droite est égal au rapport des sinus des angles <x et B — a; dftns lé cas des axes rectangulaires, ce coefficient est égal à la tangente trigonométrique de l’angle formé par la partie de la droite qui s’étend au-dessus d'e l’axe des x avec la partie positive de cet axe.
Quand les axes sont rectangulaires, la relation tanga
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fait immédialemenl connaître l’angle de la droite donnée avec l’axe des x.
Quand les axes sont obliques, on déduit de la relation
sin a
^ sin (6 — a.)
rtsinôcosa — acosô sina = sina,
d’où, en divisant paT cosa, tanga =
rtsinô I -+- fl cos (5
Si l’on veut obtenir une formule calculable par logarithmes, on écrit
a sina I sin (0 — a)
d’où ( 7’r/g'., 26)
. tangla— -0)
a — i _sina — sin{G — a) ^ \ 'a /
a 1 ~ sina-t- sin (S — a) t'
tang-G
Il en résulte
lang(.-l6)=î^l»ngi9.
Cette formule permettra de calculer, dans le cas des axes obliques, l'angle de la droite donnée avec l’axe des x.
36. Pour construire une droite, lorsqu’elle est représentée par une équation à coefficients numériques, le mieux est de déterminer les points où elle rencontre les deux axes.
Soit l’équation
En faisant o; on trouve ^ ^ pour l’abscisse du point ou
la droite coupe l’axe des x (abscisse qu’on peut appeler abs-
cisse à Vongine]] en faisant x — o, on trouve — g pour
l’ordonnée de la droite à l’origine. On portera donc à l’échelle adoptée et à partir de l’origine, sur la partie positive de l’axe
des X la longueur sur la partie négative de l’axe des j la lon-
gueur^; puis on joindra les deux points obtenus par une droite, qui sera la droite demandée.
Digilized by LiOOglr
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Soit encore l’éqnalion
La droite représentée par celte équation passe par l’origine. Pour x — 5, on a
lO
On construira donc le point ^jr = 5, j=— et on le joind à l’origine par une droite, qui sera la droite cherchée.
ra
37. Autres formes de l'équation de la droite. — Reprenons réquation
■y=rt.r-|-/>.
En faisant x = o dans celle équation, on obtient
en faisant y = O, on obtient
L’ordonnée à l’origine est donc h, l’abscisse à l’origine est
Posons
nous aurons
-=P et b = q-,
Si nous substituons ces valeurs dans l’équation proposée, elle deviendra
■d'où
Lorsque l’équation de la droite est sous celte forme trèssymétrique, on peut la construire immédiatement (36).
Soit la droite AB {Jîg. 12). Abaissons de l’origine sur celle droite la perpendiculaire OD = p, et désignons par <x l’angle formé par celle perpendiculaire avec l’axe des x. Prenons un point M quelconque sur la droite; les coordonnées de ce point étant MP et OP, projetons leehemin OPM sur la direction OD.
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Nous aurons, en appelant 0 l’anf^lc des axes et en remarquant que la projection cherchée est évidemment égale à 01),
JT cosa -t- jf cos(0 — x) = p.
Si les axes sont rectangulaires, cette nouvelle forme de l’équation de la droite devient
xcosa -h rsina = p.
38. Équation de la ligne droite en coordonnées polaires, — Soit la droite AB (Jig. i3) qui coupe l’axe polaire à une distance OA du pôle égale à d. Soit M un point quelconque de AB. Le triangle MOA donne immédiatement, en appelant a l’angle de l’axe polaire et de la perpendiculaire OD = p abaissée du pôle sur AB, '
c’est-à-dire
OM sinOAM ^ sin (90" — a)
OA sinOMA sin (90'’-+- a — ai)’
On peut remplacer rfcosa par p, et l’équation prend la forme un peu plus simple
cos (a — '•)]
Cette équation, qui donne
rentre dans le type général
^ B cos w -i- A sin w
Réciproquement, en coordonnées polaires, une pareille équation représente toujours une droite. Si l’on multiplie en effet ses deux membres par cos w, on peut la mettre sous la forme
B-(-Atangw
On a d’ailleurs *'
pcosw = a:, tangw=-{28),
d’où
x = 7 — et Ar-l-Bx = C.
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Nota. — Si la droite proposée passe par le pôle, son équation est simplement
ù) = constante.
39. Remarque. — L’équation de la ligne droite, soit en coordonnées rectilignes, soit en coordonnées polaires, renferme toujours deux constantes arbitraires. Et cette particularité aurait lieu dans tout autre système de coordonnées, en vertu du nombre de points nécessaires à la détermination de la ligne considérée. Pour qu’une droite soit déterminée, il faut donc la soumettre à deux conditions distinctes qui serviront à calculer les valeurs des deux constantes pour la position particulière de la droite.
Questions relatives à la ligne droite.
40. I, Trouver l’équation générale des droites qui passent par un point donné.
Les coordonnées étant rectilignes, soit = or -i- 6 l’équation d’une droite quelconque. Si cette droite doit passer par le point (a:', j'), son équation devra être satisfaite par les coordonnées de ce point. On aura donc
y'= ax' ■+■ b.
Telle est la relation qui doit exister entre les constantes ou paramètres a et b pour que la droite considérée remplisse la condition imposée.
Pour introduire cette condition dans l’équation générale, il faut exprimer b en fonction de a et des coordonnées x' et y, ou, ce qui revient au même, éliminer b par soustraction entre les équations
jr=ax-h br y=ax'-i-b.
Il viendra
Quand on faitj=/ et x = x', cette équation est satisfaite, quel que soit a. En faisant varier a, on obtient tcpites les droites qui passent par lé point donné.
Remarques. — i® L’équation y — j'==a(x — x') peut représenter toutes les droites du plan qui passent par le point donné, sauf celle qui est parallèle à Taxe desj, puisque a devient infini. Pour lever cette difficulté, on peut poser d’abord
ce qui conduit à l’équation
lli. 3
Si l’on suppose alors n = o, c’csl-à-dire a=a:, il’vient
équation de la parallèle menée à l’axe des y par le point donne.
2“ L’équation y — y=a{x — .r' ) représente la parallèle menée par le point (a?', j') à la droite déterminée /= nar-l-fr (34).
41, II. Trouver l’équation de la droite déterminée par deux points donnés.
Soient (x', {x",y"}, les deux points donnés. L’équa-
tion générale des droites qui passent par le premier point est ( 40 )
L’équation de celle de ces droites qui passe par le second point donné, doit être satisfaite par les coordonnées de ce point. On aura donc l’équation de condition
qui déterminera immédiatement la seule constante restée arbitraire. Le plus simple est alors d’éliminer a par division, et il vient
ou
Remarques. — i” Le coefficient angulaire d’une droite passant par deux points donnés est égal au rapport qui existe entre la différence de leurs ordonnées et celle de leurs abscisses.
2“ Si l’on suppose y—o et x"=o, il vient
jC %
d’où
comme cela doit être (37).
3“ Si l’on suppose — y' et x" = — x', il vient
d’où
équation d’une droite passant par l’origine (3).
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4” Si plusieurs points sont en ligne droite, les coefficients angulaires des droites qui passent par deux quelconques des points considérés doivent être identiques. On aura, par exem* pie, pour trois points {x', r'), {x", y"), j"),
c’est-à-dire que, pour que plusieurs points soient en ligne droite, il faut que les différences de leurs ordonnées et celles de leurs abscisses soient proportionnelles.
42. III. Trouver le point d’intersection de deux droites données.
Soient les deux droites
y=ax-yb, y = a'x-yb'.
Les coordonnées du point d’intersection de ces droites se distinguent des coordonnées de tous leurs autres points par cette condition, (\\x’ elles seules peuvent satisfaire simultanément aux équations des deux droites. Dès lors, la question devient une simple opération algébrique consistant à chercher les solutions communes aux deux équations proposées. Et cette manière de procéder, tout à fait générale, s’appliquera aux lignes quelconques.
En éliminant d’abord y par soustraction, on obtient
Il vient ensuite, par substitution,
ab' — ba'
Remarques. — i° Si l’on a a = a', sans que b soit égal à b', on trouve pour x et pour r des valeurs infinies. En effet, les deux droites données sont parallèles.
2° Si l’on a en même temps a = a' et b = b', on a aussi
ab' = ha',
et les valeurs de æ: et de j se présentent sous la forme En
effet, les deux droites données sont alors confondues.
3“ Si les équations proposées sont de la forme
A r-I-Ba: -t- C = o, A'/ -H C' = o,
il faut remplacer a et a par — v’ ' ^
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Il vient dans ce cas, pour les coordonnées du
point d’intersection des deux droites,
CA' — AC' __BC' — CB
^ — aB'— BA' ’ “ AB'— BA' ■
4® La condition pour que trois droites soient concourantes s’obtiendra en exprimant que les coordonnées du point d’intersection des deux premières droites satisfont à l’équation de la troisième. Et, comme pour une droite, à une abscisse déterminée correspond une seule ordonnée, il suffira d’écrire que l’abscisse du point d’intersection des deux premières droites est égale à celle du point d’intersection de la première et de la troisième. Si les équations des trois droites
y=iax-\-h, y=za'x+b', y=a"x-\-b",
il viendra donc
Ainsi, pour que trois droites soient concourantes, il faut et il suffit qu'il y ait proportionnalité entre les différences de leurs coefficients angulaires et celles de leurs ordonnées à l’origine.
43. IV. Trouver l’équation générale des droites qui passent par le point de concours de deux droites données.
Pour répondre immédiatement à cette question, il suffit de réunir les solutions des problèmes I et III; mais il est préférable d’opérer de la manière suivante. Soient
y=ax-^b, y=a'x-irb',
les équations des deux droites données. Mettons-les sous la forme
(1) y—ax — b = o,
Ajoutons-les membre à membre, après avoir multiplié la seconde par un coefficient indéterminé m. Nous obtiendrons
(3) (y — ax — b)-\-m{y — a'x — b')=.o.
Cette équation étant du premier degré représente une droite ; cette droite est quelconque, puisque le coefficient m reste
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Indéterminé; elle passe par le point de concours des deux droites données, puisque les coordonnées de ce point de concours annulent nécessairement les deux parenthèses qui composent l’équation ( 3).
Si, parmi les droites considérées, il s’agit de celle qui passe en outre par un point [x', y), on aura l’équation de condition
(y — ax" — b)-\-m{y — a' x' — b') — o, d’où l’on déduira
y — ax' — b
En substituant cette valeur dans l’équation (3), il viendra
X — ax — b r — a! X — b'
^ y — aa/ — b y — ci — b'
Cette équation, qui représente la droite passant par un point donné et par le point de concours de deux droites données, est facile à retenir. Les premiers membres des équations des deux droites forment les numérateurs de l’expression, les dénominateurs se déduisent des numérateurs en y remplaçant y et a: par les coordonnées y et x' du point donné.
Remarques. — i®On peut déduire de ce qui précède la condition pour que trois droites soient concourantes. Soient les trois droites
X — ax — b = o, X — ^ — b'=o, x — aix—b''=o.
L’équation générale des droites qui passent par le point de concours des deux premières droites est
[x — ax — i)-f-/n ( J — a'x — 6') = o.
La troisième droite satisfaisant à la condition indiquée, son équation doit pouvoir s’identifier avec l’équation générale, de sorte qu’on aura
a-+- ma' I m
et
b -t- mb' I -\-m
En éliminant m entre ces deux relations, on obtiendra la condition déjà trouvée (^2).
2° En général, quand' trois droites sont concourantes, on peut le reconnaître immédiatement à ce que l’équation de l’une d’elles résulte de la combinaison des équations des deux autres.
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Déinonlroiis, par exemple, que les médianes d’un triangle se coupent en un même point {Compl. de Géom., 20).
Soit le triangle ABC {Jig- i4)- Nous prendrons pour axes les côtes AB et BC. Posons
AB=^, RC — q.
Les équations des trois médianes seront (37, 31 ) :
(AD
V. Trouver l’angle de deux droites
Soient
ax -\-b, y—a'x-^b',
les équations des deux droites données. Par l’origine et audessus de l’axe des x, menons à ces droites les parallèles OA, OA' {Jig. i5). Elles feront le même angle V que les droites proposées. Soient « et «' les angles de OA et de OA' avec la partie positive de l’axe des x. Si l’on a
on pourra écrire d’où
tang V = tang ( a' — « ) =
tanga' — tanga 1 -t- tanga tanga''
Si les axes sont rectangulaires, on a (35)
et il vient
tang x — a, tang a' = a',
tang V' ==
I -f- aa' = o
Dans ce dernier cas, qui est le plus usuel , les coefficients angulaires des deux droites doivent donc former un produit égal à — I .
2° A l’inspection des équations données, on peut juger quelle est celle des deux droites OA, OA', qui fait le plus grand angle avec la partie positive de l’axe des x.
D’ailleurs, eu égard à la question proposée, il y aurait peu d’inconvénient à oublier celte remarque; car les deux droites considérées faisant deux angles supplémentaires l’un de l’autre, peu importe de trouver l’angle 180” — V, au lieu de l’angle V.
3° Nous avons dit que (les axes étant rectangulaires) la condition de perpendicularité de deux droites se réduisait à
Mais on aurait encore
I -+-aa
tang V= 00 ,
si le numérateur de l’expression langV =
était infini ,
I 4-aa
le dénominateur ne l’étant pas. Dans ce cas, a' ou a serait infini. Si a', par exemple, est infini, la droite OA' se confond avec l’axe des y. En divisant les deux termes de la valeur de tang V par a', il vient
tangV = ,
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d’où, en faisant a' = oo ,
lang V = --
Celte expression ne peut être infinie que poura=o, et alors la seconde droite OA se confond avec l’axe des x. Les valeurs a — ovx a’ =oo satisfont au reste à la relation
I + aa' = o.
Celte relation exprime donc l’unique condition de perpendicularité.
45. VI. D'un point donné, abaisser une perpendiculaire sur une droite donnée, et trouver la longueur de cette perpendiculaire {Jig. i6).
Soit la droite AB ayant pour équation
yz=.ax-\-b;
soit le point M dont les coordonnées sont x',y'. L’équation de la perpendiculaire MD abaissée du point M sur la droite AB sera de la forme (40)
Les axes étant supposés rectangulaires , on devra avoir (44, I»)
L’équation de la perpendiculaire MD sera donc y—y'z= — l{x—x').
Pour obtenir sa longueur, nous considérerons le triangle rectangle MDQ, qui nous donnera, a étant l’angle de la droite AB avec la partie positive de l’axe des x,
MD= MQ cos«.
Mais
MQ = MP — QP.
MP est l’ordonnée y du point M, QP est l’ordonnée de la droite AB, qui correspond à l’abscisse OP=*'. On a donc
QP = ax'-f-6.
Par suite,
MQ =^'' — ax' — b.
D’ailleurs
tanga = a et cns« — - -=
yi-i- langea yi-t-a’
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11 viendra finalement
yi + a’
MD étant une distance absolue, on donnera au radical le signe du numérateur r' — ax' — b. Suivant que le point M sera au-dessus ou au-dessous de la droite AB, on aura MP ou j'>ou<[que QP ou ax' + b. On donnera, par conséquent, au radical le signe -t- ou le signe — suivant que le point M sera au-dessus ou au-dessous de la droite AB.
Si les axes coordonnés étaient obliques, on aurait
MD = MQ sin ( 0 — a),
d’où
i-t-acosÔ
cos«=-p- ■ ■ L et
V I -t-a’-|-2acos0
tang a =
sin«=-
asind -+■ a cos 0 ’
rtsin0
MD
V^i -l-a’-f- 2acos0
{y' — ax' — & ) sin 0 yj I -I- a’ -1-20 COS0
Le signe du radical dépendra toujours de la position du point M par rapport à la droite AB.
Cette formule et la précédente sont faciles à retenir; y — — b représentant le premier membre de l'équation X — ^ — b = o, dans lequel j et ar sont remplacés par et a:'.
Remarques. — i" Si l’on veut avoir la distance de l’origine à la droite y=z ax-yb, il faut, dans les formules obtenues, faire
jd = x' — O.
Il vient alors pour la distance cherchée : dam le cas des axes rectangulaires,
dans le cas des axes obliques,
— <>sin 0
y/ i-i-fl’-|-2flcos0
2“ Si l’équation de la droite AB est donnée sous la forme
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+ C = O, il faut remplacer a par — Â ^ ~ A
Les deux formules trouvées deviennent dans ce cas
Ar'+B.r'4-C ( Ar'-hB.r' + C )sin 9
MD=— = --T-Tr-.-Tz:^ , MD = -7-^-=^- ~ •
\/A’4-B^ V^A’+B’— sABcosô
3" Il est facile, d’après ce qui précède, de trouver l'équation de ‘la bissectrice de l’angle de deux droites
y=ax-\-b, y — a'x + b'.
Ces deux droites forment deux angles supplémentaires dont les bissectrices sont à angle droit. Les distances d’un point quelconque {x,y) de la première bissectrice aux deux droites ont pour expressions
Y — ax — b y — a'x — b'
± V' I -i- Zf. yj i-\-a"‘ ’
les signes supérieurs ou inférieurs des deux radicaux devant être pris ensemble. Pour la seconde bissectrice, on a au contraire
y — ax — b y — a'x — b'
les signes supérieurs ou inférieurs des deux radicaux devant toujours être pris ensemble. Les deux bissectrices ayant tous leurs points à égale distance des droites considérées, seront donc représentées par l’équation
y — ax — b _y — a'x — b'
\/i -l-fl’ ± I -t-
On peut facilement vérifier la perpendicularité des deux bissectrices. Le coefficient angulaire de la première est
fl I -t- a"‘ — a' s/ 1 -1- a' ,
\J i a' ^ — yji-ya^
le coefficient angulaire de la seconde est
^ I -t- fl'* H- 1 -i- fl’
Si l’on fait le produit simplifiant
de ces deux coefficients, on obtient en.
fl’ — fl’
La détiiiilion de la bissectrice donne imniédialemenl pour i'*qualions des bissectrices des angles formés par les axes
y=x et — X.
On retrouverait ces résultats en introduisant dans la relation générale qu’on vient de démontrer, les conditions
a — b—b'=o et a' — co .
Si les équations des deux droites proposées étaient de la forme
-t- Bo? + C = O, A' k-i- B'æ; 4- (7= O,
l’équation des bissectrices deviendrait
Notons à ce sujet, comme nous l’avons déjà remarqué, que l’équation or -H 6 ne peut pas représenter une droite parallèle à l’axe des_^\
EXERCICES
46. i“ Mener par un point donné une droite qui forme un angle donné avee une droite donnée.
Soient /— «X -t- è la droite donnée et {x', y') le point donné. L’équation de la droite cherchée sera de la forme
C'est a' qui est indéterminé. Soit m la tangente de l’angle donné. On devra avoir (44), les axes étant supposés rectangulaires,
m = : ou m = ; ,
t- ma I — ma
relations qu’on pourrait écrire immédiatement, en remarquant que l’angle de la droite cherchée avec l’axe des x est égal à la différence ou à la somme de l'angle de la droite donnée avec le même axe et do l’angle imposé.
Les deux solutions de la question seront donc, renfermées dans l’équation
, a-=pm , , ,
Les signes supérieurs et inférieurs doivent être pris ensemble.
47. 2° Trouver la surface d’un triangle en fonction des coordonnées de ses sommets.
Soient (x', y'), (x”, y"), (x”, y") les coordonnées des trois sommets. Prenons pour base le côté qui joint les points (x', j'), (x", j"). On aura, en désignant cette base par ô (30),
La hauteur du triangle sera la perpendiculaire h abaissée du sommet (x", y") sur la base b. L’équation de la base b considérée comme droite indéfinie étant
l’expression de la hauteur h sera (44, 4S )
c’est-à-dire
{r-MA.
^[x"’-xj + (y'’-y'y
La surface S du triangle ayant pour expression ^ bh, il viendra
S = i [[y’af-x'y") + [y'x” - xy”) - (r'x’"-x'j'")].
48. 3° Les bissectrices des angles d’un triangle concourent en un meme point (Compl. de Géom., 22).
Soit le triangle ABC [Jig. 17). Nous prendrons pour axe des x le côté AB et pour axe des y la perpendiculaire élevée par le sommet A au coté AB. L’équation du côté AC sera de la forme
celle du côté BC de la forme celle du côté AB sera
y = ax, y = a'x + b', 7=0.
D’après ce qui précède (45), l’équation de la bissectrice de l’angle CAB sera
r — ox — v/i-+-a*
L’équation de la bissecàrice de l’angle CBA sera
Enfin, celle de la bissectrice de l’angle ACB sera y — ax _ 7 — a’x — b' — v^l + «' V^l +
Si l’on retranche les équations des deux premières bissectrices membre à m’erabre, on tombe précisément sur l’équation de la troisième bissectrice ; le théorème est donc démontré.
49. 4° Dana tout triangle, le point de concours des trois médianes, te point de concours des trois hauteurs et le centre du cercle circonscrit, sont en ligne droite.
Nous avons déjà prouvé (43, Renianpies, a”) que les médianes d’un triangle se coupaient en un même point. En suivant une marche identique, bn prouverait que les trois hauteurs passent aussi par un même point, et qu’il en est de même des trois perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés.
Ceci posé, nous prendrons pour axes (^g. i8) le côté AB et la perpendiculaire élevée à ce côté par le sommet A. Nous désignerons par d la longueur AB, par /j et 17 les coordonnées du sommet C. Les deux médianes correspondantes aux côtés BC et AC auront pour équations
l.es coordonnées du point d’intersection des trois médianes seront donc
Les deux hauteurs correspondantes aux côtés AB et AC auront pour équations
x = p et 1=:— ^(x — d).
Les coordonnées du point d’intersection des trois hauteurs seront donc
x=p et y--
Enfin , les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés AB et AC auront pour équations
Les- coordonnées du point d’intersection des trois perpendiculaires élevées BUT les milieux des côtés du triangle seront donc
^ = i et y='£±P^.
L’équation de la droite qui passe par les deux derniers points d’intersection est
f/'+p’—pd p{d — p) p(d — p) 2« ? / V
et ou voit immédiatement que cette éA^uation est satisfaite par les coordonnées du premier point d’intersection : le théorème est donc démontré.
Pour avoir le rapport des distances des points d'intersection considérés, il suffit, puisqu’ils sont en ligne droite, de chercher celui des différences de leurs abscisses. Or on a
P-^<i d_ip~rl p^d 1,, — d
Donc, la distance qui sépare le point de rencontre des trois hauteurs de celui des médianes est double de la distance qui sépare le point de rencontre des médianes du centre du cercle circonscrit.
On arrive très-simplement aux mêmes résultats par la géométrie élémentaire. G étant le point de rencontre des médianes, I celui des trois hauteurs, O le centre du cercle circonscrit, la similitude des deux triangles AGI, DOE, donne
CI = aDO.
Si l’on compare alors les deux triangles GOD, GIC, on voit que GC étant égal à aGD, ces triangles sont semblables comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. La ligne IGO est donc une seule et même droite, et l’on a
oO. 5" On donne un angle COD et un point A hors de cet angle. On mène par ce jmnt deux sécantes quelconques ACD, AC'D', et l’on joint diagnnalement les points d’intersection C et D', C' et D. Ces droites se croisent en un point M dont on demande le lieu [^fig. ig).
Nous prendrons pour axes les deux côtés de l’angle COD, et nous désignérons par a et ^ les coordonnées du point A. Soient d et d' les distances indéterminées OD et OD'. L'équation de la sécante AD sera
relie de la sécante AD' sera
Pour avoir OC et OC', il suffira de faire x =.o dans ces équations. On trouvera ainsi
OC
deviendront
et
qui sont
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Les valeurs de > et <Jc ,r qui satisferont à la fois à ees deux équations seront les coordonnées du point M (i“2). Ce qui particularise le point M, ce sont les valeurs de d et de <■/'. Si l’on parvient a éliminer d et d' entre les équations obtenues (ce qu'on ne pourra faire qu’en y attribuant par la pensée les mômes valeurs à / et à x), on obtiendra une relation constante entre les coordonnées jr et x d’un point quelconque du lieu géométrique indiqué, c’est-à-dire l’équation même de ce lieu.
On peut mettre les équations (i) et (a) sous la forme
d'[d — 5c)_>'-+-^f/x = pdd\ d(d' — x]y-\-pd' x= bdd'.
Si on les retranche membre à membre, il vient
(3) {d—d')(ay+px)=^o.
Tant que d est différent de d', l’équation (3) revient à
(4) ot.y-\-px = o,
qui est l’équation du lieu. Ce lieu est donc une ligne droite passant par , l’origine et facile à construire.
On déduit, en effet, de l’équation (4)
et, pour X = — a, on a
Donc, par le point A, on mènera une parallèle AL à l’axe des x, on prendra sur cette parallèle LA' = LA, et l’on tracera la droite OA'. C'est précisément la règle que nous avons donnée ( Compt. de Géom., 28 ) pour trouver la quatrième droite d'un faisceau harmonique.
En se reportant à ce que nous avons déjà dit (Compt. de Géom., 29, 30), le point A est le pôle de la droite OA', et la droite OA' est la polaire du point A par rapport à l’angle COD.
fi
L’équation (4) ne dépendant que du rapport^ ou du coefficient angulaire de la droite OA, le lieu du point M reste le même tant que le point A demeure sur la droite OA, c’est-à-dire que la droite OA' est la polaire de tous les points de OA.
Réciproquement, la droite OA est la polaire de tous les points do 0.4'; en d’autres termes, si par un point M pris sur OA’ on mène les sécantes CD’ et C'D jusqu’aux côtés de l’angle COD, puis qu’on joigne les points d’intersection C et D, C' et D', les droites obtenues CD, C'D', iront se croiser sur OA. En effet, d’après ce qui précède, a' et étant les coordonnées d'un point quelconque de OA', la polaire de ce point aura iwur équation
ar + yx—o ou r— — —,x.
Mais on aura aussi, d’après l’équation (4),
aS'-(-âa'=io ou — -•
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L’équation de la polaire du point (a', p') sera donc
c'est-à-dire que cette polaire sera la droite OA.
51. Remarque sur la recherche des lieux géométriques par l’analyse. — Lorsque la réponse à un problème de géométrie consiste dans la détermination d'un ou plusieurs points isolés, le calcul appliqué à ce problème conduit finalement à deux équations
f(x,r) = o, F{x,y)=zo,
où les seules inconnues sont les coordonnées des points cherchés. On peut alors résoudre ces deux équations ou construire les courbes qu’elles représentent isolément lorsqu’on y considère y et X comme des coordonnées variables ou courantes : dans ce dernier cas, les différents points d’intersection des courbes tracées sont les points demandés, puisque les coordonnées de ces points représentent les seuls couples de va-' leurs communes aux deux équations.
Mais il peut arriver que le problème admette une infinité de solutions ou qu’une infinité de points disposés d’une manière continue dans le plan de la figure répondent à la question. Il ne s’agit plus alors de la détermination d’un ou plusieurs points isolés, mais bien de celle d’un lieu géométrique. Dans ce cas, le problème soumis à l’analyse conduit en général à un nombre d’équations inférieur d’une unité à celui des inconnues. Ces inconnues sont, d’une part les coordonnées y et X d’un point quelconque du lieu cherché, et de l’autre les n inconnues auxiliaires ou paramètres variables a, b, c,. . . , qui entraînent parleurs mpdifications les changements de situation des lignes dont la combinaison détermine le lieu. ^ Ayant n-i- i équations entre les /i -l- 2 inconnues, on élimine, s’il est possible, les n paramètres a, b, c.. . et l’on arrive à une équation ne contenant plus que les inconnues principales y et X. Cette équation, représentant uné relation constante entre les coordonnées d’un 'point quelconque du lieu demandé, est l’équation même de ce lieu.
Il peut se faire qu’on ait seulement n équations pour ra + 2 inconnues. Par exemple, dans le problème précédent (50), on a obtenu deux équations contenant les quatre inconnues y, x, d, d'; mais les paramètres d et d' n’étant soumis à aucune condition spéciale, c’est-à-dire étant complètement indépendants l’un de l’autre, doivent, si le lieu existe, disparaître forcément par le jeu même du calcul. C’est en effet ce qui arrive.
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THÉORIE DE LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE
52. La définition élémentaire de la circonférence comme lieu des points à égale distance d’un point intérieur nommé centre, permet de poser immédiatement son équation.
Supposons {fig. 20) les axes rectangulaires. Soit M ou (x,y) un point quelconque de la circonférence ; soient C ou («, §) son centre et r son rayon. On aura, d’après la formule de la distance de deux points et pour tous les points du lieu,
Si le centre est sur l’axe des x, on a (3 = o; si, de plus, la circonférence passe par l’origine, on a a = r, et l’équation (i) devient
— 7.rx = o.
Si le centre est à l’origine, ^ = a = o, et l’on a simplement
Reprenons l’équation la plus générale, c’est-à-dire l’équation (i). En la développant, on peut la mettre sous la forme (*)
J.1 ^ yt ^ If y. ^ p) _ Q ^
et l’on voit qu’en coordonnées rectangulaires, l’équation de la circonférence est une équation du second degré qui manque de terme en xy et où. les coefficients des carrés des variables sont identiques.
Réciproquement, toute équation de la forme
(2) x'' + + ax + by c^ = O
représente en coordonnées rectangulaires une circonférence de cercle, quand elle représente une ligne.
En effet, on peut écrire cette équation comme il suit :
Si l’on suppose le second membre positif et égal à
(*) Nous désignons lo terme indépend.snt par c’ pour faire apparaître rimmojjcnéité.
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on obtient une circonférence ayant pour «entre le point
I — -» — - 1 et pour rayon r.
Si l’on a
le premier membre étant la somme de deux carrés, l’équation
ne peut être satisfaite que pour x — — - etj = — -, c’est-
à-dire que la circonférence se réduit à son centre.
Enfin, si l’on a — ^ c^c^o, l’équation est impossible
et ne représente rien.
53. Supposons maintenant les axes obliques et soit 6 leur angle. La Wmule de la distance de deux points donnera pour équation de la circonférence
(3) {x — «)’-!-(/ — (3)’4-2(a: — a)ix — |3)cosS = r^ .
Cette équation est de la forme
X* + 2 xy cos9 ax -h by-i- c' = o.
L'équation du cercle en coordonnées obliques est donc une équation du second degré où les carrés des variables ont des coefficients identiques et où le produit des variables a pour coefficient deux fois le cosinus de l'angle des axes, lorsque les coefficients des carrés des variables ont été préalablement ramenés à l'unité.
Réciproquement, toute équation de Informe
( 4 ) x’ 4- -I- 2 xy cos 6-\- ax + by + c' =o
représente en coordonnées obliques une circonférence de cercle, quand elle représente une ligne.
En effet, l’équation (3) développée donne
x' + y’-h 2XJC0S 0 — 2( a 4- (3 cos9)x — 2 ( (3 4-a cos 0) r -t-a’4-P’4-2 a[3cos0 — r’ = o; et pour identiûer l’équation (4) avec elle, il suffit de poser
a 4- (3 cos 0 = — -, a 4- a COS 0 = — -,
«’ 4- (3* 4- 2 «P COS 0 — r’ = c’.
Des deux premières équations, on déduit facilement ècos0 — a „ acosQ — b
2sm’0 2sin’0
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La troisième devient alors
rt’-t- b' — 2ab cosO
4sin»6l
SiVon trouve pour r’ une quantité positive, l’équation (4) représente une circonférence dont le centre a pour coordonnées a et P et dont le rayon est r.
Si l’on trouve pour r’ une quantité nulle, l’équation (4) représente un point et la circonférence se réduit à son centre.
Si l’on trouve pour r’ une quantité négative, l’équation (4) est impossible, parce que le carré de la distance de deux points ne peut pas être une quantité négative.
Pour construire requalion(4) lorsqu’elle représente une circonférence de cercle, il n’est pas nécessaire de construire les valeurs de a. et de p.
Soit, par exemple [fig. 21 ), G le centre cherché. Abaissons de ce centre sur les axes les perpendiculaires CP et CQ, menons en même temps les coordonnées CA et CB du point C. Nous aurons
OP = OA -(- AP = *-(- S cos 6 = — - ,
00 = OB ■+• BQ = [3 -t- acosQ = —
En prenant en signe contraire dans l’équation (4) les moitiés des coefficients des ternies du premier degré, on aura donc les distances OP et OQ. Élevant alors respectivement par les points P et Q des perpendiculaires aux axes, ces perpendiculaires viendront se croiser au centre C.
La figure donne d’ailleurs
0C’= -t- (3’-f- 2 «P cos 6 ,
c’est-à-dire, en vertu de la troisième relation d’identification entre les équations (3) et (4),
OC’ — r’ = c’ ou r’ = OC’ — c'-.
On obtiendra donc r par un triangle rectangle, et la valeur de OC’ comparée à celle de c’ montrera immédiatement si la circonférence existe.
Lorsque c’ est négatif, r’ est toujours positif. Si c’=o, le rayon se réduit a OC et la circonférence passe par l’origine.
Les axes étant toujours supposés obliques, si le centre est sur l’axe des .r, on a P = o; si, de plus, la circonférence passe
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par l’origine, on a a = r. 1/équalion ( 3) devient alors a:’ + >■’-(- 2o:ycos0 — 9,rx — irjr cos 9 — o.
Si le centre est à l’origine, p= a=o, et l’on a simplement
x' 7,xjr cosO =/■’.
54-. Equation polaire de la circonférence. — Désignons par d et « les coordonnées polaires du centre C{ fig. 22).
La formule de la distance de deux points nous donnera immédiatement, P et w étant les coordonnées d’un point quelconque M de la circonférence,
ou
p’-f-cf’ — 2t/pcos(w — oc)=r’ p’ — 2 rfp cos ( w — a ) -f- r/’ — r’ = o.
Si le centre du cercle est sur l’axe polaire, et si la circonférence passe au pôle, on a
a = o et d=r.
Par la suppression du facteur p = o, l’équation prend alors la forme très- simple
P = 2 r cos O),
qu’on aurait pu trouver immédiatement en remarquant [fig. 9.3 ) que le triangle OMD est dans ce cas constamment rectangle.
Si la circonférence donnée passe par le pôle sans que son centre soit sur l’axe polaire, il faut simplement faire d=\r dans l’équation générale. 11 vient alors, en supprimant le facteur p= o,
P = 2 rf cos ( &) — a), équation qu’on peut mettre sous la forme
en posant
P = Acosw -f-Bsinw, 9,rfcos« = A et 2rfsina = B.
Réciproquement, toute équation de la forme P = A cos w -t- B sin w
représente une circonférence qui passe par le pôle et dont les coordonnées du centre sont déterminées par les relations
tanga = —
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55. Remaïque. — 11 esi utile de remarquer que les équations les plus générales de la circonférence en coordonnées rectilignes ou polaires renferment /ro/'s constantes arbitraires: ce qui correspond précisément au nombre de points nécessaires pour l’entière détermination d’une pareille ligne (39).
Questions relatives à la circonférence.
56. On peut facilement retrouver par l’analyse les propriétés élémentaires de la circonférence , déjà établies en géométrie.
Lorsque la circonférence est rapportée à des axes rectangulaires passant par son centre, elle a pour équation
A une même valeur de x correspondent donc ,deux valeurs de r égales et de signes contraires. Par suite, tout diamètre divise la circonférence et le cercle en deux parties égales; tout diamètre perpendiculaire à une corde divise cette corde et les arcs quelle sous-tend en deux parties égales.
L’équation (i) donne encore
Pour le point M (Jig. 24 )>
^•=MP, x=OP, r-t-a: = AP, r — x = PU,
On a donc d’une manière générale
Ml» = AP. PB,
c’est-à-dire que la perpendiculaire abaissée d'un point de la' circonférence sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segments de ce diamètre.
Menons la corde AM 24). Nous aurons
AM’=_^-|- (r-f-2’)’ = 2r{r-{-x),
en vertu de la relation
y^-yx^= r’.
. On aura donc d’une manière générale
AM» = AB. AP
c’est-à-dire que toute corde est moyenne proportionnelle entre le diamètre qui passe par l’une de ses extrémités et sa projection sur ce diamètre.
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Les équations des droites AM et BM sont de la forme
y = a{x-\rr), y=a'(x—r).
On en déduit
ar-+-r x — r
el
d’après l’équation de ia circonférence. Les deux droites AM et BM sont donc perpendiculaires, c'est-à-dire que tout angle ' inscrit dans une demi-circonférence est droit.
57. Tangente à la circonférence. — Soient la circonférence J-’ x’ = et la droite ax-yb. Cherchons les points d’intersection de ces deux lignes. Pour ces points et pour eux seulement , les équations proposées deviennent simultanées. Remplaçons donc dans l’équation de la circonférence y par ax+b. 11 viendra
{ax -y by -y x^ = y,
c’est-à-dire
(i) {a^-yi) x^-y2abx-yb^ — r*=o,
et les abscisses des points d’intersection seront données par formule
-ab± )/ [a' -y i) r^ — 6’ d‘-y I
la
Pour qu’il y ait intersection, x doit être réel, d’où la condition
ou , ^ . <C /'• sa^-yi
il est facile d’interpréter ce résultat. ^ ■ représente la dis-
tance de l’origine ou du centre à la droite donnée (45, Rem., i”); si cette distance est plus petite que le rayon, la droite traversera la circonférence.
Si l’on a
(fl’-i-i) y = b\
les deux racines de l’équation (i) deviennent égales, et la droite donnée est tangente à la circonférence, puisque ses deux points d’intersection se réunissent en un seul dont les
coordonnées sont
L’équation de la tangente à la circonférence s’obtiendra, en fonction du seul coefficient angulaire a, en remplaçant b par la valeur ±r v^a’-h I déduite de la relation (2) qui caractérise le contact. On aura ainsi pour cette équation
ax± r v/a’-f- i ,
et l’on voit qu’il existe toujours deux tangentes parallèles à une direction donnée.
La méthode qu’on vient d’indiquer est générale : elle s’applique toujours d’une manière simple aux courbes convexes.
Remarque. — On peut vouloir obtenir l’équation de la tangente, en fonction des coordonnées (x,, } du point de con-
tact. On tire alors des relations (3) et (4) d’abord, puis des relations {2) et(4), en les divisant membre à membre.
L’équation de la tangente^=ox-»-6 deviendra dans ce cas
c’est-à-dire
yy, 4- XX, = r*.
58. On sait que la normale à une courbe quelconque est la perpendiculaire menée à la tangente par le point de contact. L’équation de la normale à la circonférence sera doue
ou, en réduisant,
équation d’une droite passant par l’origine ou par le centre. Les normales à la circonférence se confondent donc avec ses rayons.
59. Supposons (yîg. 25) deux cordes ÂBetCD se coupant dans la circonférence au point O. Prenons ces cordes prolongées pour axes. L’équation de la circonférence sera alors de la forme
2xy cosi 6 -h ax -h by-yc- = O.
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Pour avoir les points d’intersection de la courbe avec l'axe des X, il suffira de faire _r=o dans son équation. On obtiendra
-+-ax-\- c’ = o.
Les racines de cette équation représentant les abscisses des points d’intersection cherchés, et le produit de ces racines étant c% on aura
OA . OB = c’.
De même, si l’on fait a: = o dans l’équation de la circonférence, les ordonnées des points d’intersection de la courbe avec l’axe des ^seront données par l’équation
de sorte qu’on aura d’où
OC . OD = c*,
OA . OB = OC . OD
Donc le point d’intersection de deux cordes qui se coupent dans un cercle, détermine sur ces cordes des segments dont le produit est constant.
On prouverait d’une manière identique que, lorsque deux sécantes à la circonférence partent d’un même point extérieur, le produit d’une sécante entière par sa partie extérieure est constant.
EXERCICES
60. 1° Soit proposé de mener à une circonférence O une tangente par un point extérieur A [fg. 26).
Soient (a, les coordonnées du point donné A. La question est ici de déterminer les coordonnées x, , , du point de contact de la tangente
cherchée ; car on n’aura plus qu’à joindre ce point au point donné pour déterminer la tangente.
L’équation générale de la tangente est (57)
' ,r/| -t- XX, = r L
Si elle passe par le fioint (a, p), on aura donc la relation
(1) ax, = /-L On doit avoir en outre
Ces deux équations résolvent le problème, puisipi’elles ne renferment que les inconnues x, , y,. Mais, au lieu d’opérer analytiquement, on peut construire les lieux représentés par les équations (i) et (2) lorsqu'on
Digilized by CjOO«1‘,
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y regarde .r, et y, comme des coordonnées courantes (51), et les points d’intersection de ces lieux seront les points demandés. Le premier de ces lieux est une droite facile à construire (qu’on appelle co/-rfe co/j/Acrj ), le second est la circonférence donnée elle-môrae.
La condition do sécance est ici (.57)
ce qui revient à
r»<OA’,
condition toujours satisfaite si le point A est-extérieur à la circonférence.
Pour conslniire la droite MN ou corde des contacts, représentée par l’équation
nous déterminerons les points où elle coupe les axes en faisant successivement
On obtient alors
ou OK = ^ P
et r, = o.
et a:, ou OH = — •
Cktnsidérons spécialement la valeur 011 = —- Celte valeur ne dépend
que de a ; elle reste donc invariable, si le point extérieur A décrit la parallèle LL' à l’axe des y, parallèle qui a pour équation x— a.. Réciproquement, si OH ne change pas, a ne pourra pas changer et le point A restera sur LL'. On est ainsi conduit à ces deux propositions :
Si par les différents points d'une même droite, on trace des couples de tangentes h une circonférence, les cordes de contact se croiseront tontes en un même point situé sur la perpendiculaire abaissée du centre sur la droite.
Si par un même point pris dans le plan iFun cercle , on lui mène une série de sécantes, les /M)ints de rencontre des couples de tangentes menées à la circonférence par les points d’intersection correspondants, appartiennent à une même droite perpendiculaire à celle qui joint le centre au point donné.
En se reportant à ce que nous avons dit précédemment ( Compl. de Géom., 33, 34), on voit que la corde des contacts MN est la polaire du point A et que le point H est le /Me de la droite LL'.
Remarque I. — La considération de la corde des contacts, que nous généraliserons lorsque nous étudierons les courbe» du second degré, est très-utile. On voit qu’on obtient son équation en remplaçant, dans l’équation de la tangente, les coordonnées variables par les coordonnées fixes du point extérieur, et en regardant, au contraire, comme coordonnées variables, les coordonnées du point de contact.
Remarque II. — Nous avons dit que les points de contact M et K étaient donnés par l’intersection de la droite p/i-t-ax, = /•’ et du cercle = rL Si l’on retranche membre à membre ces deux équa-
tions, la nouvelle équation obtenue pourra remplacer l’une d’elles, c’està-dire que le lieu représenté par cette dernière équation passera par les
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points d’intersection des deux précédents élém., 130). On trouve ainsi
rî — Pj', — “-p| = «> ou
équation d’une circonférence décrite sur OA comme diamètre ; ce qui ramène à la construction indiquée en géométrie élémentaire (82).
61 . 2° Etant données deux circonférences concentriques, on mène à la première une tangente qui est sécante a la seconde; trouver le Ueu des points iT intersection des couples de tangentes qui correspondent aux extrémités des sécantes ainsi déterminées (fig. 27).
Nous rapporterons les deux circonférences r et r' à des axes rectangulaires passant par leur centre commun. Menons à la petite circonférence r la tangente AB dont le point de contact N a pour coordonnées X, et J-,; par les points A et B où elle coupe la seconde circonférence r’, menons à cette même circonférence les tangentes AM et BM. On demande le lieu du point M dont nous représenterons les coordonnées variables par a et p.
L’équation de la droite AB, considérée comme une tangente à la petite circonférence, sera
yX, + ^x, = r\
L’équation de cette même droite, considérée comme corde des contacts dans la circonférence r', sera
p7--f-ax = r".
On peut écrire comme il suit ces deux équations y = ‘X-+--1,
et comme elles doivent être identiques, on aura
d'où
.r, = pi • P et X, = ^ ,
Le point N appartenant à la petite circonférence, on a d’ailleurs
Il viendra donc, en substituant les valeurs précédentes,
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L’équalion du lieu sera, par suite,
Ce lieu est donc une circonférence, concentrique aux circonférences proposées, et ayant pour rayon une troisième proportionnelle aux rayons r et r'.
La géométrie élémentaire conduit immédiatement à ce résultat, en remarquant que le quadrilatère MAOB restant constamment égal à luiniéme, la diagonale OM y conserve la même longeur. Cette longueur est r‘^
d’ailleurs représentée par — en vertu du triangle rectangle OAM.
62. 3° Trouver le lieu des sommets d’un angle de valeur constante dont les côtés sont astreints à passer par deux points fixes [fig. 28 ).
Nous prendrons pour axe des x la ligne qui joint les deux points fixes A et B, et pour axe des y la perpendiculaire O y élevée au milieu de AB. Nous poserons
AB
Le lieu sera évidemment symétrique par rapport aux axes choisis, de sorte que son équation ne contiendra nécessairement que des puissances paires des variables x y (Alg. élém., 202).
M étant un point quelconque du lieu, si l'on désigne par V l’angle constant AMB, on aura l’équation de condition
MAx — MBj^ = V;
il en résulte
y. _ tangMAx — tangMBx ~ i-(- tangMAx tangMBx
X et y représentant les coordonnées du point M, on aura d’ailleurs (Al, Rem., i”), suivant que le point M sera au-dessus ou au-dessous de la droite AB,
tangMAx = — ^ et tangMBx =
JC J (l
11 viendra donc, en substituant ,
^ ,, x — d X -+-<•/ ± 2<êr
c’est-à-dire
x*—d’ ld
’ tang V
L’équation complète du lieu s’obtiendrait en multipliant les deux facteurs qui correspondent au double signe. Ces facteurs' étant tout séparés, on voit que ce lieu se compose de deux circonférences symétriquement placées par rapport à la droite AB, dont les centres situés sur l’axe des y d
ont pour ordonnées
tangV’
tang’ V
et dont le rayon commun est égal à
ou à -T—r-, (Trigon.,
sinV ' ® ’ '
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La queslion proposée revient donc à décrire, au-dessus et au-dessous de AB, deux segments capables de l’angle V.
Remarque. — Cet exemple nous conduit à remarquer que l’équation d’un lieu excède, dans certains cas, la définition de ce lieu, en ce sens (ju’une portion seule de la ligne représentée par l’équation satisfait aux conditions de l’énoncé. Ainsi, pour le problème résolu, c’est l’arc supérieur à AB dans la première circonférence, et l’arc inférieur à AB dans la seconde circonférence, qui répondent seuls à la question.
63. 4° On donne un point A et une droite BC , on mène du point à la droite le.<: sécantes .AN, AN', etc,, et l'on demande le lieu des points M, M', etc,, qui divisent ces sécantes de manière qu’on ait
AM X AN = AM'x AN'= . . . = const. (*).
Nous placerons l’origine au point A; l’axe des æ sera perpendiculaire à la droite BC, l’axe des r lui sera parallèle. Soient x, y, les coordonnées d’un point du lieu. En désignant par d la distance du point A à la droite BC, et par X’ la constante donnée, on aura successivement
.AMxAN = X% ^ = AN d
d'où , par multiplication.
.Mais
AM
AJ\P = j|-»-i-x=.
L’é(]uation du lieu sera donc
C’est une circonférence de cercle, tangente è l’origine à l’axe des y, et dont le diamètre est égal à j comme cela doit être d’après les conditions de l’énoncé. Le point M pouvant être pris symétriquement sur le prolongement de AN, une seconde circonférence identique à la première, mais placée à gauche do l’axe des y, répondra encore à la question. Pour l'obtenir en même temps que la première, il suffit do poser
AM dtzjr
On vérifie facilement le résultat obtenu par la géométrie élémentaire.
64. 5“ Trouver le lieu des points dont les distances h deux [wints fixes restent dans un rapport donné'- [,fig. 29) ( Géom., 91 ).
Soient A et B les deux points fixes considérés; soient sur la droite AB
( ’ ) l.c leclfiiir PSI prie de faire la figure.
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les deux points D et D' appartenant au lieu, c’est-à-dire tels, (pi’on ait
DA _ D'A _ m DB “ D' B ~ n'
Nous pourrons alors regarder DA et DB comme représentant effectivement les longueurs m et >i.
Nous prendrons pour axe des x la droite AB et, pour axe des 1^' perpendiculaire élevée à AB par le point D. Le lieu sera évidemment symétrique par rapport à l’axe des xet passera en outre par l’origine; son équation no renfermera donc que des puissances paires de la variable y, et no contiendra pas de terme indépendant.
Si M est un point quelconque du lieu, nous devrons avoir
MB= ~ n^'
Mais on a
MA* = y 4- ( X + «I )*, MB* = r’ 4- (x - «
L’équation du lieu sera. donc
d’où
( m' — ;/*) r*4- ( w* — «*) .r* — <imn (/«-l- «) x = o.
c’est-à-dire
•i.mn
En comparant cette équation au type (52) .y’-l- x* — arx = o, on voit • qu’elle représente une circonférence dont le centre est sur l’axe des x,
qui passe par l’origine et dont le diamètre est égal à ou à DD'.
La construction du diamètre DD' revient à diviser harmoniquement la droite -AB dans le rapport de m kn ( Contpl. de Géom., 28).
Remarque. — Si, après avoir chassé dans l'équation (i) le dénominateur du dernier terme, on suppose m = n, l’équation se réduit à
Iæ point D est alors au milieu de AB, et le lieu est précisément l’axe desj ou la perpendiculaire élevée au milieu de AB, comme l'indique immédiatement la géométrie élémentaire.
C5. 6° Trouver le lieu des painls d’où Pon peut mener h deux circonférences données des tangentes égales (axe radical).
Désignons par r et r' les rayons des deux circonférences, par (a, p), (a', P'), les coordonnées de leurs centres, par l la longueur commune de deux quelconques des tangentes qui répondent à la question. Si l’on suppose les axes rectangulaires, et si l’on considère les triangles rectangles formés par ces tangentes, par les droites qui joignent leur point do rencontre aux rentres des circonférences et par les rayons corre.spondants, on aura
(.r- ri')’-l-(x-a')’=r'’4-/*.
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, Dans ces équations, .r et y représentent les coordonnées d’un point quelconque du lieu deniandé. C’est l qu’il faut éliminer. En retranchant le.s deux équations membre à membre, il viendra
Le lieu demandé est donc une droite perpendiculaire à la ligne des centres des deux circonférences données, car cette ligne des centres a pour S'— S
coefficient angulaire ^7 — Nous retrouvons ainsi les propriétés de l’axe
radical {Compl. de Géom., 62).
Les équations des deux circonférencas étant
si on les retranche membre à membre, on obtiendra l’équation d’une ligne passant par les points d’intersection de ces circonférences. Cette ligne n’estautre que leur axe radical représenté par l’équation (i). Ainsi, quand deux circonjérences sont sécantes, leur axe radical se confond avec la corde commune indéfiniment prolongée. Et, en effet, deux points suffisent pour déterminer une droite, et les tangentes menées aux deux circonférences par leurs points d’intersection sont égales comme nulles.
Si les deux circonférences ne se coupent pas, la soustraction indiquée n’est qu'un moyen de retrouver rapidement l’équation de l’axe radical. Dans cette soustraction, la quantité /* est alors sous-entendue.
D’après cette remarque, si les équations de trois circonférences sont
les équations des axes radicaux de ces circonférences considérées deux à deux seront
La troisième équation obtenue résultant de la soustraction des deux autres, le troisième axe radical passe par le point d’intersection des deux premiers. Les axes radicaux de trois circonférences prises lient à deii.r, concourent donc en un même point qui est le centre radical de ces circonférenee.s ( Compl. de Géom., 63).
EXEMPLES CHOISIS
66. Ellipse. — On appelle ellipse le lieu des points dont la somme des distances à deux points fixes est constante. Les deux points fixes sont les foyers ée, l’ellipse.
Soient [fig. 3o) F', F, les deux foyers. Désignons par 7. a la
somme conslanle qui raraclérise la courbe. Si l’on prend le milieu O de la dislance FF'= 2c el si l’on porte de chaque côté du point O, sur la ligne FF', des longueurs OA el OA' égales à a, les points A el A' appartiendront à l’ellipse. On aura en effet, pour le point A par exemple.
d’où
FA=OA— OF, F'A=0A4-0F', FA-t-F'A = 2a.
Si l’on élève une perpendiculaire à FF' par le point O, si l’on décrit du foyer F comme centre avec a pour rayon une circonférence qui coupe celle perpendiculaire en B el en B' (on a nécessairement a > c, sans quoi il n’y aurait pas de courbe), les points B et B' appartiendront aussi à l’ellipse ; ell’on aura, en posant BB'=2é,
Ceci posé, si M est un point quelconque du lieu, le triangle MFF' se reproduira par renversement en M'FF'; les deux triangles MFF', M'FF', se reproduiront par rotation autour de FF' en M*FF' el en M'FF'; de sorte que les quatre points M, M' M", M", appartiendront à l’ellipse. Cette remarque montre que la courbe est symétrique par rapport aux axes AA', BB' ( Géom., 73 ). On aura donc avantage à les choisir pour axes coordonnés, car à chaque valeur de l’une des variables devront alors correspondre des valeurs de l’autre variable égales el de signes contraires. Par conséquent, l’équation de la courbe rapportée au système indiqué ne pourra renfermer que des puissances paires des variables.
En posanlMF'=j/, MF = v, on a pour équation naturelle de l’ellipse
Pour avoir son équation en coordonnées rectangulaires, il suffira donc d’exprimer « et v en fonction de jr et de x. Les deux triangles rectangles MPF', MPF, donneront
r et X représentant les coordonnées du point M par rapport aux axes choisis. Il viendra par soustraction
m’ — v'=^cx ou — v) = ^cx.
c’est-à-dire
CX
Connaissant la somme «-)-e et la diflérence u — e, on aura immédiatement
ex ex
n = a-{ cl (' = «
fl a
U et e sont appelés les rayons vecteurs du point M, et il est essentiel de se rappeler leurs expressions.
Si l’on remplace maintenant par sa valeur dans l’équation il vient
c’jr’
à'-\-7.cx-\ — = -h c^ -y- 2 ex -h
ou
— c’ ) or’= ( rt’ — c’ ).
Telle est l’équation de l’ellipse qu’on peut écrire encore, en vertu delà relation «’ = 6’-|-e’,
a^y^ + b'‘x'‘ —a'b' ou (-'7-='»
en divisant les deux membres par a’i’.
On voit que l’équation trouvée ne contient que des puissances paires des variables. De plus, les deux termes du premier membre étant essentiellement positifs, chacun d’eux est moindre que I, tant que l’autre n’est pas égal à o. ne peut donc varier que de — a à + a, et ^ que de — 6 à 4- i. Les deux coordonnées varient d’ailleurs en sens inverse. Ainsi l’ellipse est une courbe limitée dans tous les sens, comme l’indique la figure. Nous l’étudieronsplus tard spécialement comme courbe du second degré. Si l’on suppose a = b, l’équation du lieu devient
Le cercle n’est donc qu’une ellipse dont les deux foyers se confondent.
Remarque. — Si les axes étant toujours rectangulaires, on veut transporter l’axe des y au point A', il faut remplacer dans l’équation de l'ellipse .r par x' — a ou simplement par X — a. Il vient
a^Y‘-y-b''{x — a)^=.à‘b^ ou a^y^-\-b'‘x‘ — 2ab‘‘x = o.
67. Hyperbole. — On appelle hyberbole le lieu des points dont la différence des distances à deux points fixes est constante. Les deux points fixes sont \e,^ foyers de l’hyperbole.
Soient {fg. 3i ) F et F' les deux foyers. Désignons par ?. a la différence constante qui caractérise la courbe. Si l’on prend le
GÉOMÉTIUE ANALYTIQUE. 65
milieu 0 (Je la dislance FF'= ac el si l’on porte de chaque côté du point O, sur la ligneFF', des longueurs OA et OA' égalesà a, les points A el A' appartiendront à l’hyperbole. On aura en effet, pour le point A par exemple,
d’où
FA = OF— OA, F'A=OF'-t-OA.
F'A-FA=2rt
(on a nécessairement c>a, sans quoi il n’y aurait pas de courbe).
Ceci posé, si M est un point quelconque du lieu, le triangle MFF' se reproduira par renversement en M'FF'; les deux triangles MFF', M'FF', se reproduiront par rotation autour de FF' en M"'FF' et en M"FF'; de sorte que les quatre points M, M', M", M", appartiendront à l’hyperbole. Cette remarque montre que la ccurbe est symétrique par rapport à la droite AA' et par rapport à une perpendiculaire BB' élevée à cette droite par le point O. On aura donc avantage à choisir pour axes coordonnés ces axes de symétrie (66).
En posant MF' = u, MF = t',on a pour équation naturelle de l’hyperbole
D’ailleurs les triangles rectangles MPF', MPF, donnent w’=^’ + (^+c)’, c==j’-)-(a: — c)’.
Il en résulte d’où
M’ — e’ = 4 ex.
u-hvz=
a ex a
Connaissant la somme w-i-e cl la différence u — c, on a immédiatement
ex
H— ha,
u el V sont les ray ons vecteurs du point M. En remplaçant iP par sa valeur dans l’équation «’ =7* -h ( c -t- x )% on trouve
équation cjui diffère de celle de l’ellipse en ce que e l’emporte sur a. Si 1 on pose c’ — a’ = b', il vient pour équation de l’hvperbole
a'y^—h^x^ — —a'b* ou - —
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La différence des termes du premier membre (qui sont euxmêmes essentiellement positifs) devant être égale à i, aucune valeurde x ne peut tomber entre — a et -t- a. Par suite, si l’on mène par les points A et A' des parallèles à l’axe des r> aucun point de la courbe ne peut tomber entre ces deux parallèles. Pour x = o, J est alors imaginaire. D’ailleurs, les deux variables devant croître en même temps, la courbe s’éloigne à la fois de l’axe des x et de l’axe des j, tant dans le sens positif que dans le sens négatif. Elle est donc composée de deux parties illimitées, comme l’indique la figure. Nous étudierons plus lard spécialement l’hyperbole comme courbe du second degré.
Remarque. — Si, les axes étant toujours rectangulaires, on veut transporter l’axe des j au point A, il faut remplacer dans l’équation de l’hyperbole x par x'+a ou simplement par x-\-a. Il vient
n'y' — b'{x-yaY= — a'b' ou a'y' — b'x"- — 2ab'x=:o.
68. Parabole. — On appelle parabole le lieu des points ù égale distance d’un point fixe et d’une droite fixe. Le point fixe est le foyer, la droite fixe est la directrice de la parabole.
Soient [fig- 82) F le foyer, LL' la directrice. Si du point F nous abaissons la perpendiculaire FD sur LL', le lieu sera évidemment symétrique par rapport à celte perpendiculaire. Do plus, le point O, milieu de la distance FD, appartiendra à la courbe. On est ainsi conduit à prendre FD pour axe des x et à faire passer l’axe des y par le point O perpendiculairement à FD. On sera sûr alors d’éviter les termes contenant y à une puissance impaire; en outre, la courbe passant par l’origine des coordonnées, son équation devra être satisfaite pourar = *> et r = o, c’est-à-dire qu’elle ne renfermera pas de terme indépendant des variables.
Ceci posé, désignons par p la distance du foyer à la directrice. Si l’on écrit MF=« et MQ = e, l’équation naturelle du lieu est
D'après le triangle rectangle MFP, on a
On a d’ailleurs
Par conséquent, l’équation de la parabole en coordonnées
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reclangulaires sera
Le foyer élaril à droite de la directrice, comme nous l’avons supposé, il est clair que la courbe ne peut avoir aucun point situé à gauche de l’axe des y, tous les points situés à gauche de cet axe étant nécessairement plus rapprochés de la directrice que du foyer. C’est ce que confirme la forme de l’équation. La courbe s’étend donc seulement à droite de l’axe des/, mais d’une manière illimitée, les deux variables devant croître ensemble.
La parabole compose, avec l’ellipse et l’hyperbole, les trois courbes du second degré, célèbres depuis les Grecs sous le nom de sections coniques, parce qu’on les obtient toutes les trois en coupant un cône par un plan sous différentes inclinaisons.
/' =ZL-ipX.
69. Proposons-nous de chercher le lieu des points dont les distances à un point fixe et à une droite fixe sont constamment proportionnelles et dans le rapport donné
Soient (fig. 33) F le point donné et LL la droite donnée. Abaissons FD perpendiculaire sur LL et divisons FDau pointA
dans le rapport^- La courbe cherchée sera symétrique par
rapport à FD et passera au point A. Nous prendrons donc FD pour axe des x et la perpendiculaire .\/ à FD pour axe des/. On peut, de plus, regarder AF comme égal à p et AD comme égal à q.
Si l’on pose MF=« et ^10 = 1», l’équation naturelle du lieu sera
Le triangle rectangle MFP donne d’ailleurs
u=^ \/ -h{x — pY, ‘
et l’on a
v — x-yq.
En substituant dans l’équation (1), après avoir chassé les dénominateurs et élevé au carré, on aura donc pour l'équation du lieu en coordonnées rectangulaires
q^[f-\-{x — pY]=pHx-hqY,
c’est-à-dire
q\r' -y{q^ — p') X- — ■>.pq[q + p) X z= Q.
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En se reportant aux remarques qui terminent les n"* 66 et 67 et au n" 68 lui-même, on voit immédiatement que le lieu demandé est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant qu’on a
r’est-à-dire suivant que le rapport donné - est plus petit que
I, plus grand que i ou égal à i.
Dans le cas de la parabole, le point F est le foyer de la courbe, la droite LL en est la directrice.
S’il s’agit d’une ellipse, en identifiant l’équation obtenue avec l’équation a'y^+b'x’’ — inh' x = ii, on trouve facilement
et
S’il s’agit d’une hyperbole, en identifiant l’équation obtenue avec l’équation a\}"‘—b'x' — lab'x — o, on trouve
et
Or, dans le cas de l’ellipse, si le point fixe donné F se confond avec le foyer correspondant de la courbe, on doit avoir
AF ou p = n — c = a — — b’.
Dans le cas de l'hyperbole, on doit avoir
AF ou P — c — a = \J a' -yb^ — a.
C’est ce qu’on trouve en effet, en substituant à a et à 6 leurs valeurs en fonction de p et de q.
Par analogie avec la dénomination adoptée relativement à la parabole, on donne alors aussi le nom de directrice à la droite LL, quand le lieu est une ellipse ou une hyperbole. La symétrie de ces dernières courbes par rapport à leurs deux foyers indique immédiatement l’existence d’une seconde directrice qui répond au second foyer. Nous reviendrons plus tard sur ce sujet.
70. Cissoïde ( de Dioclès). — On donne une circonférence C et une tangente BL à cette circonférence. Par l’extrémité A. du diamètre AB qui passe par le point de contact B, on mène une sécante quelconque. DI étant la partie de cette sécante interceptée entre la circonférence et la tangente, on prend sur la sécante mobile, à partir de son extrémité fixe, et à droite de
celte extrémité, AM = Dl, et l’on demande le lieu du point M
(fs- 34.)
La courbe engendrée est évidemment symétrique par rapport au diamètre AB. La sécante mobile s’éloignant du diamètre AB, la distance DI et, par suite, la distance AM croit indéfiniment. Donc la cissoïde est une courbe illimitée. Lorsque la. sécante mobile se rapproche du diamètre AB, la distance DI ou la corde AM tend vers zéro. Donc, d’après la définition générale indiquée en géométrie (56), le diamètre AB est tangent au point A aux deux branches de la cissoïde. La courbe coupera évidemment la circonférence G en deux points E et E' situés aux extrémités du diamètre perpendiculaire à AB. Enfin, puisque AM = Dl, on a aussi
AD = MI
A mesure que la sécante mobile s’éloigne de AB, la corde AD diminue et tend vers zéro ; il en est donc de même de Ml et, à plus forte raison, de la parallèle MH à AB. On voit par là que la cissoïde se rapproche indéfiniment de la tangente BL sans jamais la rencontrer : on dit alors que BL est une asymptote de la courbe. Cette première discussion assigne approximativement à la cissoïde la forme indiquée par la figure.
L’équation naturelle étant ici AM = DI, il sera préférable de chercher d’abord l’équation polaire de la courbe, pour passer ensuite à l’équation en coordonnées rectilignes.
Si l’on prend le point A pour pôle et AB pour axe polaire, on a immédiatement
AM=p.
D’ailleurs
COS
par suite,
t/sin’w
cosw
L’équation polaire de la cissoïde est donc t/sin’w
^ COSM
En désignant par^ et y les coordonnées du point M, rapporté aux axes Xx et Ay, on a (28)
sinw = '^. coso)= -1 p*= -t-
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SubsliUianl, on trouve
dy^
c’est-à-dire
pour l’équalion de lacissoîde en coordonnées rectilignes.
Cette équation montre, comme la discussion géométrique, que X ne pouvant recevoir de valeurs négatives et croître positivement au delà de d, la courbe est tout entière comprise entre les deux parallèles ky et BL. A mesure que x se rapproche de d, X tend vers l’infini : donc la courbe est illimitée et a la droite BL pour asymptote.
On peut décrire comme il suit la cissoïde d’un mouvement continu (Newton) ; prolongeons AB vers la gauche d’une longueur égale au rayon delà circonférence; supposons un angle droit dont un côté indéfini passe constamment par le point fixe ainsi obtenu et dont l’extrémité de l'autre côté, toujours égal au diamètre AB, décrive le diamètre perpendiculaire EE' : le milieu de ce dernier côté tracera la cisso’ide ; c’est ce qu’on vérifiera facilement par la géométrie ou par l’analyse.
71. Cycloide. — Un cercle O roulant sans glisser sur une droite AB, en restant toujours dans le même plan, la courbe engendrée par un point quelconque M de sa circonférence s’appelle cycloXde (jig. 35).
Considérons le cercle générateur dans sa position initiale, et supposons que le point M se confonde alors avec le point de contact A. Le cercle roulant, le point M s’élèvera sur sa circonférence, et lorsque le nouveau point de contact sera devenu A', le point mobile occupera une position telle, qu’on ait
arc A'M = AA'
(puisqu’on suppose que le roulement est constant, c’est-àdire qu’aucun glissement ne se produit). Donc, en désignant par Z l’arc qui sépare le point de contact actuel de la circonférence du point mobile, et par u la distance de ce même point de contact au point de contact initial, on aura pour équation naturelle de la cycloïde
lt=Z.
On voit que si l’on mène Mm parallèle à AB jusqu’à la position initiale du cercle générateur, on aura
mM = AA' = arc A' M = arc Am ;
Digilized by GoogI(
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remarque qui fournit une construction immédiate de la courbe par points. L’arc Am représente alors la coordonnées et la parallèle mM la coordonnée u.
Après une révolution entière du cercle générateur, le point mobile M se retrouvera en B, de sorte que la courbe se composera d’une infinité d’arcs égaux, tels que AilB. La distance maximum de M à la droite AB est évidemment le diamètre IH du cercle générateur. Le point 1 étant le milieu de AB=:27t/’ {en désignant parc le rayon de ce cercle), l’arc AHB sera symétrique par rapport à la perpendiculaire III à AB.
Cherchons l’équation de la cycloïde en coordonnées rectilignes, en prenant la droite AB pour axe des x et la perpendiculaire A^'pour axe des y. Nous aurons, en appelant a l’angle A'0'M(7’«^.,1),
z = ra.
D’ailleurs
A'P= j:-i-()'C=:a.'-|-csina.
Il viendra donc, à la place de « = z,
{i) , jc-t-/-sina='ra.
Mais on a
v=Ml‘ = /-(-MC=/- — /'COS a.
On en déduit
cos«= sma— -U2/')- — a = arccos
L’équation (i) deviendra donc
■ rare cos — ' :
\j7.ry—y\
sin a étant positif ou négatif suivant que a est plus jietit ou plus grand que ti, on devra prendre le signe — ou le signe -I- du radical, suivant qu’on sera en deçà ou au delà de l’axe de symétrie III ou suivant que le point m appartiendra ou non à la première moitié de la circonférence du cercle générateur.
L’équation trouvée donne bien tous les arcs égaux { en nombre illimité) qui composent la cycloïde; car à un meme
cosinus - - correspondent une infinité d’arcs { Trig., 8):
à une même valeur de y correspondent donc une infinité de valeurs de x qui diffèrent entre elles d'un nombre exact de circonférences.
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Nota. — Un point lié invariablement au cercle mobile décrit une cj’cloïde allongée ou raccourcie, suivant qu’il est à l’intérieur ou à l’extérieur de ce cercle.
Lorsqu’on remplace la droite fixe par un cercle fixe, les conditions du mouvement du cercle mobile restant les mêmes, la courbe engendrée par un point lié invariablement au cercle mobile est une épicyclotde plane.
72. Spirale de Conon ou d’Archimède. — On suppose la droite OM tournant dans son plan autour d’un de ses points, en^s’écartant de la droite OX; le point M, mobile sur OM, y~ parcourt des longueurs égales, tandis que la droite OM décrit des angles égaux : le point M trace alors sur le plan une spirale d’Archimède [Jig. 36).
Les coordonnées polaires sont ici les coordonnées naturelles. Admettons qu’au moment où la droite OM se confond avec l’axe OX, le mobile M soit en O, et qu’après une révolution entière il soit en N. Soit dmm' la circonférence décrite du pôle O avec un rayon égal à l’unité. Nous devrons avoir, pour un point M quelconque du lieu,
OM arc dm
c’est-à-dire
2 Trp = ON. w.
Si l’on désigne la longueur ON, qui caractérise la spirale d’Archimède ou qui en est le paramètre, par l, et si l’on pose
~=a, l’équation de cette spirale sous sa forme la plus simple sera
P = aw.
Le rayon vecteur, qui se confond avec OX, s’accroît de l pour chaque révolution de la droite mobile; après n révolutions, on aura donc
ç>=nl,
c’est-à-dire qu’à chaque révolution tous les rayons vecteurs s’accroissent ensemble de /.
Connaissant / , on décrira très-facilement la courbe par points : c’est ce qu’indique suffisamment la figure (*).
La spirale peut faire autour du pôle O une infinité de circonvolutions.
(*) l^'excfitiriqut^ en cœur à l’aide duquel on transforme unijonnément un mouvcmenl de rotation circuluirc ca mouvement rectiligne, est limité par une spirale d'Arcbiraèdc.
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QUESTIONS PROPOSÉES
I. Inscrire un carré dans un triangle; cas où ce carré est maximum.
II. Inscrire dans un triangle un rectangle de surface donnée. Discussion et construction.
III. Inscrire dans une sphère donnée un cylindre dont le volume ait un rapport donné m avec la somme des deux segments sphériques (inférieurs à un hémisphère) que ses bases déterminent. On construira le cylindre
pour —
IV. Démontrer que, dans tout quadrilatère complet, les milieux des trois diagonales sont en ligne droite (Compl. de Géom., 31).
V. Trouver le lieu des points qui divisent dans un rapport connu les droites menées d’un même point fixe aux différents points d’une droite donnée.
VI. Dans un quadrilatère quelconque, on inscrit un parallélogramme astreint seulement à avoir ses côtés parallèles aux diagonales du quadrilatère ; trouver le lieu du point de rencontre des diagonales du parallélogramme.
\TI. Un triangle tourne autour de l’un de ses sommets supposé fixe, en restant semblable à lui-mémo ; son second sommet étant astreint à se trouver toujours sur une droite donnée, quel sera le lieu décrit par le troisième sommet?
VIII. Trouver le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une circonférence donnée.
IX. Démontrer que, si d’un point quelconque d’une circonférence circonscrite à un triangle, on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés, les pieds de ces perpendiculaires sont en ligne droite.
X. Retrouver par l’analyse les conditions relatives aux cinq positions que deux circonférences données peuvent occuper Tune par rapport à l’autre.
XI. Par un point pris dans le plan d’un cercle, lui mener une sécante telle, que la corde interceptée soit égale à une ligne donnée. Discussion.
XII. Faire passer une circonférence par trois points donnés
Xm. Par deux points donnés , faire passer une circonférence tangente à une droite donnée.
XIV. Trouver le lieu décrit par le milieu d’une droite de longueur donnée, dont les extrémités demeurent constamment sur les côtés d’un angle droit donné.
XV. Trouver le lieu des points qui divisent dans un rapport connu les droites menées d’un même point fixe aux différents points d’une circonférence donnée.
XVI. Étant donnés un nombre quelconque de points, trouver le lieu
des points tels, qu’en les joignant par des droites à tous les points donnés, la somme des carrés de ces droites soit égale à une constante /«’ (Apollonius).
XVII. Étant donnés un angle droit et une droite de longueur connue, on suppose que la droite se meut en s’appuyant constamment sur les deux côtés de l’angle droit, et l’on demande le lieu décrit par le centre de gravité du triangle variable ainsi déterminé (on sait que le contre de gravité d’un triangle est le point commun à ses trois médianes).
XVni. Le troisième sommet d’un triangle de base donnée est astreint à parcourir une circonférence donnée ; quel est le lieu décrit par le centre de gravité du triangle variable ainsi déterminé?
XIX. On donne doux parallèles : par un point A de la première on mène une sécante quelconque AB jusqu'à la rencontre de la seconde parallèle, on élève ensuite BC perpendiculaire à AB. .Au point C où B(] coupe la première parallèle, on fait l’angle ACD double de l’angle BAC, et du point fixe A on abaisse AM perpendiculaire sur Cl) ; trouver le lieu du point d’intersection M.
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THÉORIE DES TA^GEOTES
73. Comme nous l’avons dil en Géométrie (56), la tangente en un point M d’une courbe quelconque {fig- 37) est la limite des positions successives prises par une sécante MM'M" qui tourne autour du point M , jusqu’à ce que l’un de ses autres points d’intersection M' soit venu se confondre avec le point M.
Si l’on désigne par x„ y,, les coordonnées du point M qu’on appelle point de contact, l’équation de la tangente sera de la forme
et il s’agit de déterminer le coefficient angulaire m.
Désignons par et par jTi+A les coordonnées du
point M'. Le coefficient angulaire de la sécante MM'M" qui passe par les deux points M et M', sera
T ou T-
A mesure que la sécante se rapproche de la tangente, k et h tendent ensemble vers zéro, tandis que leur rapport tend vers une limite déterminée qui est la valeur de ni. Mais /r représente l’accroissement de l’ordonnée de la courbe, et h l’accroissement de son abscisse, quand on passe du point M au point M',
jf
La limite du rapport ^ est donc précisément la valeur que
prend la dérivée de l’ordonnée y de la courbe, considérée comme fonction de l’abscisse x correspondante, lorsqu’on arrive au point M {Compl. d’Àlg., tli).
Si l’équation de la courbe est de la forme y= f{x), on aura donc
{*) Dans tout cc Livn*, nous no. considrronms que les r<torilonm*es rccliligncs.
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Si la fonction est implicite, c’est-à-dire si l’équation de la courbe est de la forme F[x, y)~o, on aura (Compl. d^Alg., 142)
Dans le premier cas, l’équation de la tangente au point M sera r—ry—f'[xx)[x—x,).
Dans le second, cette équation deviendra
r— ri= — ^.)- ^ y,
74. Exemples. — i“ Soit l’équation du cercle (52) x^ + }'^= r’.
Nous aurons
L’équation de la tangente au point (jt, , j,) sera donc
OU, en y joignant la condition x\ -Hjî = r’, jniisque le point (.r,,^',) est sur la courbe,
yj,-\-xx,= r\
comme nous l’avons déjà trouvé par une autre méthode (58). 2“ Soit l’équation générale des courbes du second degré
Cx’-h Djr-hFx -+- F = o.
Nous aurons
F'_^= B>-|- -I- E, F^= 2 Aj-i- Bx -f- 1).
L’équation de la tangente au point {x,, yi) sera donc B^i-I- 2Cx,-l- E
2 A_^-,-f- Bj?i -1- D
ou
(2A^',-t- B.r,-|- D)(_r — Vi)-i-(Bj, ■+• 2Ca-,-t-E)(.r — x,) = o.
On a de plus l’équation de condition
A vî-l-B.r,r.-l-L.*î-t-D)-,-)-E.r,-f-F = o.
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Si l’on multiplie celle équation par 2 et si on l’ajoute memhrc à membre avec l’équation de la tangente, on obtient cette dernière sous la forme suivante, utile à retenir,
(2Aj,+ Bx,-(-D)7 + (B7',-t-2Cx,-4-E)2r -h 1)7*1 4- Ear,-)- 2F = O.
3® Soit encore l’équation de la cisso’ide (70)
y'>=— ou dy^ — xy'‘ — x^=o.
Nous aurons
F^= — 7*’ — 3x’, V'^=ïdy — 2x7*.
L’équation de la tangente au point (x*. , t*,) sera donc
7*;-t-3jTî
avec la condition
dy^ — x,y^ — x^, = O,
Tangente à l’origine. — Lorsque le point de contact i
se trouve à l’origine des coordonnées, le rapport — -pr se
présente en général sous la forme -• Le mieux pour obtenir
la véritable valeur de 7-' au point considéré est alors souvent de procéder comme il suit.
Toute sécante passant par l’origine ayant pour coefficient
angulaire *-» il suffit d’evaluer la valeur de ce rapport a l’aide
de l’équation de la courbe, et d’y supposer x — o pour exprimer que la sécante est devenue tangente.
Exemple. — Prenons l’équation de la cissoïde
On en déduit
La limite de ce rapport pour x = o est évidemment zéro. Ainsi la tangente à l’origine se confond avec l’axe de la courbe, comme nous le savions déj.i.
La perpendiculaire menée à la tangente par le point de
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coiilacl, esl la normale à la roiirbe. La normale au point (x\, y',) aura donc pour équation (en supposant les coordonnées rectangulaires)
en y joignant toujours la condition
F { j:, , Tl ) = O.
Exemple. — La normale au point (x, , j,)*du cercle
aura pour équation
ou, en simplifiant,
■ -rj,
comme nous l’avons déjà trouvé (59).
77. Tangente passant par un point extérieur. — Si l’on demande de mener à la courbe F(:r, ^) = o une tangente qui passe par un point extérieur donné {x^, y,), les inconnues du problème seront les coordonnées x, , y,, du point de contact.
L’équation de la tangente devant être satisfaite par les coordonnées du point (.r,, J,), les inconnues cherchées devront satisfaire aux deux équations
Si l’on regarde x, et y, comme des coordonnées courantes, on pourra, au lieu de traiter la question par le calcul, chercher les points d’intersection de la courbe représentée alors par l’équation (i) avec la courbe proposée elle-même (60).
Remarque. — ün traiterait de même la question qui consisterait à mener une normale passant par un point extérieur.
78. Tangente parallèle à une droite donnée. — Si l’on demande de mener à la courbe F [x, j) = o une tangente parallèle à une droite donnée ayant m pour coefficient angulaire, les inconnues du problème seront encore les coordonnées x,.
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>■, , du point de contact. Les inconnues cheictiées devront évidenunent satisfaire aux deux équations
et
Si l'on regarde x, et comme des coordonnées courantes, on pourra, au lieu de traiter la question par le calcul, chercher les points d’intersection de la courbe représentée par l’équation (i) avec la courbe proposée elle-même.
Remarque. — On traiterait de même la question qui consisterait à mener une normale parallèle à une droite donnée.
79. Équation générale des tangentes à une courbe donnée. — I/équation générale des tangentes à une courbe donnée s’obtient en exprimant la condition de tangence, indépendamment des coordonnées du point de contact spécial. Pour cela, on cherche la relation qui doit exister entre le coefficient angulaire et l’ordonnée à l’origine d’une droite quelconque y—mx -+■ n, pour qu’elle soit tangente à la courbe proposée.
On peut, comme nous l’avons fait pour la circonférence (57), éliminer J entre l’équation de la droite et celle de la courbe. En exprimant alors que l’équation résultante a deux racines égales, on obtient la relation voulue. Le plus simple est, en général, au lieu d’appliquer la théorie connue [Conipl. d’Àlg., 211), de chercher la condition de divisibilité du premier membre de l’équation trouvée par le facteur [x — pf, P étant une constante arbitraire. En poursuivant la division, on arrive à un reste du premier degré en x. On égale à zéro les coefficients de ce reste, qui sont fonction de quantités connues et des indéterminées m, n, p; et en éliminant p entre les deux équations posées, on a la relation cherchée entre m et n.
Ce procédé sera surtout préférable lorsqu’il s’agira de courbes du second degré, car il n’y aura qu’à écrire dans ce cas la condition
— ^ac — o {Àlg. élém., 187).
On peut aussi, et cette marche est complètement générale, prendre l’équation de la tangente à la courbe
y joindre l’équation de condition F(æt,, ) = o et identifier
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l’équalion de la droite + n avec l’équation de la tan-
gente. On aura ainsi les trois équations
m = — F(a:„_ri) = o.
En éliminant entre elles les coordonnées x, et y, du point de contact variable, on obtiendra entre m et « la relation qui caractérise le contact.
Remarque. — On traiterait de même, en suivant le second procédé, la question qui consisterait à trouver l’équation générale des normales à une courbe donnée.
Tangente commune à deux courbes données. — Soient
= o et <p(x, jy) = o
les équations des deux courbes. Supposons que les coordonnées du point de contact de la tangente commune avec la première courbe soient x,, , et que les coordonnées de son
point de contact avec la seconde courbe soient x-x, y\.
L’équation de la tangente commune sera, par rapport à la première courbe,
et l’on aura en même temps
L’équation de la tangente commune sera, par rapport à la seconde courbe,
et l’on aura en même temps
Mais les équations (1) et (3) représentant une même droite doivent être identiques; ce qui donne les équations de condition
Les inconnues du problème sont x,, j,, x,, j,, et l’on aura, pour les déterminer, les quatre équations (2), (4), (5) et (6).
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Remarque. — On irailerail de même la question qui consisterait à mener une normale commune à deux courbes données.
8t. La méthode qu’on vient d’indiquer est complètement générale; mais la suivante est préférable lorsqu’il s’agit de courbes du second degré.
Représentons par l’équation de la tangente
commune. Cherchons les abscisses des points d’intersection de cette droite avec la courbe F(x, j) = o, et écrivons que l’équation résultante a deux racines égales. Opérons de la même manière relativement à la courbe f) = o. Nous obtiendrons deux équations entre les indéterminées m et n, qui nous permettront de les calculer, c’est-à-dire d’établir l’équation de la tangente commune.
Exemple. — Cherchons la tangente commune à deux circonférences. Nous supposerons le centre de la première circonférence à l’origine des axes d’ailleurs rectangulaires, et le centre de la seconde circonférence situé sur l’axe des x.
Les équations des deux circonférences seront alors
Les équations qui donneront les abscisses des points d’intersection de ces circonférences avec la droite seront
(3) [m'‘-^i)x'-^ 'iLmnx n} — /•’= o,
(4) (m’-l- i)x’ — a{a — mn)x -H a’-f-n’ — o.
Pour que leurs racines soient égales, il faut qu’on ait
(б) (ffi a -H n)’= r'’ (m’-f- i).
Telles seront les deux équations de condition.
Si l’on veut éviter le calcul des quantités m et ra et ramener la question à une construction géométrique, on remarquera qu’en faisant y=o dans l’équation y — mx-\-n de la tangente commune, on trouve x = — ^ pour l’abscisse du point
où elle coupe l’axe des x. Or, en divisant les équations (5) et (6) l’une par l’autre et en extrayant la racine carrée du résultat, il vient
mx-yn
d’où
Il suffira de construire celle quantité pour obtenir ies centres de similitude des deux circonférences données (Compl. de Géom., 69); et en menant, des points ainsi déterminés sur l’axe des x, des tangentes à l’une des circonférences proposées, on aura les quatre solutions qui répondent en général à la question (Géom,, 83).
Concavité et convexité des cocbbes
On dit qu’une courbe est convexe vers les y positifs ou concave vers les r négatifs en un point M, lorsqu’elle est aux environs de ce point comprise dans l’angle aigu formé par la tangente à la courbe au point M avec l’axe des abscisses.
Lorsque la courbe est au contraire située dans l’angle obtus formé par la tangente avec l’axe des abscisses, on dit qu’elle est au point M concave vers les y positifs ou convexe vers les y négatifs.
Cherchons à quels signes on peut reconnaître la concavité ou la convexité d’une courbe, et désignons pour plus de rapidité par y le coefficient angulaire de la tangente à cette courbe.
Si la courbe est convexe vers les y positifs (fig. 38), on voit que y diminue à mesure qu’on s’avance sur la courbe dans le sens des x positifs'. Par suite, la dérivée de j' doit être négalue (Compl. d’Jlg., liS), c’est-à-dire qu’on doit avoir
Si la courbe est concave vers les y positifs (fig. 3q), on voit que_^ augmente à mesure qu’on s’avance sur la courbe dans le sens des x positifs. Par suite, la dérivée de y' doit être positive, c’est-à-dire qu’on doit avoir
De plus, par la figure même ou en se rappelant Cî3) que, dans l’expression A est une quantité essentiellement positive, tandis que h est l’accroissement positif ou négatif de l’ordonnée de la courbe, on voit que celte ordonnée croît ou décroît suivant que la valeur de y' est positive ou négative.
Ainsi, pour connaître la marche de l’ordonnée, on pourra consulter le signe de j'; et pour savoir si la courbe est convexe ou concave vers les y positifs, on pourra consulter le ïigne de/". La convexité correspondra à y"<C.o, la concavité
J 11 sera d’ailleurs souvent plus simple de s’arrêter à cette re-
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marque ; il y a convexité ou concavité vers les y positifs, suivant que y diminue ou augmente à mesure qu’on marchevers les X positifs.
Exemple. — Soit la cissoïde pour laquelle nous avons trouvé (74)
Pour savoir comment f varie lorsque x croît de o à d, il faut éliminer y à l’aide de l’équation de la courbe. On obtient
, Srf.r’ — a.r’ id — o.x
■?.x si X {d — xy
Il viendra donc
PourÆ: = o, on trouve j' = o, c’est-à-dire que l’axe des x est tangent à la courbe à l’origine, comme nous l’avons déjà remarqué (70, 75). On voit en outre quejr^ croît avec x pour la branche de courbe supérieure à l’axe des x (branche qui correspond au signe -1- du radical), et décroît au contraire à mesure que x augmente pour la branche inférieure à cet axe. Par conséquent, la branche supérieure de la cissoïde tourne sa concavité vers les y positifs, tandis que la branche inférieure tourne vers eux sa convexité.
83. Points maximums et minimums. — Lorsque l’ordonnée d’une courbe diminue après avoir augmenté, elle passe par une valeur maximum, et le point correspondant est en général un point maximum. Lorsque cette ordonnée augmente après avoir diminué, elle passe par une valeur /niViiVn«m, et le point correspondant est en général un point minimum.
Les points A et G (fig. 4°) sont des points maximums ; les points B et D sont des points minimums.
y représentant la dérivée de l’ordonnée y considérée comme fonction de l’abscisse x, on voit que, pour un maximum, y devient négative après avoir été positive, puisque la fonction décroît après avoir été croissante. C'est l'inverse pour un minimum (voir le Compl. d’ydlg., p. 5o6 et suiv.). Ainsi, pour les points remarquables considérés, y passant du positif au négatif ou du négatif au positif, doit s’annuler. Nous supposons que y reste une fonction finie et continue de x.
On devra donc chercher les abscisses des points maximums et minimums parmi les valeurs de x qui rendent la
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dérivée y' ou le coefficient angulaire de la tangente à la courbe égal il zéro ; c’est-à-dire qu’aux points que l’on veut déterminer, la tangente à la courbe est parallèle à l’axe des x. Pour le maximum, y' va décroître; donc j^'" doit être <Co. Pour le minimum, y' va croître; Aonc y" doit être'^o.
Exemples, i” Soit l’équation de l’ellipse (66)
a' y'' -t- b’ x' = lé.
On a alors
Pour x = O, on a
y'=o et y = ±b.
De plus, yé passe du positif au négatif, lorsque x passe d’une valeur négative très-petite en valeur absolue à une très-petite valeur positive, r étant positif; c’esl l’inverse pour j négatif. Le point où l’ellipse coupe la partie positive de l’axe des j est donc un maximum, le point où elle coupe la partie négative de cet axe est un minimum.
2“ Soit l’équation de la cycloïde (71)
X = rare cos
sjiry—y\
On trouve, en dérivante; par rapport à r{Compl. d’ Àlg.,\^9),
c’est-à-dire
— r j ’ 2 \j7.ry — y^
ry — y
On aura donc (Compl. d'Àlg., 131)
Pour ona j'=o: ce qui indique comme précédem-
ment (71) que la courbe passe par un maximum chaque fois que le point mobile se confond avec l’extrémité supérieure du diamètre du cercle générateur qui est perpendiculaire à la droite fixe.
Remarque. — Les points maximums et minimums dépendent des axes employés et peuvent varier lorsqu’on passe
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d’un système à un autre, de sorte qu’ils n’ont pas une existence absolue relativement à la courbe qu’on considère.
85h. Points singuliers. — Les points singuliers d’une courbe sont indépendants du choix des axes; en ces points, la courbe présente une disposition remarquable qui la caractérise.
Points d' inflexion. — En un point d’inflexion 4i), la
courbe change d’allure, c’est-à-dire devient concave après avoir été convexe (82 ) ou réciproquement. Par suite, à partir d’un point d’inflexion, la dérivée première y' diminue après avoir augmenté jusqu’à ce point ou augmente après avoir diminué.
Il en résulte que y" ou la dérivée seconde passe alors d’une valeur positive à une valeur négative ou d’une valeur négative à une valeur positive. Les points d’inflexion correspondent donc, en général, aux valeurs de y et de x qui, satisfaisant à l’équation de lu courbe, rendent en outre y" égale à zéro. Il faut d’ailleurs toujours s’assurer du changement de signe de y" après le point d’inflexion.
Il peut arriver que ce changement s’opère et corresponde au passage de y' par l’inlini (flg. 4' )•
Points multiples. — Si plusieurs branches d’une même courbe viennent passer par un même point sans s’y arrêter, et si en ce point la courbe admet plusieurs tangentes distinctes, ce point est un point multiple. Le point multiple considéré est double, triple, etc., suivant le nombre des tangentes correspondantes.
En général, pour un point multiple, la valeur de_^*' se présente sous la forme En effet, si les polynômes et
ne devenaient pas nuis pour les coordonnées du point multiple considéré, y' aurait en ce point une valeur unique. On fera alors usage du procédé indiqué au n“ 75, en transportant l’origine au point multiple lui-même.
Points de rebroussement. — Lorsque deux branches de(. «(i courbe viennent s’arrêter en un même point où elles ont une’ . . , tangente commune, ce point est un point de rebroussement.
Le rebroussement est de première espèce, lorsque les deux^ ^ il branches de courbe sont r/e part et d'autre do la tangente^ ^ commune. Dans le cas contraire, le rebroussement est de se-r conde espèce. v> «v '*
Reprenons la valeur de y' relative à la cycloïde, savoir L'i,..'. ,
' tf W •), ^ (• 1,1 , ' '
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Pour )' = O , on a
c’esl-à-dire que tous les points où la courbe vient couper l’axe des X sont des rebroussements de première espèce.
La cissoïde présente un pareil rebroussement à l’origine.
Points isolés ou conjugués. — On appelle ainsi des points dont les coordonnées satisfont à l’équation d’une courbe, sans qu’ils appartiennent à aucune branche de cette courbe.
Points d’arrêt et points saillants ou anguleux. — Lorsqu’une seule branche d’une courbe vient s’arrêter brusquement en un certain point, ce point est un point d’arrêt.
Lorsque deux branches d’une courbe viennent s’arrêter brusquement en un même point où elles ont deux tangentes distinctes, ce point est dit saillant ou anguleux.
Les courbas transcendantes seules peuvent présenter des points d'arrêt ou des points saillants.
La théorie complète des points singuliers fait partie du calcul différentiel.
THÉORIE DES ASYMPTOTES
85. Lorsqu’une courbe est illimitée, c’est-à-dire présente une ou plusieurs branches infinies, l’une de ces branches peut en poursuivant son cours s’approcher indéfiniment d’une certaine droite sans jamais l’atteindre; cette droite est alors une asymptote de la courbe proposée.
Soit {Jig. 4a) la branche de courbe AMS. Si, à partir du point M, les perpendiculaires abaissées des différents- points de la courbe sur la droite rs diminuent constamment et ont pour limite zéro, la droite rs est une asymptote de la branche ■AMS.
La courbe, à partir du point où la tendance àl’asymptotisme se manifeste, tourne nécessairement sa convexité vers son asymptote ; en effet, par définition, une droite ne peut couper la branche de courbe à laquelle elle est asymptote.
86. D’une manière générale, si la tangente à une branche de courbe infinie tend vers une limite déterminée à mesure que le point de contact s’éloigne sur celte branche, celle limite
est une asymptote. Car la tangente se rapprochant indéflniment de cette droite limite, il en est de même de son point de contact ou de la courbe elle-même.
' A ce point de vue, une asymptote étant une tangente dont le point de contact s’est transporté à l’infini, nous identifierons l’équation de la droite x~ mx-t- n avec l’équation de la tangente à la courbe F {x,y) = o, c’est-à-dire que nous poserons ( 73)
m = — ^ et n—x-+-:^x.
Dans ces formules, nous supposerons infinies les coordonnées X et J du point de contact, et les valeurs correspondantes que nous trouverons alors pour les constantes m et n, nous feront connaître les asymptotes cherchées.
Exemples. — i" Comme on ne doit poursuivre la recherche des asymptotes que pour des courbes illimitées, nous prendrons pour exemple l’hyperbole (67). L’équation de cette courbe est
Nous aurons donc ici
OT=— - et n = r ^ ;
ai y (P y a' y
En vertu de l’équation de la courbe, on peut écrire , bx , h
a <^x' — a’ Si l’on fait maintenant il vient
et n —
m = ± - et /I = O.
L’hyperbole a donc deux asymptotes qui passent par l’origine et font avec l’axe des x des angles supplémentaires : ces asymptotes ont pour équation
2" Considérons encore la parabole (68) qui a pour équation
v’ = a px.
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Nous aurons, dans ce cas
V ux r
rn = - et n = r —
en vertu de l’équation de la courbe.
Si l’on fait x =x— vient
m = O et « =00 .
Les tangentes à la parabole tendent donc à devenir parallèles à l’axe des x à mesure qu’on s’éloigne sur la courbe, mais le point où elles coupent l’axe des j se transporte en même temps à l’infini, c’est-à-dire que la parabole n’a pas d’asymptotes,
87. On peut, en conservant d’ailleurs le même point de départ, suivre une méthode analytiquement plus commode pour déterminer les asymptotes rectilignes, seules utiles à connaître.
Une sécante dont les deux points d’intersection se transportent en même temps à l’infini, est la même chose qu’une tangente dont le point de contact s’éloigne à l’infini. D’après cette remarque, cherchons les abscisses des points d’intersection de la droite = mx-h n avec la courbe F (ar,j) = o. L’équation résultante F (x, ma: -+-«) = o devra présenter deux racines infinies si la droite considérée est asymptote. Or, dans le cas où le premier membre de l’équation F (ar, j) = o est entier et rationnel, on parviendra par l’élimination déjà une équation de la forme
Ai,ar***-t— A , -i— A,a*”*~^— i— , . . — A„_i x — t— \fa~~ o.
Pour qu’une pareille équation ait deux racines infinies, il faut que les coefficients A, et A, des deux termes du degré le
plus élevé s’annulent. En effet, si l’on remplace x par
l’existence de deux racines nulles pour l’équation transformée en Z correspondra à l’existence de deux racines infinies pour l’équation en x. Ainsi on posera
si ces équations fournissent pour m et n des valeurs convenables, la courbe donnée aura des asymptotes, et ces asymptotes seront déterminées.
Exemples. — i” Reprenons l’équation de l’hyperbole «’j’ — b-x^ — — n’h'‘ ;
si nous y remplaçons j par mx -+- n, il viendra
— b')x^-{-2a'mnx-{- . . . = o.
Égalons à zéro les coefficienls des deux premiers termes de l’équation résultante, nous aurons
rt’m’ — b‘=zo, 7.a^mn—o, *
m = ±- et /t = o.
Nous retrouvons ainsi le même résultat que par la première méthode. Si l’on partait de l’équation de l’ellipse, on trouverait pour m être des valeurs imaginaires.
2° Soit l’équation de la parabole
)^=7.pX.
Si nous y remplaçons y~ par mx + re, il vient
En posant /re’=o et mn — p=o, on voit que s’il y avait des asymptotes, elles seraient parallèles à l’axe des x ; mais qu’elles n’existent pas, parce que la valeur ni = o entraîne la valeur re = oo .
88. Remarques. — I. 11 résulte de ce qui précède ou de la seconde définition adoptée, qu’une courbe algébrique du degré a ne peut être coupée par une de ses asymptotes en plus de « — 2 points.
II. Le degré de A, par rapport à m ne peut dépasser le degré le plus élevé de l’équation F(x,7) = o par rapport à j. Donc, si ce degré est p, la courbe admettra au plus p asymptotes obliques à l’axe desj.
89. 11 peut quelquefois être utile de chercher les asymptotes en partant du principe suivant.
De l’équation
y = mx -t- re
on déduit
m = et n — y — mx.
Si l’asymptote existe, elle correspondra aux valeurs qu’on trouvera' pour rei être en supposant à la fois jet a: infinies. On aura alors
et H = lim(j — mx)
pour les valeurs indiquées.
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Le rapport^ et, ensuite, la différence / — /nx s’exprimeront
d’ailleurs à l’aide de l’équation de la courbe, parce que la différence entre l’ordonnée de la courbe et l’ordonnée de la droite doit disparaître pour x=x> . La différence entre l’ordonnée de la courbe et l’ordonnée de l’asymptote est, en effet, proportionnelle à la perpendiculaire abaissée d’un point de la courbe sur l’asymptote.
Exemple. — Reprenons encore l’équation de l’hyperbole ou — 6’x’ = — d'h'.
On en déduit
La limite du rapport pour x = oo est ± - • On a donc
On a d’ailleurs
c’est-à-dire
— a’ip- X.
y — mx ~ ±- [v^x’ — a} — x] = ±
La limite de cette différence est o pour x = oo . On a donc n — o.
90. Jusqu’à présent, les méthodes expliquées ne peuvent permettre de déterminer que les asymptotes non parallèles à l’axe des y, parce que l’équation employée ^'= /nx -h « ne peut pas représenter une parallèle à cet axe.
Pour obtenir les asymptotes parallèles à l'axe des y, il suffit de remarquer que, lorsqu’elles existent, certaines valeurs finies de X doivent correspondre sur la courbe à des ordonnées infinies [fig. 43)- Ainsi, on cherchera les valeurs finies de x qui, substituées dans l’équation de la courbe, rendent / = oo .
Cette équation F(x,j) = o peut s’écrire
en ordonnant son premier membre par rapport aux puissances décroissantes de^’. Si l’on divise alors ses deux membres par y^ et si l’on fait ensuite y=v> , il reste pour déterminer les valeurs correspondantes de x l’équation
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Les racines de l’équalion en x obtenue en égalant à zéro le coefficient de la plus haute puissance de^ dans l’équation de la courbe ordonnée suivant les puissances décroissantes de cette variable, correspondront donc aux asymptotes parallèles à l’axe des y. Seulement, dans chaque cas particulier, on devra s’assurer que la valeur de y, aux environs de la valeur de x qui semble donner une pareille asymptote, est bien réelle et indéfiniment croissante en valeur absolue.
Exemple. — Prenons l’équation de la cissolde
— ou (</ — x)jr’ — x^=o.
On obtiendra les asymptotes parallèles à l’axe des j en posant d — x = o, d’où x = d.
Aux environs de cette valeur, la valeur de l’ordonnée est réelle et indéfiniment croissante ou décroissante. Par suite, comme on l’a déjà vu (70), les deux branches de la cissoïde ont pour asymptote commune la tangente BL menée à l’extrémité du diamètre fixe AB.
91. Remarques. — I. La même méthode, appliquée en prenant X au lieu de y pour lettre ordonnatrice, donnerait les asymptotes parallèles à l’axe des x.
L’équation A^-i-Bxj-i- D^--f-Ex-)-F = o représente une courbe ayant pour asymptote parallèle à l’axe des abscisses la droite Bj 4- E = o. Si l’on a E= o, cette asymptote est l’axe des j; lui-même.
De même l’équation Bjr/4-Cx’-(-Dj"-|-Ea7-t-F = oreprésente une courbe ayant pour asymptote parallèle à l’axe des ordonnées la droite Bj?-i-D = o. Si l’on a D = o, cette asymptote est l’axe des lui-même.
L’équation B -i- F = o représente une courbe ayant les deux axes pour asymptotes.
On voit que s’il existe une asymptote parallèle à l’un des axes, le terme du degré le plus élevé par rapport à la variable correspondante manque nécessairement dans l’équation.
IL Si i’équation proposée F (x,y) = o est du degré «, l’équation ,/l(.r) = o sera du degré a — (3. Il ne peut donc y avoir plus de « — (3 asymptotes parallèles à l’axe des y. Nous avons vu (88 ) qu’il ne pouvait y en avoir plus de (3 obliques à cet axe. Par conséquent, une courbe du degré « ne peut avoir plus de a asymptotes.
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CHAPITRE III
THÉORIE DES CKISTRES.
92. Le centre d’une courbe est un point qui divise toute corde de cette courbe qui y passe en deux parties égales.
Supposons que la courbe considérée ait un centre et que l’origine des coordonnées soit placée en ce point. Toute corde passant par l’origine y sera divisée en deux parties égales, de sorte que les extrémités de cette corde auront des coordonnées égales et de signes contraires (3). L’équation de la courbe restera donc la même lorsqu’on remplacera d’une manière générale x par — X et J par — y.
Réciproquement, si l’équation d’une courbe n’est pas modifiée par la substitution de — ar et de — j à la place de x et de_y’, l’origine des coordonnées est un centre de la courbe. Car si par le point M, dont les coordonnées sont x et j, on mène une droite passant par l’origine, et si on la prolonge jusqu’au point M' de manière que l’origine soit au milieu de la longueur MM', les coordonnées du point M' seront précisément — xet — y; de sorte que, le point M' appartenant à la courbe, toute corde de cette courbe passant par l’origine y sera divisée en deux parties égales.
Ainsi, que l’équation d’une courbe soit algébrique ou transcendante, l’origine des coordonnées sera un centre lorsqu’on pourra, sans cfianger l’équation, remplacer x et y par — x et —y.
93, Lorsqu une courbe a plus d’un centre, elle en a une in- Jinité.
Pour démontrer celte proposition, il suffira de prouver que l’existence de deux centres entraîne celle d’un troisième centre.
Soit [Jig. 44) M un point quelconque d’une courbe qui a deux centres O et O'. Si l’on mène la droite MOM' et si l’on prend OM'=MO, le pointM' appartiendra à la courbe. Si l’on mène de même les droites MO' N, M'O'N', et si l’on prend O'N = MO', les points N et N' appartiendront aussi à la courbe. Les diagonales du quadrilatère MM'NN' se coupant mutuellement en parties égales, ce quadrilatère sera un parallélograname, et le point O étant le milieu de MM', la droite 00' parallèle à MN' viendra couper la droite NN' en son milieu 0". Le point M étant quelconque sur la courbe, la droite NN' est aussi une corde quelconque de celte courbe, et comme on aura toujours
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O'O" = 00', le point 0" qui est lixe est un centre de cette courbe.
Donc, quand une courbe a plus d’un centre, elle en a une infinité, tous situes sur une même droite qu’ils divisent en parties égales.
De plus, si l’on joint le point M' à ces différents centres, tous les points de la courbe appartenant aux cordes ainsi déterminées, seront distribués sur une même droite MN'N" parallèle à la droite des centres : ce qui montre que dans les courbes qui ont une infinité de centres, toute parallèle menée à la droite des centres à une distance convenable a une infinité de points d’intersection avec la courbe.
11 résulte immédiatement de cette dernière remarque qu’wne courbe algébrique ne peut avoir qu'un seul centre; car, si elle est du degré ni, elle ne peut être coupée par une droite en plus de ni points (33).
94. Soit en particulier une équation algébrique irréductible. Si la courbe qu’elle représente a pour centre l’origine des coordonnées, tous ses termes seront de même parité, c’est-àdire tous de degré pair ou tous de degré impair, de manière à ne pas changer de signes ou à en changer tous à la fois, lorsqu’on substituera — x et — à a? et à_r*
En effet, remplaçons a: et par — x cl — j dans le terme général Px"'-i')i’. Si m — pci p sont tous deux pairs ou impairs, c’est-à-dire si m est pair, le terme considéré ne changera pas de signe; si, au contraire m — pelpsonl l’un pair et l’autre impair, c’est-à-dire si m est impair, le changement de signe aura nécessairement lieu.
Remarque. — Dans le cas où l’équation est de degré impair, elle ne doit donc pas contenir de terme indépendant des variables; et alors, s’il y a un centre, il est situé sur la courbe elle-même.
95. La méthode pour déterminer le centre d’une courbe algébrique, découle directement de ce qui précède.
En effet, si le centre supposé n’est pas à l’origine, on le reconnaît à ce que les termes de l’équation proposée sont de parité différente. En désignant alors par a et b les coordonnées du centre cherché, on effectue une transformation d’axes indéterminée, en les transportant parallèlement à eux-mêmes au point [a, b); ce qui se fera en remplaçant dans l’équation a: et / par X -+- a et J -I- è.
Si l’équation transformée est de degré pair, on égale à zéro les coefficients de tous ses termes de degré impair; si elle est de degré impair, on égale à zéro les coefficients de tous ses
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termes de degré pair. On obtient ainsi des équations qui permettent de déterminer les coordonnées a cl 6 du centre, lorsqu’il existe.
Remarque. — S’il s’agit d’une courbe transcendante, après avoir effectué la transformation indiquée, on change dans l’équation X el_r en — x et en — y. Les deux équations obtenues doivent rester identiques, lorsque la nouvelle origine est un centre; et si leur identification est possible, elle conduit aux coordonnées a et 6 du centre cherché.
CHAPITRE IV
THÉORIE DES DIAMÈTÉES
96. On entend par diamètre d’une courbe le lieu des milieux d’un système de cordes menées dans cette courbe parallèlement à une direction donnée.
Pour trouver l’équation générale des diamètres d’une courbe dont l’équation est donnée, voici théoriquement la marche qu’on peut suivre.
Soit F (x, ^-) l’équation proposée, soit m le coefficient angulaire du système de cordes parallèles donné. Désignons par X et Y les coordonnées du point milieu d’une quelconque d’entre elles. Transportons en ce point l’origine des coordonnées. L’équation de la corde considérée deviendra /wx, et celle de la courbe sera F (x-i- X, j> -t- Y) = o. Pour avoir les abscisses des points d’intersection de la corde et de la courbe, il suffira de remplacer dans l’équation de la courbe r par mx. L’équation résultante F ( x -+- X, mx -|- Y ) = o devra alors, puisque le milieu de la corde esta l’origine, présenter deux racines égales et de signes contraires. On divisera donc son premier membre par le binôme x’ — /P qui correspond aux deux racines -l- h et — A. On continuera la division jusqu’au reste du premier degré en x, on posera les conditions nécessaires pour la nullité de ce reste, et l’on obtiendra deux équations entre lesquelles il suffira d’éliminerrindéterminée A pour avoir l’équation générale des diamètres de la courbe F(x, j) = o. L’indétermination de A correspond précisément à la variation nécessaire de l'origine (X, Y), choisie au milieu d’une corde quelconque.
Remarque. — Lorsqu’on appliquera celle méthode à l’équ.alion générale du second degré à deux variables, le calcul se
simplifiera. En effet, l’équation résultante en x étant nécessairement du second degré, il suffira d’y égaler à zéro le coelficienl du terme du premier degré pour exprimer la condition analytique imposée, c’est-à-dire pour obtenir l’équation des diamètres.
97. On appelle axe d’une courbe tout diamètre rectiligne perpendiculaire aux cordes qu’il divise en deux parties égales ou qui lui sont conjuguées.
Les points où une courbe est rencontrée par un de ses axes sont appelés sommets, lorsque la tangente correspondante est perpendiculaire à l’axe.
Dans l’ellipse et dans l’hyperbole (66, 67) dont les équations sont
l’origine des coordonnées est un centre, les axes coordonnés sont des axes de la courbe, les points où ils la coupent sont des sommets.
98. Les diamètres rectilignes étant seuls réellement utiles • à connaître, il est indispensable d’indiquer de quelle manière on peut directement en trouver l’équation sans être forcé de calculer l’équation générale du n” 96, qui les renferme nécessairement.
11 suffit de remarquer que, si l’on choisit un diamètre rectiligne pour axe des x, en prenant l’axe des y parallèle aux cordes conjuguées de ce diamètre, à chaque valeur de x devront correspondre des valeurs de régales et de signes contraires, c’est-à-dire que l’équation de la courbe considérée ne devra alors contenir que des puissances paires de l’ordonnée.
On effectuera donc une transformation d’axes indéterminée à l’aide des formules (26)
,r = x' cos a -+- r' cos [3, y=b + x' sina sin(3,
qui supposent les axes primitifs rectangulaires et la nouvelle origine, placée au point (o, à) où le diamètre cherché coupe l’ancien axe des j (simplification qui ne modifie en rien la question). On cherchera alors àfaire disparaître les puissances impaires de J, en profitant de l’indétermination des constantes b, a et p. Quand on obtiendra ainsi pour ces constantes des valeurs réelles et finies, chaque groupe de valeurs fera connaître un diamètre rectiligne de la courbe proposée' et la direction de ses cordes conjuguées.
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Si l’on veut trouver les axes par cette méthode, il faudra passer d’axes rectangulaires à axes rectangulaires, c’est-à-dire employer les formules (2C)
x — x' cosx — j'sino!, j-= i -t- x'sin a -H j' cos a.
qui ne contiennent plus, comme cela doit être, que deux constantes arbitraires b et a.
99. Remarque. — Lorsque l’équation d’une courbe ne change pas quand on y permute x et j, cette courbe a pour axe la bissectrice de l’angle joa: des coordonnées positives.
En effet, soient (fig. 45) les deux points M et M', pour lesquels on a
MP = OP' et OP = M'P'.
Le quadrilatère OQKP' sera un losange, et comme on aura MR = RM', la bissectrice ORX de 1 ’angle yox sera perpendiculaire sur le milieu de la corde MM'.
On prouverait de la même manière que, lorsque l’équation d’une courbe n’est pas altérée par le changement de x en — y et de / en — x, cette courbe a pour axe la bissectrice de l’angle roa:', supplément de l’angle joar.
Nota. — Nous parlerons du nombre de points nécessaires pour la détermination d’une courbe d’espèce donnée et de la théorie générale de la similitude au point de vue analytique, en nous occupant spécialement des courbes du second degré.
CHAPITRE V
EXEMPLES DE DISCUSSION GÉNÉRALE D'ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES, DANS LE CAS DES COORDONNÉES RECTILIGNES.
100. I. Lieu (les poiitls dont le produit des distances à deux points fixes demeure constant.
Si l’on désigne par u et r les distances d’un point du lieu aux deux points fixes, son équation naturelle est immédiatement
up = m^.
Le lieu est évidemment symétrique par rapport à la droite qui joint les deux points fixes et par rapport à la perpendiculaire élevée au milieu de celte droite : ce qui règle immédiatement le choix des axes rectilignes. L’équation naturelle montre que le lieu est fermé.
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Si l’on représente par -i.d la distance AB des deux points fixes et si M est un point du lieu {jig. 4fi)i on aura ^
k’=j’ + (x — (•/)’ et + (■/)’, ■*
d’où, pour l’équation du lieu en coordonnées rectangulaires,
[r’-t-(x-r/)>l (x4-rf)’J = 7«‘.
c’est-à-dire
Cette équation ne contenant que des puissances paires des variables, prouve que l’origine des coordonnées est un centre de la courbe. On en déduit (en écartant le signe — du second radical qui correspond à des valeurs de toujours imaginaires)
Reprenons l’équation (i) : si l’on y forme la quantité é’— 4«c, on trouve
quantité toujours plus grande que zéro. Ainsi les racines de l’équation (i), si l’on y regarde 7-’ comme inconnue, sont toujours réelles. Leur somme — a(x’-l-'rf’) est toujours négative. On aura donc deux racines négatives |)our ou quatre imaginaires pour r, si le produit (x’ — r/’)’— de ces racines est positif.
Pour que admette une valeur positive ou y deux valeurs réelles, il faut donc que la condition (x* — rPy — »î‘ <0 soit satisfaite.
Elle revient à ‘ \ '
c’est-à-dire . .
ou "bien à c'est-à-dire
X < -f- -4- ou x> — /r/’-+- /«’; .r’> iV’— nr.
x'P’ \J <1‘ — /«’ ou X < — \/iP — nd .
On ne peut donc donner à x de valeurs positives qu’entre -L/cf’ — nP et 4- de valeurs négatives qu’entre — \j(P — nP et — \/<P->rm‘. Pour ces valeurs limites données à x, on a d’ailleurs /= o.
Ainsi, la courbe est bien limitée dans le sens des abscisses, et par suite dans le sens des ordonnées.
Nous distinguerons les trois cas suivants :
I” /«>rf.
Dans ce cas, les limites iw’ et m‘ sont imaginaires.
Par suite, la courbe ne coupe l’axe des x qu’en deux points déterminés'* par les valeurs x = ± Si ces^ points sont C et C', la courbe
sera tout entière comprise entre les parallèles menées par ces points à l’axe des/' (fig. 47)- Ouanl aux valeurs maximums et minimums de /, on a
III
On a, par hypothèse, m^d; donc les valeurs .r=o, y= de. //«’ — c/’ déterminent sur l'axe des y deux points D et D' appartenant à la courbe.
Quant aux valeurs ,r= ± — y y= ± — elles n’existent que
si l'on a
4 d' — ni' > O,
c’est-à-dire
in < d \/% .
Supposons d’abord m compris entre d et d^ . y' deviendra nulle pour deux valeurs do x (en no considérant que le quart de courbe situé dans l’angle De plus, y' restera positive tant que x demeurera comprise
entre la valeur zéro et la valeur
= OP, pour devenir négative
au delà. L’ordonnée de la courbe augmentera donc du point D (minimum) au point E (maximum), pour diminuer ensuite jusqu’au point C (82, 83).
La courbe, dans le sens des ordonnées, sera donc renfermée entre les deux tangentes parallèles EE' et E"E'”. Aux points C et G', on a » à cause de o. Les points C et C', D et D', sont donc, des sommets, ce qui exige que la courbe tourne sa concavité comme l'indique la figure. Une fois qu’on a construit un quart de la courbe, on l’obtient tout entière en vertu de sa symétrie par rapport aux axes, par deux rabattements successifs autour de l’axe des y et de l’axe des x.
Si m, toujours > d, est aussi > ne peut devenir nulle que pour
x — Q et demeure constamment négative, du point D au point C. L’ordonnée diminue donc depuis le point D (maximum) jusqu’au point C (limite), et la courbe a la forme indiquée par la figure {fis- 48). On lui donne alors le nom à'ovalc ou d’ellipse de Cns.dni.
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Dans CO cas, les limites x = + ^tP — m^ et x = — y/d‘‘ — m' sont aussi réelles. Le lieu coupe donc l’axe des abscisses en quatre points C, C', H, H' {fig. 4g), et il se trouve tout entier entre les parallèles menées à l’axe des fy d’une part par les points C et H, de l’autre par les points C' et H'. Ainsi , entre les parallèles qui correspondent aux points H et H', il n’existe aucun point de la courbe.
Considérons sa partie positive, y part de zéro au point H, pour redevenir zéro au point C ; il passe donc par un maximum. Consultons la dérivée
, .r (y'4^/’.r’+ m' — ar/’)
On ne peut pas faire ici x = o. La condition r'= o entraînera donc seulement la condition
^ ^d‘‘ x‘ ni' — O,
d’où
-t- yJ &d* — 1«‘ m *
X = . — et r = — > :
' id -xd
telles seront les coordonnées du point E (maximum). Les points C, C', H, H', pour lesquels on a y=o ou 7'= oo , sont d’ailleurs des sommets de la courbe, qui se sépare en deux parties fermées et a la forme indiquée par la figure.
Ce cas sert de liaison aux deux autres. Les deux limites x = + y/d'—nd et x = — /<■/’— nP se réduisant à zéro, les deux ovales du second cas, après s’être rapprochées à mesure que m et d tendaient l’un vers l’autre, finissent par se rejoindre à l’origine, comme l’indique la disparition du terme indépendant dans l’équation (ij. Les points C et C' restent des sommets de la courbe. Les quatre points maximums et minimums E, E', E”, E™ ont toujours pour abscisse et pour ordonnée (en valeur absolue)
1^4 d' — »/' nd
'-J et —
•>.d xd
c’est-à-dire, en vertu de la condition m — d,
Pour x= O, on a j = o, de sorte que y’ se présente à l'origine sous la forme Pour lever cette difficulté, reprenons l’équation (i) qui est devenue
/‘-l- a(x’-(-rf’)y’-t-x' — arf’x’ = O.
En divisant ses deux membres par .r’, on peut l’écrire
Pour X = o, on obtient alors pour le rapport ^ une valeur égale à — 00
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et une valeur égale à i. Puisque nous ne considérons que des valeurs
réelles de x et de j, nous n’admettrons que la valeur de égale à i . Nous aurons donc (75), pour x= o,
lim - ou y' = ± I ,
Ainsi, l’origine est un point double, et les deux tangentes en ce point sont les bissectrices des angles des axes. D’ailleurs, au delà de l’origine et jusqu’au point maximum E, /' est évidemment inférieure à i et positive, pour devenir ensuite négative jusqu’au point C. La courbe a donc la forme indiquée par la figure (^g. 5o) : dans le cas considéré de m = d, c’est une lemni.scate de Bernmdli. On voit que l’origine est en même temps un ' point double et un point d’inflexion pour les deux branches qui viennent
s’y croiser.
101. II. Conchntdc (de Nicomède). — On suppose un point fixe A et une droite fixe BB' [fig. 5i). Pnr le point A, on mène une droite <pielconque ABM. Sur cette droite, à partir du point B où elle rencontre BB', on prend BM = BN = une longueur constante d, et l’on demande le lieu des points ainsi déterminés.
Le lieu est évidemment symétrique par rapport à la perpendiculaire AO abaissée du point A sur la droite fixe BB’. .4 mesure que la droite variable -4BM s’éloigne de AO, la distance MH du point M à la droite BB' diminue. On a en effet
MH = f/sinABO;
et comme l’angle ABO tend vers zéro, il en est de même de MH : la droite BB' est donc une asymptote du lieu cherché qui s’étend indéfiniment audessus et au-dessous de la droite AO.
Cette première discussion nous porte à prendre la droite AO pour axe des X et la droite BB' pour axe des y. L’équation du lieu ne contiendra alors que des puis-sances paires de y et, de plus, le terme du degré le plus élevé on y manquera nécessairement (91 ).
Le lieu peut être regardé comme résultant de l’intersection de la droite ABM et d’un -cercle décrit du point B comme centre avec d pour rayon. Posons
OA
L’équation de la droite ABM sera
L’ordonnée à l’origino do cette droite étant -f- mp, l’équation du cercle correspondant sera
(t) [y~mp)'‘y-.x'‘-d‘‘.
Pour avoir l’équation du lieu, il suffira donc d’éliminer m entre les équations (i) et (‘i); ce qui donne
d’où l’on déduit
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On doit donc avoir rf’ — .r’>o, c’est-à-dire que la valeur de x doit être comprise entre +ei et — ri. Si l’on prend OC = OC'=^/, la courbe sera donc tout entière comprise entre les deux parallèles menées par ces points à l’axe des^'.
A mesure que x s’approche de o, / s’approche de ± oo : l’axe des j est donc bien asymptote aux deux parties de la courbe.
On a / = O pour x = ±d et pour x = — p; et il faut alors distinguer les trois cas suivants :
Dans ce cas, qui est celui de la 5i, le point A, c’est-à-dire le point (o, — p) se trouve complètement isolé de la courbe : c’est un point conjugué (8A).
L’équation du lieu donne
xr'+{x+p){'ix’+px — d^)
Pour x=±d eX y = O, on a
Les points C et C' sont donc des sommets. D’après cela, comme une courbe finit toujours par être convexe vers son asymptote, la conchoïde présentera sur chaque branche deux points d’inflexion symétriques par ra'pport à l'axe des x.
P <ri [fg. 5a).
Si p est plus petit que d, les valeurs de x comprises entre p et d correspondent à des valeurs réelles de y. y partant de zéro au point A pour revenir à zéro au point C', passe par un maximum, si l’on considère seulement la partie du lieu supérieure à l’axe des x. Or la valeur de 7' peut s’écrire, en multipliant par x ses deux termes,
, _ _ -c’ r ’-l- .r (x-{-p)[-i.x‘+px — cP)
Remplaçons x'y* par sa valeur tirée de l’équation de la courbe. Il viendra en simplifiant
_ {x+p)(x^+;jrP)
On aura donc 7'=o pour x^+pcP= o. Le maximum de y entre les points A et C' correspondra donc à
x= ÿ — pd ‘ .
Pour x=±rl, on a toujours
Les points C et restent donc dos sommets de la courbe.
- : ce
Pour x=—p, comme on a / = o, se présente sous la forme
qui correspond en général à un point multiple (84).
Transportons l’origine au point A, c’est-à-dire remplaçons x par x— /<, L’équation du lieu deviendra
(x — />)’/’4-[(x— — rf’]x’= O.
On en déduit
— (x — py x’ (x — pY
La limite de point A (7S)
ce rapport pour x = o est
— — • On aura donc au
valeur bien facile à construire.
Le point A est donc un point double. La branche de gauche de la conchoïde n’a plus alors d’inflexions. Les inflexions du premier cas viennent, dans le second, se réunir au point double.
3° p = d[Jig. 53).
Dans ce cas, l’intervalle entre les points A et C' disparaît. L’origine étant supposée au point A, on a en ce point
Les deux tangentes au point double A du second cas se confondent donc dans le troisième cas avec l’axe des x. Le point A est donc alors un point de rebroussement de première espèce (84). Le point C reste d’ailleurs un sommet de la courbe qui a, dans tous les cas, BB' pour asymptote.
102. 111. Folium de Descurtes. — Cette courbe est représentée par l’équation
r’ — 3^7xr4-x’ = O,
où n est une quantité réelle quelconque. Nous supposerons pour plus de simplicité «=1, et nous écrirons
tes axes étant d’ailleurs supposés rectangulaires.
Le lieu de l’équation proposée passe évidemment par l’origine. On voit que X et / ne peuvent prendre ensemble des valeurs négatives, tous les termes de l’équation (i) devenant alors de même signe; ce qui montre (|uc la courbe cherchée ne peut avoir aucun point dans l’angle opposé à l’angle rOx [Jig. 54).
L’équation (i) est symétrique en x et en j, c’cst4-dire qu’elle ne Change ^ pas lorsqu’on y remplace x par r et y par x. On en conclut immédiatement que la bissectrice de l’angle jOx est un axe du folium (99).
Pour calculer plus facilement les coordonnées des points de la courbe.
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on {)eul poser en désignant par i une variable auxiliaire. Il
vient alors
d’où, en divisant par x% c’est-à-dire
et
En faisant varier / do — « à -|- oo , on aura toutes les valeurs correspondantes de X et de y. Ce procédé revient évidemment à chercber les points d’intersection du lieu à construire avec une droite variable menée par l’origine et ayant pour équation y= tx : il est souvent applicable , surtout lorsque l’équation proposée n’est résoluble par rapport à aucune des variables y et x.
Dans le cas considéré , nous avons reconnu que la courbe avait pour axe la bissectrice de l’angle rOx. Il est donc préférable d’abaisser l’équation (i) au second degré relativement à y, en effectuant une transformation d’axes qui consistera à faire tourner les axes primitifs de 4^° autour de l’origine.
Pour passer d’axes rectangulaires à axes rectangulaires, les formules de transformation sont (26)
x = x'cosa— j'sina,
/= x'sin«-|-y'co8a.
On a ici a = 45", c’est-à-dire
sina = cos a =:
il viendra par suite
(x'-jr'
L’équation de la courbe rapportée aux nouveaux axes sera donc, en supprimant les accents,
On en déduit
3 — xy^a 3(xv/a-l-i)
On voit immédiatement qu’on ne peut donner à x de valeurs positives 3 3
que depuis 0 jusqu’à -p- Pour x-= —1 on a o, ce qui détermine /a \J%
le. point A 54).
On déduit de l’équation (a)
(4) 3y/â..r = +3xjxv^a-a)
io4
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Au point A, à cause de r = o, on a /'= » : ce point est donc bien un sommet de la courbe.
A l’origine, la valeur de se présente sous la forme -• L’équation (3)
donne alors
Pour X = O, il vient
lim — =/'= ± I .
Il en résulte que les axes primitifs sont tangents à la courbe à l’origine qui est un point double.
On no peut donner à x, d’après l’équation (3 ), que des valeurs négatives
comprises entre o et — - — — • A mesure que x tend vers cette
dernière valeur, y tend vers ± œ .
La courbe est donc formée d’une feuith; AMOM' et de deux branches infinies OR et OS qui ont pour asymptote la droite menée parallèlement
au nouvel axe des j à la distance OD = — • L’existence de l’asymptote
est d’ailleurs indiquée par la valeur inGnie que prend 7' pour x =
J partant de zéro à l’origine pour redevenir zéro au point A, passe par un maximum (en considérant la partie de la feuille située au-dessus de Taxe de la courbe).
D’après l’équation { 4), devient nulle pour
c’est-à-dire, en remplaçant par sa valeur tirée de l’équation (2) et en simplifiant, pour
==C ou x = + \/--
Le signe -4- du radical convient seul d’après ce qui précède. La valeur correspondante de l’ordonnée est d’ailleurs ^
103. IV. Sinusoïde [fg. 55). — Soit l’équation j= sin^, où x représente la longueur d’un arc dans la circonférence ayant pour rayon l’unité. La courbe correspondante manifeste la loi de variation du sinus [Trig., 7) : elle se compose donc d’une inBnité de parties identiques, situées alterijativement au-dessus et au-dessous de l’axe des x. Les points où la courbe coupe l’axe des x sont distants d’une demi-circonférence, puisque pour X = 4'7r, /■ étant un entier quelconque positif ou négatif, on a j = o.
L’origine est un centre, puisqu’on peut changer y en —y et x en — x sans modiBer l’équation. Et il est facile de voir que tous les points d’intersection de la courbe avec l’axe des abscisses sont des centres.
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En effet (96), changeons dans l'équation donnée y en v + A et x en x-\-a. Il viendra
(i) y + b = 6w(x + fi).
Dans l’équation obtenue, changeons r et x en — / et en — x; nous aurons
ou
— -I- i =z sin ( — x-t-rt)
X — b - — sin(x — a).
Identifions les équations (i) et [i). Il faudra qu’on ait
et
b = — b ou b = O, sinxcoso= — sinxcosa ou sinx=o.
La dernière condition entraîne celle-ci :
X = Ait,
Les différents points O, , O, O', O’,. . . , sont donc des centres de la sinusoïde.
On a
j' = cosx.
Par conséquent, x variant de o à w, y' diminue de i à — i ; .f variant de à ■11T, y' augmente de — i à i , et ainsi de suite. Les arcs do courbe tournent donc alternativement leur convexité et leur concavité vers les y positifs. On a
y"= — sinx.
Par conséquent, r’= o pour x= A-n. Donc tous les points où la courbe rencontre l’axe des x sont en même temps des centres et des points d’inflexion. y" passe du négatif au positif ou réciproquement, lorsque la courbe traverse les points ... , O', O",
D’ailleurs O pour x= ‘ perpendiculaires élevées au
milieu des intervalles 00', O'O",. . correspondent donc alternativement
à des points maximums et minimums. Par exemple, pour x = ^j on a
j"<o, et pour x = - 7T, on a r">o.
Enfin, pour x= An, on ay'= + i ou j'= — i, suivant que A est pair ou impair, c’est-à-dire que les tangentes aux points d’inflexion font alternativement des angles de 45° et de i35° avec l’axe des x.
104. V. Tangentoïde [fig. 56). — Soit encore l’équation y= tang.r. La courbe corresi>ondante représente la loi de variation de la tangente ( Trig., 9) ; elle se compose donc d’une infinité de parties identiques. Ixs points où la courbe coupe l’axe des x sont distants d'une demi-circonférence, puis(]ue pour x=:4 Tr, A étant un entier quelconque positif ou négatif, on a .v=.:o. L’origine est un centre, puisqu'on peut changer x en — X cl ,v en — ,1 sans modifier l’équation. Il en est de même de tous les
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points d'intersection de la courbe avec l'axe des x, puisque l’équation donnée conserve la môme propriété lorsqu’on y remplace x par /-tt + x.
TT - / 1 ^ “i“ I
Pour - T et en général pour x= — - — tt, on a j = ±oc . Par
conséquent , les parallèles menées à l’axe des j par les points situés à égale distance de deux centres consécutifs, sont des asymptotes de la
courbe. Dn peu avant une valeur x = — - — ti, l’ordonnée jr est positive
et très-grande; un peu après, cette ordonnée est négative et très-grande en valeur absolue.
On a (Compl. d’Alg., 138)
Il en résulte
cos'x
acosxsinx _ cos'x “
cos'x
On di y —<a pour x =
aX-f-i
TT, ce qui correspond aux asymptotes con-
sidérées comme limites des tangentes. On a y"=o pour x = /7t. D’ailleurs y" est négative un peu avant une valeur x= kv, positive un peu après. Donc les centres de la courbe sont en môme temps des points d’inOexion ; aux points d’inflexion, on a d’ailleurs
VI. Soit l’équation y = c^ [fig
Pour x = O, on a y= 00 . L’axe des j est donc asymptote à la courbe. A mesure que x augmente, en restant positive, la valeur de y diminue en restant positive et en tendant indéfiniment vers la valeur i qu’elle ii’atteint que pour x= 00 . On a donc une première branche de courbe, ayant à la fois pour asymptotes l’axe des y et la parallèle menée à l’axe des X à la distance i : cette branche tourne nécessairement sa concavité vers les J positifs, comme l’indique d’ailleurs la valeur de
qui est constamment croissante.
Faisons maintenant varier x de o à — ». Pour cela , changeons x on — X dans l’équation donnée, et faisons ensuite varier x de o à -+-.00 . Nous aurons
Pour X = o, nous aurons _y= o. A mesure que x augmente, la valeur de / augmente en tendant vers la valeur 1 qu’elle n’atteint que pour .r = oc . On obtient donc une seconde branche de courbe partant de l’origine, s’étendant entre l’axe des abscisses et la parallèle menée à cet axe è la distance OA = i, et ayant celle parallèle pour asymptote. On voit que l’origine est un point d’arrcl (8i),
Changeons dans la valeur de r', x en — x. Il viendra
Si l’on fait x = o, on trouve
Nous lèverons l’indétermination en appliquant la règle connue [Compl. d’Alg., 156). En prenant la dérivée de chaque terme, il vient
En faisant x = o, on trouve encore
En redoublant la dérivation, on obtient enOn
L pX fX
ce qui donne / '= o pour x = o. L’axe des x est donc tangent à la courbe à l’origine ou au point d’arrét. •
Par suite, la seconde branche devant finir par tourner sa convexité vers son asymptote, présente nécessairement un point d’inflexion, Cherchons la valeur de j-". Il viendra
Changeons x on — x. Noua aurons
11 en résulte /”= o pour c’estrà-dire pour ,r =: -• On a alors
Ainsi, prenant OP = ^ et PM = pt le point M sera le point d'inflexion cherché.
io8
GÉOMÉTRIE ÀNALYTIQOE.
QUESTIONS PROPOSÉES
IX. Discuter l’équation
7 = xcot ^ [qiuidratrice de Dinostrate),
X. On donne un angle droit et une droite de longueur l, toujours in-
scrite entre les côtés de cet angle : trouver et discuter l’équation du lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du sommet de l’angle sur cette droite [rosace). *
XI. On donne un cercle de diamètre AA'; par le point A, on mène une corde quelconque AB, et, par le milieu de l’arc qu’elle sous-tend , on tiace une parallèle au diamètre fixe AA'. Cette parallèle vient couper la corde AB en un point dont on demande le lieu.
XII. Discuter l’équation générale
</.r*4- ôx -(- r ^ ~ a‘.x^-i-h'x + c‘ ■
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n est positif, a' est positif ou négatif- On examinera tous les cas qui }>euvent se présenter, en se reportant, s’il est nécessaire, au n° 226 de Y Algèbre élémentaire.
Xni. On prend un angle droit fOx et un point A sur l’un de ses côtés Oj:; on mène par le point A des rayons vecteurs AB sur lesquels on prend , de part et d’autre de leur point d’intersection B avec Or, BM = BN = OB. On demande le lieu des points M et N ainsi déterminés [strophoïde ou logoc J clique).
XrV. Soit un cercle de diamètre AA'. Par le point A, passe une corde quelconque AC : des milieux des arcs qu’elle sous-tend, on abaisse sur le diamètre fixe AA' des perpendiculaires qui coupent cette corde aux points M et N : trouver le lieu des points ainsi déterminés (on rapprochera ce ' lieu du précédent).
XV. Chercher le lieu des points qui ont pour abscisses les difiérentes cordes inscrites dans un cercle, et pour ordonnées les cordes des demiarcs correspondants, les axes étant supposés rectangulaires (Nouvelles Annales, t. V).
XVI. Soit un cercle de diamètre AA'. Par le point A passe une corde quelconque AB, qu’on prolonge d’une longueur BC égale à elle-même. Du point C, on abaisse une perpendiculaire CP sur le diamètre fixe AA', et, par le centre du cercle, on mène une parallèle O.M à la corde AB jusqu’à la rencontre de la perpendiculaire CP ; on demande le lieu des points M ainsi déterminés.
DISCUSSION DE L’ÉQUATION GÉNÉRALE DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES
106. Soit l’équation générale du second degré à deux variables
(i) Aj*-!- B.rj-1-C.r’-l- Dj-t- Eæ--!- F = O.
Résolvons-la par rapport à l’une des variables, j par exemple. Il viendra
± ‘ 4AC)ar»-h2(BD— 2AE)x-|-D’— 4AF.
Pour abréger, nous poserons
B’ — 4AC = a, 2 (BD — 2AE)=è, D’ — 4^F = e. Nous aurons ainsi
± — r- \/ rt.r’ 2A
bx -
On voit que l’ordonnée du lieu de l’équation (i) se compose, pour chaque valeur de x, de l’ordonnée de la droite Bx-t-D
• 7 augmentée ou diminuée de la valeur du ra-
dical^ \Jax^-\-bx c. Il en résulte immédiatement que la
droite y = — - divise en deux parties égales les cordes
du lieu qui sont parallèles à l’axe des j: cette droite est donc un diamètre Au lieu (96).
Ea discussion ne pouvant porter que sur le radical, nous distinguerons les trois cas suivants :
B’ — 4 AC ou a<[o. B’ — 4 AC ou a)>o,
B’ — 4 AC ou a= O.
Genre ellipse (B — 4AC<o).
Posons
Y = -J- ^ bx -f- c.
Considérant le trinôme du second degré placé sous le radical, nous partagerons ce premier cas en trois autres.
i“ b' — 4 ^ racines x' et x" du trinôme placé sous
le radical sont réelles 'et inégales.
Nous pourrons écrire ( en supposant x'"^ x" ) •
Y =z-^-^sja(x — x'){x — x") — -^i^ y/ — a[x' — x){x — x").
a étant négatif par hypothèse, — a sera une quantité positive. Pour que Y conserve une valeur réelle, il faudra nécessairement que la valeur de x reste comprise entre x' et x".
Bjt I J)
Construisons donc {/ig. 58) le diamètre y= ^
Prenons sur l’axe des x, OP' =x', OP" = x". La courbe sera tout entière comprise entre les parallèles menées à l’axe des J par les points P' et P". D’ailleurs, pour x = x' et x = x", on a Y = O. Donc, les points d’intersection Q' et Q" de ces parallèles avec le diamètre sont à la courbe. Les valeurs de X étant limitées, il en sera de même des valeurs de y.
Entre ses deux valeurs égales à zéro, Y doit passer par un maximum absolu. La somme des deux facteurs x' — x et X — x” est égale à la constante x' — x" ; par suite, leur produit sera maximum lorsqu’ils seront égaux entre eux et à la moitié de leur somme {-dlg. élém., 219), c’est-à-dire pour
X = On a alors
On prendra donc le point P à égale distance des points P' et
P" de manière à avoir OP = — par le point P, on mènera
une parallèle à l’axe des j; à partir de l’intersection G de cette parallèle avec le diamètre Q'Q", on portera au-dessus et au-des-
sous de ce diamètre les longueurs GR' = GR"='—^-^^ — \j — a:
les points R' et R" seront les points de la courbe les plus éloignés du diamètre considéré.
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Si l’on donne à x des valeurs qui diffèrent de OP, en plus ou en moins, d’une même quantité a, on obtiendra évidemment pour Y des valeurs égales. Prenons PN' = PN". A x= ON' et à x = ON", correspondent des valeurs M'H' et M"H" de Y qui sont égales. Les cordes M'M" et M"M‘’ sont donc parallèles au diamètre Q'Q". De plus, comme' GH' = GH", elles sont divisées en deux parties égales par la droite R' R" qui est un second diamètre du lieu.
Les diamètres Q'Q", R' R", tels que chacun d’eux divise en parties égales les cordes parallèles à l’autre, sont dits conju- ' gués.
On voit immédiatement que, si l’on prenait pour axes ^ ces deux diamètres conjugués, l’équation de la courbe ne serait pas modifiée par le changement de x en — x et de 7 en — y, puisqu’on passerait ainsi, par exemple, du point M' au point M". Le point G est donc un centre (92).
Les droites menées par les points R' et R" parallèlement au diamètre Q'Q" n’ont qu’un point commun avec la courbe qui est nécessairement convexe ( 33 ) : ce sont donc des tangentes.
Il en est de même des parallèles P' Q', P" Q", au diamètre R' R". Le lieu obtenu est donc une courbe fermée, inscrite dans le parallélogramme déterminé par ces quatre tangentes; on lui donne le nom à’ellipse.
Reprenons l’équation (3)
Rx-f- D + • ^ 2 A 2 A
Les racines du trinôme placé sous le radical étant réelles et inégales, ce trinôme pourra être mis sous la (orme {y4{g. élém., 194)
Dans le cas considéré, l’équation (i) elle-même est donc de la forme
( 2 Ay-\- Ba: -H D )’ — a ^ -4- a/f’ = o ;
son premier membre est la somme des carrés d’une fonction du premier degré en^ et en x et d’une fonction du premier degré en X, diminuée d’un certain nombre positif.
2" ô’ — ^ac<C^o, Les racines x' et x" du trinôme placé sous le radical sont imaginaires. Dans ce cas, quelle que soit la valeur donnée à x, le trinôme placé sous le radical prend le signe de son premier lerme(^lg. élém., 195). Y et, par suite, y restent donc constamment imaginaires. L’équation ( 1 ) repré-
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sente une ellipse imaginaire, c’esl-à-dire rien. Le irinùine ax’-t- bx ->r c pouvant alors s’écrire
l’équation ( i ) est de la forme
{2 Aj-4- Bar -t- D)’ — a — a/r’ = o ;
son premier membre est la iom/ne efe trois carrai, dont l’un est indépendant des variables.
3® 6’ — ^ac = O. Les racines x' et x" du trinôme placé sous le radical sont égales. On a alors
Y est donc imaginaire, sauf pour la valeur a: = a;'. L’équation ( I ) n’est donc satisfaite que pour x = x' et
Bx'-+-D
c’est-à-dire qu’elle représente un seul point. L’ellipse se réduit à son centre. Le trinôme ax' + bx+ c pouvant alofs
s’écrire a (i) est de la forme
(2Aj-+-B;T-HD)’ — =0;
son premier membre est la somme des carrés d’une fonction du premier degré en j et en x et d’une fonction du premier degré en a: seulement. ^ '
Genre hyperbole {B’— 4AC>o).
Nous partagerons de même ce second cas en trois autres
1° à’ — ^ac'^o. Les racines x' et x" du trinôme placé sous le radical sont réelles et inégales. On a
a étant positif, pour que Y conserve une valeur réelle, il faut
que les valeurs de x ne soient pas comprises entre les racines
, «T, ... ..... Bx-t-D
a: et A . Par suite, SI 1 on construit le diametrej’= r— .
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si l’on prend OP' = x', OP" = x", si par les points P' et P" [fig. 5g ), on mène des parallèles à l’axe des^, entre ces parallèles, il n’y aura aucun point de la courbe. Pour x' et x = x", on a Y = o. Les points où le diamètre rencontre les parallèles indiquées sont donc à la courbe.
D’ailleurs on peut faire varier x depuis x' jusqu’à -4- oo et depuis x" jusqu’à — oo . x pouvant croître d’une manière illimitée, il en est de même de Y. Le lieu se compose donc de deux parties séparées, formées chacune de deux branches infinies.
Pour des valeurs de x qui diffèrent de x' en plus ou de x" en moins d’une même quantité a, Y prend évidemment les mêmes valeurs. Il en résulte que la parallèle menée à l’axe desypar le point P, milieu de l’intervalle P'P", eslle diamètre conjugué du diamètre Q' Q", et que le point G de rencontre des deux diamètres est le centre de la courbe. On lui donne le nom t\’ hyperbole.
Des deux diamètres conjugués Q'Q" et GP ou R' R", l’un rencontre la courbe, l’autre ne la rencontre pas.
Reprenons l’expression
Bx-i-D , I , — ; — r
r= — T — ± — 7- V bxy- c-
Dans le cas considéré, on peut remplacer ax'-\-bx -h c par
l’équation (1) peut donc se mettre sous la forme
(aAy-l- Bx -H D)’ — -4-aA» = o;
son premier membre est la différence des carias d’une fonction du premier degré en y et en x, et d’une fonction du premier degré en x, augmentée d’ vm nombre positif.
2" è’ — ^ac <C[o. Les racines x' et x" du trinôme placé sous le radical sont imaginaires. On peut alors écrire
X peut recevoir toutes les valeurs possibles, puisque toutes les valeurs du trinôme sont de même signe que a. Mais on ne peut plus, comme dans le cas précédent, faire prendre à y toutes les valeurs possibles. Y est susceptible d’un minimum
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différent de zéro. Ce minimum correspond à.r= — eiesi
égal à ^ \ja- Prenons [Jig. 6o) OP = — et menons par le point P une parallèle à l’axe des y. A partir du point de ren-
contre G de cette parallèle avec le diamètre r =
ou Q'Q", portons sur elle, au-dessus et au-dessous du diamètre, la longueur Si, par les points R' et R" ainsi ob-
tenus, on mène des parallèles au diamètre Q' Q", il n’y aura entre ces parallèles aucun point de la courbe. D’ailleurs, x pouvant croître au delà de toute limite dans un sens ou dans l’autre, il en sera de même de Y et de y. La courbe se composera donc de deux parties séparées, formées chacune de deux branches inflnies. C’est encore une hyperbole ayant le point G pour centre et les diamètres Q' Q" et R' R" pour diamètres conjugués. Seulement, c’est le diamètre R' R" qui coupe la courbe et c’est le diamètre Q' Q" qui ne la rencontre pas.
Les deux cas que nous venons de considérer sont en réalité identiques. Il n’y a ici qu’un changement de position. On peut le vérifier en résolvant dans le second cas l’équation par rapport à la variable x. Dans ce second cas, le premier membre de l’équation (i) est la différence des carrés A’ une fonction du premier degré en y et en a; et d’une fonction du premier degré en X, diminuée d’un nombre positif.
3® 6’ — ^ac=o. Les racines x' et x" du trinôme placé sous le radical sont égales. Ce trinôme étant un carré parfait, on peut écrire
Hx -hY) ,x — x' /-
Le lieu se compose alors des deux droites Bx-hD
Rar-I-D x — x' , —
1 1 — yû-
Ces deux droites se coupent sur le diamètre y — —
puisque pour l’abscisse x — x' les trois droites ont la même ordonnée r = — '
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Dans ce cas, I cqualion (i) peut se mettre sous la forme (aA^'+B^ + D)’ — a[x — :r')’ = o; son premier membre est la différence de deux carrés.
Genre parabole ( B’ — 4 AC = o ) .
109. Nous subdiviserons aussi ce dernier cas en trois autres. On a alors
Bar-l- D , I
i*6>o. Posons On pourra écrire
\ z=z — fbï^Z=-^),
Pour que Y conserve une valeur réelle, il faut qu’on ait xf>x'. On peut donner à x toutes les valeurs depuis x' jusqu’à -i- oo . Y peut donc croître d’une manière illimitée, ainsi que y\
La courbe rencontre son diamètre y= rr'
[fis- point Q , qui a pour abscisse x—x'. Si l’on
prend OP = ar' et si l'on mène PQ parallèle à l’axe des^-, la courbe n’a aucun point à gauche de cette parallèle ; mais elle s’étend sur sa droite d’une manière illimitée en formant deux branches infinies à partir du point Q : c’est une parabole.
9.“ b <C.o. Pour que Y conserve une valeur réelle, il faut qu’on ait aussi
X — x' <io.
c'est-à-dire qu’on ne peut donner à x que des valeurs plus petites que x'. On peut d’ailleurs faire varier x depuis sd jusqu’à — 00 . On a une parabole qui s’étend du côté des x négatives {fig.&ï), au lieu de s’étendre du côté des a; positives.
Dans les deux cas considérés, l’équation (i) peut s’écrire
Bx-I-D)’ — b{x — x') = o.
Son premier membre est la différence ou la somme du carré d’une fonction du premier degré en^et en x et de la première puissance d’une fonction du premier degré en x.
3“ h = O. On a
Bx
—H — ——i ve.
Si c esl > O, le lieu se compose de deux droites parallèles à
... ' Bx + D . • . 1 J. 1
la droite 7-= — et menees a égalé distance de cette
droite.
Si c est O, ces deux droites deviennent imaginaires et l’équation ne représente rien.
Enfin, si c = o, le lieu se réduit à la seule droite
Bjt -f- I)
Dans ce dernier cas, l’équation (1) peut se mettre sous la forme
( 2 Aj* -t- Bx -H D )’ — e =r O ;
si c esl positif ou négatif, son premier membre esl la différence ou la somme du carré d’une fonction du premier degré en J et en x et d’un nombre positif; si c est nul, son premier membre se réduit au carré d'une fonction du premier degré en y et en x.
Résumé. — Lorsque B’ — ^kCest o, l’équation géné
rale du second degré à deux variables représente une ellipse ou l’une de ses variétés : une ellipse, si les racines du trinôme placé sous le radical lorsqu’on résout l’équation par rapport à l’une des variables, sont réelles et inégales ; rien, si ces racines sont imaginaires ; un point, si elles sont égales ( * ).
Lorsque B’ — ^kÇ,estf> o, l’équation générale du second degré à deux variables représente une hyperbole ou son unique variété: une hyperbole, si les racines du trinôme placé sous le radical sont réelles et inégales ou imaginaires; deux droites * qui se coupent, si ces racines sont égales.
Lorsque B’ — 4 l’équation générale du second degré
à deux variables représente une parabole ou l’une de ses variétés : une parabole, si le terme du premier degré ne manque
(*) Lorsque le cercle est rapporté à des axes rectangulaires, son équation est (le la forme
le caractère b’ — se réduit alors à
Lors(|ue le cercle est rapporté à des axes obliques, sou équation est do la forme x'-t-ixjr cosS tX -i- c =0, le caractère B’ — 4 AC devient
4 cos’ fl — 4 = — 4 fl <0.
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pas SOUS le radical; deux droites parallèles, rien ou une seule droite, suivant que le terme indépendant resté seul sous le radical est positif, négatif ou nul.
Oa centre, des diamètres et des axes, dans les courbes dn second degré.
Reprenons l’équation générale
Car’+ Dj+ Ex -f- F = o,
et appliquons à cette équation les méthodes générales indiquées précédemment.
Du centre. — Si nous voulons chercher le centre du lieu qu’elle représente, il faut substituer x -{-p etj-l- g à la place de X et de y, en désignant par p el q les coordonnées de la nouvelle origine et en y transportant les axes parallèlement à eux-mêmes (95).
II vient
A r’ -4- Bxr -4- Cx’ -I- 2 A g -h B/> + D
Bg -+-E
X 4- Ag' -hBpq 4-C/i’ 4-I)g 4- E/> 4-F
Comme cela doit être {24, Rem.), les termes du second degré restent les mêmes que dans l’équation donnée; les coefficients de J et de X sont les dérivées partielies du premier membre de cette équation, prises par rapport à j et à x, en supposant y et x remplacées par g et p; enfin, le nouveau terme Indépendant est le premier membre de l’équation primitive où l’on a effectué la même substitution.
L’équation considérée étant de degré pair, il faut égaler à zéro les coefficients des termes du premier degré. Ori aura ainsi les deux relations (*)
aAg-l-B/)4-D = o,
• aC/i-t-Bg-t-E =o.
On en déduit
aAE— BD __2CD— BE
B» — 4AC’ B» — 4AC
(*) On peut rem.irqucr que ces relations représentent précisément les diamètres qu’on obtient en résolyant snccessiTemenl l’équation par rapport à chaque variable.
Si le dénominateur commun B’ — 4 AC est différent de zéro, les valeurs de et de qf déterminent un point unique : donc l’ellipse et l’ hyperbole ont un centre, et un seul.
Si le dénominateur commun B' — 4 AC est égal à zéro sans que l’un des numérateurs le soit, le point correspondant aux valeurs de p et de q se transporte à l’infini : donc la parabole n'a pas de centre, ou ce centre est à l’injini.
Si l’on avait à la fuis
B-’ — 4AC = o et zAE — BD = o,
on en conclurait
aCÜ — BE = o
et, par suite,
En effet (lOG), la parabole se réduit alors aux deux droites parallèles représentées par l’équation
Ba:-+-D , 1 7-T-=
Y— 7 — ±: — r vD’ — 4Ai',
système qui admet une infinité de centres distribués sur la droite menée à égale distance des deux parallèles.
Des diamètres. — Appliquons à l’équation générale
Aj’-t-Bxj-f-Cx» + I)/4-Ej;-i-F = o
la méthode exposée au n® 96. Si nous remplaçons dans l’équation proposée j et x par y -|- Y et x -f- X, les coefficients de y et rfe a: deviendront, d’après une remarque précédente (111),
2AY-(-BX-+-D et 2CX-t-BY-t-E.
Par suite, lorsqu’on viendra remplacer y par mx pour avoir les abscisses des points d’intersection de la courbe avec la corde y=mx, le coefficient du terme en x dans l’équation résultante sera
(2AY-I-BX-+-D) m-t-2CX-l-BY-H-E,
c'est-à-dire qu’on aura, pour équation générale des diamètres des courbes du second ordre (96, Rem. ),
( 2 AY -1- BX 4- 1) ) /n -h 2CX-I- BY -H E = O
ou, plus simplement,
(1) (2 Aj 4- Bjt-i- 1)) m -h- 2C2: -h Bj-f-E = O.
On l’obtient, en multipliant par le coefficient angulaire m qui
correspond au système de cordes arbitraire considéré la dérivée partielle du premier membre de l’équation par rapport à^-, en ajoutant à ce produit la dérivée partielle du premier membre par rapport à x, puis en égalant cette somme à zéro.
113. L’équation obtenue prouve que tous les diamètres des courbes du second ordre sont des lignes droites.
Lorsqu une courbe a un centre, tous ses diamètres y passent : c’est là une conséquence immédiate des définitions adoptées. On peut la vérifier facilement pour les courbes du second degré; car les coordonnées et g du centre étant déterminées ( 111 ) par les équations
2Ag -i- B/?-l-I) = O et ^Cp -h Bq =o,
satisfont nécessairement à l’équation générale des diamètres (112), quel que soit m.
La réciproque est évidente : toute droite passant par le centre dune courbe du second degré est un diamètre de cette courbe. Soit, en effet, m' le coefficient angulaire de cette droite. L’expression générale du coefficient angulaire d’un diamètre est, en vertu de l’équation trouvée,
et l’on trouvera toujours pour m une valeur qui satisfasse à la condition d’identification
Bm -I- 2 C ,
2 Am -t-B
Pour la parabole, si dans l’expression générale du coefficient angulaire d’un diamètre, on introduit la condition
B’ — 4 AC =« en remplaçant 2C par — il vient
Bm-t-uC 2ABm-l-B’ B
2Am-|-B " 2A(2Am-hB) 2 A
Cette valeur constante prouve que tous les diamètres de la parabole sont parallèles.
114. Dans les courbes du second ordre, la tangente au point où, un diamètre rencontre la courbe, est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales. En effet, de l’équation des diamètres, on déduit (73)
, . Br-f- 2C2: -i-E
2Aj-t-B2r4-D~“7/
Digilized by C.'.oogle
115. Désignons par mf le coefficient angulaire d’un diamètre quelconque, par m le coefficient angulaire du système de cordes, conjugué à ce diamètre. Nous aurons
Il en résulte
(3) 2 A/nm' + B ( /n-l-m') + aC = O.
Cette relation reste satisfaite si l’on y permute les coefficients met ni’, c’est-à-dire que si l’on considère le diamètre parallèle au système de cordes donné, les cordes qui lui sont conjuguées sont à leur tour parallèles au premier diamètre. En d’autres termes, les deux diamètres qui ont m et m' pour coefficients angulaires, divisent chacun en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre : on donne, comme nous l’avons vu ( 107) , à ces diamètres le nom de diamètres conjugués.
Dans la parabole, il n’y a pas de diamètres conjugués, puisque aucun système de cordes ne peut y être parallèle à la direction constante des diamètres.
116. Des axes. — Cherchons si les courbes du second degré admettent des axes (97) et, pour les trouver, posons la condition de perpendicularité entre un diamètre et ses cordes conjuguées, savoir (113)
On en déduit
(4) Bm’ — 2(A — C) m — B = o.
Cette équation en m admet, en général, deux racines réelles et inégales, puisque son dernier terme est négatif, ou puisque le produit de ces mêmes racines est égal à — i. Les courbes du second degré admettent donc, en général, deux axes perpendiculaires entre eux, c’est-à-dire conjugués.
On déduit de l’équation (4)
A — C±V'(A— C)’-hB’
Dans le cas de la parabole, on a
B’ — 4A^C = o ou —T = 'n“
La valeur de m devient
A — Cdb(A-i-C)
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Les deux racines sont alors
A TT
La première donne la direction des cordes coupées en deux parties égales par l'axe unique de la parabole qui, faisant partie de ses diamètres, doit bien avoir la direction indiquée
par la seconde racine r--
Remarque. — Tous les diamètres du cercle sont des axes. En effet, dans le cas du cercle, B = o et A = G, de sorte que l’équation (4) est satisfaite quel que soit m.
117. Résumé. — L’ellipse et l’hyperbole ont un centre, la parabole n’en a pas.
Tous les diamètres des courbes du second degré sont rectilignes. Ceux de l’ellipse et de l’hyperbole concourent aux centres de ces courbes, ceux de la parabole sont parallèles.
L’ellipse et l’hyperbole admettent des diamètres conjugués, la parabole n’en a pas.
L’ellipse et l’hyperbole ont deux axes conjugués; la parabole a un seul axe parallèle à la direction commune des diamètres.
Des asymptotes dans les courbes du second degré.
118. Appliquons la méthode générale (87) à l’équation du second degré, c’est-à-dire substituons mx -h n à la place de y dans l’équation
Aj’ -I- Ca:’-|- Dj-t- Ejf-t- F = o.
11 viendra
(Am’-t- Bm -\-C)x'-\-[2kmn-{- Bre-|-Dm-f-E)a:-f-... = o.
En écrivant que l’équation résultante a deux racines infinies, nous aurons, pour déterminer m et n, les deux équations
Am^-t-B/n-|-C = o, 2A/wn-t-Bn-l-Dm-|-E = o.
La première donne d’abord
B±\/B»— 4AC
et l’on a ensuite
_ D/n-hE ” 2 Â «I -4- B ’
c’est-à-dire
géohétbie analytique.
D BD — aAE 2A ~2A v/B’— 4 AC
Si l’on a B’ — 4AC<o, m est imaginaire, de sorte que l'ellipse n’a pas d’asymptotes.
Si l’on a B’ — 4 AC >• o, on trouve pour m et par suite pour n deux valeurs réelles et finies : l’hyperbole a donc deux asymptotes.
Enfin, si l’on a B’ — 4 AC = o, on trouve B
m = r et « = oo :
la parabole n’a donc pas d’asymptotes.
AE — BD B= — 4AC
2 CD — BE y- B> — 4AC ■
Les asymptotes de l’hyperbole se croisent donc en son centre (111).
120. Lorsque l’équation générale du second degré représente deux droites qui se coupent ( 108, 3®), le trinôme placé sous le radical de la valeur de/ a ses racines égales ou est un carré parfait. On a alors
Bx-hD
±-^ V(B’ — 4AC)x’-1-2(BD — 2AE)jr-(-D' — 4AF
A 2A\'^ ^ V^B’— 4AC
1^4 GÉOMÉTIUE ANALYTIQUE.
Lorsque l’hyperbole dégénère en deuv droites sécantes, ces deux droites sont donc précisément ses asymptotes.
De plus, on voit qu’on peut déduire immédiatement l’expression de l’ordonnée des asymptotes d’une hyperbole de celle même de l’ordonnée de la courbe , en remplaçant le radical qui entre dans cette dernière valeur par le binôme dont le carré a pour premiers termes les deux premiers termes du trinôme placé sous le radical.
Cas particuliers de l'équation du second degré.
121. Jusqu’à présent, nous avons supposé que, dans l’équation générale, le coefficient A de y'^ n'était pas nul. 11 s’agit maintenant d’examiner les cas particuliers qui correspondent à l’hypothèse A = o.
I. Soit l’équation
Bxy -i- Cx’-h D_^--f- Ex -+- F = o.
Le binôme B’ — 4 s® réduisant à B’, cette équation ne peut
représenter qu’une hyperbole ou deux droites qui se coupent.
On pourrait rentrer dans les cas précédemment examinés, en résolvant l’équation par rapport à x; mais il vaut mieux faire usage des remarques suivantes.
Si l’équation proposée représente une hyperbole, cette hyperbole aura une asymptote parallèle à l’axe des j, puisque le terme en j* manque (91, 1). En ordonnant par rapport à y, on a pour premier terme
(Bx-l-D)/,
ce qui conduit à l’asymptote
C CD — BE B
D’ailleurs, l’équation donnée étant du premier degré en y, on peut aussi en déduire immédiatement
Cx’-(- Ex -t- F Bx-i-D
Si l’on effectue la division, on aura, en désignant par Px-l-Q le iiuoticnt obtenu et par R le reste indépendant de x,
yz= Px -t- Q -j-
Si R n’esl pas nul, on voit que, pour construire la courbe, il faut ajouter à l’ordonnée de la droite r= -H 0 la quau-
tite positive ou négative ^ Lette quantité ^ saji-
proche de zéro autant qu’on veut, à mesure que x marche vers l’infini positif ou vers l’infini négatif. Donc la courbe a pour asymptote, du cété des x positifs aussi bien que du côté des X négatifs, la droite }'= Par 4- Q. D’autre part, si x s’approche indéfiniment, en plus ou en moins, de la valeur — obtenue en égalant à zéro le diviseur Bar -4- D, on voit que R étant supposé positif,* la quantité p est, un peu avant cette valeur, négative et très-grande, un peu après cette valeur, positive et très-grande. Pour ar= — on a donc
Bar -t- D
La droite ar = — B suite, la seconde asymptote de
l’hyperbole, comme nous l’avons dit plus haut.
Il est facile de vérifier que l’équation r=Par-j-Q se confond avec l’équation précédemment indiquée pour l’asymptote oblique à l’axe des j. On n’a qu’à effectuer la division indiquée dans l’expression (i). On trouve pour quotient
et pour reste Ainsi
D(CD — BE) B
BE
q^CD^ BE^ R = -(DQ + F).
Èi R est nul, on a simplement
Ca:’-t-Ea7-t- F
= Pa;4-Q,
Bar-I-D
— (Ca;’ -4- Ea; -t- F) = (Ba: 4- D) (Pa? -4- On pourra donc écrire
7(Ba:4- D) = (Ba: 4- D) (Par 4- Q), (Ba:-|-D)(_r — Pa: — Q)= o.
d’où
d’où
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L’équation représente alors deux droites sécantes qui sont précisément les asymptotes trouvées dans le cas précédent.
On traitera absolument de la même manière l’équation
Bxjr-h Dy -f- E.r -|- F = o.
Si elle représente une hyperbole, cette hyperbole aura (91, I) pour asymptote parallèle à l’axe des y la droite
Bj:-(-D = o ou x= —
et pour asymptote parallèle à l’axe des x la droite
By + E = O ou y = —
L’équation considérée peut aussi représenter les deux droites dont on vient d’indiquer les équations.
Si l’on a D = o ou E = o, l’une des asymptotes se confond avec l’axe auquel elle est parallèle. Par conséquent, l’équation
Bxy-t- F = o,
représente une hyperbole ayant les deux axes coordonnés pour asymptotes.
En résumé, quand A = o, l’équation du second degré représente en général une hyperbole ayant une asymptote parallèle aux y et qui devient l’axe des y lui-même, si l’on a en outre D = o.
Même remarque par rapport à l’axe des x, lorsqu’on a G = o ou C = o et E = o.
Exemples. — i° Soit l’équation
aay — 3x’-f- ay — x -|- 1 = o.
On en déduit
Sx’-T-a: — I 3 I
2 (JT -f- 1 ) 2 2 (ar-t- I )
L’équation proposée représente donc une hyperbole ayant
pour asymptotes la droite y = - a: — i et la parallèle x = — i
à l’axe des y. Pour savoir dans quel angle de ses asymptotes l’hyperbole est située, il suffit de remarquer que, pour x positif, l’ordonnée de la courbe surpasse l’ordonnée de la droite
yz=-x — I. La courbe est donc renfermée dans l’angle LGS
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ei dans son opposé par le sommet [Jig. 63), On peut aussi, dans l’exemple proposé, chercher les points où la courbe coupe les axes coordonnés. Pour x — o, l’équation donne
et pour^ = O on a d’où
c’est-à-dire
— I ± )fî3
a: = o,434 et xz= — 0,734.
2® Soit encore l’équation
2xy — 3x’ 4- — a: -(- 2 = o.
On en déduit
3x^-hx — 2 3
L’équation proposée représente donc les deux droites
r=- X — I et X = — I.
123. II. Supposons à la fois A = 0 et B = o. L’équation générale deviendra
Ca;’-** Ex -i- F = O. »
On a ici
B’— 4 AC = O
L’équation donnée représentera donc, en général, une parabole. On en déduit
Cx’-(- Ex F
La discussion revient alors à celle que nous avons présentée au n" 225 de l’Algèbre élémentaire.
Posons
Il viendra
V = ax’-t- bx -H c.
Si les racines x' et x" du second membre égalé à zéro sont réelles et inégales et si a est positif, y décroîtra depuis -|-<»
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jusqu’à zéro, quand on fera croître x depuis — oo jusqu’à la plus petite racine x" . Au delà, deviendra négatif et passera
par un minimum correspondant a æ: = — ^ — • x croissant de-
puis — ^ — jusqu a x , y croîtra depuis le ftimimum —
jusqu’à zéro, x croissant depuis x' jusqu’à +oo , j croîtra depuis zéro jusqu’à -t-oo . C’est ce qu’on voit sans peine en mettant l’équation proposée sous l’une des deux formes suivantes :
k' représente l’expression D’ailleurs, pour des va-
leurs de X qui diffèrent de
ou de d une meme
2 2rt
quantité a en plus ou en moins, y passe par les mêmes valeurs. Par suite, si l’on a {Jig. 64)
OP"=x", OP' = x',
et si l’on détermine le point P, milieu de P' P", la parallèle PQ menée par le point P à l’axe des_y sera un diamètre de la parabole.
Si les racines du trinôme «x’-h ia? -H c égalé à zéro sont réelles et égales, la parabole se trouvera simplement remontée vers les y positifs, de manière à être tangente à l’axe des X.
Enfin, si ces mêmes racines sont imaginaires, la parabole, tout entière au-dessus de l’axe des x, ne rencontre plus cet
axe et présente un minimum positif - — — ; c est ce que montre la figure.
Si a était négatif, les paraboles obtenues tourneraient leur concavité vers les y négatifs, au lieu de la tourner vers les y positifs.
En résumé, lorsqu’on a A = o et B = o, l’équation du second degré représente en général une parabole dont les diamètres sont parallèles à l’axe des y et dont la direction dépend
du signe de n = — g*
Même remarque par rapport à l’axe des x, lorsqu’on a C = o et B = o; la direction dépend alors du signe de —
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Il est inutile de considérer le cas de A = o, B = o, D = o. L’équation ne contenant plus alors que la variable x et étant du second degré par rapport à cette variable, représente deux droites parallèles à l’axe des r. ou une seule, ou rien, suivant la nature de ses racines.
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES APPLIQUÉE AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ
124. Nous avons dit (22) que la transformation des coordonnées permettait de ramener l’équation d’une courbe à la forme la plus simple possible (eu égard au système adopté), de manière à faciliter ensuite l’étude des propriétés de celte courbe. Nous allons appliquer cette remarque à la réduction de l’équation générale du second degré. Nous supposerons les axes primitifs rectangulaires, ce qui ne modifiera en rien la généralité de nos raisonnements.
Nous commencerons par considérer le cas de l’ellipse et de l’hyperbole.
Ellipse et Hyperbole.
B» — 4AC ’ 4AC
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en ce point. Les termes du premier degré de l’équation proposée disparat* Iront (92), les termes du second degré resteront les mêmes (24), le terme indépendant deviendra (111)
A^^ -i- B;>g -f- C/<’ 4- Dç -i-E/)-t-F. ^
On peut simplifier l’expression de ce terme, que noug désignerons par F'. Prenons, en effet, les équations dérivées (111 )
2Ag-f-B/>4-D = o,
Bqi -I- 2 C -I- E = o ,
ni. o
l3u GÉOMÉTllIE ANALYTIQUE.
et ajoutons-les après avoir mulliplié la première par q et la seconde par p. Il viendra
2 A ’ -I- 2 R P ly -1- 2 C />’ + D 7 + E/7 = O ,
d’où
I)ç-|-Ey>
Aç’-H
Il en résulte
J., ^ + D Ey,+F=F+ •
Ainsi, cette première transformation permettra toujours de ramener l’équation générale d’une ellipse ou d’une hyperbole à la forme
Faisons maintenant tourner les axes d’un angle « autour du centre, et profitons de l’indétermination de a pour faire disparaître le terme qui renferme le produit des variables. Les formules de transformation à employer seront (26)
X =x'cos« —y sin a, y—x' sin« + j' cos a.
Pour plus de simplicité, nous supprimerons immédiatement les accents. Il viendra
A cos’ a
Ccos’a
Simplifions l’expression du coefficient du terme en xy et égalons-le à zéro, nous aurons
d’où
(A — C) sin 2 « 4- B cos 2 a = o, — B
tang 2 a = ■
Il y aura toujours un angle 0 compris entre o et i8o® satisfaisant à cette relation. Toutes les valeurs cherchées seront alors données ( Trig., 9) par la formule
Les valeurs seront donc
TT
Digitaed by
Par suite, celles rte * formeront le tableau
— , — I — 1 — h-Tr, — I , — h 2 r , . . . .
On voit quelles indiquent un seul système d’axes rectangulaires. Nous pourrons donc nous arrêter à la valeur - comprise entre o et 90“ (').
Désignons par M et N les nouveaux coefficients de et de a:’; nous aurons
M=\cos’a — Bsina cosa -t-.C sin’a,
N = A sin’a -t-B sinœ cosa -t- C cos’x.
L’addition de ces deux valeurs donne immédiatement { I ) M -h N = A -t- C.
Leur soustraction conduit à la relation
(2) M — N = (A — C) cos 2a — Bsin 22.
On a d’ailleurs ( 7’rig^., 13), en vertu de la valeur de tang2a, A— C —B
cos 2 a :
sm '>.st =
V'IA— C
2 a étant compris entre o et i8o”, sin 2 a est positif, et l’on doit alors donner au radical qui entre dans les deux formules un signe contraire à celui de B.
Substituons dans l’équàtion ( 2) les valeurs de cos 2a et de sin 2 a, il viendra
On aura donc, pour déterminer les coefficients M et N, les équations
le radical étant de signe contraire à B.
Les deux transformations effectuées permettent donc tou-
(*) Si l’on avait à la fois K = o et A = C, la valeur de tang 2 a se présenterait sous la forme-, ce qui indiquerait la possibilité de répondre à la question
d’une infinité do manières; dans ce cas, en effet, l’équation représenterait une circonférence de cercle.
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jours de ramener l’équation d’une ellipse ou d'une hyperbole à la forme
[H) M7’4-Na:=+F'='o.
Les équations (i] et (2) élevées au carré, puis retranchées membre à membre, la première de la seconde, donnent
MN = B» — 4AC
Dans le cas de l'ellipse, on devra donc avoir
— 4MN<o;
dans le cas de l’hyperbole, on devra avoir
— 4MN>o.
Ainsi, dans le cas de l’ellipse, les coefficients M et N sont de même signe; dans le cas de l’hyperbole, ils sont de signes contraires.
Nous avons vu (116) que l’ellipse et l’hyperbole admettaient deux axes conjugués. L’équation (H), comme le prouve sa forme, représente une ellipse ou une hyperbole rapportée à ses axes.
Reprenons l’équation
Mj’ N27’ -t- F' = O.
Si elle représente une ellipse, on pourra supposerMetN positifs.
Si F' est alors positif, l’équation ne représentera rien ou une ellipse imaginaire.
Si F' est nul, elle représentera Vorigine des coordonnées.
Si ¥' est négatif, on pourra poser
et l'équation prendra la forme
Sous cette forme, on voit immédiatement que les axes de la courbe ont pour longueurs sa et 2 b, et quelle se confond entièrement avec le lieu géométrique déjà désigné dans le /•’■ Livre sous le nom ^'ellipse (66).
Si l'équation
Mr’-f-N.r=-i-F' = o
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représente une hyperbole, on pourra supposer M positif et N négatif.
Si F' est alors positif, on peut poser
d’où l’on déduit
(II
équation d’une hyperbole placée de manière que l’axe des x rencontre seul la courbe : cet axe a aa pour longueur.
Si F' est négatif, on peut poser
ITp — ~ â’ ’
d’où
(II bis)
équation d’une hyperbole placée de manière que l’axe des y rencontre seul la courbe : cet axe aib pour longueur.
Si F' est nul, on a
et l’équation représente deux droites passant par l’origine : les parties de ces droites qui s’étendent au-dessus de l’axe des X, forment avec cet axe des angles supplémentaires.
Les équations (W) et (II 6m) montrent que la courbe appelée HYPERBOLE, déduite de l'équation générale du second degré, se confond entièrement avec le lieu géométrique déjà désigné sous ce nom ( 67 ).
Exemple. — Soit l’équation
4/’ — 3xy-yx^ — r-+- -ix I =o.
On a B’ — 4 AC < O : l’équation donnée représente une ellipse, il faut la ramener à sa forme la plus simple. Nous aurons
lang,. = ^=j^=i.
Par suite, la plus petite valeur de l’angle 2« est d’où . « = 22® 3o'.
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Des relations M 4- N = A -f- C, M — N = 4- y/( A — C)’4-B’ , on déduit
Par suite,
D ailleurs, les coordonnées du centre devront satisfaire aux équations dérivées
— 3jr 4- 2 Æ- 4- 2 = 0.
Ces coordonnées seront donc
On aura alors
P' — P _l_ 4- Ear 4
L’équation de l’ellipse rapportée à ses axes sera donc-
ou bien
Les axes seront
2«=4\/ 26 = 4 1 /ZHEZZ .
V 35 — 21V/2 ^V 354-2iv^2
•/ « ,"^wt Parabole.
129. Considérons maintenant le cas de la parabole. Comme la courbe n’a pas de centre (111), la méthode suivie pour l’ellipse et l’hyperbole n’est plus applicable, et il convient de faire d’abord tourner les axes d’un angle «, de manière que le terme en xy disparaisse.
Les formules de transformation étant
X = x' cos a — y' sin «,
.>■ = x' sin a -h y cos a.
l'cquation deviendra, en supprimant les accents pour plus de
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simplicité et en se reportant aux calculs précédents (135) :
M/’ N X’ H- D cos « — E sin a
^ -t- D sin« -h E cosa
Nous supposons que la valeur de a soit la valeur convenable pour faire disparaître le terme en xy. M et N ayant nécessairement les valeurs déjà indiquées (125), puisqu’un simple transport d’axes ne modifie pas les termes du degré le plus élevé, on aura d’ailleurs
Mais si l’on remplace B’ par sa valeur 4AC déduite de la relation caractéristique B’ — vient
et il en résulte nécessairement soit M = o, soit N = o. Ainsi, lorsque l’équation donnée représente une parabole, la disparition du terme en xy entmtne nécessairement celle de l’un des carrés des variables. C’est ce qu’on pouvait prévoir d’après la condition imposée B’ — 4 = o. Supposons N = o.
L’équation sera alors ramenée à la forme
en posant
D' = D cosa — E sin a, E' = I) sin a 4- E cosa.
On peut maintenant transporter les axes parallèlement à eux-mêmes de manière à faire disparaître deux nouveaux termes. On ne doit pas chercher évidemment à faire disparaître les termes du premier degré en y et en x, puisque alors l’équa- ^ tion ne représenterait plus une courbe; mais on peut se proposer d’éliminer le terme du premier degré en y et le terme indépendant des variables. L’équation sera finalement réduite à la forme
Mj’ 4- E'x = o,
c’est-à-dire que la courbe sera rapportée à son axe pour axe des X et à la tangente au sommet pour axe des j (116, 97). D’après cela, comme tous les diamètres de la parabole sont parallèles (113), la courbe se trouvait rapportée à un diamètre commeaxe des X après la première transformation effectuée. L'angle a dont il a fallu faire tourner les axes pour éliminer le terme en xy, sera donc donné immédiatement par la formule générale (113)
tanga= -ri
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qui exprime l’inclinaison commune des diamètres de la parabole sur l’axe des x.
sin a et cos a auront donc les valeurs suivantes :
sina =
cosa= :•
En prenant pour a le plus petit angle ( compris alors entre
O” et i8o”) qui ait pour tangente — sin a sera toujours positif. On devra donc donner au radical, dans les deux valeurs précédentes, un signe contraire à celui de B.
En substituant les valeurs trouvées pour sin a et cos« dans les expressions des coefficients D' et E', il viendra
2AD-i-BE 2AE — BD
D = , - ■ ■: > Jti = - - ■
Pour terminer, il faut trouver les coordonnées de la nouvelle origine où l’on doit transporter les axes parallèlement à eux-mêmes pour passer de la forme
à la forme
M/* -f- D'y -+- lEJx -h F = O Mr’-i-E'a: = o.
Nous remarquerons à cet effet que l’abscisse de la nouvelle origine, par rapport aux axes qui correspondent à la première forme , doit rendre les deux valeurs de y égales entre elles. On a donc immédiatement, pour l’ordonnée de la nouvelle origine.
De plus, la condition générale — ^ac = o devant être alors remplie, l’abscisse correspondante sera déterminée par la.
relation
d’où
D'’ — 4MF 4ME
On peut donc prendre pour équation de la courbe M/’-l- E'.r = O,
d ou, en posant — ^
=r 2px.
Telle est la forme la plus simple de l’équation de la parabole (rapportéeà son axe elà la tangente au sommet). On voit que cette courbe se confond entièrement avec le lieu géométriqué que nous avons déjà nommé ainsi (68).
Exemple. — Soit l’équation
y‘‘ — ixj'-\-x'‘ — 7" -H — I = o.
La condition B’ — = o étant satisfaite, elle représente
une parabole, et il s’agit de la ramener à la forme
Nous aurons
c’est-à-dire
y'^ = ipx.
tanga = ^ =. I,
puis, pour savoir si c’est le terme en y' ou le terme en x’ qui disparaîtra lorsqu’on fera tourner les axes de l’angle a, nous poserons
Il faut se rappeler que le radical de la valeur de M — N doit toujours avoir un signe contraire à celui de B. On en dédùira
Il viendra ensuite
JJ, 2AD-f-BE — 2 — 4 3^^
2ÂE — BD 4 — 2 V^2
On en conclura, pour les coordonnées du sommet de la courbe,
L’équation de la parabole proposée, rapportée à son axe et à vlg tangente au sommet, sera finalement
— x = o ou y' = — J X.
THEORIK GÉNÉRALE DES FOYERS ET DES DIRECTRICES
131. Soit une ellipse dont l’équation générale a été ramenée à la forme
c’est-à-dire a été rapportée aux axes mômes de la courbe. Si l’on prend sur l’axe des x (en supposant «> é), de part et d’autre du centre, deux points F et F' situés à une distance de ce centre égale à c = yjà? — é*, et si l’on cherche le lieu des points dont la somme des distances aux points F et F' est constamment égale à a a, on retombera sur l’ellipse donnée (66).
On pourra faire pour l’hyperbole et la parabole des remarques analogues (67, 68).
Par conséquent, l’ellipse et l’hyperbole ont deux foyers, la parabole en a un, et ces points jouissent par rapport aux courbes considérées de propriétés remarquables qui peuvent leur servir de définitions géométriques.
La question résolue au n° 69 prouve en outre que les trois courbes du second ordre peuvent encore être obtenues comme lieu des points dont les distances à un point fixe et à une droite fixe restent proportionnelles. Le point fixe donné se confond alors avec l’un des foyers de la courbe trouvée, la droite fixe est une directrice de cette courbe. L’ellipse et l’hyperbole ont deux foyers et deux directrices, la parabole a un foyer et une directrice.
11 s’agit donc bien moins do retrouver dans les trois courbes du second degré tes points et les droites appelés foyers et directrices, que d’en donner une définition analytique convenable.
Remarquons, à cet effet, que la distance d’un point (x', y') à une droite
ly mx + n = o étant égale à , est une fonction ration-
nelle et dû premier degré des coordonnées de ce point. 11 en résulte que, si les distances du point (x', y') à une droite fixe (directrice) et à un point fixe (foyer), doivent demeurer proportionnelles, il faut nécessairement que la distance du point (x', /') au point fixe s’exprime aussi rationnellement et linéairement. Car, en appelant d cette distance, on devra avoir ,
tr'-s- mx'-{- n
= constante.
On est ainsi conduit à la définition suivante :
On appelle foyer d'une courbe un point situé dans son plan et dont la distance à un point quelconque de la courbe est une fonction rationnelle et du premier degré des coordonnées de ce point ; cette fonction égalée h zéro représente la directrice correspondante.
Les axes étant placés d’une manière quelconque, mais rectangulaires, si
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l’on désigne par a et ^ les coordonnées du foyer cherché, la distance du point (x, jr) de la courbe considérée à ce foyer aura pour expression
et l’on de\ra avoir
^/(x — a)'+ iX— py = lf+ mx + n ou
(/) {x - + {x — py — (ly-i- mx + ny = O.
Oetio relation devant être satisfaite par les coordonnées de tous les points du lieu, est l’équation môme de la courbe.
Cette équation étant du second degré, les seules courbes du second degré admettent des foyers, et, par suite, des directrices.
L’équation Ix+mx + n = o représente la directrice qui correspond au foyer (a, p). La distance du point (x, x) à cette droite est
Ix 4- mx + n
Le rapport des distances du point de la courbe au foyer et à la droite sera donc représenté par la constante
C'est la valeur de cette constante qui décide l’esiiéce de la courbe.
Pour le prouver, développons l’équation (/). Il viendra
• (i — — af/?/x/4-(i — Hi’)x* — ^[p In) X
— a(a4-mn)x-f-a’4-f>’ — o.
La quantité B’ — 4 AC devient
Par conséquent, suivant que le rapport sera inférieur, supérieur
ou égal à l’unité, l’équation [f) représentera une ellipse, une hxperbole ou une parabole.
La considération de l’équâtion (/) peut être utile dans toutes les questions qui se rattachent aux foyers et aux directrices : on lui donne le nom A’équation foeale des courbes du second ordre. •
■132. D’après les formules de transformation dos coordonnées et la définition adoptée, lorsqu’un point est foyer d’une courbe par rapport à un certain système d’axes, il reste foyer de la courbe pour tout autre système. Lorsqu’on veut déterminer les foyers et les directrices d’une courbe du second ordre, on peut donc, sans modifier la généralité de la question, supposer l’équation de cette courbe ramenée par le choix des axes à la forme la plus simple.
Prenons l’équation
Ellipse.
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L’t^uation focale de l’ellipse est, sous sa forme la plus générale et en supposant < I ,
(i — f’)/’ — n.lmxy-\-{i — +
— + mn)x + a^+p^ — n^ = o.
(it)
Pour identifier l’équation (i) et l’équation (2), nous écrirons cette dernière comme il suit ;
•jt Im
Les conditions d’identification seront alors (les termes indépendants des deux équations étant ainsi rendus égaux) ;
Il faut que l’on ait, d’après (4),
1=0 ou m = o\
c’est-à-dire que les directrices sont parallèles à l’un des axes ou perpcndiculaires à l’autre.
Supposons 1=0. Nous aurons alors, d’après (6),
P = o; b'= ri' — a’
et (5) deviendra (3) et (7) donneront donc
Par suite,
c’est-à-dire On a d’ailleurs
nr= — ,
x= — mn.
Si l’on remplace a’ par />/’«’ dans la relation { i — = «’ — a\ il vient
d’où
Il en résulte
(i — m')n' = — ni'n- = «’{i — /«^),
Ainsi, U existe deux foyers situés sur le grarul axe de Vellipse de part et d’autre du centre, et ayant pour abscisses
L’équalion mx + « = o des directrices devient d’ailleurs
c’est-à-dire
Si l’on prend a = -(- c, il faut en effet que m et n soient do signes contraires en vertu de la relation
U — — mn ;
c’est l’inverse si l’on prend a = — c.
L’ellipse a donc deux directrices perpendiculaires nu grand axe et situées de part et d’autre du centre à une distance qui est une troisième proportionnelle aux longueurs c et a.
Comme on a a>c, les deux directrices sont situées au delà des sommets de l’ellipse.
Le rapport des distances d’un point de la courbe à un foyer et à la directrice correspondante, qui est d’une manière générale \/l‘->rin‘, se réduit ici à m — quantité qui, dans le cas de l’ellipse, est bien inférieure
à I . Les points de l’ellipse sont donc plus rapprochés d’un foyer que de la directrice correspondante.
L’expression /(x — P)’ devient
c’est-à-dire, en remplaçant y’ par sa valeur tirée de l’équation de la courbe,
En simplifiant, on trouve, pour la distance essentiellement positive d’un foyer à un point de la courbe.
* Celte distance est une fonction rationnelle et du premier degté de l’abscisse du point considéré.
Les rayons vecteurs émanant du foyer qui a pour abscisse -f-c, ont pour expression générale
ex
ceux qui émanent du foyer qui a pour abscis,se — c, ont pour expression
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Ces résultats sont d’accord avec ceux du n“ 66, et la coïncidence indiquée précédemment (126) se vérifie immédiatement par l’addition des deux rayons veeteurs issus d’un mémo point de la courbe : leur somme est, en effet, constamment éfiale à -xa.
La distance^ac des foyers est souvent appelée V excentricité de l’ellipse; il vaut mieux réserver cette dénomination au rapport -•
D’après la condition —ilm = o, nous avons supposé /= o. Il faut, pour résoudre complètement la question, chercher quelles conséquences entraîne la supposition m = o.
On a alors
a = o, (i — ^ + ln = o.
11 en résulte
n étant >i, la valeur de p est imaginaire ainsi que celle de l : l’eitipse n’a donc que les deux foyers déjà trouvés.
Hyperbole.
13i. Nous prendrons ^ = I pour équation de la courbe; c'est
l’axe dos x qui rencontre alors l’hyperbole. En suivant la même marche que pour l’ellipse, on trouvera que l’hyperbole a deux foyers situés sur l’axe des x, c’est-à-dire sur l’axe qui rencontre la courbe. Les coordonnées de ces foyers seront
Les deux directrices auront pour équations
Comme on a dans l’hyperbole c>«, les directrices, perpendiculaires à l’axe des x, tomberont entre les deux sommets de la courbe.
Le rapport m des distances d’un point de la courbe à un foyer et à la
directrice correspondante sera encore égal à quantité qui dans le
cas de l’hyperbole est bien supérieure à i . Les points de l’hyperbole sont donc pbis éloignés d'un foyer que de la directrice correspondante .
' Enfin, l’expression \!{x — a)*4- (y — p )' devient alors
expression qui est une fonction rationnelle et du premier degré de l'abscisse du point considéré.
Les rayons vecteurs émanant du foyer qui a pour abscisse 4-r, ont pour expression générale
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Le signe + convient lorsque le point considéré est sur la partie de droite, c’est-à-dire lorsque son abscisse est positive; le signe — convient lorsque le point considéré est sur la partie de gauche, c’est-à-dire lorsque son abscisse est négative. De cette manière, on trouve toujours une valeur positive pour ta distance cherchée. Les rayons vecteurs émanant du foyer qui a pour abscisse — c, ont pour expression générale
Le signe -4- répond de même à la partie de droite, le signe — à la partie de gauche.
Ainsi, pour la partie de droite de la courbe, les deux rayons vecteurs d’un même point sont
ex
tr
Pt — a
jK)ur la partie de gauche, ces rayons sont
ha et a.
Pour chaque partie, la différence des rayons vecteurs d’un même point est bien égale à aa : ce qui confirme la coïncidence indiquée (127). Le
rapport - est l’excentricité de l’hyperbole.
Parabole.
Prenons l’équation
y'^ = 7.px.
La courbe est rapportée à son axe et à la tangente au sommet, et l’on doit avoir
^P-htn’=i.
Le terme indépendant étant nul dans l’équation simplifiée de la parabole, il faut identifier immédiatement cette équation avec l’équation focale de la courbe (131). Il vient alors
(i) 1 — /’=!, (a) —7.tni = o, (3) I — w’=o,
(4) P + tn = o, (5) u-hmn=p, (C) o.
L’équation (i) donne l’équation (3) donne
l’équation (a) se trouve alors satisfaite d’elle-même. L’équation ( 4 ) donne à son tour
ce qui entraîne, d’après l’équation (6),
on a d’ailleurs, d’après l’équation (,î).
> X ± tl X p,
c’est-à-dire
d’où
CÉOHÉTRIB A^ALYTIQUE.
a = ^ et n = ±^'
La parabole admet donc un foyer situé sur son axe du côté où la courbe s’étend et ayant pour abscisse c’est-à-dire le quart du paramètre %p de la courbe.
L’équation wx-t-« = o de la directrice revient à
c’est-à-dire à
’ En effet, la relation (5), qui donne = prouve que m et n doivent avoir le même signe.
La parabole a donc une directrice perpendiculaire a son axe, située du
côté où la courbe ne s’étend pas, et ayant pour abscisse de sorte que
le sommet de la courbe se trouve au milieu de la distance du foyer et de la directrice.
Le rapport \Jl*-^m^ est ici égal à i, c’est-à-dire que tous les points de la parabole sont également distants du foyer et de la directrice; ce qui confirme la coïncidence précédemment indiquée (129).
L’expression f‘)' devient d’ailleurs
v/(x — a)^-Hr'= y/ (■*“2) + = X
c’est-à-dire que la distance d’un point de la courbe au foyer est ime Jonction rationnelle et du premier degré de l’abscisse de ce point. Les rayons vecteurs issus du foyer de la courbe sont égaux à l’abscisse du point considéré .sur la courbe, augmentée du quart de son paramètre %p.
PROPRIÉTÉS DE L'ELLIPSE
Rappel des notions précédentes.
136. L’équation d’une ellipse peut toujours être ramenée à Ja forme
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Si l’on suppose a'^b, la courbe a aa pourg-ranrf aa:e, aipour petit axe. L’origine des coordonnées est un centre. La courbe a quatre sommets, qui sont les points de rencontre de l’ellipse avec ses deux axes. La valeur
:lfc- \Ja} — j-% a
déduite de l’équation de la courbe, prouve que la valeur de x étant comprise entre les limites -h a et — a, celle de y est comprise entre les limites -\-b et — b. Pour l’arc BA 65), X croissant de o à a, / décroît de i à o.
On obtient les foyers F et F', en décrivant du point B comme centre avec a pour rayon un arc de cercle. Cet arc vient couper le grand axe aux points F et F' ; on a en effet
OF=OF'=v/'«' — b'~c.
Si l’on veut construire les directrices de l’ellipse, il suffit de se rappeler (133) que leur équation est
On prendra donc sur l’axe O r une longueurOE = a, on joindra le point E aux deux foyers, et l’on élèvera respectivement au point E, sur les droites EF', EF, jusqu’à la rencontre du grand axe, les perpendiculaires ED, ED'. Les points 1) et D' seront évidemment les pieds des bissectrices DL, D'L'.
Si l’on considère un point M quelconque pris sur la courbe, le rayon vecteur MF aura pour expression
ex
le rayon vecteur MF' aura pour expression
ex
La courbe a bien la forme indiquée sur la figure; ce dont on se rend compte en remarquant que le coefficient angulaire
de la tangente —i décroît depuis o (pour .r=o, y=b)
jusqu’à — 00 (pour x — a, y=o). L’arc BA tourne donc constamment sa convexité vers les y positifs (82).
La distance OM du centre au point M ayant pour expression, III. lO
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(l’nprès l’cqiialion de l’cllipsc.
atieinl son maximum a pour x—a, son minimum b pour
Si l’on considère un point intérieur à l’ellipse, il aura, en valeur absolue, une ordonnée inférieure à celle du point de la courbe qui a la même abscisse; si l’on considère un point térieur à la courbe, il aura, en valeur absolue, une ordonnée ou une abscisse supérieure à celle du point de la courbe qui a la même abscisse ou la même ordonnée. Par suite, selon qu’un point (x,y) est intérieur à l’ellipse, extérieur à l’ellipse ou lui appartient, on a
ou
”7 7TÏ ^ * ’ ~T ~l“ Â!
rt’ O’ a’ O’
b'x’ — o, à'^'^-hb’x' — o,
Enfin, il est évident que, pour un point N intérieur à la courbe, on a pour la somme des rayons vecteurs
NF+NF'<2a.
Pour un point N extérieur à la courbe, on a au contraire NF + NF’> sa.
137. Considérons sur l’ellipse un point M ayant pour ordonnée MP et pour abscisse OP [Jig- 65). On aura, d’après l’équation (2),
MP’ =-Ja'— OP’) =-,(«-!- OP) (a — OP) = ^ . A' P . AP, rt’ a’ ' 'a’
d’où
MP
vpTâp = «’ = "«“"•
Le rapport du carré de l’ordonnée d’un point de l’ellipse au produit des segments que cette ordonnée détermine sur l’axe des abscisses limité aux sommets de la courbe, est donc constant; en d’autres termes, les carrés dei ordonnées de la courbe sont proportionnels aux produits des serments qu’elles déterminent sur l’axe des abscisses.
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Construction de la courbe.
138. Première construction. — Parlons de l’cqualion naliirelle M -i- e = 2fl. l)ii point 1’ comme centre, avec un rayon FM plus grand que AF et plus petit que FA', décrivons une circonférence {Jig. 66); du point F' comme centre, avec un rayon F'M égal à — FM, décrivons une seconde circonférence. Ces circonférences se couperont en deux points M et M', symétriques par rapport au grand axe AA', et qui appartiendront évidemment à l'ellipse.
La distance 2c des centres des deux circonférences est moindre que la somme aa de. leurs rayons. Il suffit donc, pour qu’elles soient en effet sécantes, qu’on ait en outre
ac>F'M- FM.
Mais de la relation FM F'M = 7.n on déduit
F'M = 2« — FM
L’inégalité précédente devient alors
2 c ^ 2 « — 2 FM ou F.M > a — c.
Il en résulte alors
F'M<rt-i-c.
Il faut donc bien, comme nous l’avons supposé, que FM soit plus grand que .\F et plus petit que FA'.
Les mêmes rayons pouvant être successivement employés en pienanl les deux foyers comme centres, chaque valeur assignée à FM permettra de déterminer quatre points M, M', M", M”*, de l’ellipse, deux à deux symétriques par rapport aux axes de la courbe.
En considérant toujours l’ellipse comme le lieu des points dont la somme des distances à deux points fixes est constante, on peut décrire mécaniquement la courbe comme il suit. On n’a qu’à fixer aux deux foyers les extrémités d’un fil inextensible de longueur ia. En tendant ce fil à l’aide ^d’une pointe et en la faisant glisser dans le plan, on aura tracé l’ellipse lorsque la pointe sera revenue au point de départ.
139. Seconde construction. — Décrivons une circonférence sur le grand axe de l’ellipse comme diamètre. 81 nous représentons par Y l’ordonnée d’un'poinl M' de la circonférence et par y l’ordonnée du point M de l’ellipse ijui a la même' abscisse, nous aurons
= = rt’ à’.
lO.
Par suite,
Y = y/fl’ — x\ y = ^\ja} — a:’.
Il en ré.sulle
r b Y — fl
Ainsi, l’ordonnée de l’ellipse est à celle du cercle circonscrit dans le rapport constant du petit axe au grand axe. On passera donc de la circonférence à l’ellipse, en diminuant toutes les ordonnées de la circonférence dans un rapport donné, ou de l’ellipse à la circonférence en augmentant toutes les ordonnées de l’ellipse dans un rapport donné.
On pourrait faire des remarques analogues, mais inverses, en comparant les abscisses de l’ellipse à celles de la circonférence décrite sur son petit axe comme diamètre.
L’importante propriété qu’on vient d’indiquer permet de tracer l’ellipse par points. Décrivons sur le petit axe de l’ellipse comme diamètre une seconde circonférence [Jig. 67). Sur la circonférence a, prenons un point quelconque M' ayant pour ordonnée M' P; menons le rayon OM' qui rencontrera la circon- ,férence b au point Q; par le point Q, menons au grand axe la parallèle QM jusqu’à la rencontre de l’ordonnée M'P: le point M appartiendra à l’ellipse. On aura bien, en effet,
MP _ OQ _ è M'P~ OM'~a’
140. Troisième construction. — Soit une droite AB dedongueur constante, astreinte à glisser par ses extrémités sur deux droites rectangulaires Ox et Oy[Jig. 68). Prenons un point quelconque M sur cette droite ou sur son prolongement, posons AM = a, BM = 6, et cherchons le lieu qu’engendrejle point M pendant le mouvement de la droite AB.
On a immédiatement, d’après la figure et dans les deux positions du point mobile.
d’où y —
Le lieu engendré est donc une ellipse dont les axes sont a et 26. Dans le premier cas, la droite AB est la demi-somme a-f-6 des deux axes de l’ellipse; dans le second, elle est leur demidifférence a — b.
On est ainsi conduit, à une ou, plutôt, à deux nouvelles constructions de l’ellipse soit par points, soit d’un mouvement continu.
-Tl
GÉOMÉTRIE analytique.
Tangente et normale.
141. L’équation de la tangente à l’ellipse en un point (.r,, r.) est immédiatement (73), d'après l’équation de la courbe,
On a, en effet, dans ce cas, F'
d’où
Il faut joindre d’ailleurs à l’équation de la tangente l’équation de condition
L’équation de la tangente qu’on peut écrire «Vr-— «’rî = — b'xx,-yb'x\, ou, en divisant les deux membres par d‘b\
a’ b' a’ 6* ’ revient donc à celle-ci :
XX, yy,
Pour construire la tangente, on peut chercher les points où elle coupe lés axes. Si l’on suppose j = o, on trouve
si l’on supposé x = o, on trouve
Ainsi chaque coordonné de la tangente par rapport à l’origine ne dépend que de la longueur de l’axe correspondant et de la coordonnée du point de contact sur cet axe. On en déduit immédiatement un moyen simple de construire la tangente en un point donné de l’ellipse.
Soit M le point donné. Décrivons sur le grand axe AA' de
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l’ellipse line deini-drconférence. Prolongeons l’ordonnée MP jusqu’au point M' situé sur cette demi-circonférence 69). Pour la tangente au point M de l’ellipse ou pour la tangente au point M' de la circonférence, l’abscisse OT à l’origine sera
également — > parce que les deux ellipses considérées ont le
CC
même grand axe. On tracera donc la tangente M'T à la circonférence et, en menant la droite 'fM, on aura la tangente à l’ellipse au point M.
Même construction par rapportai! petit axe.
La distance TP entre le pied de l’Ordonnée du point de con- ' tact et le point où la tangente rencontre l’axe des x, s’appelle la sous- tangente par rapport à cet axe. La sous-tangente TP, par rapport à l’axe des x, a donc pour expression
Rinnarque analogue par rapport à l’axe des r- y
14-2. L’équation de la normale en un point donné de l'ellipse est
On en déduit
b‘ x,r — b^x,f', = a''‘p, X — a’ar,_7’i,
c’est-à-dire, en divisant lesdeux membres par(a’ — b^)x,p, ou par c^x,y,,
Pour construire la normale, on peut chercher les points où elle coupe les axes. Si l’on suppose _) == o, il vient
si l’on suppose x—o, il vient
La distance N P entre le pied de l’ordonnée du point de contact et le point où la normale rencontre l’axe des x(fig. 70) s’appelle la sous-normale jiar rapport à cet axe. La sous-normale MP, par rapport à l’axe des x, a donc jiour expression
If ~~
Lorsque le point M est à l'une des extrémités du petit axe,
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X, — O, et le pied N de la normale par rapport au grand axe est au centre de la courbe. Lorsque le point M s’approche de l’une des extrémités du grand axe, x^ s’approche de a, et la
sous-normale tend vers — Ainsi, h la limite, le point M se a '
confondant avec lune des extrémités du grand axe, le pied de la normale sur cet axe se trouve à une distance de cette ex-
trémité égale à la longueur — plus petite que b.
Remarque analogue par rapport au petit axe.
143. La normale au point M de l’ellipse est la bissectrice de l’angle formé par les rayons vecteurs de ce point [fig- 70). De
on déduit
et
NF=rOF — ON = c- — =
NF' = OP + ON = c + = ei!î!±££L).
rt’ rt’
Il en résulte Mais
Par suite,
NF a’ — ex,
NF' a’ ■+■ ex, MF = a
MF
CXy
— ex.
CXy
a} -h exi
a? — CXy
NF
a? H- CXy
■“NF'‘
La normale MN, divisant la base du triangle FMF' en segments proportionnels aux côtés MF et MF', est la bissectrice de l’angle FMF' [Géom., 89).
La normale MN divisant en deux parties égales l’angle FMF' des rayons vecteurs du point M, la tangente au point M est nécessairement également inclinée par rapport à ces mômes rayons vecteurs. Ainsi ; les rayons vecteurs du point de contact font, d'un même côté de la tangente et avec cette ligne, des angles égaux { * ).
(’) Cetlo importante propriété explique au point de vue physique (l'angle d'inridcnce étant égal à l'angle de réflexion) comment les rayons sonores, lumineux ou calorifiques, qui partent du foyer d'une ellipse, Tont se concentrer à l’autre foyer.
l5a GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.
Remarques. — I. La normale MN étant la bissectrice de l’angle intérieur FMF', la tangente MT est la bissectrice de l’angle extérieur FML, c’est-à-dire /a bissectrice de l'angle formé par tun des rayons vectefirsyiue point de contact et le prolongemetU^e l'antre.
Le pied N de la normale et le pied T de la tangente sur le grand axe, sont donc harmoniques conjugués par rapport aux deux.foyers F et ¥' [Compl. de Géom., 27).
IL On peut obtenir la tangente au point M, en remarquant que si l’on prend sur le prolongement de F'M,ML = MF (ce qui entraîne F'L =ia), le triangle FML étant alors isocèle et la tangente MT devant être la bissectrice de l’angle FML, elle se confondra avec la perpendiculaire élevée sur le milieu H de la base FL du triangle.
IIL Le point II étant le milieu de FL et le centre O de l’ellipse étant le milieu de la distance focale FF', la distance OH sera toujours égale à la moitié de la distance FL', c’est-à-dire à la constante a. Par suite, les projections des foyers sur toutes les tangentes à l'ellipse ont pour lieu géométrique la circonférence décrite sur le grand axe de la courbe comme diamètre.
\kh. Si l’on veut mener à l’ellipse une tangente passant par un point extérieur donné, les inconnues du problème seront les coordonnées x^,y,, du point de contact. En désignant par a, (3, les coordonnées du point donné, on aura à résoudre les deux équations
La première exprime que la tangente cherchée passe par le point donné.
Le mieux (60) est de regarder les inconnues Xy,y^, comme des coordonnées courantes et de déterminer les points d’intersection des lieux représentés par les équations (i) et (a). Or l’équation (a) représente alors l’ellipse proposée elle-même, l’équation (i) représente une droite facile à construire. En faisant successivement dans cette équation y, = o et x,=o, on a en effet
I.a droite obtenue ainsi coupera toujours l’ellipse en deux points (comme il est facile de le vérifier) si le point(a, P) est
, Pr> _ ,
D"j" :ed by Googlv
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bien extérieur à la courbe ; on donne à cette droite le nom de corde des contacts. En joignant les points où elle rencontre l’ellipse avec le point donné, on aura les deux tangentes qui répondent à la question.
L’équation de la corde des contacts s’obtient en remplaçant dans l’équation de la^ngente les coordonnées variables x,y, par les coordonnééà mes «, j3, du point extérieur, et en regardant les coordonnées JT,, ji, du point de contact comme des coordonnées courantes.
Le point (a, (3) est le pôle de la corde des contacts qui est la polafre de ce point.
Nous reviendrons plus loin sur ces dénominations appliquées aux courbes du second ordre et sur les propriétés correspondantes.
145'. On peutaussi, en s’appuyant sur ce qui précède, mener ‘géométriquement une tangente à l’ellipse par un point extérieur.
Du point donné N comme centre, avec N F pour rayon, décrivons une circonférence {Jig. 71); du foyer F' comme centre, avec aa pour rayon, décrivons une autre circonférence. Ces deux circonférences seront toujours sécantes, si le point N est extérieur à l’ellipse. On mènera alors les cordes qui, dans la première circonférence, joignent le foyer F aux points d’intersection obtenus L et L'. Du centre N, on abaissera sur ces cordes les perpendiculaires NT, NT' : ce seront les tangentes demandées. Car si l’on joint le foyer F' aux points d’intersection L et L', les droites NT et NT' seront coupées par les droites F'L et F'L' aux points M et M', et l’on aura
MF = ML
c’est-à-dire
MF-t-MF'=F'L=aa, M'F=M'L',
c’est-à-dire
M'F-f-M'F'=F'L' = aa.
Les points M et M' appartiennent donc à l’ellipse, et, en ces points, les droites NT et NT' coupent en deux parties égales les angles formés par l’un des rayons vecteurs et le prolongement de l’autre : ces droites sont donc tangentes à l’ellipse aux points M et M' (143, I), et elles passent par le point donné N.
Nous avons dit que, le point N étant extérieur, les circonférences NF et F'L seraient toujours sécantes. En effet, la distance des centres NF' étant moindre que NF -f- FF', est à fortiori plus petite que la somme des rayons NF D’ailleurs,
r _ -j by
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le point N étant extérieur, on a
NF + NF'>2a (136), et l’on en déduira { en supposant 2 a > NF )
NF' > 2a — NF.
Si au contraire NF est )>2a, le triangle F'NF donnera
NF>NF — FF',
et, à fortiori ,
NF'>NF — 2a.
Donc la distance des centres, plus petite que la somme des rayons, est aussi plus grande que leur différence.
Remarque. — Les cercles décrits de chaque foyer d’une ellipse comme centre, avec le grand axe ia pour rayon, sont appelés cercles directeurs. On voit que tous les points de l’ellipse sont à égale distance de l’un des foyers et du cercle directeur qui correspond à l’autre foyer.
146. Si l’on veut mener A l’ellipse une tangente parallèle à une direction donnée, les inconnues du problème seront encore les coordonnées Xi, y\, du point de contact. Soit m le coefücienl angulaire qui correspond à la direction donnée; on aura à résoudre les deux équations
tn =
.rî
et, en faisant le calcul, on vérifiera que le problème est toujours possible. Les équations (i) et (2) montrent d’ailleurs que les points de contact demandés résulteront de l’inter-
section de l’ellipse proposée et de la droite j, = —
qui passe par l’origine. Mais il est préférable de chercher l’équation générale des tangentes 'à l’ellipse, indépendamment des coordonnées du point de contact. Il suffira pour cela, comme nous l’avons indiqué (57), de déterminer la relation qui doit exister entre les constantes m et n pour que la droite y = mx -t- n soit tangente à l’ellipse
Si l’on élimine r entre les deux équations, il vient
(a’at’-F h- ) x‘‘ 2rt’ mnx -\-d‘n^ — a' b^ — o.
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Si la droite considérée est tangente, l’équation ainsi obtenue doit avoir ses deux racines égales, d’où la condition
c’est-à-dire '
n' — a? b‘‘ ou nz^'àzyj a' ni'-’rb'^'
L’équation générale des tangentes à l’ellipse { équation qu’il importe de retenir) est donc
y = mx'àzsl à'm'‘-\-b''\
et en y donnant à m la valeur indiquée, on répondra immédiatement à la question. I/ellipse admet donc toujours deux taur gentes parallèles à une direction donnée.
147. Si l’on veut résoudre géométriquement le problème proposé, on se rappellera ( 143, 111} que le lieu des projections des foyers sur les tangentes à la courbe est la circonférence décrite sur le grand axe comme diamètre. Par suite, si la droite DD' marque la direction donnée [Jig. 72), il suffira d’abaisser du foyer F, par exemple, sur cette droite, la perpendiculaire indéfinie H'FII qui coupera la circonférence AA' en deux points II et H'. Par les points II et II', on mènera des parallèles HT et H' T' à DD', et la question sera résolue. Pour avoir les points de contact des deux tangentes, on prolongera FII d’une longueur UL=FH, et FH' d’une longueur H'L'=FH'.
On joindra ensuite le foyer F' aux points L et L', et les droites F' L, F'L', détermineront sur HT et H'T' les points de contact M et M'. Il suffit, pour vérifier les constructions indiquées, de remarquer qu’on a ^
OH = OH
et, par conséquent, '
F'L = F' L'=aa.
La droite MM' qui joint les deux points de contact passe bien par le centre ( 146), car il est aisé de voir que le quadrilatère MFM'F' est un parallélogramme.
Il est bon de noter que les dernières constructions géométriques indiquées 147) ne supposent pas l’ellipse tracée.
Diamètres, cordes supplémentaires, diamètres conjugués.
Pour trouver l’équation des diamètres de l’ellipse
appliquons la règle générale trouvée précédemment (112).
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On a ici
Si l’on désigne par m le coefficienl angulaire du système de cordes parallèles considéré , on aura pour l’équation demandée " •
2a^ym-i-2b^x — o, d’où y-
En désignant par m' le coefficient angulaire du diamètre, on aura donc
Telle est la relation constante qui existe entre le coefficient angulaire d’un diamètre et celui des cordes qu’il divise en deux parties égales.
On peut vérifier facilement que la tangente à l’extrémité d’un diamètre est parallèle au système de cordes, conjugué à ce diamètre (lli).
En désignant para:, , les coordonnées de l’extrémité du diamètre, son coefficient angulaire m' sera
•II
Par suite, celui des cordes conjuguées sera
est
-à-dire précisément celui de la tangente au point {x,, y, ).
IW. Nous savons (Ü5) que tout diamètre a pour diamètre conjugué celui qui fait partie du système de cordes, conjugué au premier diamètre. Deux diamètres conjugués sont tels que chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre. La relation (i) permet de 1e vérifier immédiatement. Dans cette relation, m' est le coefficient angulaire du premier diamètre, m le coeflicimit angulaire de ses cordes conjuguées. Le diamètre conjugué au premier diamètre ayant à son tour m pour coefficient angulaire, ses cordes conjuguées ont m' pour coefficient angulaire et sont parallèles au premier diamètre.
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150. On du que deux cordes sont supplémentaires lorsque, partant d’un même point de l’ellipse, elles aboutissent aux extrémités d’un même diamètre.
Cherchons la relation qui lie les coefficients angulaires de deux cordes supplémentaires MD et MD' {Jîg. 73),
Soient a:, J, les coordonnées du point M, x,,yt, les coordonnées du point D; celles du point D' seront alors
■*'1 > Jfi-
Le coefficient angulaire de la droite MD sera
X — Xi
celui de la droite MD' sera
X-\-Xi
Si on les multiplie l’un par l’autre, il viendra
mm'=y^-y\.
Mais le point M et le point D étant sur la courbe, on a
d’où l’on déduit, par soustraction,
c’est-à-dire
mm
La relation qui existe entre le coefficient angulaire d’un diamètre et celui de ses cordes conjuguées, ainsi qu’entre les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués (148, 149 ), existe donc également entre les coefficients angulaires de deux cordes supplémentaires.
Il en résulte immédiatement {fig. 73) que les diamètres conjugués à deux cordes supplémentaires sont conjugués, ou qu’ere menant par le centre de l’ellipse des parallèles à deux cordes supplémentaires, on obtient un système de diamètres conjugués.
Remarque. — Deux cordes supplémentaires satisfont à trois
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conditions : elles partent d’un même point de l’ellipse, elles aboutissent aux extiéiniiés d’un même diamètre, leurs coeflicients angulaires satisfont en outre à la relation
mm —
Réciproquement, lorsque deux droites rempliront deux des conditions énoncées, elles satisferont nécessairement à la troisième.
Par conséquent : i" si des extrémités d'un même diamètre partent deux droites respectivement parallèles à deux diamètres conjugués, ces droites aboutiront éi un même point de l’ellipse; 2" si d’un même point de l’ellipse partent deux cordes respectivement parallèles à deux diamètres conjusriiés, ces cordes aboutiront aux extrémités d’un même diamètre.
151. Les propriétés précédentes permettent de tracer facilement la tangente à l’ellipse par un point donné sur la courbe ou parallèlement à une direction donnée.
Soit le point M qui correspond au diamètre MM' [fig. 74 ). En menant la corde DD' parallèle au diamètre MM' et en joignant son milieu au centre, on obtiendra le diamètre NN' conjugué du diamètre MM'; en menant par le point M une parallèle au diamètre NN', on aura la tangente demandée (U8, 149).
S’il s’agit de mener une tangente parallèle à la droite LL', on mènera une corde DD' parallèle à LL'. En joignant son milieu au centre [fig- 75), on obtiendra le diamètre MM' conjugué à la direction donnée, et il restera à mener par le point M une parallèle à LL' (148). Le point M' correspondra à la seconde solution possible.
152. On peut demander de trouver entre quelles limites varie l’angle de deux diamètres conjugués ou de deux cordes supplémentaires .
L’équation d’un diamètre quelconque étant l’équation
de son conjugué sera ^en vertu de la relation mm' =■ — — ^
bj_
Si le premier diamètre MM' {Jig. 76) fait un angle aigu avec. Oa:, le second diamètre NN' fera donc un angle obtus avec cet axe.
Digilized by Googlt
Si l’on désigne par a l’angle NOM, on aura
tanga =
a'm A’-f-a’wi’
Cherchons la dérivée de tang a par rapport à ni. Nous aurons [Cornpl. d’Jlg., 137)
c' [b'‘ ->r (i‘ ni') — j-c'c'in' n' m' — f>\ é
c* ni' c‘iH'
Cette expression devient nulle pour
ou pour
D’ailleurs, si l’un des diamètres a pour coefficient angu-
laire±~» son conjugué (en vertu de la relation mm' = — — Il a ^ b
aura pour coefficient angulaire qz -• /
Les deux diamètres conjugués qui font à la fois l’angle maximum et l’angle minimum, sont donc les diagonales du rectangle STUV circonscrit à l’ellipse.
Le maximum de a étant l’angle NOM, son minimum corrélatif est MON'.
w. ■ b'-if-a'm' 1. . ,
L expression tang a = 1 angle de
deux diamètres conjugués ne peut être droit que pour m — o
ou m = oo ; mais alors le coefficient angulaire ; — du se-
a' ni
cond diamètre est égal à oo ou à o ; ce qui montre, comme on le savait déjà, que les axes de l’ellipse sont les seuls diamètres conjugués rectangulaires.
133. Remarques. — I. Aux cordes supplémentaires qui correspondent aux extrémités d’un certain diamètre, on peut toujours mener, par les extrémités de tout autre diamètre, des parallèles qui formeront aussi un système de cordes supplémentaires (150, /fem.). Par conséquent, si l’on veut étudier complétementlesvariationsdel’anglc formépar deux diamètres conjugués ou deux cordes supplémentaires, on peut considérer celles qui aboutissent aux extrémités du grand axe, >• et x
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représentant les coordonnées d’un point quelconque de l’ellipse, les coefficients angulaires de ces cordes auront pour expressions
m = — : et m' = — = ,
d’où, en désignant leur angle par a,
, m — m' 7.ay
tanga= , =
® i-l-Him' .r’-hj' — rt‘
Le point (y, x) appartenant à l’ellipse, on aura
d’où
c’est-ù-dire
g’jt’ x' — a- b',
tang a =
ctab^
ab
Il suffira de faire varier y ûe o à b pour obtenir toutes les variations de l’angle a, et, par suite, celles de l’angle supplémentaire.
II. Pour tracer deux cordes supplémentaires ou, ce qui revient au même, deux diamètres conjugués faisant un angle donné, il suffit de construire sur l’un des diamètres de l’ellipse un segment capable de cet angle. En joignant aux extrémités du diamètre considéré l’un des points d’intersection de la circonférence décrite et de l’ellipse proposée, on obtiendra un système de cordes supplémentaires répondant à la question.
154. Les diamètres conjugués dont t angle est un maximum ou un minimum, étant également inclinés par rapport aux axes (152), sont égaux entre eux en vertu de la symétrie de 'la courbe (136). On peut se demander si l’ellipse admet d’autres diamètres conjugués égaux.
S’il en existe d’autres, ils sont, comme les diamètres OM et ON {Jig- 76), également inclinés par rapport à l’axe AA' de chaque côté de l’axe BB', c’est-à-dire que si m représente le coefficient angulaire de l’un d’eux, le coefficient angulaire m' de l’autre est nécessairement égal à — m. Pour les diamètres conjugués égaux, et pour ceux-là seulement, la relation
mm! — — ^devient donc
ce qui nous ramène aux diamètres conjugués dont l’angle est maximum ou minimum.
155. Le demi-diamètre OM [Jig- 77) est moindre que a, mais le demi-diamètre conjugué ON est plus grand que b ( 136); quand l’un augmente, l’autre diminue, puisque les équations
des deux diamètres sont v = mx et r= ^ U y a
donc lieu de chercher s’il n existe pas une relation constante entre les longueurs de ces demi-diamètres.
Désignons par x' , y', et x",y" , les coordonnées des extrémités M et N des demi-diamètres conjugués OM et ON. Soient a! et b' les longueurs de ces demi-diamètres. On aura
a'>z=x'’-hy'\ b'^=x"'-yy"’.
Les coefficients angulaires des deux diamètres étant exprilés par 1 générale
de sorte qu’on aura On en déduit
niés par les rapports et devront satisfaire à la relation
mm — »
Les points (x',y'} et (a:", y') étant sur l’ellipse, on a
Il en résulte, en substituant dans la relation précédente et en simplifiant,
d’où
(i) x'*-|-x"*=a’ ou — r -) = 1.
Mais les équations de condition
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prouvent alors immédiatement qu’on a aussi
•rü
c’est-à-dire
Ajoutant les équations (i) et (2), nous aurons {x'>-hx''] + {x"'-h r ) = «’ -H b\ c’est-à-dire, en remplaçant les parenthèses parleurs valeurs, a'’-t- 6" = a>-|- 6’.
Lasommedes carrés de deux diamètresconjugués (4 a"-l-4 est donc constante et égale à la somme des carrés des axes
156. Menons les tangentes aux extrémités des diamètres conjugués MM', NN'; nous formerons un parallélogramme circonscrit à l’ellipse, dont les côtés seront égaux aux deux diamètres conjugués et dont les angles seront ceux de ces diamètres. Cherchons l’expression de l’aire d’un pareil parallélogramme.
Le parallélogramme construit sur les demi-diamètres OM et ON en sera le quart. Son aire aura pour expression OM = a', multipliée par la perpendiculaire ND abaissée du point N sur OM (Jîg. 77). Or x=mx étant l’équation de OM, et le point N ayant pour coordonnées x" eljr", on aura (45)
y/ 1 -f- m’ \Jx''+j'”
en remplaçant m par sa valeur^; et l’aire du parallélo-
gramme construit sur OM et ON sera (puisque a'^= x”-^-x'')
Mais
Si l’on remplace sd' et x'"^ par leurs valeurs déduites de l’équation de l’ellipse, et si l’on tire de la relation générale
X x" rt’
jyr ,
il viendra ( 155)
{X'’x' — x' x" y = a’ (x'‘ -hx"’) —
L’aire parallélogramme construit sur
deux diamètKs conjugués est donc constante et égale à celle {^ab) du rectangle construit sur les axes.
En désignant par x l’angle des deux diamètres conjugués, on peut exprimer l’aire du parallélogramme construit sur les demi-diamètres par a’ b' sina. Les axes et doux diamètres conjugués quelconques sont donc liés, dans l’ellipse, par les relations
a"-i- i'' = a'6'sin« = a6.
157. Remarques. — 1. Les deux théorèmes importants qu'on vient d’éublir (155, 150} sont connus sous le nom de théorèmes A’ Apollonius, illustre géomètre grec qui les a découverts.
IL A chaque parallélogramme circonscrit à l’ellipse en appliquant la construction précédente (156), correspond un parallélogramme inscrit ayant pour diagonales les diamètres conjugués parallèles aux côtés du parallélogramme circonscrit. Le parallélogramme inscrit aura pour mesure 2 a' b' sin x ( Trig., 59). Donc chaque parallélogramme inscrit axant pour diagonales deux diamètres conjugués, est la moitié du parallélogramme circonscrit correspondant.
Équation de l’ellipse rapportée à nn système de diamètres conjngnés.
158. Si l’on prend pour axes coordonnés deux diamètres conjugués, l’équation de l’ellipse devra, pour chaque valeur de l’une des variables, donner deux valeurs de l’autre variable égales et de signes contraires; en effet, chaque diamètre divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre. L’équation de la courbe sera donc alors nécessairement de la forme
M_v’-f-N2;’-+-P = o ou
Désignons par xa' et xb' les longueurs des diamètres conjugués pris pour axes. Nous aurons, en faisant 7* = o dans
l’équation,
d’où
De inènie, en faisant .r = o, on aura
d’où
Par conséquent, l’équation de l’ellipse rapportée A un système de diamètres conjugués est
a' et b' représentant les longueurs des demi-axes obliques.
Cette équation étant de même forme que l’équation de l’ellipse rapportée à ses axes, toutes les propriétés et toutes les équations qui ne dépendent dans ce cas que des axes ia et 7. b, dépendront d’une manière identique des axes 7a' et 7b' lorsque l’ellipse sera rapportée à un système de diamètres conjugués.
Par exemple, l’équation de la tangente à l’ellipse au point [xi, yi) étant, dans le premier système.
XX
rr- _ ,
ht
cette équation sera, dans le second système.
XX
rr._,
159. Rien, d’après ce rapprochement, n’est plus facile que de construire une ellipse dans laquelle on connaît deux diamètres conjugués et l’angle qu’ils forment entre eux.
En effet, si sur une perpendiculaire élevée par le centre de l’ellipse au diamètre MM' {fig- 78), on prend
et si l’on décrit une ellipse (139) sur MM' et sur BB' comme axes, l’ellipse construite et l’ellipse cherchée auront les
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inêmes ordonnées pour des abscisses égales, en vertu de leurs équations identiques (158). Par conséquent, l’ordonnée PC correspondant à l’abscisse OP sur la première ellipse, il suffira de reporter la longueur PC sur la parallèle menée au diamètre NN' par le point P, pour avoir en Q un point de la seconde ellipse.
On pourrait aussi déterminer directement les axes de l’ellipse demandée. Nous reviendrons sur cette question (170).
100. Lorsque l’ellipse est rapportée à ses diamètres conjugués égaux, son équation prend la forme
Cette forme rappelle l’équation du cercle rapporté à des axes rectangulaires passant par son centre.
Quadrature des au'es planes, /v
161. Soit AB une courbe quelconque rappoAée rectangulaires, et soit j=F(x) son équation. Considérons sur cette courbe deux points M et M' situés d’un même côté de l’axe des x. L’aire limitée par l’arc MM', les ordonnées MP, M'P' et la portion d’axe PP', tombera entre les deux rectangles MPP'Q, M'P'PQ', si l’on suppose l’ordonnée de la courbe constamment croissante ou décroissante de M en M'. Si j et x représentent les coordonnées du point M, j-t- Aj et x + ùsx représenteront les coordonnées du point M'. En désignant par U l’aire MM' PP', on aura alors
J. Aar < M < ( J -h Aj) A.r,
d’où
Si le point M' se rapproche indéfiniment du point M, Ay tendra vers zéro, et tendra vers la dérivée u’ de l’aire deman- Ax
dée considérée comme fonction de l’abscisse x. On pourra donc poser à la limite
Ainsi, la dérivée de l’aire définie plus haut et l’ordonnée de la courbe correspondante sont représentées par la même fonction de x.
En remontant dans les cas simples à la fonction primitive (Compl. d’Alg., 158), on pourra donc trouver la valeur de u.
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En désignant par 9(x) une fonction primitive de F (a:) et par C la constante orbitraire, on aura
u = Çf (x) -h C.
Si l'on connaît alors la valeur de u pour x = m, par exemple, on aura en outre l’équation de condition
d’où
11 viendra, par suite,
d’où
Cette équation fera connaître l’aire comprise entre les ordonnées qui correspondent aux deux valeurs m et a: de l’abscisse.
Remarque. — Si les axes étaient obliques, on aurait, pour aires limites, des parallélogrammes au lieu de rectangles. Par conséquent, on devrait prendre «'= rsin6, en désignant par 0 l’angle des axes.
Application à l’Ellipse.
162. Soit une ellipse rapportée à ses axes ia et 26. Décrivons une circonférence sur le grand axe AA' comme diamètre (fig. 80). Si l’on considère dans l’ellipse et dans le cercle les aires MM' PF, NN'PP', correspondantes aux mêmes abscisses OP et OP', on aura, en désignant ces aires par m et U et les ordonnées des deux courbes par y et Y,
Mais (139)
par suite.
Les deux fonctions « et - U ayant des dérivées égales, ne
peuvent différer que par une constante, de sorte qu’on aura d’une manière générale
Si l’on part de l’origine, on a à la fois, pour x = o, u = o et
U = o; donc C = o, et il reste simplement
Pour avoir l’aire du quart de l’ellipse, il suffira de remplacer U par l’aire du quart de cercle, en faisant varier x depuis O jusqu’à a. Il viendra alors, S représentant la surface entière de l’ellipse,
I 6 TT a’
d’où
S = nab.
L'ellipse est donc équivalente au cercle qui a pouf rayon ■une moyenne proportionnelle entre les demi-axes a et b; ou bien, l’ellipse est moyenne proportionnelle entre les deux cercles décrits sur ses axes comme diamètres.
Il est utile de remarquer que le rapport des triangles
ÜPM, OPN, est égal à - comme celui des deux segments
OPMB, OPNQ. Les deux secteurs, elliptique et circulaire, 0MB, ONQ, sont donc dans le même rapport, et l’on peut écrire
b b I I , arc NQ
0MB = - • ONQ = - • - a. arc NQ = -ab
a ai 2 a
arc NQ a
représente l’angle NOQ ou l’arc qui lui correspond
dans le cercle de rayon i ; cet arc a pour sinus -• On posera donc
secteur 0MB = -ab. arc sin - •
Si l’on suppose x = a dans cette formule, il faut remplacer
TT
arc sin - par et il vient a 2
secteur OAB = ,
comme cela doit être.
Si l'ellipse avait été rapportée à un système de diamètresconjugués 2a' et ib', les mêmes raisonnements auraient conduit à la formule
S = TT a' 6' sin 0;
• d’où l’on conclurait, si on ne le savait déjà (156),
rt'6'sin0 = flft.
De l'Ellipse considérée comme projection orthogonale du cercle.
163. Supposons un cercle rapporté aux diamètres rectangulaires AA' et Ç.C (fig, 8i). Par le diamètre AA', faisons passer un plan de projection quelconque. Projetons les différents points de la circonférence sur ce plan, ces points formeront line ellipse.
En effet, les points G, N,..., ayant pour projections les points B, M, ..., abaissons dans le plan du cercle les perpendiculaires CO, NP,..., sur le diamètre AA', et menons dans le plan de projection les droites BO, MP,.... Dans le plan du cercle, les perpendiculaires CO, NP,..., seront les ordonnées Y des différents points de la circonférence; dans le plan de projection, les droites BO, MP,..., seront les ordonnées^ de la courbe obtenue en projection (Géom., 164), rapportée aux axes rectangulaires AA' et BB'.
Ceci posé, V étant l’angle du plan du cercle avec le plan de projection, les triangles COB, NPM,..., donneront d’une manière générale
X=\ cos V.
Si l’on désigne d’ailleurs AA' par aa et BB' par 26, on aura dans le triangle COB
cos V = -1 a
d’où
ce qui démontre le théorème énoncé (139). L’ellipse obtenue a pour grand axe le diamètre a a du cercle projeté et pour petit axe aacos V.
La réciproque de cette proposition est vraie. Si l’on suppose que le plan de projection passe par le petit axe de l’ellipse
(139), et dans le cas unique de cos V = la projection ortho-
gonale de l’ellipse sera un cercle ayant 26 pour diamètre.
164. On peut, en s’appuyant sur le théorème qu’on vient de démontrer, retrouver d’une manière très-simple plusieurs des propriétés précédentes.
Deux droites parallèles ayant des projections parallèles, et le milieu de la projection d’une droite étant la projection du milieu de cette droite ; ,
Les diamètres du cercle {fig. 81) se projettent suivant des diamètres de l'ellipse; la tangente au cercle a pour projection
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une tangente à l’ellipse; comme la droite qui joint le point de concours de deux tangentes à la circonférence au centre de cette circonférence, passe par le milieu de la corde des contacts, il en sera de même pour F ellipse; enfin, les diamètres conjugués de F ellipse sont les projections des diamètres rectangulaires du cercle.
Ceci posé, considérons dans le cercle deux demi-diamètres rectangulaires ON, OL, ayant pour projections les deini-diamètres conjugués de l’ellipse OM, OÔ. Les angles NOP, LOR, sont complémentaires; les triangles rectangles NOP, LOR, sont donc égaux [fig. 8i); par suite,
OP=LR, NP = OR
Si l’on désigne par a' et b' les demi-diamètres conjugués de l’ellipse (dont les demi-axes sont» et b), il viendra donc
OP’-l- MP*='OP'-+- - ■ NP’, a}
b” = OR’+ QR== OR’-h - • LR» = NP’-f- - . OP’.
En ajoutant, nous aurons
a'’-t-è'’=(OP’4-NP’) = a’ +
c’est-à-dire
D’autre part, la projection d’une aire plane sur un plan étant égale à l’aire projetée, multipliée par le cosinus de l’angle que son plan forme avec le plan de projection ( Trig., 18), et tous les carrés circonscrits au cercle étant égaux, tous les parallélogrammes circonscrits à l’ellipse dont les cotés sont respectivement parallèles à deux diamètres conjugués, seront équivalents entre eux et au rectangle construit sur les axes et aft. Chacun d’eux, en effet, équivaudra au carré circonscrit correspondant, multiplié par cos V. En désignant par a. l’angle des diamètres conjugués dont les longueurs sont 2a' et 2b', on aura donc d’une manière générale
fl'6'sin a = ab.
On retrouve ainsi très-simplement les deux théorèmes d’Apollonius.
On aura aussi, d’après le principe rappelé, et en désignant par S l’aire de l’ellipse,
S = rr a- . cos \ =r.a- = t:ab.
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Questions diverses.
165. I. ie.v perpendiculaires abaissées des foyers de l’ellipse sur une tangente à la courbe, ont pour moyenne proportionnelle le demi petit axe.
Nous prendrons l’équation de la tangente sous la forme (IM) y — mx — ^cFuF^yb’ = o.
Comme les coordonnées des deux foyers sont o et c, o et — c, leurs distances à cette tangente auront pour expressions (45)
^ — me — _ me —
^i-\- né ’ 4- né
On aura donc
gÿ! _ a’né + b’ — m^c’’ _ — c‘)m'‘
I -I- né 1 -4- né
c’est-à-dire, en remplaçant a’— c’ par b’ et en divisant par 1 +/n’,
SS'=b\
166. II. Vériüons par l’analyse que le lieu des projections des foyers sur les tangentes à l’ellipse est la circonférence décrite sur son grand axe comme diamètre (143, III).
Soit
y = mx -+- ^ a’ né y- b’
l’équation d’une tangente quelconque. La perpendiculaire abaissée du foyer F sur cette tangente aura pour équation
Si l’on regarde comme simultanées les deux équations précédentes, et si on élinûne entre elles l’indéterminée m, on aura l’équation du lieu demandé.
Si on les élève au carré, il vient
( J— ;nx)’ = tém’-i-P, {my-^-xf = c\
Ajoutons membre à membre les équations obtenues, et remplaçons b’+c’ par a', nous aurons
d’où
ce qui vérifie l’énoncé
(/Ji’+i)(x’ +/’) = («’ 4- >)«’, x’4-j’=a’;
167. III. Trouver le lieu décrit par le sommet d’un angle déterminé, </iii reste conslatfiment circonscrit à une ellipse donnée.
Digilizôd by Coogle
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l’équation de l’ellipse proposée. Soient
(i) y—mx+yja^m'‘-\-U‘,
les équations de deux tangentes à la courbe. Si elles font l'angle voulu a, on devra avoir
tang a =
I -f- mm
Si l’on considère les équations (i) et (a) comme simultanées, jet x représenteront les coordonnées du point d’intei^ction des deux tangentes ou du sommet do l’angle mobile. On déduira de l’équation (i)
(j — OTx)’ = fl’ra’-l-i’,
d’où, en ordonnant par rapport à /«,
(4) {a‘ — x‘)m^ -\-ikxy . m + b* — j’=o.
Le résultat fourni par l’équation (a) traitée do la mémo manière ne différerait du précédent que par le changement de m en m'. Par suite, l’équation (4) a pour racines m et m'. On aura donc
rn-\-m = = — ^ et mm' = -, — j
d’où
_ .rr—rrjTi — riirr. %\/a^y'+b'‘x‘—d‘b‘
m — /w = i — Lmni = ■ ■ , > ■ ■■■ •
L'équation (3) deviendra alors
tangas
telle sera l'équation du lieu.
Si, pour la discuter, on veut l’élever au carré, on arrivera à une équation du quatrième degré irréductible et qui renfermera à la fois le cas do l’angle a et celui de son supplément — a, puisque
tang’a = tang’ (w — a).
Si l’on suppose riroit l’angle des deux tangentes, on doit poser
c’est-à-dire
i-i-mm'= O, b'— y''
On trouve alors pour l’équation du lieu
•c’-f- j’ = fl’ -p 6’.
Ainsi, le lieu décrit par le sommet d’un angle droit circonscrit à une ellipse est une circonférence de cercle concentrique à l'ellipse donnée et ayant pour rayon \/a^+ b', c’est-à-dire circonscrite au rectangle construit sur les axes de l’ellipse.
168. rV. Trouver le lieu des sommets des parallélogrammes circonscrits à une ellipse donnée, et qui correspondent à des diamètres conjugués.
Les droites qui joignent les milieux dos côtés d’un des parallélogrammes considérés étant des diamètres conjugués, et les équations de « deux côtés adjacents de ce parallélogramme étant
(i) y = mx \l a’ m’ ,
les coefficients m et m' devront'satisfaire à la relation générale qui lie les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués. On aura donc l’équation de condition
mm' =
D’après le problème précédent (167), l’équation qui donne les valeurs de m et de /«' en fonction des coordonnées 7 et x du sommet du parallélogramme qui correspond aux côtés considérés, est
On aura donc
(«’ — x'-) nd ixy . — /’= o.
mm' =
Portant cette valeur dans l’équation (3), il viendra
d’où
c’est-à-dire
telle est l’équation du lieu. Cette équation représente une ellipse concentrique et semblable à l’ellipse proposée. Les axes de cette nouvelle ellipse sont -xas/ô, et 2Ô \J-x .
169. V. Si l’on mène une normale à l’ellipse en un fioint donné de la courbe, le carré de l’un des demi-axes est une moyenne proportionnelle entre les segments déterminés sur la normale , à partir du point de contact, par l’autre axe et un diamètre perpendiculaire à cette normale. L’équation de la normale au point (.r, , y,) étant (142)
elle coiqæra l’axe des 7 en un point qui aura pour ordonnée et
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dont la distance au point de contact sera
Le diamètre perpendiculaire à la normale considérée ou parallèle à la tangente corresjiondante, a pour équation
La distance du point do contact à ce diamètre sera donc
rj’=
il viendra, par suite,
ce qui démontre le théorème.
SS
170. VI. Étant donnés un système de diamètres conjugués et l’angle qu’ils forment, trouver les axes de l’ellipse.
. Soient aa' et ai' les longueurs des deux diamètres conjugués et a leur angle, soient a a et ai les longueurs des axes cherchés; on aura (155 et 166),
n’-l-i’= n'’4-i'’, ai = «'i'sina.
On en déduit facilement ( Trig., 44),
(a+i)’ = «'’4-i'’+a«'i'sina= a'^ + i'’ — aa'i'cos ’
(a — by = a” + b’' — aa'i'sina = a’+i'’ — aa'i'cos •
On voit alors que la somme a-f-i est le troisième côté d’un triangle
TT
dont les deux autres côtés a' et i' comprennent l’angle - + tandis que
la différence a — i est le troisième côté d’un triangle dont les deux autres
côtés a' et i' comprennent l’angle supplémentaire ~ ~
Par conséquent [Jîg. 8a), MM'=aa' et NN'=ai' étant les deux diamètres conjugués donnés, NOM étant leur angle a, on abaissera du point N la perpendiculaire NR sur MM', on portera sur cette perpendiculaire, à partir du point N, NU = NS = a', et l'on mènera les droites OU et OS.
L’angle ONR étant égal à ^ — a et l’angle ONU à ^ -4- a, OU représentera
a-l-i et OS représentera a — i. Donc, si l’on décrit du point O comme centre, avec OS pour rayon, une circonférence qui coupe OU et son prolongement aux points V' et V, on aura
UV = (a-f-è)-t-(a — 6) = aa et
UV'=(a-t-ô)-(a-ô) = aô.
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Quant à la direction des axes, supposons-les obtenus en AA' ( grand axe) et en BB' (petit axe). Prolongeons la perpendiculaire NR au diamètre MM', jusqu’à sa rencontre avec BB' au point H. Si l’on conçoit une nouvelle ellipse ayant pour foyers les points U et S et passant au point O, cette ellipse aura le même grand axe que l’ellipse à construire, son centre sera d’ailleurs au point N. Par suite, NR sera l'abscisse du point O de cette ellipse, en la supposant rapportée à ses axes. Si l’on désigne par d la distance du centre N au pied de la tangente menée par le point O à la seconde ellipse, on aura (141)
r/.NR = a’.
D’ailleurs NR étant une normale à la première ellipse ( par rapport à la tangente menée à cotte ellipse au point N), on aura aussi (169)
NH . NR = a\
n en résulte immédiatement <-/=NH, c’est-à-dire que la tangente menée à la seconde ellipse par le point O est précisément dirigée suivant le petit axe de la première. Le grand axe se confondant alors avec la normale à la seconde ellipse au point O, est la bissectrice de t angle UOS des rayons -vecteurs ÜO, SO (*).
171. VII. Étant donné un arc d’ellipse, retrouver les éléments de la courbe.
En menant {fig. 83) deux cordes parallèles quelconques mm\ nn\ et en joignant leurs milieux, on aura un diamètre OM de la courbe. On en obtiendra un second OH, en prenant deux autres cordes parallèles pp' et qq' . Les deux diamètres construits feront connaître, par leur intersection, le centre O de l’ellipse. On aura alors facilement le diamètre conjugué de l’un des diamètres tracés, en menant par le centre de l’ellipse une parallèle aux cordes qui l’ont déterminé. On connaîtra donc les directions de deux diamètres conjugués, et au moins la demi-longueur OII = a' de l’un d’eux. Pour déterminer la demi-longueur OK = V du second diamètre, menons une tangente à l’ellipse par le point M, c’est-à-dire une parallèle aux cordes mm' , nn'. L’ellipse étant rapportée aux axes 011 et OK, l’équation de cette tangente sera
Si l’on y fait x = o, il vient
c'est-à-dire
é'’ = OT'.MP.
(*) Cette remarquable construction, due à il/. Chasles, démontre en outre cc th^rème : Si sur une normale à une ellipse on prend à partir du point de contact deux segments égaux au demi-diamètre perpendiculaire è la normalCf Vellipse qui a pour Joyers les points ainsi déterminés et qui passe au centre de la première ellipse, a même grand axe qu'celle et est tangente à son petit axe.
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' Le demi-diaroèlre cherché sera donc une moyenne proportionnelle aux longueurs OT' et MP. Connaissant l’angle KOH et les longueurs a' et b', la question est ramenée à la résolution du problème précédent.
PROPRIÉTÉS DE L’HYPERBOLE
Rappel des notions précédentes.
172. L’équation d’une hyperbole peut toujours être ramenée à la forme (127)
ou
Dans le premier cas, la courbe rencontre l’axe des x; dans le second, elle rencontre l’axe des y : pour étudier ses propriétés, on peut ne considérer que la première forme, aa représente alors l’axe transvene de l’hyperbole, a 6 son axe imaginaire. En effet, pour y=o, on a
pour j: = o, on a
L’origine des coordonnées est un centre. La courbe n’a que deux sommets qui sont ses points de rencontre avec l’axe transverse.
Pour passer de l’équation { i ) de l’hyperbole à l’équation de l’ellipse (136), les axes des deux courbes étant supposés identiques, il suffit de changer 6’ en — é’. Les propriétés de l’ellipse qui ne dépendent que des carrés a} et 6% seront donc applicables à l’byperbole, sauf le changement de è’ en — b^.
L’hyperbole est équilatère lorsque les axes a et b sont égaux. L’équation de la courbe devient, dans ce cas,
La valeur
déduite de l’équation (i), prouve que l’on a nécessairement x~p>a ou ^ <C. —
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c’esl-à-dire qu’il n’y a aucun point de la courbe entre les parallèles à l’axe des y qui passent par les sommets, x croissant de rt à CO , J croît de o à oo ou décroît de o à — oo . Il en est de même lorsque x décroît de — « à — <x> .
Supposons les axes représentés par AA' et BB' {/ig. 84). On . obtient les foyers F et F', en construisant le triangle rectangle OAC dans lequel AC = OB, puis en décrivant du point O comme centre avec OC pour rayon une demi-circonférence. Cette demi-circonférence vient couper l’axe transverse aux points F et F', car on a
OF = OF' = \fârÿ¥=c. .
Si l’on veut construire les directrices de l’hyperbole, il suffit de se rappeler (134) que leur équation est
On prendra donc sur l’axe 0/ une longueur OE = a, on joindra le point E aux deux foyers, et l’on élèvera respectivement sur les droites EF', EF, les perpendiculaires ED, ED', jusqu’à la rencontre de l’axe transverse. Les points D et D' seront évidemment les pieds des directrices DL et D' U.
Quand l’hyperbole est équilatère, on a
c’est-à-dire
L’équation des directrices étant alors a: = ±-? leurs pieds
D et D' sont au milieu des distances focales OF et OF'.
Si l’on considère un point M quelconque pris sur la courbe, le rayon vecteur MF a pour expression
^ le rayoït vecteur MF' a pour expression
Dans chaque expression, on doit prendre le signe -t- ou le signe — , suivant que le point M est situé à droite ou à gauche de l’axe des J (134).
Diniîi/M».
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La disianoe ÜM du centre au point M est, d’après l’équatiou de l’hyperbole,
■rt»)
b‘‘)x'‘ — tt‘b^
Cette distance atteint son minimum a pour x = a, et devient inflnie pour x = co .
Si l'on considère un point intérieur à l’hyperbole, il aura, en valeur absolue, une ordonnée inférieure à celle du point de la courbe qui a la même abscisse. Si l’on considère un point extérieur à l’hyperbole, il aura, en valeur absolue, une abscisse inférieure à celle du point de la courbe qui a la même ordonnée. Par suite, selon qu’un point {x, y) est intérieur à l’hyperbole, extérieur à l’hyperbole ou lui appartient, on a
xi x' .r' v’
ou
ai y' — b^xi -y ai bi z= O.
Enfin il est évident que, si un point N est intérieur à la courbe, on a pour la différence de ses rayons vecteurs
NF'— NF> 20.
Si le point N considéré est extérieur à la courbe ( fig. 84), on a au contraire
NF'— NF<2o.
JC“
173. L’hyperbole — — "(f ~ ^ admet (86, 87) deux asymptotes dont les équations sont
On voit {fig- 84) que ces asymptotes sont les diagonales du rectangle construit sur les axes AA' et BB'.
y:=-y^x est asymptote à la branche supérieure de la partie de droite et à la branche inférieure de la partie de gauche; J = — ^ ar est asymptote à la branche inférieure de la partie
de droite et à la branche supérieure de la partie de gauche.
Les asymptotes forment quatre angles, deux à deux opposés par le sommet. La courbe s’étend dans deux de ces angles
Il
opposés par le sommet, elle u’a aucun point dans les deux autres angles.
Lorsque l'hyperbole est équilatère, n = b, oi les équations des asymptotes sont
c’est-à-dire que les asymptotes d’une hyperbole équilatère sont les bissectrices des angles des axes : elles sont donc perpendiculaires l'une à l’autre.
Si l’on considère simultanément les hyperboles représentées
par les équations — — ‘^T — ^ = i, on a ce qu’on
appelle des hyperboles conjuguées ; l’axe transverse de l’une est l’axe imaginaire de l’autre, et réciproquement. 11 est facile de voir que deux hyperboles conjuguées ont les mêmes asymptotes.
Remarque. — Il est facile de vérifier que les droites y = ± — x sont asymptotes à l’hyperbole
Cherchons, en effet, la différence des deux ordonnées
r = -x et y=-<Jx'‘ — rt*. Cette différence est, pour la ' a a
mémo abscisse.
ab
et quand x tend vers l’infini, cette différence, toujours positive, tend vers zéro. A plus forte raison en est-il ainsi de la distance du point considéré sur la courbe à la droite. La symétrie de la courbe permet de n’étudier que ce qui se passe dans l’angle positif des axes.
174. L’hyperbole a bien la forme indiquée sur la figure. On s’en rend compte en remarquant que le coefficient angulaire
de la tangente -J— peut, en remplaçant /par sa valeur déduite a y
de la relation (3) du n" 172, se mettre sous la forme
X croissant de a jusqu’à oo , ce coefficient décroît depuis oo
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jusqu’à La brandie supérieure de la partie de droite tourne
donc sa concavité vers les y négatifs (8*2), et par suKe la branche inférieure sa concavité vers les y positifs. On retrouve en même temps les asymptotes comme limites des tangentes (86).
175. Prenons sur l’hyperbole (Jig. 84) un point M ayant pour ordonnée MP et pour abscisse OP. On aura, d’après l’équation (3),
MP’=. i’(OP=— rt^) = t (OP + „) (OP _ a) = A'P. AP,
d’où
MP= b'-
VpTÂP ^7?^ constante.
Le rapport du carré de l’ordonnée d’un point de l’hyperbole au produit des segments que cette ordonnée détermine sur l’axe des abscisses, limité aux sommets de la courbe, est donc constant; en d’autres termes, les carrés des ordonnées de la courbe sont proportionnels aux produits des segments qu elles déterminent sur l’axe transverse.
Construction de la courbe.
176. Partons de l’équation naturelle u — c = 2 a. Du point F comme centre, avec un rayon FM plus grand que AF", décrivons une circonférence [Jig. 85). Du point F' comme centre, avec un rayon égal à FÂl -f- an, décrivons une autre circonférence. Ces circonférences se couperont en deux points M et M', symétriques par rapport à l’axe transverse AA', et qui appartiendront évidemment à l’hyperbole.
La distance 2c des centres des deux circonférences est plus grande que la différence la de leurs rayons. 11 suffit donc, pour qu’elles soient réellement sécantçs, qu’on ait en outre
2c<F'M-t-FM.
Mais de la relation
FM — FM
on déduit
F'M=2rt-i-FM.
L’inégalité précédente devient alors
2c-<art-(-2FM ou FM>c — a.
Il faut donc bien, comme nous l’avons supposé, que FM soit plus grand que AF.
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Les mêmes rayons pouvant être successivement employés en prenant les deux foyers comme centres, chaque valeur assignée à FM permettra de déterminer quatre points M, M', M", M", de l’hyperbole, deux à deux symétriques par rapport aux axes de la courbe.
Remarque. — On pourrait aussi construire la courbe par points, en partant de la relation
177. En considérant toujours l’hyperbole comme le lieu des points dont la différence des distances à deux points fixes est constante, on peut en décrire mécaniquement un arc restreint comme il suit.
L’arête d’une règle F'D (Jig. 86) passe constamment au point F'. Un fil est attaché au second foyer F et à l’autre extrémité D de la règle, et la longueur F'D surpasse de aa la longueur du fil. Si l’on fait tourner la règle autour de F' de manière que la longueur F'D demeure invariable, et si le fil est en même temps tendu le long de la règle à l’aide d’une pointe à tracer, cette pointe décrira sur l’épure un arc AS d’hyperbole. En effet, on aura à chaque instant
F'M — FM = F'D — (FM + MD
Tangente et Normale.
178. L’équation de la tangente à l’hyperbole en un point {x,, ji) est immédiatement (73), d’après l’équation de la courbe,
Il faut d’ailleurs joindre à l'équation de la tangente l’équation de condition
On peut écrire l’équation de la tangente sous la forme
a’jrjr, — a}j'\ — b^xx, — b^x],
ou, en divisant les deux membres par
XX, _ __-Z± -lll .
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Elle revient donc à celle-ci :
£fi _ ,
Pour construire la tangente, on peut chercher les points où elle coupe les axes. Si l’on suppose /= o, on trouve
fl’
si l’on suppose v = O, on trouve
Ainsi, chaque coordonnée de la tangente par rapport à l’origine ne dépend que de la longueur de l’axe correspondant et de la coordonnée du point de contact sur cet axe.
On ne peut pas en déduire, comme pour l’ellipse (141), un moyen simple de construire la tangente en un point donné de l’hyperbole, parce que l’hyperbole équilatère (qui est à l’hyperbole ordinaire ce que le cercle est à l’ellipse ) n’est pas susceptible, comme le cercle, d’un tracé immédiat.
Si l’on suppose que le point de contact s’éloigne à l’inOni, il faut faire
x,=_y, = oo ,
et l’on trouve alors , pour les coordonnées à l’origine de la tangente,
c’est-à-dire que la tangente passe alors par le centre : ce qui ramène aux asymptotes.
La distance TP {Jig. 87) entre le pied de l’ordonnée du point de contact et le point où la tangente rencontre l’axe des X, s’appelle la sous-tangente par rapport à cet axe. La sous-tangente TP par rapport à l’axe des x a donc pour expression
. fl’ x^ — a’
Même remarque par rapport à l’axe des 7.
179. L’équation de la normale en un point donné (x,, y,) de l’hyperbole est
On en déduit
b- Xiy — b-x,y, = — a\y,x -H a-x,y,f
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c’esl-à-dlre en divisant les deux membres par («=-+- 6^) x, ri ou par c^x,x,,
Pour construire la normale, on peut chercher les points où elle coupe les axes. Si l’on suppose y= o, il vient
si l'on suppose j=o, il vient
La distance NP entre le pied de l’orddnnée du point de contact et le point où la normale rencontre l’axe des x {fig. 87 ), s’appelle la sous~nortnale par rapport à cet axe. La sous-normale NP par rapport à l’axe des x a donc pour expression
Lorsque le point M s’approche de l’une des extrémités de l’axe transverse, x, s’approche de ±a, cl la valeur de
ON = — T- tend vers ± — • Ainsi, à la limite, le point M se
confondant avec l’une des extrémités de l’axe transverse, le pied de la normale sur cet axe se trouve à une distancé du
centre égale à la longueur ± — plus grande que c en valeur
absolue.
180. La tangente au point M est la bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs de ce point [fig. 87).
De
on déduit
et
TF = OF - OT = c- — — = — — -
TF'= OF' -i- OT = c -4- — = .
Il en résulte
TF __ ex, — n- TF' rx, -I- a-
Mais (172)
MF — a —
exx — à-
et
Mp< _ 1 „ —
ex, -(- rt’
Par suite
MF ex, — a’
TF
MF' cx,-^a'
TF'
La tangente MT divisant la base du triangle FMF' en segments proportionnels aux côtés MF et MF', est la bissectrice de l’angle FMF'.
. Il en résulte que l’un des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de l’autre font d’un même côté de la tangente et avec cette ligne des angles égaux (*).
Remarques. — 1. La tangente MT étant la bissectrice de l’angle intérieur FMF', la normale MN est la bissectrice de l’angle extérieur FML', c'est-à-dire la bissectrice de l’angle formé par l’un des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de l’autre. Le pied T de la tangente et le pied N de la normale sont donc harmoniques conjugués par rapport aux deux foyers F et F'.
IL On peut obtenir la tangente au point M. en remarquant que, si l’on prend sur MF' une longueur ML = MF (ce qui entraîne F'L = 2 a), le triangle FML étant alors isocèle et la tangente MT devant être la bissectrice de l’angle FML, elle se confondra avec la perpendiculaire élevée sur le milieu H de la base FL du triangle.
III. Le point H étant le milieu de FL et le centre O de l’hyperbole étant le milieu de la distance focale FF', la distance 011 sera toujours égale à la moitié de la distance F'L, c’est-à-dire à la constante a. Les projections des foy ers sur toutes les tangentes à l’hyperbole ont donc pour lieu géométrique la circonférence décrite sur l’axe transverse comme diamètre.
IV. Si l’on suppose une ellipse et une hyperbole ayant les mêmes foyers, c’est-à-dire homofocales, on voit, en rapprochant les propriétés des deux courbes relativement aux tangentes, qu’elles se couperont à angle droit; c’est-à-dire qu’en leurs points d’intersection la tangente de l’une sera la normale de l’autre, et réciproquement.
(*) La propriclc physique indiquée en note (143) n’existe plus que pour les prolongements tels que ML', et non pour les rayons correspondants tels que MI", par suite de la séparation de la courhe en deux parties.
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181. Si l’on veut mener à l' hyperbole une tangente passant par un point extérieur donné, les inconnues du problème seront les coordonnées x,,y\, du point de contact. En désignant par a, p, les coordonnées du point donné, on aura à résoudre les deux équations
La première exprime que la tangente cherchée passe par le point donné.
Le mieux est, en regardant les inconnues x, et comme des coordonnées courantes, de construire, comme nous l’avons fait pour l’ellipse (144), la corde des contacts
XX, pji
et de chercher les points où elle rencontre l’hyperbole proposée. En joignant ces points avec le point donné («, p), on aura les deux tangentes qui répondent à la question. Il est facile de vérifier, en effet, que si le point («, p) est bien extérieur à la courbe, U y a toujours deux solutions.
On déduit de l’équation (i) -
Substituant dans féqualion (2), il vient
^ l/(xx, — a'Y _ a' 6’ P’
(3) («’ P’ — ^b' x^)x] -h 2 0} b' XX, — a' (b^-\- p’)= o.
On en tire
rt’ ( — b'xzt: P \/ O- rt’ P’ — b^ x')
et si le point (x, p) est extérieur à la courbe, on a (172) rt* b^ + a^ p-—b^ st’>o,
de sorte qu’on trouve pour j?, et par conséquent poui j-, deux valeurs réelles.
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L’équation (3) montre que les deux valeurs de x, sont de signes contraires si le coefficient du premier terme a’ P* — 6’ a’ est > o, et qu’elles sont de même signe si ce coefficient a’ P’ — à' a’ est < O.
Mais la première condition équivaut à^>^ou<[ —
point (a, P) est alors dans l’un des angles des asymptotes qui ne contiennent aucun point de la courbe. La seconde condition équivaut à^^-ou^ — - :1e point (a, (3) tombe alors
X £[ CL
dans l’un des angles des asymptotes où les deux parties de la courbes sont situées. On voit donc que les deux tangentes qui partent d’un,point extérieur, touchent ensemble la même partie de Vhypefhole , ou séparément ses deux parties , suivant que le point donné tombe ou non dans les angles des asymptotes qui renferment la courbe.
182. On peut aussi , en s’appuyant sur ce qui précède, mener géométriquement, une tangente à l’byperbole par un point extérieur.
Du point donné N comme centre, avec NF pour rayon^décrivons une circonférence {Jîg. 88); du foyer F' comme centre, avec 2 a pour rayon, décrivons une autre circonférence. Ces deux circonférences seront toujours sécantes, si le point N est extérieur à l’hyperbole. On mènera alors les cordes qui, dans la première circonférence, joignent le foyer F aux points d’intersection L et L'. Du centre N, on abaissera sur ces cordes les perpendiculaires NT, NT' : ce seront les tangentes demandées. Car si l’on joint le foyer F' aux points L et L', les droites NT et NT' seront coupées par les droites F'L et F'L' aux points M et M', et l’on aura
MF = ML, c’est-à-dire MF' — MF = F'L = 2 a,
M'F = M' L', c’est-à-dire M'F — M'F' = F'L' = 2 a.
Les points M et M' appartiendront donc à l’hyperbole, et, en ces points, les droites NT et NT' coupent en deux parties égales les angles formés par les rayons vecteurs correspondants : ces droites sont donc tangentes à l’hyperbole (180), et elles passent par le point donné N.
Nous avons dit que, le point N étant extérieur, les circonférences NF et F'L seraient toujours sécantes.*Eii cffel, le point N étant supposé plus proche du foyer F, on aura alors (172)
NF'— M’<2o.
d’où
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NF' <; NF + 3 et.
La distance des centres des deux circonférences est donc moindre que la somme de leurs rayons. Le triangle F'NF donne d’ailleurs
et, à fortiori, d’où
FF'<NF'-t-NF
2a<NF'-+-NF,
NF'>3a — NF.
Si NF l’emportait sur 2 a, on remarquerait que, le point N étant supposé plus proche du foyer F, on a nécessairement
d’où
NF<NF' + 2rt, NF>NF — 2rt.
Dans tous les cas, la distance des centres des deux circonférences, déjà moindre que la somme des rayoné, est aussi plus grande que leur différence.
Ren^rque. — Les cercles décrits de chaque foyer d’une hyperbole comme centre, avec l’axe transverse 20' comme rayon, sont appelés cercles directeurs. On voit que les points de l’hyperbole sont à égale distance de l’un des foyers et du cercle directeur qui correspond à l’autre foyer.
183. Si l’on veut mener à une hyperbole une tangente parallèle à une direction donnée, les inconnues du problème seront encore les coordonnées ar,, y\, du point de contact. Soit m le coefficient angulaire qui correspond à la direction donnée. On aura à résoudre les deux équations
b'Xi
Ces équations montrent que les points de contact demandés résulteront de l’intersection de l’hyperbole proposée et de la
droite ji qui passe par 1 origine.
Mais il est préférable de chercher l’équation générale des tangentes à l’hyperbole, indépendamment des coordonnées du point de contact. Il suffira pour cela de déterminer la relation qui doit exister entre les constantes m et «, pour que la
droite /=mx -H» soit langenteà l’hyperbole — a?y^=d‘b^. En suivant la même marche qu’au n° 146, on parviendra à la condition
L’équation générale des tangentes à l’hyperbole est donc y — nix ± \Ja‘ m’ — />’ ;
et en y donnant à m la valeur indiquée, on répondra immédiatement à la question : on voit qu’il y aura deux tangentes parallèles à la direction imposée, si toutefois le problème est possible.
' Pour qu’il en soit ainsi, il faut qu’on ait
a’/n’ — b^'>o ou ni^ '>—,•>
c’est-à-dire
m > - ou me'
Ce qui montre que si l’on mène par le centre une parallèle à la direction. considérée, elle devra tomber, pour que le problème soit possible, dans les angles des asymptotes qui ne contiennent aucun point de la courbe. Cette restriction concorde avec ce que nous avons dit au n” 147, relativement à la variation du coefficient angulaire de la tangente. Si l’on a
m = ± ^5 on retombe sur les équations des asymptotes.
184. Si l’on veut résoudre géométriquement le problème proposé, on se rappellera que le lieu des projections des foyers sur les tangentes à la courbe est la circonférence décrite sur l’axe transverse comme diamètre. Par suite, si la droite DD' marque la direction donnée (fig- 8g),- il suffira d’abaisser du foyer F, par exemple, sur cette droite, la perpendiculaire indéfinie FHH' qui coupera la circonférence AA' en deux points H et H'. Par les points H et H', on mènera des parallèles Hï et H'T' à DD', et la question sera résolue. Pour avoir les points de contact des tangentes, on prolongera FH d’une longueur HL = FH et FIF d’une longueur II'L'=FH'. On joindra ensuite le foyer F' aux points L et L', et les droites F'L, F'L', détermineront sur HT et sur H'T' les points de contact M et M'. Il suffit, pour vérifier ces constructions, de remarquer qu’on a • •
OII = OH'=rt
.et, par conséquent,
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La droite MM' qui joint les deux points de contact passe bien par le centre ( 183), car il est aisé de voir que le quadrilatère MFM'F' est un parallélogramnie.
Il est bon de noter que les dernières constructions géométriques indiquées (182, 184) ne supposent pas I hyperbole tracée^
Remarque. — Pour que la perpendiculaire abaissée du foyer sut la direction donnée soit tangente au cercle a, l’équation de cette perpendiculaire étant
il faut que l’on ait (57)
d’où l’on déduit
a'—m'^b^ ou /w'=±t’
La perpendiculaire abaissée du foyer est alors en même temps tangente à la circonférence a et perpendiculaire à
l’une des asymptotes x = ±^x. Au delà, c’est-à-dire pour
m' ^ ou m'<( — cette perpendiculaire ne coupe plus la
circonférence, et le problème n’est plus possible.
' L’abscisse du point d’intersection de la perpendiculaire
X = — ^{x—c) abaissée du foyer F sur l’asymptote j = - x
avec cette asymptote, est a? = , ce qui fournit un nouveau
moyen de construire les directrices de l’hyperbole (172).-
Diamètres, cordes supplémentaires, diamètres conjugués.
L’équation de l’hyperbole étant b^x’’ — a’x
on trouve facilement, en appliquant la règle donnée précédemment (112), que l’équation générale des diamètres de la courbe est
. - tr-
^ am
En désignant par m' le ooellicicnl angulaire du diamètre, on
aura jdonc
ou
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mm' —
Telle est la relation constante qui existe enti-e le coefficient angulaire d’un diamètre et celui des cordes qui lui sont conjuguées.
Nous savons (115) que tout diamèlre a pour diamètre conjugué celui qui fait partie du système de cordes, conjugué au premier diamètre. Deux diamètres conjugués sont tels, que chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre. La relation (i) permet de le vériOer immédiatement (1V9). Elle montre en même temps que, lorsque deux diamètres sont conjugués, l’un rencontre la courbe et Tautre ne la rencontre pas. En effet, m et m' représentant les coefficients angulaires des deux diamètres, suivant que m positif
- ou «c -J m positif est <T- ou et suivant que
m négatif est <C — ^ ou > — ^5 m' négatif est à son tour
~> — - ou <■ — -• Or les diamètres situés dans les angles des a a
asymptotes qui renferment la courbe, c’est-à-dire dont le coefficient angulaire est en valeur absolue moindre que peuvent seuls la rencontrer.
Ainsi les diamètres de l’hyperbole se partagent eh diamètres transverses et en diamètres non transverses ; et, de deux , diamètres conjugués, un seul est transverse.
On peut vérifier facilement (148) que la tangente à l’extrémité d’un diamètre transverse est parallèle au système de cordes, conjugué à ce diamètre.
Il est visible, en vertu de la relation (i), que les cordes qui correspondent à un diamètre transverse ont leurs extrémités sur une même moitié de l’hyperbole, et que les cordes qui correspondent à un diamètre non transverse s’appuient à la fois sur les deux moitiés de la courbe.
L’équation d’un diamètre quelconque étant y=mx, l’équation de son conjugué sera (en vertu de la même relation)
rt’ m
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On voit que les angles des deux diamètres avec l'axe transverse sont ensemble aigus ou obtus.
186. On dit que deux cordes sont slpplëmentaibes lorsque, partant d’un même point de l’hyperbole, elles aboutissent aux extrémités d’un même diamètre transverse.
Si l’on cherche la relation qui lie les coefficients angulaires <le deux cordes supplémentaires MD et MD' [fig. 90), en suivant identiquement la même marche que pour l’ellipse (150), on trouve
, mm'=~
La relation qui existe entre le coefficient angulaire d’un diamètre et celui de ses cordes conjuguées, ainsi qu'entre les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués (185), existe donc également entre les coefficients angulaires de deux cordes supplémentaires.
Il en résulte immédiatement que les diamètres conjugués à deux cordes supplémentaires sont conjugués, ou qu’en menant par le centre de l’hyperbole des parallèles à deux cordes supplémentaires, on obtient un système de diamètres conjugués.
Remarques. — 1. Deux cordes supplémentaires satisfont à trois conditions : elles partent d’un même point de l’hyperbole, elles aboutissent aux extrémités d’un même diamètre iransverse, leurs coefficients angulaires satisfont en outre à
la relation mm’= —•
Réciproquement, lorsque deux droites rempliront deux des conditions énoncées, elles rempliront nécessairement la troisième.
IL Les propriétés précédentes permettent de tracer facilement la tangente à l’hyperbole, par un point donné sur la courbe ou parallèlement à une direction donnée (151).
HL Si l’hyperbole est équilatère, on a
b = a et mm'— 1 .
Les angles dont les tangentes sont désignées par m et par »>',• sont donc alors complémentaires.
187. Cherchons entre quelles limites peut varier l’angle de deux diamètres conjugués ou de deux cordes supplémentaires .
Aux cordes supplémentaires qui correspondent aux extrémités d’un certain diamètre transverse, on peut toujours mener des parallèles par les extrémités de tout autre diamètre
iransverse : ces parallèles formeront aussi un système de cordes supplémentaires (186, Rem. /). Par conséquent, pour étudier les variations de l’angle formé par deux diamètres conjugués ou deux cordes supplémentaires, on peut considérer celles qui aboutissent aux extrémités de l’axe transverse. y X représentant les coordonnées d’un point quelconque de l’hyperbole, les coefficients angulaires de ces cordes auront pour expressions
ni = — ^ et m'= — ^ ■,
X — a .r -h fl •
d’où, en désignant leur angle par a,
m — m' 2 ay
tanga :
I mm' x^ -H — «•’
Le point {x, y) appartenant à l’hyperbole, on aura X‘ — a^==
c’est-à-dire
tanga:
d’où
lab^
iab'
■lfl>-|-à“)7- e^y
Si l’on fait alors varier / de o à oo , on voit que tanga varie de 00 à O. L’angle de deux diamètres conjugués ou de deux cordes supplémentaires prend donc toutes les valeurs comprises entre ^ et o.
Si l’on suppose que le point de départ des deux cordes supplémentaires est au-dessous de l’axe des x, il faut faire varier/ de o à — oo . On trouve encore le même résultat, parce qu’on a alors, comme il est facile de le voir {fig. 90),
■ tanga =
m' — m I -+- mm'
■ ?. fl)'
. 2 ab‘‘
x^-^-y’ — fl’
Remarques. — I. L’équation d’un diamètre quelconque étant / = mx, l’équation de son conjugué est
On a donc aussi
tanga ;
— fl’ ni’
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Pour que tanga soit zéro, il faut donc qu’on ait
h’—a'm' = o ou m — dt-i
ce qui conduit aux asymptotes qui représentent, sous ce point de vue, deux diamètres conjugués confondus.
Pour que tanga soit oo , il faut qu’on ait
et il en résulté
ce qui montre que les axes de l’hyperbole sont ses seuls diamètres conjugués rectangulaires.
II. Pour tracer deux cordes supplémentaires ou deux dia~ mètres conjugués faisant un angle donné, il suffit de construire sur l’un des diamètres transverses de l’hyperbole un segment capable de cet angle. En joignant aux extrémités du diamètre considéré l’un des points d’intersection de la circonférence décrite et de l’hyperbole proposée, on obtiendra un système de cordes supplémentaires répondant à la question.
Hyperbole rapportée à un système de diamètres conjugués.
188. Supposons qu’on prenne pour axes coordonnés deux diamètres conjugués. L’équation de l’hyperbole devra, pour chaque valeur de l’une des variables, donner deux valeurs de l’autre variable égales et de signes contraires ; en effet, chaque diamètre divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’autre. L’équation de la courbe sera donc alors nécessairement de la forme
Na’-h P = O ou —
Supposons que le diamètre transverse ait été pris pour axe des X. Désignons par a a' la longueur de ce diamètre. En faisant y= O, nous devrons avoir
d’où
En faisant x = o, on devra trouver pour y une. valeur imagi-
naire, ou pour sera donc
d’où
Par conséquent, l équation de l'hyperbole rapportée à un système de diamètres conjugués sera
a' et b' étant les longueurs du demi-diamètre transverse et du demi-diamètre imaginaire.
189. Remarques. — I. L’équation trouvée étant de même forme que l’équation de l’hyperbole rapportée à ses axes, toutes les propriétés et toutes les équations qui ne dépendent dans ce cas que des axes 2.a et ib, dépendront d’une manière identique des axes 2a' et ib' , lorsque l’hyperbole sera rapportée à un système de diamètres conjugués.
En particulier, les équations des asymptotes seront
Les deux équations ^ ' et = i représen-
tent alors (173) deux hyperboles conjuguées. On voit que lorsque deux hyperboles sont conjuguées, les diamètres transverses de l’une deviennent les diamètres imaginaires de l’autre, et réciproquement.
IL Puisque les équations des asymptotes de l’hyperbole rapportée à un système de diamètres conjugués sont
les diagonales de tous les parallélogrammes construits sur les différents systèmes de diamètres conjugués se confondent ou coïncident avec les asymptotes (34).
Celte importante propriété montre que OD étant un demidiamètre transverse (^g". 91), si l’on mène par le point D et entre les deux asymptotes une tangente H1)G à l’hyperbole (tangente qui sera parallèle au diamètre conjugué de OD), DG ou DH représentera le demi-diamètre conjugué de OD.
III. i
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une valeur essentiellement négative. On po-
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111. Oa voit en mémo icmps par là que l’hyperbole ne peut en général présenter de diamètres conjugués égaux. En effet, au lieu d’un parallélogramme (îllG'H' (Jig. 91), on aurait alors un losange dont les diagonales seraient à angle droit. Il ne peut donc y avoir de diamètres conjugués égaux que lorsque les asymptotes sont à angle droit, c’est-à-dire dans l’ hyperbole équilatère, et alors ils le sont tous.
L’équation de l’hyperbole équilatère rapportée à un système de diamètres conjugués est donc (puisque a' = b'}
— — =-t;=i ou — r^ = aK a^ rt ’
190. Cherchons s’il existe une relation constante entre les longueurs de deux demi-diamètres conjugués.
Désignons par {x’, y') et {x", y"), les coordonnées des extrémités D et E des demi-diamètres conjugués OD et OE (Jig. gi ). Soient a' et b' les longueurs de ces demi-diamètres. On aura
a'^=:x'^-hy'‘, b'^=x''^+y"^.
Les coefficients angulaires des deux diamètres étant expri-
Y * yJf
més par les rapports devront satisfaire à la relation
générale
de sorte qu’on aura On en déduit
mm — —, a-
Le point (x',y') étant sur l’hyperbole proposée, et le point (x", j~") appartenant à l’hyperbole conjuguée (189), on aura
r'’ = -,(x'^— a=), y"== (x'^-ya^).
11 en résulte, en substituant dans la relation précédente et en simplifiant,
(x'^-a^)(x''’-ha’) = x'^x"^,
d’où
(0 ou ^ * — ■. — I.
GÉOMÉTHIE ANALYTIQUE. ipS
Mais les équations de condition
prouvent alors immédiatement qu’on a aussi
= ' y''-r^=-bK
Ajoutant les équations ( i ) et (2), nous aurons
(x'’ ■+-/') — {x"’-h y"‘) =a^—b‘, c’est-à-dire, en remplaçant les parenthèses par leurs valeurs,
fl"—
La différence des carrés de deux diamètres conjugués de l’hyperbole (^a"‘ — 4^^’) donc constante et égale à la différence des carrés des axes[^a? — 4^’)-
' 191. Considérons [fig-^^] le parallélogramme inscrit entre les deux hyperboles conjuguées, dont les côtés sont égaux aux diamètres conjugués proposés, et dont les angles sont ceux de ces diamètres. Cherchons l’expression de l’aire d’un pareil parallélogramme.
Le parallélogramme construit sur les demi-diamètres OD et OE eh sera le quart. Son aire aura pour expression OD = a', multipliée par la perpendiculaire EL abaissée du point E sur OD. Or y—mx étant l’équation de OD, et le point E ayant pour coordonnées x" et y ", on aura
UT — r"—rn^" _ y"^'—y'x"
en remplaçant m par sa valeur ^5 et l’aire du parallélogramme construit sur OD et sur OE sera (puisque a"=
Mais
a'X.£:rr'.^"=y.''x'-r'x”.
Si l’on remplace x'^ et x"‘ par leurs valeurs déduites des équations des deux hyperboles conjuguées, et si l’on tire de la rela-
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lion générale = —> x' x”=-j~ -ff, il viendra (190)
OC oc Or O
c’esl-à-dire
(y"x' — y' x"f=à‘{y"'‘ — y'^)=a?b^ ou y"x’ — y' x" = ab.
L’aire [^{y” x' — y' ^"}] du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués de l'hyperbole est donc constante et égale à celle (4 ab) du rectangle construit sur les axes.
Le premier des deux théorèmes d’Apollonius est donc seul modifié, lorsqu’on passe de l’ellipse à l’hyperbole.
En désignant par a. rangle*de deux diamètres conjugués, on peut exprimer l’aire du parallélogramme construit sur les demi-diamètres par a'6'sin a. Les axes et deux diamètres conjugués quelconques sont donc liés, dans l’hyperbole, par les relations
fl’’ — b''‘z=a} — A’, a'A'sina = aA.
Remarque. — On pourrait, pour démontrer les deux théorèmes précédents, employer le même procédé que celui suivi pour l’ellipse (1G3, 16i), en remplaçant le cercle par une hyperbole équilatère, c’est-à-dire en considérant l’hyperbole proposée comme la projection d’une hyperbole équilatère ayant même axe transverse.
Asymptotes.
192. Les asymptotes ont pour équations, suivant que la courbe est rapportée à ses axes ou à deux diamètres conjugués,
y — ±-x ou r=±—;X.
On peut considérer les asymptotes comme les limites des tangentes à la courbe, lorsque le point de Contact s’éloigne à l’infini; ou comme les limites des diamètres conjugués de l’hyperbole, lorsque le coefficient angulaire de l’un d’eux tend
vers ± — a
On peut encore regarder les asymptotes comme le lieu des sommets des parallélogrammes construits sur les diamètres conjugués.
L'équation de V hyperbole, rapportée à ses asymptotes, est de la forme (91, Rem. 1 ; 121)
x'y' = consume.
Pour trouver celle consume, considérons (fig. 92) le sommet A : ses coordonnées par rapport aux asymptotes sont égales, car le triangle AOR est évidemment isocèle. De
AO = a = 2 OR cos AOR
on déduit
OR . AR
et
Remarques. — I. Cette équation montre que le parallélogramme construit sur les coordonnées d’un poinltfuelconque M de l’iiyperbole rapportée à ses asymptotes a une aire consunte,
puisque celte aire est égale à x'j'sin 0 ou à ^sin 0, en désignant par 0 l’angle des asymptotes.
Si l’on appelle p l’angle 7' O x, on a
sin 0 = sin 2^ = 2 sin (3 cos p — P
2ab
Il vient donc
_ gin 0 ~
i-l-Ung’P a’ ab
Le rectangle construit sur les axes ayant pour aire ^ab, l'aire du parallélogramme constant dont il s’agit est la huitième partie du rectangle construit sur les axes, ou du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués.
On arriverait immédiatement à ce résuilat, en remarquant que le losange AROS a pour diagonales a et (Trig., 59).
II. Quand l’hyperbole est équilatère et qu’elle est rapportée à ses asymptotes alors rectangulaires, son équation est
193. On arrive facilement aux résultats précédents par la transformation des coordonnées.
Les formules pour passer des axes rectangulaires Oj et Ox aux axes obliques Oy et Ox', sont (26) :
x = x'cos «-4- j' cos (3, j = a7'sin«+j'sin (3.
Dans le cas considéré, on a .
« = — P et tangp = ~
11 viendra donc
Mais
et
X — {y -\~x')cos^, x={r' — a:')sinp.
sin (3 =
cos (3 =
tang(3
^ I ■+■ lang’(3 é’
(/ 1 + tang’ P
Les formules de transformation seront donc finalement
\Ja?->rb^ ’ \! a} 6’
En substituant dans l’équation aux axes ^ ^
leurs de - et de t déduites de ces formules, il vient a b
d’où
c’est-à-dire, en supprimant les accents.
194. La considération des asymptotes conduit à la manière la plus simple de déterminer la tangente en un point de l'hyperbole.
En effet, si l’on veut mener la tangente au point D [Jig. 91), et si l’on suppose le problème résolu, on sait (189, 11) que la tangente GH sera parallèle au diamètre conjugué du diamètre OD, et que GD ou DH représentera la demi-longueur de ce diamètre conjugué. Le point D étant le milieu de GH, si l’on
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mène son ordonnée DP el son abscisse DQ par rapport aux asymptotes, le point P sera le milieu de la distance OH, et le point Q le milieu de la distance OG. Pour avoir le pied de la tangente sur chacune des asymptotes, il suffit donc de doubler les coordonnées du point de contact par rapport à ces mêmes asymptotes. En joignant alors l’un des points ainsi déterminés au point de contact donné, on aura la tangente demandée.
On peut facilement vérifier celte construction, en cherchant l’équation de la tangente à l’hyperbole rapportée à ses asymptotes.
En se rappelant la formule générale
on trouve immédiatement ^l’équation de la courbe étant
On en déduit
x,y — j-,x, = — ou, en divisant par lytX,,
Cette équation montre que les coordonnées à l’origine de la tangente sont bien 7x, et 7y,.
195. L’hyperbole et ses asymptotes interceptent sur une sécante des longueurs égales [Jig- g3).
Soit la sécante NMM'N'. Rapportons l’hyperbole au dia- • mètre OD qui passe par le milieu de la corde MM' et à son conjugué OE. On aura
NM = N'M
Ce théorème permet de construire facilement l’hyperbole, lorsqu’on connaît les asymptotes et un point de la courbe. Car, en menant par le point donné M la sécante NMN' terminée aux asymptotes, il suffira de prendre N'M' = NM, pour
avoir en M' un second point de l’hyperbole. Et en répétant la même construction pour d’autres sécantes passant par l’un des points déjà déterminés, on obtiendra autant de points de l’hyperbole qu’on voudra.
Si l’on donne une asymptote et trois points, il n’y a qu’à mener les sécantes qui joignent l’un des points donnés aux deux autres, pour trouver (en appliquant le même théorème) deux points de la seconde asymptote, et pour revenir à la construction précédente.
190. Le produit des segments déterminés sur une sécante par un point de l’hyperbole et les deux asymptotes, est égal au carré du demi- diamètre parallèle à la sécante.
Considérons d’abord la sécante NMM'N' [Jig. g3). Désignons par a' et b’ les demi-diamètres conjugués OD et OE. Si nous y rapportons la courbe, son équation sera
L’équation de l’asymptote supérieure sera en même temps
Il viendra donc
et MP’ = ^,x=— 6”, a” a”
d’où
NP’— MP’ = (NP — MP)(NP-f-MP) = NM.MN'=6'>.
S’il s’agit de la sécante MRR'M' {Jig. 94), on aura
et RQ> = |^y=,
d’où
MQ> — RQ> = ( MQ — RQ ) { MQ -f- RQ ) = MR . MR' = a’K
Quadrature de l'Hyperbole.
Soit l’hyperbole xy= rapportée à ses asymptotes
On demande d’évaluer l’aire comprise entre l’arc MM', les deux ordonnées MP et M'P' et l’axe Ox (Jig. g5).
Si l’on désigne par u l’aire cherchée, on aura (164), 0 étant toujours l’angle des asymptotes,
«'= rsm9 = T sinS'--
aoi
Il en résulte {Compl. d’Jlg., 100)
« = -T-sinÔ.l.x-j-C.
Si l’on suppose OP = /n,’on aura
u = O pour x — m.
La constante G sera donc égale à
— sin0.l. m.
Par suite
M = — sm0.l. —
li ne restera plus, pour calculer «, qu’à remplacer x par sa valeur OP'. Si l’on veut employer les logarithmes vulgaires,
on devra multipiier log— par
Cette correspondance entre i’hyperbole et ies logarithmes népériens leur a fait donner aussi le nom de logarithmes hyperboliques.
Eile se marque mieux encore lorsqu’on considère i’hyper-
bole équilatère et qu’on prend l’ordonnée du sommet - pour
unité de longueur. Dans ce cas, l’angle des deux asymptotes étant droit, on a simplement (en supposant le point M confondu avec le sommet A de la courbe)
Questions diverses.
198. I. Les perpendiculaires abaissées des foyers de thyperbole sur une tangente à la courbe ont pour moyenne pro/Mirtionnclle le demi-axe non transrcrse.
Nous prendrons l’équation de la tangente sous la forme
y — mx — ^a'nd — b‘= o.
Comme les coordonnées des deux foyers sont o et c, o et — c, et que la tangente passe nécessairement entre eux (180), c’est-à-dire que l’un est au-dessus et l’autre au-dessous, on aura pour les distances des foyers à cette tangente
, — me — a'‘ nd — mc — J/i'nd — b‘
— ^ I nd 1 4- ud
Il viendra donc
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I/’ — — m' c} — ( c’ — rt’ )ni‘ —
d’où, en remplaçant c‘~à‘ par et en divisant par — (i +'«’),
199. n. Trouver le lieu décrit pur le sommet <Viin angle déterminé dont les cotés restent constamment tangents à une hyi>erbole donnée.
Soit
l’équation de l’hyperbole proposée. Soient
( I ) r = mx + sja^nd — lé.
les équations des deux tangentes à la courbe. Si elles font l’angle voulu %, on devra avoir
tanga =
m — m’ I + mm'
Si l’on considère les équations (i) et (a) comme simultanées, y et x représenteront les coordonnées du sommet de l’angle mobile. On déduit de l’équation (i)
(_>• — mx y = cé né — b".
d’où, en ordonnant par rapport à /«,
(4) («’ — x")m'‘+-i.xy.m — + ’) — o.
Le résultat fourni par l’équation (a), traitée de la même manière, ne diffère du précédent que par le changement de m en m'. Par suite l’équation ( 4 ) a pour racines m et m'. On a donc
m + m = -1 mm = — . -r — ,
d’où
I j, ; rn 7 1 i\Ja''Y'‘ — léx‘-^n^b‘
m — m’ = ^( m 4- /«')’ — 4 mm' — — — ^ — 3 ;
L’équation ( 3 ) donne alors
tanga =
a \Jféy^ — lé a' lé .
rp — xé — b — y’’
telle sera l’équation du lieu.
Si l’on suppose droit l’angle des deux tangentes, on doit poser
c’est-à-dire
tanga =: X ,
— x' — lé — r’ = ".
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On trouve alors pour l’équation du lieu
ii‘ — é’.
Le Ifeu est, dans ce cas, une circonférence concentrique à l’hyperbole donnée et ayant pour rayon j/a’ — b^. Pour que ce lieu existe, il faut qu'on ait
ou que f hyperbole tombe dans Fangle aigu des asymptotes.
Ce lieu se réduit à un point, qui est le centre de l’hyperbole, si, cette hyperbole devermnt équiùitère, on a
ce qui veut dire que les asymptotes d’une hyperbole équilatère sont les seules tangentes à angle droit.
Enfin le lieu disparait, si l’on a
ou si r hyperbole est située dans Fangle obtus formé /Mtr ses asymptotes. Dans ce cas, en effet, l’angle formé par deux tangentes issues d’un même point étant nécessairement plus grand que l’angle obtus des deux asymptotés ou plus petit que leur angle aigu (181 ), ne peut être droit.
200. III. Vérifier par F analyse que le lieu des sommets des parallélogrammes qui correspondent aux diamètres conjugués (Time hyperbole donnée, se compose des deux asymptotes.
Des deux côtés adjacents de l’un des parallélogrammes considérés, l'un est tangent à l’hyperbole proposée, l’autre à son hyperbole conjuguée. Les équations des quatre côtés de ce parallélogramme seront donc
( I ) r = mx -P \Ju^nF—b'^,
LesJcoelBcionts angulaires m et m' qui se rapportent aux directions de deux diamètres conjugués, doivent d’ailleurs satisfaire à l’équation do condition
(3) mm' =
On déduit de l’équation ( 3 ) <
L’équation (a) devient alors
(4) ' fi‘my= b\t ± ah \^a^nF— lè.
On tire de l’équation (i), en regardant dans le.« éfpiations proposées j cl x
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comme les coordonnées des sommets du parallélogramme,
yjd‘nx^ — b' = ±[mx — /).
Si l’on substitue cotte valeur dans l’équation { 4 ), il vient a^my— Px ± ab[mx — j), am[ay qp bx) = zp b{ay =f bx)
[nm ± b) [ay rp bx) = o.
c’es^à-di^e
ou
Les signes supérieurs et inférieurs doivent être pris ensemble. On satisfera à l’équation trouvée, en posant
ou bien
ay^zbx = o.
La première relation donne /ti= ±-> et correspond aux diamètres conjugués dirigés suivant les asymptotes. La seconde relation donne
Elle représente réellement le lieu demandé, et l’on voit que ce lieu n’est autre chose que l’ensemble des deux asymptotes.
201. IV. Etant donné un arc iThyperbole, retrouver les éléments de la courbe (fig. 96).
En menant deux cordes parallèles quelconques mm\ nn', et en joignant leurs milieux, en aura un diamètre transverse OH de la courbe. On en obtiendra un second OM, en prenant deux autres cordes parallèles pp' etqq'. Les deux diamètres construits feront connaître par leur intersection le centre Ode l’hyperbole. On aura alors la direction du diamètre conjugué de l’un des diamètres tracés, en menant par le centre de l'hyperbole une parallèle aux cordes qui l’ont déterminé. On connaîtra donc les directions de deux diamètres conjugués et la demi-longueur OH = a! de l’un d’eux. Pour déterminer la demi-longueur OK = b' du second diamètre, menons une tangente à l’hyperbole par le point M, c’est-à-dire une parallèle aux cordes pp' et qq'. L’hyperbole étant rapportée aux axes OH et OK, l’équation de cette tangente sera
,r.r, rr,
Si l’on y fait x = o, il vient
yy, = -b” ou ê"=OT'.MP,
en remplaçant y par — OT'. Le demi-diamètre cherché sera donc une moyenne proportionnelle aux longueurs OT' et MP. Connaissant l’angle HOK et les longueurs a' et b', on achèvera le parallélogramme construit sur les deux diamètres conjugués, et les diagonales de ce parallélogramme
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seront les asymptotes de l’hyperbole. Les axes sont d’ailleurs les bissectrices des angles des asymptotes. Pour avoir leurs longueurs, on peut se servir de la tangente déjà tracée dont l’équation par rapport aux axes est
■^•^1 xr, _ ,
fl’ é’ ~ ’
et qui donne xx, = a’ pour jr = o. On doit remarquer que, connaissant fl, on a immédiatement b, puisque les asymptotes sont tracées {189, II). Pour déterminer a, on peut aussi avoir recours au théorème du ii” 196.
PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE
Rappel des notions précédentes.
2(fâ. L’équation d’une parabole peut toujours être ramenée à la (orme
(,) x^=apx.
“i P est le paramètre de la courbe. Les axes étant supposés rectangulaires, l’axe des x est \axe de la parabole. Elle na qu’un sommet qui est l’origine des coordonnées ; elle n’a pas de centre, ou son centre est à l’infini.
La valeur
(a) y=±^ipx,
déduite de l’équation ( i ), prouve que l’on ne peut donner à x que des valeurs de même signe que p : la parabole s étend donc d’un seul côté. Lorsqu’on fait croître x (en valeur absolue) de O à 00 , croît de même de o à oo .
On obtient le/ojerF en portant sur l’axe de la courbe(^gT- 97 )> dans le sens où elle s’étend et à partir du sommet, le quart
^du paramètre ap.
Pour avoir la directrice, il suffit de se rappeler (1^) que son équation est
On n’a donc qu’à prendre, de l’autre côté de l’axe des y, OD = 0F, et à élever par le point I) une perpendiculaire DL à l’axe de la courbe. La distance du foyer à la directrice est
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donc égale au demi-paramètre p, et le sommet est au milieu de cette distance.
Si l’oii considère un point M quelconque pris sur la courbe, le rayon vecteur MF a pour expression
La courbe a bien la forme indiquée sur la figure. On le voit
en remarquant que le coefficient angulaire de la tangente ^
décroît depuis oo pour j = o jusqu’à o pour j = oo . L’arc OB tourne donc sa concavité vers les j négatifs (82). La courbe, en s’éloignant des axes coordonnés, tend à devenir paraHèle à son axe.
Si l’on considère un point intérieur e la parabole, il aura, en valeur absolue, une ordonnée inférieure à celle du point de la courbe qui a la même abscisse. Si l’on considère un point extérieur à la courbe, il aura une abscisse moindre algébriquement que celle du point de la courbe qui a la môme ordonnée. Par suite, selon qu’un point (2r,j) est intérieure la parabole, extérieur à la parabole, ou lui appartient, on a
y^—7.px y->—7px>o, r^=7px.
Enfin, il est évident que, pour un point N intérieure la courbe, on a , en comparant son rayon vecteur NF à sa distance NQ à la directrice,
NF < NQ.
Pour un point N extérieur à la courbe, on a au contraire
NF > NQ.
Ainsi les points intérieurs à la parabole sont plus rapprochés du foyer que de la directrice ; c'est le contraire pour les points extérieurs.
L’équation (1) donne
Les carrés des ordonnées de la courbe sont donc proportionnels aux distances de leurs pieds au sommet de la parabole.
Si l’on fait dans l’équation (i)
OF
Oi
on trouvo
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L’ordonnée du point de la courbe qui se projette au foyer représente donc le demi-paramètre ; en d’autres termes, si Von mène par le foyer une corde perpendiculaire à Vaxe, elle représente le paramètre de la parabole.
Menons par le sommet une droite inclinée à 45" sur l’axe de la parabole , c’est-à-dire bissectrice de l’angle des axes. Son équation étant y = x, son second point d’intersection avec la parabole aura 2 p pour ordonnée ou pour abscisse.
203. On peut regarder la parabole comme la limite d’une ellipse dont l’un des foyers et le sommet correspondant restent fixes, tandis que le grand àxe croît indéfiniment.
Nous savons, en effet (66), que si l’on rapporte une ellipse à son grand axe et à la tangente au sommet X' {Jîg. 98), son équation devient
ou
T’ -f- b’x^ — 2 ai’ X = O, i’ i’ ,
r’ — 2 — X rX’.
•'an’
Les points A' et F' devant rester invariables, on peut poser
Il en résulte
c’est-à-dire
a ^ Ha «’ a 4«
A mesure que a augmente, — converge vers p, tandis que —
tend vers zéro. A la limite , c’est-à-dire pour a = co, l’équation ( I ) devient donc
y’=.y. px :
elle représente une parabole dont le paramètre est 2/1, c’està-dire qui a les points A' et F' pour sommet et pour foyer.
On voit maintenant pourquoi la quantité 2 — [qui représente
la corde menée par l’un des foyers de l’ellipse perpendiculairement au grand axe (202)] s’appelle souvent paramètre de l’ellipse.
On peut appliquer ce qui précède à l’hyperbole.
20V. Remarque. — Nous avons trouvé (67) pour équation de
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l’hyperbole rapportée à son axe transverse et à la tangente au sommet de droite A,
fl’ — lab'x = O,
ou
Zi> 6’
— est encore le paramètre de l’hyperbole. Si l’on pose d’une manière générale
on voit que Yéquation
(A) jr‘=2px + qx^
peut représenter les trois courbes du second degré; suivant qu’on a q<^o, q~^o, q = o, la courbe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.
Construction de la courbe.
Première construction. — L’équation 2/72: montre
que l’ordonnée y de la courbe est une moyenne proportionnelle entre le paramètre 2^ et l’abscisse x. On portera donc sur l’axe, à partir du sommet O et du côté où la courbe ne s’étend pas, une longueur OR = 2p. Les points P, P', P", ...» étant les pieds des ordonnées des points M, M', M", . . ., de la parabole, on obtiendra ces points en décrivant des circonférences ayant RP, RP', RP", . . . , pour diamètres, et en menant par leurs intersections H, H', H", . . . , avec l’axe des y, des parallèles à l’axe de la parabole, jusqu’aux ordonnées qui correspondent aux points P, P', P"
206. Seconde construction. — Chaque point de la parabole devant être également distant du foyer et de la directrice, on peut aussi employer le procédé suivant pour construire la courbe par points.
Soient le foyer F et la directrice ïih{fig, 100). Le sommet O sera au milieu de la distance FD qui sépare le foyer de la directrice. Considérons sur l’axe Ox un point P quelconque, situé au delà du point O. Pour trouver les points de la courbe (|ui se projettent en P, il suffit évidemment de décrire du foyer F comme centre, avec la distance PD du point P à la directrice pour rayon, une circonférence de cercle qui coupera
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l’ordonnée élevée au point P en M et en M'. Les points M et M' appartiendront à la parabole puisqu’on aura MF = PD = MQ. Il y aura toujours rencontre, jiarce que FM = PD est toujours plus grand que PF. Chaque construction particulière donnera deux points de la courbe, placés symétriquement par rapport à l’axe’Ox.
207. Troisième construction. — On peut tracer mécaniquement un arc de parabole d’un mouvement continu.
On place une règle le long de la directrice DL [Jig. loi). Un fil est attaché, d'une part au foyer F, de l’autre au sommet R d’une équerre LQR, et sa longueur est égale à celle du grand côté QR de l’équerre. Si l’on fait glisser l’équerre par son petit côté le long de la règle, et si le fil est en même temps tendu le long de QR à l’aide d’une pointe à tracer, cette pointe décrira un arc OS de parabole ; car on aura à chaque instant
MF+MR = QR
. c’est-à-dire
MF = MQ.
Tangente et Normale.
208. L’équation de la tangente à la parabole en un point (x,, y*,) est immédiatement (73), d’après l’équation de la courbe,
Il faut joindre d’ailleurs à cette équation l’équation de condition
r? = 2/>xi.
L’équation de la tangente, qu’on peut écrire
— y \ =px — px, ou yy, — i px, = px — px, , revient donc à celle-ci :
yy, = p{x -h X,).
Pour construire la ungente, on peut chercher les points où elle coupe les axes. Si l’on suppose y = o, on trouve
si l’on suppose x = o, on trouve
E^=Zl.
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On voit qn’on peut encore meure l’équaiion de la langenle sous la forme
Ce qu’on vient de dire montre que chaque coordonnée de la tangente par rapport à l’origine ne dépend que de la cooi'donnée du point de contact sur l’axe considéré.
Si l’on veut avoir la tangente au point M dont les coordonnées sont MP et OP {fig. 102), on n’aura donc qu’à prendre de l’autre coté du sommet, OT = OP ou bien, sur la partie po-
MP
silive de l’axe des = En joignant le point M au
point T ou au point H, on obtiendra la tangente à la parabole au point M.
La distance TP entre le pied de l’ordonnée du point de contact et le point où la tangente rencontre l’axe des a: s’appelle la sous-tangente par rapport à cet axe. La sous-tangente TP, par rapport à l’axe des x, est égale au double de l’abscisse du point de contact, puisque OT = OP.
La distance HR entre le pied de l’abscisse du point de contact et le point où la tangente rencontre Taxe des r, est la soustangente par rapport à cet axe. D’après ce qu’on vient de dire , la sous-tangente HR, par rapport à l’axe des y, est égale à la moitié de l’ordonnée du point de contact.
209. L’équation de la normale en un point donné (x,, de la parabole est
On en déduit
pr—px> = ^ + ^<X' ’
ou
px-^.r>^=x< (/>+•*•.)•
Si l’on suppose / = O dans cette équation, il vient
Cette valeur représente l’abscisse du point N où la normale vient couper l’axe des x.
La distance N P entre le pied de l’ordonnée du point de contact et le point où la normale rencontre l’axe desx{Jig. 102) s’appelle la sous-normale par rapport à cet axe. Cette sousnormale a pour expression
ON — OP 00 P Xt — X,— p.
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Ainsi, dans Ui parabole, la sou s-no r male est constamment égale au demi-paramètre de la courbe. (C’esl là une propriété caractéristique de la parabole.)
On aurait pu y arriver immédiatement en remarquant que, d’après le triangle rectangle tMN, l’ordonnée MP du point de contact est moyenne proportionnelle entre la sous-tangente TP et la sous-normale NP. On a donc
On voit que, le point M se confondant à la limite avec le sommet de la parabole, le pied N de la normale sur l’axe de la courbe se confond avec un point situé à une distance du sommet égale à ou double de OF.
210. Si par un point M pris sur la parabole on mène une parallèle A l'axe du côté de la directrice , la tangente au point M est la bissectrice de l’angle formé par cette parallèle et par le rayon vecteur MF (jig. loa).
Considérons le triangle FMT. On a (202)
MF = ar,-f-^, TF = OT-|-OF = a:, -i-^-
Le triangle FTM est donc constamment isocèle, et l’angle TMF, égal à l’angle MTF, est aussi égal à l’angle alterne-interne TMQ, c’est-à-dire que la tangente MT est bien la bissectrice de l’angle FMQ.
La normale MN est, à son tour, la bissectrice de l’angle MFQ', formé en prolongeant la parallèle à l’axe du côté opposé à la directrice.
Remarques. — I. Si l’on prolonge la tangente suivant MT', l’angle T'MQ', égal à l’angle 'FMQ, sera égal à l’angle TMF. Par conséquent, le rayon vecteur MF et la parallèle MQ' à l'axe, situés tous deux d'un même côté de la tangente en M, sont également inclinés sur cette tangente, de part et d" autre du point M (*).
IL On peut facilement construire la tangente [fig. 102) en remarquant que le triangle FMQ (DL étant la directrice) est isocèle. La tangente MT étant bissectrice de l’angle FMQ, sera
{*) Tout rayon lumineux ou calorifique qui vient rencontrer la parabole parallèlement à son axe» sc réfléchit donc au foyer. Réciproquement, si la source est placée au foyer» les rayons qui en émanent sont rendus parallèles par l’interposition delà parabole.
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perpendiculaire sur le milieu de la base FQ de ce triangle. On n’aura donc qu'à abaisser du point M la perpendiculaire MQ sur la directrice. , à joindre FQ, et à abaisser MT perpendiculaire sur FQ, pour avoir la tangente au point M.
[II. Le pied H de la tangente MT sur FQ est le milieu de FQ ; le point 0, sommet de la courbe, est le milieu de la distance FD du foyer à la directrice : le point H doit donc se trouver sur Taxe Oy. On en conclut que le lieu des projections du foyer sur les tangentes à la parabole n’est autre que lu tangente au sommet.
IV. La figure MQFN étant un parallélogramme, on a NF = MQ = MF.
Le triangle FMN est donc Ksocèle comme le triangle FMT, et , le foyer F est le milieu de l’ hypoténuse du triangle rectangle formé par l’axe avec la tangente et la normale en un point quelconque.
211. Si l’on veut mener à la parabole une tangente passant par un point extérieur donné, les inconnues du problème seront les coordonnées x„ y,, du point de contact. En désignant par a, (3, les coordonnées du point donné, on aura à résoudre les deux équations
(1) Py,=p{a -y X,),
(2) . y‘=2px,.
La première exprime que la tangente cherchée passe par le point donné.
Si l’on regarde les inconnues x,, ji, comme des coordonnées courantes, il faudra déterminer les points où la droite représentée par l’équation (i), c’est-à-dire la corde des contacts, coupe la parabole proposée représentée alors par l’équation (2). En joignant les points d’intersection obtenus au point donné, on aura les deux tangentes qui répondent à la question.
Il est facile de vérifier que le problème est toujours possible et admet deux solutions, lorsque le point (a, (3) est bien extérieur à la courbe.
212. On peut aussi, en s’appuyant sur ce qui précède, mener géométriquement une tangente à la parabole par un point extérieur.
. Du point donné N comme centre, avec NF pour rayon, décrivons une circonférence [fig. io3). Le point N étant extérieur, sera plus jirès de la directrice que du foyer, et la circonférence décrite coupera la directrice en deux points L et L'.
Digilized by Goo<}le
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On mènera les cordes FL el FL', et du point N on abaissera sur ces cordes les perpendiculaires NT et NT', qui seront les tangentes demandées. En effet, menons par les points L et L' des parallèles à l'axe jusqu’à la rencontre des droites NT et N'T' en M et en M'. On aura
MF = ML; M'F = M'L
les points M et M' appartiennent donc à la parabole. De plus, les droites NT et NT' coupent en deux parties égales les angles FML et FM'L' (210).
213. Si l’on veut mener à la parabole une tangente parallèle à une direction donnée, les inconnues du problème seront encore les coordonnées du point de conlact. Soit m le coefficient angulaire qui correspond à la direction donnée. On aura à résoudre les deux équations
(2) Jî = 2px,.
On voit immédiatement que le problème est toujours possible. Les équations (i) et (2) montrent d’ailleurs que le point de contact demandé résulte de l’intersection de la parabole proposée et de la droite ji = qui est parallèle à son axe.
Il est d’ailleurs préférable de chercher l’équation générale des tangentes à la parabole, indépendamment des coordonnées du point de contacta Prenons la droite j = /n.r-f- n, et cherchons la relation qui doit exister entre les constantes m et w, pour que cette droite soit tangente à la parabole y'=ïpx. Si l’on élimine y entre les deux équations, il vient
m’ X* -I- 2 {mn -^p)x -\-n^ = o.
Si la droite considérée est tangente, les racines de l’équation résultante doivent être égales, d’où la condition
[mn — i
c'est-à-dire
— 2 mn 4- P = O ou « = —
L’équation générale des tangentes à la parabole est donc
y = mx -H -t— , 2 m
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et en y donnant à /n la valeur indiquée, on répondra immédiatement à la question : la parabole n’admet qu’une seule tangente parallèle à une direction donnée.
214. Si l’on veut résoudre géométriquement le problème proposé, on se rappellera que le lieu des projections du foyer sur les tangentes à la courbe est la tangente au sommet. Par suite, si la droite GG' marque la direction donnée [fig. io4), il suffira d’abaisser du foyer F sur cette droite la perpendiculaire FK qui coupera la tangente 0^ au point H ; en menant par le point H une parallèle TH à GG', le problème sera résolu. Pour avoir le point de contact de cette tangente TH, on prolongera la perpendiculaire FK Jusqu’à son point de rencontre Q avec la directrice ; et, par le point Q, on mènera une parallèle à l’axe. Le point M où cette parallèle coupera TH, sera- le point de contact demandé. En effet, le point 0 étant le milieu de FD, le point H est le milieu de FQ. Par suite, MF = MQ. Le point M est donc à la parabole, et la droite THM est la bissectrice de l’angle FMQ.
Il est bon de remarquer que les dernières constructions indiquées (212, 214) ne supposent pas la parabole tracée.
Diamètres.
215. Pour trouver l’équation des diamètres de la parabole y^ = o.px ou — %px = o, rappelons-nous (112) qu’il faut égaler à zéro la somme des dérivées partielles du premier membre de l’équation par rapport à j et à x, après avoir multiplié la dérivée relative à j par le coefficient angulaire m du système de cordes considéré.
Il viendra donc pour l’équation demandée
?.my — 2n = (> ou
Ainsi, comme nous le savions déjà (113), tout diamètre de la parabole est parallèle à l’axe, et toute parallèle à l’axe est un diamètre.
On peut vérifier facilement que la tangente à l’extrémité d ’un diamètre est parallèle au système de cordes conjugué à ce diamètre (114). En effet, la tangente au point (a;,, y,) a pour
coefficient angulaire — ; et le coefficient angulaire des cordes T'
conjuguées au diamètre qui passe par le point (x-, , ri), satisfait à la relation
l'i = î- , (1 ou m = •
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216. Équation de la parabole rapportée à un diamètre quelconque et à la tangente qui lui correspond.
D’après les axes choisis, à une même valeur de x doivent , correspondre deux valeurs de ^ égales et de signes contraires.
' L’équation de la courbe ne renferme donc que des puissances paires de j : ce qui exclut le terme en xy et le terme en y. De plus, l’origine étant le point de contact de la tangente prise pour axe des_^, la parabole passe par l’origine : ce qui exclut le terme Indépendant des variables. Ainsi l’équation, d’après ces premières remarques, serait de la forme
-i- Cx’ -I- Ex = o.
Mais, comme il s’agit d’une parabole, la condition B* — 4AC = o doit être remplie. Puisque B = o, on a donc nécessairement C = O ; ce qui ramène à la forme
A^’-f-Ex = o, ou y' = 'ip'x.
L’équation trouvée étant de même forme que l'équation de la parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet, toutes les propriétés et toutes les équations qui ne dépendent dans ce cas que du paramètre 2p, dépendront d’une manière identique du paramètre ip' , lorsque la parabole sera rapportée à un diamètre et à la tangente correspondante.
> En particulier, l’équation de la tangente à la parabole au point (Xi, J,) étant, dans le premier système,
yy, = P {x -y X,),
cette équation sera dans le second système yy, p' {x + X,);
ce qui montre que la sous-tangente sera toujours égale au double de l’abscisse du point de contact, que les axes choisis soient obliques ou rectangulaires.
Il est d’ailleurs facile d’exprimer p' en fonction de p.
Désignons par(x„/,) les anciennes coordonnées OP et MP du point M (nouvelle origine). Nous aurons, en menant par le sommet O la corde OAB parallèle à la tangente Mj' [Jig. io5):
MA = OT = pP = X, et
MT=v/MP*-|-TP>=v(rî-l-4^; =<JA.
Les coordonnées du sommet O par rapport aux nouveaux axes sont donc exiirimées par
X, cl <^y'\-Jr^x\.
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L’équation y'—%p'x devant être satisfaite par ces valeurs, on aura
d’où
Mais, par rapport aux anciens axes, on a
d’où
Il vient donc
p' — -ip-y^x
Le nouveau paramètre ip' est, par suite, égal à l’ancien paramètre 2 P augmenté de quatre fois l’abscisse de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes. Comme on peut’écrire
Pi
on peut dire encore que la distance du foyer à la nouvelle origine représente le quart du nouveau paramètre.
Aire d’un segment parabolique.
217. Supposons qu’on demande l’aire comprise entre l’arc de parabole MOM' et sa corde MM'(^g. 106).
Rapportons la parabole au diamètre Ox conjugué à la corde MM' et à la tangente correspondante Oy. Son équation sera alors
Si l’on désigne par u l’aire OPM , comprise entre l'arc OM et les coordonnées OP et MP du point M, par 9 l’angle yOx, on aura (IG^ii')
m' = jsin 6 = . sin 6 . *‘.
Il en résulte [Compl. d’Alg., 160):
« = 2 V • sin 0 . a: ’ C.
Pour a; = O, on a « = o. Par conséquent, la constante C est égale à zéro. On a donc simplement
2 , 2 « = - y' a/i'a- . sin 0 . .r = ^ jt a sin 0.
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Dans celle formule, a: el j soni les coordonnées du poini M, exlrémilé de l’arc OM.
Considérons le parallélogramme MPOQ formé sur ces coordonnées. L’aire de ce parallélogramme aura pour expression
yx sin 9. Donc l’aire mixliligne MOP esl les ^ de l’aire du parallélogramme MPOQ. On prouvera de même que l’aire mixliligne M'OP esl les ^ du parallélogramme M'POQ'. On arrive donc à ce résullal remarquable ;
L’aire d’un segment parabolique tel que MOM', est les ^ du
parallélogramme qui a pour côtés la corde et la flèche du segment, cette flèche étant mesurée sur le diamètre conjugué à la corde du segment.
L’aire du iriangle MOM' esl la moilié de celle du parallélogramme MM'QQ'. Si l’on regarde le poini O comme le sommet du segmenl MOM' el là corde MM' comme sa base, on pcul
donc dire encore qu’un segment parabolique équivaut aux ^ du triangle de môme base et de même hauteur.
Questions diverses.
218. I. Vérifier par l'analyse que le lieu des projections du foyer sur les tangentes à la parabole y' = 7.px est la tangente au sommet.
Prenons l’équation de la tangente sous la forme
(i) y=mx-ir-£—
im
L’équation de la perpendiculaire abaissée du foyer sur cette tangente est
Les équations (i) et (2)' sont simultanées, lorsqu’on suppose que x et y représentent les coordonnées du point d’intersection des deux droites considérées. Si on les retranche membre à membre, on obtient
O = mx H z= ( 4- I ) X,
c’est-à-dire
équation de l’axe des y ou de la tangente au sommet.
219; 11. Trouver le lien décrit par le sommet d’un angle déterminé dont les côtés restent constamment tangents à une parabole donnée.
Soit
y' = i,px
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l’équation do la parabole proposée. Soient
les équations des deux tangentes à la courbe. Si elles font l’angle voulu a, on devra avoir'
3) . . _ tanga =—
° 1 -i- mm
Si l’on considère les équations (i) et (2) comme simultanées, r et x représenteront les coordonnées du sommet de l’angle mobile.
On déduira de l’équation (i)
2 mj' — + /J,
d’où, en ordonnant par rapport à ni,
(4) ix.m' — iy.m + p = O.
Le résultat fourni par l’équation ( 2 ) traitée de la même manière ne peut différer que par le changement de m en /«'. Par suite, l’équation (4) a pour racines m et m‘. On a donc
m + ni = — ) mm = x— j
X IX
I — ni'= v/(ni + ni')* — 4
— ipx
L'équation ( 3 ) donne alors
— tanga =
2 vV’ — 2/10-
On en déduit, en élevant au carré,
47^— 4tang’a.x’— 4;i(2 + tang’a)x — /l’tang’a = o.
Cette équation est' l’équation du lieu : elle représente évidemment une hyperbole.
Pour une même valeur de x, cette équation donne deux valeurs de 7 égales et de signes contraires. Par conséquent, l’hyperbole est rapportée à son axe transverse. Pour avoir l’abscisse du centre, il suffira d’égaler à zéro la dérivée partielle du premier membre de l’équation par rapport à X (lH). Il viendra
c’est-à-dire
Stang’a.x — 4/>(2 4- tangua) = o, 2 + tang’a
2tang'a
Si l'on transporte l’origine en ce point, les termes du second degré ne
changeront pas, lu terme en x disparaîtra et le terme indépendant deviendra (12S)
/ y , . J ^ 2 + tang’a
— 4/j(a + tang’a x ;
, , ' ' ° ' atang’a ^
-;>’tang'aH
_ 4/^*(i -î-tang’a) _
,■ ~ tang’a sin^a
L’équation de l’hyperbole rapportée à son centre sera donc
4 — 4 tang’ a . x’ -f- = O,
® sin^a
ou
r'— tang’a. X H — = o.
sin’a
On voit alors que les asymptotes de la courbe ont pour équations y = ± tanga. X.
Si on met l’équation de l’hyperbole sous la forme ordinaire
sin’ a tang’a sin’a
on trouve pour valeur de l’axe transverse
"Àp _ 2/.»cosa sinatanga” sin’a ’
cl pour valeur de l’axe imaginaire
sina
La demi-distance focale de l’byperbole sera donc égale à
/>’cos’a
sin'a
P* ^ P sin’a sin’a
Mais la nouvelle abscisse du foyer de la parabole donnée est, d’après ce qui précède^
p^ (a-t- tang’a)/? _ a;;(i teng’a) _ p 2 atang’a atang’a sin’a
Ainsi le foyer de la parabole se confond avec le foyer de droite de l'hyl>erbole obtenue.
De plus, l’équation de la directrice de la parabole devient (par suite, rie la transposition de l’axe des j au centre de l’hyperbole)
P (a + lang’g)/) p ,
•i a tang’a tang’a’
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tandis que l’équation de la directrice de droite de l’hyperbole est [d’après
la formule connue
sin’a tana’a
tang’a
La directrice de la parabole se confond dohe aussi avec la directrice de droite de l’hyperbole.
Si l’on suppose droit l’angle des deux tangentes à la parabole, on doit poser
tanga = 00 ,
c’est-à-dire, d’après la valeur
— tanga =
t.\J y' — 2 px 2.x -4- P ’
2X P O ou
On en conclut que le lieu des sommets des angles droits circonscrits à ta parabole est précisément la directrice de la courbe.
Il est à noter que, si les tangentes à la parabole doivent faire, au lieu de l’angle a, l’angle supplémentaire n — a, comme l’équation qu’on vient d’étudier contient seulement tangua, rien ne sera changé à la solution. En effet, lorsque deux tangentes à la parabole forment l’angle tt — a, elles forment aussi l’angle a, et réciproquement. En outre, les points situés à droite de la directrice de la parabole correspondent aux tangentes dont l’angle est obtus, et les points situés à gauche aux tangentes dont l’angle est aigu ; donc, la partie de droite de l'hyperbole convenant à l’angle a supposé obtus, la partie de gauche conviendra à l’angle n — a.
fiema/Yjue. — Nous venons de dire que, de chacun des points extérieurs situés à droite de la directrice de la parabole partent deux tangentes dont l’angle est obtus, tandis que l’angle des tangentes qui partent des peints situés à gauche de la directrice est aigu. On le vérifie immédiatement en reprenant l’équation
— tanga =
2px . —2Jr^—2pX
— ou tanga = —
Tant que le point de départ (x, des tangentes sera à droite de lu directrice, on aura
c’est-à-dire
tanga <0.
Lorsque ce point (x, /) sera à gauche de la directrice, son abscisse seèa négative et plus grande que en valeur absolue. On aura donc
c’est-à-dire
2X +]> <0, langa > O.
220. III. Elnnt donne un arc de parabole, retrouver les éléments <le la eourbe.
Si l’oii mène {Jtg. 107) deux cordes parallèles mm', nn', leurs milieux détermineront un diamètre ML do la parabole. La parallèle T'MT menée par le point M aux cordes mm' et nn', sera la tangente à la courbe au point M ; et si l’on fait l’angle TMF égal à l’angle LMT', la droite MF sera un lieu du foyer F (210). Doux autres cordes parallèles pp' et 77' permettront de déterminer un autre diamètre RQ et une autre tangente S'RS. Si l’on fait l’angle SRF égal à l’ànglo QRS', la droite RF sera un second lieu du foyer F qui se trouvera dès lors à l’intersection des droites MF et RF. La parallèle menée par le point F à la direction des diamètres . donnera l’axe de la courbe. Si l’axe coupe l’ârc proposé, on aura le sommet de la parabole en A. Sinon, on abaissera du foyer F sur la tangente T'MT la perpendiculaire FI; le point I appartenant à la tangente au sommet, on n’aura qu’à faire passer par le point I une perpendiculaire à l’axe ; le pied de cette perpendiculaire sur l'axe sera le sommet. Si l’on prend AD = AF, le point D sera le pied de la directrice.
DES SECTIONS CONIQUES ET CYLINDRIQUES
Des sections planes d'nne surface conique de révolution.
221. Nous reviendrons au point de vue des anciens et nous assignerons une nouvelle origine commune aux trois courbes du second degré, en les étudiant comme sections d’un cône par un plan. ’
Considérons une surface conique de révolution, c’est-à-dire une surface engendrée par une droite tournant autour d’un axe fixe qu’elle coupe toujours au même point, et avec lequel elle fait toujours le même angle. Cet angle constant est le demi-angle de la surface qui a pour sommet le point d’intersection de l’axe et de la génératrice : comme il s’agit do droites illimitées, le sommet de la surface la partage en deux nappes indéfinies.
Désignons par 2(3 l’angle de la surface, et coupons-la (Jig. 108) par un plan qui détermine la section AMB. Menons par l’axe HH' un plan perpendiculaire à celui de la section : ce plan coupera le plan de la section suivant la droite AB, et la surface conique suivant les génératrices SF et SG. Nous rapporterons la section AMB à la droite AB prise comme axe des x, et à la perpendiculaire A y à cette droite : cette perpendiculaire A J, intersection du plan sécant et du plan- tangent à la ■surface conique au point A, est évidemment tangente en A à la Courbe AMB [Géom, descri p,, Livre II).
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L’angle S\x mesure l’angle du plan sécant ei de la génératrice SA ; nous le représenterons par a. Nous poserons en outre
' SA = d.
Ceci posé, prenons un point M sur la section et menons son ordonnée MP : MP sera perpendiculaire au plan FSG (Géom., 183). Par MP, conduisons un plan perpendiculaire à l’axe HH' : il coupera la surface (puisqu’elle est de révolution) suivant une circonférence de cercle IML, et l’on aura
MP’ ou r’=IP.PL.
Il suffit donc, pour avoir l’équation de la section AMB, d’exprimer les deux facteurs IP et PL.
Le triangle AIP donne immédiatement
IP sin a
AP ou X cos [3’
c’est-à-dire
X sin a
" — cos(3 ■
Menons par le point P la parallèle PDK à la génératrice SG. Nous aurons
PL = DC=AC — AD
Le triangle SAC donne
AC = 2</sinp.
Le triangle ADP donne ensuite
AD sin (« 3 P)
d’où
Il en résulte
AP ou X cos (3 37 sin (a -4- 2(3)
AD
cos (3
«T J • a Sin («-h 2 0)
PL = 2cf sm 0 3 — — • X.
^ cosp
L’équation de la section sera donc
, , , , . „ sina.sin(a-|-2.S)
(i) j’=3t/sm«tang0.a; CL-x’.
Cette équation peut représenter les trois courbes du second
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degré (204) : elle prouve que la droite AB est l’axe focal de la
section. Suivant que Ja quantité
sinasin(«-|-2p)
est posi-
cos’(3
tive, négative ou nulle, on obtient une ellipse, une hyperbole ou une parabole. L’angle a ne pouvant dépasser i8o”, le rap-
port
sin a
est essentiellement positif; par suite, a-f-2(3 ne
cos’ (3
pouvant surpasser 36o® :
L’ellipse correspondra à
sin (a-i-2(3)>o l’hyperbole correspondra à sin(a -h 2{3)<; O la parabole correspondra à sin (a -t- 2(3) = o
OU à
ou à
OU à
■ On peut remarquer que lorsqu’on a a-f- 2(3<;i8o“, le plan sécant coupe toutes les génératrices de la surface sur une même nappe, ce. qui correspond bien à la nature de l’ellipse, courbe fermée. Lorsqu’on a a + 2[3>i8o“, le plan sécant coupe à la fois les deux nappes, mais ne rencontre sur chacune d’elles qu’une partie des génératrices : l’hyperbole est, en effet, composée de deux parties illimitées. Enfin, lorsqu’on a a -H 2^ = 180”, le plan sécant parallèle à la génératrice SG, rencontre sur une même nappe toutes les génératrices moins SG; et la parabole est une courbe illimitée dans un seul sens.
222. On peut demander, réciproquement, si sur une surface conique de révolution déterminée on peut toujours placer une courbe du second degré donnée par son équation.
L’équation qui réunit les trois courbes du second degré, lorsqu’on les suppose rapportées à l’axe focal et à la tangente à l’un des sommets^correspondants, est de la forme (204)
y^= 2 px -H qx^.
La question posée revient donc à chercher si l’on peut toujours trouver pour les constantes rf et a des valeurs admissibles, lorsqu’on identifie l’équation qu’on vient d’écrire et l’équation générale du n“ 221.
On aura
(3) /> = rf sin a tang [3 »
et
sin a sin («4- 2 (3)
CüS’^
Mais ( Trig., 26)
COS 2(3 — cos(2a 2(3) = 2sin{a + 2(3)sin a. L’équalLon (4) devient, par suite,
C0s(2a-|- 2(3) .C0S2|3 = 2Ç cos’
d’où
cos (2a + 2^)= 2 cos’ (3 I -f- 2^ cos’ (3= 2(l ^)cos’ (3—1.
On a, en effet,
cos 2 (3 = cos’ (3 — sin’P = 2cos’P — i.
Le second membre de l’équation (4) ainsi transformée, devant tomber entre -l-i et — i, puisque le premier est un cosinus, on devra avoir à la fois
2(h-9)cos’(3 — i<[i et 2 ( n- qi ) cos’ [3 — 1> — i,
c’est-à-dire
cos’S^ — î — et i-)-Q>o.
Dans le cas de l’ellipse {i a étant le grand axe de la courbe
et 2 6 le petit axe), q = — — • Les deux inégalités précédentes étant alors nécessairement satisfaites, on obtiendra toujours pour 2 a -t- 2 (3 et, par conséquent, pour a une valeur convenable. Cette valeur de a entraînera pour d une valeur positive, comme le montre l’équation (3).
11 en résulte qu’«ne ellipse quelconque peut toujours être placée sur une surface conique de révolution déterminée.
Dans le cas de l’ hyperbole, q = —• q étant positif, l’inégalité i-|-7>o est satisfaite d’elle-même, tandis que l’inégalité
cos’ S < — —
devient
. cos’ P <
fl’ -t- 6’ '
Mais le demi-angle des asymptotes de l’hyperbole étant désigné par ^ 0, nous'*savons (193) qu’on a
cos’ -6 = — ,2 fl’-
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L’inégalilé cos’Sc; - — r, revient donc
cos’ 3 < cos’ - 9 on à 3'J>- 0
(puisque le demi-angle du cône est nécessairement aigu comme le demi-angle des asymptotes).
Ainsi, une hyperbole ne peut être placée sur une surface conique de révolution, qu’autant que l’angle de la surface surpasse l’angle réel des asymptotes.
Dans le cas de la parabole, q = o, et les inégalités considérées sont satisfaites d’elles-mêmes.
Une parabole quelconque peut donc toujours être placée sur une surface conique de révolution déterminée.
Remarque. — Dans le cas de la parabole, l’équation (4) devient
cos (2 a 2 (3) = cos 2 (3,
et il est facile d’en déduire
a = TT — 2 (3,
comme cela doit être (221).
Des sections planes d'une surface cylindrique de révolution.
223. Reprenons l’équation générale des sections coniques sous la forme ' *
2c?sin a sin 3
•' cos 3
sin a sin (a -|- 23) cos’ 3
D’après le triangle rectangle SAE [fig. 108), on peut remplacer </sin3 par Je rayon AE du parallèle qui passe par le sommet A de la section.
Ceci po.sé, si le sommet de la surface conique se transporte à l’infini sur l’axe, elle dégénère en une surface cylindrique de révolution ; et si l’on suppose que les génératrices de la surface continuent à s’appuyer sur la section circulaire AE, le rayon de la surface cylindrique obtenue est AE = r.
Pour avoir l’équation de la section cylindrique, il faut faire dans l’équation (i) 23 = o (ce qui donne cos 3= 1 et sin 3 = 0), en même temps que sin 3 = r(rf devient 00 , et le produit indéterminé d sin 3 est réellement égal à r d’après la remarque qui précède). On trouve alors
y‘‘ = 2 r sin ct.x — sin’ a . .»’.
III
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Celle équalion ne poul représenler qu’une ellipse. Les axes d(ï celle ellipse élanl ?.a el ib, on a (204)
sni3[ = - cl /•sina = — >
b = /• el a = ;
sm X
e’esl ce qu’indique immédialeinenl la Jig. 109.
Les sections planes d‘une surface cylindrique de résolution sont donc des ellipses dont le graàd axe est quelconque, mais dont le petit axe est constamment égal au diamètre de la surface.
On relrouveraii direclemenl ce résullal en suivanl la même marche qu’au n" 221.
Des sections planes faites dans un cône circulaire oblique, perpendiculairement à son plan principal.
224. Considérons un cône circulaire oblique [Géom., 227). Le plan mené par l’axe SC (fig. iio) perpendiculairement au plan de la base FG est le plan principal du cône. Il coniieni (Géom., ^8) la génératrice maximum SF et la génératrice \ minimum SG. Nous conserverons les mêmes notations que ) précédemment, et nous désignerons en outre par y el par ô les angles que forment les génératrices SF et SG avec le plan de la base. Si l’on prend sur la section AMD un point M quelconque ayant MP et AP pour coordonnées, el si l’on mène par MP un plan parallèle à la base du cône, on déterminera une circonférence de cercle IML dont le point M aura aussi MP pour ordonnée; car MP perpendiculaire à AB est perpendiculaire au plan principal du cône, puisque le plan sécant est, par hypothèse, perpendiculaire à ce plan principal. On aura donc encore
MP’ ou ^’=IP.PL.
Le triangle AlP donne immédiatement
IP sin g
AP ou X sin 7
X sin X sin 7
Menons par le point P la parallèle PDK à la génératrice SG. Nous aurons
PL:=I)E = AE — AI
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Le triangle SAE donne
^^sin(y + ^)^ d-où (I siiio sino
Le triangle ADP donne ensuite
d'où
AP ou X sino sinçi
On aura done
PL = ^sin (y + a) _ sin (y +3 — a) _ ^ sin â sin o
Par suite, l’équalion j’= IP.PL deviendra
, f/ sin a sin (y -4- d) sin«sin(y-|-d — a)
^ sin y sin d sin y sin d
L’angle y + d — a est évidemment inférieur à i8o"; mais il peut être négatif. L’équation obtenue représentera donc une ellipse si l’on a
sin{y + d — «)l>o ou y-t-d — a>o;
une hyperbole si l’on a
sin(y + d — a)c^o ou y + d — a<^o;
une parabole si l’on a
sin (y -4- d — «) = o ou y-4-d — a = o.
Si l’on désigne par 2 p l’angle FSG, on peut remplacer y -4- d par 180® — 2(3, et les conditions précédentes deviennent
comme au n“ 221.
Section anti-parallèle du cône oblique.
225. Cherchons dans quels cas la section plane obtenue est un cercle. 11 faut que l’on ait (52)
ou
Mais
sin a sin (y -I- d — a)
sin y sin d
sin a sin (y -I- d — a) = sin y sin d.
et
cos (2 a — y — d) — cos (y -4- d) = 2 sin a sin (y -4- d — 2) cos(y — d) — cos(y -t- d) = 2sin y sin d.
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L’cqualion de condition revient donc à
cos (2 a — y — â) = cos (y — ô).
Or [Trig., 8) les arcs qui ont un môme cosinus sont compris dans les formules
et
Il en résulte que ceux de ces arcs qui sont renfermés dans la môme formule {p) ou [q) ont pour différence un nombre exact de circonférences, tandis que ceux qui ne sont pas renfermés dans la môme formule ont pour somme un nombre exact de circonférences.
On devra donc avoir, soit
2a — y — ô — (y — è) = ^n'T. ou a — y = n'-i:\ soit
2a — y — ô -t-(y — ô) = an'r ou a — à = n'i:.
Comme les angles a, d et y sont inférieurs à tt, on ne pourra donner à n' que la valeur zéro. Par suite, la section plane d’un cône circulaire oblique est une circonférence de cercle ;
1“ Lorsqu’on a a = y, c’est-à-dire {fig. 1 10) lorsque le plan sécant est parallèle à la base du cône (Géom., 227);
2“ Lorsqu’on a a = d, c’est-à-dire lorsque la trace AB du plan sécant sur le plan principal, et la trace FG de la base du cône sur le même plan, sont anti-parallèles par rapport aux côtés de l’angle FSG {Géom., 113) ; d’où le nom ô! anti-parallèle donné à cette seconde section circulaire.
Dans le cas du cône droit, les deux solutions se confondent.
226. On peut très-facilement retrouver le résultat précédent par la Géométrie.
En effet, si la section AMB est un cercle {fig. 1 10), on a à la fois
MP’=A1>.PB et MP’=1P.PL,
d’où
AP PI
AP.PB = IP.PL ou ^ = pg-
Et si cette relation est satisfaite, les triangles API et BPL sont semblables. L’angle lAP est alors égal à l’angle PLB ou a (supplément de lAP) à d (supplément de PLB).
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Kéfiproquement, si a = ô, les triangles API et BPL sont semblables, et la relation
AP.PB = IP.PI
est satisfaite (* ).
Des sections planes faites dans un cylindre circulaire oblique, perpendiculairement à son plan principal.
227. Si l’on suppose que le sommet du cône circulaire oblique s’éloigne à l’infini sur la génératrice SF, le cône dégénère en cylindre circulaire oblique (6’dom., 214). Et si l’on admet que les génératrices de la surface continuent à s’appuyer sur la section circulaire AE, le diamètre de la base du cylindre sera
AE = 2r.
D’après le triangle SAE, on peut d’ailleurs poser
ar
sin â
sin(y -h â)
ou
arsind
sin(y-f-3)‘
Si l’on reprend l’équation générale des sections du cône oblique (224), pour passer à l’équation de la section cylindrique, il faut
d’abord y remplacer cl par ce qui donne
. arsina
sin a sin (y -I- d — a)
sin y sin y sin d
On doit faire ensuite dans le résultat obtenu
arsin « sin y
sin’ a
~=~r~ • ^ • sin’ y
Cette équation ne peut représenter qu’une ellipse. Les axes de cette ellipse étant aa et a 6, on a
d’où
sin a 6 rsina d’
sin y a sin y a ’
et
r siny a
sin a.
C’est ce qu’indique immédiatement la fig. i ii.
(*) On fait usage de la propriété qu’on vient de démonlrer dans la construction des cartes géographiques.
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Les sections planes d’un cylindre circulaire oblique sont donc des ellipses dont le grand axe est quelconque, mais dont le petit axe est constamment égal au diamètre de la base du cylindre.
On retrouverail direcleineni ce résullal, en suivant la même marche qu’au n“ 224.
On voit immédiatement que la section obtenue sera un cercle si l’on a sin« = siny, c’est-à-dire (puisqu’il s’agit d’angles inférieurs à i8o°) si l’on a
a = y ou « = t: — y.
Dans le premier cas, la section est parallèle à la base du cylindre; dans le second, elle est évidemment anti-parallèle par rapport à cette base.
En raisonnant comme nous l’avons fait au n® 226, on vérifiera très-simplement ce résultat par la Géométrie.
Dans le cas du cylindre droit, les deux sections circulaires se confondent.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES RELATIVES AUX COURBES DU SECOND DEGRÉ
Pôle et polaire dans les courbes du second degré.
228. Il s’agit de généraliser par rapport aux courbes du second degré les théorèmes déjà établis pour la circonférence de cercle (Compl. de Géom., 33 et suivants).
Si, par un point P pris dans le plan d’une section conique, on mène une sécante quelconque CD à cette conique, le lieu du point I conjugué harmonique du point P par rapport à la corde CD, est une droite conjuguée au diamètre Par qui passe par le point P {fig. 1 12).
Nous prendrons pour axe des x le diamètre Pa? et pour axe des J la droite PR parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales. Le point I étant le conjugué harmonique du point P par rapport à la droite CD, nous aurons [Compl. de Géom., 2S)
HD' ~ PD
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c’est-à-dire, en désignant par ar, , y, et x,, y,, les coordonnées des extrémités C et D de la corde CD, par x et y les coordonnées du point I,
On en déduit
•2- éX ^ X I X J — — tX I «X*j XX \
(') {x,-+-Xt)x— 7.x,x-i=o.
Pour avoir l’équation du lieu demandé, il faut éliminer les abscisses x, et x, qui particularisent la position de la corde CD. D après les axes choisis, l’équation de la conique est de la forme
(2) A^-’4-Car’-hE.z--fF = o,
puisqu’à une meme valeur de x doivent correspondre deux valeurs de y égales et de signes contraires. L’équation de la sécante CD qui passe par l’origine est de la forme
(3) y=ax.
Si l’on élimine y entre les équations (2) et (3), il vient (Aa’ -f- C)a?’ -H Ex -f- F= o.
Les racines de l’équation obtenue sont précisément les abscisses X, et X, des points d’intersection C et D. On aura donc
x,-yx, = -
Aa’-i-C
et XiX,z=
Aa'-h C
Iransportant ces valeurs dans l’équation (i), on trouve en simplifiant
Ex 4- 2F = O ou x= —
équation d’une droite IH parallèle à l’axe des v.
On dit que le point P est le pôle de la droite IH, et que la droite IH est la polaire du point P, par rapport à la conique considérée.
^ 229. Remarque. — Dans le cas de la parabole, au lieu de l’équation {2), on a pour équation de la courbe
Aj’-f-Ex-f-F = o;
car il faut que C soit égal à zéro pour que la condition
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B’ — 4 = ü soit remplie. L’abscisse du point d'intersection
du diamètre Par avec la parabole est alors x = — — -, ce qui
montre que ce point d’intersection est au milieu de la distance PII. En particulier, la polaire du foyer de la parabole est la directrice. La même propriété existe pour l’ellipse et pour l’hyperbole (voir 233).
Prenons l’équation générale des courbes du second degré
Bxy-\- Cx^-y ü.r + Eo; + F -- o.
L’équation d’une tangente menée à la courbe donnée par un point (x,, y,) pris sur cette courbe est (74)
(aAj,-l-Bx,-t-D)/-|-(By,+ 2Cxi-i-E)x-f-Dj,-i-Ex,-i-2F= o.
Si l’on veut mener à la conique une tangente par un point extérieur («, (3), on aura immédiatement pour équation de la corde des contacts (144)
(L) (2 A_;('’i+Bxi+I)) (3-4-(B_^,4-2 Cx.+E) a+D/,-l-E x,+2 F=o.
et X, représentent alors les coordonnées courantes et on peut les remplacer par r et x.
Si l’on choisit les axes, comme au n® 228, et si l'on place l’origine au point (a, (3), on aura
L’équation de la corde des contacts deviendra donc Ex -h 2 F = 0.
En se reportant au n° 228, on peut dire alors que la polaire du point P ( supposé extérieur) n’est autre chose que la corde de contact {indéfiniment prolongée) des tangentes menées par le point P à la conique proposée.
Remarques. — I. Si le point P est intérieur, la corde de contact est imaginaire; mais son équation continue toujours de représenter la polaire du point P.
II. Si le pôle P est sur la courbe, il faut faire F = o. L’équation de la polaire ou de la corde des contacts devient x = o, et la polaire se confond avec l’axe des y ou avec la tangente menée à la courbe par le point P.
III. Si le pôle P est au centre de la conique, on a E = o. L’équation de la polaire est donc x = cc, c’est-à-dire qu’elle se transporte à l’inrini.
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IV. Le pôle d’une sécanie IH [Jig> «12) est le poini de rencontre P des tangentes qui correspondent aux points d’intersection de celte sécanie et de la conique.
V. Les points P et H sont réciproques, c’est-à-dire que la polaire de l’un passe par l’autre. En effet, l’équation (L) de la corde des contacts ne change pas quand on permute les coordonnées (3, «, et les coordonnées courantes , x, ou jr, x. Ainsi, IH étant la polaire du point P, la droite PR est à son tour la polaire du point U.
VI. Lorsque, l’origine étant toujours au point P, les axes auxquels la conique est rapportée sont quelconques, l’équation de la corde des contacts ou de la polaire du point P devient [en faisant a = (3 = o dans l’équation (L)]
Df-h^x -+■ iF = O.
231. Si le pôle P décrit la droite PR, toutes les polaires correspondantes aux diverses positions du point P se croisent au point H, pôle de PR (fig- 1 12).
Pour toutes les polaires considérées, on a a — o. Leur équation, d’après les axes choisis, est donc (230)
2A_^|3-f-Ear-|-2F = O.
Si l’on fait dans celle équation y=o, on trouve pour l’abscisse constante du pied des polaires sur l’axe des x.
c’est-à-dire celle du point H.
Réciproquement, si l’on fait tourner la droite PR autour du point P, tous les pôles correspondants aux diverses positions de la droite PR se trouveront sur la droite IH, polaire du point P.
Si nous conservons les mêmes axes, IH aura toujours pour équation
~Ex -+- 2F = O.
Désignons par (a, p) les coordonnées du pôle d’une droite quelconque passant par le point P. L’équation de celle droite sera de la forme (230)
•iSyP -t-{2Car-(-E)a-+-Ej:-t-2F = o;
et comme elle passe par l’origine, son équation devra être satisfaite pour = o et = o. Il viendra alors
relation qui prouve que le point («, (3) appartient à la droite IH.
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232. Conséquences. — I. Si des différents points d’une droite on trace des couples de tangentes à une conique, les cordes de contact viennent se croiser au pôle de la droite considérée (230, 231).
II. Si l'on mène par un même point une série de sécantes à une conique, les points de rencontre des couples de tangentes correspondantes appartiennent à la polaire du point considéré (230, 231).
III. E n joignant les pôles de deux droites par rapport à une conique, on obtient la polaire de leur point de rencontre. En effet, ces deux droites peuvent être regardées comme les positions différentes d’une même droite passant par leur point de rencontre (231).
IV. Il résulte de là que si deux polygones d’un même nombre de côtés tracés dans le plan d’une conique sont tels, que les sommets de l’un soient les pôles des côtés de l’autre, les côtés du premier polygone auront à leur tour pour pôles les sommets du second, ün donne alors à ces polygones le nom de polaires réciproques.
En particulier, un polygone étant circonscrit à une conique, on obtient son polaire réciproque en formant le polygone inscrit qui correspond aux points de contact de ses côtés (230, II).
233. Prenons l’équation de l’ellipse rapportée à un système de diamètres conjugués,
On peut toujours supposer le pôle P situé sur l’axe des x (Jig. Il 3), soit OP = «. L’équation de la polaire du point P sera alors (230)
xa a"‘
— - z= I ou x= — a'’ a
Si l’on désigne par OH la valeur — » il viendra donc a'^=OP.OH.
On arriverait de la même manière à un résultat analogue pour l’hyperbole.
On peut donc énoncer le théorème suivant, qu’on rapprochera de celui déjà démontré {Compl. de Géom., 3V) : Dans l'ellipse ou l’hyperbole, le demi-diamètre qui passe par le pôle est moyen proportionnel entre les distances [comptées sur ce diamètre) du centre de la courbe au pôle et à la polaire.
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La relation obtenue démontre immédiatement plusieurs des résultats déjà trouvés (230). Elle prouve en particulier que si le pôle est intérieur, la polaire est extérieure à la courbe, et réciproquement. Elle prouve aussi que le pôle et la polaire sont d’un même côté par rapport au centre, dans le cas où l’axe des x est un axe transverse.
Si la courbe est rapportée à ses axes, et si l’on place le pôle au foyer, ce qui revient à poser a = c, on aura (en désignant par Z la distance inconnue de la polaire au centre)
Dans l’ellipse et l’hyperbole, comme dans la parabole ('^9), chaque foyer a donc pour polaire la directrice correspondante.
234. Si l’on mène par le point V à la conique considérée les deux sécantes AB et CI), les cordes KD et BC se croiseront au point I, les cordes AC et BD prolongées se couperont en H, et la droite IH sera la polaire du point P [fg. 1 14)-
Prenons pour axe coordonnés les deux sécantes AB et CD. L’équation de la conique sera de la forme
A_7^’ + Ba:^'-I- Car’-f- Dj-I-Ea; -J- F = o.
rs
Désignons PC par q et PD par q', PA par p et PD par p'.
Les équations des cordes considérées seront
(AD
BD
En ajoutant les deux premières équations membre à membre, on a l’équation d’une droite passant par le point I; en ajoutant de même les deux dernières, on a l’équation d’une droite passant par le point H. Or on trouve dans les deux cas le même résultat
qq'
l>+ P' PP'
cette dernière équation est donc celle de la droite IIL
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Cherchons les sommes q-\-q', p + p’> ot les produits qq',
PP
Si l’on fait x =o dans l’équation de la conique, il viendra
Aj’-t-D^+F = o.
Les racines de cette équation, ordonnées des points d’intersection de l’axe des j avec la courbe, représenteront q et q'. On aura donc
On aura de même, en faisant x = o dans l’équation donnée, C a;’ -H Ea: -|- F = o.
d’où
P+P' = — Q et PP' = ^-
L’équation de la droite IH deviendra alors
c’est-à-dire
!)_;'• -f-Ear-t-aF = o; ce qui démontre le théorème (230, VI).
Remarques, — I. Ayant construit IH, en joignant le point P avec les points où IH coupe la courbe, on aura les tangentes issues du point P (230). C’est la construction la plus simple qu’on puisse employer pour mener les tangentes à une conique par un point extérieur.
IL Si les cordes AC et BD se trouvaient parallèles, la droite III leur serait aussi parallèle.
III. Le point P étant le point de rencontre des sécantes .\B et CD, la droite IH contient les pôles de ces sécantes (231). D’après cela, pour tracer une tangente par un point A donné sur la courbe, on mènera une corde AB quelconque. En construisant arbitrairement le quadrilatère ABCD de la ^g. 1 14» et en opérant sur ce quadrilatère comme on vient de l’indiquer, on obtiendra un lieu rectiligne du pôle de AB. En faisant varier le quadrilatère ABCD tout en conservant AB, on obtiendra un second lieu rectiligne du même pôle. Si l’on se rappelle alors que les pôles de toutes les sécantes partant du point A appartiennent à la polaire du point A (231), et que cette
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polaire est précisémcnl la tangente en A (*230, II), on n’anra qn’à joindre le pôle de AB au point A pour avoir la tangente demandée.
235. Théorème de Pascal. — Dans tout hexagone inscrit à une conique, les points de concours des côtés opposés, prolongés deux à deux, sont en ligne droite {Jig. 1 15).
Les côtés opposés sont séparés par deux côtés consécutifs. Soit l’hexagone inscrit ABCDEF. Nous prendrons pour axe des X la diagonale \I), pour axe des y une droite quelconque passant par le point A.
La conique aura une équation de la forme
(1) A^^’’ -+• Bjtj--|- Car’-t- D/-1- Ex = O.
Le système des deux droites AB et CD, dont l’une passe par l’origine , sera représenté par une équation du second degré de la forme
(2) A'^-’-l- B'xj Cx’-t- Ex = O.
Les coefficients des termes en x’ et en x peuvent être supposés les mêmes dans les équations ( i ) et {2), parce que la conique et le système des deux droites rencontrent l’axe des x aux mêmes points A et I).
Pour une raison semblable, le système des deux droites AF et DE sera représenté par une équation du second degré de la forme
(3) A''/’-h B"x/-f- Cx*-(-D"/-t- Ex = o.
Retranchons membre à membre les équations (i) et (a), (1) et
(3) , (2) et (3); il viendra
(4) (A — A')^- -H (B - B')xr-^ (D - D').r = o, ou
(5) {A - A")r’ 4- (B - B") XJ4- (D — D"),r = ou
(6) (A' — A'O.r’-i- (B'— B")xj-t- (D'— D")j= o,
L’équation (4) doit être satisfaite par les coordonnées des points communs à la conique et au système des droites AB
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et CD. j= O représentant l’axe des ar ou la droite AD, la droite BC est nécessairement représentée par l’équation
L’équation (5) devant être satisfaite par les coordonnées des points communs à la conique et au système des droites AF et DE, on verra de même que la droite EF a pour équation
Enfin, l’équation (6) devant être satisfaite par les coordonnées des points communs aux deux systèmes rectilignes AB et CD, AF et DE, si l’on met de côté le facteur / = o ou l’axe des X, l’équation
(9) (A'— A")y-I-(B' — B")ar-f-D' — D'=o
représentera une droite passant par les points de concours I et L des droites AB et DE, CD et AP’. Mais, en retranchant les équations (7) et (8), on aura une équation satisfaite par les coordonnées du point H commun aux droites BC et EF; et cette soustraction conduit précisément à l’équation {9). Les trois points I, L, H, sont donc en ligne droite.
Remarque. — Le théorème de Pascal ne dépend pas de la grandeur des côtés de l’hexagone inscrit, c’est-à-dire qu’il subsiste lorsque quelques-uns de ces côtés deviennent des tangentes à la conique.
236. Théorème de Brianxhon. — Dans tout hexagone circonscrit à une conique, les diagonales qui joignent les sommets opposés {c'est-à-dire le premier et le quatrième, le second et le cinquième, le troisième et le sixième) se coupent en un même point {fi g- 1 16).
Soit l'hexagone circonscrit ABCDEF. En joignant les points de contact successifs, nous formerons l’hexagone inscrit aôc</e/', polaire-réciproque du circonscrit (2‘32, IV). Soient i, h, l, les points de rencontre des côtés opposés de l’hexagone inscrit. Les sommets A et D étant les pôles des côtés af et cd, le point de rencontre i de ces côtés sera le pôle de la diagonale AD (232, III). De même, les points A et / seront tes pôles des diagonales BE et CF. D’après le théorème de Pascal, les trois points i, h, l, sont en ligne droite; les polaires de ces points ou les diagonales de l’hexagone circonscrit se croiseront donc en un même point, pôle de la droite ihl (231).
Remarque. — Le théorème de Brianchon ne dépend pas de la grandeur des côtés de l’hexagone circonscrit, c’est-à-dire
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qu’il subsiste encore lorsque, quelques-uns des angles de l’hexagone devenant égaux à deux droits, les côtés correspondants ne font plus qu’une seule tangente à la conique.
Du nombre de conditions nécessaires pour déterminer une courbe du second degré.
237. D’une manière générale, le nombre de conditions ou le nombre de points nécessaires à la détermination d’une courbe quelconque est indiqué par le nombre de constantes arbitraires ou de paramètres que renferme son équation. Il est bien entendu que cette équation est alors la plus complète possible, c’est-à-dire que la courbe occupe, par rapport aux axes, une position tout à fait quelconque.
Comme la définition adoptée pourrait accroître, dans certains cas, le nombre de conditions cherché au delà de celui qui est réellement nécessaire, il faut avoir soin de remarquer que les coefficients distincts qui contiennent les constantes arbitraires étant déterminés, il en est de même de la courbe. En réalité , il faut donc compter dans ces cas spéciaux , non les constantes arbitraires qui peuvent entrer d’une manière quelconque dans les coefficients des différents termes , mais ces coefficients eux-mêmes auxquels on peut alors réserver la qualification de paramètres. C’est ainsi que l’équation du cercle présentera toujours, en tout système de coordonnées, trois paramètres seulement, quelque définition qu’on ait adoptée. S’il s’agit de coordonnées rectilignes, les coefficients des termes en et en seront toujours égaux à l’unité ; celui du terme en xy sera toujours -h 2 cos G (0 étant l’angle des axes); ces conditions dépendent de la nature, de l’espèce de la courbe , et ne comptent pas comme conditions particulières de détermination. Il ne restera donc à considérer que trois paramètres variables, qui seront les coefficients des termes du premier degré et le terme indépendant lui-même.
238. Si la courbe donnée occupe par rapport aux axes une position particulière, son équation elle-même devient particulière. Pour répondre à la question posée d’une manière certaine, c’est-à-dire pour rentrer dans le cas précédent, il faut effectuer une transformation d’axes indéterminée, en les faisant tourner autour de l’origine (sans changer leur inclinaison mutuelle), et en transportant cette origine en un point quelconque. Les formules à employer sont alors (les axes étant supposés rectangulaires)
.r = a-t-ar'cosa — /'sina,
/ = ô -4- sin a -i- j' cos X.
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On inlroduil ainsi trois nouvelles constantes arbitraires a, b, x, et en comptant, soit les paramètres de la nouvelle équation (c’est-à-dire les coefficients des termes distincts obtenus), soit le nombre total des constantes arbitraires, on aura le nombre de conditions demandé. Il est en effet essentiel de remarquer que, d’après les explications données plus haut, le nombre de ces conditions est égal au plus petit des deux nombres qu’on trouve en supputant, soit le nombre des constantes arbitraires, soit le nombre des coefficients distincts.
Si l’on part de l’équation du cercle rapporté à son centre ar’-f- j’= »•’, on voit qu’on aura à considérer quatre constantes arbitraires^r, a, b, x, mais qu’elles n’entreront que dans trois termes distincts. Donc la détermination d’une circonférence de cercle exige toujours trois conditions.
Si l’on part de l’équation particulière trouvée pour la cissoïde (70)
on voit immédiatement que les quatre constantes arbitraires d, a, b, X, entreront dans plus de quatre termes distincts. Donc la détermination d’une cissoide exige toujours quatre conditions.
Remarque. — Il est évident que le nombre de conditions nécessaires pour la détermination d’une certaine courbe reste invariable, quel que soit le système de coordonnées adopté.
239. Ces généralités indiquées, considérons spécialement les courbes du second degré.
L’équation la plus générale de ces courbes pouvant toujours être mise sous la forme
Aj’-t- Ba:/-|-Ca:^-l-D_;'-i-Ear-|- i = o
(en divisant les deux membres par le terme indépendant des variables), on voit que la détermination d'une courbe du second ordre exige cinq conditions.
Lorsque la courbe est une parabole, on doit avoir
B’— 4AC = o,
relation qui permet de réduire à quatre le nombre des constantes arbitraires (inférieur alors à celui des coefficients distincts).
En résumé, la détermination d’une ellipse ou d’une hyper-
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bole- exige cinq conditions, celle d’une parabole en exige quatre.
Remarque. — Astreindre une courbe à passer par un point donné, c’est l’astreindre à une condition. En effet, si la courbe représentée par l’équation F{x, 7) = o doit passer par un point {p, q), les paramètres de la courbe devront être liés par l’équation de condition F(/>, q) = o.
240. Équation d’une conique passant par cinq points donnés dans un plan.
On peut toujours prendre pour axes deux droites sécantes déterminées par quatre des points donnés. L’équation de la conique sera de la forme
(i) Aj’-i- Bxj-t-Cx’-t- Dj-t- Ex-l- « = O.
Soient (o, p) et (o, p') les deux points situés sur l’axe des x, (q, o) et iq', o) les deux points situés sur l’axe des j, {b, a) le cinquième point donné.
Si l’on faitj^ = o dans l’équation (i), il vient
Cx’ ■+■ Ex -(-1=0.
Les racines de cette équation, abscisses des points où la conique coupe l’axe des x, sont précisément p et p'. On aura donc
-^=p-hp ip=PP-
On en déduit
C = -L el E = -£±^.
PP PP
Si l’on fait x — o dans l’équation (i), il vient
Ar’ -+- n>- -f- 1 = o,
et l’on a de même
et
Pour déterminer le dernier coefficient B, il suffit d’écrire que la conique passe par le dernier point donné [b, n), d’où
A B£i6 "4— D6 — f— Eci —I— i = o.
Comme on ne trouve en général qu’une seule valeur, d’ailleurs réelle et finie, pour chacun des coefficients A, B, C, D, E, on voit qu’on peut toujours faire passer une ellipse ou une hyperbole par cinq points donnés; mais qu’on n’en peut faire passer qu’une.
B’ — 4 AC = O
Comme on en déduit B = db 2 /ÂC, le problème admet deux solutions.
Il est clair que si trois des points donnés sont en ligne droite, c’est-à-dire si le cinquième point («, b) est sur l’un des axes choisis, la courbe cherchée n’est autre que le système des deux axes. On le vérifie facilement en substituant dans l’équation (i) les valeurs trouvées pour les coefficients A, B, C, D, E. Si l’on chasse alors les dénominateurs et si l’on pose ensuite
rt = o ou ft = o,
l’équation se réduit à
xy= O.
Si quatre des points donnés sont en ligne droite, la question est indéterminée; car des deux axes l’un est alors arbitraire, n’étant plus astreint qu’à passer par un seul point. Il en est ainsi à plus forte raison, si les cinq points donnés sont en ligne droite.
2il. Connaissant cinq points d’une conique, on peut en trouver autant de points qu’on veut, en s’appuyant sur le théorème de Pascal ( 235 ).
Soient A, B, C, I), E les cinq points donnés (Jig. 1 15). Formons le contour ABCDE, et supposons qu’on mène par le point A une droite quelconque AF. Si on la considère comme une sécante coupant la courbe en un second point F, ce point F sera le sixième sommet de l’hexagone inscrit ABCDEF. Si l’on prolonge alors AB et DE jusqu’à leur point de rencontre I, CD et AF jusqu’à leur point de rencontre L, le point de rencontre H des droites BC et EF devra appartenir à la droite IL. 11 suffira donc de prolonger le côté BC jusqu’en H sur IL, et de joindre le point II au sommet E. La droite HE prolongée viendra déterminer sur la sécante AF le sixième sommet F de l’hexagone inscrit ou un nouveau point de la conique. Comme la direction de la sécante AF est arbitraire, cette construction fournira autant de points de la conique qu’on voudra.-
Si l’on veut avoir la tangente en l'un des cinq points donnés, on remarquera {^g- 117) que le pentagone inscrit ABCDE peut être considéré comme un hexagone inscrit dont l’un des côtés est devenu tangent à la conique. Si l’on veut mener la tangente en I), on supposera que le point de contact de ce côté est en D. On prolongera alors AE et CD jusqu’à leur
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rcncomre en 1, puis BC et DE jusqu’à leur rencontre en H. Le point de rencontre L de AB avec la droite IH sera aussi le point de rencontre de la tangente en D avec la droite IH. Pour avoir cette tangente, il suffira donc de mener la droite LD.
242. Au lieu de déterminer la courbe proposée en donnant des points disposés d’une manière quelconque sur son contour, on peut faire concourir à sa détermination quelque point remarquable, comme un sommet, un centre, un foyer, etc. '
Chacun de ces points devra nécessairement compter pour deux conditions. Car, s’il appartient à la courbe, ses coordonnées devront satisfaire d’abord à l’équation de la courbe, et ensuite à une autre relation formulant (en fonction des constantes arbitraires) sa propriété caractéristique. Si le point remarquable considéré n’appartient pas à la courbe, ses coordonnées seront déterminées isolément par deux équations de condition déduites de l’équation de la courbe et contenant par conséquent les constantes arbitraires.
Si l’on part de l’équation générale
Ajk’-I- Bætj-)- C.t’-i- E.r -t- i =o,
on sait que les coordonnées du centre sont déterminées par les équations dérivées (111)
aA f-l- Bjt-|- D = O, B/ -t- aCar + E = O.
Donc, si l’on veut astreindre la conique à avoir pour centre le point { p, q), on devra avoir entre ses coefficients les deux relations.
2 Ag -t- B/) -I- D = O, B^ -f- 2 C/> -t- E t= O.
Si l’on peut prendre le centre imposé pour origine des coordonnées , on mettra immédiatement l’équation de la conique sous la forme (125)
A>^ -I- Hxy Cx' + I = O ,
et l’on voit que cette équation ne renferme plus que trois constantes arbitraires.
S’il s’agit d’un sommet , on écrira que le point donné est sur la courbe , et qu’en ce point la tangente est perpendiculaire au diamètre correspondant : ce qui fournira encore deux conditions.
Si le point («, (3) doit être un foyer de la conique, on prendra l’équation focale de la courbe (131)
{x — a)’ -h {y — (3)’ — {ly + mx -f- n)’= o.
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(!elU“ (‘(iiialion ne conlenanl plus (jue trois constantes arbitraires, on voit qu’en donnant un foyer, on astreint ta courbe à deux conditions.
243. On peut aussi déterminer la courbe à l’aide de certaines conditions relatives à des droites données.
Comme nous l’avons déjà dit (79), pour exprimer qu’une conique est tangente à une droite donnée, il suffit d’éliminer^, par exemple, entre l’équation de la courbe et celle de la droite , puis d’écrire que les deux racines de l’équation résultante sont égales. On voit que la condition de tangence envers une droite donnée équivaut à une seule condition. Ainsi, au lieu de demander de faire passer une conique par cinq points donnés, on pourra demander de déterminer la conique tangente à cinq droites données.
Pour exprimer qu’une droite donnée .est un diamètre (113), on écrit quelle passe par le centre de la conique [ellipse ou hyperbole) ou quelle est parallèle à l’axe de la courbe (parabole). La connaissance (C un diamètre équivaut donc à une seule condition.
Pour exprimer qu'une droite donnée est un axe de la conique, on écrit qu’elle est un diamètre ; puis, en désignant par m' le coefficient angulaire de la droite, et par m le coefficient angulaire des cordes conjuguées, on remplace m par
— ~ dans la relation générale (113)
Bm -I- 2 C ,
: îî = I
2 Affi -H B
ce qui conduit à la seconde équation de condition. Donner un axe de la courbe, c’est donc donner deux conditions.
Si l’on peut prendre l’axe imposé pour axe des x, par exemple, l’équation de la conique se présente immédiatement sous la forme
A_;^-“-f- C2:’-i-Ej; 4-1=0;
et l’on voit qu’il ne reste plus que trois constantes arbitraires.
Pour exprimer qu’une droite donnée y=ax-yb est directrice, on prend l’équation focale de la courbe
(x — «)’4- (/ — (3)’ — ((r-4- mx 4- n)’= o.
L’équation générale de la directrice étant alors ly-ymx-i-n = o, il suffit d’identifier cette dernière équation avec l’équation y — ax — b = 0.
On voit que donner une directrice, c'est astreindre la courbe à deux conditions.
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Eniiii, pour exprimer qu’une droite est asymptote à une conique, il suffit, comme nous favons déjà dit, d’écrire que l’équation qui résulte de l’élimination de y, par exemple, entre l’équation de la courbe et celle de la droite, a deux racines infinies. Donner une asymptote, c’est donc aussi astreindre la conique à deux conditions.
On peut aussi identifier l’équation de la droite donnée avec l’équation générale des asymptotes indiquée au n° 119.
Si l’on est maître de choisir les axes, on peut prendre la droite donnée pour axe desy^, et l’équation de la conique s’écrit immédiatement (91)
■+■ Cx’ -I- ELr -h I = O.
Il ne reste plus alors que trois constantes arbitraires.
11 résulte d’ailleurs de remarques précédentes (108, 120) que les équations des asymptotes d’une hyperbole étant
y' = mx -h n, y = m'x -f- n', l’équation de la courbe peut se mettre sous la forme (^ — mx — n) {y — m'x — n') -y p—o.
Remarque. — Il faut noter avec soin que certaines conditions peuvent faire double emploi. Si, par exemple, on donne un centre cl un axe, il ne faut pas croire que la courbe est astreinte à quatre conditions; l’axe passant par le centre, il ne faut plus alors qu’une condition pour le déterminer. On peut le vérifier en prenanfla droite donnée pour axe des x. L’équation de la courbe devient
Aj* ■+■ Cx’ ■+■ Ex -f- I = O ,
et les coordonnées p et 9 du centre doivent satisfaire aux équations dérivées
iKq = o, 2Cp-t-E = o.
Or la première de ces relations, à cause de g = o, est satisfaite d’elle-même et n’établit aucune liaison entre les constantes arbitraires.
244. La détermination d’une courbe du second degré exigeant en général cinq conditions (quatre pour une parabole), si l’on astreint une conique à quatre conditions seulement (trois dans le cas de la parabole), le problème sera indéterminé. Si la conique, par exemple, doit passer par quatre points donnés, et si l’on suit la marche indiquée au n" 240, le coefficient B restera arbitraire; c’est-à-dire qu’on aura une infinité de
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courbes répoiidani à la question, ün peut se proposer alors de trouver les lieux géométriques constitués par leurs points remarquables ou par les points qui occupent sur ces courbes, ou par rapport à elles, une position bien définie.
Deux exemples simples suffiront pour familiariser avec ce genre de questions.
I® Trouver le lieu des foyers des paraboles qui ont une tangente commune et même sommet (fig. ii8).
Soient A et MT le sommet et la tangente donnés. Soit F un point du lieu. Le point A étant choisi pour origine et les axes étant rectangulaires, nous prendrons l’axe des j parallèle à la tangente MT.
Si l’on désigne par d la distance AT du sommet A à la tangente, l’équation de cette tangente sera
Si l’on désigne par (a, les coordonnées du point F, et si l’on abaisse sur la tangente la perpendiculaire FM, le point M d’intersection aura pour coordonnées — d et (3. La droite AM étant perpendiculaire à la droite FA (210, III), aura pour équation ^celle de la droite FA étant
Substituons-y les coordonnées du point M; il viendra
(3’ = dx.
Telle est l’équation du lieu : elle représente une parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet, et ayant la distance d pour paramètre.
2” Trouver le lieu des foyeis des paraboles ayant même sommet et un point commun (Jig, 1 19).
Soient A et M le sommet et le point donnés. Nous prendrons pour origine le point A, et, les axes étant supposés rectangulaires, nous dirigerons l’axe des y vers le point M, dont les coordonnées seront alors o et j,. Soit F ou (a, (3) un point du lieu. L’équation d^ la droite FA sera
La directrice 1)L, qui correspond au foyer F, esl pcrpendicu-
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laire à FA, et coupe celle droiie en un poinl D, doni les coordonnées soni évidemmenl — a el — (3. L’équalion de la direcirice DL sera donc
Par suiie, la dislance du poinl M à celle direclrice aura pour expression (45)
D’aulre pari, le rayon vecleur MF élani égal à y^(j, — j3)’-t-a:’, on n’aura qu’à poser
pour avoir l’équalion du lieu. En élevanl au carré el en simplifianl, il vienl, louies réduclions failes,
(3 ri-l-«*-t- (3^ vTaM^
C’esl l’équalion d’une cissoïde (70) donl le diamèlre du cercle généraleur esl égal à ses deux branches parlenl de l’origine, langenliellemenl à l’axe des j, el son asymploie esl la droile
245. Au sujel de ce qui précède (244), on peut remarquer que l’équalion de loules les coniques qui passent par quaire points donnés, peut se mettre sous la forme suivante.
Les quatre points donnés étant A, B, C, D {J!g. 120), représentons par P = o el Q = o les équations des droites AB el CD, par P' = o et Q' = o les équations des droites AC et BD, par 1 un coefficient indéterminé. L’équalion
PQ-l-XP'Q' = o
• sera l’équation générale demandée. Celte équation esl en effet du second degré, et elle est satisfaite par les coordonnées du point A qui rendent P = o el P' = o, par les coordonnées du point B qui rendent P = o et Q' = o, par les coordonnées du poinl C qui rendent Q = o et P' = o, par les coordonnées du point D qui rendent Q = o el Q' = o. En donnant une
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valeur convenable à on particularise à volonté une de ces courbes.
Parmi les coniques qui répondent à la question, se trouvent les trois couples de deux droites AB et CD, AC et BD, AD et BC (240).
Intersection de deux conrbes dn second degré.
246. Pour obtenir les coordonnées des points communs à deux coniques, il faut chercher les solutions communes à leurs équations
et
Ces équations étant du second degré, si l’on élimine entre elles l’une des inconnues, jr par exemple, on obtiendra en général {^Ig. élém., 211) une équation du quatrième degré en X qui, résolue, fera connaître les abscisses des points communs aux deux coniques et, par suite, leurs ordonnées.
On voit par là que deux coniques ne peuvent se couper en plus de quatre points et, en effet, si elles avaient cinq points communs elles coïncideraient (240).
Il est facile d’obtenir l’équation générale des courbes du second degré qui passent par les points d’intersection des coniques données. Ajoutons les équations (i) et (2), après avoir multiplié la seconde par un facteur indéterminé 1. 11 viendra
Tout système de valeurs de 2: et de 7 qui vérifie les équations (i) et (2), vérifie l’équation (3). Ainsi, l’équation (3) représente une conique passant par les points d’intersection des coniques données, et cette conique est quelconque puisque X est un coefficient arbitraire.
On voit, réciproquement, que tout système de valeurs de x et de 7 qui vérifie les équations (i) et (3), vérifie nécessairement l’équation (2), puisque de
F(a:, 7) = o et de F(a:, 7)-l-X/(x, 7) =0, on déduit
r) = O ou f{x, 7) = o.
11 en résulte qu’il suffit de chercher les points d’intersection
des coniques représentées par les équations (i) et (3), pour avoir les points denîandés. Or on peut disposer de 1, de manière que la conique représentée par l’équation (3) se réduise à un système de deux droites sécantes; et alors la question sera ramenée à chercher les points d’intersection de ces droites avec l’une des coniques proposées.
247. Pour que l’équation générale du second degré représente un système de deux droites sécantes, nous avons vu (108, 3®) qu’il fallait (cette équation étant résolue par rapport à l’une des variables) que la quantité placée sous le radical fût un carré parfait. Si l’on résout par rapport à y, il est sousentendu que le coefficient de x’ sous le radical doit être plus grand que zéro (caractère de l’hyperbole).
On pourra donc former l’équation (3) indiquée au n° 246, on la résoudra par rapport à y, et l’on écrira que le trinôme placé sous le radical est un carré parfait. On sera ainsi conduit à une équation du troisième degré par rapport à >.
Les racines de cette équation qui seront réelles et qui rendront positif le coefficient de x’ sous le radical, correspondront chacune â un système de deux droites sécantes passant par les points d’intersection des coniques données (si elles se coupent en effet).
Quand les deux coniques ont réellement quatre points communs, l’équation du troisième degré en X a ses trois racines réelles, parce que par quatre points on peut en général faire passer trois couples de deux droites sécantes.
La première méthode indiquée, basée sur l’élimination, est préférable à la seconde.
Construction des racines réelles des équations à une inconnue.
248. Étant donnée une équation quelconque F(x) = o, on peut la regarder comme résultant de l’élimination de y entre les deux équations ,r = F (^) et^=o; elle doit donc être satisfaite par les abscisses des points communs aux deux courbes représentées par ces équations. Comme l’équation y=o représente l’axe des x, on voit qu’il suffit, pour trouver les racines réelles de l’équation F (x) = o, de construire la courbe y = F(x), et de déterminer les abscisses des points où elle coupe l’axe des x.
La construction graphique effectuée fera connaître les racines cherchées avec une certaine approximation facile à évaluer, et l’on pourra ensuite en approcher de plus en plus en faisant usage des méthodes connues (voir Compl. d’Alg.).
On peut aussi regarder l’éiiuation F (.r) = o comme résultant
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de l’éliminalion de entre deux équations /{.r, ^ )=o et <p (j:, ^) = o convenablement choisies.
Si l’on construit à une échelle déterminée les courbes représentées par ces équations, les abscisses de leurs points d’intersection représenteront les racines réelles de l’équation F {x) = O. Pour qu’aucune racine réelle n’échappe, il suffit qu’aucune racine réelle de F (a:) = o ne puisse correspondre à une valeur imaginaire de dans l’une des équations/ (jr, r)=o et <f) {x, y) = o, condition qui sera toujours remplie si l’équation ainsi associée à F (x) = o contient jr seulement au premier degré.
Application aux équations du quatrième degré
Toute équation algébrique pouvant être privée de son second iPsme {Compl. d’Àlg., 190), nous prendrons une équation du quatrième degré ramenée à la forme
(1) x' px\-\- qx r= O.
On peut obtenir cette équation en éliminant y entre les équations
(3) py-i^ qx .y- r— O.
Le système formé des équations (i) et {2) est équivalent au système formé des équations (2) et (3). A toute valeur réelle de 2: satisfaisant à l’équation (i), correspond une valeur réelle de y déduite de l’équation (2). Les points d’intersection des courbes représentées par les équations (2) et (3) auront donc pour abscisses les racines réelles de l’équation (1).
Ces courbes sont des paraboles. Pour opérer plus simplement, on peut remarquer que le système des équations (2) et
(3) est équivalent au système formé de l’équation (2) et de la somme des équations (2) et (3). On choisira donc finalement les équations
(4) x^y-y’-h{p — i)y-yqxy-r=o.
Les axes étant supposés rectangulaires, l’équaiion (2) représente une parabole dont l’axe est celui des y et qui est rapportée à son sommet. On construira le patron de cette parabole (dont le paramètre est i) une fois pour toutes. L’équation (4) représente une circonférence de cercle dont le centre a pour coordonnées
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Cl dont le rayon est égal à
Les points d’intersection de cette circonférence avec la parabole x’ = J, feront connaître (à l’échelle) les racines demandées.
Application aux équations du troisième degré
On prendra l’équation du troisième degré sous la forme x' + px + q = 0, et on ramènera ce cas au précédent en multipliant les deux membres de l’équation donnée par le facteur X. On aura ainsi l’équation du quatrième degré
X* -f- px^ -\-qx = O,
qui admet en plus des racines cherchées la racine x=o qu’on devra finalement rejeter.
Il suffira donc (249) de construire la parabole
et la circonférence
leurs points d’intersection, autres que l’origine, feront connaître les racines demandées.
La circonférence représentée par l’équation (a) passant par l’origine, il sera inutile de calculer son rayon. Les coordonnées
de son centre seront toujours — | et — ^ —
On voit qu'en coupant une même parabole par des circonférences convenablement déterminées, on peut résoudre graphiquement toutes les équations du troisième et du quatrième degré.
Exemple. — Si l’on demandait de trouver les solutions communes aux deux équations (246)
x’= 5/-I- 2, xy = -I- 8,
dont la première représente une parabole et* la seconde une hyperbole, on éliminerait y entre ces deux équations, cl l’on serait conduit à l’équation du troisième degré
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Il faudrait donc chercher les abscisses des points d’intersection de la parabole =y et de la circonférence
A’-t-jr’ — t8_^ — ^ox = O,
dont le centre a pour coordonnées 20 et 9.
Application aux équations transcendantes
On opérerait d’une manière analogue pour résoudre graphiquement les équations transcendantes. Soit l’équation
X = tangx.
On peut l’obtenir en éliminant^ entre les deux équations x = y et _^=tanga?.
On construira donc la bissectrice de l’angle des axes et la tangentoïde y = tangx, déjà étudiée au n” 104 [ fig. 56). La courbe j = tang^ étant composée d’une infinité de branches égales et infinies, il y aura un nombre illimité de points d’intersection; de sorte que, comme nous le savons {Compl. d’Alg., 260), l’équation x = tanga; admet un nombre illimité de racines réelles, une seule dans chaque quadrant.
DES COURBES SEMBLABLES
252 La définition que nous avons donnée des polygones semblables et semblablement placés (Géom., 101 ; Compl. de Gcom., 65), peut s’appliquer aux courbes quelconques.
Soit une certaine courbe plane. Si l'on joint un môme point de son plan à tous ses points, et si l’on divise les rayons vecteurs obtenus dans un même rapport, l’ensemble des points ainsi construits constitue une nouvelle courbe semblable à la proposée et semblablement placée. Le point de départ des rayons vecteurs est le centre de similitiule des deux courbes, le rapport adopté est leur rapport de similitude.
Deux courbes étant semblables et semblablement placées (ou homothétiques), si l’on transporte l’une d’elles parallèlement à elle-môme, la similitude de forme et de position continuera toujours d’exister. Les rayons vecteurs ne seront plus confondus, mais ils resteront à la fois parallèles et proportionnels.
Deux courbes étant semblables et semblablement placées, si l’on transporte l'une d’elles d’une manière tout à fait quelconque, la similitude do forme continuera d’exister, la similitude de position disparaîtra. Les rayons vecteurs resteront proportionnels, mais ne seront plus parallèles.
Les courbes semblables à une courbe d’espèce donnée sont en nombre illimité.
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25IJ. Avant d’aller plus loin, nous pouvons remarquer que lorscjnr rrijutition d'une rourùe, réduite à sa forme la /dus sim/jle, ne contient qiiun seul /laramètre, toutes les courl>es de même es/wee sont des couilws semblables. En effet, si la similitude de ces courbes exigeait une condition quelconque, leur paramètre se trouverait déterminé, et toutes les courbes de la même famille se réduiraient à une seule.
Les équations les plus simples de la circonférence, de la parabole, de la cissoïde, de la spirale d'Archimède, étant
x‘ + x'‘ = r\ y‘‘=ipx, p = ae>,
toutes les circonférences, toutes les paraboles, toutes les cissoïdes, toutes les spirales d’Archimède sont des courbes semblables.
254. fk)ient (fig. 121) les deux courbes AB et A'B', semblables et semblablement placées. Supposons que leur centre de similitude soit à l’origine des coordonnées. Désignons par /' leur rapport de similitude. Oti aura, d’après la figure, pour deux points homologues quelconques M et M',
OM “ OP “ MP
•r et J représentant les coordonnées d'un point quelconque de la courbe AB, /x et ky représenteront donc les coordonnées du point homologue de la courbe A'B'; et l’équation de la courbe AB étant
l’équation de la courbe A'B' sera
F(Xx, ky) = O.
On n’aura qu’à donner à k toutes les valeurs possibles, pour obtenir toutes les courbes homothétiques à la proposée.
Si l’on transporte la courbe A'B' parallèlement à elle-même, on pourra mesurer ce déplacement par celui qu’il faudrait attribuer aux axes pour ne pas changer l’équation de la courbe A'B'. En désignant par a et 6 les coordonnées de la nouvelle origine O' (fg. laij par rapport aux anciens axes, on aura
x=o-Fx', yz^b+y'-,
or, par rapport aux axes O'x' et O'y', l’équation de la courbe A'B' est, d’après l’hypothèse,
Donc, par rapport aux axes primitifs, l’équation de la courbe A'B' après son déplacement sera
Telle est l’équation générale des courbes semblables à la proposée et semblablement placées, lorsque le centre de similitude n’est pas au même point. ^
235. Si l’on transporte maintenant la courbe A'B' d’une manière quelconque dans le plan de la courbe AB, son mouvement se composera du
Digi'u^Hij by CjOOgk
354 GÉOMÉTHIE AJ\ ALYTIQUE.
mouvement do translation qu’on vient d’effectuer (254), et d’un mouvement de rotation autour de la nouvelle origine O'. Supposons (fg. laa) que les axes accompagnent la courbe dans son mouvement total. Désignons par 0 l’angle des axes primitifs, par a l’angle que forme actuellement O'x' avec une parallèle menée à Ox par le point O'. L’équation de la courbe rapportée aux axes O'x', O'j', dans leur nouvelle position, sera toujours, d’après l’hypothèse,
Fj/x-, kf) = O.
Les formules qui correspondent au passage d’axes obliques à d’autres axes obliques étant
x'sin(0 — a) -t- r'sinfO — S)
X = «H i 1 lJ,
sin0
. _ . x'sina -(-j'sin p
on aura ici, à cause de p = 0 + a.
X = fl
x'sin(0 — g) — j'sina sinO
x'sina +7'sin (0 -t-g) sin0
Pour avoir l’équation de la courbe A'B' par rapport aux axes primitifs, on devra donc remplacer x' etj' dans l’équation F(/!x', /•/') =o par les valeurs qu’on déduira des formules précédentes ; et l’on obtiendra ainsi l’équation la plus générale des courbes semblables à la courbe proposée.
256. Pour vérifier si deux courbes données par leurs équations sont semblables, il faut comparer l’équation la plus générale des courbes semblables à la première, avec l’équation do la seconde courbe. En cherchant à identifier les deux équations considérées, on déterminera d’une pari les valeurs des constantes arbitraires k, a, 6, a, propres à faire connaître la disposition relative des deux courbes, et d’autre part les conditions essentielles de l'identification, c’est-à-dire indépendantes de ces constantes arbitraires, exprimeront précisément les conditions de similitude des courbes proposées.
Le calcul se simplifie, lorsqu’on veut chercher si deux courbes déjà semblablement placées sont semblables (254).
Similitude des courbes du second degré.
Soit d’abord une ellipse rapportée à ses axes
Cherchons la condition pour qu’elle soit semblable à une autre ellipse
placée de la même façon, c’est-à-dire rapportée aussi à ses axes dirigés suivant les axes coordonnés.
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L’wjiialion dos courbes homothétiques à la première ellipse est
Pour identifier les équations (2) et (3), il faut poser
On en déduit
ou
— fi.
Donc, pour que deux ellipses soient semblables, il Jaut que leurs axes de meme nom soient proimrtionnels .
On trouvera la même condition pour deux hyperboles (*).
Deux: paraboles sont toujours semblables (253).
2,58. Servons-nous du résultat précédent pour trouver les caractères de similitude de deux coniques à centre rapportées à des axes rectangulaires quelconques. Leurs équations sont alors
kr^ -+- B.rr -I- Cæ'* 4- Dj -f- Ex -f- F = o, .Vr’-)-B'xj-t-C'.r’-l- D'j-I-E'x-)- F'= o.
Si on les rapporte à leurs axes principaux, on arrivera à des équations de la forme
Les longueurs des demi-axes a et b, a, et b,, des deux courbes étant
la condition de similitude des deux courbes sera
Un en déduit
Mais nous savons (125) que
M-N= v/(A-C)’4-BS M'-N'=v/(A'-C')^-t-B".
(*) Dans le cas de deux hyperboles, les axes hoitiolognes peuvent être l’un transverse, l’antre ima(jinaîrc. Le rapport de similitude est imnjrinairc, mais la condition générale de similitude est remplie. On peut dire, si l’on veut, que l’une des hyperboles est semblable à la coitjuguée de l’autre, dans l'acception ordinaire du mot.
Il viendra donc
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c’esl-à dire finalement
B’ -4 AC B”— 4A'C
Telle est la condition cherchée. Elle montre que toutes les paraboles sont semblables, puisqu’elle est satisfaite d’elle-méme dès qu’il s’agit de courbes de cette espèce.
259. Si l’on veut que les deux coniques soient à la fois semblables et semblablement placées, sans que leur centre de similitude soit au même point, il suffit de chercher l’équation générale des courbes semblables à la première et semblablement placées, en remplaçant dans son équation X et J par (254)
k(x — a) et k(y — h).
Il viendra
A4’(^>— i)’ + B4’(x — <7)(jr — 6) + C4’(x — «)’ + D/ {jr — é)
+ E/(x — a) + F=o ou
AXy+B4’x7+C4’.r’ + (DX - a6A4’ - aBX’)j -H(EX-a«CX’-6BX’)x+AX’6’+BX’fl6 + CX’«’
— Hkb — EXa +F = o.
Pour identifier cette équation avec celle de la seconde conique, il faut poser
AX’ = A', BX’=B’, CX-’ = C
DX -2fcAX»-aBX’= D', EX - aaCX’- iBX’ = E',
A P 6’ + B X ’ at + ex ’ a’ - D X 6 - E Xa + F = F' .
Il en résulte évidemment, comme conditions de similitude,
Les trois autres relations permettent ensuite de déterminer les constantes arbitraires a, b, k.
Donc, pour que deux coniques à centre soient semblables et semblablement placées (sans avoir le même centre de similitude), il faut que, dans leurs équations, les coefficients des termes du second degré soient proportionnels.
Si les deux coniques devaient avoir le même centre de similitude, la proportionnalité devrait exister aussi entre les coefficients des termes du premier rft'gne (254). Ainsi l’on aurait, d’une part,
ABC A' - B' “ C
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et (le l'autre,
Ü _ Il
ir “ E'‘
260. Remarque. — Eu se reportant au chapitre (]ui trait(( d(>s sections coniques, on peut vérifier très-facilement les conditions précédentes (257 ). Dans le cas de l’ellipse ou de l’hyperbole, si les plans sécants sont parallèles, on obtient évidemment des courbes semblables. Or dans ce cas l’angle a demeure constant; c’est-à-dire que le coefficient du terme en j;’ dans l'équation générale des sections coniques, ne changeant pas, il en P
est de même du rapport -p des carrés des axes, ipii dés lors sont prn- //ortiori/iels.
DES COORDONNÉES POI. AIRES
2G1. Les notions données dans le Livre sur le système des coordonnées polaires seraient insuffisantes dans l’application. Nous allons dans ce chapitre étudier ce système d’une manière spéciale, en nous bornant aux développements indispensables.
Variations des coordonnées p et u.
262. Pour définir un point isolé, il suffit évidemment de faire varier l’angle tu de o à 27: et le rayon p de o à -+-co (4); mais, lorsqu’on veut représenter par une seule équation les différentes branches d’une courbe telle que l’hyperbole ou les diverses circonvolutions d’une ligne telle que la spirale d’Archimède, il faut faire varier chacune des deux coordonnées p et w depuis —00 jusqu’à -f-*». C’est ce que les exemples suivants vont montrer.
263. Hyperbole. — Soient F' le foyer de gauche et A' le sommet voisin. Nous prendrons pour piMe le point F' et pour axe polaire la droite F'A' [Jig. i?.3).
M étant un point quelconque de la branche de droite, la valeur du rayon vecteur est donnée par la formule (172)
(i p = hrt.
(*) Comme nous l'avons dit dans V Avertissement placé en tète de ce troisième volume, nous devons le chapitre ci-dessus tout entier a Publigeancc de notre excellent collègue cl ami M. Hug. Rouché, auquel ses travaux assurent déjà uno place honorable parmi les mathcinaticiens de notre époque. Nous lui renouve ]ons ici l'expression de toute notre gratitude.
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Kii (wojelaiil successivement OM et OK'M sur la direction F'A'æt, on a
(7.) .r = — c-f-pcosti).
En éliminant x entre les relations (i) et (2), il vient pour l’équation polaire de la branche de droite de l’hyperbole
I cos w
Désignons par p le paramètre — (204) et par e l’excentricité 1^(134), ici supérieure à 1. Nous aurons, en renversant,
, _ , Il — e cos 61
En éliminant x entre les relations
et X — — c + pcos6),
on trouvera de même, pour équation polaire de la branche de gauche de l’hyperbole,
ecoS6>
Ainsi lorsqu’on se borne aux valeurs positives de p, les deux branches de l’hyperbole ont des équations distinctes. Mais il est facile de voir que l’une quelconque de ces équations (3) et (4), suffit pour représenter l’hyperbole entière lorsqu’on admet les rayons vecteurs négatifs, c’est-à-dire lorsqu’on convient de porter la valeur absolue d’un rayon vecteur négatif dans la direction opposée à celle qu’indiquerait la valeur correspondante de l’angle et.
En effet, 6> = MF'æt étant la coordonnée angulaire d’un point quelconque M de la branche de droite [fig. 12.3), la formule (3) donne pour le rayon vecteur correspondant la valeur positive
I — CCOS6)
Si l’on remplace dans la formule (4) et par r + m, on trouve
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|H)ui- le rayon %ecuuir corresiiondanl une valeur
I -t- ecos(--(- w) I — ecosw
qui est négative et égale en valeur absolue au rayon vecteur du point M. Pour construire le point — p), il faudra,
d’après notre convention, porter la longueur p = F'M sur la direction F'M opposée à la direction F'M' indiquée par l’angle t: + &) : on retombe ainsi sur le point M. Donc l’équation (4), qui donne déjà la branche de gauche par des rayons vecteurs positifs, reproduit la branche de droite par des rayons vecteurs négatifs ; elle représente donc à elle seule toute l’hyperbole, et la considération des rayons vecteurs négatifs rend l’équation ( 3 ) inutile.
264. Spirale d’Archimède. — Nous avons déjà trouvé pour l’équation de cette courbe (72)
P = rtci) ;
elle suppose qu’on a pris pour axe polaire la position initiale de la droite mobile et pour pôle la position initiale du point mobile (^g-. 124).
En faisant varier successivement w de o à 271, de 27: à 4t:,. . ., on obtient les spires successives OA', A,, A, A', A,,. . .; puis en faisant varier w de o à — 27:, de — 27: à — • • •> et admettant les rayons vecteurs négatifs, on trouve une autre série de spires B', Baiy, ,..., dont l’ensemble forme une
seconde partie de la courbe, symétrique de la première par rapport à la perpendiculaire jOy' menée par le pôle à l’axe polaire. Une droite quelconque issue du pôle rencontre les spires successives d’une même série, en une suite de points séparés les uns des autres par l’intervalle constant •xr.a qui représente l’accroissement du rayon vecteur à cbaque tour.
Si l’on se bornait aux valeurs positives de p et aux valeurs de cü comprises entre o et 277, l’équation p = aw ne donnerait que la'première spire OA', A,; pour les spires suivantes, il faudrait recourir aux équations
p = aw 4- 2770, p = rtW -1- 4îTrt. ■ • ■ •
De même, les spires de la partie symétrique exigeraient également des équations particulières et distinctes des précédentes.
L'extension donnée aux variations des coordonnées p et m permet de remplacer par une seule formule cette double suite indéfinie d’équations. Entre les deux manières d’opérer, le choix ne peut donc être douteux. D’ailleurs, au point de vue
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logique, le premier mode est seul en harmonie avec l'esprii de généralisation qui caractérise l’algèbre, c’est-à-dire avec la nature de l’instrument que Descartes a si bien adapté à l’étude de la géométrie.
Passage des coordonnées rectilignes aux coordonnées polaires.
265. Nous avons déjà vu (28) que, lorsqu'on prenait pour pôle l’origine des coordonnées rectilignes rectangulaires et pour axe polaire la partie positive de l’axe des x, les formules à employer pour passer du système rectiligne au système polaire étaient
x = pcoscü, j = psinw.
L’équation gulaires par
d’une courbe représentée
en coordonnées reclan-
sera donc en coordonnées polaires
F(pcos6j, psinw) = o.
266. /Application A la ligne droite. — L’équation générale de la ligne droite
Aj-h B.r = C
devient ainsi (38)
- = Asino) -I- Bcosu.
Si C est nul, la droite passe par l’origine, c’est-à-dire par le
pôle, et l’équation se réduit à
Asinw -H Bcosm= O ou w = arctang
= constante. —
Dans tout autre cas, on peut diviser par C et poser ^ — P,
— = Q. 11 est donc permis d’énoncer cette proposition : T ouïe
droite est représentée en coordonnées polaires par l'équation
ri/
ou par l'équation
- = Psinw Qcosw,
suivant qu’elle passe ou non par le pôle.
Si l’on fait successivement dans ré(|ualion d’une droite qui
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ne passe pas par le pôle, m = o cl u = -> on trouve
Les inverses des coeflicienls Q et P étant les valeurs de p pour w = o et représentent précisément, en gran-
deur et en signe, les segments que la droite intercepte à partir du pôle sur l’axe polaire xOx' et sur la perpendiculaire /Oj' élevée à cet axe par le pôle. De là un moyen simple de construire, sans ambiguïté, une droite donnée par une équation numérique. Soit, par exemple, la droite
I sinw
cosw
On aura -t- 3 pour le segment OA sur l’axe xOx' [fig. laS) et — 2 pour le segment OB sur ^0/'. On construira donc OA et OB à l’échelle du dessin, cl, en joignant les points A et B, on obtiendra la droite cherchée.
2G7. À pplication à la circonférence de cercle, — En désignant par rf et « les coordonnées polaires du centre et par r le rayon, nous avons déjà trouvé pour équation polaire de la circonférence (54)
p’ — 2<fpcos(&) — «) -+- = r*.
Elle résulterait immédiatement de l’équation en coordonnées rectangulaires
{x — py-h{y — q)‘‘= r\
en remplaçant /> et ç par leurs valeurs dcosx et r/sina, x et y par leurs valeurs pcosw et psinw.
Cette équation polaire se réduit à p = r lorsque le centre est au pôle, et à
p = 2</cos(6) — a)
lorsque la circonférence passe par le pôle : ces deux dernières équations sont d’un usage très-fréquent.
Pour présenter une application de la seconde, cherchons la condition pour que trois points (pi , Wi ), (p?, on), (pj, wj), soient sur une même circonférence passant par l’origine.
Il suffit d’éliminer d et « entre les trois équations de condition
p, = 2r/C0s('.», — «), p,= 2(/C0S(Wj — a), Pi= 2r/c0s((»: — «)•
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Or si on les ajoute après les avoir multipliées respectivement parsin(6i, — Wj), sin(ojj — e», ), sin(&j, — 6>i), on obtient
p,sin(&)î — p,sin(cü, — w,) -|- pjsin(&), — m,)
= 2(/cosa[cosw, sin(w, — mj) -t- cosMiSin(wj — w.)
cosw3sin(wi — w,)]
+ 2(/sina[sinw, sin(o)3 — coj) + sinw,sin(w, — oi,)
“1“ sin&)3 sin (û>i — ws)].
Kt comme les deux parenthèses du second membre de l’équation résultante sont identiquement milles, on a simplement pour la condition cherchée
p, sin(&), — w3)-l-p3Sin{&)3 — w,)-i- psSin(Mi — w,) = o.
Équations polaires des sections coniques.
268. Pour opérer d’une manière uniforme, on prend pour polo un foyer et pour axe polaire la droite qui va de ce foyer au sommet voisin. Nous avons déjà vu que, dans un tel système de coordonnées, Y hyperbole était représentée par l’équation (203)
I I -t- ecos&>
Considérons maintenant la parabole. F étant le pôle et FAX l’axe polaire (Jig. >26), on a
P = — -t-ar
pour la valeur du rayon vecteur F’M (202). Si l’on projette sur FAX les deux chemins AM et AFM, il vient
x= — -i-pcos(7: — 0)) = ^ — pcosw.
Éliminant x entre les deux relations posées, on trouve 1 I -f- C0S6)
pour l’équation polaire de la parabole.
Supposons enfin Yellipse rapportée à son foyer de droite F comme pôle ctà la droite FAar comme axe polaire {Jig. 127). Le rayon vecteur FM aura pour expression (136)
ex
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En projeliinl les deux chemins ÜM el OEM sur l’axe polaiie, il vienl
X = C — pCOS(7T — w) = C + pCÜSM.
En éliminant x entre les deux relations obtenues, il vient
I H COS «O
c’est-à-dire que l’équation polaire de l’ellipse est, d’après les notations adoptées,
I I -f- ecosc.)
269. La comparaison des résultats précédenls{'iGS) montre que réquation
I I ecosw
représente une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que l’excentricité e est inférieure, supérieure ou égale à l’unité.
On a souvent à discuter des équations numériques qui rentrent dans le type
I G -j— B coso) — |— A sin fa
on
( cosw +ÏJ sinw
Pour revenir immédiatement à la forme (B), il suffu alors de poser
L’équation devient
|j-=tangC.
n f. cos(c) — 0)
GcosQ '
et il ne reste plus qu’à poser w — 0 = w', c’('sl-à-dire à faire tourner l’axe polaire de l’angle 0.
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On voit facilemenl, d’après la transformaiion effecluée, que. l’équalion (S) roprésenle une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que la somme A'+ B’ est inférieure, supérieure ou égale à G’.
270. Il est encore utile de connaître les équations polaires de l'ellipse et de l’hyperbole rapportées à leur centre comme pôle et à l’axe focal comme axe polaire.
il suffit de remplacer x et y par pcosoi etosin w dans les équations
On trouve ainsi
cos’ 6)
sin’w
I cos’w
sin’r.)
Des tangentes.
Pour que deux courbes
aient en commun deux points M et M' dont les coordonnées angulaires sont aet«-t-/i, il faut et il suffit qu’on ait les deux relations
/fa)=9(«), f{cc-h h)~tf{x-yh), qu’on peut encore écrire
Si l’on fait décroître h jusqu’à zéro, on obtient à la limite les conditions {Compl. d’Jlg., IIV),
pour exprimer que les deux courbes considérées sont tangentes au point M.
272. D’après cela, les valeurs de P et de Q (jui rendent une droite (266)
- z= P sin w Q cos m,
(aiigcnio à la courbe.
= /’(f.i)au point M dont la coordonnée
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angulaire est x, sont données par les deux équations
f(a) = P sin a -t- Q cos a, f'{x) = P cos x — Q sin x.
On en déduit, en opérant par voie de réduction,
(A) P = f{x) sin a -f-/' (a) cos x, Q = f[x) cos x — /' («) sin x. On a donc pour l’équation de la tangente
-=/(a)[coswcos« + sinriisina:]4-/'(a)[sin wcosa — coso>sin«],
(B) - =/(«) cos (u — x) +f'(x) sin (w — a).
273. Dans la pratique, on construira cette droite au moyen de scs segments sur O^ et sur Oj (266). On pourra ainsi, dans la discussion d’une courbe, tracer A priori et sans ambiguïté la tangente en tel point qu’on voudra. Les valeurs (A) de P et de Q sont d’ailleurs les expressions générales des inverses de ces
segments : ^ est le segment sur 0/ et ^ le segment sur Ox. Exemple. — Soit la parabole (268)
- = - (l -1- cos to).
Le foyer F est pris pour pôle et la droit FAx pour axe polaire [Jig. 19.8)
L’équation de la tangente au point M dont la coordonnée angulaire est X est
=/(a)cos(w —
x) -)-/'(«) sin (w
On a ici
cos«) et
/'(«) = — -sin «.
En substituant et en simplifiant, il viendra donc pour l’équation de la tangente
= - [cos (o) — x) -h cos 0)].
On a, en substituant les \aleurs de /(a) et de /'(«) dans l’ex-
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liression de 0,
y = - (i -t- cos a).
Par suite, l’inverse du segment déterminé par la tangente MT sur l’axe FAx sera
FT
I + cos a) =
Ce segment FT sera donc égal au rayon vecteur FM, et l’on retrouve ainsi simplement la construction connue de la tangente (210).
274. ^ux points maximums et minimums, la tangente doit être parallèle à l’axe polaire. Le segment intercepté sur cet axe doit donc être infini, et, par suite, son inverse Q doit être nul. Donc, en vertu des relations (A), les points maximums ou minimums ont pour coordonnées angulaires les racines de l’équation
(C) /(a) cos a — /'(a)sina=o.
En égalant à zéro la valeur de P, on trouve de même l’équation
(D) /(a) sin a -!-/'(«) cos a = O,
pour déterminer les points où la tangente est perpendiculaire .à l’axe polaire.
275. L’inclinaison 9 de la tangente sur l’axe polaire est évidemment donnée par la relation (266)
tang 9 = —
Q f'{ix) sin a — /(ot) cos «
P ~ f'(a.) cos a. +/(a)sin a’
c’est-à-dire, en divisant les deux termes par/' (a) cos a.
Si l’on pose on aura
lang 9
tang 9 =
tanga /■(«) '
= tangfx.
tang a -f- lang p.
I — lang a tang /x
tang (a 4- p.).
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D’où l’on voit, en considérant le triangle OM’r(/g'. 129), que l’angle fx est égal à l’angle OMT ou à son opposé SMV. Donc l’angle fx que la partie de la tangente qui correspond au sens positif de la coordonnée angulaire oi fait avec le prolongement du ray on vecteur, est donné par la formule
lang fA =
qu’on peut encore écrire {Compl. d’Alg., 122)
On peut d’ailleurs démontrer géométriquement comme il suit cette formule importante {fig. i3o). CMC' étant une courbe rapportée au pôle O et à l’axe polaire Ox, soient M(p, m) le point où l’on veut mener la tangente SMÏ etM'{p4-Ap,M + Aw) un point voisin. Décrivons du point O comme centre l’arc de cercle MMj. Dans le triangle rectiligne MM,M', nous aurons :
sinMiM'M _ M,M _M,MxarcM,M_ M,M ^^pAw sin M. MM' ~ M.M' ~ M,M'XarcM,M ~ arcM.M ^
A la limite, lorsque le point M' vient se confondre avec le point M, l’angle M,M'M tend vers OMT = pi et sin M.M'M vers sinpt; l’angle M'M,M tendant vers un angle droit, l’angle M,MM' tend vers ^ — g, et sin M,MM' vers cos pt. Le premier membre de l’égalité* précédente tend donc vers tang u ; le premier facteur du second membre tend d'ailleurs vers i. On aura donc à la limite
tang p. =
lim
Au
276, Dans le système des coordonnées polaires, la soustangente (que nous désignerons par S,) est la perpendiculaire OT menée par le pôle au rayon vecteur OM et terminée à la tangente MT. La sous-normale (que nous désignerons par S,) est la partie ON de cotte même perpendiculaire com-
prise entre le pôle O et la normale MN [Jig. i3o). On a évidem ment
S, = OT — P tang u = ^ i
S„ = ON = — ^ = p'.
tang pt
277. Enfin, les tangentes au pôle s’obtiennent d’une manière très-simple ? elles répondent évidemment aux valeurs de « pour lesquelles p s’annule.
278. Voici quelques applications des formules (E), (F), (G). 1° Dans la spirale d’ Archimède p= rtw, on a
la sous-normale y est donc constante. De là un moyen trèssimple de construire la tangente. On décrit un cercle du pôle comme centre avec a pour rayon (fig. i3i), et l’on mène par le point M, où l’on veut avoir la tangente, une perpendiculaire MT à la droite MP qui joint le point M à l’extrémité P du rayon OP = a, perpendiculaire au rayon vecteur OM. Au pôle, la spirale est d’ailleurs tangente à l’axe polaire (277).
a® Cherchons la courbe dont la tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur du point de contact.
La relation (E)
tang p = = const.
peut s’écrire
C’est la traduction analytique de la condition imposée. On en déduit (Compl. d’Alg., 125, 129),
l.p = mw, d’où p = e"’"'
Le rayon vecteur p, égal à i pour pi = o, croît de i à oo lorsque M varie de o à -|- op • La courbe fait donc {Jig. i3a), à partir du point A pour lequel on a OA = i, une infinité de circonvolutions de plus en plus grandes. Lorsque &> varie de o à — co , p varie de I à O : donc, à partir du point A, la courbe continue à tourner autour du pôle (dans un sens contraire) en s’en rapprochant indéfiniment (*).
Cette ligne, qu’on nomme spirale logarithmique ,\o\i\\, encore de la propriété suivante t l’extrémité N de la sous-normale décrit une spirale égale à la première, mais différemment placée.
{*) Le |irtle^cst, dans vo cas, un point n.\}
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Eli effet, la formule (O) donne pour le rayon vecteur du point N (Compl. d’Àlg., 124, 129),
p, = ON=p'=me'""-
D’ailleurs, la coordonnée angulaire du même point est
L’équation du lieu des points N sera donc
p, =z= me
ou, plus simplement, en enlevant les indices,
Pour ramener cette équation à la forme
il suflit donc de poser
TT
c’est-à-dire de prendre un nouvel axe polaire incliné sur le premier d’un angle égal à ^
On démontre aisément que l’extrémité de la sous-tangente décrit aussi une spirale égale à la première.
3“ Considérons enfin la courbe décrite par un point M d’un cercle mobile O' qui roule sans glisser sur un cercle fixe O de même rayon (fig. i33).
Prenons pour pôle le point A où se trouvait le point générateur M, lorsque ce point était le point de contact des deux cercles O et O', et adoptons OAx pour axe polaire. Quand le cercle 0' a roulé de l’arc CA, le point M occupe une position telle, qu’on ait arcCM = arcCA. Le triangle ACM est donc un triangle isocèle dont la médiane CI est la tangente commune aux (leux cercles au point C. Ainsi la droite AI est parallèle à OC et, de plus, égale à la moitié du rayon vecteur AM. Donc, en projetant le contour OAI sur OC et en désignant par R le rayon commun des deux cercles, on aura
R = R cos&j -i- -1
d’oii
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P=2K(i — co.sci)).
Celte courbe, langcnle à l’axe polaire au pôle A (277), s’idève au-dessus de cet axe qu’elle vient ensuite couper en A' à une distance AA'= 4^^» se termine par un arc A'1)'A symétrique du premier ADA'. La formule (E) donne
. TAfl- 2U(l — cos^.i) , I
tangu = tanglMV = Hr— = lang - &>,
2Rsin&> 2
c’est-à-dire
tangTMV = langM(>I = cotCMl.
Les deux droites MC et MT sont donc perpendiculaires; et par suite, la droite MC, qui joint le point M au point de contact C des deux cercles, est la normale à la courbe décrite, au point M.
Cette propriété de la courbe considérée qu’on nomme épicycloide (71), n’est qu’un cas particulier de ce beau théorème général dû à Descartes ; Lorsqu’une courbe roule sans glisser sur une autre courbe supposée fixe, un point quelconque lié à la première décrit une troisième courbe dont la normale, en un point quelconque, s'obtient en joignant ce point nu point de contact correspondant des deux courbes primitives.
La démonstration de Descartes est d’ailleurs très-simple. Remplaçons les deux courbes par deux polygones ayant leurs côtés respectivement égaux. L’un de ces polygones restant fixe, tandis que le second se meut de manière à appliquer successivement chacun de ses côtés sur le côté égal du premier, un point quelconque M lié au polygone mobile décrira une série d’arcs de cercle dont les centres seront les divers sommets du polygone fixe; donc, dans une position quelconque du point M, la normale à l’arc qu’il décrit passera par le sommet qui est actuellement commun aux deux polygones. Cela posé, il suffit de faire croître indéfiniment le nombre des côtés des polygones cl de passer à la limite, pour avoir la proposition énoncée.
Des asymptotes.
Pour que la courbe
ail une branche infinie, il faut que /(f<>) s’annule pour une certaine valeur de ^.i; en d’autres termes, il faut que l’éiiua-
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ait une ou plusieurs racines réelles.
Plaçons-nous dans celte hypothèse, et soit a une racine réelle de l'équation précédente. L’équation générale de la tangente (272)
(B) ^ =/(«) cos(w — a) +f'{x) sin (m — a)
se réduit (en vertu de la condition f{x) = o et en supposant f (x) different de zéro) à
(H) !=/'(«) sin (o)-«).
La tangente a donc pour limite une droite déterminée; celle droite, qui est représentée par l’équation (II), a reçu le nom d’asymptote. On la construira à l’aide de ses segments sur Ox et sur 0/ (26G), ou bien au moyen de l’un d’eux et de la direction connue x de l’asymptote. Le principal avantage de l’emploi de l’équation (H) consiste en ce que, dans la discussion d’une courbe, on peut tracer à priori et sans ambiguïté les asymptotes.
Les expressions générales des inverses des segments sur Ox et sur 0^ (272), qui deviennent, d’après l’hypothèse /(«) = «,
— /'(a)sina et /'{a)cosa,
montrent que lorsque /'(a) s’annule en même temps que f(x), ces deux segments deviennent infinis; il n’y a plus de limite déterminée pour la tangente. On dit alors que l’asymptote se transporte à l’infini. A proprement parler, il n’y a plus d’asymptote, mais seulement une direction asymptotique.
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l’oiir e= I, l'(iqu;Uiun cosw = — i a une iiilinilé de racines réelles; mais comme, pour obtenir toute la courbe, il suffit de faire varier &> de o à ar, on ne doit prendre que la racine a=7r. D’ailleurs, la dérivée /' (a) = — t* sin a s’annulant pour « = 7r, l’asymptote se transporte à l’infini; la branche de courbe tend, en s’élevant sans cesse, à devenir parallèle à la direction a = 7r de l’axe géométrique de la parabole.
Poure^i, l’équation coSw = — a doux racines réelles
comprises entre o et arr, l’une «, moindre que l’autre égale à 27T — a. On a ici
/(«) = ^(> -l-ecosa),
d’où
/■' (a) = e sin a.
11 y a donc pour l’hyperbole deux asymptotes données par les équations (il faut remplacer successivement dans l’équation (H) a par a et 2tt — a)
1 esina . , i csina . ,
-= sin (a — w), - = sin (a -I- fa).
PP PP
L’angle a étant compris entre o et tt, on a
D’ailleurs
Le segment intercepté sur F' A' a* (Jig. i34) par l’une ou l’autre asymptote est donc (on pourrait répéter le même calcul pour la seconde asymptote)
— /'(a) sin a esin’a c l>'
résultat qui est d’accord avec les propriétés connues de l’hyperbole.
On prendra donc sur F'A'a: une longueur F'0 = c, et en menant deux droites POP', QOQ', respectivement parallèles aux directions F'G, F'(V, indiquées par les angles a et 27i — a, on aura les asymptotes.
(Æla fait, la discussion de la courbe est très-facile. Le rayon
vecteur p, d’abord égal à = c — a pour mz=o, croit et
devient infini pour &) = «; de là une première portion A'B' de la courbe, partant du point A' obtenu en prenant OA' = fl et se dirigeant vers l’asymptote OP'. Pour w plus grand que a. P est négatif et décroît en valeur absolue jusqu’à la valeur P
~ = G 4- a qu’il atteint pour &) = ::: on obtient ainsi une
autre branche, qui part de l’infini suivant la direction PO et arrive au point A obtenu en prenant OA = a. Enfin, de tt à 27T — «, on obtient la branche AC par des rayons négatifs; et de 2 TT — «à 27T, on trouve, par des rayons vecteurs positifs, la branche C'A' qui vient rejoindre la première A'B'.
281. Dans la pratique, on évite souvent de longs calculs au moyen de la remarque suivante :
Lorsqu’une fonction /(w) est le produit de deux facteurs ij> (cü), 9 (w), dont l’un tp (w) s’annule seul pour a = ce, il suffit pour avoir f {«) de prendre la dérivée du facteur ç (w), et de remplacer m par « dans V expression i}; (w) ^'(w).
En effet, l’équation
donne, par dérivation (Compl. d’Jlg.},
d’où, en observant que <p {«)= o, ^
Supposons qu’on veuille déterminer l’asymptote da folium de Descartes [USii,), dont l’équation en coordonnées polaires est
I _ sin’w4- cos’w I
P ~ 'Ssinaicosa) ~ Ssinoicosoi ^ ('•') ? (")•
L’asymptote répond à la valeur de w qui satisfait à l’équation sin*w-h cos’o) = O ou tang’w = — i; cette valeur est
Stt
On voit que 9 (u) est nulle pour cette valeur particulière. On aura
9'(w) = 3sinwcosw(sinw — cosu),
4'(m)9'(m] = sinw — cosu
III
f/équalion de l’asymptole est donc
i =/'(a) sin(w — «)= sin et le segment qu’elle intercepte sur Oar est
— y'(«)sin« . /3:t\
Ce résultat s’accorde avec celui déjà trouvé (102).
Discussion d’une courbe.
282. Proposons-nous de chercher la forme de la courbe représentée par l'équation
, , I n + 6cost>'
' ' P <7osinu
où G cl é sont des nombres positifs (^. i35, i36, 137).
D’une manière générale, une courbe est symétrique par rapport à l’axe polaire, lorsque son équation n’est pas modifiée par le changement de u en w, ou bien par le changement de p en — p et de w en rr — w.
Une courbe est symétrique par rapport à la perpendiculaire menée par le pôle à l’axe polaire, lorsque son équation n’est pas modifiée par le changement de <•> en ir — ou bien par le changement de p en — p et de «a en air — ta.
Si l’on change d’axe polaire, et si le nouvel axe polaire fait l’angle a avec l’ancien, on aura pour nouvelle coordonnée angulaire
Il faudra donc remplacer o> par a-i-6. Si le nouvel axe polaire est un axe de symétrie, l’équation ne sera pas modifiée par le changement de 9 en — 9 ou de p en — p et de 0 en ir — 9. En écrivant les conditions nécessaires pour qu’il en soit ainsi, on trouvera les valeurs de a qui correspondent aux axes de symétrie de la courbe (si ces axes existent).
Ceci posé, revenons à l’équation (i). Il suffit d’y faire varier u de o à air, puisque l’angle o> ne figure que par ses fonctions circulaires (c’est là une remarque générale). La courbe est symétrique par rapport à la perpendiculaire/Ojr' à l’axe polaire, puisque p se change en — p lorsque» devient air — » ; elle passe par le ^le en touchant l’axe polaire, puisqu’on a p = O pour » = O. La courbe passe en outre par le point B situé sur 07^ aune distance OB du pôle égale à é. Les deux tangentes en ce point (qui est double à cause de la symétrie) interceptent sur l’axe polaire des
segments OA et OA’ égaux à a. La formule (A) donne en effet (272), en représentant par/(w) le second membre de l’équation (i),
OA
/'(x)sina
OA’=-
/’(a)sin«
(En faisant successivement «=- et w=— 'dans l'équation (i), on ' a a
trouve
P = h et P = — h,
ce qui ramène bien au même point B.)
On décrira donc un cercle du pèle comme centre avec a pour rayon, et on obtiendra les tangentes au point B on joignant ce point aux extrémités A et A' du diamètre AA' (^g. i35, i36, 137).
Pour que la courbe représentée par l’équation (i) admette des branches infinies, il faut et il suffit (279) qu’on puisse satisfaire, par des valeurs réelles de w, à l’équation
(a) n4-icos(» = o:
CO qui exige que a ne surpasse pas b. On est ainsi conduit à distinguer les trois cas suivants : a b, a <ib, a=z b.
Premier cas. a
La courbe est alors fermée [fig. i35), et le tableau ci-dessous
TT
p — b, 1 P est positif dans cet intervalle,
W = TT
p = — b, ' P est négatif dans cet intervalle.
montre que la courbe part du pôle suivant la direction Ox, s’élève jusqu’à une certaine limite, revient au pôle en touchant do nouveau en ce point l’axe polaire; puis, dans une seconde révolution, décrit un second ovale OFBO, symétrique du premier OBEO par rapporta O/, et situé tout entier comme lui au-dessus de l’axo polaire. Pour compléter ces notions, il suffit de chercher le maximum du rayon vecteur. En mettant l’équation (i) sous la forme
a ( sin’ - U -1- cos’ - w ) -1- ô ( cos’ i w — sin’ - o) )
grfô.sin i wcos-m 1 a
c’est-à-dire
^ (fl'-|-i)COtiep)-|-(n — 6)tang^oi
P lab ’
on voit que ce maximum p, correspond au minimum du numérateur du second membre, c’est-à-dire a lieu pour
(/j-l-6) cot- w = (fl — fc)tang-w ou cosw= — -•
2 ' 2 fl
En effet, ce numérateur est une somme de deux parties dont le produit est constant {jilg- élém., 223). En désignant par a et 2ir — a les deux angles
compris entre o et ait qui satisfont à la relation cosw = — -j on trouve ( puisque le produit constant est — A’)
ah h
~ yjtâ— b' ~
Le cercle de rayon p, contient donc la courbe. D’apres cela, menons par le point A' la tangente A'I au cercle décrit du pôle comme centre avec OB= b pour rayon; prolongeons A'I jusqu’à sa rencontre C avec 0/; OC sera le rayon maximum p, , et en continuant le rayon 01 Jusqu’à sa rencontre E avec le cercle OC, nous aurons le point où ce cercle limite touche l’ovale OBEO. Même construction pour l’autre ovale. En effet, on a d’abord
cosIOA = — cosIOA'= —
d’où
IOA= a;
puis
coslOC
Deuxième cas. a < A.
L’équation (2) est alors satisfaite par deux valeurs a et 2jr — a de &>. La courbe a donc deux asymptotes. En profitant de la remarque du n“ 281 , on trouve immédiatement leurs équations (279)
1 _ sin(g — m) i_ sin(a-f-w)
p n ’ p fl
La première intercepte sur Oj et sur Ox {^g. i36) les segments
/'(a)cosa — /'(a)sina’
c’est-à-dire (en vertu de la relation n-|-Acosa = o)
— l = b = OB et Ji- = OT;
CCS a sin«
elle passe donc jiar le point B (qui est alors extérieur au cercle OA).
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D'ailleurs elle fait avec O7 un angle dont le sinus est égat à
OT a +- OT= ~
Donc celte asymptote n'est autre chose que la tangente BI' menée par lepoint B au cercle OA; la deuxième asymptote est la Umgente symétrique BI.
En résumé, w variant de o à a, la courbe part du pôle suivant la direction O.E, s’élève rapidement, passe en B où elle est tangente à BA, puis reste située dans l’angle opposé à ABI' justju’à ce qu’elle rejoigne à l’infini son asymptote BE'. De a à -tt, on obtient par des rayons vecteurs négatifs la branche EO qui, de ir à — a, se continue de ü en F par des rayons vecteurs positifs. Enfin de ïtt — a à att, des rayons négatifs donnent la branche E'BO. (On voit que chacune des branches OBE', OBF' présentera au delà du point B un point d’inflexion.)
Troisième cas. n= b.
Le point B est alors situé sur le cercle OA. L’équation de la courbe se réduit à
- = - col — û>.
P rt 2
L’axe polaire est parallèle à la direction des branches infinies ef il y a une asymptote unique donnée par l’équation (279)
1 _ sinu
c’est la parallèle à l’axe polaire menée par le point C situé sur Oj à une distance OC = ia.
Dew=oàw = 7T, on obtient par des rayons positifs la branche OBF tangente en B à la droite BA; puis de tt à aw, on trouve par des rayons négatifs la branche EBO.
283. La courbe que nous venons de discuter représente la projection horizontale de la ligne d’ombre de la surface de la vis à filet triangulaire. Elle se prête à une définition géométrique très-simple.
Du point B i38), menons une sécante quelconque qui rencontre en N le cercle OA; joignons ON, puis menons à angle droit sur ON la droite OMI qui rencontre en M la sécante, cl en I la parallèle BI à ON. Les triangles semblables BMI, NOM, donnent
MO MI P ôsinw— P
ÜN“Br ~ bws-^ '
I a -(- AcoS'>>
P «ésino»
Ainsi la courbe considérée est le lieu géométrique des points Mque l’on obtient en menant par un point fixe B des droites qui coupent un cercle fixe O, et en élevant chaque fois une perpendiculaire OM sur le rayon ON qui va au point de section, jusqu’à la renconire do la sécante correspondante.
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Comme chaque sécante coupe le cercle eu deux points, il y a deux points de la courbe sur chaque sécante. Le milieu de la longueur comprise entre ces deux points est toujours sur le cercle décrit sur OB comme diamètre. Le lecteur pourra vérifier facilement cette dernière propriété et retrouver par une discussion géométrique les diverses formes de courbes que nous avons déduites de l’équation (i).
Application des coordonnées polaires à la démonstration de quelques théorèmes.
284. L’emploi du système polaire permet de démontrer avec rapidité et élégance un grand nombre de théorèmes, qu’on ne trouverait que très-péniblement à l’aide du système rectiligne. Nous en donnerons quelques exemples.
1° L’équation de la tangente à la parabole au point M [Jig. iSq) dont la coordonnée angulaire est MFx = 2a, est (273)
I COS(w — 2«)-f-C0SW
La tangente en un second point N dont la coordonnée angu-
laire NF:r = ap, ayant pour équation
coupe la première tangente en un point T, dont la coordonnée
angulaire TF a: est donnée par la relation
cos (m 2«) = cos (w 3 j3).
Des deux solutions
w — aa = cü — 3(5,
la première doit être rejetée puisqu’elle conduit à a=(3; la seconde, seule admissible, se réduit à
oj = a -1- (3 ou
TFx=-(MFa;-+-NF3r):
elle démontre donc ce théorème : Dans toute parabole, la droite qui joint le foyer à l’intersection de deux tangentes, divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs des deux points de contact.
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3" Il résulte de là que si l’on considère trois tangentes T, , T,, Tj, à la parabole
I cos{&) — 2ai)-f-cosw
I COS(w 2«,)-+-C0SW
I C0s(w — 2«j)-|-C0SW
et que l’on désigne respectivement par (p, , w,), (p,, &>j), (p,, wj) les points d’intersection M,, M>, M,, de T, et de ï,, de T, et de 'fi, de T, et de T,, on aura
Wj = «I 4- a,.
Par suite, en portant dans les équations précédentes les valeurs qui y satisfont et en rapprochant les expressions obtenues, on pourra écrire
2C0Sa, cos«j COS«3 cosa, cosa, cosaj
cosa, sin(a, — a,) 4- cosa,sin(aj — a,) 4- cosa, sin(a, — a>)
“ p, sin (ai — ai) 4- Pi sin (a, — a,) 4- p, sin (a, — ai)
Le numérateur de ce dernier rapport étant identiquement nul, il faut que son dénominateur le soit aussi, afin que ce rapport, quia une valeur nécessairement différente de zéro, se présente
sous la forme -■ Or la relation
p, sin (ai — a, ) 4- Pi sin (a, — a,) 4- p, sin (a, — a, )
exprime précisément (267) que les trois points M,, M, , Mi, et le pôle F sont sur une même circonférence. On parvient donc à ce théorème :
Le cercle circonscrit au triangle déterminé par les points d’intersection mutuels de trois tangentes à la parabole, passe par le foyer.
Ce théorème permet de déterminer immédiatement les éléments d’une parabole dont on donne quatre tangentes.
3" Quand on veut étudier les relations qui existent entre les longueurs de deux diamètres conjugués et leur angle, dans l’ellipse ou dans l’hyperbole, c’est au système polaire qu’il
a8o GÉOMÉTRIE AMALYTIQOE.
faut recourir. Pour reconnaître la vérité de cette assertion, il suffit de considérer les formules (270, 275)
I cos^w I sin’6>
langfA=:^-
La première donne en effet les longueurs de ces diamètres, et la seconde donne leur angle puisque la tangente à l’extrémité d’un diamètre est parallèle à son conjugué.
Par conséquent, si, après avoir calculé p', on élimine entre les deux relations précédentes l’angle co qui distingue un diamètre de son conjugué, on obtiendra une équation qui renfermera nécessairement toutes les relations qui lient les longueurs de deux diamètres conjugués et leur inclinaison mutuelle.
Bornons-nous au cas de l’ellipse. Le calcul se fait très-simplement lorsqu’on écrit l’équation (i) sous l’une des deux formes suivantes
et lorsqu’on remplace l’équation (2) par celle-ci
sin’fA
Le carré de la dérivée de l’une des deux équations (3) est, en vertu de ces mêmes équations.
ou
On a donc enfin, d’après la relation (4),
p' — (a’ -I- fr’) p’H = O.
sin’pt
Les racines de cette équation correspondent aux diamètres conjugués qui font entre eux l’angle pt. En désignant par a” et
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6'’ les carrés des demi-longueurs de ces diamètres conjugués, on aura donc
<i'j -I- 6’ et a' b' — :
sin fA
ce sont les deux théorèmes d' Apollonius (157).
La correspondance du maximum de fi à l’égalité des diamètres conjugués devient intuitive d’après l’équation (K), qui fournit en même temps la limite de p. (*}.
QUESTIONS PROPOSEES
I. Construire les courbes représentées par les équations suivantes ;
4/’— I2X/4- 1 ix’-l- 4/ — fl = O (ellipse)
( on fera successivement n= — 4, fl=io, a = 3);
25/’ — lox/ — 4J^’-l-20j + 2G.r-t-«=i: O (hypecbolc)
( on fera successivement fl= — 33,a= — 4g, «=— 40î
(gr’ — — &y + ax + b = o (parabole)
( on fera successivement a = — 5 et, b =i5, fl = g et 6= — i3, a = 2 et b= — 6, *fl = 2 et 6 = 8, a = -i et b = i).
II. Construire les courbes représentées par les équations suivantes (hyperbole) :
— 2/+ 3x — I = O, 5x/— iox’-|- 3/ — x+ 3 = o, 2J/-I-5/ — x-|-2 = o, 3x/ — /-|-3x — 1 = 0,
X/+2/ — 1 = 0, 3.cr-|-2/=o, 8x/+i = o, 2.r>' = o.
(*) Cette démonstration ingénieuse a déjà été publiée par M. Ëug. Ronché dans les Nouvelles Annales (t. X.V1I, p. 436). Elle recti&e une erreur didactique échappée à un penseur très-distingué de notre époque. « Le point de vue moderne, dit Auguste Comte dans son remarquable Traité de Géométrie analxtitfuet conduirait très-naturellement au premier théorème d'Apollonius s'il était encore ignoré. Mais quant au second, il faut avouer avec franchise que la marche moderne n'y conduirait pas spontanément; en sorte que la démonstration analytique doit ici consister en une pure vérification. « L’erreur provient de la considération exclusive du système rectiligne. De même qu’en Géométrie descriptive on emploie simultanément plusieurs plans verticaux destinés à montrer sous toutes ses faces le corps que l’on étudie, de même en Géométrie analytique on doit varier les systèmes de coordonnées; et le plus heureux ou le plus habile est ■ celui qui, dans chaque cas, sait choisir le système le plus en harmonie avec la nature de la recherche qu’il poursuit.
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III. Conglruire les courbes représentées par lus équations suivantes (parabole) :
— 7^4- 5x — 1 = 0, ^x' — Sj' — 4x-)-i = o, x’ — 5/-|-ax4-4= o,
Sx’+gj+Sx — 2 = 0, ii7'*4-3/— 2x — 5=0, 9/’4-2/-t-4x— i = o.
IV. Ramener les équations suivantes à leur forme la plus simple par la transformation des coordonnées :
r’ — 4xj4-5x’-)-2x — ax— 1 = 0, gxj^-f-x’ — 7+ ax — 5 = O, ^y^-^xx+a^+y-irZx—\ = o,
V. Chercher les relations qui doivent exister entre les coefficients do l’équation générale du second degré à deux variables, pour qu’elle représente l’une quelconque des variétés indiquées dans le Chapitre 1”.
VI. Chercher les conditions nécessaires pour que l’équation générale du second degré représente une hyperbole équilatère.
Vn. La tangente en un point donné de l’ellipse et la perpendiculaire élevée par l’un des foyers sur le rayon vecteur du point de contact, concourent sur la directrice correspondante (le mémo théorème est vrai pour l’hyperbole et la parabole).
Vin. Dans une courbe du second degré, on mène une corjjo qui coupe l’une des directrices en un certain point ; si l’on joint ce point au foyer cerrespondant, la droite obtenue est la bissectrice de l’angle formé par l’un des rayons vecteurs des extrémités de la corde et le prolongement de l’autre.
IX. Construire une ellipse connaissant un foyer et trois points de la courbe (même problème pour l’hyperbole et la parabole ; pour la parabole, deux points suffisent).
X. Démontrer que dans les trois courbes les tangentes issues d’un même point sont également inclinées sur les rayons vecteurs de ce point, et que chacun d’eux est la bissectrice de l’angle formé par les rayons vecteurs des deux points de contact qui aboutissent au môme foyer. (Dans le cas de la parabole, l’un des foyers se transporte à l’infini).
XI. Dans l’ellipse et dans l’hyperbole, deux diamètres conjugués interceptent sur une tangente et à partir du point de contact, deux segments dont le produit constant est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente.
XII. Trouver le lieu du sommet d’un triangle invariable qui se meut dans son plan de manière que les extrémités de sa base décrivent deux axes rectangulaires donnés.
XIII. Circonscrire à une ellipse donnée un rectangle équivalent à un carré donné (maximum cl minimum d’un pareil rectangle).
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XIV. Deux cercles étant donnés dans un plan, on mène au premier une tangente qui coupe le second cercle en deux points par lesquels on lui mène des tangentes : trouver le lieu des points d’intersection de ces tangentes.
XV. On donne un cercle et une droite situés dans un plan. De chaque „ point du cercle on mène une perpendiculaire sur la droite, et l’on prend chaque fois le milieu M de cette perpendiculaire : trouver le lieu des 1 points M et discuter l’équation obtenue ( Concours d’admission à l’École Centrale, 1861).
XVI. On considère dans un cercle donné un système de cordes parallèles, et l’on demande le lieu des points qui divisent ces cordes en moyenne et extrême raison {Concours d’admission à l’Ecole Centrale, 1861).
XVII. Si par un point d’une hyperbole on mène une parallèle à l’uno des asymptotes jusqu’à la rencontre de l’une des directrices, cette parallèle est égale au rayon vecteur du point considéré par rapport au foyer correspondant.
XVin. Construire une hyperbole connaissant un foyer ou une directrice, une asymptote et un point.
XIX. Trouver le lieu des centres des cercles par rapport auxquels deux circonférences données sont à la fois tangentes extérieurement ou intérieurement.
XX. On donne dans une circonférence déterminée un diamètre fixe AB; on. mène les cordes CD parallèles à une direction connue, et pour chaque corde on joint respectivement les extrémités C et D aux extrémité A et B du diamètre fixe ; on demande le lieu des points M d’intersection des droites AC et BD ainsi obtenues (Concours d’admission à l’École Centrale, 1861).
XXI. Étant données deux droites AB, AC, on leur mène par un point . fixe O des sécantes telles que ODE. On prend ensuite sur la sécante considérée OM = DE (partie interceptée sur cette sécante par les droites données) : on demande le lieu des points M.
XXn. Par deux points donnés A et B, on mène les droites AM et B.M telles que l’angle MAB soit double de l’angle MBA : on demande le lieu des points d’intersection M. — Usage qu’on peut faire de ce lieu pour résoudre le problème de la trisection de l’angle.
XXUI. On donne dans un plan une droite AB et deux points fixes Cet D. Prenant un point quelconque S sur la droite AB, on élève aux droites SC et SD par les points C et D les perpendiculaires CM et DM : trouver le lieu des points d'intersection M do ces perpendiculaires ( Concours d’admission à l’École Centrale, 1861).
XXTV. Trouver le lieu des projectiops du sommet d’une parabole sur toutes les tangentes à la courbe.
XXV. Mener une normale à la parabole par un point quelconque pris dans le plan de la courbe. — Lieu des points d’où l’on peut mener seulement deux normales à la parabole : propriétés de ce lieu.
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XXVI. Trouver le lieu des centres des cercles astreints à être tangents à un cercle et à une droite donnés.
XXVII. On donne un cercle O et un point A. Par ce point, on mène une corde dont on prend le milieu I. On abaisse IP perpendiculaire sur le diamètre fixe qui passe par le point A, on prend sur cette perpendiculaire PM = AI, et l’on demande le lieu des points M. Discussion. (Concours d’admission à P École Centrale, 1861.)
XXVIII; Trouver le lieu des sommets des triangles qui ont une même base donnée et dont les angles à la base ont une ditfércnce constante.
XXIX. Trouver le lieu des sommets des hyperboles qui ont un même foyer et une même asymptote.
XXX. Construire une hyperbole connaissant un sommet, une asyra-
ptote et l’excentricité - de la courbe.
XXXI. Construire une parabole tangente à quatre droites données (284, 2°).
XXXII. Former l’équation de toutes les paraboles qui ont une même directrice et une même tangente : trouver le lieu des foyers et le lieu des sommets de toutes ces paraboles.
XXXin. Déterminer graphiquement les points de rencontre d’une droite donnée et d’une courbe du second degré, sans construire la courbe (on connaît les éléments d’où dépend dans chaque cas le tracé de la courbe).
XXXIV. Trouver le lieu géométrique des milieux des cordes d’une courbe du second degré qui viennent concourir en un point quelconque de son plan.
XXXV. Par un point quelconque pris dans le plan d’une parabole, on mène une sécante à la courbe : on trace les normales qui correspondent aux points d’intersection obtenus, et l’on demande le lieu décrit par leur point de rencontre.
XXXVI. Étant donnée une parabole, la sécante MAB se meut sous la condition que les normales menées à la parabole par les points d’intersection A et B se croisent en un point C de celle courbe; par le point C, on mène à la parabole la tangente CM qui vient couper la sécante MAB au point M : lieu des points M (Concours d’admission à l’École Polrtechnique, 1860).
XXXVII. Par un point P extérieur, on mène à une conique une sécante PAB; par les points de rencontre A et B, on mène des tangentes qui se coupent en M; de ce point on abaisse une perpendiculaire sur AB ; lieu des pieds de ces perpendiculaires. Prouver : 1° que le lieu passe en P; 2“ qu’il est le même pour toutes les coniques homofocales; 3° qu’il peut être considéré comme le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du point P sur certaines droites qui sont tangentes à une courbe dont on demande l’équation (Concours d’admission à l’École Normale, 1861).
XXXVIII. Si par un point quelconque donné dans le plan d’une conique
on mène deux sécantes de direction fixe, les produits des segments compris sûr chaque sécante entre leur point commun et leurs points d’intersection avec la courbe, resteront dans un rapport constant quel que soit le point considéré (Newton).
FM. FM
les expressions 4- i ■ > sont constantes.
XLVl. Une corde variable d’une conique étant vue d’un foyer sous un angle constant, trouver le lieu des projections de ce foyer sur la corde.
XLi^II. On donne deux axes rectangulaires Ox et 0/ et un point fixe F; une droite variable AB, passant constamment par le point P, coupe respectivement ces doux axes aux points A et B ; i° trouver en coordonnées rectilignes le lieu des points M de rencontre des parallèles menées aux deux axes par les points A et B; 2° chercher le lieu décrit par les sommets situés sur l'axe focal du lieu précédent, lorsque le point P se déplace suivant une droite déterminée [Concours d'admission à l’École Centrale, 1862).
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PRÉLIMINAIRES
Représentation du point.
285. Il faut d’abord montrer à l’aide de quels systèmes de coordonnées on peut indiquer la position d’un point dans l’espace.
Si l’on projette, par exemple, suivant une certaine direction, le point donné sur un plan, la projection obtenue sera déterminée par deux coordonnées relatives à deux axes tracés dans ce plan, et il suffira de connaître la distance du point à sa projection (distance qui sera comptée alors sur un axe parallèle à la droite projetante), pour pouvoir le retrouver à volonté dans l’espace.
D’après cela, le système de coordonnées le plus usité sera composé de trois droites non situées dans un même plan, issues ordinairement du même point, et le plus souvent perpendiculaires entre elles. Ces droites, qui, indéfiniment prolongées, partagent l’espace en huit angles trièdres invariables, sont les axes coordonnés; leur point de rencontre est l’origine des coordonnées; les trois plans qu’elles déterminent sont les plans coordonnés. Ces plans sont obliques ou perpendiculaires entre eux, suivant que les axes coordonnés sont eux-mêmes obliques ou perpendiculaires.
Les axes étant désignés par Ox, O j, Oz {fig- i4o)> le plan arOy peut être regardé comme le plan sur lequel on projette le point M parallèlement à l’axe Oz; la distance du point M au plan a?Oy sera alors mesurée parallèlement à cet axe. Les trois coordonnées du point M dans l’espace seront donc mp, mq. Mm.
On voit que, si l’on mène par le point M trois plans respectivement parallèles aux plans coordonnés, ces trois plans
détermineront précisément sur les trois axes les longueurs 0/7 = mq, Oq = mp, OR = Mm, égales aux coordonnées qui correspondent à ces axes. En désignant alors par x, y, z, les trois coordonnées du point M, nous pourrons écrire
x = Op, y=Oq, z = OR;
et si l’on construit sur les coordonnées du point M (comptées sur les trois axes à partir de l’origine) un parallélipipède, oblique ou rectangle suivant les directions des axes, le point M sera le sommet de ce parallélipipède opposé à l’origine.
Enfin, on peut dire encore que les coordonnées du point M mesurent ses distances aux trois plans coordonnés, la distance relative à chaque plan étant comptée parallèlement au troisième axe.
La figure montre qu’on a les trois coordonnées du point M, en menant Mm parallèle à Oz, puis mp parallèle à Oy.
286. En se reportant aux indications déjà données en géométrie analytique plane (2), on voit que chaque axe présente, à droite et à gauche de l’origine, une partie positive et une partie négative. Dans chacun des huit angles trièdres formés par les plans coordonnés, un point peut avoir les mêmes coordonnées en valeur absolue; mais, d’après, les conventions adoptées, aucune ambiguïté ne sera possible. En effet, les coordonnées de ce point seront :
X, y, Z, dans l’angle trièdre
Oxyz,
Oxy Z,
Ox'y'z,
Ox'yz,
Ox'yz',
Oxyz',
Oxyz',
Ox'yz',
Les coordonnées changent toutes de signes, lorsqu’on passe d’un angle trièdre à son symétrique.
287. Remarques. — I. Par suite, deux points M et M' situés sur une même droite passant par l’origine et à égale distance de cette origine, ont des coordonnées égales et de signes contraires {^g. i4i). La réciproque est vraie.
II. Pour les points situés dans un plan coordonné, la coordonnée hors de ce plan est nulle. Pour les points situés sur l’un des axes coordonnés, les deux coordonnées hors de cet
axe sont nulles. Les coordonnées de l’origine sont x = o,
Les coordonnées d’un point de l’espace peuvent varier entre -H CO et — 00 .
Quand nous écrirons le point (x', jr', z'), il faudra entendre le point dont les coordonnées sont x', y', z'.
288. On emploie encore, surtout en astronomie, le système polaire suivant.
Soit un plan fixe zOx [Jig. Le point M pourra être déterminé par son rayon vecteur OM = p par rapport au point O, par l’angle w de ce rayon vecteur avec l’axe Oz, par l’angle <p du plan zOM avec le plan fixe zOx. L’angle 9, compté positivement dans un sens convenu (de Ox vers 0 j par exemple), fait connaître le plan zOM, et le point M est ensuite marqué dans ce plan à l’aide de ses coordonnées polaires p et m.
Représentation des surfaces.
289. Lorsqu’un point se déplace arbitrairement dans l’espace, ses trois coordonnées varient d’une manière tout à fait indépendante. Mais si ce point est astreint à se trouver sur une certaine surface, les valeurs de deux de ses coordonnées (celles qui déterminent sa projection sur le plan xOr par exemple) suffisent pour déterminer la troisième coordonnée. En menant par le point obtenu sur le plan xOy une parallèle à l’axe Oz, on viendra en effet pereer la surface considérée en un ou plusieurs points parfaitement définis, et dont le z dépendra précisément des valeurs de x et de j et des propriétés spéciales de la surface. Il existera donc dans ce cas entre les coordonnées x, y, z, une relation particulière qui permettra de déduire z des valeurs de x et de y. Cette relation
2 =/(^. r) ou F {x, y, z) = O
est l’équation de la surface proposée, puisqu’elle traduit algébriquement la condition nécessaire pour que le point mobile se trouve constamment sur cette surface.
Dans chaque système de coordonnées, tant que la surface ne changera pas, son équation restera la même, sauf les modifications qu’un changement de position par rapport aux axes peut y apporter.
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Considérons d’abord l’équalion z = a. Tous les points qui ont le même z étant dans un plan mené parallèlement au plan xOy à la distance donnée a, l’équation z = a représente un plan parallèle au plan des xr.
Ainsi, toute équation à une seule variable f{z) = o représente en général un ou plusieurs plans parallèles à celui des deux autres coordonnées.
En particulier, les trois plans coordonnés ont pour équations respectives
Prenons maintenant l’équation
Construisons {Jig. i43) la courbe AB représentée dans le plan des zx par cette équation. Concevons la surface cylindrique qui a pour trace sur le plan des zx la courbe AB et dont la génératrice est parallèle à l’axe 0_^. Tout point de cette surface aura un x et un z satisfaisant à l’équation z =f{x), quel que soit d’ailleurs son j puisque cette dernière coordonnée n’entre pas dans l’équation. 11 en résulte immédiatement (\u’une équation à deux variables F (z, x)=o représente en général une surface cylindrique dont la génératrice est parallèle à l’axe de la troisième coordonnée.
Si l’équation à deux variables est du premier degré, la courbe AB devient une droite, et le cylindre représenté est un plan parallèle à F axe sur lequel on compte la troisième coordonnée.
Il est utile de remarquer immédiatement que, si l’on voulait seulement représenter la courbe AB, il faudrait joindre à l’équation z = f{x) l’équation y=o.
Considérons enfin l’équation
X) ou ¥{x,y,z)=o.
Si l’on fait z = a, il vient
a=f{x, y) ou F(x, J, rt) = o.
On obtient ainsi tous les points de la surface cylindrique (à génératrice parallèle aux z), représentée par l’équation
qui sont contenus dans le plan z = a parallèle au plan des xy, c’est-à-dire en général une courbe. Qu’on fasse varier a infiniment peu, de manière à faire monter ou descendre infiniment peu le plan sécant z = a; on obtiendra en général une autre courbe qui ne pourra que différer, aussi très-peu de la précé-
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dciile. Le lieu de l’équalion z=f{x, y) ou I’(.r, y, z)—d sera donc composé d’une infinité de courbes planes aussi rapprochées qu’on voudra, dans des plans parallèles au plan des xy. Ce lieu sera par suite une surface dont la forme dépendra des limites que l’équation donnée impose aux valeurs de z.
Représentation des lignes.
291. Lorsqu’un point est astreint à parcourir une certaine ligne, une seule de ses coordonnées étant fixée, les deux autres le sont nécessairement. Si l’on donne z = a, le point cherché sera à l’intersection du plan z ~a et de la ligne donnée. 11 existe donc alors une double relation entre z élx d’une part, entre z et j de l’autre, et les deux équations correspondantes z=f{x), z = tp(j), exprimant les conditions nécessaires pour que le point mobile se trouve constamment sur la ligne proposée, sont les équations de cette ligne.
La représentation d’une ligne dans l’espace exige donc deuxéquations simultanées.
Réciproquement, deux équations à trois variables
prises ensemble, représentent une ligne.
En effet, chacune d’elles, considérée isolément, représentant une surface (290), leur ensemble représente l’intersection de ces deux surfaces, c’est-à-dire une ligne!
On voit, d’après cela, que le mode de représentation d’une ligne peut varier à l’infini, puisqu’on peut faire passer par une même ligne une infinité de surfaces. Si entre les deux équations données on élimine successivement y et x, on pourra remplacer le premier système par celui-ci
F, (.r, z) = o, O, z)z=o ou
Employer ce dernier système, c’est regarder la ligne donnée comme l’intersection des deux surfaces cylindriques qui la projettent sur le plan des zx et sur le plan des zy. L’adoption de ces surfaces projetantes est ordinairement préférable. Pour avoir la troisième projection de la ligne sur le plan des xy, il suffira d’éliminer z entre les équations des deux premières surfaces.
D’après ce qu’on vient de dire, les trois axes coordonnés ont respectivement pour équations
3 = O et K= O, z = O et ,r = O, y = o et .r = o.
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293. Hemnrque. — Trois équations à trois variables représentent autant de points qu’elles offrent de groupes de valeurs communes. En effet, deux surfaces se coupant suivant une ligne, trois surfaces se coupent en général suivant un ou plusieurs points. Les équations simultanées x =. a, y = b, z = c, représentent l’intersection de trois plans respectivement parallèles aux plans coordonnés; et l’on est ramené à la détermination du point telle que nous l’avons indiquée au n" 285.
294. Nous terminerons cette introduction en établissant deux formules usuelles qui nous seront nécessaires dès le chapitre suivant.
Soit le parallélipipède OM (^g- i4^) construit sur les coordonnées X, /, Z du point M rapporté aux axes rectangulaires Ox, O J, O Z. Le carré de la diagonale OM aura pour expression
OM’ = x^
ce qui prouve que la distance ô d’un point quelconque à l’origine des coordonnées, a pour expression, dans l’hypothèse d’axes rectangulaires.
Mais, si l’on désigne par a, p, y, les angles de la diagonale OM avec les trois axes, les trois triangles rectangles OMp, OMç, OMR, donneront aussi
.r = OMcosa, r=OMcos(3, z = OMcosy.
En substituant dans la relation précédente et en simplifiant, il viendra
cos’a -t- cos’(5 -I- cos’y = i.
.\insi, comme nous l’avons déjà démontré {Trig., 17), la somme des carrés des cosinus des angles formés par une droite quelconque avec trois axes rectangulaires est toujours égale à l’unité.
Considérons maintenant (même figure) les deux droites OM et OM' dont l’angle est V; appelons ce', (3', /, les angles de la droite OM' avec les trois axes. On peut aller du point O au point M, soit directement, soit en suivant le contour OpmM. Les projections de OM et de Opm'ül sur OM' seront donc égales (Trig., 16). On aura, par suite,
OM cosV = cr cos«'-t- jcos[3' -1- Z cosy'
ou, en remplaçant x, y, z, par OM cosa, OMcos^, OMcosy, et en supprimant le facteur OM,
cosV = coscK cosa' -1- cos (3 cos P' -f- cosy cos y'.
Donc /e cosinus de l'angle de deux directions est égal à la somme des produits des cosinus des angles que ces deux directions forment respectivement avec trois axes rectangulaires.
La condition de perpendicularité des deux directions données est
cosV = O ou
cos« cosa'-l- cos[3 cos^' + cosy cosy' = o.
TRANSFORMATION DES COORDONNÉES
295. Déplacement de l’origine. — Nous effectuerons successivement le changement d’origine et le changement de direction des axes. Pour obtenir les formules générales de transformation, il suffira ensuite de réunir les deux résultats obtenus.
Si l’on transporte les axes coordonnés parallèlement à euxmêmes, et si p, q, r, représentent les coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux anciens axes {fg. i44)> oti sura évidemment {x,y, z, étant les coordonnées du point M rapporté aux axes primitifs Oxpz; x',y,z', les coordonnées du même point, rapporté aux nouveaux axes O'x'yz'}:
En effet, on peut aller du point O au point M, soit directement, soit en suivant la ligne brisée OO'M. Si l’on projette les deux chemins sur l’axe Ox, on a
OQ = 0(/ -i- 7 0 = 0^ -1- O'Q',
c’est-à-dire
X = p-\rX'
296. Changement de direction des axes. — • Nous supposerons les axes primitifs Ox, Oy,Oz, rectangulaires. La marche à suivre serait d’ailleurs tout à fait analogue, si on les supposait quelconques comme les nouveaux axes 0x',0x',0z'{Jig. i45).
On peut aller du point 0 au point M, soit directement, soit en suivant le contour gauche OQ'P'M. Les projections de OM et du contour OQ'P'M sur les trois axes 0*, 0_y, O2, seront donc égales. Comme les axes primitifs sont rectangulaires, les
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projections de OM sur ces axes seront précisément les coordonnées X, y, Z. On aura donc, en désignant par a, a', les angles formés par Ox, par p, (3', (3", les angles formés par Oy, par y, y', y", les angles formés par Oz, avec les trois axes 0;c', O/, O2' ;
X — :r'cos a -h y' cos x' -t- z' cos a", y = x' cos P -y y' cos P' -h z' cos p",
Z — x' cos y -y y' cos y' -j- z' cos y".
Les axes primitifs étant rectangulaires, on a d’ailleurs (294):
cos’ X -f- cos’ P -f- cos’ y = i, cos’ x! -f- cos’ P' -I- cos’ y' = I, cos’ x" + cos’ P"-+- cos’ y"= i .
Si les nouveaux axes sont rectangulaires, il faut en outre Joindre à ces relations les trois conditions (294) :
cos X cos x' cos P cos P' 4- cos y cos y' =0, cos x! cos «" cos P' cos P" + cos y' cos y" = o, cos a" cos « -f- cos P" cos p -t- cos y" cos y = o.
297. Si l’on voulait repasser des nouveaux axes aux anciens, on remarquerait que x, p, y, sont les angles formés par Ox' ; «'1 P', y', les angles formés par O/'; x", P", y", les angles formés par Oz', avec les axes 0.r, O/, Oz. On écrirait donc immédiatement:
x' =^x cos X ->r y cos p 4- z cos y , y' = X cos x' -y y cos P' 4- z cos y', z' =x cos x"-yy cos p"4- z cos y";
et les équations de condition seraient:
cos’ a 4- cos’ x' 4- cos’ x"= I , cos’ p 4- cos’ P' 4- cos’ p"= I, cos’ y 4- cos’ y' -i- cos’ y" = i , cos X cos p 4- cos x' cos P' 4- cos a" cos P" = o, cos p cos y 4- cos p' cos y' 4- cos P" cos y" = o, cos y cos X y cos y' cos a' -f- cos y" cos x!' — o.
298. Formules d’Euler. — Les formules de transformation précédentes, relatives au changement de direction des axes, ont l’inconvénient d’introduire dans les calculs neuf angles , dont trois suffisent d’après les six relations auxiliaires indiquées.
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On peut alors, d’après le mode dû à Euler, fixer la posilioii des nouveaux axes reclangulaires par rapport aux anciens, en employant directement les trois constantes angulaires suivantes. La première Q correspond à Y dx\g\& zO z' [Jip;. i46), ou à l’angle formé par les deux plans xOjr, x'Oy' {Géom., 190). La seconde 9 est l’angle formé par l’intersection 01 des deux plans xOy, x'Oy', avec l’axe primitif Oæ:. La troisième 'l' est l’angle formé par la même intersection avec le nouvel axe Ojt'.
Pour exprimer les neuf angles a, ex', ex" , j3', [5", y, y', y",
ou mieux les huit premiers, puisque y" =6, en fonction des nouvelles constantes 0, 9 et 'l'» on pourrait avoir recours à la Trigonométrie sphérique. Mais il est plus rationnel de remarquer que l’intersection 01 ou Ox" des deux plans xOj, x'Oy', est perpendiculaire au plan zOz', et dès lors aux intersections Oy" et Oj"' de ce plan avec les plans xO^et x'0/'(ce qui entraîne y"Oy"’ = 6). On peut donc passer d’abord, dans le planxOj, du système rectangulaire xOy au système rectangulaire x"Oy" (l’angle x"Ox étant égal à 9), à l’aide des formules connues (26):
X = x" cos 9 — sin 9,
X = x" sin 9 +y" cos 9.
On passera ensuite, dans le plan x'Oj', du système rectangulaire x"0|y"' au système rectangulaire x'Oy' . L’angle x' O x" étant égal à on aura
x" = x' cos — y' sin y'" = x' sin 4' -H j' cos 4-
On passera enfin, dans le plan zOz', du système rectangulaire zOy" au système rectangulaire z'Oy"’. L’angle /"Or" étant égal à 0, on aura
y"=y'“ cos ô — s' sin 5,
Z =j“'sin (3-(-2'cos0.
On a ainsi six équations entre x,y, z, x',y', z', x",/', j”. En éliminant entre ces équations les inconnues auxiliaires x".
y"’ 1 on arrivera aux formules d’Euler, qui lient les anciennes coordonnées x,y, z, aux nouvelles x', y', z', à l’aide des constantes angulaires 0, 9 et 4- Ces formules sont:
X = x' (cos 9 cos 4 — sin 9 sin 4 cos 0)
— j'(cos 9 sin 4 H- sin 9 cos 4 cos 0) -t- z' sin 9 sin 0,
y = x' (sin 9 cos 4 -H cos 9 sin 4 cos G)
— y' (sin 9 sin 4 — cos 9 cos 4 cos G) — z' cos 9 sin G,
3 = x' sin 4 sin G ^ ' cos 4 sin G -4- s' cos G.
Seelion.s planes d'iine sarjaee. — Si l’on suppose fpic
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l’iiilerseclion d’une surface F (.r, y,z) = o par un plan soit rapportée à deux axes rectangulaires O'x' , O'r', tracés dans ce plan, on pourra opérer comme il suit pour trouver l’équation de la courbe obtenue.
Les axes primitifs O.r, Oj, Oz, étant rectangulaires, on passera, à l’aide des formules d’Euler, aux axes aussi rectangulaires O'x', O' y', O'z' ; puis, dans l’équation de la surface rapportée aux nouveaux axes, on supposera 2' = o (290).
On simplifiera le calcul en faisant immédiatement z' = a danslesformules précédentes. On peutaussi supposer l’axe O'x' parallèle à l’intersection 01 des deux plans xOj, x'O'r', c’està-dire faire ij; = o. Enfin, on peut placer la nouvelle origine O' sur l’axe Oz, de manière à annuler ses deux coordonnées pelq par rapport aux axes O a; et Oj*, et à ne conserver que sa troisième coordonnée r par rapport à l’axe Oz. L’équation de la section déterminée sur la surface par le plan x'O'y', s’obtiendra alors en remplaçant les coordonnées x,y, z, dans l’équation de la surface, par les valeurs suivantes:
x = x' cos 9 — y' sin 9 cos ô,
y = x' sin 9 -t- j'cos 9 cos 9, '
Z = r-hy' sin 9.
300. Passage du système rectiligne au système polaire, — Si l’on veut passer [Jig. 147) du système de coordonnées rectangulaires Oxyz au système polaire défini au n“288, on aura
X = OP cos 9 = P sin w cos 9, y = OP sin 9 = P sin m sin 9,
Z — P cos w.
a, p, w, étant les angles formés par le rayon vecteur OM avec les trois axes 0.r, Oj, Oz, on a aussi
X = P cos a, y= P cos p, 2 = P cos w,
en y joignant la condition
cos’ X -H cos’ (3 -t- cos’ M = I .
On a donc
sin w cos 9 = cos x, sin sin 9 = cos j3.
On en déduit réciproquement
; :: COS û r r
p= dx‘-i-y^-tz’, ou tang9 = -i-,
' cos XX X
cos (,1 = -— .
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301. Distance de deux points. — Pour la distance d’un point à l’origine, nous avons trouvé en coordonnées rectangulaires (294)
Cherchons maintenant la distance de deux points M et M' [Jif^. 148) dont les coordonnées sont x, z, x',y', z'.
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en MX, MY, MZ. Nous aurons (en désignant par X, Y, Z, les nouvelles coordonnées du point M')
MM'= Y^ZC
Mais on a (295)
ar' = x-t-X, j^'=_^'-l-Y, z' — z-yZ.
Il en résulte
Par suite, la distance 3 cherchée a pour expression
3 = ^(x' — a;y-h(y' -yy-+-(z' — z)».
Si l’on suppose les coordonnées obliques, on prendra d’abord un système de coordonnées rectangulaires Ox,y,z, de même origine, et l’on aura pour la distance OM, estimée en fonction des coordonnées x„y,, z,, du point M,
ô = +rî +
Puis on passera au système oblique Oxyz proposé. On aura (en se reportant au n® 296) :
x, = xcos«-hycosx'-h zcosa",
y, = jtcos[3-|- jcosP'-f-2COs(3",
z, = xcosy -t-jcosy'-t- zcosy", cos’* cos’(3 -h cos’y =1, cos’*'-t-cos’p'-f- cos’y' = I, cos’ «"-H cos’P"-4- cos’y"= i .
On aura en outre (294) ;
cos* cos*' -f-cospcos^' -+- cosy cosy' = cos(*’Oj), cosa'cosa" -i- cos cos (3" -t- cosy'cosy"= cos(jOz), cos*"cos* -i- cos[3"cosP -h cosy"cosy =cos(zO*').
£n substituant dans la relation
3 = \jx]y-y\-\-z\
3 bD O C Ci, «
DE LA LIGNE DROITE
Équations de la ligne droite.
303. Étant donnée une ligne droite dans l’espace, si l’on considère les deux cylindres ou les deux plans qui la projettent respectivement sur le plan des xz (parallèlement à l’axe des/) et sur le plan des yz (parallèlement à l’axe des x), les équations de cette droite seront de la forme (292)
x = az -y p, y—bz-^q.
D’une manière générale, deux équations du premier degré, à une, deux ou trois variables, représentent toujours une ligne droite. En effet, nous savons qu’une équation du premier degré à une ou à deux variables représente un plan (290); deux pareilles équations représentent donc l’intersection des deux plans correspondants, c’est-à-dire une ligne droite. Et si l’on a deux équations du premier degré à trois variables, on peut les ramener au type précédent en éliminant successivement entre elles les variables y et x.
Ainsi, d’une manière générale, nous représenterons analytiquement une ligne droite par les deux équations simultanées
( I ) X = az -i- p,
(-2) ' y=bz-hq.
La première (jointe à l’équation j=o) représente la projection de la droite sur le plan des xz ; la seconde (jointe à l’équation x = o) représente la projection de la droite sur le plan des /Z. Pour avoir la projection de la droite sur le plan des xy, il suffit d’éliminer z entre les équations (i) et(T). Il vient pour équation de cette projection (en y joignant la condition z = o)
304. Les constantes a et b sont les coefficients angulaires des projections de la droite sur le plan des xz et sur le plan des r s. En faisant z = o dans les équations (>) •’l (’)> trouve
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Par suite les constantes p et g sont les coordonnées du point où la droite donnée perce le plan des xj.
Les équations d’une droite renferment quatre constantes arbitraires, parce que le nombre des conditions de détermination ne pouvant varier, tandis que celui des équations nécessaires a doublé, il doit en être de même du nombre des paramètres.
Lorsqu’une droite passe par l'origine des coord*)nnées, on a p = q = o.
, Scs équations sont donc simplement
x=az, yz=bz.
Pour trouver la trace d’une droite sur l’un des plans coordonnés, il suffit (comme nous venons de le faire) de supposer nulle la coordonnée hors de ce plan dans les équations des projections de la droite sur les deux autres plans coordonnés. Par exemple, pour avoir le point où la droite rencontre le plan des xz, on fera 7 = 0 dans les équations (-2) et (3) : il viendra
305. Equations générales des droites passant par un point donné.
Soit [x',y', z') le point donné. Ses coordonnées devront satisfaire aux deux équations
( I ) X — az -y p,
(2) y=bz-yq.
On aura donc les équations de condition
(3) x'=az'-hp,
(4) y—bz'-hq.
En retranchant membre à membre les équations (1) et (3), (?) et (4), il viendra
On a ainsi éliminé les constantes p et q. Les équations (A) et { B) sont les équations demandées. Elles ne renferment plus (|uc deux paramètres arbitraires, parce que les droites qu’elles représentent no peuvent plus être assujetties qu’à une condi-
lion. Si l’une d’elles doit êlre parallèle à une droite donnée, les constantes a et 6 se trouvent déterminées, puisque deux droites parallèles ont des projections parallèles sur un même plan [Géom., 171).
306. Équations d’une droite passant par deux points donnés. Soient les deux points [x', y', z'), (x", y", z"). La projection de la droite sur le plan des xz devra passer par les points de ce plan qui ont pour coordonnées {x',z') et (x",z"). L’équation de celle projection sera donc
De même, la projection de la droite sur le plan des ja devra passer par les points de ce plan qui ont pour coordonnées ly't s')> (j"> ^")\ et l’équation de cette projection sera
Les équations demandées sont donc les équations (i) et (a). On peut les mettre sous la forme
307. Angles d’une droite avec les trois axes coordonnés supposés rectangulaires.
Si la droite donnée ne passe pas par l’origine, on lui mènera par ce point la parallèle OM. Désignons par «, (3, y, les angles de la droite OM [fig- IW) avec les trois axes. Nous aurons, en considérant le point M dont les coordonnées sont r, z,
a; = OMcos«, j=OMcosp, z = OMcosy.
D’ailleurs (294) l’ar suite
OM = \jx^-\-y^+ z'.
cos« = -- - ■ <
cos (3 = ■■ y
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Mais les équations de la droite OM étant
x = az, y=bz,
il viendra, en remplaçant dans les formules précédentes x et j par leurs valeurs en fonction de z et en simplifiant.
cos a :
cos|3 =
cosy =
\ja‘+ 6^4- I
Remarques. — I. On déduit de ces valeurs
cosa , cos S
cosy cosy
Les équations d’une droite peuvent donc se mettre sous la forme
cosa
cosy
ou
cos (3 cosy
cosa cosj3 cosy
II. Les axes étant rectangulaires, les angles formés par la droite OM avec les trois plans coordonnés sont évidemment les compléments de ceux qu’elle forme avec les trois axes (Géom., 186).
Angle de deux droites données par leurs équations
Si les droites proposées ne passent pas par l’origine, on mènera par ce point à ces droites deux parallèles, dont les équations seront
I X — az, j X = a' Z,
\ y = bz, I y=b'z.
Désignons par a, (3, y, a', P', y', les angles de ces parallèles avec les trois axes, et par V leur angle. Nous aurons (294), les axes étant supposés rectangulaires,
cosV = cosaCOSa'H- cosj3 cosj3' -t- cosy cosy'.
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Nous aurons aussi (307)
cos« = cos(3 = cosy =
sja? -t- 1
-.1 cos a
COSj3':
v/n'’4- 6'*+ I , rosy' = - '
v/rt'’+ I
En subslituanl ccs valeurs dans la valeur de cosV, il viendra
-, an'-\-bb'+\
cos\ =
Pour que les deux droites données soient perpendiculaires, il faut qu’on ait
cosV = o,
c’est-à-dire
au' + bb' -{- 1 = O.
On retrouverait facilement la condition de parallélisme de deux droites rt = a', 6 = 6' (305), en posant
cosV = I ou
(rtfl'-l- bb'+ i)’ = (rt’-|-ft’-+- i) (rt'’-f- b'^-\- i).
309. Trouver le point d’intersection de deux droites données par leurs équations.
Soient les droites
1 X— az-{-p, 1 r= bzy-q.
1 x = a'z-hp', 1 y=b'z-{-q'.
Les trois cordonnées du point commun à ccs deux droites doivent satisfaire (d’une manière exclusive) aux quatre équations posées. L’intersection effective ne sera donc possible que lorsque les huit paramètres qui entrent dans ces quatre équations, satisferont à l’équation de condition obtenue en éliminant entre elles les variables x,y, z. En géométrie plane il ne pouvait en être ainsi, puisque l’intersection, même transportée à l’infini, devait toujours exister. Mais, dans l’espace, deux droites données étant ou non situées dans un même plan, la possibilité de l’intersection doit d’abord être établie.
GÉOMÉTUIE \NAL\T1QUE. 3o3
En relranclianl membre à membre el deux à deux les équations (A) et (B), il vient
On déduit des équations (i) et (2)
et .
On obtiendra alors immédiatement l’équation de condition cherchée, en égalant les deux valeurs de z.
Pour que deux droites soient dans un même plan, leurs paramètres doivent donc satisfaire à la relation
ou
Lorsque celle condition est remplie, les coordonnées du point d’intersection sont (en substituant dans la valeur de x le première valeur de z, el dans celle de y la seconde valeur de z) :
x = az-\- P
r = bz^q
ap' — pa'
~ a — a' ' bq' — qb' ~ b — b' ■
310. Distance d'une droite .donnée à l’origine des coordonnées, les axes étant supposés rectangulaires.
Soient
( 1 ) x = az-\-p,
(2) y=bz->rq,
les équations de la droite donnée; soit OP la perpendiculaire abaissée de l’origine sur celte droite. Les coordonnées du point P, pied de ia perpendiculaire sur la droite, étant :r,j, z,
on aura
OP ou ô =
c’est-à-dire, en remplaçant x e\. y par leurs valeurs déduites des équations (i) et (2),
tî = \l[az -i- py-\-[bz -t- ç)'-t- s’
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OU
ô= v^(rt'4-6»4- 7.[ap -h hq) Z q‘‘.
Il reste à exprimer que la variable z correspond bien au point P. Pour cela, nous remarquerons que, pour cette valeur de z, è est un minimum, c’est-à-dire que sa dérivée par rapporta z doit être nulle. Nous aurons donc{Conipl. d’Alg., 123, 2"; 129)
ou
I )z -t- 7.(ap -h bq)
2 6“ 4- I ) z’ 4- 2 (a;> -t- bq) z 4-/>'4- 7"
- ^ «P 4- bq
11 viendra donc pour la distance cbercbée 5:
[ap + bqY— 2(q;>4-feg)^-l-(p*4-g’)(a’4-f>^-i-i).
ou, en simplifiant,
ÿ ^ . /{aq^JpŸTy
Distance d’un point donné à une droite donnée
Les axes étant toujours supposés rectangulaires, soient la droite
I x = az+p,
I y = bz-^q,
et le point [x', y', z').
Si l’on prend pour nouvelle origine le point {x', y', z'] eu y transportant les axes parallèlement à eux-mêmes, les équations de la droite deviendront
I X -=az-\- (az'4- p — x'),
I yz=bz 4- (Az'4- q — f).
La distance 5 de la nouvelle origine à la droite donnée aura donc pour expression (310)
[u[bz'+q-
-r’) — ù{az'-yp — x)y+(az'-\-p — x')'+(bz'-hq —y')’ a’+b’-hi
OU
,î_ . /[^H7-J'')-b{p~-r')y-t-iaz'-hp~-x‘)^-h(bz+q-y')\
V iÿÿr/ÿÿT
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CHAPITRE IV
mi PLAN.
Équation du plan.
312. Chaque mode de génération du plan conduira plus ou * moins facilement à son équation,
i“ Considérons d’abord le plan comme engendré par le mouvement d’une droite qui glisse parallèlement à elle-même sur une autre droite (Gêo/n., 156).
Soient ’ >.
X = az-^r p,
Ics équations de la génératrice ;
celles de la directrice.
La condition de rencontre constante entre ces deux droites sera (309)
a — fl' p — p'
La génératrice restant parallèle à elle-même, les coeflicients angulaires a et b sont constants, tandis que les paramètres linéaires p elq varient [en satisfaisant toujours à l’équation (3)] lorsque la génératrice passe d’une position à une autre.
Mais, pour tous les points de la surface engendrée, on a, d’après les équations (i),
p — x — flz, q—y — bz. \
Substituant ces valeurs dans l’équation (3), on aura la relation^ générale qui lie les coordonnées des points du plan, c’est-àdire Véquation de cette surface, sous la forme
a — fl' X — az — p'
b — b' y — bz — q'
On voit que cette équation est du premier degré à trois uoriables.
Une marche analogue conduirait à l’équation du plan considéré comme engendré par le mouvement d’une droite issue III. 30
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d’un point fixe et s’appuyant constamment sur une droite donnée (Géom., 156).
1° On peut aussi regarder le plan comme engendré par le mouvement d’une droite qui coupe toujours une autre droite en un même point, en lui restant constamment perpendiculaire [Géom., 159).
Soient
I x = az-^p,
I y=.bz->rq,
les équations de la droite fixe, et un point [x', y' , z') pris sur cette droite. Les équations de la perpendiculaire mobile menée à la droite fixe par le point (x\ y', x') seront (305)
en y joignant la condition (308)
(3) oa' -h bb' -y 1 — O.
Pour tous les points de la surface engendrée, on aura donc
Substituant ces valeurs dans l’équation (3), on obtiendra l’équation du plan sous la forme
rt (.r — .r') ■+- b [y' — y') -y z — z' = o.
3” Soit enfin (Jig. i4g) le plan .\BC qui coupe les trois axes aux points A, B, C. Abaissons de l’origine sur ce plan la perpendiculaire OU = â, et soient a, [3, y, les angles qu’elle forme avec les trois axes. M étant un point quelconque du plan, on pourra aller du point O au point M, soit en suivant " le chemin OHM, soit en suivant le chemin OQPM formé par les coordonnées du point M. Les projections de ces deux chemins sur OU seront donc égales. Or la projection de OHM sur OH se réduit à OH ou è. On aura donc pour tous les points de la surface
ÔrrrXCOS* -I- JC0S(3-1- Z COSy,
ce qui est une nouvelle forme de l’équation du plan.
Hans tous les exemples qui précèdent, nous avons
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trouvé pour équation du plan une équation du premier degn* à trois variables. Montrons réciproquement qu'une pareille équation de la forme
représente toujours un plan.
On pourrait démontrer qu’une droite est contenue tout entière dans la surface correspondante, dès qu’elle a deux points sur cette surface. On peut aussi procéder de la manière suivante.
Si l’on fait dans l’équation (i), on trouve l’équation
de la tr.ice de la surface considérée sur le plan des xz. Celte trace {fig i5o) est la droite
De même, les traces de la surface sur le plan des et sur le plan des xy, obtenues en faisant successivement x = o et z = o dans l’équation (i), sont les droites
Cz -1- U = O,
Aa: + Bj'+ D = O.
Etudions maintenant les coupes de la surface par des plans parallèles au plan des xy. Si l’un de ces plans est z = a, il rencontre la surface suivant la droite
iz = a,
Cette droite est parallèle à la droite Ax -t- B j + D = o, intersection de la surface et du plan des xy. De plus, le point où elle perce le plan des yz a pour coordonnées
Ca-f-D
x=o, Z — a et y= g
Mais cette dernière valeur prouve qu’on a pour ce point Bj-t- Cz -hD = O,
c’est-à-dire qu’il appartient à la trace de la surface sur le plan des jz. On peut donc regarder celte surface comme engendrée par le mouvement d’une droite qui glisse parallèlement à une direction donnée, en s’appuyant constamment sur une droite fixe. L’équation
{ I ) A JP -h B _r -(- C Z -(- D = O
représente donc bien un plan.
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314. Remarques. — I. Le plan représenté par l’équation ( i ) coupe les trois axes; car, en faisant successivement deux variables milles dans son équation, on trouve
Désignons les coordonnées du plan à l’origine par p, q
viendra
d’où
ÏC
L’équation du plan prend alors la forme très-symétrique
II. Si l’une des variables manque, l’équation représente un plan parallèle à l’axe qui correspond à cette variable (290).
Si deux variables manquent, l’équation représente un plan , parallèle à celui des deux axes sur lesquels on compte ces variables (290). '
III. Il n’entre réellement que trois constantes arbitraires ' dans l’équation du plan (nombre de points nécessaires pour le déterminer), puisque les véritables paramètres de l’équation sont les rapports de trois des coefficients au quatrième. On peut donc mettre l’équation du plan sous la forme (en divisant tout par — D)
' ax ->r by cz = \ .
Si l’on divise par G, on peut écrire aussi Z = mx -t- ny -|- p.
Cette seconde forme montre immédiatement (en faisant successivement j= o et a: = o) que m et n sont les coefficients angulaires des traces du plan sur les plans des xz et des yz, tandis que p est l’ordonnée du point commun au plan proposé et à l’axe des z (ce qu’on voit en faisant ensemble x = o et y = o).
IV. Lorsqu’un plan passe par l’origine, son équation doit être satisfaite pour x =^y= z = o] elle est donc de la forme
Aar -f- Bj- -t- Cz = O ;
le coefficient D disparaît.
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Équation générale des plans passant par un point donné
Soit le point donné (x', y, z'). Si le plan
(1) Ax -H + Gz -H D = O
passe par ce point, on aura l’équation de condition
(2) Ad;' -f- Bj' -4- Cz' -f- D = O.
On peut s’en servir pour diminuer d’une unité le nombre des paramètres de l’équation générale. En retranchant membre à membre les équations (i) et (2), il vient
c’est l’équation demandée.
Si l’on veut en outre que le plan cherché soit parallèle à un plan donné
on remarquera que les traces de deux plans parallèles sur un troisième sont parallèles. Les traces des plans représentés par les équations (i) et (4), sur le plan des xz et sur celui des yz, ont pour équations
Aa: 4- Cz -|-D = o, A'a; 4- C'z -4- D' = o, Bj4-Cz4-D = o, B'/4- C'z + D' = o.
Pour que les deux plans soient parallèles, on devra donc avoir
c’est-à-dire
Deux plans sont donc parallèles, lorsque les coefficients des variables dans leurs équations sont proportionnels.
En revenant à la question indiquée, on voit qu’on doit • poser
L’équation (3) prend alors la forme (k disparaissant comme facteur commun)
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Elle représenle, dans ce cas, le plan mené par le point {x', r'> s') parallèlement au plan
Equnlion du plan qui passe par trois points donnés
Si le plan A.r + Hr-h Cz -|- I) = o passe par les trois points (x', y', z'), {x", y", z"), [x"', y"’, z"'), on aura, pour détcr-
miner les trois paramètres jy jj
les tiois équations du
premier degré
ax'4-b/-i-(:;' + u = o,
Ax'-I- Br"-f-Cs"+ 1) = O, \x”->r Bj"'-|- (\z'"+ ü = O.
Tant que les trois points donnés ne seront pas en ligne droite, on trouvera pour les inconnues du problème des valeurs finies et déterminées.
317. Distance de l’origine à un plan, angles de la normale au plan avec les trois axes supposés rectangulaires.
En désignant par «, [3, y, les angles formés avec les trois axes par la perpendiculaire abaissée do l’origine sur un plan quelconque," et par ô la longueur de cette perpendiculaire, nous avons vu (312, 3“) que l’équation générale du plan pouvait être mise sous la forme
ou
X cos St 4- j-cos{3 + z cosy = <3
xcosa _ t'’COs{3 _ zcosy
Identifions cette équation avec l’équation usuelle A X -h B J- 4- C z -(- D = O
Il viendra
cos a ~~8~
cos P _
COS y
Si l’on élève ces relations au carré et si on les ajoute membre à membre, il vient (294)
cos’a 4- cos’(3 4- cos’y i 'a’4-B*4-C‘
-$1 ~ô’~ ÏV
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On en déduit
. ô = =iL_-.
Comme il s’agit d’une distance absolue, le radical devra recevoir dans cette formule le même signe que D. ün aura ensuite
COS a = —
VA’ -h B’ -t- O
cosj3 = —
Bô
COS y = —
VA’-HB'-i-C»
Bans ces dernières formules, le radical est susceptible d’un double signe qui correspond aux deux angles que la normale forme en réalité avec chaque axe, et l’on peut, sans inconvénient, changer le signe des numérateurs.
Remarque. — Les angles de la normale au plan donné avec les trois axes sont aussi ceux de ce plan avec les trois plans coordonnés. L’angle de la normale avec l’axe des x, par exemple, correspond à l’angle du plan avec le plan'des yz [Géom., 190).
318. Angle de deux plans, les axes étant supposés rectangulaires.
Pour trouver l’angle des deux plans
Ax + B_^’-+- -1- D = O,
le plus simple est de chercher l’angle V des deux perpendiculaires abaissées de l’origine sur ces plans {Géom., 190). Soient a, (3, y, a.', (3', y', les angles respectivement formés par ces deux perpendiculaires avec les trois axes. On aura (294)
cosV= cosacos«'-|- cos^cos[3'-t-cüs-/cosy'. D’ailleurs (317)
COS
cos (3 =
> cosa
VA’-i-B“-f-C’
—, cos 3' =
v/A'»-hB”-hC"
COSy= —, COS/=-;rr-
Il viendra donc
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, AA'+BB'+ay
cosV = -■ - , — rr-
Si les deux plans sont perpendiculaires, on a
cosV=o,
c’est-à-dire
AA'-^BB'-^-CC'=o.
Telle est la condition de perpendicularité de deux plans. Les deux plans seraient parallèles, si l’on avait
cos V= I, .
c’est-à-dire . .
(AA' -4- BB'-hr,C')*=(A’-|- B’ -4- C’) (A"-4- B” -I- C").
En développant cette relation, on retrouverait facilement les conditions déjà indiquées (315).
319. Distance d’un point à un plan, les axes étant supposés rectangulai res.
Soient (r', j', z') et Aa;-4-Bj-(-Cz -i-l) = o le point et le plan donnés. Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes, en prenant le point donné pour nouvelle origine. L’équation du plan proposé deviendra (295)
X(x + x' ) -f- B (j-f- _>•')-)- C(a -4- z') -4- Ü = o ou
Ax -4- Bj-+- Cz -4- (Ax'-h Bj^-'-t- Cz'-4- D) = o,
La distance de la nouvelle origine à ce plan, c’est-à-dire la distance cherchée, aura alors pour expression (317)
Ax'-4-Br'-)-Cz'-4-l)
Comme il s’agit d’une distance absolue, on devra donner au dénominateur de l’expression le même signe qu’au numérateur.
Remarque. — 11 est essentiel de noter que la distance d’un point à un plan est une fonction du premier degré, entière et rationnelle, des coordonnées de ce point. Il en serait encore de môme (d’après les formules de transformation) si les axes coordonnés étaient obliques.
Comme on déduit de la valeur de à i
Ax'-h B^'-t- cz'-i- 1) = a B'-4-
Oh \oii(|ue toute fonction de colle forme représente le pro-
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doit d’un certain nombre par la distance du point considéré au plan représenté par cette même fonction égalée à zéro.
On peut rapprocher ces résultats de ceux fournis par la géométrie plane (45, 131).
Intersection de deux plans
Les équations de deux plans étant
(i) Ax -(-Bj-|-Ca-t-D = o,
ces deux équations, considérées simultanément, représenteront leur intersection (292).
Pour avoir les équations des plans qui projettent cette intersection sur les plans coordonnés (303), il suffira d’éliminer successivement les variables x, y, z, entre les équations (i) et (2).
DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE
321. Équation du plan passant par un point et une droite donnés.
Soient
j x=az-^p,
I y=bz-{~q,
les équations de la droite donnée; x',y', z', les coordonnées du point donné.
La droite devant être tout entière dans le plan cherché, on exprimera que les coordonnées de tous ses points satisfont à l’équation du plan en écrivant celle-ci sous la forme
(1) {x-az—p)-irl(y — bz — q) = o,
X étant une indéterminée qu’on fera disparaître en ayant égard à la seconde condition imposée. Le plan devant passer par le point [x',y', z'), on aura en effet
(2) (x' — az' — p) -h X( — bz' — q) = o.
Si l’on élimine X entre les équations (i) et (2), il viendra pour l’équation demandée
.... X — az — P x' — nz' — p
>•— bz — q~ y' — bz'— q’
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La forme de l’équation (3) montre que si le point donné se trouvait sur la droite donnée, le problème serait indéterminé.
Intersection d’une droite et d’un plan. Soient
( I ) x = az-]-p,
(2) jr — bz + q,
la droite donnée, et
(3) Aar-+- Bj-I- Ci -h D = O
le plan donné.
Ces trois équations sont simultanées, seulement pour les coordonnées du point cherché. En substituant les valeurs de ^ et de J tirées des équations (i) et {2) dans l’équation (3), il vient
A ^az — |— p) — |— B (6i — |— q^ -t- C2 -H I) = o,
d’où
Ap-t-By-t-D A a B b — |— C.
Connaissant le z du point d’intersection, les équations (i) et {2) font immédiatement connaître son x et son y.
Remarques. — 1. La valeur de z donnée par l’équation (4) sera infinie, et il en sera de même des valeurs de x et Aey, si l’on a .
sans que la même condition soit remplie par le numérateur de l’expression considérée.
Donc, pour qu'un plan et une droite soient parallèles, on doit avoir entre les coefficients de leurs équations les relations
jAp+Bg + D^o.
II. La valeur de z donnée par l’équation (4) sera indéterminée, et il en sera de même des valeurs correspondantes de x et de jp, si l’on a à la fois
I A et — B b -4— C O,
( Ap-t-Bg + D = o.
Donc, pour qu une droite soit située dans un plan, on doit avoir les relations (6) entre les coefficients de leurs équations.
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L’équalion A/? + B^ + ]) = o indique que la droite donnée perce le plan des xy en un point de la trace du plan proposé sur le même plan coordonné.
323. Mener par une droite donnée un plan parallèle à une autre droite donnée. ‘
Les équations des deux droites données étant
I x = az-\- p,
I r= bz + q,
I x — a‘z-ir p', i y = b' Z -1- q' ,
et celle du plan cherché étant
(3)' Aæ: -t- -H D = o,
on devra avoir d’après ce qui précède (322)
Aa-(-Bè-l-C = O, A/M- B^ 4- D= o, Aa'+ Bè' + C o*
J- . . . . ABC
trois équations pour déterminer les trois inconnues jj’ jj’ p"
On peut aussi remarquer que le plan qui passe par la première droite a une équation de la forme (321)
{x — az — p) + 1' (/ — bz — ç) = O,
X étant une indéterminée qu’on fera disparaître en ayant égard à la seconde condition imposée. Le plan cherché devant être parallèle à la seconde droite donnée, on devra avoir, d’après la forme de l’équation (4) (322, Rem., I),
d’où
rt'-i- X6' — (a-H X6) = O,
De plus, on devra avoir
Xg' — (/>-l-Xg)^o.
En substituant la valeur de X dans l’équation (4), il vient pour l’équation demandée
Cette équation montre que si les deux droites données sont parallèles (305), le problème est indéterminé.
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Droite et plan perpendiculaires
Les axes étant supposés rectangulaires, soient la droite
X = az p, ^
y=bz-irq,
et le plan
kx ■+■ B J -I- Cz -I- D = O.
3t, p, y, étant les angles formés par la droite proposée avec les trois axes, on a (307, Rem., I)
cos a , cos S
cosy cosy
Mais si cette droite est perpendiculaire au plan donné, on a aussi (317)
cos a A cos (3 B
cosy
Il viendra par suite
Ainsi, pour qu'une droite et un plan soient perpendicu~ laires (*), les coefficients de leurs équations doivent satisfaire aux conditions {i) et (a).
Les équations de la droite menée perpendiculairement au plan Ax-i- B/-i- Cz -H D = O par le point [x', y, z') seront donc
x—x' = ^{z--z'), y—f=^(z — z'} ou
La longueur comprise sur cette perpendiculaire entre son ' point de départ et le plan proposé a déjà été calculée (319).
325. Angle d’une droite et d’un plan, les axes étant supposés rectangulaires.
On peut admettre que la droite donnée passe par l’origine, puisqu’on peut toujours la remplacer (eu égard à la question posée) par la parallèle qui lui serait menée par ce point.
L cosy C ' A
(*) On nrrivcrait aux mêmes résultaU) en remarquant que la projection de la droîlc et la trace du plan sur chacun des plans coordonnés doivent être perpendiculaires ((ff'om. iicjcr,).
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Soient donc
scs équations, et
X = az, y — bz.
celle du plan considéré.
L’angle de la droite et du plan étant l’angle de la droite avec sa projection sur le plan, si l’on abaisse d’un point quelconque de" la droite (par conséquent de l’origine) une perpendiculaire sur le plan, l’angle des deux droites sera le complément de l’angle cherché.
Or la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan a pour équations (32i)
Si l’on désigne par U l’angle de cette perpendiculaire et de lu droite donnée, et par V l’angle cherché, on aura donc (308)
■p fl H” -TT é “l~ r
• ' sinV = cosU = — ^ ^
c’est-à-dire
. -/ Afl-4-B6-i-C
sinV =
V A’ -t- B’ -i- G’ V fl’ -+- 6’ -h I
Pour que la droite donnée soit parallèle ou perpendiculaire au plan donné, il faut qu’on ait sinV=^:o ou sinV= i; on retombe ainsi sur les conditions de parallélisme ou de perpendicularité déjà indiquées (322, 324),
326. Plus courte distance de deux droites non situées dans un même plan, les axes étant supposés rectangulaires.
Désignons par M et N les deux droites données. Si l’on voulait avoir les équations mêmes de la plus courte distance, il faudrait [Géom., 185) faire passer par la droite M un plan P parallèle à la droite N, puis mener par chacune des droites M et N un plan perpendiculaire au plan P (322, 318); l’intersection des deux plans obtenus serait la plus courte distance demandée (320).
Si l’on veut simplement connaître la longueur ô de la plus courte^dislance, on peut opérer comme il suit.
géométrie: analytique.
Soient
j xz=az-\-p, ( y=^bz + q,
I f=b'z-hq',
les équations des droites M et N. Le plan P (mené par la droite M parallèlement à la. droite N) aura pour équation (323)
X — az — p_n — a' y — bz—q~b — b'
La distance d’un point quelconque {x, y, z) de la droite N au plan P est égale à ô (Géom., 169). L’équation (3) pouvant s’écrire
(b — b')x — (fl — a')y+{ab' — ba')z-yq{a — a') — p{b — b')— o, on aura (319)
Kx B r + Cz -I- D ~ v'A'-t-B’ + C»
{b — b')x — (fl — a'}y'-h(ab' — ba')z + q{a — «')— p{l> — è')
v'(6 — b'y -y (fl — a')’ -t- (ab' — ba'f
En remplaçant a? et J en (onction de z par leurs valeurs déduites des équations (2), il vient, en simplifiant (z disparaît alors comme cela doit être)
' 4[a — a'y-Jr{b — b'f-^(nb' — ba'f
Comme il s’agit d’une distance absolue, le radical prendra dans la formule (4) le signe du numérateur.
Si les droites données se coupent, on a (309)
c’est-à-dire
(fl — fl') {q — q') — [b — b'){p — p') = O, et l’on trouve
Si les droites données sont parallèles, on a fl = fl', b = b',
et par suite
ab' = bn'.
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La valeur de o se présente alors sous une forme indéterminée. Pour lever cette indétermination, nous remarquerons qu’on a dans ce cas
a — a' = b — b' et ab' — ba' = {a — n'){a — b).
On peut donc faire disparaître le facteur commun a — a', et il reste
V 2 -I- (a — by ,
QUESTIONS PROPOSÉES
I. Chercher l'équation de la bissectrice de l’angle de deux droites dont les équations sont données sous la forme (307, Rem., I )
cos a cos P cos 7 CÜSa' ~ cos(i' ~ cosy'
On devra trouver — -, = — ^ 7-,— ; ; •
cosa -)-■ cos a cosp 4- cosp C0S7 4- cos 7 J
n. Trouver l’équation du plan tangent à la sphère, en le considérant comme plan mené perpendiculairement à l’extrémité d’un rayon.
III. Trouver le lieu géométrique des points tels, que la différence des carrés de leurs distances à deux points donnés soit égale à une constante donnée.
IV. Trouver le lieu géométrique des points tels, que la somme des carrés de leurs distances à deux points donnés soit égale à une constante donnée.
V. Trouver le lieu des points également éclairés par deux lumières données.
VI. Faire passer par une droite donnée un plan qui fasse avec un plan donné un angle donné.
VII. Démontrer que les trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées d’un tétraèdre, se coupent mutuellement en parties égales.
VIII. Trouver le lieu de tous les points qui sont à égale distance de deux points donnés.
IX. Chercher l’expression du volume d’un tétraèdre, en fonction des coordonnées de ses quatre sommets.
X. Chercher les rayons des sphères inscrite et ■'circonscrite à un tétraèdre donné.
XI. . Trouver le lieu décrit par le centre de gravité d'un tétraèdre qui s’appuie sur une base fixe, et dont le quatrième sommet est astreint à rester sur la surface d’une sphère donnée.
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DES DIFFÉRENTES CLASSES DE SURFACES
Notions préliminaires.
327. Le changement des axes coordonnés ne peut modifier ni le degré, ni la nature de l’équation de la surface considérée. En effet, les formules de transformation (296) étant du premier degré et de la forme x — ax' -i- by^ cz' -t- d, l’équation demeurera en général du degré m après la transformation, si elle était avant de ce degré; elle restera de même algébrique ou transcendante.
Une surface du degré ou de l’ordre m ne peut être coupée par un plan que suivant une courbe au plus du degré m. Car, si l’on prend le plan sécant pour plan des xy, et si l’on fait ensuite z = o dans l’équation de la surface, on aura l’équation de la section dans le plan sécant, laquelle sera au plus du degré m.
Une droite ne peut aussi rencontrer une surface du degré ni en plus de m points. Car si l’on prend la droite donnée pour axe des x, et si l’on fait ensuite dans l’équation de la surface j=o et z = o, on aura une équation qui sera au plus du degré m et qui fera connaître les abscisses des points de rencontre de l’axe des x avec la surface.
Le plan sécant fait partie de la surface représentée par l’équation proposée, lorsque, après la transformation, l’hypothèse z = O rend l’équation satisfaite. 11 y a alors décomposition de l’équation en facteurs.
De même, l’axe des x est tout entier sur la surface, lorsque l’équation est vérifiée d’elle-raême pour j = o et z = o.
Toute surface peut être regardée comme engendrée
par une courbe qui se meut (en variant ou non de forme) suivant une loi déterminée : cette courbe est la génératrice de la surface. Si l’on exprime la loi de son mouvement, en l’astreignant à rencontrer d’autres courbes, ces courbes sont les directrices de la surface. , ,
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La génératrice et les directrices peuvent être planes ou gauches. Si la génératrice (alors plane) doit rester constamment parallèle à un même plan, ce plan est un plan directeur Ac la surface.
Le classement rationnel des surfaces est basé sur la nature de leur génératrice et sur la loi de son mouvement ; c’està-dire que deux surfaces sont de même espèce lorsqu'elles ont pour génératrice la ntême ligne mue de la même manière : c’est alors par leurs directrices qu’on les distingue.
329. D’une manière générale, pour trouver l’équation d’une surface, on écrit d’abord les deux équations de la ligne génératrice : la mobilité de cette ligne est exprimée par l’indétermination de quelques-uns des paramètres qui s’y rapportent. Soit n le nombre de ces paramètres. On écrit ensuite les équations qui règlent le mouvement de la génératrice, par exemple, les équations des courbes directrices. Ces dernières courbes devront être , dans l’hypothèse faite , au nombre de n — I. En effet , s’il y en avait «, en éliminant les variables X, y, Z, entre les deux équations de la génératrice et les deux équations de chaque courbe directrice, on obtiendrait successivement n équations de condition entre les n paramètres arbitraires qui seraient déterminés une fois pour toutes; la génératrice resterait donc immobile, et il n’y aurait plus de surface.
S’il y a n — i courbes directrices au contraire, on arrive <■ ainsi à n — i équations de condition entre les n paramètres arbitraires ; en y joignant les deux équations de la génératrice, on obtient re-l- i équations entre les n paramètres et les trois variables x,y,z, de sorte qu’en éliminant ces n paramètres entre les équations posées, on obtient une dernière équation qui exprime une relation constante entre les coordonnées x,y, Z, d’un point quelconque de la génératrice et qui est l’équation de la surface.
Enfin, si l’on donnait, toujours dans les mêmes hypothèses, moins de n — i courbes directrices, on aurait entre les n paramètres moins de n — i équations de condition ; et pour les éliminer, il faudrait en supposer quelques-uns constants. Dans ce cas, l’équation de la surface obtenue contenant ces mêmes paramètres, on la ferait varier à volonté en modifiant les paramètres conservés : on n’aurait donc plus une surface déterminée.
Il est bien entendu que les conditions du mouvement de la génératrice peuvent être introduites en partie au niomenl même où l’on écrit les équations de cette génératrice ; ce qui diminue d’autant le nombre des paramètres arbitraires.
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Des surfaces cylindrigues.
330. Toute, surface cylindrique est etif^endrée par une droite qui glisse parallèlement à elle-même , en s’appuyant sur une certaine courbe directrice.
Soient
x = nz p, y=bz-yq.
les équations de la génératrice ;
celles de la directrice.
Les coefficients a cl b sont constants cl déterminent la direction de la génératrice; les coefficients p cl q varient au contraire, lorsque la génératrice passe d'une position à une autre. Quelle que soit la nature de la courbe directrice, on pourra éliminer les variables x,y, z, entre les groupes d’équalions(i) et {2). On trouvera ainsi entre les paramètres arbitraires p cl q la relation
Celle relation exprimera la condition qui lie pclq lorsque leurs valeurs simultanées correspondent à une génératrice de la surface cylindrique: en éliminant /r et 7 entre les équations.( 1 ) et (3), on aura donc l’équation des surfaces cylindriques, dont le type général est dès lors
V{x — az, y—bz) = o-,
car les caractéristiques /et 9 variant, il en sera de même de. la caractéristique F.
Si l’on tire de l'équation (3) p = ^{q), on peut encore mettre l'équation (4) sous la forme
X — az = — bz).
Remarquons que l'équation (3) représente précisément la , trace de la surface cylindrique sur le plan des xy. On passera ( donc immédiatement de l’équation de la trace de la surface sur le plan des xy à l’équation même de la surface, en remplaçant dans l’équation de la trace x et y par les différences x — az et Y — bz.
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Élanl donnée une équation
il est facile de reconnaître si elle représente ou non une surface cylindrique. ^
, Dans le cas de l’affirmative, on peut prendre
\ X — az -I- />,
■ ■ ■ . I y:=bz -f- 7,
pour équations de la génératrice, et mettre l’équation (A) sous . la forme
(A') ' i|^(a2+/>, bz-\-(i, z) = o.
D’ailleurs la même substitution met à la place de l’équation (4), qui représente toutes les surfaces cylindriques (330), l'équation
Il faut donc, si l’équation (A) représente réellement une surface cylindrique, qu’on puisse identifier les équations (3) et (A') indépendamment de toutes valeurs attribuées à /? et J A q, c’est-à-dire il faut qu’en égalant à zéro les coefficients ' de Z dans l’équation (A'), on obtienne deux valeurs réelles pour lés quantités a et b. Ces valeurs réelles détermineront la direc- *" ' lion des génératrices de la surface, et l’équation (A') donnera
alors pour courbe directrice la trace de la surface sur le plan des x)~, trace qu’on obtiendra d’ailleurs directement en faisant 2 = O dans l’équation (A).
, ‘ ’ 332. Exemples. — i" Supposons que la trace de la surface
• . .sur le plan des xy soit le cercle
et qu’elle ait pour généi-atrice la droite
\ x=^az +p,
• ' i y = bz q.
D’après la remarque faite à 1a fin du n” 330, on n’aura qu'à , remplacer dans l’équation (i) les variables x et j par les diffé- ' rences x — az, y — bz. 11 viendra ainsi pour l’équation de la ; surface du cylindre circulaire oblique considéré
• : ■ {x — — bzYz=rK
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2° Cherchons si l’équalion
J--H 2 2’ — 7.XZ — 7.yz — 1=0
représente une surface cylindrique.
Suivant la règle donnée (331), il faut remplacer x et r par az->rp ai bz + q. 11 vient
2fl — 2<»)2’-|-2(rt — i)pz+7:(b — i)qz-hp--^q'‘ — i=o.
On doit alors trouver pour « et 6 des valeurs réelles qui fassent disparaître z de l’équation résultante. Uemarquons que lesternies en pz et en qz, quoique contenant la même puissance de Z, ont dû être écrits séparément. En effet, aelb devant être constants, ne peuvent être exprimés en fonction des variables P et q. Les conditions d’identification avec le type général seront donc ici
rt=i, 6=1, rt’-t-6’-i-2 — 2« — 26 = 0.
Ces trois conditions concordant, l’équation proposée représente une surface cylindrique dont la trace sur le plan des xf est le cercle
ou ■
et dont la génératrice est parallèle à la droite
Des surfaces coniques.
333. Toute surface conique est engendrée par une droite qui passe constamment par un point fixe, en s’appuyant sur une certaine courbe directrice.
Désignons par x', y', z', les coordonnées du point fixe ou du sommet du cône; par
les équations de la courbe directrice.
On exprimera que la génératrice de la surface passe constamment par le sommet, en écrivant ses équations sous la forme
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Les seuls paramètres variables sont ici les coerticieiils a et b dont les valeurs déterminent à chaque instant la position de la généi-atrice. Quelle que soit la nature de la courbe directrice, on pourra éliminer les variables x, y, z, entre les groupes d’équations (i) et (?.). On trouvera ainsi entre les paramètres arbitraires a et h la relation
Cette relation exprime la condition qui lie a et b lorsque leurs valeurs simultanées correspondent à une génératrice de la surface conique. En éliminant a et b entre les équations (2) et (3), on aura donc l'équation des surfaces coniques, dont le type général est dès lors
car les caractéristiques / cl 9 variant, il en sera de même de la caractéristi(iue E.
Si l’on lire de l’équation (3}
on peut encore mettre l’équation (4) sous la forme
Si le sommet du cône est placé à l’origine, on doit faire x' = y — z' = O.
L’équation (4) devient alors
est facile de vérifier si une équation donnée
représenti^ une surface conique.
Supposons qu’il en soit ainsi, et que le sommet du cône soit à l’origine. Les équations de la génératrice seront de la forme
I x = az, y = l)z.
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L’équaiion (A) deviendra donc
Si l’on opère la même subslilution dans l’équalion
qui représenie louies les surfaces coniques dont le sommcl est à l’origine, on oblienl l’équalion (3)
Si l’équaliou (A) représenie réellemeni une surface conique, on doit pouvoir identifier l’cqualion (A') avec l’équalion (3) indépendamment de toutes valeurs attribuées à a et à Z». 11 faut par suite que, dans l’équation (A'), z disparaisse de lur-même, ce qui exige que tous les termes de l’équation (A') contiennent Z à la môme puissance, ou que les termes de l’équation (A) soient du même degré en comptant les trois variables a:, j, z. On arrive ainsi à ce beau théorème dû à Monge, qu’on peut regarder comme le créateur de la géométrie des surl^aces : Toute équation homogène à trois variables représente une surfaee conique dont le sommet est à l'origine des coordonnées.
Uéciprof|ueinenl, toute équation représentant une surface conique devient homogène par rapport aux variables x, y, z, considérées simultanément, lorsqu'on transporte l’origine des cordonnées au sommet du cône.
En résumé, pour vérifier si l’équation non homogène
représente une surface conique, on transportera les axes parallèlement à eux-mêmes en un point [x', y', z'). Si l’on peut trouver alors pour x', y', z', des valeurs réelles qui rendent l’équation homogène en faisant disparaître tous les termes dont le degré collectif est inférieur au sien, l’équation (A) correspondra à une surface conique ayant pour sommet le point {x\ y', z').
335. Lorsque la courbe directrice est la trace de la surface sur le plan des xy, ses équations sont •'
En y joignant les équations de la génératrice .
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OU ublienl, eu éliminaut z,
x = x' — az', y = x' —
Trausporlaiil les valeurs irouvées dans /(jc, y) = o, il vienl f{x' — az',y' — bz')=o
pour la relation fçénérale entre a et b. Éliminant a oA b à l’aide des équations de la génératrice, l’équation générale des surfaces coniques devient dans ce cas
ou
„ izx' — xz' zr' — \
On pourra donc écrire inunédiaternenl l'équation de la surface conique, en remplaçant, dans l'équation de sa trace sur
le plan des xy, x et y par les rapports
■xz' zy' — yz’ -r- et H-
336. Exemples. — i“ Supposons que la trace de la surface sur le plan des xy soit le cercle
• ’ - ■ \ et qu elle ait pour génératrice la droite
' D’après la remarque du n” 335, ou u’aura qu’à remplacer x cl Kj dans l’équation (i), par les rapports
zx
■ xz
et
zy' yz
On aura ainsi, pour l’équation de la surface du cône circulaire oblique considéré.
{zx' — xz'Y -4- {zy' — = r'{z — 3')’.
Si le cône est droit, son sommet se trouve, d’après l’équation (i), sur l’axe des z. On a donc
Par suite, l’équation du cône circulaire droit dont l’axe se con-
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fond avec l'axe des z, est
Les équations des cônes circulaires étant du second degré, en coupant ces cônes par des plans, on obtiendra comme sections des courbes du second degré (221, 224, 327). a" Cherchons si l’équation
c’ — * -h 2XZ — yz -h ^ X -{- 5 Z — 3 ,4 = o
représente une surface conique.
Comme cette équation n’est pas homogène, il faut y remplacer (334) X, y, Z, par x-\~x', y y', z-y z'.
Les termes du second degré ne changeront pas, les termes du premier degré auront pour coefficients les dérivées partielles du premier membre de l’équation, x, y, z étant remplacées dans ces dérivées par jr', j ', z'. Enfin, le terme indépendant sera le premier membre de l’équation proposée sauf la même substitution.
On doit donc poser
^x' -yi.z' -y = O, — G_k' — z' — O, ix' — j-' -1-5 = 0, 2a?'' — 3_^'" -1- ix' z' — y'' z' -y l^x' -y ^z' — 3,4 = o.
On lire des trois premières relations
et comme ces valeurs vérifient la quatrième relation, l’équation proposée représente une surface conique dont le sommet a pour coordonnées les résultats qu’on vient d’obtenir, et dont la trace sur le plan des xy est l’hyperbole
Des surfaces conoïdes.
.337. Toute surface conoïde est engendrée par une droite qui glisse parallèlement à un certain plan directeur, en s’appuyant à la fois sur une droite fixe et sur une certaine courbe directrice.
Nous considérerons seulement le cas le plus simple, celui où l’axe fixe se confond avec l’axe des z et le plan directeur avec le plan dcsa?j>\ On doit alors prendre pour ciiualions de la génératrice
Oigitized by
Soient
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celles de la seconde directrice.
Les coefficients a ei p varient lorsque la génératrice passe d’une position à une autre. Quelle que soit la nature de- la seconde directrice, on pourra éliminer les variables x, y, z, entre les groupes d’équations ( 1 ) et (2). On trouvera ainsi, entre les paramètres arbitraires a et p, la relation
Celte relation exprime la condition qui lie a et p lorsque leurs valeurs simultanées correspondent à une génératrice de la surface conoïde. En éliminant a elp entre les équations (i) et (3), on aura l’équation des surfaces conoïdes dans l’bypotbèse choisie. Il viendra donc immédiatement pour cette équation
Si r on tire de l’équation (3) (a), on peut encore mettre
l'équation (4) sous la forme
On voit, toujours dans l’hypothèse spéciale où l’on s’est placé, que l’équation de la surface est homogène par rapport aux seules variables J et x, en laissant z de côté ou en considérant celle variable comme une constante. C’est là un théorème analogue à celui démontré au n® 334.
En résumé, toute équation à trois variables, homogène par rapport à deux des variables qui y entrent, représente un cono'ide ayant pour plan directeur celui de ces deux variables et pour directrice rectiligne l’axe qui correspond à la troisième variable.
338. La recherche de l’équation (4) devient très-facile lorsqu’on prend pour seconde courbe directrice la trace de la surface conoïde sur un plan parallèle au plan des xz par exemple.
Les équations de celle seconde directrice sont alors
Les équations de la génératrice étant toujours
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l’équalion (3) devient ici
et l’on a par suite, à la place de l’équation (4),
On obtient donc alors inimédiateinent l’équatiàn de ta surface conoïde, en remplaçant dans l'équation de sa seconde
directrice, x par
Exemple. — Cono'ide rectiligne droit ou oblique
Si la seconde directrice, située dans un plan parallèle au plan des xz, est aussi une ligne droite, scs équations sont de la forme
/ X = mz + n.
L’équation de la surface est donc (338)
QX
— = mz -t- « ou niyz -+■ ny == qx.
C’est une surface du second degré, dont toutes les sections planes sont des courbes du second degré (327).
Des sarfaces de révolution.
3V0. Toute surface de révolution est engendrée par une certaine courbe tournant autour d’un axe fixe.
Tous les points de la courbe mobile décrivent alors des circonférences de cercle dont les plans sont perpendiculaires à l’axe et les centres sur l’axe : on donne à ces cercles le nom de parallèles de la surface. Toute section plane suivant l’axe détermine un méridien de'la surface: d’après la symétrie de la surface autour de son axe, tous les méridiens sont égaux.
11 est facile maintenant de donner une autre définition des surfaces de révolution, qui permet de former leur équation générale , en rentrant dans le mode adopté jusqu’ici.
Toute surface de révolution est engendrée par une circonférence de cercle dont le centre parcourt une droite fixe et dont le plan reste perpendiculaire à cet axe, le rayon de cette circonférence variant d’ailleurs de manière qu’elle s’appuie constamment sur une certaine courbe directrice {qui ne sera le méridien de la surface qu autant quelle sera pUuie).
Soient
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X- = ai -t- p, r liz -h
les équations de l’axe de la suface. Il s’agit de représenter la circonférence génératrice. On peut évidemment la regarder comme provenant de l’intersection d’un plan perpendiculaire à l'axe et d’une sphère de ra^on variable ayant pour centre fixe un point de l’axe (celui où il perce le plan des xy par exemple), c’est-à-dire, qué les équations de la génératrice seront (301, 312)
, J I ax-ht>X-i-i~ d, ' , .
, . I (æt — />)’-+-(/— 9)’4- 5’= K*.
Soient enfin
• l Cj>(x,p,z) = 0, ,
les équations de la courbe directrice.
Les seuls paramètres variables sont ici d et R’, dont les valeurs déterminent à chaque instant la position de la génératrice. Quelle que soit la nature de la courbe directrice, on pourra éliminer les variables 2, entre les groupes d’équations (i) et(a). On trouvera ainsi, entre les paramètres arbitraires d et R’, la relation
Cette relation’ exprime la condition qui lie d et R’ lorsque leurs valeurs simultanées correspondent à une génératrice de la surface proposée. En éliminant d et R’ entre les équations (i) et (3), on aura l’équation des surfaces de révolution •dont le type général est dès lors,
Si l’on tire de l’équation (3) R’=$(r/), on peut encore mettre l’équation (4) sous la forme
(x — py-hip — qy-hz^=^(ax-i-djr-i-2).
S'a!. L’équation des surfaces de révolution prend une forme beaucoup plus simple, lorsque l’axe de la surface se confond avec l’axe des 2. On peut alors regarder le cercle générateur comme provenant de riutersection du cylindre variable
et du plan
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L’équalion (3)
uu .
iJoime alors pour équation de la surface
(4) F(2, = o ou x’ + y' (z).
On voit par là que tante équation qui donne pour In somme des carrés des deux variables x et y une fonction de z, représente une surface de révolution autour de l’axe des z.
342. Considérons le cas où, l’axe de la surface étant toujours l’axe des z, la courbe directrice est la trace de la surface sur le plan des xz.
Les équations de cette courbe directrice ou de ce méridien sont alors
Comme les équations de la génératrice sont
en éliminant x,y,z, entre les quatre équations posées, on obtient comme équation de condition entre et R,
Par suite l’équation de la surface est
On l'obtient immédiatement en remplaçant, dans l'équation du méridien de la surface dans le plan def xz, x pai' >jx'‘-yf.
On opérera d’une manière analogue, si l’on donne la trace île la surface sur le plan des yz.
343. Exemples. — i" Cherchons l’équalion de la surface enprcndrée par une droite tournant autour d’un axe fixe avec lequel elle n’est pas dans un même plan.
Prenons pour axe des z l’axe de la surface, et supposons que la plus courte distance entre l’axe et la génératrice dans une position déterminée se confonde avec l’axe des x. Celte génératrice, qu’on pourra regarder d’après ce qui précède comme la directrice de la surface (340), aura donc pour équations (puisqu’elle sera alors parallèle au plan des yz)
I y— bz.
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Les équations d’un parallèle de la surface seront
En éliminant x,y, z, entre ces quatre cqualions, il vient
Par suite, l’équation de la surface sera (en éliminant d cl R’ entre les équations (2) et (3)
Si l’on fait dans cette équation r = o, on obtient la trace de la surface sur le plan des xz. La courbe méridienne de la surface est donc l’hyperbole
■ x'‘ — fl’ z' — /)’.
Si l’on avait donné d’abord cette courbe méridienne comme directrice de la surface, un aurait trouvé immédiatement son équation (342) en remplaçant dans l’équation de la directrice X par On doit encore remarquer que, si l’on avait
pris pour directrice la droite
ix^p,
■ ■ ( y = — bz,
on aurait obtenu la même surface , puisque b n’entre qu’au carré dans l’équation trouvée. La surface peut donc, être engendrée par le mouvement d’une seconde droite, ayant sur le plan des une projection symétrique de celle de la première directrice par rapport à l’axe Oz.
'2“ Considérons encore le cas du tore, c’est-à-dire la surface enç'endrée par un cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan et qui ne passe pas par son centre.
Nous prendrons l’axe de la surface pour axe des s, et pour courbe directrice du cercle générateur (340) le cercle donné que nous supposerons placé dans le plan des xz.
Le cercle directeur aura alors pour équations (en désignant par / la distancé de son centre à l’axe des z)
y=o, {x — ly- -t- s’ = c’ ;
et pour obtenir l’équation de la surface, il suffira (342) de remplacer dans l’équation du cercle directeur dans le plan des xz,
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X par il viendra donc pour équation du tore
Cette équation est du quatrième degré. ! '
34i. Nota. — Nous ne pourrions, sans sortir du cadre que nous nous sommes imposé, parler ici des surfaces réglées, développables ou gauches. Nous renverrons le lecteur sur ce sujet, soit au grand ouvrage de Monge, soit à Y Analyse appliquée de Leroy.
DU PLAN TANGENT
34S. Considérons uno courbe et sa projection sur un plan. A mesure qu'une sécante à cotte courbe tournera dans l'espace autour do l’un de ses points d’intersection de manière à devenir tangente, sa projection tournera également dans le plan' considéré de manière à devenir tangente à la courbe projetée.
Il en résulte que si l’on donne uno courbé par ses équations ^ .
les équations de la tangente à la courbe en un point (.ij, y;,, z, ) seront ( 73, 303 ) ’ ,
fl . . • .
Si les équations de la courbe ne représentent plus ses cylindres projetants, c’est-à-dire si elles sont de la forme
on aura d’après des théorèmes connus {Cnmpl. AAlg.., 139, 142) et en regardant x et y comme dès fonctions do z, variable indépendante.
F;-pF'.r'-hF;.x'^o,
y ' JT
On iKmrrait alors, pour avoir les équations de la tangente au point (.r, , r, . 3,), déduire des équations (a) les valeurs de
et de
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Mais il revient évidemment au même do remplacer au contraire dans les équations (2) y' et a' par leurs valeurs déduites des éipiations (i). On a ainsi ^
et
et par suite pour équations générales de la tangente à la courbe au point
Le plan mené perpendiculairement à la tangente par son point de contact est le plan normal à la courbe en ce point. Toutes les droites menées p;ir ce point dans le plan normal, sont les normalrs à la courbe au point donné.
Si l’on considère isolément l’équation . X, z) = o
elle représente une surface qui est coupée par la surface
suivant une courbe dont la tangente au point (r,, 7,, z, ) est représentée par les équations (3). Si l’on fait varier la fonction <K en conservant toujours le jwint {.ï, , X, , ), on fera varier lés courbes d’intersection ainsi
que leurs tangentes au point (x, , y,, z,) : on peut demander le lieu tic toutes ces tangentes qui sont celles qu’on peut mener à la surface ' F (x,x, z) = U par le point considéré.
Or, <t> variant tandis que F reste constant, les coordonnées de ces différentes tangentes satisferont continuellement à la première des équations (3), qui, dès lors, représente le lieu demandé. Ce lieu est donc, en générai, un plan qu’on qualiGe de plan tangent à la surface F au point
t^l 1 Xi î Z, )•
Ainsi le plan qui contient toutes les tangentes menées à la surface F(x, Xi z) = O par le point (x, , , z, ) pris sur cette surface, ou le plan
mené tangentiellenient a la surface par le point (.r, , y^, z, ), a pour
équation > t '
V 3'i7. La perpendiculaire menée au plan tangent par le point de contact (x, , Xn z, ) est la normale à la surface en ce point.
La normale à la surface F (.r,x, z) = o au point (.r, , r, , z,), aura donc
pour équations (32f) .r — X, = ou
318. Exemple. — Les axes étant rectangulaires, soit la sphère
(x — + — p)’-t-(z — y)’=zR’ - '
dont le centre est le point (a, (5, 7) et dont le rayon est R. Le plan tangent au poinl(.t:, , J, , Z|) do la surface aura pour équation {3iC)
en y joignant la condition
Cette condition permet de mettre l’équation du plan tangent sous la forme (2)
En effet, le terme (x — .rj (x, — a) du premier membre do l’équation (1) l>eut s’écrire
et on peut transformer de la même manière tes autres termes de ce premier membre.
Les équations de la normale à la .sphère au point (x, , , 2,) seront (347)
Ces équations montrent que la normale passe par le contre de la sphère. .Vinsi toutes les normales à la sphère sont ses rayons.
349. Nous avons dit (34G) que le lieu des tangentes menées ù une surface par l’un de scs points était en général un plan. Il peut en être autrement aux points singuliers qu’une surface peut piésenter. Par exemple, au .sommet d'un cône, si l’on y suppose l’origine placée, les trois dérivées partielles F' , F' , F' , se trouveront nulles pour x, =^, = 2, = o, en
vertu do l’homogénéité do l’équation (334). L’équation du plan tangent (346) se réduira alors à une identité. Et en effet, toutes les génératrices du cône étant à elles-mêmes leurs propres tangentes, le lieu des tangentes menées à la surface par son sommet n’est pas un plan, pui.sque c’est la surface elle-même. Il en serait de même s’il s’agissait de mener un plan tangent à une surface do révolution en l’un des points où l’axe jierce la surface, si le méridien de la surface ne coupait (las l’axe sou^“un angle de 90", c’est-à-dire que le lieu des tangentes serait encore un cône, droit dans ce cas.
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350. On entend par contoi’r apparent iVune surface sur un plan la projection sur ce plan de tous les points de la surface pour lesquels le plan tangent est perpendiculaire au plan de projection choisi.
Il est facile de trouver l’équation du contour api)arent d’une surface sur l'un des plans coordonnés, celui des xjr par exemple.
• Les a.ves étant rectangulaires, les plans tangents correspondants au contour cherché seront parallèles à l’axe des z ; leur équation ne devra donc pas contenir cette variable, ce qui entraîne la condition
On n’aura alors qu’à éliminer z entre l’équation de la surface F = o
et l’équation de condition F^=o, pour obtenir l’équation du contour apparent de la surface sur le plan des xy.
Soit la sphère -
On aura
Par suite on doit faire 1 = 7 dans l’équation (i), et l’on trouve le cercle (X -«)’+(/-?)’= R’
pour contour apparent de la sphère sur le plan dos xy.
351. Il arrive qu’au lieu de donner la directrice d’une surface (328),
on indique qu'elle doit être ciivonscritc à une autre surface donnée. Il ' faut alors déterminer la courbe de contact des deux surfaces, et la prendre pour directrice de la surface cherchée. ^
Supposons qu’il s’agisse, par exemple, d’une surface cylindrique. Si là surface à laquelle elle doit être circonscrite a pour équation
cette équation pourra êlre prise pour l’une de celles dont l’ensemblo représente la courbe do contact.
Pour eu obtenir une seconde, il suffit de remarquer que, pour tous les points de la courbe de contact, le plan tangent doit être coibmun aux deux surfaces.
En effet, soit (x, , , z,) un point do la courbe do contact. Le plan
langent mené au point (x,,y,, z,) de la surface F(x, z) = o, aura pour équation (346)
Ce plan contiendra la génératrice de la surface cylindrique qui passe par le point(x, , J,, z,), puisque cette génératrice est à elle-même sa propre tangente. Les ér|uations de cette génératrice étant
III. az
-vr-
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on iiura, en remplaçant dans l’équation (i) les (iifl'crenec.« ot
y — r^ par leurs valeurs déduites dos équations ('a),
Cette ndation sappliipianl à un [joint quelconqiu! de la courbe de contact, pourra être |)riso [)Our sa seconde équation, et l’on rentrera dans le cas général {‘.130).
CHAPITRE TU
\PRR(;i! DE QUEI.QtJES THÉORIES GÉNÉRAEES .
Du centre.
3.‘i2. L(‘ crnlrc d'une surfarp est un jioint qui ilùi.ic en deux parties égales toute corde de cette surface qui y passe, -
Supposons que la surface considérée ait un centre et que l’origine des coordonnées y soit placée. Toute corde passant par l’origine sera divisée [>ar ce point en deux parties égales, de sorte que les extrémités de çetlo corde auront des coordonnées égales et de signes contraires (287, 1). .
L’équation de la surface restera donc fa môme, lorsqu’on remplacera d’une manière générale .r par — ,r, y par — y, z par — z.
Réciproquement, si l’équation d’une surface n’est pas modifiée par la substitution do — x, de —y et de — s à la place dex, de y et de z, l’ori- > gine des coordonnées est un centre de la surface. Car si par le point M dont les coordonnées sont x, y, z, on mène une droite passant par Tori gine, et si on la prolonge jusqu’au point M' de manière que l’origine soit au milieu de la longueur MM', les coordonnées du point M' seront précisément — X, —y, — 2; donc le point M' appartiendra à la surface.
Ainsi, que t équation d'une surface soit algébrique nu transcendante, r origine, des coordonnées sera un centre lorsqu'on ixmrra, sans duinger F équation, remplacer x, y, a, par — x, — y, — a.
S.’jS. Soit en particulier une équation algébrique irréductible. Si la surface qu’elle représente a [lour centre l’origine des coordonnées, tous ses termes seront de môme parité, c’est-à-dire tous de de.gré pair ou tous de degré impair, de manière à ne pas changer de signes ou à en changer tous à la fois. En effet, remplaçons x par — .r, y [jar — y, z par — z, dans le terme général Px"/'’-"’'""'’. Si n, p et /n — n — p sont tous trois pairs, c’est-à-dire si m est pair, le terme considéré ne changera pas de signe. Il en sera encore de môme si sur les trois exposants il y en a un pair et deux impairs. Si n, p et m — n—p sont tous trois impairs, c’est-à-dire si m est impair, le terme considéré changera de signe. 11 en sera encore do môme si sur les trois exposants il y en a deux pairs et un impair.
Hemarque. -- Dans le nas où l’équation est de degré impair, elle, ne doit donc pas contenir de terme indépendant des variable.s. Et alors, s’il y a un centre, il est situé sur la surface elle-même.
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La méthode pour déterminer le centre d’une surface algébrique découle immédiatement do ce quf précède.
En effet, si le centre supposé n’est pas à l’origine, on le reconnaît à ce que les termes de l’équation sont de parité diü'éronte. En désignant par
ç, r, les coordonnées du centre cherché, on effectue alors une transformation d’axes indéterminée, en les transportant parallèlement à euxmérnes au point (p, 7, r) ; ce qui revient à remplacer dans l’équation : X, J, 3, par x-l-;;, .r+7, 3-1- c. Si l’équation transformée est de degré pair, on égale à zéro les coelUcionts de tous scs termes de dqgré impair; si elle est de degré impair, on égale à zéro les coefficients de tous ses termes do degré pair. On obtient ainsi dt-s équations qui jiermcttont do déterminer les coordonnées p, 7, r du centre, lorsqu’il existe.
Remarque. — S’il s'agit d’une étiuation transcendante, après avoir effectué la transformation de coordonnées indiquée, on change dans l’équation X, y, Z, 'en — c, —y, — 3. Les deux équations ainsi obtenues doivent rester identiques, si la nouvelle origine est un centre; et si leur identification est pos.sible, elle conduit aux coordonnées p, 7, /•, du centre cherché.
Des surfaces diamétrales.
355. On entend par 'surface diamétrale (Fane surface, une autre surface lieu des milieux iCun système de cordes menées flans la première surface partdlèlcment n une direction donnée.
Pour trouver l’équation générale des surfaces diamétrales d’une surface dont l’équation est donnée, voici théoriquement la marche qu’on peut suivre.
.Soit F{'x, y, 3) = O l’équation proposée. Soient m et n les coefficients angulaires dos projections des cordes parallèles données sur le plan des x3 et sur celui des jz. Désignons par X, Y, Z, les coordonnées du point milieu d’uué quelconque d’entre elles. Transportons en ce point l’origine des coordonnées. Les équations de la corde considérée deviendront alors
,K = mz,
y~nz, -
et celle do la surface sera
Pour avoir les 3 des points d’intersection de la corde et de la surface, il suffira de remplacer dans l’équalion de la surface x par mz et j par nz. L’équation résultante
devra alors, puisque le milieu de la corde est à l’origine, présenter d'une manière générale deux racines égales et de signes contraires. On divisera donc le i)remier membre de celte équation par le bjnôme z^ — ld qui correspond aux racines 4- et —h. On contiriuera la division jusqu’au reste du premier degré en z. On posera les conditions nécessaires pour la nullité de ce reste, et l’on obtiendra deux équations entre lesquelles il suffira d’éliminer l'indéterminée h pour avoir l’équation générale des surfaces diamétrales do la surface F(.r, r, 3)=o. L’indétermination de h
correspond précisément ù la variation nécessaire de roriginc (X, Y, ZI, choisie au milieu d’un corde quelconque.
Remarqtw. — Le calcul se. simplifiera lorsqu’il s’agira d’une surface du second degré. En effet, l'équation résultante en z étant alors nécessairement du second degré, il suffira d’y égaler à zéro le coefficient du terme du premier degré, pour exprimer la condition analytique imposée, c’està-dire pour obtenir l’équation des surfaces diamétrales.
Détermination des surfaces et des courbes dans l’espace.
35t). Le nombre de conditions ou le nombre de points nécessaires à la détermination d’une surface placée d’une manière quelconque par rapport aux axes, est indiqué par le plus petit des résultats qu’on trouve en comptant, d’une part le nombre des paramètres ou des constantes arbitraires qui entrent dans l’équation, do l’autre le nombre des coefficients qu’elle présente (23S).
Chaque point remarquable ou singulier doit alors compter pour tivis conditions. En effet, s il n’appartient pas à la surface, ses coordonnées seront déterminées isolément par trois équations de condition déduites do celle môme de la surface; et s’il lui appartient, ses coordonnées devront d’abord satisfaire à l’équation de la surface, et ensuite à deux autres relations formulant (en fonction des constantes arbitraires) sa propriété caractéristique. Par exemple, donner lé centre d’une surface, c’est l’astreindre à trois conditions.
Pour exprimer qu’un plan est tangent à une surface, on remarque que les équations du plan et de la surface deviennent simultanées pour les coordonnées du point de contact. On aura donc, pour ce point,
Aa:-i-B.y-i-Cs-l-D = o,
En se reportant à l’équation générale du plan tangent (346), on doit avoir en outra
Entre les quatre équations posées, on éliminera les coordonnées inconnues du point de contact, de sorte que le contact indiqué sera exprimé par une seule équation de condition entre les paramètres de l’équation de la surface et ceux do l’équation du plan. Dire qu'une surface est tangente à un plan, c’est donc l’astivindre à une seule condition.
Quant aux lignes dans l’espace, comme elles ont alors deux équations, le nombre des constantes arbitraires ou des coefficients distincts devient double du nombre de points nécessaires à la détermination de la courbe. Nous l’avons déjà fait remarquer (304).
Condition de similitude.
357. Tout ce que nous avons dit (Livre III, chapitre IX) touchant la similitude des figures planes, peut se transporter dans l’espace et s’appli-
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quer aux surfaces. On verra facilement, en particulier, que lorsque deux surfaces du second ordre sont semblables et semblablement placées, les coefficients des termes du second de^ré dans leurs équations sont proportionnels.
QUESTIONS PROPOSEES
I. Chercher l’équation du cylindre circonscrit à une sphère donnée, connaissant la direction des génératrices.
II. Trouver l’équation d’un cône dont on connaît le sommet et qui est circonscrit à une surface donnée.
III. Trouver l’équation d’un cône dont le sommet est à l’origine et qui est circonscrit à une sphère donnée.
IV. Chercher l’équation de la surface conoïde circonscrite à une sphère • donnée (la directrice rectiligne étant toujours l’axe des z, et le plan directeur le plan des xy).
V. Chercher l’équation de la surface conoïde dont la seconde directrice est une ellipse ayant son centre sur Taxe des x, et ses axes parallèles à l’axe des y et à l’axe des z (cono'idc de la voûte d’arôte en' tour ronde).
VI. Chercher l’équation de la surface cono’i'de engendrée par une droite qui s’appuie constamment sur une hélice et sur l’axe de cette hélice, en restant perpendiculaire à cet axe (hélicoïde gauche).
VU. Chercher l’équation de la surface engendrée par la révolution d'une hélice autour d’une parallèle à son axe. , f
VIII. Étude des sections obtenues en coupant un tore par un plan passant par son centre. Cas où la section se compose do deux cercles égaux.
IX. Trouver l’équation du plan tangent commun à deux sphères données ; en déduire l’équation des surfaces coniques . circonscrites à ces sphères.
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LIVRE SIXIÈME
ftTLÜF. DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ.
CIIAmUE l'IlEWlEK.
DlJ CKNIHE ET DES SURKACE.S 1)I.AMÉTK.ALES DANS LES SURFACES DU SECOND DEGRÉ.
3o8. L’é(|ualion j;(Miéralc du second degré à trois variables est de la forme
( A.r’-f- b )■’ + 2 \):vy-^o.V.xz -H zVyz
( + 2G.r 4- 2ll_;>''-t- 2kz + L ==o.
Pour simplifier la discussion de cette équation, nous commencerons par exposer ce qui se rapporte à la recherche du centre et des surfaces diamétrales dans les surfaces du second degré.
Du centre.
■359. Appliquons la méthode indiquée (352), c'est-à-dire transportons les axes coordonnés parallèlement à eux-mêmes en un point {p, q, r). En développant les calculs et en posant à part
(//) . p.H, = 2 H -I- 2 4- 2F/’4- 2 II,
( 2 K, = 2 Ce -f- 2E/^ 4- 2F<7 -f- 2K,
il>)
( E, = \.p^-+- Hq^-h (w-^4- 2.D/>(/4- 2E/>c4-2F qi ( 4- 2G/> -4- allÿ -4 2Kc4- L,
l’équation (1) deviendra
( À2;’4- Dr’4- Gs’ -4 2Dxy 4- sExz -4 2E\rs
( 4- 2G1 4- 2 Hi_>'-4 2 K| c 4— L, = O.
On voit f|ue, dans la nouvelle équation (2), les coefficients des termes du second degré n’on t pas varié ; les coefficients des termes du premier degré sont les dérivées partielles correspondantes du premier membre île l’équation (i), sauf lasubsti-
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liilion Je p, q, r, à la place de x, z; le lerine indépendant est le premier membre de V équation ^i), sauf la même substitution.
Si le point [p, q, r) se ronfoiirl avec le centre de la siirlace, PII devra avoir (352)
et rétiualion (i) se trouvera ramenée à It} foiine
A.e*— l> I'* — |— t— ül-ia’r*— f— 2.L yz — t" o.
Remarque. — On peut iudiciuer une eAjiression plus simple J de L|. Multiplions resiioctivemenl les équations («) par p, q, r, après avoir divisé leurs deux membres par et retranchons leur somme de l’équation (b). Il viendra, puisque les relations (3) sonl-supposées satisfaites, -
(/>’} Iji = -K' Il ly “1- K /■ -i- l^.
360. Si la surface considérée admet en effet' un centre, le système des équations (3) qui est composé de trois équations du premier degré a trois inconnues p, q, r, donne pour_ces inconnues des valeurs finies et déterminées. Si Tune de ces valeurs au moins est inlinie, le centre de la surface se transporte à l’infini. Si ces valeurs se présentent sous forme indéterminée, le centre est indéterminé ou il y a une infinité de centres.
Soient
les valeurs générales de p, q, r. Le dénominateur commun M est, d’après les équations (3) { /Ig. élém., 135),
(4) M = ABr. — AF' — BE= — i;1)“-1-aI)KF,
tandis que les numérateurs ont pour expressions
N = — r.BC -H GF" — EU F -t- DUC — DFK -t- EKB,
, N'= — AHC-l- AFK — EDk H-DGC — GFE-l-E'n. •
N"=— \BK-l- AFU — GDF -H D" K — DUE 4- GEB.
Remarquons que les équations (3) étant du premier degré représentent chacune un plan. D’une manière générale, si M est différent de zéro, ces trois plans se coupent en un seul point, centre de la surface. Si M = o, sans que la même condition soit remplie par les trois numérateurs N, N', N", ces plans n’ont aucun point commun, soit parce qu’ils
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sonl parallèles, soit parce que l’un d’eux est parallèle à l’interseclion des deux autres; et le centre de la surface se transporte à l'infini. Si M = o en même temps que les trois numérateurs N, N', IS", les plans considérés ont une infinité de points communs, soit parce qu’ils se coupent suivant la même droite, soit parce qu’ils se confondent; et la surface admet une infinité de centres. 11 pourrait encore arriver dans ce cas que tous ces centres fussent transportés à l’infini ou qu’il n’y eût pas de centre (439, 3”).
Des surfaces diamétrales.
‘361. Appliquons à l’équation générale du second degré la méthode indiquée (355). Il faut d’abord transporter les axes au milieu (X, Y, Z) d’une des cordes parallèles à la direction indiquée. Les équations de cette corde deviendront ainsi
ju = mz, '
Y=nz.
L’éi] nation de la surface prendra d’ailleurs une forme analogue à celle de l’équation (a) du n° 359, p, q, r, étant remplacés par X, Yj Z, dans les valeurs (a) et [b) des coefficients G,, H,, K, et L,. On doit ensuite substituer mz et nz à la place de x et de y dans l’équation obtenue, pour avoir les z des points d’intersection de la corde considérée avec la surface. L’équation résultante sera
( A B/i’-f-G -f- aüw(/t-i- aE/n i.Vn)z^
-|-( aG, Ht -+-aH,« -f- 2K,)2 -l-Li = O.
Pour trouver l’équation générale des surfaces diamétrales des surfaces du second degré, il reste à exprimer que les deux racines de l’équation en z sont égales et de signes contraires, c’est-à-dire à égaler à zéro le coefficient du terme du premier degré en z. L’équation cherchée est donc
(5) aG ,Hi -h alIiH -l-aRi = O.
Cette équation s’obtiendra en ajoutant les dérivées partielles (359) du premier membre de l’équation ( i ), les deux premières dérivées étant respectivement multipliées par les coefficients angulaires m et n.
Par suite, si l'on représente par F(x, r, -s)= o l’équation de la surface proposée, on pourra mettre l’équation générale de ses surfaces diamétrales sous la forme
(5 bis) F'^. . m -4- F;. . n -+- F'^ = o.
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L’équation (5) ou (5 bis) étant nécessairement du premier degré, toutes les surfaces diamétrales des surfaces du second degré sont des plans.
3C2. Remarquons (359) que les équations '
sont précisément celles qui déterminent le centre de la surface. Donc, dans les surfaces à centre, tous les plans diamétraux passent par le centre.
Réciproquement, tout plan passant par le centre est un plan diamétral; car on pourra toujours faire coïncider l’équation (5 bis) avec l’équation de ce plan, en donnant aux coefficients m et n des valeurs convenables.
363. Dans les surfaces dénuées de centre, les plans représentés par les équations (6) sont parallèles à une même droite (qu’ils peuvent contenir) ou parallèles entre eux (360) ; les deux cas rentrent l’un dans l'autre. Les plans diamétraux sont alors parallèles à cette droite ou parallèles entre eux.
En effet, supposons que les plans F'^=o et F^ = o se coupent suivant une droite à laquelle le plan F^ = o soit parallèle ; si le plan F'^. m 4- F^ . n -t- F' = o n’était pas parallèle à la droite
on trouverait pour x,j',z, un système de valeurs finies qui satisferaient aux équations (6); et la surface aurait un centre.
De même, si les plans F'^ = o, F^ = o, F ^ = o, sont parallèles, les coefficients des variables dans leurs équations seront proportionnels (315); désignons-les par a,b,c, a', b', c' , a", b", c". Les coefficients des variables dans l’équation générale F’ . m-f- F' . n -I- F' = o, seront alors :
ma + na' a", mb nb' b" , me 4- «c'4-c",
c’est-à-dire proportionnels aux précédents. Donc tous les plans diamétraux sont alors parallèles aux plans qui déterminent le centre de la surface (362), c’est-à-dire parallèles entre eux.
■ Des plans principaux.
364. On entend par plan principal un plan diamétral perpendiculaire à la direction des cordes qui lui sont conjuguées.
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Ces cordes sont dites principales, et la section de la surlace par un plan principal est une section principale.
Supposons les axes rectangulaires. Les équations de la droite menée par l’origine parallèlement au système de cordes considéré sont
( x~niz,
( )-—nz.
L’équation générale des plans diamétraux qui est (3C1)
1’ ^ . Vil . n "4“ F _ O,
peut s’écrire en ordonnant
(5 ter)
(A ni — i— I) /i — f- L) X -yt— (I) ni -e* lie ~i— I* ) e -t- ( E m -I- F « -t- + (i/#( + llu -T- K = O.
Les conditions de perpendictdarité entre le plan diamétral et ses cordes conjuguées seront donc (32'r)
A//1 U« + E ni
Ces deux équations permettront de trouver les valeurs de m et de « (jui correspondent aux plans principaux, et, paf suite, ' de déterminer ces plans.
Pour les résoudre, il est plus simple d’introduire une nouvelle inconnue s, en représentant par cette indéterminée les rapports dont on vient d’indiquer l’égalité. On aura alors, entre les inconnues m, /i, 4, les trois équations '■
j -t- E = /«s ou (A — i)m-hO«-|-E = o, {c bis) ■ Dm -H Bn-t- F = ni ou D»i-i-(B — s)n-+-F = o, ^ Ew Fn -I- C = 5 ou E/« -t- Frt-h(C — 's)=o'.
Eliminons ni et n entre deux de ces équations et la troisième. L’équation résultante en s permettra de déterminer cette inconnue, et, par conséquent, m et n. On obtient ainsi la relation générale ~
, (\_.,)(B-i)(C-i)-P(A-s)-EMn-s)
I — IP(C — i)-HTUF:F = o
ou * ^
en se rappelant que nous avons désigné par M le dénomina-
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leur commun des formules de résolution des trois équations du premier degré, qui déterminent les coordonnées du centre de la surface (3G0).
On aura en même tcni[»s
_ DF — E(B — _ UE — F(A
Lorsque la surface considérée a un centre, M est différent de zéro; et l’équation (7), (|tii est du troisième degré, admet toujours jiour .? une valeur réelle différente de zéro, qui conduit à des valeurs aussi réelles pour les coefficients ni et n.
On voit par là qu’une surface du second ordre à centre admet au moins un plan principal, dont l’é(|uation (5 ter) peut s’écrire [puisqu’on a égalé à s les rapports (c)]
{9) 5(/»7r -h «r-f- z) -t- (îm -I- Hh -I- K = O.
;îGo. Dans les surfaces dénuées de centre ou qui en ont une infinité, le dénominateur commun M (360) est égal à zéro. 11 en résulte que l’équation (7) admet dans ce cas une racine nulle. Pour cette racine nulle, le plan principal représenté par l’é(|uation {9) n’existe plus, à moins que la condition ,
(10) Gm -H If n -t- K = O ^
ne soit satisfaite.
Si cette condition n’est pas satisfaite, Je plan principal correspondant à la racine s=o se transporte l’Infini. Si cette condition est satisfaite, le plan principal considéré est indéterminé, c’est-à-dire qu’à la racine «;=o correspondent une infinité de plans principaux.
Pour s’assurer que la condition (10) revient à N" = o (360), on n’a qu’à faire «=o dans les équations (8), et à remplacer m et « dans l’équation (10) par les valeurs ainsi obtenues.
En supprimant la racine 5 = 0, l’équation (7) devient (dans l’hypothèse de M = o) ,
(7 bis) s’— (A-t-B-l-C)i-f-(AB-)-AC-+-BC— D'— E^— F>) = o;
et il est facile de voir que les deux autres racines ne peuvent être milles à la fois, car on aurait alors les deux équations de condition
A-f-B-pC = o, AB + AC-I-BC — D’ — E» — f^ = o.
Or, si du carré de la première équation on retranche le, double de la seconde, il vient
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ce qui enlraîueraii. la disparition de tous les termes du second degré dans l’équation (i), qui ne représenterait plus une surface du second ordre.
Mais pour pouvoir affirmer que toute surface du second degré admet au moins un plan principal non situé à l’infini, il liuit encore démontrer que l’équation (7 bis) ne peut avoir de racines imaginaires ou, ce qui revient au même, que l’équation (7) a toujours ses trois racines réelles.
366. Pour y arriver, on peut suivre la marche directe et extrêmement ingénieuse due à M. Cauchy [Exerciees de Mathématiques, 3* année) et simplifiée par M. Gerono [Nouvelles jdnnales de Mathématiques, t. XV). 1
N^s remarquerons d’abord ([ue si l’équation (7) admet une racine double ou une racine triple, ses trois racines seront réelles et même commensurables (Compl. d’yilg., 214). II suffit donc d’examiner le cas où les trois racines sont inégales.
Plaçons-nous d’abord dans le cas particulier où l’on suppose (|ue les coefficients D et E sont nuis; l’équation (7) ou l’équation [d) (364) devient alors - V
(\ — i)(B — A)(C — 4) — E^(A — a) = o. ■ >:.r Elle se sépare en deux autres [e) A — s — O,
if) (B-4)(C-4)-P = o. V.
c’est-à-dire qu’elle a pour racines réelles les trois quantités
s — A, lî + C
Heprenons maintenant l’équation ((/) et cherchons quelles valeurs prend son premier membre lorsqu’on y remplace la variable s par les quatre valeurs — ao , s,, s», -i- x .
La première et la dernière substitution donnent pour résultats -H 00 et — so [Compl. d’Alg., 172); car il ne faut pas perdre de vue que dans l’équation [d) le premier terme est
En vertu de la relation (/), la seconde et la troisième sul»-.
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stilution donnent
E»(B — — D’ DEF
— E’(B — s,) — D’(C — 5:) + osI)EF. '
En tenant toujours compte de la relation (/), on peut mettre le premier de ces résultats sous la forme
— — [EMB — S,)’ + D=(B — s.) (C — s,)— 2DEF(B — A,)]
J5 Si
= — — [E’(B — s,)’4-D’F’ — 2DEF(B — s,)]
JJ ““ <Jj
= -B^[E(B-a.)-DF]'. . _
On opérera de fnême pour le second, de sorte que les résultats des deux substitutions opérées seront (inalement
ig) ■ -g^[E(B-A,)-DF]’.
(h) '-^^^[E(B-^,)-DF]’.
11 n’y a donc, pour connaître les signes de ces résultats, qu’à chercher ceux des différences B — si , B — i, . On a
La première différence est essentiellement positive, la seconde essentiellement négative. Par suite, le résultat (g-) est négatif, le résultat (h) est positif.
Ainsi les signes du premier membre de l’équation {d) sont (pour les substitutions — eo , s,, Sj> -i-oo )
L’équation [d] ou l’équation {')) admet donc nécessairement trois racines réelles; ce qui nous permet d’affirmer sans aucune restriction que toute surface du second degré, à centre ou dénuée de centre, admet au moins un plan principal.
Remarques. — Nous avons suppose implicitement que chacune des différences B — , B — s,, était différente de zéro.
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Ür, si l’on a F = o, il vienl a, = C, s, ==B. Mais dans ce cas l’équation (</) devient
(A — i)(B — «)(C — i) — K’(n — s) — IF(C — 5) = o;
et les résultats des susbtitutions s, et s, sont
— E’ (B — 4,) et — D=(E — Si).
Si l’on suppose ou B>C, le premier résultat reste
négatif, le second demeure positif.
Si l’on a à la fois, - v' !
l’équation [d) se réduit à • . ' .
On a toujours /
Les résultats des substitutions 4, et 4, sont alors
' O et -^1)^(G — 4j). ■ -
En supposant 4j>4, , le second est positif. L’équation admet donc dans ce cas une racine nulle et une racine positive; elle a donc nécessairement ses trois racines réelles.
Enfin, si l’on a
l’équation (rf) devient
et ses trois, racines réelles sont A, B, G.
3fi7. Soient 4 et s' deux racines inégales de l’éc^uation (7) (364). A la valeur 4, Correspondront les deux coefficients angulaires m et n [364 (8)]; à la valeur s', les deux coefficients rn' et n'.
Nous savons que si x, (3, 7, a', J3', y', sont les angles formas par chacune des directions principales obtenues avec les trois axes, on a (307, I) ' .
cos a , cosa'
III = î ni = ; c
cos 7 cos 7
cos 3 , cos S'
cos 7 cos 7
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Par suilp, pii subslituaiu dans les équations (<• bis) (364), on anra
(A — s)cos« -t- 1) cos|3 -t-E rosy = o,
(A — s') cosa'-l- D cosp' + E cos y' = o,
Dcosa-t-(B — 5) cosj3 4- F cosy = o, .
1)coss('4-(B — i') cos -I- F cosy' = I).
ïlcosa-l-F cos;3-|-(C — Ajcosy = o,
Ecosa' + Fcos^'-I- (C — A')cosy' = o.
Multiplions respectivement les premières équations de chaque . . groupe par cos*', cos|3', cosy', et les secondes par cos*, cos[3, cosy; puis de la somme des premières, retranchons la somme des secondes. 11 viendra évidemment
(< ) (5 — s')(cos* cos*' -f- cos |3 cos |3' 4- cosy cosy') = o,
d’où
cüs* cüs*' 4- cos^ coS|3' 4- cosy cosy' = o ;
ce qui montre que las directions principales qui correspondent à deux racines inégales sont perpendiculaires entre elles.
Reprenons l’équation
{ A*^ 4- Bt-^4- C2’4- aD*)’4- aFI.rs 4- aF_^'2
^ ^ • \ 4-2G*^4-2lI_y4-aR24-L = o.
Si l’on suppose les axes coordonnés rectangulaires et si l’on prend pour plan des *■/ le plan principal de la surface (306), chaque couple de valeurs données à a; et à r devra conduire pour z à deux valeurs égaies et de signes contraires.' Par suite, l’équation ne pourra renfermer de termes contenant Z au premier degré. De plus, on pourra faire tourner les axes des x et des ju dans leur plan, en les laissant perpendiculairès- entre eux, de manière à faire disparaître aussi formules à employer étant
.u'sin* -Hr'cos *,
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le nouveau coefficient du produit xy sera
2Dcos2a 4- (lî — A)sin2a:; ce qui conduira à la relation
l:ing2 5t:
Celte relation donnant toujours pour l’angle « une valeur admissible, on voit qu’on pourra dans tous les cas ramener l’équation (i) à la forme
Pæ’4- I’'j’+P"s’+ 2Q^4- sQ'_r+ L, = o,
en désignant par P, P', P", 2Q, 2Q', L, , les valeurs des coefficients modifiés par la transformation cffccluce.
369. Il est utile de montrer que les valeurs des coefficients P, P', P", sont précisément les racines de l’équation (7) (36^). En effet, si l’on passe des coordonnées rectangulaires auxquelles la surface représentée par l’équation (i) est rapportée, aux coordonnées rectangulaires pour lesquelles disparaissent les trois produits des variables, les formules à employer seront (296)
X = x' CO^cr. 4- cos «'4- s' cos a", j = a:'cosp 4-y'cos^' 4-2'cos[3",
2 =..r'cüsy 4- j'cosy' 4- s'eosy".
On devra y joindre, en particulier, les équations de condition
cos’a 4-cos’(3 4- cos’ y =1, cos’ «' 4- cos’,^' 4- cos’y' = i, cos’«"4- cos’(3"4- cos’y"= I.
cos«, cosp, cosy, . . représenteront précisément les valeurs qui doivent satisfaire aux équations (c bis) (364) mises sous la forme (c' bis) (367).
Or si l’on multiplie respectivement ces équations par cos«, cos(3, cosy, et qu’on les ajoute, on obtient la relation
A CüS’«4- Bcos’(34- Ccos’y 4- 2 D cos « cos (3 4- 2 E cos a cos y
dont le premier membre est le coefficient qu’ori obtient potir a/’, lorsqu’on substitue dans l’équation (i) le^yaleurs données par les formules de Iransformuiion. Il en^sulte immédiatement que P =i, c’est-à-dire que P est l’une des radne.s
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de l’équalion (7); de même, P' ei P" seront les deux autres racines de cette équation.
On a d’ailleurs
Q=Gcosa +Hcos(3m-Kcos)',
Q'= Gcosst'+Hcosjâ'+Kcosy'.
370. L’équation (I) représente encore toutes les surfaces du second ordre. Il faut maintenant distinguer entre les sur- '■ faces qui ont un centre et celles qui n’en ont pas.
Si la surface a un centre (ce qui comprend le cas où elle en a une infinité), on peut y transporter l’origine et faire disparaître ainsi tous les termes du premier degré (359, 3ü0). L’équation (I) prendra alors définitivement la forme
(II) PÆ»-)- P'> =-t- P"z’=R.
On a
Il = - L, (359, «cm.),
R = — (Gar -H Ily -t- K 3 4- L) ,
X, y, Z représentant les coordonnées du centre considéré par rapport aux axes primitifs.
P2n effet, le changement de direction des axes ne pouvant influer sur le terme indépendant, il restera le même qu’on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes après ou . avant leur changement de direction.
Si la surface proposée n’a pas de centre, les équations obtenues en égalant à zéro les dérivées partielles du premier membre de l’équation (I), savoir :
devront donner pour l’une au moins des coordonnées du centre (x, y, z) une valeur infinie; cette condition ne peut être remplie que si le coefficient de l’un des carrés des variables a été rendu nul de lui-même par les tranformations du n" 368. Nous aurons donc, par exemple,
De plus, on pourra par le transport parallèle des axes, non pas flaire évanouir tous les termes du premier degré de l’équation (I), puisque la surface n’a pas de centre (359), mais éliminer un terme du premier degré et le terme indépendant
III
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des variables. Si l’on chasse ainsi le terme en y', l' équation (I), dans le cas des surfaces dénuées de centre, prendra définitivement la forme
(111) P"z’-4- aQj: = o.
En résumé, à l’aide de transformations convenablement dirigées, on peut toujours ramener l’équation générale des surfaces à centre à la forme (II), et l’équation générale des surfaces dénuées de centre à la forme (III). Il nous reste à séparer les différentes espèces de surfaces comprises sous ces deux formes. s -
371. Avant de commencer cette discussion, il est utile de remarquer que l'équation des surfaces à centre conserve la forme (II) pour une infinité de systèmes d’axes obliques.
En effet, si l'on place l’origine au centre, les termes du premier degré n’existeront pas, et les plans coordonnés seront des plans diamétraux de la surface (362). Si l’on dirige l’axe des Z parallèlement à la direction conjuguée au plan des xy, les termes en xz et enyz disparaîtront. Enfin, en faisant tourner l’axe des x et l’axe des / d’un angle convenable dans leur plan, on pourra aussi se débarrasser du terme en xy. Les plans coordonnés forment alors un système de plans diamétraux conjugués, parce qu’à chaque groupe de valeurs de deux des variables correspondent deux valeurs de la troisième variable égales et de signes contraires; c’est-à-dire que chaque plan coordonné divise en deux parties égales les cordes parallèles à l’axe situé hors du plan considéré.
De même, l’équation des surfaces dénuées de centre conserve la forme (III) pour une infinité de systèmes d’axes obliques.
En effet, on peut, cotnme dans le cas précédent, faire disjiaraître les produits des variables. Le terme en z, par exemple, disparaîtra aussi en même temps que l’un des carrés x’ des variables (370). ün peut ensuite transporter les axes parallèlement à eux-mêmes, l’origine restant dans le plan des xy, de manière à éliminer à la fois le terme en y et le terme indépendant. Les plans des xy et des xz sont alors des plans diamétraux; mais (d’après la forme de l’équation) les cordes parallèles à l’axe des x ne perçant la surface qu’en un seul point, leur milieu est à l’infini ainsi que le plan diamétral qui leur est conjugué. On voit que les surfaces' dénuées de centre n’admettent pas de plans diamétraux conjugués.
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Surfaces à centre.
Les axes étant rectangulaires, considérons l'équation
(II) Par’4-P'r’4-P''2’=R.
On peut toujours supposer R positif; si R était négatif, on n’aurait qu’à changer les signes des deux membres. On aura les cas suivants à distinguer :
i“ Les trois coefficients P, P', P", peuvent avoir le même signe; - '
2® DèifS de ces coefficients peuvent être positifs, en même temps troisième négatif;
^ 3® Uri de ces'çoèfficients peut être positif, en même temps que les deux autres négatifs;
4° Vn ou deux des coefficients P, P', P", peuvent être ' nuis; ,
5“ Le , terme constant R peut être nul.
' l” ELLirSOÏDE. ' ■ • '
373. Si les trois coefficients P, P', P", supposés de même signe, étaient négatifs, l’équation (II) ne représenterait rien ou représenterait un ellipsoïde imaginaire. Nous supposerons donc les trois coefficients du premier membre positifs comme le terme indépendant.
Faisons successivement dans l’équation de la surfacé ^ ^=oetz=o, ,r = oeta=o, x = oet)'' = o.
Nous trouverons ainsi, pour les coordonnées des points où la surface coupe les axes,
Nous en déduirons
et l’équation de la surface prendra la forme
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Les points où la surface est percée par les axes sont ses sommets (en ces points le plan langent mené à la surface est perpendiculaire à l’axe); les portions d’axes qu’elle intercepte sont les longueurs de ses axes. L’ellipsoïde a donc six sommets et trois axes réels dont les longueurs sont ;
AA' = ?.a, BB' = 26, CC'=2c (^g-, i5i).
Les trois plans coordonnés sont les trois plans principaux de la surface. Les sections principales correspondantes sont les ellipses
qui ont respectivement pour axes les axes la et ■xb, 2a et 2 c, 26 et 2c, de la surface.
Si l’on coupe la surface par un plan z=d, l’équation de la courbe d’intersection est, dans le plan sécant,
Cette courbe est une ellipse dont les axes sont
Cette ellipse se confond d’abord avec la section principale faite par le plan des xy, lorsqu’on suppose d = o, diminue d’une manière continue à mesure que d augmente, et se réduit à un point pour d=c. Au delà, elle devient imaginaire. On peut donc regarder l’ellipsoïde, surface évidemment fermée dans tous les sens, comme engendrée par le mouvement d’une ellipse dont le plan reste parallèle au plan des xy, dont le centre trace l’axe des z, et dont les axes varient d’une manière convenable depuis la et 2Ù jusqu’à zéro, tout en présentant constamment le rapport ^ (257).
Lorsque les trois axes 2«, 2A, 2c, sont inégaux, l’ellipsoïde est dit à trois axes inégaux.
Lorsque deux des axes sont égaux, on obtient un ellipsoïde qui est de révolution autour du troisième axe. En effet, supposons a — b. Il viendra pour équations de la section faite parallèlement au plan des xy à la distance d.
(xlle section sera donc une circonférence de cercle ajanl son centre sur l’axe des z. L’équation de la courbe méridienne dans le plan des xz sera l’ellipse
Si les trois axes in, la sphère
ib, 2c, sont égaux, l’ellipsoïde devient ar' = a’.
2“ HYPERBOLO'iDE A USE NAHl’E.
374. Supposons dans l’équation (II) les coefficients P et P' positifs, et le coefficient P" négatif. Si nous faisons successivement dans l’équation de la surface
7^ = 0 et Z = O, a: = O et s = O, x = o et 7' = o,
nous trouverons pour les coordonnées des points où la surface coupe les axes
ar=± y/| = ±«,
/ = = ; ■ z==±\J^. = ±ci.
Nous en déduirons
et l’équation de la surface prendra la forme
Les points où la surface est percée par les axes sont ses > sommets; les portions d’axes qu’elle intercepte sont les longueurs de ses axes; l’hjperboloïde à une nappe a donc quatre sommets et trois axes dont deux sont réels et un imaginaire. Les longueurs de ces axes sont AA' = 2a, BB'= 2Ù, CC'= 2c {fg. 162).
I..es trois plans coordonnés sont les trois plans principaux de la surface. Les sections principales correspondantes sont.
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dans le plan des xjr, l’ellipse
dont les axes sont 2a et 26; dans le plan des xz et dans le plan des /Z, les hyperboles
dont les axes sont 2a et 2c, 26 et 2c.
Si l’on coupe la surface par un plan z — d, parallèle au plan des axes réels, Téquation de la courbe d’intersection est dans le plan sécant
rt’ F ~
Cette courbe est une ellipse dont les axes sont
et 26
Cette ellipse se confond d’abord avec la section principale faite par le plan des ay, lorsqu’on suppose d = o, augmente d’une manière continue à mesure que d augmente, et devient infinie pour rf=Qo. On peut donc regarder l’hyperboloïde à une nappe, surface évidemment formée d’une seule nappe continue s’étendant à l’infini dans tous les sens, comme engendrée par le mouvement d’une ellipse dont le plan reste parallèle au plan des deux axes réels, dont le centre décrit l’axe imaginaire, et dont les axes varient d’une manière convenable depuis 2a et 2b jusqu’à l’infini, en présentant constamment
le rapport La section principale dans le plan des deux axes
réels porte le nom A' ellipse de gorge.
Lorsque les axes réels 2a et 26 sont égaux, on obtient un hyperboloïde à une nappe qui est de révolution autour de l’axe imaginaire. En effet, les équations de la section faite parallèlement au plan des xy à la distance d, sont
Celle seclion sera donc une circonférence de cercle ayant son eentre sur l’axe des z. La courbe méridienne dans le plan des rz sera l’hyperbole ,
Digitizcd by Goo^Ic^ j
3° HYPERBOLOÏDE A DEUX NAPPER.
375. Supposons dans l’équalion (II) le coefTicienl P positif ei les deux coefficients P' et P" négatifs. Si nous faisons successivement, dans l’équation de la surface, ^ = o et z = o, x = o et 2 = O, X = O et O, nous trouverons pour les coordonnées des points où la surface coupe les axes
Nous en déduirons
et l’équation de la surface prendra la forme
L’hyperboloïde à deux nappes a donc deux sommets et trois axes, dont un réel et deux imaginaires. Les longueurs de ces' axes sont W' =2a, BB'=2f>, CC ='2c {Jig. i53).
Les trois plans coordonnés sont les trois plans principaux de la surface. Dans le plan des yz, la surface n’a aucun point réel. Les sections principales dans le plan des xy et dans celui des xz sont les hyperboles
— I et
dont les axes sont 2 a et 26, 2 a et 2 e.
Si l’on coupe la surface par un plan x = d parallèle au plan des axes imaginaires, l’équation de la courbe d’intersection sera dans le plan sécant
C’est l’équation d*une ellipse dont les axes sont
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Celle ellipse reste imaginaire lani que d' est plus petit que d‘. Pour (/’ = «’, elle devient un point, puis augmente d’une manière continue jusqu’à l’infini à mesure que d croit depuis a jusqu’à oo ou décroît depuis — a jusqu’à — oo . On peut donc regarder l’hyperboloïde à deux nappes comme engendré par une ellipse dont le plan reste parallèle au plan des deux axes imaginaires, dont le centre décrit l’axe réel, et dont les axes varient d’une manière convenable depuis zéro jusqu’à
l’infini, en présentant constamment le rapport
On voit que l’hyperboloïde à deux nappes est formé de deux nappes coniinueSv s’étendant à l’infini dans deux sens opposés, et séparées par un intervalle où il n’existe aucun point de la surface.
Lorsque les axes imaginaires nb et ac sont égaux, l’hyperboloïde est de révolution autour de l’axe réel. En effet, les équations de la section faite parallèlement au plan des yz à la distance d sont
x = d, y'^ -y lé — 1^.
Celte section est donc une circonférence de cercle ayant son centre sur l’axe des x. La courbe méridienne dans le plan des xz est l’hyperbole
4“ CÏU.XÜRES ELLH’TIQCK ET IlYrERBOLIQL’E.
37(5. Supposons nul dans l’équation (H) le coefficient P". Il viendra
Px’H-P'r’=IL
C’est l’équation d’un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l’axe des z (290). Si P et P' sont de même signe, la trace de ce cylindre sur le plan des xy est une ellipse; dans le cas contraire, c’est une hyperbole.
Lorsque la trace d’un cylindre elliptique sur le plan des xy se réduit à un point (dans le cas de R = o), le cylindre se réduit à une droite qui est ici l’axe des z.
Lorsque la trace d’un cylindre hyperbolique sur le plan des xy se réduit à deux droites qui se coupent (dans le cas de R = o), le cylindre se réduit à deux plans qui se coupent; l’intersection de ces plans est ici l’axe des z..
Les cylindres représentés par l’équation
Pæt’-4-P'/’= R
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ont une infinité de centres distribués sur l’axe des z (c'est-àdire suivant une même droite) (300).
Si l’on a dans l’équation (II) P" = o et P' = o, il vient
Px’= R.
Cette équation représente deux plans parallèles au plan des et menés à égale distance de ce plan, qui se réduisent au plan des si R = o, et deviennent imaginaires lorsque P et R n’ont pas le même signe. •
La surface admet alors une infinité de centres distribués dans un même plan (qui est ici le plan des ^z) (300).
Supposons R = o dans l’équation (11). Il viendra
Pa:’-t-P'r’-t-P"3’ = o. ■■• ••
Cette équation étant homogène par rapport aux trois variables X, y, Z, représente (333) une surface conique dont le sommet est à l’origine des coordonnées.
Si les trois coefficients P, P', P", sont de même signe, le cône se réduit à son sommet ou à son centre, et on peut le regarder aussi bien comme un ellipsoïde qui se réduit à son centre.
Si P et P' sont positifs en même temps que P" négatif, on peut regarder le cône obtenu comme un hyperboloïde à une nappe (374), dont l’ellipse de gorge se réduit à un point qui est le sommet du cône.
Si P est positif en même temps que P' et P" négatifs, on peut le regarder comme un hyperboloïde à deux nappes (37o), dont l’axe réel se réduit à un point.
On voit que les cônes du second degré sont des cônes droits, à base elliptique ou hyperbolique.
Surfaces dénuées de centre.
Les axes étant rectangulaires, considérons l’équation
(III) P'j^’’-I- P*'.z’ -i- aQx = O.
On peut toujours supposer P' positif et Q négatif. En effet, si P' était négatif, on n’aurait qu’à changer les signes de tous les termes; et si Q était alors positif, on le rendrait négatif en changeant le sens des x positifs. Les cas à distinguer se réduiront donc aux suivants ;
. i“ Le coefficient V" peut être positif comme le coefficient P';
iiÔl GÉOMÊTKiE ANALYTIQUE.
2“ Le coefficient P" peut être négatif;
3“ L’un des coefficients P', P", peut être nul.
1“ paraboloïde elliptique.
379. Les deux coefficients P', P", étant positifs, et le coefficient Q négatif dans l’équation (III), la surface ne coupera les trois axes qu’à l’origine qui sera alors son sommet. , Les plans des xy et des xz sont des plans principaux, et leur intersection Ox est l’axe du paraboloïde. Les droites parallèles à l’axe ne percent la surface qu’en un point, et tous ses plans diamétraux sont parallèles à cet axe.
Les sections principales qui correspondent aux plans des xy et des xz sont les paraboles
P'_r' -+- aQa: = O et P"a’ -|- aQj? = o.
Posons les paramètres
aQ
On en déduira
= xp'
et l’équation de la surface deviendra (P.E)
^ H -, = ix.
Si l’on coupe la surface {Jig. t54) par un plan x = d parallèle au plan des yz au delà duquel la surface ne présente aucun point réel, l’équation de la courbe d’intersection sera dans le plan sécant
C’est l’équation d’une ellipse dont les axes sont
s/ipd et ^ip'd-
Celte ellipse n’est réelle que si d est positif. Pour d = o, elle se réduit à l’origine, puis elle augmente d’une manière continue jusqu’à l’infini, à mesure que d croit depuis o jusqu’à cc . On peut donc regarder le paraboloïde elliptique, surface évidemment formée d’une seule nappe continue s’étendant à l’infini dans un seul sens, comme engendrée par le mouvenfw>nt d’une ellipse dont le plan reste parallèle au plan dc.s j-,
céOMÉTIUE AHALYTIQUE. 363
dont le centre décrit l’axe des x, et dont les axes varient d’une manière convenable depuis o jusqu’à oo , en présentant
constamment le rapport
Lorsque les paramètres zp et ip' des paraboles principales sont égaux, on obtient un paraboloïde qui est de révolution autour de l’axe Ox. En effet, il vient alors pour équations de la section faite parallèlement au plan des j-z à la distance d
. X — d, j-’-hz^=2pd.
Cette section sera donc une circonférence de cercle ayant son centre sur l’axe des x. La courbe méridienne dans le plan des xz sera la parabole
2^ = 2 px.
PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE
380. Le coefflcient P' étant positif et les deux coefficients P" et Q étant négatifs dans l’équation (111), la surface ne coupe aussi les trois axes qu’à l’origine, sommet de la surface.
Les plans des xy et des xz sont des plans principaux, et l’axe Ox est l’axe du paraboloïde. Les droites parallèles à l’axe 0.r ne percent la surface qu’en un point, et tous ses plans diamétraux sont parallèles à cet axe.
Les sections principales qui correspondent aux plans des xy et des xz sont les paraboles ijig- i55)
P'j’-f-2Qx = 0 Cl P"z’-f-2Qx = o.
Posons les paramètres
— = — pF= —
On en déduira
cl l’équation de la surface deviendra
Si l’on coupe la surface par un plan x=t/, l’équation de la courbe d’intersection sera dans le plan sécant
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C’est l’équation d’une hyperbole dont les axes sont
^9.pd et sjzp'd-
Lorsque d est positif, l’axe transverse de cette hyperbole est dirigé suivant l’axe des y et l’axe imaginaire suivant l’axe des z; c’est Vinverse, lorsque d est négatif. Pour d — u, cette hyperbole se réduit à deux droites, puis elle varie d’une manière continue à mesure que d croit de o à oo ou décroît de O à — X . On peut donc regarder le paraboloïde hyperbolique, surface évidemment formée d’une seule nappe continue qui s’étend à l’inlini dans tous les sens, comme engendrée par le mouvement d’une hyperbole dont le plan reste parallèle au plan des rZidonl le centre décrit l’axe de la surface, et dont les axes varient d’une manière convenable depuis o jusqu’à x , en présentant constamment le rapport
Les hyperboles situées à gauche du plan des yz sont ainsi les hyperboles conjuguées de celles situées à droite de ce plan, et la courbure de la surface dirigée dans l’une des régions suivant l’axe des j est dirigée dans l’autre suivant l’axe des z. Les deux droites
suivant lesquelles le plan des yz coupe la surface, sont les projections communes sur ce même plan des asymptotes de toutes les hyperboles génératrices; c’est-à-dire que ces asymptotes sont toutes situées dans les deux plans représentés par l’équation ( i ).
Nota. — Si l’on supposait, dans ce qui précède (379, 380), 0 = o, on aurait l’équation
Cette équation représenterait l’axe des x ou deux plans sé^ cants Suivant cet axe [cas déjà examinés (376)].
CYLINDRE PARABOLIQUE
381. Supposons nul dans l’équation (III) le coefficient P". Il viendra
P'_7^’-l- zQ*- = o.-
C’est l’équation d’un cylindre dont les génératrices sont parai-
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lèles à l’axe des z (290). La trace de ce cylindre sur le plan des XJ- est une parabole. •
Si l’on supposait à la fois P' = o, P"=o, on trouverait x = o, équation du plan des j-z [c’est un cas déjà rencontré (376)].
382. En résumé, on trouve parmi ,les surfaces que peut représenter l’équation généraie du second degré à trois variables':
i“ Une surface fermée: l’ellipsoïde, dont la sphère n’est qu’un cas particulier, et dont les variétés sont un point ou rien;
2” Une surface illimitée dans un seul sens et continue: le paraboloide elliptique ;
3° Deux surfaces illimitées dans tous les sens et continues :
F hy-perboloïde à une nappe et le paraboloide hyperbolique ;
4” Une surface illimitée dans tous les sens, mais non continue, c’est-à-dire formée de deux nappes séparées : l'hyperboloide à deux nappes ;
5“ Les cônes elliptique et hyperbolique, cas particuliers des tiyperboloïdes;
6" Les cylindres elliptique, hyperbolique et parabolique qui, comme cas particuliers, peuvent donner une seule droite, deitâc plans sécants ou parallèles, un seul plan, rien.
DE QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DBS SURFACES DU SECOND ORDRE
Des diamètres dans les surfaces du second degré.
383. Prenons l’équation générale des surfaces à centre (II) P.r’-I-P'j^-l-P"j’=R.
L’équation d’un plan diamétral sera (361 )
P -1- P'_r« -|- P”z = O, en représentant par les équations
( X = mz,
) )■ = nz,
la droite ronjuguée à ce plan diamétral, qui passe par le centre de la surfac.e.
Cherchons l’intersection <le la surface par un plan parallèle au plan diamétral .^'équation de ce plan sera de la forme (315)
(i) Vxm -\-Ÿ‘yn-\-Ÿ’z-^d — O.
L’équation de la projection de la courbe d’intersection sur le plan de* xy s’obtiendra on éliminant z entre les équations (II) et^i) : cette équa- _ tion sera
( PP» 4- P Vi’ ) x’ -f- (P' P" + P'* /î’ jr” + 2 PP' mnxy -t- aPf/i«x+ •xVilny-yd'^ — P"R =f[x, y) = o.
Comme les coeflicients des termes du second degré y sont indépendants de d, on voit que les sections faites dans une surface du second degré par des plans parallèles sont des courbes semblables et semblablement placées (259). »■ .. i -
Dé plus, le centre de la projection de la courbe de l’espace étant la projection du contre de cette courbe, les coordonnées de ce centre satisfe- , ront à l’équation du plan sécant et aux équations = o, f'^=zo\ c’est
à-dire au système
Pmx-|-P'/îy-|-P"z-1- rf= O,
(PP"+ PVw’jx-f PP'w/Jj 4- Prf/w = O,
( P’ P" y-r^n'‘]y + Vrmnx + V'dn = o.
Donc, en éliminant d entre ces trois équations, on aura le lieu des rentres des sections parallèles. On trouve ainsi, en substituant dans les deux dernières équations la valeur de d déduite de la première ,
PP"x - Wmz = o,
c’est-à-dire
l .JT = mz.
I y = nz.
Le lieu cherché est donc précisément la droite passant par le centre, qui est conjuguée au plan diamétral parallèle à la direction des sections, ou le diamètre de la surface conjugué à ce plan diamétral ou à celte direction.
Les diamètres qui correspondent dans les surfaces à centre à trois plans diamétraux conjugués (371), sont des diamètres conjugués delà surface; et ces diamètres considérés deux à deux déterminent leurs plans diamé- ' traux conjugués.
Toutes les droites qui passent par le centre de la surface sont des diamètres. On peut donc encore définir les diamètres d’une surface du second degré en disant que ce sont les intersections des plans diamétraux.
L’intersection de deux plans principaux est un axe de la surface : les points où un axe perce la surface en sont des sommets, pourvu que les plans tangents en ces points soient perpendiculaires à l’axe.
Dan.s les surfaces rfcniw’c.ç rfc cc/jfre
(lll)
P'')"+ PV-f- 2Q.r = o,
géométhie analytique.
l’équation générale des plans diamétraux est
, ■ Q//i4-Py/j4-P"z= o;
c’est-à-diro que tous ces plans sont parallèles à Paxe des x (363). Un diamètre est encore le lieu des centres des sections semblables et semblablement placées déterminées dans la surface par des plans parallèles, et fous les diamètres de la surface sont parallèles à l'axe des x; les diamètres sont donc encore les intersections des plans diamétraux. On le démontrera comme il suit.
Soit un plan
( a ) X = ajr + bz d.
L’équation de la projection de la courbe d’intersection de ce plan et de la surface (III) sur le plan des yz s’obtiendra en éliminant x entre les équations (III) et (a). Cette équation étant
. . P'^’-hPV+aQflj--4- aQAz + aQrf = O,
les coordonnées du centre de, la courbe obtenue devront satisfaire aux relations , '
V'X+ Qa = 0,
V“z + Qh = o; '
et ces relations (indépendantes de </ et de x) montrent que le lieu des centres des sections parallèles au plan (a) est bien une droite parallèle à l’axe Ox (*).
385. Il est facile de démontrer que, dans les surfaces à centre, fe plan tangent mené à la surface par l’extrémité d'un diamètre est parallèle nu plan diamétral conjugué h, ce diamètre'.
En effet, soient (x,, j, , z,) les coordonnées du point de contact. Con-, sidérons l’équation
Px’+P'j»+PV= R
des surfaces à centre. Les équations du diamètre passant par le point ^ ( X, , 7, , Z, ) de la surface seront
Le plan diamétral conjugué à ce diamètre aura donc pour équation ( 361 Pxx,+ P'j_^-, + P"zz, = O.
Quant au plan tangent mené à la surface par le point (x, , j, , z, ), son
Le plan diâmétrnl conjugue à un (Uamôtrc se transporte ici à rinfini ; en d 'antres. termes, J 1 n’y a pas iHamctral pour les cordes parallèles à
^ Taxe P a;, lesquelles ne percent la surface qu’en un point.
Lorsque le pfan sécant est parallèle à Taxe Ox, on obtient des sections para~.
(416. 420), et alors le lieu des centres ou le diamètre se transporte lui-m^O à rinfini i cela tient à ce que le plan sécant est liti'*mèmo dans ce cas un plah diamétral.
équation est
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Px, (X - X, ) + P'/. (.) - J, ) + Vz, (z-z,) = o ou
(T) Pxx,'+P>r.+P"M, = R,
on vertu de la condition
Px; + pv; 4- P’z; = R.
Le théorème est donc démontré (315) pour les surfaces à centre.
386. Dans les surfaces dénuées de centre, le plan diamétral conjugué à un diamètre se transportant à l’infini (38i), il faut modifier l’énoncé de ce théorème.
Prenons l’équation
(III) Py+PV+siQx = o
des surfaces dénuées de centre. Le plan tangent au point (x,, r,, s,) aura pour équation
Q(x-x,)4-P'r,(v-j,)+P"z,(s-3,) = o ou ' *
(T') PVr-, + P"3ï,+ Q(x4-x,) = O,
en vertu de la condition _ .
P'> ] + P"î5 -P aQx, = O.
D’ailleurs, tout plan diamétral mené par le diamètre qui passe au point (X| , , , Z, ) aura pour équation
Qni 4- P'«v4-P”z = O,
en désignant par m et n les coefficients qui déterminent la direction dos cordes qui lui sont conjuguées. La relation
sera donc satisfaite; et elle exprime précisément la condition pour que te plan tangent (T') et le système de cordes conjuguées au plan diamétral considéré soient parallèles (323).
On peut donc dire que, dans les surfaces dénuées de centre, te plan tangent mené à ta surface par Pextrémité d'un diamètiv, est parallèle à toutes les eordes conjuguées aux différents plans diamétraux <pii passent par ce diamètre.
Conditions pour qu'une surface du second degré ' soit de révolution.
387. D’après ce qui précède, une surface du second degré ne devient de révolution qu'autant que deux des coefficients de l’cfiuation la pliis simple delà s\u face considérée deviennent og/'wx.
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Ainsi Vcllifjsoûle est de révolution autour de l’axe des * lorsqu’on a a = b ou P = P' (373); de même P hyperboloïde à une nappe, lorsqu’on a a = b ou V — V ['ili).'Vlirpcrboloïde à deujc nappes est de révolution autour de l’axe des x, lorsqu’on a i = c ou P'=P'' (37S); de mémo le paraboloïde elliptique, lorsqu’on Bl p=p' o\x P'=P’ (379). Lorsque les trois coeflicienls P, P', P" sont égaux, on obtient la sphère (373).
Lorsque la surface du second degré proposée est de révolution, Cèqiuttion en i'.(364, 369) admet donc deux ou trois racines égales.
Une surface de révolution admet évidemment une infinité de plans principaux, tous les plans qui passent par son axe étant des plans principaux (367).
388. Cherchons les conditions nécessaires pour que l’équation générale du second degré représente une surface de révolution. Nous pourrions faire -usage de la remarque qne l’équation en s doit présenter dçux < racines égales; mais il est plus simple de procéder comme il suit.
Si l’équation
IA-r’-t- Cz’-t-aDxj -t-aEj^z-f-aF/'z -t- aGx -P aH/-|- aKz -+- L = O, ou F(x,jr, a) = o,
représente une surface de révolution, toute sphère
(a) (x— a)’4-(7— P)’-t-(z — 7)’= R’ ou ç{x, /,z) = o,
dont le centre (a, p, 7) appartiendra à son axe, la ooupera suivant deux parallèles communs aux deux surfaces.
\ étant un coefTicient arbitraire, l'équation
représentera une surface qui passera par tous le» points communs aux ^ deux surfaces considérées; et l’on peut déterminer \ par la condition que cette surface soit précisément l’ensemble des deux plans qui correspondent aux parallèles communs.
L’équation (3) peut s’écrire
(A -l->)x’-l- (B-f-^)j^-t- (C-f-^)z’-t- aDxj-l- aExz aF rz -|-a(G — Xa)x -f- a( H — Xp)/-|- a(K — V/)z + L-t-M“’+p’-t-7’-R’) = o.
Prenons les dérivées partielles de son premier membre, et égalons-les à zéro. Il viendra (en divisant par a)
I( A ^ ) .r Dj' --f- E Z -f- G — Xx = O,
(B -4-^)^ -t-Dx-|-Fz-l-H — ip=ro,
( C ^ ) Z -f- Ex" F^*‘ 4- K ^ ^7 “ O.
Si l’équation (3) représente on effet l’ensemble de deux plans parallèles, les trois équations dérivées (4) devront représenter un seul et même plan, lieu des centres de la surface obtenue (376). On aura donc, en III. a/l
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identifiant ces équations, les conditions
On en déduit
I) en résulte
et par suite
car la valeur de i doit rester la môme et être différente de zéro. ' On peut aussi écrire
(7) F{G-^a)=E(Il-').p) = D(K-i7), / V;
équations de Faxe de la surface de révolution, puisque a, P, 7 représentent les coordonnées d’un point quelconque de cet axe.
Les relations (6) expriment les conditions cherchées.
389. Remarques. — \. Si l’on avait seulement D = o, les équations (6) ne pourraient être satisfaites. Donc, lorsqtàil ne manque qu'un seul rectangle dans Féquation générale du second degré, la surface ne peut etre de révolution.
II. Si l’on a
les équations (6) semblent satisfaites; mais si l’on élimine le rapport indéterminé Rentre les deux dernières équations (5), il vient
D’ailleurs la première équation (5) donne alors
Par suite, la condition unique pour que la surface soit de révolution est la suivante
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On a d’aillcura
F(G — )æ) = o ou a =r —
Vaxe est donc parallèle an plan des yz. En remplaçant le rapport £ par sa valeur, on aura
= ou F(H-/P) = (B-A)(K-)7),
pour équation de la projection de l’axe sur le plan des yz. m. Enfin,' si l’on a
les équations (G) semblent satisfaites; mais la relation . .. P=(B4-X)(C + X),
trouvée dans le cas précédent, donne alors
c’est-à-dire
Donc, dans le cas où les trois produits des variables manquent, pour que la surface soit de révolution, il faut que les coefficients de deux des carrés des variables soient égaux.
Quant à l'axe, d’après la forme affectée alors par l’équation (i), il est parallèle à l’axe des x, et ses équations sont
. H-Xp = o, K — ).7 = o ou P= — V=—
Intersection de deux surfaces dn second degré.
390. Lorsque deux surfaces du second degré sont semblables, elles se coupent suivant une seule courbe toujours plane.
En effet, les coefficients des termes du second degré étant proportionnels (3S7 ), on peut mettre les équations des deux surfaces sous la forme
(1) Ax’-hB/’-f-Cz’ -f-Dx/-|-Ex3-)-Fjz-l-Ga:-t-H_)''-|-Kz-l-L = o,
(2) Aj:’-(-B7’+Cs’-|-Dx/-f-Ej;2-t-F/2-)-g’^ + Ay + /a+ /=o.
Si on retranche ces équations, on obtient l’équation d’une surface qui passe par tous les points d’intersection dés deux premières; et cette surface est le plan
391 . Lorsque deux surfaces quelconques du second degré sc coupent suivant une courbe plane, elles présentent en général une seconde intersection qui est également plane. C’est co qu’on exprime ordinairement en disant ; Lorsque la courbe {Centrée de cleiex surfaces du second ordre Cune dans Vautre est plane, la courbe de sortie C est aussi.
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On peut prendre le plan de la première section pour plan des xy. En faisant alors z = o dans les équations des deux surfaces, on devra trouver des résultats identiques. Si les équations des deux surfaces sont . '
(i) Aj:’-l-B7’-+-Cz’-+-Dxr+Exz-l-Fjz-HGx-t-Hj+Kz-l-L = o, (a) A'x’+Blr’-^GV-l-D’x/-l-E'xB-HF'7z-+-G'x-t-H>-t-K'z-i-L'= O,
on pourra donc poser
Retranchons alors les équations (i) et (a) après avoir multiplié la seconde par ft. 11 viendra, eu égard aux conditions (3),
(4) (C — C'ft)z’-1-(E — E»xz-+-(F — F'(i)jz-+-(K — K'(i)z = o.
' L’équation { 4 ) représente une surface qui passe par les points d’intersection des surfaces (i) et (a). Cette surface se compose évidemment de deux plans, dont l’un est le p\an des x/ qui correspond à z = o. Le théorème est donc démontré.
Remarque, ~ Si les deux surfaces étaient semblables, on aurait aussi i357)
CEF C' ~ E' ~ F' ~
Le second plan
(C-CV)z+(E-E»x-HtF-F»j+K-K>=o
sè transporterait donc à l’inBni; et il n’y aurait qu’une seule ligne d’intersection plane (390) .
La courbe de sortie peut d’ailleurs être imaginaire.
il peut arriver aussi que l’équation du second plan se réduise à
(C — C'p)z=o ou à z = o.
Dans ce cas, les deux surfaces ne se coupent pas, mais se touchent ou sont circonscrites l’une à l’autre suivant la courbe unique située dans le , plan des xjr.
392. Lorsque deux surfaces du second ordre ont un même plan prin- ^cipal, leur intersection se projette sur ce plan principal suivant une courbe du second degré.
Prenons le plan principal commun pour plan des xj; les équations des deux surfaces seront évidemment de la forme
Axi-i- B/’ -t-Cz’ -+■ Dxj 4-Gx-l-H/ -1- L = o, A'x’-j-B>’-t- C'z^+D'xy+G'x + ïiy+V = o.
Retranchons ces équations membre à membre, après avoir multiplié la première par C' et la seconde par C. L’équation obtenue pourra être prise
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pour l’une des équations de l'intersection des deux surfaces; et elle sera du second degré en x et en ce qui vérifie l’énoncé.
En général, les courbes à double courbure, intersections de deux surfaces du second ordre, se projettent suivant des courbes qui sont du quatrième degré [Alg. élém., 211 ).
PROPRIÉTÉS DE L’ELLIPSOÏDE
. 393. L’équation de l'élipsoïde rapporté à ses axes étant (373)
cherchons la nature des sections planes de la surface.
' Ces sections seront toujours des courbes du second de^ gré (327). D’ailleurs la projection d’une courbe du second degré sur un plan ne peut être qu’une courbe du second degré de même espèce.
En effet , le cylindre projetant cette courbe est lui-méme un cylindre du second degré , c’est-à-dire qu’il est coupé par un plan non parallèle aux génératrices suivant une courbe du second degré. Or, si la courbe de l’espace est elliptique ou fermée, la courbe projetée sera fermée ou elliptique. Si la courbe de l’espace est une parabole , la courbe projetée s’étendra à l’infini dans un seul sens et sera une parabole. Si la courbe de l’espace est une hyperbole, la courbe projetée s’étendra à l’infini dans deux sens différents et sera une hyperbole. ’
Ceci posé, coupons l’ellipsoïde (E) par le plan quelconque
' z = ex-\-fy->r g.
On obtiendra l’équation de la projection de la section sur le plan des xy, en éliminant z entre l’équation (E) et celle du plan considéré. 11 viendra
La quantité B’ — ^S.0, est ici
c’esl-à-dlre essentiellemenl négative. On en conclut que toutes les sections planes de l’ellipsoïde sont des ellipses.
394. Cherchons si, parmi ces sections elliptiques, il en est (le circulaires.
Nous aurons recours à la méthode générale indiquée précédemment (299). Les formules de transformation à employer seront
ar = a:'cos<p — y'sinçcosô,
yz= ar' sin 9 -Hy' COS9 cos 9, /
Z =r->ry' sin B.
Il faut se rappeler que 0 correspond à l’angle formé par le plan sécant avec le plan xOy, et 9 à l’angle formé par l’intersection de ces deux plans avec l’axe Ox.
Les trois axes de l’ellipsoïde étant supposés inégaux, nous regarderons a a comme le grand axe, 26 comme Y axe moyen,
C comme le petit axe
La transformation étant effectuée, il faudra voir si des valeurs réelles des paramètres arbitraires r, ô et 9, peuvent rendre la section obtenue circulaire. Si tous ces paramètres se trouvent ainsi déterminés, la section circulaire sera unique.
Si l’un d’eux (r par exemple) reste indéterminé, la section sera circulaire dès que le plan sécant aura la direction indiquée par les valeurs fixes des autres paramètres.
Nous aurons, en faisant le calcul,
cos’9 sin’9\ „ /sin 9 cos 9 cos 0 sin 9 COS9 cos0\ ,
/sin» 9 cos» 0 cos* 9 cos» 0 sin» 0\ „
rsin Oy'-hr’ — i = o
Pour que la section soit circulaire, on doit donc satisfaire aux deux conditions
cos» 9 , sin» 9 sin» 9 cos» 0 , cos’ 9 cos» 0 , sin»0
sin 9 cos 9 cos 0 sin 9 cos 9 cos 0 _ ’ '
La seconde revient à
*(a» — A») sin 9 cos 9 cos 0 = 0.
Puisqu’on a a>- A, elle conduit donc à
9 = 0 ou à 9 = 90" ou h 0 = 90“.
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Suivant l’hypothèse adoptée, la première relation donne alors
I cos’ 0
sin’0
ntl
sin’ 0 =
I cos’ 0
sin*0
ou
sin’ 0 =
cos’ 9
sin*
sin’ 9 =
c’(è’ — fl’) — c’)’
‘ On ne peut pas supposer <f — o, puisqu’on trouve dans ce cas pour sin’ 9 une valeur négative. On ne peut pas supposer 0=90®, la valeur correspondante de sin’tp étant plus grande que i. Il faut donc s’arrêter à l’hypothèse 9 = 90® qui conduit à une valeur positive et moindre que l’unité pour sin* 0.
Comme r n’entre pour rien dans le calcul précédent, on voit que la double valeur de 0 donnée par la relation {1) fournira deux séries de plans parallèles qui détermineront dans V ellipsoïde des sections circulaires.
Ces deux séries , symétriques par rapport au plan des xy, sont d’ailleurs parallèles à l’axe moyeii de la surface ou perpendiculaires au plan des xz, d’après la condition 9 = 90®, De
sin*0
on déduit facilement
Par suite, les équations des plans des deux sections circulaires passant par le centre seront
Si l’on supppse a — b, ces deux plans se confondent avec le plan des xy; et en effet, l’ellipsoïde devient de révolution autour de l’axe des z.
Remarque. — On peut facilement retrouver ces résultats par la géométrie , en remarquant que lorsque le plan sécant passe par l’axe moyen de la surface, la section elliptique obtenue dont le centre se confond avec celui de la surface , a pour axes cet axe moyen et le diamètre suivant lequel le plan sécant coupe le plan du grand axe et du petit axe. Ce diamètre appartenant à la section principale correspondante, peut varier depuis le petit axe jusqu’au grand axe, et, par consé-
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quent, devenir égal à l’axe moyen. On n’aura donc qu'à couper l’ellipse (■2 a, 2c) par un arc décrit du centre avec le rayon 6, pour retrouver graphiquement les directions précédentes.
395. Le plan tangent en un point (x,,y„z,), de l’ellipsoïde a pour équation (34-6)
arar, r.y> ’
Le diamètre qui passe au point {x, , y, , z, ) a pour équations
X, Xi Z,
Le plan diamétral conjugué à ce diamètre aura donc à son tour pour équation
, .TT' a’ 6’
Ce plan sera par suite, comme nous l’avons déjà dit (385), parallèle au plan tangent mené à la surface par l’cxtré- , mité {x,,Xi, Zi) du diamètre.
On peut se proposer de mener à l’ellipsoïde un plan tangent parallèle à un plan donné ou passant par une droite donnée ou un point donné. Nous ne nous arrêterons pas à ces
questions. . .
396. Nous avons déjà vu (371) qu’on pouvait rapporter les surfaces à centre à une infinité de systèmes d’axes obliques, pour lesquels leur équation conservait la forme de l'équation aux axes. Dans ce cas, les axes coordonnés constituent un système de diamètres conjugués de la surface, et les plans coordonnés sont des plans diamétraux conjugués. En désignant par aa', 2 à', ac', les longueurs interceptées par la surface sur ses axes obliques, c’est-à-dire les longueurs de ses diamètres conjugués, son équation sera donc
En la mettant sous cette forme, on peut facilement vérlQer que les sections déterminées dans la surface par des plans parallèles sont des courbes semblables et semblablement placées (383).
De plus, on voit que les propriétés de l’ellipsoïde qui ne dépendent que des axes principaux aa, aà, ac, seront exprimées de la même manière en fonction des axes obliques, 2 a', 2 6', 2 ü'.
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397. Dans l'ellipsoïde, la somme des carrés de trois diamètres conjugués est constante et égale à la somme des carrés des axes principaux.
Soient deux systèmes de diamètres conjugués aa', 26', ■xc’, et 2rt", ?.è", 2c*. Désignons par 20" le diamètre suivant lequel se coupent les plans (2<x', -xb') e\.[xa" , 2b"), et par xb'" et 2c" les diamètres conjugués respectifs de 2a'" dans ces deux plans.
D’après la géométrie à deux dimensions (153), le système (2a', 2b’, 2c') présente la même somme de carrés que le système {2 a'", 2 b"', 2c'); en effet, «"et è'" étant (Tes diamètres conjugués dans le plan (2 a', 2b'), on a a'’ -I- è'’ = fl"’ è'"’.
Le système (2a", 26", 2c") présente à son- tour la même, somme de carrés que le système (2fl'", 2b", 2c'").
Mais les deux systèmes (2a'", 26"', 2c') et, (2a'", 26", ac") contenant un diamètre commun 2«"', les deux autres diamètres qui lui sont conjugués dans chaque système sont dans un même plan <jui est le plan diamétral correspondant au diamètre commun (383). Dès lors ces deux systèmes présentent des sommes de carrés identiques, et il est démontré qu’il en est de même pour les systèmes proposés. L’un des systèmes choisis pouvant être celui des axes, on aura donc
fl'’ ■+■ b'^ c" = fl’ 6’ -1- c’.
398. Dans l’ellipsoïde , le volume du parallélipipède construit sur trois diamètres conjugués est constant et égal au volume du parallélipipède rectangle construit sur les axes. ^
En cffeti en se reportantau numéro précédent, les deuxparallélipipèdes (2a', 26', 2c'), (2a'", 26"', 2c’), sont équivalents comme ayant des bases équivalentes (136) et même hauteur. Il en seraMe même des deux parallélipipèdes (2a", 2b", 2c") et (2fl"', 2b", 2c"'). Donc, les deux parallélipipèdes (2 a", 26", 2c') et (2 fl", 2 b", 2c") étant à leur tour équivalents, puisque les diamètres 26"' et 2(/, 2b" et 2c", sont respectivement conjugués dans le même plan , on en conclura l’équivalence des volumes des parallélipipèdes (2a', 26', 2c'), (2a", 2b", 2c"). El, comme l’un des systèmes choisis peut être celui des axes, on aura (en désignant par V le volume du parallélipipède construit sur les trois diamètres conjugués quelconques 2a', 26', 2d), [Trig., 86),
\ = 8abc. - . .
Les parallélipipèdes ainsi construits sur trois diamètres conjugués sont circonscrits à la surface (385).
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CHAPITRE V
PROPRIÉTÉS DKS DEUX HYPERBOLOIDES. ■
Hyperboloïde à une nappe.
399. L’équaliop de l’hyperboloïde à une nappe rapporte à ses axes étant (374)
cherchons la nature des sections planes de la surface. Coupons-la par un plan quelconque > ■
zz=ex-^fy-{-g.
On obtiendra l’équation de la projection de la section sur le plan des xy, en éliminant z entre l’équation (II,) et celle du plan considéré. Il viendra
La quantité B’ — est ici
Cette quantité peut évidemment être négative, positive ou nulle. On en conclut qu’tm peut, en coupant par un plan un hyperboloïile à une nappe, obtenir les trois courbes du second degré.
400. Supposons que les axes de l’hyperboloïde rangés par ordre de grandeur soient 2c, 2a, 26 (en regardant toujours l’axe imaginaire comme le plus petit). On démontrera, en suivant la même marche que pour l’ellipsoïde, qu’on peut obtenir deux séries de sections circulaires parallèles au plus grand axe réel ou perpendiculaires au plan des deux autres axes et symétriques par rapport au plan des xy.
En se reportant au n“ 394, on aura pour ces sections
et les équations des plans des deux sections circulaires pas-
sant par le centre seront
Si l’on suppose a = b, ces deux plans se confondent avec le plan des xy. En effet, l’hyperboloïde devient de révolution autour de l’axe imaginaire.
Remarque. — On peut facilément retrouver ces résultats par la Géométrie. Remarquons que lorsque le plan sécant qui passe par le plus grand des deux axes réels de la surface, la coupe suivant une section elliptique dont le centre se confond avec celui de la surface, cette ellipse a pour axes le plus grand des deux axes réels et le diamètre suivant lequel le plan sécant coupe le plan des deux autres axes de la surface. Ce diamètre appartenant à la section principale correspondante, peut varier depuis le plus petit axe réel jusqu’à l’infini, et, par conséquent, devenir égal au plus grand axe réel. On n’aura donc qu’à couper l’hyperbole {ia, ac) par un arc décrit du centre avec le rayon b, pour retrouver graphiquement les directions précédentes.
401. Le plan tangent mené en un point (a:,, y,, z, ) de l’hyperboloïde à une nappe a pour équation
Ce plan est parallèle au plan diamétral conjugué au diamètre . qui passe par le point de contact.
L’équation de l’hyperboloïde à une nappe rapporté à un système de diamètres conjugués dont les longueurs sont ao', ib', 2c', est
On a d’ailleurs, entre ces diamètres conjugués et les axes, les relations constantes (397, 398)
V = 8 abc.
V est le volume du parallélipipède oblique construit sur les trois diamètres conjugués considérés.
402. Considérons à la fois l’hyperboloide à une nappe et le cône qu’on obtient (377) en réduisant à zéro le second mem-
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bre de l’équation (H,). Des deux équations
on déduit, en désignant par Z et z ies ordonnées du cône et de i’hyperboioïde qui correspondent à un même système de vaieurs pour X et pour jy:
d’où
Si i’on suppose que Z et z soient de même signe, on voit ' qu’à mesure qu’on s’éloignera de l’origine la somme Z -Hz croîtra indéliniment en valeur absolue. La différence Z — z tendra donc vers zéro sans jamais atteindre cette limite. Le cône représenté par l’équation (G,) est le cône asymptote de l’hyperboloïde (H,).
Si l’on coupe les deux surfaces par un même plan, les sec-' tions obtenues seront évidemment des courbes semblables et , semblablement placées, et il en sera de même de leurs projections sur les plans coordonnés.
Pour connaître la nature d’une section plane de l’hyperboloïde, il suffira donc de chercher celle de la section déterminée par le même plan dans le cône asymptote. D’ailleurs, ‘ en menant par le sommet de ce cône ou par l’origine un plan parallèle au plan sécant proposé, on voit : i° que la section sera elliptique, si ce plan parallèle n’a que ce point commun avec le cône; 2® que la section sera hyperbolique, s’il coupe ' le cône suivant deux génératrices; 3® que la section sera parabolique, s’il est tangent au cône.
En effet, dans le premier cas, le plan sécant rencontre toutes les génératrices sur une même nappe. Dans le second cas, il rencontre toutes les génératrices des deux nappes (sauf celles qui correspondent au plan parallèle mené par le sommet). Dans le troisième cas, le plan sécant rencontre toutes les génératrices d’une seule nappe (sauf celle qui est contenue dans le plan tangent parallèle, lequel plan laisse les deux nappes de côtés différents par rapport à sa surface).
Le cône asymptote est intérieur à l’hyperboloïde à une nappe : on a Z>z. , ,
Digilized by Coc-slc
GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 38l
403. L’équation de l’hyperboloïde à une nappe peut s’écrire :
ou
Posons
m el n étant deux quantités indéterminées.
On peut regarder l’équation (H,) comme résultant de l’élimination de l’indéterminée m entre les deux équations (i) ou de l'élimination ’ de l’indéterminée n entre les deux équations (2). Or, si l’on fait varier m et n, chacun des groupes (i) , et (2) représente un système de lignes droites. Il existe donc et Von peut tracer deux pareils systèmes, sur la surface de V hyperboloide à une nappe.
404. Deux droites d'un même système ne peuvent être dans un même plan, et deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan. J.
Prenons deux droites du système (i), savoir
et
L'équation générale des pians qui passent par la droite (3)
est (321)
GÉOMÉTIUE ANALYTIQUE.
Si la droite (4) peut être dans un même plan avec la droite (3), il faut qu’en éliminant j et z entre les équations (4) et l’équation (5), on obtienne une équation qui puisse être vérifiée indépendamment de toute valeur attribuée à x. On ' trouve ainsi
Cette équation conduit à la condition m = m'; c’èst-à-dire que deux droites d’un même système ne peuvent être dans un même plan qu’à la condition de se confondre.
Si l’on prend au contraire une droite du système (i) et une droite du système (2), l’équation (6) devient
Pour que cette équation soit vérifiée indépendamment de toute valeur attribuée à j;, il suffit de prendre 1 — mn. Donc deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan.
40S. Par un point pris sur V hyperbolo'lde à une nappe^ il passe toujours une droite de chaque système.
En effet, le poînt(2:, z,) appartenant à la surface, l’une des équations (i) mise sous la forme
et l’une des équations {2) mise sous la forme
conduiront toujours à des valeurs admissibles pour les indéterminées m et n; et ces valeurs, substituées dans les groupes (i) et (2), feront connaître les droites des deux systèmes qui passent par le point (x, , y,, z,).
Il est facile , en outre, de montrer qu’aucune autre droite appartenant à la surface ne peut passer parle point {x„ y,, z,). Supposons qu’elle existe; elle ne peut appartenir d’abord à aucun des deux systèmes indiqués (404). On pourra donc,
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par un de ses points, faire passer une droite du système (i), et, par ses différents points, des droites du système (2). Ces dernières droites viendront couper la première, puisque deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan; mais ces droites qui appartiennent au système (2), s’appuyant sur deux droites fixes concourantes, seraient alors dans un même plan : ce qui est impossible (40^).
406. On peut encore vérifier comme il suit que, par un point de l’hyperboloïde à une nappe, il passe deux droites apjiartcnant à la surface (une de chacun des systèmes définis (403), d’après ce qui précède). Prenons l’équation de l’hyperboloïde rapporté à un système de diamètres conjugués quelconques
Coupons la surface par le plan x = a' : nous obtiendrons dans ce plan et sur la surface les deux droites
Le plan x — a' est le plan tangent mené à la surface par l’extrémité du diamètre 2 fl' (385).
407. Par l’une des droites de l’un des systèmes, menons un plan quelconque qui coupe la surface. L’intersection devant être une ligne du second ordre (dont l’équation dans le plan sécant devra se décomposer alors en deux facteurs linéaires), le plan considéré coupera l’hyperboloïde à une nappe suivant une seconde droite appartenant à l’autre système (404). Les sections obtenues de cette manière constituent les sections rectilignes de l’hyperboloïde à une nappe, sections que ne peut évidemment admettre l’ellipsoïde (393).
408. Considérons les deux droites de la surface qui passent par le point (x„ j,, z,). Le plan tangent en ce point contient ces deux droites qui sont à elles-mêmes leurs propres tangentes (346) : son équation étant
' M trace sur le plan des xjr aura pour expression
XX
yr,
Si l’on veut mener deux tangentes à l’ellipse de gorge par le point extérieur {x„ y,}, projection sur le plan de cette ellipse du point {x„y„ z,) de l’espace, l’équation (l) représentera précisément la corde de contact correspondante (144). Mais les droites de la surface qui passent par le point (x,, y,, z,) ont nécessairement pour projections sur le plan des xy les droites qui joignent le point {x„y,) à leurs traces sur le même plan, traces qui sont les points où la corde représentée par l’équation {<) coupe la surface.
Donc les projections des droites de la surface sur le plan des xy sont tangentes à l’ellipse de gorge.
On démontrera de même que les projections de ces droites sur les autres plans coordonnés sont tangentes aux hyperboles principales.
409. Transporter au centre de l’hyperboloïde les droites des systèmes (i) et (2), c’est supprimer le terme 1 dans les équations de ces deux groupes. En éliminant alors m ou n entre les équations ( i ) ou entre les équations (2), on obtient l’é- -• quation
qui représente le cône asymptote.
. On voit donc que toutes les droites des deux systèmes transportées parallèlement à elles-mêmes au centre de la surface constituent son cône asymptote.
‘ Tout plan passant par le centre de la surface et la coupant suivant une hyperbole coupe le cône asymptote suivant deux génératrices qui sont les asymptotes de cette hyperbole (243).
Les génératrices du cône asymptote ou les asymptotes des hyperboles tracées sur la surface et ayant même centre qu’elle , constituent les diamètres infinis de l’hyperboloïde à une nappe (187, Rem., 1).
Quand on rapporte la surface à trois diamètres infinis pris pour axes, les intersections de la surface par les plans coor- ' , donnés sont des hyperboles rapportées à leurs asymptotes ; l’équation a donc nécessairement la forme
dxy -(- eyz -‘rfyz = r.
Remarquons enfin que, trois génératrices d’un cône du second degré ne pouvant jamais être dans un même plan,' il en résulte immédiatement que trois droites situées sur l’hyperbololde à une nappe "ne peuvent jamais être parallèles à un même plan ; caractère distinctif important à signaler. _ ■’ «'
410. Prenons trois droites du système ( i ) : étant sur l’hy-
by G(« wk’
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perbololde à une nappe, elles ne pourront être parallèles à un même plan, et elles seront deux à deux situées dans des plans différents (409, 404). Toute droite s’appuyant sur ces trois droites sera tout entière sur la surface, parce qu’elle y aura trois points (327), et elle appartiendra au système (a). Ainsi on peut regarder un hyperboloide à une nappe comme engendré par une droite glissant constamment sur trois droites fixes situées deux à deux dans des plans différents, et non parallèles à un même plan. La réciproque est vraie.
411. Il est évident à priori que Y hyperboloide à deux nap- • pes (375) ne peut admettre de sections rectilignes {ktfl). On pourrait d’ailleurs le démontrer par un calcul direct, en cherchant dans quel cas l’équation d’une section plane peut se décomposer en deux facteurs linéaires.
Ceci admis, il est facile d’étahlir la réciproque de la proposition énoncée au numéro précédent :
Lorsqu'une droite se meut en s’appuyant constamment sur trois droites fixes non parallèles à un même plan et situées deux à deux dans des plans différents, elle engendre un hyperbolotde à une nappe.
Soient (fig. i56) D, D', D", les trois directrices données. On peut, par chacune d’elles, faire passer deux plans respectivement parallèles aux deux autres directrices, et former ainsi un parallélipipède. Kous placerons l’origine au centre de ce parallélipipède, et nous dirigerons les axes coordonnés parallèlement aux trois directrices. Leurs équations seront alors (2<f, 2e, 2f représentant les arêtes du parallélipipède obtenu):
pourD
pour D
pour D"
Les équations de la génératrice seront d’ailleurs
i X = mz -y p,
I y z= nz -y q.
Pour que la génératrice rencontre les trois directrices, il faut satisfaire aux conditions
e = ^nf-yq. -d=mfy-p, —
Pour avoir l’équation de la surface engendrée, il suffit d’éliminer m, n, p, q, entre les trois équations de condition cl les deux équations de la génératrice.
* IIL 25
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On a d’abord, en éliminant p et q,
e — — nf y — nz, — d=mf-\-x — mz,
(i — X -+- mz — e — r-f- nz
l^a dernière de ces équations peut s’écrire d — X — e — y m
h Z = -h Z OU — =
D’ailleurs les deux premières donnent
d’où
n = > et m =
m {x-hd](z +/)
X — d X-hti'
L’équation de la surface sera donc, en égalant les deux valeurs de — »
. {x — d){x — e){z—f} = {xx-d)iy-he){zx-f).
En simplifiant, il vient finalement
dyz -f- exz + fxy -f- def = o.
Cette équation représente une surface à centre. Étant à génératrices rectilignes, celte surface ne peut être ni un ellipsoïde, ni un hyperboloïde à deux nappes; ce n’est pas non plus un cône ni un cylindre {334, 330); c’est donc un hyperboloïde à une nappe rapporté à un système de diamètres infinis (409).
Remarque, — On voit que l’hyperboloïde à une nappe est à la fois une surface réglée et une surface gauche ; car deux positions successives de la génératrice rectiligne ne pouvant être dans un même plan, la surface n’est pas développable.
Hyperboloïde à deux nappes.
L’équation de l’hyperboloïde à deux nappes étant
On vérifiera facilement (399) que les sections planes de la surface peuvent être des ellipses, des hyperboles ou des paraboles.
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Supposons que les axes de l’hyperboloïde à deux nappes rangés par ordre de grandeur soient 26, t.c, ia, en regardant les axes imaginaires comme plus petits que l’axe réel, et d’autant plus petits que la valeur absolue de leur carré est plus grande. Nous aurons alors et il sera facile de démon-
trer que l’hyperboloide à deux nappes admet deux séries de sections circulaires , parallèles au plus petit axe imaginaire , ou perpendiculaires au plan des deux autres axes, et symétriques par rapport au plan des xy.
En se reportant au n“ 394, on aura pour ces sections
tangS = dr
L’équation du plan tangent en un point (x, , ) j,) de
l’hyperboloïde à deux nappes est
Ce plan est parallèle au plan diamétral qui est conjugué au diamètre du point de contact.
L’équation de l’hypcrboloïde à deux nappes rapporté à un système de diamètres conjugués dont les longueurs sont 2a', 26', 2c', est
On a d’ailleurs entre les diamètres conjugués et les axes les relations constantes (397, 398) ^
— //’ — c’ = rt’ — — c’,
V =r abc.
V est le volume du parallélipipède oblique construit sur les trois diamètres conjugués considérés.
414. Considérons à la fois l’hyperboloïde à deux nappes et le cône qu’on obtient en réduisant à zéro le second membre de l’equation (Hj). Des deux équations
(II
on déduit, en désignant par Z et z les ordonnées du cône et
de l’hyperboloïde qui correspondenl à un môme système de valeurs pour x et pour jr,
Z‘ 2’ = c-, d’où Z — 2 = ~ —
Si l’on suppose Z et 2 de même signe, on voit qu’à mesure qu’on s’éloigne de l’origine, la différence Z — z tend vers zéro. L’équation (C,) représente donc le cône asymptote de l’hyperboloïde à deux nappes.
Si Von coupe (es deux surfaces par un même plan, les sections obtenues seront des courbes semblables et semblablement placées, et il en sera de même de leurs projections sur les plans coordonnés.
Le cône asymptote est extérieur à l’hyperboloïde à deux nappes : on a Z > 2.
HO
Ces deux hyperboloïdes sont dits conjugués; leurs axes réels et imaginaires sont échangés. Us ont le même cône asymptote
et ce cône est alors compris entre les deux surfaces [Jîg. i57).
Deux hyperboloïdes conjugués sont coupés par le même plan suivant des courbes semblables (257, Note, 402, 414).
Soit la droite , '
j x = mz,
( y = nz;
Cherchons le 2 de son point d’intersection avec les deux hyperboloïdes conjugués. Nous réunirons alors les équations (HO et (HO sous la forme
Comme on peut attribuer à m et à re telles valeurs qu’on veut.
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le dénominateur de l’expression placée sous le radical peut être positif, négatif ou nul. Les deux hyperboloïdes admettent donc des diamètres réels finis ou inlinis, et des diamètres imaginaires. Les diamètres infinis sont communs aux deux hyperboloïdes : ce sont les génératrices du cône asymptote (i09); mais les diamètres réels de Fan sont les diamètres imaginaires de l’autre, et réciproquement.
Quand l’hyperboloïdc à deux nappes est rapporté à un système de diamètres infinis, son équation est de la forme
dxy -f- exz + fyz = r;
car un plan passant par le centre de la surface et la coupant suivant une hyperbole, rencontre le cône asymptote suivant les asymptotes de cette hyperbole (409).
PROPRIÉTÉS DES DEUX PARABOLOIDES
Kl
Paralioloïde elliptique.
416. L’équation la plus simple du paraboloïde elliptique est (379)
Cherchons la nature des sections planes de la surface, et coupons-la par un plan quelconque
z = ex ->rfr -b g.
On obtiendra l’équation de la projection de la section sur le plan des xy, en éliminant z entre l’équation (P.E) et celle du plan considéré. Il viendra
La quantité B* — est ici
/* ^\p p' J p' pp''
Toutes les sections sont donc des ellipses, sauf le cas de e = o où elles sont des paraboles. Mais, pour e = o, le plan proposé est parallèle à l’axe Oæ- du paraboloïde. On peut donc dire que les sections planes du paraboloïde elliptique sont dés
390 GÈOMÉTniE ANALYTlylE.
ellipses lorsqu'elles sont inclinées sur l’axe, et des paraboles lorsqu'elles sont parallèles à l'axe ; elles ne sont jamais des hyperboles.
Remarquons que, dans le cas de e = o, l’équation de la projection de la parabole obtenue sur le plan des xy devient
Cetie parabole a donc son axe parallèle à celui du paraboloïde, et son paramètre reste constant si f ne change pas. Donc les plans parallèles à l’axe déterminent comme sections des paraboles égales, lorsqu’ils sont parallèles entre eux.
Les plans parallèles au plan des déterminent des paraboles toutes égales à la parabole principale située dans ce plan. Les plans parallèles au plan des xz déterminent des paraboles toutes égales à la parabole principale située dans ce plan. On peut donc regarder lè paraboloïde elliptique comme engendré par la parabole y'=7px se mouvant parallèlement à ellemême, de manière que son sommet décrive la parabole principale z' = 7p'x; ou comme engendré par la parabole z’ = 7p'x se mouvant parallèlement à elle-même, de manière que son sommet décrive la parabole principale y^ — 2px.
417. Cberchons si, parmi les sections elliptiques du paraboloïde, il en est de circulaires.
Les formules de transformation
x = .r'cos<p — ^'sii)9COs6,
)• = ar'sinç -t- COS9 COS0,
Z = r + y' sin0,
appliquées à l’équation du paraboloïde elliptique, donnent
sin’9
^ros’
s’ 9 cos’ 0 sin’O
7 si 09 COS9 COS0
— 7x' COS 9 -H 2 (rsin 0-f- sin9 cos0)_^'' -|- r’ = o.
Pour que la section soit circulaire, on doit donc satisfaire aux (leux conditions
sin’9 cos’9cos’0 sin’0
. sin 9'’cos9 cosO = O.
La seconde exige qu’on ait
9 — 0 nu 9 = <)o" nit.r- 0 — ()4i*.
• Oigiti by Go(Jxlc
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, Suivant l’hypothèse adoptée, la première rciation devient alors
• cos’0 sin’0
ou
sin’0 = — ,
I sin’0
ou
“’sJX
sin’cp I
ou
sin’Œ —
Supposons p^p’.On ne pourra s’arrêter qu’à l’hypothèse 9 = 90", qui conduit pour sin’0 à une valeur positive et moindre que l’unité.
La double valeur de 0 donnée par la relation (2) fournira deux séries de plans parallèles déterminant dans le paralo’ide elliptique des sections circulaires.
Ces deux séries, symétriques par rapport au plan des xj-, sont d’ailleurs parallèles à l’axe 0_y ou perpendiculaires au plan de la parabole principale de plus petit paramètre (on a
? = yo")-
De la valeur de sin’0 on déduit facilement
tang0 = ±
Par suite, les équations des plans des deux sections circulaires passant par le sommet de la surface seront
Si l’on suppose p — p', ces deux plans se confondent avec le plan des yz. En effet, le paraboloïde elliptique devient alors de révolution autour de l’axe Ox.
418. Le plan tangent en un point (x,, y,, z,) du paraboloïde elliptique a pour équation (346)
cn y joignant la condition
On peut donc mettre l’équation (i) sous la forme
ru-,
3p2 géomkTrie analytique.
Nous savons (386) que le plan langent mené à la surface par l’exlrémilé du diamètre qui passe au point (j^i, y,, z,), est parallèle à toutes les directions conjuguées aux plans diamétraux qui passent par ce diamètre.
^^19. D’après cette deinière remarque, transportons l’origine des coordonnées au point [x,, y,, z,}. Prenons pour axe dos X le diamètre qui passe en ce point; le plan des xy sera alors un des plans diamétraux menés par le même point dans la surface. Ce plan diamétral coupera la surface suivant une parabole (H6). Choisissons pour axe des j la tangente menée à celle parabole par l’origine, et pour axe des z une parallèle à la direction conjuguée au plan diamétral considéré. Le plan de yz se confondra alors (3i6, M8) avec le plan tangent mené à la surface par le point {x,, j-, , z,). L’axe des z étant conjugué au plan des xy, l’équation de la surface ne devra pas contenir de terme du premier degré en z. De plus, pour 5 r= O, l'équation doit se réduire à celle d’une parabole rapliortée à un diamètre et à la tangente correspondante. Elle sera donc nécessairement de la forme
Ainsi, l’équation du paraboloïde elliptique conserve la même forme, lorsqu’on rapporte la surface à un diamètre pris pour axe des x et au plan tangent correspondant pris pour plan des yz, l’axe des z étant mené dans ce plan parallèlement à la direction conjuguée au i)lan diamétral choisi pour plan des xy.
Paraboloïde hyperbolique.
V20. L’équation la plus simple du paraboloïde hyperbolique est (380)
PP
Cherchons la nature des sections planes de k surface, et coupons-la par un plan quelconque
z — ex-\-fy-\-g.
Dans le cas du paraboloïde elliptique, nous avons trouvé que, pour l’équation de la projection de la section sur le plan des xy, la quantité B’ — 4 A.C se réduisait à
PP
(kimme on passe de l’équation du paraboloïde elliptique à
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relie du paraboloïde hyperbolique en changeant p' en — p', la quantité B’ — deviendra dans le cas du paraboloïde hyperbolique
Toutes les sections planes de celte surface sont donc des li,vperboles, sauf le cas de c = o où elles sont des paraboles. On peut donc dire que les sections planes du paraboloïde fiypeiltoUqne sont des hyperboles lorsqu’elles rencontrent l'axe, et des pairdwles lorsqu’elles sont parallèles à l'axe ; elles ne sont jamais des ellipses.
Bcniarquons que, dans le cas de e = o, l’équation de la projection de la parabole obtenue sur le plan des xy devient
Cette parabole a donc son axe paralUMe à celui du paraboloïde, et son paramètre reste constant si f ne change pas. Donc les plans parallèles à l’axe déterminent comme sections des paraboles égales, lorsqu'ils sont parallèles entre eux.
Les plans parallèles au plan des xy déterminent des paraboles toutes égales à la parabole principale située dans ce plan; les plans parallèles au plan des xz déterminent des paraboles toutes égales à la parabole principale située dans ce plan. On peut donc regarder le paraboloïde hyperbolique comme engendré par la parabole y^ = ipx se mouvant parallèlement à elle-même, de manière que son sommet décrive la parabole principale = — ip'x\ou comme engendré par la parabole z’ = — i p'x se mouvant parallèlement à elle-même, de manière que son sommet décrive la parabole principale y'=2px{fg.i58).
On voit (il6) que les deux paraboloïdes admettent un mode commun de. génération. Seulement, dans le cas du paraboloïde elliptique, les axes de la parabole génératrice et de la parabole directrice ont la même direction, et une direction opposée dans le cas du paraboloïde hyperbolique.
Comme le paraboloïde hyperbolique ne présente pas de sections elliptiques, il n’y a pas lieu de chercher s’il comporte des sections circulaires.
On peut donc concevoir la génération des surfaces du second ordre à l’aide du cercle, sauf le cas du paraboloïde hyperboli(iue.
^^21. Le i)lan tangent en un point {x^, y,, z-,) du paraboloïde
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hyperbolique a pour équaiion
yy,
zz,
On voit que le plan langent à l’origine ou au sommet de la surface n’est autre que le plan des yz ; résultat évident à priori, puisque l’axe des y et celui des z sont tangents aux deux paraboles principales. Ce plan tangent coupe la surface suivant les deux droites
c’est suivant ces droites que se projettent les asymptotes des hyperboles déterminées par les plans parallèles au plan des yz (380).
4^. D’après ee que nous avons dit pour le paraboloïde elliptique (418, 419), l’équation du paraboloïde hyperbolique conserve la même forme lorsqu’on rapporte la surface à un diamètre pris pour axe des x et au plan langent correspondant pris pour plan des yz, l’axe des z étant mené dans ce plan parallèlement à la direction conjuguée au plan diamétral pi'is pour plan des xy.
PH
Posons
m et n étant deux quantités indéterminées.
On peut regarder l’équation (P. H) comme résultant de l’éliminalion de l’indéterminée m entre les équations (i) ou de l’indéterminée n entre les équations (i). Or, si l’on fait varier 01 cl n, chacun des groupes ( i ) et (2) représente un système de lignes droites. Il existe donc et Von peut tracer deux pareils syslf>mes sur la surface 4lu paraboloïde hyperbolique.
GÉOMÉTIUE AKALYTIQLE.
küh. Deux droites d’un même système ne peuvent être dans 'un même plan, et deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan.
Prenons deux droites du système (i), savoir
1 ^ = 9.rnx,
( vy
L’équation générale des plans qui passent par la droite (3) est (‘321)
^ ^ ^Jp \!p' \s/p SP' • "7
Si la droite (4) peut être dans un même plan avec la droite (3), il faut qu’en éliminant j et z entre les équations (4) et l’équation (5), on obtienne une équation qui puisse être vérifiée indépendamment dé toute valeur attribuée à x (322). On trouve ainsi
Cette équation conduit à la condition m — m', c’est-à-dire que deux droites d’un même système ne sont dans un même plan que si elles se confondent.
Si l’on prend, au contraire, une droite du système (i) et une droite du système (2), l’équation (6) devient
16 bis) . 2{Xn — /n)xH = <>.
Pour que cette équation soit satisfaite indépendamment de
toute valeur attribuée à x, il suffit de prendre À= — • Donc
deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan.
Les droites du système (i ) sont évidemment parallèles au plan
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Ijs droites du système (2) à leur tour sont parallèles au plan
-^ + -rl==o OU —
sip \!p' y P
On donne à ces deux plans, qui passent par l’axe du paraboloïde et sont symétriques par rapport au plan des zx, le nom de plans directeurs de la surface. On peut d’ailleurs prendre, pour plans directeurs, deux autres plans quelconques parallèles au premier.
423. Par un point pris sur le paraboloïde hyperbolique, il passe toujours une droite de chaque système.
En effet, le point (x,, y,, z,) appartenant à la surface, l’une des équations (i) mise sous la forme
sp
et l'une des équations (2) mise sous la forme
^ 2 nxi .
rp s! P'
conduiront toujours à des valeurs admissibles pour les indéterminées m et n, et ces valeurs substituées dans les groupes (i) et (2), feront connaître les droites des deux systèmes qui passent par le point (x,, y,, z,).
Il est facile, en outre, de montrer qu'aucune autre droite ne peut passer par ce point. Si elle existe, elle ne peut appartenir d’abord à aucun des deux systèmes indiqués (424). On pourra alors par un de ses points faire passer une droite du système (i), et, par ses différents points, des droites du système (2). Ces dernières droites viendront couper la première, puisque deux droites de systèmes différents sont toujours dans un même plan. Ces droites appartenant au système {2) s’appuieraient donc sur deux droites fixes concourantes et seraient dans un même plan, ce qui est impossible (424).
426. On peut encore vérifier comme il suit que, par un point du paraboloïde hyperbolique, il passe deux droites (une de chaque système d’après ce qui précède). En effet, prenons l’équation de la surface rapportée à un diamètre et au plan tangent correspondant (422)
Coupons la surface par le plan a: = o. On oblienl, dans ce pl; n el sur la surface, les deux droites
427. Par l’une des droites de l’un des systèmes, menons un plan qui cpupe la surface. L’intersection devant être une ligne du second degré (dont l’équation dans le plan sécant devra se décomposer alors en deux facteurs linéaires), le plan considéré coupera le paraboloïde suivant une seconde droite appartenant à l’autre système. Les sections obtenues de cette manière constituent les sections rectilignes du paraboloïde hyperbolique, sections que ne peut évidemment admettre te paraboloïde elliptique.
428. Considérons les deux droites de la surface qui passent parle point (a:,, y^, z,). Le plan tangent en ce point contient ces deux droites. Son équation étant
sa trace sur le plan des xy a pour expression (i) j>y, = p(x-i-x,).
Si l’on veut mener deux tangentes à la parabole principale -ipx par le point extérieur (a;, , y,), projection sur le pirn de cette parabole du point [x, , y*, , z.) de l’espace, l’équation ( i ) représente précisément la corde de contact correspondante. Mais les droites de la surface qui passent par le point (x,, y,, z.) ont nécessairement pour projections sur le plan des xy les droites qui joignent le point {x,, y,) à leurs traces sur le même plan, traces qui sont les points où la corde représentée par l’équation (i) coupe la surface.
Donc les projections des droites de la surface sur le plan des xy sont tangentes à la parabole principale dans ce plan. La même propriété a lieu relativement au plan des xz. '
429. Prenons trois droites du système (i). Étant sur le paraboloïde hyperbolique, elles seront parallèles au plan directeur cotrespondanl au système (i), et elles seront deux à deux situées dans des plans différents. Toute droite s’appuyant sur ■ ces trois droites, sera tout entière sur la surface, parce qu’elle y aura trois points, et elle appartiendra au système (a), c’est-àdire qu’elle sera parallèle au second plan directeur (424). On peut donc regarder le paraboloïde hyperbolique comme t n-
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^f-ndré par une droite glissant sur trois droites fixes parallèles à un même plan et situées deux à deux dans des plans différents.
Si la droite mobile glisse sur deux des trois droites fixes choisies, en restant parallèle au second plan directeur, elle ' engendrera le même paraboloïde. En effet, par un point de l’une des directrices, il ne passe qu’une droite du second système, dont on obtiendra le point de rencontre avec la seconde directrice en menant par le premier point un plan parallèle au second plan directeur. On peut donc regarder encore le paraboloïde hyperbolique comme engendré par une droite glissant parallèlement à un flan donné, en s’appuyant constamment sur deux droites fixes non situées dans un même plan. ,
Les réciproques des propositions qu’on vient d’énoncer sont vraies,'
4-30. 1° Une droite glissant sur trois droites fixes D, D', I)", parallèles à un même plan et situées deux à deux dans des plans différents, engendre un paraboloïde hyperbolique (fig- >59).
Nous prendrons D pour axe des x, une parallèle menée à D' par le point O pour axe des y, et pour axe des z la position particulière de la génératrice quand elle passe au point O. F,è jilan des xy pourra être regardé alors comme le plan directeur parallèle aux droites du premier système. D"sera donc parallèle à ce plan. ..
On aura pour équations des directrices
( r = ax, \ z = q.
I,a génératrice devant s’appuyer sur D, ses équations seront de la forme
\ x = mz + p\ ' ' f
\ I y=nz. . .
Pour qu’elle rencontre D', il faut qu’on ait ^ ,
(2) mpy-y=:o;
et pour qu’ell« rencontre D", ' ^
i x = mq+p', : . .
) ax =:; nq, ' . ' '
c’est-à-dire
(3) ■" nq = n(mq -y p').
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Pour avoir l'équation de la surface eugendrée, il suffit d’éliminer m, n, p', entre les deux dernières équations de condition et les équations de la génératrice.
On tire de l’équation (î)
p' = — mp.
L’équation (3) devient
nq = am(q — p),
d’où I ' • .
On déduit d’ailleurs des'équatîons (i), en remplaçant p' p.ar — mp,
m xz ' ,
Par suite, on aura pour équation de la surface chercliée ,
en égalant les deux valeurs de — >
qyz — a[q — p) xz — pqy = o.
Cette surface est bien un paraboloYde hyperbolique. Elle est dé-nuée de centre , elle ne peut être un paraboloTde elliptique puisqu’elle est engendrée par une droite , elle ne peut-être un cylindre parabolique puisqu’elle contient des droites non parallèles. '
2® Une droite glissant parallèlement à un plan donné P, en s’appuyant sur deux droites fixes D et II' non situées dans un même plan, engendre un paraboloïde hyperbolique (fig. i6o).
Nous prendrons le plan directeur pour plan des xy, la directrice D pour axe des z, le plan des xz parallèle à la directrice D', et la position particulière de la génératrice lorsqu’elle* se trouve dans le plan directeur pour axe des /.
On aura pour équations des directrices
x = az,
la génératrice, qui doit s’appuyer sur D et être pades xy, seront de la forme
y=mx,
rencontre D', on devra avoir
p = map'.
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On obtiendra l'éqiiation de la «urface en éliminant ni et // entre la dernière équation de condition obtenue cl celles de la génératrice. Il viendra
ayz = px.
C’est évidemment l’équation d’un paraboloïde hyperbolique.
W1. L’examen du second mode de génération du paraboloïde hyperbolique conduit à une remarque importante. .
Si l’on considère la génératrice dans trois positions successives, les plans menés parallèlement au plan directeur par ces positions seront parallèles entre eux. Donc tes segments interceptés sur U et sur D' par les positions successives de là génératrice sont toujours proportionnels.
lléciproquement, si une droite se meut sur deux droites fixes en y décrivant des segments proportionnels, elle engendrera un paraboloïde hyperbolique. En effet, considérons le plan parallèle à deux positions de la génératrice. Si l’on mène à ce plan trois plans parallèles, les deux premiers par les deux positions données, le troisième par l’intersection d’une troisième position de la génératrice avec l’une des directrices, ce troisième plan devant déterminer avec les deux autres des segments proportionnels sur les deux directrices, contiendra la troisième position de la génératrice dès lors parallèle au plan directeur {Compl. de Géom., 97 et suiv.).
432. Remarques. — I. Les modes de génération indiqués pour le paraboloïde hyperbolique, ainsi que pour l’hyperboioïdc à une nappe, sont d’ailleurs doubles, puisque les directrices peuvent être prises dans l’un des systèmes rectilignes de la surface ou dans l’autre.
IL L’hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique sont, parmi les surfaces du second ordre, les deux surfaces à la fois réglées et gauches.
La surface considérée au n“343 et engendrée par une droite tournant autour d’un axe avec lequel elle n’est pas dans un même plan, est un cas particulier de l'hyperboloïde à une nappe : c’est l’hyperboloïde ou la surface gauche de révolution. De même, le conoïde rectiligne droit ou oblique, considéré au n“ 339, n’est autre chose que le paraboloïde hyper-,_ bolique. ' '■tr
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DISCUSSION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES A TROIS VARIAULES
' 433. Deux cas peuvent se présenter. Partant de l’équation donnée (358)
I A.c’-t-B)'’+Cs’-l- 2Dx/-1-2Ex3 +aF/z ( +2<}.K-|-2lIjr4-2Kz + L=:= O,
on peut vouloir arriver à l’équation (370)
(II) P.r’+P't’ + PV-R "
ou à l’équation
(III) P’/’4-P'’s’+'2Q.»:=o.
suivant que la surface proposée admet ou non un centre, La discussion s’achève alors facilement, d’après les détails qui précédent.
. Ou bien, on vent, de l'examen direct et abrégé do l’équation (i), déduire seulement le genre de surface qu’elle représente. On n’a pas besoin alors de déterminer les coeflicients P, P', P" ; il suffit de connaître leurs signes.
Nous considérerons successivement les surfaces à centre unit/ue, les surfaces qui en ont une infinité,'’k\. celles qui sont dénuées de eentre.
Surfaces à centre unique.
434. La surface a un centre, lorsque, le dénominaleur commun des formules de résolution des équations (3) (359) est différent de zéro'. La valeur M do ce dénominateur est d’ailleurs (360)
M = ABC - Af" - BE’ - CD' -P 2 DEF.
Il est facile de se rappeler son expression, en ne considérant que les six premiers termes de l’équation (i) (433). Cette expression se compose de la somme du prOtluit des coefficients des trois carrés et du quart du produit des coefficients des trois rectangles des variables, moins la somme, des produits respecti fs de chaque coefficient d’un carré par le quart du carré du coefficient d'un rectangle, les deux coefficients multipliés étant pris à égale distance des extrêmes.
Ceci posé, on formera l’équation caractéristique (364)
.>•'-( A + B -i- C)a- -f ( AB -f- AC -1- BC - D’ - E' - F').v - M = o.
Ix premier terme de cette équation a fmur coefficient l’unité; le second, la somme des coefficients des carrés des variables dans l’équation (i), cette somme étant prise en .signe contraire; le troisième, la somme des produits deux à deux de ces memes coefficients, diminuée du quart de la somme des carrés des coefficients des rectangles ; enfin, le terme indépendant est le dénominateur commun M prison signe contraire.
4o2 Géométrie analytique.
Nous avons vu (369) que les racines de l’équalion caractéristique étaient précisément les valeurs des, coefficients P, P', P"; et la règle do Descartes [puisque l'équation en i a toutes ses racines réelles (3C6)] permettra d’indiquer immédiatement les signes de ces racines [Coniji/. rFAIg., 201 ). On a d’ailleurs (370)
R = -L, = -(G.r + Hj+K2 + L),
X, y, Z, étant les coordonnées du centre de la surface par rapport aux '• axes primitifs.
Si l’on désigne par a, p, 7, a', p', 7', a", p", 7“, les angles des nouveaux axes avecies anciens, on a en outre, s, 5', s", représentant les trois racines de l’équation caractéristique ( 364 )
_cosa_ DF — E(B — .r) DE— F(A — .«),
™ ~ COS7 ~ (A — i) (B — jt) — D’’ ” ~ COS7 ^{A— a)(B — i) — D’’.
cos’a-t-cos’p-l-cos’7 =r i.
s correspondant, à P, et P à x, a, p, 7, seront les angles du nouvel axe des X avec les anciens axes. On aura deux autres groupes d’équations analogues, pour déterminer les six autres angles.
Tout cidcul fait, si P, P', P" ont le même signe, la surface sera un - ELLIPSOÏDE : réel, dans le cas où R a aussi ce signe ; imaginaire, dans le cas où R a un signe contraire (373).
Si deux des coefficients P, P', P" ont le même signe que R, le troisième ayant un signe contraire, la surface sera un hyperboloïde a ü.xe NAPPE (374). Si l’inverse a lieu, la surface sera un hyperboloïde a deux NAPPES (37S). »
Enfin, R étant nul, la surface sera un cône, si lés trois autres coefficients n’ont pas tous le même signe : elle se réduira à un point dans le cas contraire (377).
43S. Exemples : . .
r Soit l’équation
On a
•r ’ -1- -JS y’ 4- 2 z’ 4- 'A XV — ». x — — 4 ^ + - M = 4 — 2 = 2.
L’équation caractéristique en s est
Cette équation présentant trois variations, a ses trois racines positives. Donc la surface est un ellipsoïde.
D’ailleurs, l'équation en s admettant la racine 2, ses autres racines seront
— et 1 — .
Il faut maintenant calculer R.
Les équations qui donnent les coordonnées du centre, sont
ün en déduit
or = O, =r I , z = I.
II vient, par suite,
L’équation de l’ellipsoïde réel considéré, rapporté à son centre et à ses axes, sera donc ’
ry "T* —1— ■ * T.* ^
OU
2° Soit l’équation
j:’H-2jr^— 2.tj4-3j'z — ().r + 7/-t-6z + 7 = o.
On a
L’équation caractéristique en A est ' r
Cette équation présentant seulement deux variations, la surface doit . rentrer dans la classe des hyperboloïdes. Cherchons R.
Les équations qui donnent les coordonnées du centre, sont
3xi4-^x — 2 + 3xi+7^ = o.
On en déduit Par suite
R étant nul,, et l’équation en a admettant deux racines positives et une négative, la surface est un cône.
3° Soit l’équation
5xr— 3.rz4- 't.yz — 1^0.
On a ’
L’équation caractéristique en a est
Cette équation admet deux variations. La surface rentre donc dans la classe des hyperboloïdes. Cherchons R. Le centre étant évidemment à l'origine, on a
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Deux (les coeflit^icnls 1’, P', P", ayant le nu*me signe que R, la surface est un hyperbolnïdc à une nappe.
Si le terme indépendant changeait de signe, l’hyperboloïde serait à
iltu.r nappe. 1.
En résolvant l’équation en .r, on trouve approximativement |)ôur ses trois racines les valeurs
On pourra donc mettre (aussi approximativement) l’é<juaiion de l’hyper-, boloïde à une nappe sous la forme * • • >
5,36x’-(-o,2498/'’ — 5,6oz’= 1, ou ' ;
0,186 4)Oo3 0,178 ■ ^ •■'’v
Détermination tlc.i_ génératrires recti/ignc.f. — On peut demander de : trouver directement les é(]ualions des génératrices rectilignes de là surface (i03) ,c’est-à-dire sans qu’on soit obligé de chercher l’éipiation réduite.
Il sulht pour cela de remarquer que si l’on parvient à mettre l’écpia- ■(^ion de riiyperboloïdc sous la forme - '
T, U, V, étant des polynômes du premier degrIS en x,y, z, et S une constante, les (kpiations des génératrices seront, pour l’un des systèmes, ' ; .
et pour l’autre Système
L’é()uation proposée ne contenant pas les carrés des variables, correspond au type
axy -t- bxz rvi = d.
Si les termes du premier degré existaient, on les ferait disparaître en transportant l’origine au centre de la surface.
On a successivement
a'‘.TY + nbxz-{-aryz = ad, .. y '-'
(a.r + cz)(ay-\-bz)—brz^ = ad,
4 (rtx-(-cj) (qr-l-f'i) = [flx-4-fff-l- (ô-|-c)3]’— [ax — orr-|-(c— b) z]’. ‘
Par suite, on peut mettre l’équation donnée sous la forme
[ax y-ay-i-(b -^c)zY — [<tx — ay-\-[c — b) z]’ — 4 ^cz’ = 4 nd.
Il viendra donc, en se reportant à l’exemple proposé et en faisant, « = ,5, i = S, c = 2, f/ = I ,
En posant alors
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V = 5x — 5/ H- 5a, T = Aa ^6,
les équations des génératrices du premier système seront (en divisant [»ar a) ‘ •
^ 5x 4- A3 = /« (>/4 + : tÆ),
et celles des génératrices du second système seront
5x 4- aa = n (y'5 — a
Si l’équation donnée renferme l’un des carrés des variables, on suivra la marche que nous indiquerons en traitant un exemple relatif au paraboloïde hyperbolique (439, a”).
4° Soit l’équation ^
On a
aj44-aj’4-aa’4 ax_> + axa a/a 4- i = o.
L’équation caractéristique en a est
Comme elle présente trois variations, elle aura trois racines positives. La surface sera donc un eUipsoülc réel ou imaginaire. Cherchons R. Les termes du premier degré manquant, l'origipe est le centre do la surface et l’on a
La surface est donc un ellipsoïde i mugi /taire.
Sturfaces ayant une infinité de centres.
436. On a alors M = o. D’ailleurs le lieu des centres est une droite on 'lin plan (360): une droite dans le ras des cylindres eUiptupie et hyperbolique, un plan dans le eas de deux plans /uirallèles ( 376 ) .
Dans le premier cas, deux des coordonnées du centre restant finies, la troisième doit devenir arbitraire, c’est-à-dire tpic les trois équations qui déterminent les coordonnées du centre doivent se réduire à deux.
Dans le second cas, une des coordonnées du centre restant finie, les deux autres doivent devenir arbitraires, c'est-à-dire que les trois équations qui déterminent les coordonnées du centre doivent se réduire à une seule.
Les sections par les plans coordonnés achèveront d'éclairer, s’il est nécess;iire, sur la nature delà surface.
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M étant égal à zéro, l’équation caractéristique admettra une racine nulle, et il sera facile de ramener l'équation de la surface à sa forme la plus simple.
Il faut enfin se rappeler qu’on peut trouver, comme cas particuliers : une droite, rien, deux plans sécants, un plan unique.
Exemples
1° Soit l'équation
a s’ 4- ax/4-ax3 4-a73 4- ix-^ ijr — az+ i = o.
On a
Les équations qui déterminent les coordonnées du centre sont ax4-/4-z -t- I = o,
Z -\-X+jr— I = o.
Les deux dernières sont identiques et les deux premières' donnent
La surface admet donc une infinité de centres situés sur la droite
Si l’on coupe la surface par le plan des x/, on obtient pour équation de la section
ax’4-j’4-ax> -f-ax — a/4- 1 ^o. ,
On déduit de cette équation
Si l’on égale à zéro la quantité placée sous le radical, les racines trouvées sont réelles et in^les. Donc la section est une ellipse, et la surface con* sidérée est un cylindre elliptique.
L’équation en s (débarrassée de sa racine nulle) est ici . .
- d’où
Cette équation présentant deux variations, les coefficients P et P' seront bien de même signe. Quant à R, on aura, en rapportant la surface au centre situé dans le plan des xy,
R=— (ix — a — 1x3 — ixo4-i) = 4-
L’équation la plus simple du cylindre elliptique donné sera doue
, /â (v/a4- i)x’-f- (v^â— i)y= 4 ou
av/â(i/â — i) av/a (v/a4-i) ■
DigitizOd by
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•a“ Soit l’équation
On a
i’ — Gjv — a^z 4- 6_)z — x + 3y-l-z— a = o. M = 94-i8— 9 — 9 — 9 = 0.
Les équations qui ilétcrminent les coordonnées du centre sont
ax — 0/ — 2 Z — 1 = 0,
6^' — ax 4- 2 Z 4- 1 = O,
2Z — ax4-6/4- I = O.
Elles sont identiques. La surface admet donc une infinité de centres situés dans le plan
2X — Gf — 2Z — I — O.
La section do la surface par le plan des x/ a pour équaliun x’4-9_r’ — 6x1' — x4-3^> — 2 = 0.
On déduit de cette équation
La section est donc composée des deux droites parallèles
La surface considérée est donc, comme on aurait pu le dire déjà, l’ensemble do deujc plans parallèles.
En etfet, si on résout son équation par rapport à z, on trouve qu'elle se partage en ces deux autres
L’équation en s (débarrassée de sa racine nulle) est ici
•f’ — iif=o ou s {s — n) = o.
L’un des deux coefficients P et P' est donc nul comme le coefficient P", et l’autre est égal à 1 1 . Quant à R, on aura, en rapportant la surface au centre situé sur l'axe des x,
U=— I X--f-;jX04--X0 — 2) = ^-
L’équation la plus simple des deux plans parallèles sera donc
1 1 x’ = 2 ou X = ± .
n. . 4 aa
Surfaces dénuées de centre.
-tSS. On a encore M = o, mais l’une au moins des coordonnées du contre est infinie , c’est-à-dire que les équations qui déterminent les ' coordonnées du rentre doivent être inconqmtibles (360).
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Il s’agit de distinguer entre les deux paraboloïdes et le cylindre parabolique (378). Les sections par les plans coordonnés siilTisent pour y arriver. En effet, les trois plans coordonnés ne pouvant être parallèles à la fois à l’axe de l'un des paraboloïdes, si la surface considérée rentre dans cette classe, l’une au moins des trois sections obtenues sera : une ellipse dans le cas du pnrabolnide elliptitiuc ( il 6), une hyperbole dans le cas du parabolnïdc hyperbolique ( i20). Quant au cylindre parabolique, les sections ne peuvent être dans ce cas que des paraboles ( 38i). Il est bien entendu qu’au lieu d’une des trois coniques on peut, dans chaque cas, trouver l’une de ses variétés. >
Puisque M = o, l’équation en s admet encore une racine nulle, et l’on peut facilement ramener l’étpiation donnée à sa forme la plus simple.
i39. Exemples :
i" Soit l’équation
On a
î. » ’ 4- z’— ixz — ^yz — 3.r — vi r-(- AS-t- i = o.
Les équations qui déterminent le centre sont
4,r — 'iz — ’i = o,
Z— .C— JC -1-1 = 0. ;
Eu ajoutant les deux premières, on obtient
ix-y^y—.^z — b^o OU Z — X- ~ r-y- = li,
équation incompatible avec la troisième. Dune le centre est à l inüni. Le plan des xy coupe la surface suivant la courbe
■i J.’ -4-2 4"’ — 3.C — ly -1-1 = 0.
Un déduit de cette &]uation
= I ± v/^4 "C‘ -f- bx — I .
Les racines du trinôme placé sous le radical étant réelles et inégales, la section obtenue est une ellipse, et la surface un paraboloïde elliptique. L’éiiuation en s (débarrassée de sa racine nulle) est
,v' — 5.Ï -4 ü = o, d ou s — — I
Cette équation présentant deux variations, les coefficients P' et 1’'' ont bien le môme signe. Pour calculer aQ, il faut se rappeler qu’on a (309, 434), le coefficient P correspondant à la racine .« = o ou air carré x’,
Q = U cos X -4 H cos fi -f- K cos 7, co.s y. _ DF — BE co.s fi _ DE — AF
cüsy AB — D’’ cosy ~ AB— D'’
nis’a-t-Cos-fi I cos’y - i.
Diqi;'.
Il viendra donc ici
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cos a _ I cos P __
■ — — 5 — “ > d où 7 *1" 7 “I" * ■
cos 7 2 cos 7 2 4 4
Par suite,
cos7 = ^i cosa = cosf>—
et
2 yfî \ 2 2 2 J
L’équation la plus simple de la surface sera donc
3)-4-2i’— ?.. x = o ou ^ + ~ =
2" Soit l’étjuation
Z'+ 4 •ce — 2XS — 2_>-3 — 3x — 2/+ 2Z+ -,
On a ■
Les équations qui déterminent le centre sont 4j-^2.z — 3 = 0,
Si l’on élimine x entre les deux dernières, il vient
On peut d’ailleurs mettre la première sous la forme
équation incompatible' avec la précédente. Donc le centre est à l’infini. Le plan des xjr coupe la surface suivant la courbe
^.ry — 3x — 2_r+5j=o.
On déduit de cette équation
l.a section obtenue est donc une hyperbole. Par suite, la surface est un pnraholoïtle hrpcrbolitjue.
L’équalion en .t est (en supprimant la racine nulle)
.(■ — ,v — 0 = 0, don
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Celle équation présentant une seule variation, les coefficients P' et P' sont bien de signes contraires. Pour calculer aQ, on suivra la même marche que dans l’exemple précédent. On aura ici
ros a _ I cos P _ I jj,
cos 7 a* cos 7 a’
II. I
ou -7 -p -7 I = 7“>
4 4 cos’'7
d'est-à-dire
et
va O
cos 7 = .î— ) cos a = cos P = •
av^\ a a a j 4/3 la L'équation la plus simple de la surface sera donc
ou ^ =='22'.
Détermination des génératrices rectilignes. — On peut demander de trouver directement les génératrices rectilignes de la surface.
Il suffit pour cela de remarquer que, si l’on parvient à mettre l’équa-’ lion de la surface sous la formé
U, 'V, T étant des polynômes du premier degré en x, y, z, les équations des génératrices rectilignes seront, pour l’un des systèmes,
et pour l’autre système,
Prenons l’équation proposée, et résolvons-la par rapport à a. Il vient
a = x-Pj— r± ^jd—ixy+y^+x— i.
On peut donc mettre l’équation donnée sous la forme
[Z — X—J-+ i)’= x’— 2xy+y’+x—i.
D’ailleurs le second membre égalé à zéro donne à son tour
jr=x±y'i—x, de sorte que ce second membre peut s’écrire
L'équalion considérée reviendra donc finalement à celle-ci :
(z-x—jr-i- i)’_ (j — x)’ = a: — 1.
4ii
En posant alors
les équations' des génératrices rectilignes seront pour l’un des systèmes,
/Il
et pour l’autre système,
3 — ax-4- I = - ) n
( 3 — aj-l- I - n[x~ i).
• Nota. — On peut baser, sur ce mode de décomposition de l’équation, une autre méthode de discussion des surfaces du second ordre.
3° Soit l’équation
x’+_^’ + 3’-|-2x_^ — ax3 — 7.jrz — 3x — a_x+az-l-2 = o.
On a
Les équations'qui déterminent les coordonnées du centre sont
ax-4-aj — 23 — 3 = 0,
2_r-hax — 23 — a = o,
Les deux dernières n’en font qu’une, mais les deux premières sont incompatibles; par conséquent, il n’y a pas de centre, ou encore, il y en a une infinité, transportés à l’infini. Les intersections avec les plans coordonnés sont les courbes
_l ’-(-3’ — ajz — ay-f-2 3-t- 2 = O. .
On déduit de ces équations
Z = .r — I rfc y/.r — i ,
Les courbes correspondantes iont trois paraboles; la dernière est imaginaire,. parce que la surface ne rencontre pas lo plan des . >3. Celte surface est donc un rylindrf parahoUniiv .
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Cherchons la direction des génératrices do la surface , en remplaçant dans l’équation donnée .r et y par az-\-p et bz + q (332). Il viendra
I + o.nb — 2(7 — 2é)z’+2(rir+ é — i)/7Z+ 2{é-f-rt — i)qz + (2 — 3a — 2é)34-/7’4-f/“ + 2/7(y— 3/7 — 27 + 2 = o.
Pour que r disparaisse, il faut qu'on ait /P + é’+i + 2/7é — 2« — 2i = o, a+b — 1=0, 2 — ,3« — 26 = 0.
On en déduit
0 = 0 et i = I .
On trouve ainsi que les génératrices du cylindre sont parallèles à la droite ^
bissectrice de l’angle zO r.
QUESTIONS PROPOSÉES
I. Dans l’ellipsoïde, la somme des carrés des projections de trois diamètres conjugués sur une droite ou sur un plan quelconque est constante.
II. On peut regarder le paraboloïde elliptique comme un ellipsoïde ou comme un hyperboloïde à deux nappes dont l’un des sommets réels reste lixe et dont le centre se transporte à l’infini dans un sens ou dans l’autre. On peut do même regarder le paraboloïde hyperbolique comme un hyperbolo'ïde à une naiipe dont le centre se transporte à l’infini.
III. Quand l’équation générale du second degré représente un cylindre parabolique, les six termes du second degré forment un carré.
IV. Une surface conique circonscrite à une surfacAi du second ordre la touche suivant une courbe plane '{fo//- Note 111).
V. Lorsqu’on circonscrit à une surface du second ordre une série do surfaces coniques dont les sommets sont dans un même plan, les plans de toutes les courbes de contact se coupent en un même point, [Me du plan donné, et situé sur le diamètre do la surface qui est conjugué au plan tangent parallèle au plan donné.
Kéciproqueinent, si l’on mène par un même point à une surface du Siîcond ordre une série de plans sécants, les surfaces coniques circonscrites à la surface suivant les courlies déterminées, ont leurs sommets dans un même plan, pian polaire du point donné et parallèle au plan tangent qui est conjugué au diamètre de la surface passant par ce point.
VI. Trouver le lieu des points tels, que la somme des carrés de leurs distances à autant de points fixes qu’on voudra soit constante.
Vil. Trouver le lieu des points tels, que la somme des carrés de leurs distances à trois jilans donnés soit constante.
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Vin. Trouver le lieu des points également disUmls d'une droite et d’un plan qui se coupent.
IX. Trouver le lieu décrit par l’arète d’un angle dièdre droit dont les faces passent constamment par deux droites données non situées dans un ipéme plan.
-X. Trouver le lieu des points également distants de deux droites données non situées dans un môme plan.
XI. Trouver le lieu des foyers des ellipses déterminées sur un ellipso'ide par ses plans diamétraux.
XII. Le sommet d’un angle trièdre tri-rectangle dont les faces restent constamment tangentes à une surface du second ordre à centre unique, décrit une sphère concentrique à ta srtrface (théorème de .Monge). Dans le cas où la surface est dénuée de centre, la sphère se transforme en un plan perpendiculaire à l’axe de la surface.
XIII. Dans une surface du second ordre (sauf le paraboloïde hjqierbolique), deux cercles quelconques a()partenant respectivement aux deux séries de sections circulaires qu’admet la surface, sont toujours situés sur une même sphère.
XIV. Étant donnés une sphère et un plan, trouver le lieu des points tels, que la tangente menée de chacun d’eux à la sphère soit égale à la distance du point considéré au plan donné.
XV. Trouver l’équation de la surface engendrée par une parabole tournant autour do son axe, et déterminer la position que doit occuper cet axe pour que l'intersection de la surface par un plan quelconque ait une projection circulaire sur un plan donné.
XVI. On donne les trois axes d’un ellipsoïde, et l’on demande de cal-
culer l’aire de la section faite dans ce corps par un plan mené par le centre perpendiculairement à la droite qui forme avec les trois axes les angles a, (5, 7. On demande en outre de trouver l’équation île la surface conique déterminée pâr les perpendiculaires élevées par le centre à tous les plans qui, passant parce point, donnent des sections ayant une même aire donnée. i"
XVII. On donne une droite RS et deux points A et B hors de cette droite, tels que RS et AB soient dans des plans différents. C étant un point quelconque de RS, on mène aux droites CA et CB, par les points A et B, deux plans perpendiculaires : trouver le lieu de leurs intersections.
XVIIl. On prend les cercles d’une sphère donnée pour bases de diffé-’ rents cènes, et l’extrémité d’un rayon pour sommet commun do ces cônes ; tout plan perpendiculaire à ce rayon coupera ct*s cônes suivant des cercles.' ••
XIX; X, jr, 3 désignant des coordonnées rectangulaires et m un paramétré variable, on demande de déterminer les diverses surfaces que peut représenter l’éiiuation
jt” -i- ( 2 -I- I ) ( j’-+- c’ ) — 2 ( .ry -q- .« -f- js ) =; 2 ni‘ 3 m -f 1 ,
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lorsque tn varie de — « à -f- » ( Concours de l’École Polytechnique, i858).
XX. Par un point donné sur l’axe d’un paraboloïde de révolution on mène' une sécante, et par les points où cette sécante coupe la surface, on mène des normales à la section méridienne qui les contient : ces normales se rencontrent en un- point dont on demande le lieu. On examinera si tous les points de la surface obtenue font réellement partie du lieu [Concours général, 1869).
XXI. On donne deux ellipso'ides A et B. On demande le lieu des som-
mets des angles trièdres dont les faces sont tangentes à l’ellipso'ûle A et parallèles à trois plans diamétraux conjugués do l’ellipso'ide B ( Concours général, 1860). ^
XXII. Un ellipsü'ide étant donné, trouver le lieu des centres des jetions planes dont l'aire est égale à une constante donnée ( Concours général, 1861).
XXIU. Reconnaître les diverses surfaces que peut représenter l’équat tion
n{x' + 7.yz) + ù(y*-i-ïxz) + c(z’+ixy) = 1,
et démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour obtenir une surface de révolution est (en supposant les axes rectangulaires)
[Concours de l'Ecole Polytechnique, 1861).
XXrV. On coupe les trois arêtes d’un angle trîédre fixe par un plan qui se meut de manière que le volume du tétraèdre déterminé reste constant : trouver le lieu décrit par le centre de gravité de ce tétraèdre [Coru'ours général).
XXV. Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par l’équation
x’-i-y’ — z^-i~2pxz-+- 2qyz — 2ax — 2by — 2 es — o,
où a, b, c, sont des nombres positifs connus : 1“ lorsque p&l q varient d’une manière quelconque; 2" lorsque p et 7 varient de manière que l’équation proposée représente un cène. Indiquer la partie du lieu qui répond à des hyperbolo'ides à une nappe et celle qui répond à des hyperîioloi’des à deux. nappes [Concours île F Ecole Polytechnique, 1862).
REPRÉSENTATION DU POINT, DE LA DROITE ET DU PLAN
* Préliminaires. 3
1. Le dessin ordinaire suffit pour représenter exactement les figures planes. Il devient insuffisant lorsqu’il s'agit de représenter les figures de l’espace, c’est-à-dire les polyèdres, les bâtiments; les machines, etc., dont on veut pouvoir conserver, ou retrouver d’une manière précise et sûre, non-seulement la disposition générale, mais surtout les dimensions. Ces dimensions, en effet, sont altérées par la perspective (*).
•• On emploie alors la Géométrie descriptive. .1'
« Cet art a deu\ objets principaux.
' » Le premief est de représenter avec exactitude', sur des » dessins qui n’ont que deux dimensions, les objets qui en » ont trois, et qui sont susceptibles de définition rigoureuse.
» Sous ce point de vue, c’est une langue nécessaire à » l’hpmme de génie qui conçoit un projet, à ceux qui doi- » vent en diriger l’exécution, et enfin aux artistes qui doivent » eux-mêmes en exécuter les différentes parties.
« Le second objet de la Géométrie descriptive est de dé- » duire de la description exacte des corps tout ce qui suit » nécessairement de leurs formes et de leurs positions respec- » tivGS. Dans ce sens, c’est un moyen de rechercher la vén rité; elle offre des exemples perpétuels du passage du » eonimà. l’inconnu ; n {i/ioscs. Géométrie descrip-
tive, Pr^ramme, p. viij.)
.^^Ainsi^'ïa géométrie descriptive est surtout un art , indispen-
■ ■ ’i ^ ‘ SV.
(*) objet est rcnsemble des intersections d'un plan appelé
^hhl'-aa et des rayons \isucis menés du point de vue ou du point où l’on sc suppose placé, à Ions les points do Vobjot qu’on dessine.
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sable dans une foule d’applicaiions lelles que : la Perspeclivc , la délemiinalion des Ombres, la Sléréoloniie ou roupe des pierres, la Charpente, etc.; mais c’est encore une science, qui peut rendre dans certains cas, comme procédé logique, sous le rapport de la clarté et môme de la simplicité, de très-grands services.
Représentation du point.
2. Comme toutes les surfaces sont composées de points , il faut d’abord .savoir fixer la position d’un point dans l’espace, suivant les principes de la géométrie descriptive.
Pour cela, nous prendrons [fig. i) deux plans perpendiculaires entre eux : l’un, IIH, est supposé l'autre, VV,
est alors vertical. Nous désignerons par LT leur intersection, et nous les supposerons indéfiniment prolongés de part et d’autre de cette intersection ou ligne de terre.
Le plan VV,’appelé plan vertical, partage le plan HH, appelé plan horizontal, en deux régions: l’une antérieure, l’autre postérieure par rapport au plan vertical. Le plan horizontal partage à son tour le plan vertical en deux régions: l’une supérieure, l’autre inférieure par rapport au plan horizontal.
Les deux plans partagent l’espace en quatre fégions ou angles dièdres. L’angle dièdre formé par la partie antérieure du plan horizontal et la partie supérieure du plan vertical, peutêtre désigné sous le nom d’angle antérieui^supérieur; le suivant sera alors appelé angle supérieur-postérieur, etc. Mais il sera plus simple de les indiquer en disant premier , second angle, etc., et en convenant de les numéroter dans le sens d’une rotation régulière autour de l’intersection LT.
Ceci posé, considérons un point M situé dans le premier angle. Abaissons de ce point la perpendiculaire M/n sur le plan horizontal , la perpendiculaire M/n' sur le plan vertical j /y sera -la projection du point M sur le plan horizontal ou la projection horizontale de ce point, ni' sera sa projection verticale.
Le plan mMm' étant perpendiculaire à la fois aux deux plans HH et VV, qui forment le système des plans de projection, est perpendiculaire à leur intersection LT qu’il coupe au point p, de sorte que la figure ///^l///'a est un rectangle, et qu’on a m'p = M/n, n/ft = M m'. Ainsi la distance du point ,M nu plan horizontal est égale ù la distance de sa projection verticale m' à la ligne de terre LT, et la distance du point M^«« plan vertical est égal à la distance de sa projection horizontale’’ à la ligne de terre.
La remarque faite prouve en outre que' les projcclion.s »/ et m' suffisent pour déterminer le point M; car les pcrpe^flW ciliaires niM, /n'M, élevées respectivement par cès poinljjp aux^
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deux plans de projection, étant situées dans un même plan, se coupent au point M de l’espace, comme leurs parallèles m' m fx, au point fx de la ligne de terre.
3. Pour ramener les constructions de l’espace à être effectuées sur un seul plan, on suppose que le plan vertical tourne autour de la ligue de terre de manière à se rabnitre sur \e plan horizontal. Dans ce mouvement (dont la Jlg. i indicjue la direction), la partie supérieure du plan vertical vient recouvrir la partie postérieure du plan horizontal, tandis que sa partie inférieure vient se placer sous la partie antérieure du plan horizontal. Le point ni', entraîné avec le plan vertical, reste toujours sur la perpendiculaire m'fx à LT, de sorte qu’après le rabattement cette perpendiculaire se confondant avec le prolongement de niti, les projections ni et m' du point ]il de l'espace se trouvent situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
On appelle épure le dessin obtenu en réunissant ainsi sur une même feuille ce qui a rapport aux projections verticales et aux projections horizontales.
Lire une épure, c’est, en la pliant par la pensée autour de la ligne de terre, de manière à reproduire les deux plans de projection, concevoir ou reconstituer la figure de l’espace d’après le tracé graphique exécuté.
4. Il est facile de voir que les positions occupées par les projections d’un point de l’espace, relativement à la ligne de terre, varient suivant l’angle auquel il appartient.
Dans le prehieE angle, la projection horizontale tombe sur la partie antérieure du plan horizontal ou au-dessous de la ligne de terre, la projection verticale se trouve sur la partie supérieure du plan vertical ou au-dessus de la ligne de terre.
Dans le second angle, les deux projections sont situées audessus de la ligne de terre.
Dans le troisième angle, la projection horizontale est audessus de la ligne de terre, tandis que la projection verticale est au-dessous.
Enfin, DANS LE QUATRIÈME ANGLE, les deux projections sont situées au-dessous de la ligne de terre.
La Jig. 2 présente le tableau de ces différents cas.
Lorsqu un' point est sur l'un des plans de projection, il est ri lui-méme sa propre projection sur ce plan, et son autre projection est sur la ligne de terre.
I.es deux projections d’un point se confondent avec lui lorsqu’il appartient à la ligne de terre.
Lorsqu’un point est situé sur l’un des plans bissecteurs des angles dièdres formés par les plans de projection, ses projec-
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lions sont également éloignées de la ligne de terre, parce qu’il est liii-mème à égale distance des deux plans de projection (2); lorsque ce point appartient au second ou au quatrième angle, ses projections se superposent donc dans l’èpure.
5. En résumé , pour que deux points de l'épure représentent les projections d’un même point de l’espace, il faut et il suffit que ces deux points soient sur une même perpendiculaiie à la ligne de terre. La distance de la projection horizontale A la ligne de terre représente la distance du point de l’espace au plan vertical ; la distance de la projection verticale à la ligne de terre représente la distance du point de l'espace au plan horizontal.
On voit que l’ensemble des plans de projection revient identiquement au système des plans coordonnés employés en géométrie analytique.
En géométrie descriptive, on obtient le point de l’espace en faisant passer par sa projection borizonlale une perpendiculaire au plan horizontal, et en prenant sur cette perpendiculaire une longueur égale à la distance de la projection verticale à la ligne de terre. En géométrie analytique, Yx et 1’^- du point déterminent la position de sa projection sur le plan des xj', et le Z du point fait connaître sa distance au plan des xy. Les signes des coordonnées remplissent en géométrie analytique le même rôle que les différentes positions occupées par les projections d’un point relativement à la ligne de terre, en géométrie descriptive.
6. Nous représenterons toujours un point de l’espace par une grande lettre, sa projection horizontale par la petite lettre correspondante , et sa projection verticale par la même petite lettre affectée d’un accent. Ainsi, le point M aura m pour projection horizontale et m' pour projection verticale.
Représentation de la ligne droite.
7. Nous savons (Géom., 183) que la projection d'une droite sur un plan est une droite.
Le plan conduit suivant la droite donnée, perpendiculairement au plan horizontal, est le plan qui projette horizontalement cette droite; de même, le plan conduit suivant la droite donnée, perpendiculairement au plan vertical, est le plan qui la projette verticalement.
Une droite est, en général, déterminée par ses deux projections; car ces projections permettent de reconstruire les deux plans projetants dont la droite de l’espace représente l’intersection.
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Lorsqu’on connait deux points d’une droite, on obtient ses projections en joignant les projections de même nom des points donnés. La droite de l’espace étant la droite AB, sa projection horizontale sera donc désignée par ab et sa projection verticale par a' 6'.
Le point où la droite considérée perce le plan horizontal de projection, est sa trace horizontale ; le point où elle perce le plan vertical, est sa trace verticale. Lorsqu’on connaît les traces d’une droite, on peut juger immédiatement de sa position par rapport aux plans de projection.
Détermination des traces d'une droite
Soit {fig. 3) une droite, donnée par ses deux projections obliques à la ligne de terre. La trace horizontale de celte droite est un point du plan horizontal ; donc, la projection verticale de celle trace appartenant à la fois à la ligne de terre et à la projection verticale de la droite, se trouve en a' à leur rencontre. Dès lors on aura la trace horizontale cherchée, en élevant au point a' une perpendiculaire à LT, jusqu’à la rencontre de la projection horizontale de la droite au point a (5). On obtiendra de môme la trace verticale b', en prolongeant la projection horizontale de la droite jusqu’au point b où elle coupe la ligne de terre, et en élevant au point b une perpendiculaire à LT jusqu’à la rencontre de la projection verticale de la droite. /
La règle sera donc, pour avoir la trace horizontale d'une droite, de prolonger sa projection verticale jusqu'à la ligne de terre, et d’élever par le point obtenu une perpendiculaire A LT jusqu'à la rencontre de la projection horizontale ; pour avoir la trace verticale, de prolonger la projection horizontale de la droite jusqu'à la ligne de terre, et d'élever par le point obtenu une perpendiculaire à LT jusqu’à la rencontre de la projection verticale. Réciproquement, étant données les traces d'une droite, on pourra obtenir immédiatement ses projections, puisqu’on connaîtra deux points de chacune d’elles.
La fig. (3), par la disposition des traces, montre que la partie interceptée sur la droite proposée par les plans de projection est située dans le premier angle. La fig. 3 bis montre au contraire (la droite considérée allant dans l’espace du point a au point b') que celle partie interceptée est comprise dans le second angle.
On verra facilement quelle doit être la disposition des traces, pour que la partie interceptée sur la droite donnée par les plans de projection soit comprise dans le troisième ou dans le quatrième angle (4).
Tracé des épures. — A ce sujet, nous indiquerons dès à
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présent les conventions suivantes, relatives au tracé des épures.
Celui qui lit une épure est toujours supposé placé dans le premier angle, c’est-à-dire au-dessus du plan horizontal et en avant du plan vertical. Il voit donc toutes les lignes comprises dans le premier angle, il ne voit pas les lignes comprises dans les trois antres angles.
Lorsqu'il s’agit des lignes principales d’une figure, c’est-àdire de celles qui correspondent aux données et aux inconnues de la question, on marque en lignes pleines les projections des parties visibles de ces lignes, en lignes ponctuées ou formées de points ronds les projections de leurs parties invisibles.
Les projections des lignes auxiliaires sont toujours figurées en traits discontinus, c’est-à-dire qu’elles sont formées d’éléments de ligne droite, séparés par un petit intervalle. Lorsque les lignes auxiliaires considérées sont très-importantes, on emploie des lignes mixtes ou composées d’éléments de ligne droite, séparés par un ou plusieurs points ronds.
Les lignes de projection, c’est-à-dire les lignes perpendiculaires à la ligne de terre qui unissent les projections d’un même point, sont tracées comme les projections des lignes auxiliaires, seulement à l’aide d’éléments moins longs et plus rapprochés.
On peut se reporter maintenant aux Jig. 3 et 3 bis.
10. Lorsque la droite proposée n'est pas située dans un plan perpendiculaire à LT, elle peut être :
I® Oblique aux deux plans de projection; ses deux projections sont alors obliques à la ligne de terre, en vertu des positions occupées par ses traces {Jig. 3 et 3 bis).
2“ Parallèle à l’un des plans de projection; dans ce cas, sa projection sur le plan auquel elle n’est pas parallèle, est parallèle à la ligne de terre; sa projection sur le plan auquel elle est parallèle, lui est parallèle et quelconque.
Soit if g. 4) droite AB parallèle au plan horizontal. Tous ses points seront à égale distance du plan horizontal, donc m projection verticale a' b' sera parallèle à la ligne de terre ; sa projection horizontale ab lui sera parallèle [Géom., 168), et pourra occuper une position quelconque oblique à LT.
3“ Parallèle aux deux plans de projection ; dans ce cas, la droite donnée est parallèle à la ligne de terre {Géom., 168), et il en est de même de ses deux projections {Jig. 5).
11. Lorsque la droite proposée est située dans ~un plan perpendiculaire à LT, elle peut être :
I® Oblique aux deux plans de projection; dans ce cas, les
deux plans projetant la droite se confondent avec le plan dans lequel elle est située; ses deux projections sont alors dirigées suivant une seule et même droite perpendiculaire à LT, qui représente en même temps les projections de toutes les droites situées dans le plan considéré. 11 faut donc, dans ce cas, si l’on veut complètement jiéterminer la droite proposée, qu’on indique les projections de deux de ses points (Jig. 6).
2" Perpendiculaire à F un des plans de projection ; sa projection sur le plan auquel elle est perpendiculaire se réduit à un point; sa projection sur l’autre plan est perpendiculaire à la ligne de terre.
Soit {Jig. 6) la droite AH perpendiculaire au plan horizontal; tous ses points sc projetteront horizonialemeiu au point où elle perce le plan horizontal; le plan (]ui projette verticalement la droite sera d’ailleurs perpendiculaire à la fois aux deux jilans de projection, par suite à LT; la projection verticale de la droite sera donc perpendiculaire à la ligne de terre.
12. Si la droite donnée rencontre la ligne de terre, ses deux projections partent d’un même point de LT, qui est la trace commune de la droite sur les deux plans de projection. Il peut arriver alors, la droite étant située dans le plan bissecteur du second et du quatrième angle, que ses deux projections soient dirigées suivant une seule et même droite (4).
13. Il résulte de ce qui précède, que deux droites tracées d’une manière quelconque sur les plans de projection peuvent toujours être regardées comme les projections d’une même droite de l'espace, pourvu qu’elles ne soient pas perpendiculaires à la ligne de terre.
Si l’une des projections est perpendiculaire à LT, il faut que l’autre le soit aussi et passe par le même point de la ligne de terre, à moins que la seconde projection ne se réduise à un point, situé alors sur le prolongement de la première.
14. Deux droites de l’espace sont ou non situées dans un même plan.
Si elles sont situées dans un même plan, elles se coupent ou elles sont parallèles.
Lorsque deux droites se coupent, le point de rencontre de leurs projections horizontales et le point de rencontre de leurs projections verticales doivent se trouver sur une même perpendiculaire à LT, parce que ces points de rencontre représentent les projections du point d’intersection des deux droites de l’espace/Les droites AB et CD [Jig- 7) se coupent, parce que les points de rencontre m et m' de leurs projections
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horizontales ab, cd, et de leurs projections verticales a'b',c'd', sont sur une même perpendiculaire à la ligne de terre.
Lorsque deux droites sont parallèles, leurs prc'jections de même nom sont parallèles, parce que les plans projetajits correspondants des deux droites sont parallèles [Géom., 175).
Donc 8), si l’on veut mener jjar le point (m, m') une parallèle à la droite [ab, a! b'), il suffit de mener par le point m la parallèle cd à aft. et, par le point m' , la parallèle c' d' à a' b'.
On reconnaît que deux droites ne sont pas situées dans un même plan, à ce que les points de rencontre de leurs projections de même nom ne sont pas situés sur une même perpendiculaire à la ligne de terre. Les droites (ef, e'f) et [gi, g' i') ne sont pas situées dans un même plan [Jig. 9).
Remarque. — Le milieu d’une droite finie a évidemment pour projections les milieux des projections de cette droite.
Représentation du plan.
15. Un plan est déterminé par trois points non en ligne droite, par une droite et un point hors de cette droite, par deux droites qui se coupent, par deux droites parallèles, etc.
[Géom., 156). Par conséquent, on peut représenter un plan en géométrie descriptive par les projections de trois de ses points non situés en ligne droite, par les projections de deux droites concourantes de ce plan, etc.
Le plus souvent, on choisit pour représenter un plan les droites suivant lesquelles il coupe les plans de projection. Ces droites, appelées traces du plan, concourent en général au point où la ligne de terre perce le plan proposé.
Étant donné un plan P, nous désignerons sa trace horizontale par II'’ et sa trace verticale par V‘‘ (Jig. 10).
Lorsqu’on connaît les projections de deux droites^ qui se coupent, il est facile de trouver les traces du plan qu elles déterminent. En effet, lorsqu’une droite est dans un plan, ses traces sont nécessairement sur les traces de ce plan. Il suffit donc [fig. 10) de construire les traces des deux droites; en unissant leurs traces horizontales, on aura la trace horizontale du plan cherché; en unissant leurs traces verticales, on aura sa trace verticale. Comme vérification, les traces obtenues
ir et V doivent venir se couper en un même point a de la ligne de terre.
La construction serait la même si les droites considérées étaient parallèles. . .
Si l’on donne utie droite et un point hors de cette droite,
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011 peut, en menant par le point donné une parallèle à la droite donnée, rentrer dans le cas précédent.
Si l’on veut construire les traces d’un plan déterminé par trois points non en ligne droite, on remarque que ces points déterminent trois droites se coupant deux à deux. On a, dans ce cas, deux moyens de vérification : ayant déterminé les traces du plan qui passe par deux des trois droites, il faut que ces traces viennent concourir en un même point de la ligne de terre, et qu’elles renferment les traces de la troisième droite.
16. Un plan peut occuper différentes positions par rapport aux plans de projection ;
1” Il peut être oblique aux deux plans de projection sans être parallèle à LT; dans ce cas, ses traces sont obliques à la ligne de terre qu’elles coupent en un même point; il peut arriver alors qu’elles soient dirigées suivant une seule et même droite, par exemple si 11' fait avec la droite de LT le même angle que V'* avec la gauche de LT.
2® Il peut être perpendiculaire à l’un des plans de projection; sa trace sur le plan auquel il n’est pas perpendiculaire, est alors perpendiculaire à la ligne de terre.
Soit le plan P perpendiculaire au plan vertical (Jig. 1 1). Le plan P et le plan horizontal étant tous deux perpendiculaires au plan vertical, il en sera de même de leur intersection II*' {Géoni., 184), qui sera dès lors perpendiculaire à LT.
De même [fig. 1 1), le plan Q étant perpendiculaire au plan horizontal, sa trace verticales^- sera perpendiculaire à la ligne de terre.
Lorsqu'un plan est perpendiculaire à l’un des plans de pro- ' jeclion, tout ce qui est dans ce plan se projette sur sa trace, par rapport à ce plan de projection.
3“ Il peut être perpendiculaire aux deux plans de projection; dans ce cas, il est perpendiculaire à LT, et ses deux traces 11 et' V** ii) se confondeiu suivant une seule et
même droite perpendiculaire à la ligne de terre.
4“ // peut être parallèle à l’un des plans de projection ; il n’a alors qu’ime seule trace, sur le plan auquel il n’est pas parallèle, et cette trace est nécessairement parallèle à LT. ..-V'* [Jig. 12) représente un plan parallèle au plan horizontal, 11*^ [Jig. 12) représente un plan parallèle au plan vertical.
5” Il peut être parallèle à la ligne de terre; dans ce cas, les deux traces du plan sont nécessairement parallèles à la ligne de terre. Il’’ et i3) représentent un plan parallèle à LT.
Lorsque la partie interceptée par les deux plans de projection sur le plan parallèle à la ligne de terre, est comprise daru le second ou le quatrième angle, les deux traces du plan proposé se confondent, lorsqu’il est en outre également incliné sur les deux plans de projection (i).
Lorsque le plan considéré passe par la ligne de terre, ses deux traces se confondant avec LT, il faut, si l’on veut le déterminer complètement, donner les projections d’un de ses points hors de LT.
XI. Parmi les droites d’un plan, il faut distinguer celles qui sont parallèles au plan horizontal, et celles qui sont parallèles au plan vertical.
On appelle horizontales d’un plan, les droites de ce plan parallèles au plan horizontal; comme elles sont nécessairement parallèles à la trace horizontale du plan, leur projection horizontale est parallèle à cette trace; leur projection verticale est d’ailleurs parallèle à la ligne de terre.
Les droites du plan, parallèles au plan vertical, ont de même leur projection verticale parallèle à la trace verticale du plan qui les contient, tandis que leur projection horizontale est parallèle à LT.
18. Connaissant la projection horizontale m d’un point situé dans un plan P, il est facile de trouver sa projection verticale par la considération d’une droite du plan, parallèle au plan horizontal ou au plan vertical.
Menons par le point m (Jig. i4) une parallèle gh à H*’, cette parallèle sera la projection horizontale de l’horizontale du plan qui passe par le point M. On obtiendra immédiatement sa trace verticale en g'' sur V**, et l’on aura sa projection verticale en menant g' h' parallèle à LT. En abaissant du point m une perpendiculaire sur LT, jusqu’à la rencontre de g' h', on aura ni'.
On peut aussi [fig. i4) mener par le point m une parallèle il à LT; cette parallèle sera la projection horizontale de la droite menée par le point M, dans le pian P, parallèlement au plan vertical. On obtiendra immédiatement la trace horizontale de cette droite en / sur II’’; projetant i en i', et menant i' l' parallèle à , on aura sa projection verticale qui achèvera de déterminer tn'.
On aurait pu aussi se servir, pour résoudre la question ' posée, d’une droite quelconque du plan. Menons, par exemple, par le point m [fig. lo) la droite cd qui coupe LT au point d et H** au point c. On pourra la regarder comme la projection horizontale d’une droite du jilan ayant le point c pour trace
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horiaonlaie. Celle droite élanl contenue dans le plan P, aura d' pour trace verticale et, par conséquent, c'd' pour projection verticale, m' sera donc déterminée.
19. En géométrie descriptive, la représentation d’une ligne, d’une surface, d’un corps, est regardée comme complète, lorsqu’on peut, à l’aide de cette représentation, trouver la projection verticale d’un point de la figure considérée, quand on donne la projection horizontale, et réciproquement.
Ce qui précède montre qu’un plan est bien représenté par ses deux traces. Il est facile de voir que les autres modes de représentation indiqués (15) conviennent aussi bien.
Soit un plan donné par les trois points [a, a'), {b, b'], (c, c'), non situés en ligne droite (fg. i4 ni représentant la projection horizontale d’un point M de ce plan, on demande ni'. Faisons passer par le point m une droite quelconque ef qui coupe ab au point e et ac au point/. Les droites AB et AC appartenant au plan proposé, on pourra regarder ef comme la projection horizontale d’une droite EF de ce plan, qui s’appuie sur les droites AB et AC et passe par le point M. Si l’on unit les projections verticales des points E et F, on aura donc en e’f un lieu du point m' qui, devant se trouver en outre sur la perpendiculaire abaissée du point m sur LT, sera complètement déterminé.
20. On doit encore considérer les lignes de plus grande pente d’un plan, par rapport à l’un ou à l’autre des plans de projection.
Soit un plan P coupant le plan horizontal U suivant la droite CD [fig. i5). Prenons un point A quelconque dans le plan P, projetons-le horizontalement en a, et abaissons en même temps dans le plan P la perpendiculaire AB sur l’horizontale CD. Si nous joignons aB, cette droite sera perpendiculaire sur CD (Géom., 164.), et elle sera en même temps la ' ^projection horizontale de AB [Géom., 182). Menons maintenant la droite quelconque AB' dans le plan P, et joignons aB' qui sera également sa projection horizontale.
Ceci posé, le triangle rectangle AaB donne
. „ \a tangABa=— ;
Cl D
le triangle rectangle AaB' donne à son tour
, Aa
tangp'a=^,-
L’oblique aB' étant plus grande que la perpendiculaire aB à
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CD, il en résulte
lang AB'a -< lang ABa.
Ces tangentes, qui correspondent aux angles formés par les droites AB et AB' avec le plan horizontal H (Géom., 186), sont ce qus’on appelle les pentes de AB et de AB' sur le plan H. AB est donc la ligne de plus grande pente du plan P par rapport au plan II.
Ainsi, d’une manière générale, les lignes de plus grande pente d’un plan par rapport à un autre plan sont les perpendiculaires abaissées dans le premier plan sur l’intersection des deux plans.
Les lignes de plus grande pente d’un plan par rapport au plan horizontal sont les droites de ce plan qui sont perpendiciiiàires à sa trace horizontale; ses ^lignes de plus grande * pfiiite par rapport au plan vertical sont celles qui sont perpéndiculaires à sa trace verticale.
'On voit , que l’angle d’un plan avec l’un des plans de projection est mesuré par l’angle que forme l’une de ses lignes de plus grande pente par rapport à ce plan, avec sa projection sur ce plan.
21. Proposons-nous de mener par le point {m, m') du plan P les deux lignes de plus grande pente qui y passent (fig. i6). D’après ce que nous venons de dire (20), la ligne de plus grande pente par rapport au plan horizontal aura sa projection horizontale perpendiculaire à II’’: celle projection nè sera donc immédiatement déterminée, et l’on en conclura a' è' qui, qpmme vérification, devra passer par m'. La ligne de plus grande pente par rapport au plan vertical aura sa projection verticale perpendiculaire à V**: celte projection c' d' sera donc inémédiatement déterminée, et l’on en conclura cd qui, comme vérification, devra passer par m.
22. Deux plans parallèles ont leurs traces de même nom parallèles, comme intersections de deux plans parallèles par un troisième [Géom., 171).
Proposons-nous de mener, par un point donné, un plan parallèle à un plan donné.
Soient le point‘(m, m’) et le plan P [fig. 17); soit Q le plan cherché. Menons par le point m une parallèle gh à II et, par le point m', une parallèle g' h' à LT. Nous obtiendrons ainsi les projections d’une horizontale du plan Q. La trace verticale g' de cette horizontale appartenant à V'^,elV'^ devant être parallèle à V’’ , V'* sera déterminée. Il ne restera plus qu’à mener, par le point (3 où V'* rencontre LT, 11** parallèle à 11 .
Si le plan P était donné par deux droites concourantes, il
sufiiraii de mener des parallèles à ces droites par le point donné, pour déterminer le plan Q {Géom., 170).
Si le plan P était parallèle à la ligne de terre, il en serait de même du plan Q. II faudrait alors mener une droite quelconque dans le plan P. En conduisant par le point donné une parallèle à cette droite, et en en déterminant les traces, on obtiendrait un point de chacune des traces du plan Q.
23. Lorsqu’une droite et un plan sont perpendiculaires, la trace du plan et la projection de la droite sur un même plan sont perpendiculaires.
En effet, la droite AB et le plan P étant supposés perpendiculaires [fig. i8), projetons la droite AB en ab sur le plan H qui coupe le plan P suivant la droite CD. Le plan MAab étant ' à la fois perpendiculaire aux plans H èt P, sera perpendicu- *;■ laire à leur intersection CD : la trace CD du plan P sur le plan ~ II sera donc perpendiculaire à la projection ab de la droite AB sur le même plan.
La réciproque de cette proposition est vraie, pourvu que la condition de perpendicularité soit remplie à la fois par les deux traces du plan P et les deux projections de la droite AB sur les plans de projection; car les deux plans qui projettent la droite AB sont alors perpendiculaires au plan P.
Pour mener par un point donné une perpendiculaire à un plan donné, il suffit donc d’abaisser des projections du point, desf perpendiculaires sur les traces du plan.
24. Pour mener, au contraire, />ar un point donné, un plan perpendiculaire à une droite donnée, on opérera comme il suit r
Soient (^g". 19) la droite (aè, a' i') et le point [m, m'). Les traces du plan devant être perpendiculaires aux projections de la droite, si l’on mène par le point m la perpendiculaire gh à ab, on pourra regarder gh comme la projection horizontale de V horizontale du plan cherché, qui passe par le point [m, m').
La projection verticale de cette horizontale sera parallèle à Lï et passera par m'. En déterminant sa trace verticale g', on aura un point de la trace verticale du plan demandé. Il suffira donc de tracer par g' la perpendiculaire V** à a! b', puis par le point où V' coupe LT la perpendiculaire à ab. Comme vérification, on peut construire la droite du plan P qui, passant par le point [m, m'), est parallèle au plan vertical. La trace horizontale i de cette droite {il, i'I') doit se trouver sur H*^.
DES MÉTHODES
Changement des plans de projection.
25. On conçoit que la position d’une figure, par rapport aux plans de projection, puisse influer beaucoup sur la simplicité de la résolution du problème proposé. Par exemple, si l’inconnue est la longueur d’une certaine droite et si cette droite se trouve parallèle au plan horizontal, elle s’y projettera immédiatement en véritable grandeur. 11 est donc important d’indiquer la marche à suivre pour changer de plans de projection, afin qu’on soit toujours maître de rendre la disposition des lignes principales de la figure considérée aussi favorable que possible. La discussion nécessaire pour choisir les nouveaux plans de projection, est tout à fait comparable à celle qui conduit en analyse au système d’axes à adopter.
Le plus souvent, et en nous plaçant au point de vue pratique, nous laisserons le plan horizontal invariable, et nous changerons seulement de plan vertical. Toutes les projections horizontales seront alors conservées; quant aux nouvelles projections verticales, elles seront faciles à déterminer, puisque les hauteurs des différents points au-dessus du plan horizontal, ou les distances de leurs projections verticales à la ligne de terre, ne devront pas être modifiées. D’ailleurs, ce que nous allons dire, s’appliquera indifféremment au changement des deux plans de projection.
26. Changement des plans de projection par rapport à un point [Jig. 20).
La ligne de terre étant LT, on suppose que celui qui lit l’épure a la lettre L à sa gauche et la lettre T à sa droite.
Soit le point (m, m') rapporté aux plans de projection indiqués par la ligne de terre LT. Conservons le plan horizontal , et prenons un nouveau plan vertical indiqué par la nouvelle ligne de terre L,T,. La projection horizontale m ne changera pas, et la hauteur du point M au-dessus du plan horizontal sera toujours égale à la distance m'p de sa projection sur le premier plan vertical à la ligne de terre correspondante. Nous abaisserons donc du point m la perpendiculaire m p, sur L, T,, et nous la prolongerons d une longueur p, m \ = m'p. Le point m\ sera la nouvelle projection verticale du point M.
La figure montre comment on peut lier graphiquement les
constructions qui permettent de passer de la projection m' à la projection m\ .
On changera aussi facilement de plan horizontal par rapport à un point.
Il faut remarquer, au sujet de ce qui précède, que la position du point M, par rapport au nouveau plan de projection, peut n’ètre plus la même. Ainsi, dans le cas considéré {Jig. 20), le point M reste toujours situé au-dessus du plan horizontal et en avant du plan vertical ; mais le nouveau plan vertical pourrait être choisi de manière que le point M se trouvât derrière lui. On en serait averti par la place qu’occuperait alors la projection horizontale m relativement à la nouvelle ligne de terre L|T,; au lieu d’être au-dessous de LiT,, cette projection se trouverait au-dessus, et l’on en conclurait que le point M, toujours supérieur au plan horizontal conservé, est nécessairement situé dans le second des nouveaux angles formés par les plans de projection adoptés.
27. Changement des plans de projection par rapport à une droite {Jig. 21).
Soit la droite {ah, a'b') rapportée aux plans de projection indiqués par la ligne de terre LT. Conservons le plan horizontal, et prenons un autre plan vertical indiqué par la nouvelle ligne de terre L,T,. En changeant de plan de projection, par rapport à deux points de la droite proposée, nous changerons de plan de projection par rapport à cette droite.
Considérons , par exemple , les deux points {m m'), {n, «'). Nous abaisserons des points net m les perpendiculaires n v„ m a,, sur L, T, .Nous prolongerons nv, d’une longueur v,n', =vn', parce que le point N reste situé dans le premier angle; nous prendrons sur p,m, à partir de fx,, une longueur p,m\ = /xw', parce que le point M, qui était situé dans le /n-e/n/e/’ angle, se trouve maintenant situé dans le second par suite de la position du nouveau plan vertical. La nouvelle projection verticale de la droite AB sera donc représentée par la droite m\ n\.
La trace horizontale a de la droite donnée ne changeant pas, le point où m\ n\ coupe L,T, doit se confondre avec le pied de la perpendiculaire ad, abaissée du point a sur L,T,.
Si l’on cherchait seulement la nouvelle trace verticale de la droite, on remarquerait que le point p où la projection horizontale ab coupe L.T, est la projection horizontale de la nouvelle trace verticale p',, qu’on obtiendra alors immédiatement en prenant sur la perpendiculaire élevée au point p a L,T, une longueur pp\ = np'.
On changera aussi facilement de plan horizontal par rapport à une droite.
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28. Changement des plans de projection par rapport à un plan (Jig. 33 et 33).
Soit le plan P rapporté aux plans de projection indiqués par la ligne de terre LT. Conservons le plan horizontal , et prenons un autre plan vertical indiqué par la nouvelle ligne de terre L.T,. En changeant de plan de projection par rapport à deux droites du plan proposé, nous changerons de plan de projection par rapport à ce plan.
Considérons, par exemple, la droite [ab,a'b') et l’horizontale (gh, g'h'). Tous les points de cette horizontale conservent la même distance au plan horizontaL Par suite, au point m où gh rencontre L.T,, élevons à L,Ti la perpendiculaire mm', = fj.m' — gg'. Le point m\ sera la nouvelle trace verticale de l’horizontale considérée, èt appartiendra à la nouvelle trace verticale du plan P. Déterminons de même la nouvelle trace verticale de la droite (ab, a'b'), en'élevant au point n où ab rencontre L,T,, la perpendiculaire ««', = v»'‘(27); le point n\ appartiendra aussi à la nouvelle trace verticale du plan P. On obtiendra donc cette nouvelle trace en traçant la droite m\n\, et, comme vérification, elle devra venir passer par le point |3 où la trace horizontale H** qui ne change pas vient couper L,T|.
L’emploi d’une seule horizontale suffit, lorsqu’on ne tient pas à une vérification et que II** rencontre L,T, dans les limites de l’épure. Si l’on choisit l’horizontale dont la projection horizontale passe par le point d’intersection i des deux lignes de terre LT et Li’T, (Jig. s3), on n’a pas besoin de tracer cette projection horizontale. On élève au point i une perpendiculaire à chacune des deux lignes de terre; la première fait connaître la trace Verticale i' de l’horizontale sur le premier plan vertical, et en prenant sur la seconde ii\ = ii' , on obtient la, trace verticale de l’horizontale considérée sur le nouveau plan vertical. En joignant le point i\ au point (3, où H'‘ coupe L,T,, on a V%
On changera aussi facilement de plan horizontal par rapport à un plan.
29. On peut rendre immédiatement une droite AB parallèle au plan vertical, ou mieux le plan vertical parallèle à une droite AB, en prenant L,T, parallèle à ab (10).
Comme les deux plans de projection doivent toujours demeurer perpendiculaires entre eux, on ne peut rendre une droite perpendiculaire au plan horizontal que par deux changements de plans successifs. Car pour que le nouveau plan horizontal perpendiculaire à la droite reste perpendiculaire au plan vertical , il faut que ce plan vertical ait été préalablement rendu parallèle à la droite donnée.
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De même, on peut rendre immédiatement un plan P perpendiculaire au plan vertical, en prenant L,T, perpendiculaire à IF (16); mais il faut deux changements de plans successifs pour rendre un plan parallèle à l’un des plans de projection. Car tout plan parallèle au plan vertical, par exemple, est nécessairement perpendiculaire au plan horizontal.
Mouvements de rotation.
30. Au lieu de changer les plans de projection, en laissant fixe la figure considérée, on peut conserver les mêmes plans de projection en transportant dans l’espace ht figure proposée, de manière à l’amener dans une position plus favorable.
On la fait alors tourner autour d’un axe qu’on choisit ordinairement perpendiculaire à l’un des deux plans de projection.
Dans ce mouvement de rotation, chaque point du système ' restant toujours à la même distance de l’axe, décrit une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe et dont le centre se trouve sur l’axe. Cette circonférence se projette donc en véritable grandeur sur le plan auquel l’axe est perpendiculaire , et suivant une parallèle à la ligne de terre sur l’autre plan de projection.
31. Faire tourner un point d’un angle donné autour d’un axe perpendiculaire au plan horizontal {fig.
Soient le point {iji, m') et l’axe [ab, a' b') perpendiculaire au plan horizontal. Le rayon de la circonférence décrite par le point M dans son mouvement autour de l’axe aura pour projection horizontale initiale la droite am qui joint le pied de l’axe au point m. Si le point M doit tourner d’un angle égal à l’angle niam,, la droite am, sera la projection horizontale finale de ce rayon, de sorte que le point m, représentera la nouvelle projection horizontale du point M. D’ailleurs, si l’on mène par m' une parallèle à la ligne de terre, cette parallèle représentera la trace verticale et unique du plan de la circonférence décrite par M. On n’aura donc qu’à abaisser du point w, sur LT une perpendiculaire jusqu’à la rencontre de la parallèle indiquée, pour obtenir en m', la nouvelle projection verticale du point M.
C’est la question à résoudre qui détermine la valeur de l’angle, mam,f^
On opérera, d’une manière analogue pour faire tourner un point d’un angle donné autour d’un axe perpendiculaire au plan vcrticaU
32. Faire tourner une droite d’un angle donné autour d'un ’ axe perpendiculaire an plan horizontal i fig- 2^>)-
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Si la droite donnée est dans un même plan avec l’axe, le problème se ramène immédiatement au précédent. En effet, si cette droite coupe l’axe, le point où elle le rencontre ne change pas pendant le mouvement de rotation, de sorte qu’il suffit de faire tourner de l’angle voulu un seul point de la droite, sa trace horizontale par exemple. De même, si la droite proposée est parallèle à l’axe ou perpendiculaire au plan horizontal, comme la rotation ne modifie pas ce parallélisme, il suffit aussi de chercher la nouvelle position occupée par le point où la droite perce le plan horizontal.
Considérons donc seulement le cas où la droite et l’axe donnés ne sont pas situés dans un même plan. Le plan qui projette horizontalement la droite CD étant parallèle à l’axe AB, la perpendiculaire an abaissée du pied de l’axe sur cd sera précisément la projection horizontale de la plus courte distance de l’axe et de la droite (Géom., 185). Cette plus courte distance, pendant le mouvement de rotation, reste d’ailleurs constamment égale à elle-même et à la plus courte distance du pied de l’axe à la projection horizontale cd. Par suite, si l’on décrit une circonférence du point a comme centre avec an pour rayon, et si l'angle donné est égal à nani, on obtiendra la nouvelle projection horizontale de CD, en menant à cette circonférence une tangente c, </, au point n, ; puis, en traçant la^pdrallèle n'n^ à la ligne de terre, on aura en n, un point de la nouvelle projection verticale de CD. Pour en trouver un second point, on remarquera que la distance de la trace horizontale de CD à l’axe ne doit pas varier. Du point a comme centre, avec ac pour rayon, on décrira donc une nouvelle circonférence qui viendra couper Ci</, au point c,, nouvelle trace horizontale de CD. On projettera c, en c\, et en unissant les points </, et n, , on aura la nouvelle projection verticale c\ d\. On peut remarquer qu’on a nécessairement nc = n,c, . On peut remarquer aussi que, pour faire tourner une droite d’un angle donné autour d’un axe, il faut faire tourner deux de ses points du même angle autour de cet axe. C’est la question à résoudre qui détermine la valeur de l’angle non,.
On suivra une marche analogue pour faire tourner une droite d’un angle donné autour d’un axe perpendiculaire au plan vertical.
33. Faire tourner un plan d'un arifrle donné autour d’un axe perpendiculaire au plan horizontal (fig. 26).
Pour faire tourner un plan d’un angle donné autour d’un axe, il suffit évidemment de faire tourner deux de ses droites • du même angle autour de cet axe.
Nous choisirons de préférence la trace horizontale du plan
el celle de ses horizontales qui passent par le point où il est percé par l’axe. Pendant le mouvement de rotation, H** restera à la même distance de l’axe; c’est-à-dire que si l’on abaisse du pied de l’axe la perpendiculaire an sur H , H restera toujours tangente à la circonférence décrite du point a comme centre, avec an pour rayon. Donc, si nare, représente l’angle donné, il suffira de mener par le point n, la tangente à cette circonférence, pour avoir la trace horizontale du plan P dans sa nouvelle position. D’ailleurs, l’horizontale {gh, g' h!) aura pour nouvelle projection horizontale ya parallèle à H^, et sa nouvelle trace verticale* sera y'. En unissant le point y' au point où rencontre la ligne de terre, on aura en la nouvelle trace verticale du plan P.
C’est la question à résoudre qui détermine la valeur de l’angle na/i,.
On suivra une marche analogue pour faire tourner un plan d’un angle donné autour d’un axe perpendiculaire au plan vertical.
34. On peut rendre immédiatement une droite AB parallèle au plan vertical, en la faisant tourner autour d’un axe perpendiculaire au plan horizontal, de l’angle nécessaire pour que sa projection horizontale devienne parallèle à LT.
On ne peut rendre une droite perpendiculaire au plan horizontal que par deux rotations successives. Car, pour que la droite devienne perpendiculaire au plan horizontal en tournant autour d’un axe perpendiculaire au plan vertical, il faut, son angle avec le plan vertical n’étant pas modifié par cette rotation, qu’elle ait été préalablement rendue parallèle au plan vertical par une première rotation.
De même, on peut rendre immédiatement un plan P perpendiculaire au plan vertical, en le faisant tourner autour de l’axe perpendiculaire au plan horizontal, de l'angle nécessaire pour que sa trace horizontale devienne perpendiculaire à LT. Mais il faut deux rotations successives pour rendre un plan parallèle à l’un des plans de projection; car tout plan parallèle au plan horizontal, par exemple, est nécessairement perpendiculaire au plan vertical.
35. En relisant attentivement ce qui précède, il est facile de voir que les deux méthodes des changements de plans et des mouvements de rotation sont au fond complètement identiques. Seulement, dans les applications, au point de vue des constructions graphiques, la question proposée peut se résoudre plus ou moins simplement suivant le choix qu’on fait entre les deux méthodes.
III
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Nous ajouterons que leur emploi n’est commode, en général, que lorsqu’on peut se borner à un seul changement de plan ou à un seul mouvement de rotation. En général aussi, il faut faire suivre un changement de plan d’un mouvement de rotation plutôt que d’un second changement de plan.
Rabattements.
36. Il peut arriver que toutes les lignes qui se rapportent au problème considéré soient situées dans un même plan. On comprend alors que si l’on prenait ce plan pour l’un des plans de projection, toutes les constructions devant s’effectuer, non plus dans l’espace, mais sur un seul et même plan, toute difficulté disparaîtrait en ce sens qu’on serait ramené aux procédés de la géométrie élémentaire.
Au lieu d’opérer un changement de plan, on peut rabattre le plan qui renferme les lignes du problème, avec tout ce qu’il contient, sur l’un des plans de projection, en le faisant tourner autour de sa trace dans ce plan, prise comme axe de rotation. Une fois ce rabattement opéré, on résoudra directement la question proposée, et il ne restera plus qu’à relever le plan' qu’on a rabattu, pour placer les inconnues déterminées dans leur véritable position par rapport aux plans de projection.
Lorsque le plan qu’on doit rabattre est perpendiculaire à l’un des plans de projection, le rabattement à faire n’est autre qu’un mouvement de rotation autour d’un axe perpendiculaire à l’un des plans de projection (33).
Lorsque le plan considéré est oblique par rapport aux deux plans de projection, on peut commencer par le rendre perpendiculaire à l’un d’eux en effectuant un changement de plan ou un mouvement de rotation ; mais il est préférable de suivre la marche que nous allons indiquer.
37. Soient le plan P et le point [m, m') situé dans ce plan (fig. 27). On veut rabattre le plan P sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour de sa trace horizontale, et marquer dans le plan rabattu la position du point M.
Menons par le point M une horizontale [gh, g' h'). Abaissons gy perpendiculaire sur H*’. D’après le théorème des trois perpendiculaires, la droite g' y de l’espace est perpendiculaire sur h’’, et elle ne cessera pas de l’être pendant le mouvement de rotation. Sa longueur est d’ailleurs égale au côté de l’angle droit d’un triangle rectangle ayant «y pour autre côté de l’angle droit et g' a. pour hypoténuse. Ainsi, pour avoir le rabattement g, du point g' de la trace verticale V** , il suffit de décrire,
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jusqu’à la rencontre de gy prolongée, un arc de cercle ayant a pour centre et otg' pour rayon. En joignant ensuite le point g, au point a, on aura en II «V, le rabattement de la partie du plan P comprise entre ses deux traces.
L’horizontale dont la trace verticale est g', demeure parallèle à II** pendant la rotation. On obtiendra donc son rabattement en menant par g-» une parallèle à II’’. Le point M appartenant à cette horizontale, son rabattement m, appartiendra à la parallèle indiquée; de plus, si l’on mène la perpendiculaire mu à h’’, la droite Mu de l’espace sera perpendiculaire à II’’, • de sorte que le rabattement du point M se trouvera aussi sur la perpendiculaire /nu prolongée. Il sera donc en m, 'a la ren-' contre des deux lieux.
Il est facile de déduire de ce qui précède une règle pratique. • Il faudrait modiüer un peu la construction, si l’on ne connaissait pas V’’. Nous en donnerons plus loin un exemple (S8).
Supposons maintenant, au contraire, qu’on connaisse le
rabattement m, du point M, et qu’on demande de déterminer ses deux projections m et m' [Jig. 27). *
Par le point m,„on mènera m,g, parallèle à H*’. Par un art de cercle décrit du point a cotnme centre avec ag, pour rayon, on ramènera g, en g' sur V**. g’ h' et gh représenteront alors les projections de l’horizontale du plan P qui passe par le point M. Il suffira donc d’abaisser là perpendiculaire sur^ gh, puis la perpendiculaire mm' sur g' A',' pour avoir en m et en m' les projections du point M. . - •
39. Pour montrer immédiatement, par un exemple, à quei genre de 'problèmes il convient d’appliqqer la méthode des rabattements, nous résoudrons la question suivante.
On donne la projection horizontale mn du côté d’un triangle équilatéral situé dans un plan P déterminé par ses traces, et l’on demande les deux projections du triangle
Nous construirons d’abord la projection verticale du côté MN. Pour cela, nous mènerons les horizontales du plan P qui passent par les points M et N ; m' et n' appartiendront aui * projections verticales de, ces horizontales et aux perpendicu- * • iaires abaissées des points m n sur LT. Ayant ainsi trouvé m'n', nous raba'ttrons le plan P sur le plan horizontal (37). Dans ce rabattement, le côté MN viendra occuper la position mon,. Si l’on trace alors sur m.n, comme base le trianglè équilatéral m,n,p,, ce triangle représentera le rabattement du triangle MMP de l’espace; et pour résoudre la question pro-
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posée, il suffira de déduire du rabattement p, du sommet P ses projections p et p' (38). On aura donc en mnp et en m' n' p' les deux projections du triangle équilatéral construit, dans le plan P, sur le côté MN.
L’intersection de deux plans est une droite. On trouve
immédiatement les projections de cette intersection, lorsque, les deux plans étant donnés par leurs traces, ces traces se coupent dans les limites de l’épure. *
Soient [Jig. 29) lès deux plans P et Q. Les traces ü'* et se rencontrant en a, ce point appartient à l’intersection cherchée, et comme il est dans le plan horizontal, il représente la trace • horizontale de cette intersection. De même, le point b' où sc coupent les traces V** et V®, est la trace verticale de l’intersection. Les droites ab, a'b', sont donc les projections de l’inlersection des deux plans donnés (8).
41. Le plus souvent, par suite de la disposition des traces ^des plans donnés, on ne peut employer ce procédé. 11 faut
alors recourir à une méthode complètement générale.
Pouf trouver l’intersection de deux surfaces "quelconques, on les coupe par des surfaces auxiliaires convenablement ■choisies. Chaque surface auxiliaire détermine sur les surfaçes considérées deux lignes : ces lignes se rencontrent, sur la surface auxiliaire employée, en un ou plusieurs points qui appartiennent évidemmenvà l’intersection cherchée. On peut ainsi la construire par points aussi rapprochés qu’on veut. En général, les surfaces auxiliaires sont des plans.
42. .Nous n’examinerons pas tous les cas particuliers qui peuvent se présenter lorsqu’on cherche l’intersection de deux plans. Nous choisirons les plus importants , de manière à in- I» * diquer surtout lesdifférents procédés dont on peut faire usage.
Trouver V intersection de deux plans dont les traces horizontales sont parallèles et dont les traces verticales se coupent dans les limites de l’épure {Jig. 3o).
Les deux plans pouvant^être regardés comme conduits par les parallèles H** et H**,. se coupent suivant une parallèle à ces droites (Géom., 168), c’est-à-dire suivant une horizontale.
Cette horizontale est déterminée, puisque sa trace verticale est nécessairement en g' , point de rencontre des traces verti- - cales V’’ et V®.
43. Trouver l'intersection de deux plans parallèles à la ligne de terre (Jig. 3 1 et 3 1 bis).
L’intersection.^^ deux plans est alors parallèle à la ligne de terre et il suffit d’en trouver un point. Nous
^indiquerons les procédés suivants.
Soient 3i) les deux plans P et Q parallèles à LT. Coupons ces deux plans par un plan auxiliaire quelconque R. Il faut que les traces de ce plan rencontrent les traces des plans donnés dans les limites de l’épure ; il faut de plus que les intersections du plan R avec les plans P et Q se coupent aussi dans les limites du dessin. .
Le plan R coupe le plan P suivant la droite (ab, a'b') et le Q suivant la droite (cd, c'</')(40). Les deux droites ÀB et CD se coupent en un point {m, m') qui appartient à la fois aux trois plans P, Q, R, c’est-à-dire à l’intersection des plans P et Q. En menant par les points m et m' les parallèles gh et g' h' à LT, on aura donc les projections, de l’intersection chere)^.
Siç^^deux plan? P et Q étaient parallèles, ôn en serait avertf par le parallélisme des droites AB et CD. Ce parallélisme n’est d’ailleurs possible que si étant plus éloignée de LT que V^, H** est aussi plus éloignée de LT que H®, et il est alors .facile à reconnaître à priori.
On peut aussi résoudre la question à l’aide d’un changement de plan.
Soient [fig. 3 i bis) les deux plans P et Q parallèles à LT. Prer lions un nouveau plan vertical de projection, déterminé par la ligne de terre L,T„ perpendiculaire à LT. Le nouveau plan ver- »^tical étant lui-même perpendiculaire à LT, est aussi, perpendiculaire aux plans.P et Q. L’intersection de ces deux plans dej^vlent ainsi une perpendiculaire au plan vertical , et elle sera déterminée si l’on trouve le point où elle perce le plan de projection.
En considérant l’horizontale du plan P dont la projection horizontale passe par le point de rencontre de LT et de L,Ti (28), on aura immédiatement en t',, par l’arc de cercle décrit du point I comme centre avec W pour rayon, un point de la nouvelle trace verticale du plan P. En joignant i\ avec le point où H* coupe L,T, , on aura. donc V^. On déterminera V® de la même manière. Le point de rencontre des deux nouvelles traces verticales étant g'^, c’est en ce point que l’intersection
perce le nouveau
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cherchée perce le nouveau plan vertical, et sa projection hifc ^ rizontale sera la perpendiculaire gh menée par g\ à L,T„ Si l’on revient aux premiers plans de projection, gh ne change, pas, la projection verticale du point G devient g', puisque sa distance au plan horizontal conservé ne doit pas varier. En menant par g' la parallèle g' h' à LT, on obtient donc la projection verticale de l’intersection GH des deux plans P et Q. *
Remarquons que celte dernière solutiort^vient à couper les deux plans donnés par un plan de c’est-à-dire per-
pendiculaire à LT, et à rabattre ce plan de profil sur le plan^ horizontal en le faisant tourner autour de sa trace horizontale.
On rabat en même temps les intersections du plan de profil avec les plans P et Q. Le point g\ où se coupent ces intersections, appartient à l’intersection des plans P et Q, et il ne reste plus qu’à relever ce point.
44. Trouver l’intersection de deux plans dont les quatre traces se croisent en un même point de la ligne de terre
{fis- 3*)-
Soient les deux plans P et Q dont les quatre traces se coupent en un même point a de LT. Leur intersection passera par le point a, ainsi que ses deux projections. 11 suffit donc d’en déterminer un second point ou de connaître sa direction.
Si l’on menait un plan auxiliaire parallèle au plan P, il cou- , perait le plan Q suivant une droite parallèle à l'intersection des plans P et Q [Géom., 171) ; on n’aurait donc plus qu’à conduire par le point et des parallèles aux projections de cette droite.
Si l’on préfère déterminer un second point de l’intersection cherchée, on peut employer un plan de profil (43), c’est-à-dire opérer un changement de plan vertical, en prenant le nouveau plan de projection perpendiculaire à LT. Les nouvelles traces verticales V I’ et VO se coupant en m\ {Jig. 3a), ce point appartient à l’intersection des plans P et Q ; il se projette horizontalement en m, et sa projection verticale par rapport aux premiers plans de projection est m'. am' et xni seront donc les , projections de l’intersection demandée.
On pourrait aussi (43) couper les deux plans P et Q par un plan auxiliaire quelconque. Les intersections de ce plan auxiliaire avec les plans P et Q se croiseraient en un point qui appartiendrait à l’intersection des plans P et Q.
Trouver l’intersection de deux platu dont les traces
sont respectivement en ligne droite {Jig. 33). ’
Soient le plan P, dont les deux traces sont en ligne droite, et le plan Q, pour lequel la même condition est remplie.
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V** et V® se coupent au point b', trace verticale de t^terseclion des deux plans, et b' se projette horizonlatement en é. H** et H® se coupent en a, trace horizontale de l’intersection des deux plans, et a se projette verticalement en a'. Le point b' se confondant avec le point a, le point b se confond avec le point a', et les projections de l’intersection des plans P et Q sont sur une môme droite perpendiculaire à LT. D’après la position des traces de cette intersection, on voit que la partie interceptée sur elle par les deux plans de projection est comprise dans le second angle. Elle est d’ailleurs inclinée à 45" sur ces deux plans, dans le plan perpendiculaire à LT qui la contient , puisque sa trace horizontale et sa trace verticale sont à égale distance de LT. En menant un plan de profil par le 4»oint a, ou^en prenant un nouveau plan vertical de projection, caractérisé par la ligne de terre L/l', perpendiculaire à LT, on obtiendra en ab\ la partie de l’intersection des plans P et Q qui est comprise dans le second angle.
Si l’on avait à considérer [fig. 33) les plans P et R dont les traces, deux à deux en ligne droite , se coupent en un même point fx de la ligne de terre, on mènerait le plan Q parallèle au plan P. On en conclurait immédiatement, d’après ce qu’on vient de voir, que les projections de l’intersection des plans P et R sont situées sur une même perpendiculaire à la ligne de terre passant par le point /x. De plus cette intersection, qui coupe LT au point p, est également inclinée sur les deux plans de projection , c’est-à-dire qu’elle est contenue dans le plan bissecteur du premier et du troisième angle. Par consé-r quent, si les points m et m' sont les projections d'un même point M de cette intersection, on devra avoir mp = pm' (4).
46. Trouver l’intersection de deux plans dont les traces ne se rencontrent pas dans les limites de l’épure, tout en ne présentant aucune autre disposition particulière {fig. 34 et 35).
Nous indiquerons les deux procédés suivants :
Soient 34) les deux plans P et Q dont les traces ne se rencontrent pas dans les limites du dessin. Changeons de plan horizontal, en le transportant parallèlement à lui-même en L,T|, c’est-à-dire aussi haut que possible eu égard aux dimensions de l’épure. Les traces verticales ne changeant pas, et les intersections de deux plans parallèles par un troisième étant parallèles, les nouvelles traces horizontales seront H, parallèle à et 11® parallèle à H®. Dans le cas considéré, ces nouvelles traces se coupent en un point m, qui appartient à l’intersection des plans P et Q. Ce point se projette verticalement en m' sur L|Ti. Si l’on revient au premier plan horizontal de
projecUon, le point m, devant toujours rester à la même distance du plan vertical, on obtiendra sa nouvelle projection horizontale en prenant sur la per|)endiculaire abaissée de m' sur LT, = .
Pour trouver un second point de l’intersection cherchée, nous changerons de plan vertical, et nous le transporterons parallèlement à lui-nième en L,T,, c’est-à-dire aussi en avant que possible eu égard aux dimensions de l’épure. Les traces horizontales ne changeant pas, les nouvelles traces verticales seront parallèle à V’’ et parallèle à V'^. Dans le cas considéré, ces nouvelles traces se coupent en un point n', qui appartient à l’intersection des plans P et Q. Ce point se projette horizontalement en «sur L,T,. Si l’on revient au premier plan vertical de projection, le jioint devant toujours rester à la même distance du plan horizontal, on obtiendra sa nouvelle projection verticale en prenant sur la perpendiculaire abaissée de n sur LT, vn'=nn,.
Les deux points (/«, m'), («, «'), appartenant à l’intersection des plans P et Q, celte intersection aura pour projections nm et «'/«'.
11 faut remarquer avec soin ce transport parallèle de la ligne de terre, qui double réellement dans un sens et dans l’autre les dimensions de l’épure.
Pour résoudre la question proposée, on peut aussi avoir recours à la méthode des figures semblables déjà indiquée en géométrie (Compl. de Géom., 6 et G8).
Soient { Jig. 35) les deux plans P et Q dont les traces sont supposées ne pas se rencontrer dans les limites de l’épure. Considérons un plan auxiliaire R parallèle au plan Q. Il coupera le plan P suivant une droite parallèle à l’intersection des plans P et Q. Remarquons de plus (|ue, le point a étant considéré comme centre de similitude (Compl. de Géom,, 65), la ligure formée par les traces des plans P et R cl par les projections de leur intersection CI) est complètement semblable à la figure formée par les traces des plans P et Q et pv les projections de leur intersection AD. Le rapport de similitude des deux figures sera ici celui de «c' à <xb' ou de ccy à Il suffira donc, si l’on a pris par exemple «y = de construire
l’intersection (cd, c'd') des plans P et R, puis de prendre aa'=^a.d' et ab = ^ac, pour avoir en a' et en b les points de rencontre des projections de l’intersection cherchée avec LT. Il ne restera donc plus qu’à mener par le point a' une parallèle a'b' à c'd' et par le point h une parallèle ba à cd.
On peut souvent employer avec profil, en géométrie descriptive, la méthode des figures semblables.
W. Trouver V inler&ecüon de deux plans dont l’un est donné par ses traces et l'autre par la ligne de terre et un point
(fis- 36)-
Soient le plan P donné par ses traces et le plan Q déterminé par la ligne de terre LT et le point [m, m'). Comme LT coupe le plan P au point a, le point a appartient à l’intersection cherchée et <à ses deux projections. Pour en trouver un second point, le plus simple est d’opérer comme il suit.
Menons par le point M un plan R parallèle au plan horizontal. La trace verticale V de ce plan passera parm'. Il coupera le plan P suivant une horizontale {g/i, g'h'), et le plan Q suivant la droite (mn, m'n' ) parallèle à la ligne de terre. L’horizontale Gll et la droite MN se coupent en un point {i, i') qui, appartenant aux trois plans P, Q, R, est situé sur l’intersection des plans P et (J. Enjoignant le point a aux points i eti', on aura donc les deux projections de l’intersection cherchée.
Intersection des droites et des plans.
48. Pour trouver l’intersection d’une droite et d’une surface, on fait passer par la droite une surface auxiliaire. On détermine l’intersection des deux surfaces; et les points où cette intersection coupe la droite donnée, sont les points où cette droite rencontre la surface proposée. On choisit ordinairement un plan comme surface auxiliaire.
49. Trouver l’intersection d’une droite et d’un plan quelconque [Jig. 37).
Soient le plan P et la droite [ab, a' b'). On peut faire passer par la droite un plan quelconque R : II'' devra passer par a et V“ par b' et par le point de rencontre de H* avec LT. Les plans P et R se couperont suivant la droite {cd, c'd'). Les deux droites AB et CD étant situées dans un même plan R, se rencontreront en un point M, et ce point sera celui où la droite AB perce le plan P. Si l’on a bien opéré, le point m commun aux projections horizontales ab et cd, et le point m' commun aux projections verticales a'b' et c'd', doivent se trouver sur une même perpendiculaire à L’T.
Au lieu d’employer un plan quelconque tel que R, il est souvent préférable de prendre pour plan auxiliaire l’un des plans projetant la droite proposée. Considérons, par exemple [fig. 37), le plan Q qui projette horizontalement la droite AB. Ce plan coupera le plan P suivant une droite dont la projection horizontale se confondra avec 11® et avec ab, et dont la projection verticale coupera a'b' en un point m', qui représen-
lera la projection verticale du point M oommun à la droite AB
et au plan P.> Connaissant m', on en déduira immédiatement m.
50. Trouver l’intersection d’un plan quelconque et d’une droite perpendiculaire à l’un des plans de projection [Jig. 38).
Soient le plan P et la droite [ab, a'b') perpendiculaire au plan horizontal. Tout plan passant par la droite {ab, a'b') sera perpendiculaire au plan horizontal; soit Q l’un de ces plans. On construira l’intersection {cd, c'd') des plans P et Q. c'd' coupant a'b' au point b', la droite AB percera le plan P au point {b, b').
51. Trouver l’intersection d’un plan quelconque et d’une droite parallèle à la ligne de terre [fig. 38).
Soient le plan P et la droite {mn, m'n') parallèle à LT. Menons par cette droite un plan R parallèle au plan vertical : h“ se confondra avec mn. L’intersection du plan R et du plan P sera une droite [ef, e'f) parallèle au plan vertical : ef se confondra avec ou mn, e'f sera parallèle à V’’. e'f coupant m'n' au point/', ce point représentera la projection verticale du point où la droite MN rencontre le plan P : le point cherché est donc {/, /').
52. Trouver l’intersection d’un plan quelconque et d’une droite située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre
{fig- 3g)-
Soient le plan P et la droite [ab, a'b') située dans un plan perpendiculaire à LT. Nous savons que, dans ce cas, pour achever de définir la droite, il faut donner les projections (a, a'), (b, b'), de deux de ses points.
Nous prendrons pour plan de profil ou nous considérerons comme nouveau plan vertical de projection, celui même qui contient la droite. Le nouveau plan vertical sera donc déterminé par la ligne de terre L,T, . Un arc de cercle i'i'^ décrit du point I comme centre jusqu’à la rencontre de LT, fera immédiatement connaître la nouvelle trace verticale du plan P. Les nouvelles projections verticales des points qui déterminent la droite donnée, étant a, et 6', , cette droite contenue dans le nouveau plan vertical n’est autre que d,b',. et«',ù',
se coupant en w', , ce point est le point d’intersection cherché. Sa projection horizontale se trouvera donc en m sur L,T,, et sa projection par rapport au premier plan vertical s’obtiendra en prenant, sur L,T, , la longueur im' — mm', .
On suivrait une marche analogue pour trouver les traces d’une droite contenue dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre. Si l’on se reporte à la ftg. 3g, on voit que la droite
a\b\ a pour trace horizontale son point de rencontre A avec • ^
L,T, , et pour trace verticale son point de rencontre avec LT. En effet, le point A appartient au plan horizontal, et le point , v\ appartient au premier plan vertical de projection, puisque sa projection horizontale est en i, point commun aux deux lignes de terre perpendiculaires LT et L,T,.
S3. Comme application de ce qui précède, nous traiterons la question suivante :
Étant donnés un point et deux droites non situées dans un même plan, mener par le point une droite qui s’appuie sur les deux droites données [Jig. 4°).
Soient le point (w,/»') et les droites [ab, a'b'), {cd, c'd').
Par la droite (ab, a'b') et le point (m, m'), nous supposerons un plan, et nous chercherons son intersection avec le plan Q qui projette horizontalement la seconde droite [cd, c'd'). Le , plus simple, pour construire cette intersection, est de choisir deux points (e, e'), (g", g'), sur la droite (ab, a'b'), de les unir au point (m, m'), et de marquer les points de rencontre des droites correspondantes (em, dm'), (gm, g' ni'), avec le plan Q.
Ces points de rencontre étant sur l’épure (/,/') et (l, l'), l’intersection du plan MAB avec le plan Q sera la droite (fl,f’l'), qui coupe au point (x, x') la droite (cd, c'd')^ En joignant ce point (x, x') avec le point (m, m'), on obtiendra «ne droite qui, s’appuyant sur la droite (cd, c'd') et se trouvant renfermée dans le plan MAB, viendra couper la droite (ab, a'b') au point (j, y'), de manière à satisfaire à toutes les conditions de l’énoncé. *
'*On voit que la solution indiquée consiste à chercher le point d’intersection X du plan MAB et de la droite CD, et à joindre ce point X au point M.
MESURE DES DISTANCES
54. Trouver la longueur de la droite qui unit dans l’espace deux points donnés par leurs projections (Jig. 40- Soient les deux points (a, a'), (b, b'); il s’agit de déterminer leur plus courte distance AB. Pour cela, nous remarquerons que si la droite finie AB était parallèle à l’un des plans de projection, elle se projetterait sur ce plan en véritable grandeur. Nous sommes ainsi conduit à prendre, par exemple, un nouveau plan vertical de projection parallèle à la droite
considérée, c’esl-à-dire défini par une ligne de lerre parallèle à la projection horizontale de cette droite (29). Le plus simple est alors de choisir pour nouvelle ligne de terre L.T, la projection horizontale ab elle-même convenablement prolongée. . La droite qu’on veut mesurer se trouve alors située dans le nouveau plan vertical, au lieu de lui être simplement parallèle. On élèvera donc sur L,T, les perpendiculaires ad^ = aa', bb\ = ^b', et la distance cherchée sera représentée par la., droite a\ b\.
Si l’on mène à L,T, la parallèle a', c',, on forme le triangle rectangle a', c\ b\ , dans lequel on a
a', c, = ab et c\ b\ = pb' — aa! .
Par suite, la longueur d’une portion de droite finie est l'hypoténuse d’un triangle rectangle, dont les côtés de l’angle droit sont la projection horizontale de la droite et la dijférence de hauteur de ses extrémités par rapport au plan horizontal.
Si l’on avait rendu la droite parallèle au plan horizontal, sa longueur aurait été représentée par l’hypoténuse d’un trian- ^ gle rectangle ayant pour côtés de l’angle droit la projection verticale de la droite et la différence des distances de ses extrémités au plan vertical.
11 est bien entendu qu’on doit affecter de signes différents les distances des points qui sont placés de côtés différents par rapport aux plans de projection.
Pour rendre la droite parallèle au plan vertical, on peut aussi la faire tourner autour d’un axe perpendiculaire au plan horizontal (34). Choisissons, par exemple, l’axe vertical qui se projette en b, et faisons tourner la droite autour de cet axe jusqu’à ce que sa projection horizontale ab devienne parallèle à LT. Le point b ne changera pas et le point a se portera en a, . D’ailleurs, la hauteur du point A au-dessus du plan horizontal restant la même, la nouvelle projection verticale a, se trouvera sur la parallèle menée par le point a! à LT. Quant à la projection b', comme elle appartient à un point de l’axe, elle ne variera pas. Le mouvement de rotation effectué ayant rendu la droite parallèle au plan vertical, sa nouvelle projection verticale 6' a, la représente en véritable grandeur; et la considération du triangle b'd,c', obtenu en menant c' parallèle à LT, ramène à la règle énoncée plus haut.
Ce qui précède montre qu’en général la longueur d’une droite finie surpasse respectivement les longueurs de ses projections.
Si ion veut maiyuer sur la droite (ab, a' b') un point
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dont la distance au point (a, a') soit donnée, il suffit de prendre 4») sur rt', 6', (qu’on peut aussi regarder comme le rabattement de la droite de l’espace sur le plan horizontal), la longueur a', m', égale à la distance donnée. On obtient ensuite immédiatement les projections m et m' du point M de l’espace. Si la droite AB peut être supposée prolongée au delà du point A, on aura un second point répondant à la question, en portant à gauche de une distance égale à à, ni\.
Lorsqu’on connaît les projections horizontales de deux points ainsi que leur distance dans l'espace, et la projection verticale de l’un d’eux, il est facile d’obtenir la projection verticale du second point. Soient en cl'fel [Jig. 40 (<*> «0 des points donnés, m la projection horizonlale du point dont il faut déterminer la projection verticale, et d,nî, la distance des deux points considérés. 11 faut trouver nwi, ou, ce qui revient au même, la différence m\e des hauteurs des deux points au-dessus du plan horizontal. La question est donc ramenée à construire le triangle rectangle a, m', e dans lequel » on connaît l’hypoténuse a', m', et l’un des cotés de l’angle droit d,e—ain. 11 y aura en général deux points répondant aux données du problème (Géom., Ik).
56. Pour trouver la longueur d’une droite entre ses traces,. on suivra la marche indiquée plus haut (5V), c’est-à-dire qu’on effectuera un" changement de plan, un mouvement de rotation ou un rabattement.
Si l’on fait tourner la droite donnée 42) autour de l’axe bb' qui correspond à sa trace verticale, sa trace horizontale a ^vient^en a,, et la longueur de la droite, alors rabattue sur le plan vertical, est b' a,. Si l’on fait tourner la droite proposée autour de l’axe ad qui correspond à sa trace horizontale, sa trace verticale b' vient en b\, et la longueur de la droite, alors , rabattue sur le plan horizontal, est ab\. Si l’on a bien opéré, on doit avoir b' a, = ab', .
57. Trouver la distance d’un point donné par ses projections à un plan donné par ses traces {Jig. 43).
Soient le point (m, m') et le plan P. Abaissons du point {m, m') une perpendiculaire sur le plan P. Les projections de cette perpendiculaire seront perpendiculaires aux traces du .rplan. La distance cherchée est la longueur comprise sur cette perpendiculaire entre son point de départ (m, m') et le point où elle perce le plan P. Nous déterminerons ce point (n, n') en cherchant l’intersection du plan P et du plan Q qui projette -horizontalement la perpendiculaire considérée (49). Il ne restera plus alors qu’à chercher la longueur de la droite finie
(mn, m'n') (54). Nous y arriverons immédiatement à l’aide d’un mouvement de rotation autour de l’axe vertical projeté en m, et la distance demandée sera représentée sur l’épure par la droite m'n',. *
58. Un point et une droite étant donnés par leurs projections, trouver la distance du point à la droite {fig. 44)-
Soient le point (m, m') et la droite (ab, a' b').
On pourrait mener par le point donné un plan perpendiculaire à la droite donnée, et chercher le point où la droite perce le plan; en joignant ce point au point donné, on aurait évidemment la distance demandée. Mais nous préférons faire usage de la méthode des rabattements, dont l’emploi est d’ailleurs justifié par la nature de la question, afin de com- • pléter ce que nous avons déjà dit à ce sujet (37).
Faisons passer un plan P par le point et la droite donnés, et rabattons-le sur le plan horizontal en le faisant tourner autour de sa trace horizontale. Si nous joignons le point (m, m') au point (6, b'), nous aurons une droite du plan P, dont la trace horizontale sera d. En joignant le point d au point a trace horizontale de la droite (ab, a' b’), nous déterminerons donc h’’. Pour opérer le rabattement, il est inutile de construire V**.
‘ Remarquons en effet que si l’on abaisse sur H** la perpendiculaire b^, la droite b'Ç> de l’espace sera perpendiculaire à H**; de sorte que, dans le mouvement de rotation autour de H*’, le point b' restant sur celte perpendiculaire, viendra se placer sur Je prolongement de à (3. 11 suffit par suite, pour obtenir son rabattement, de construire la distance* à' Pour cela,*nous^ reporterons par un arc de cercle la distance hb' en bb\ sur une perpendiculaire élevée à 6(3 par le point 6; la longueur p6', sera évidemment la distance cherchée. Un nouvel arc de cercle décrit du point (3 comme centre avec <^b\ pour rayon jusqu’à la rencontre du prolongement de 6(3, nous donnera le rabattement 6, du point 6' de la droite (ab, a' b' ). D’ailleurs sa trace horizontale a demeurant fixe, on aura en ab, le rabattement de la droit|^|We-même. En unissant le point d au point b,, on obliepdra^elui de la droite (bd, b'd'). Le rabattement «du point fï», m') fait partie de la droite db,, et U appartient aussi, d’après les explications qui précèdent, au prolongement de la perpendiculaire mp abaissée du point sur h’’: ce rabattement sera donc en m,, à la rencontre des deux droites. Il ne restera plus, pour résoudre la question proposée (le rabattement opéré n’ayant en rien modifié la disposition relative des points considérés), qu’à abaisser du" point m, la perpendiculaire m,n, sur ab,. Lorsqu’on relèvera
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le plan P, le point N, dont le rabattement est restera sur la perpendiculaire abaissée dans le plan horizontal du point «0 sur H ; sa projection horizontale devra donc se trouver sur cette même perpendiculaire; comme cette proiection appartient nécessairement à ab, elle sera en n à la rencontre des deux droites; connaissant n, on aura immédiatement n'. La pius courte distance MN du point M à la droite AB aura donc pour projections les droites mn et m'n'.
Si l’on veut en outre marquer sur la droite [ab, a! b') deux points qui soient à une distance donnée l du point [ni, m'), il suftira de décrire du point nio comme centre, avec la longueur / pour rayon, un arc de cercle qui coupera généralement la droite ab, en deux points e, et f,. On trouvera ensuite facilement les projections (e, e') et (/, /') de ces points dans leur véritable position. 11 est clair que cette seconde partie du problème pourra n’admettre aucune solution ou en admettre une seule.
59. Trouver la plus courte distance de deux droites non situées dans un même plan {Jig. 45 et 45 bis).
"Nous avons vu [Géom., 185) que lorsque deux droites n’étaient pas situées dans un même plan, on pouvait toujours leur mener une perpendiculaire commune qui représentait leur plus courte distance.
Rappelons succinctement que pour trouver la plus courte distance des deux droites AB et CD non situées dans un même plan ijig. 45 bis), H faut mener par la droite CD un plan R parallèle à la droite AB (on déterminera ce plan, en menant par un point quelconque de CD la droite MN parallèle à AB). On conduit ensuite par les droites AB et CD deux plans P et Q respectivement perpendiculaires au plan R; l’intersection des plans P et Q est la plus courte distance cherchée.
Ces constructions que la géométrie élémentaire ne fait qu’indiquer, doivent donc être exécutées à l’aide des procédés de la géométrie descriptive.
Soient {fig. 45) («è, a'b') et {cd, c'd') les deux droites données. Pour mener par la seconde un plan R parallèle à la première, par le point {g, g') appartenant à [cd, c'd'), nous ferons passer la parallèle (mn, m'n') à [ab, a'b'). Les traces horizontales c et » détermineront H*', les traces verticales d' et m' détermineront V®. Si l’on a bien opéré. H** et V"* viendront se croiser en un même point p de Lï.
Prenons sur la droite [ab, a'b') un point [e, e'), et abaissons de ce point la perpendiculaire [pf, p’f) sur le plan R; pf devra être perpendiculaire sur H”, et p'f sur V”. Le plan P
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déterminé par les droites (ab, a'b') et [pf, p'f) sera nécessairement perpendiculaire sur le plan R [Géom., 182). H*’ passera par les deux traces horizontales a et p, par les deux traces verticales b' et /'.
De même, prçnons sur la droite [cd, c'd') un point (A, h'), et abaissons de ce point la perpendiculaire {il, i'I') sur le plan R. Le plan Q déterminé par les droites [cd, c'd') et [il, i'I') sera perpendiculaire sur le plan R. H** passera par les deux traces horizontales c et l, V** par les deux traces verticales d' et i'. Si l’on a bien opéré, H'* et V**, comme H*’ et V**, doivent se croiser en un même point de LT.
Construisons l'intersection (ou, o'u') des deux plans P et Q. La partie (rs, ds') interceptée sur cette intersection par les deux droites [ab, a'b'), {cd, c’d'), représente la plus courte distance cherchée. Il est inutile de dire que, si l’on a bien opéré, les droites rr' et ss' sont perpendiculaires à LT.
Ayant les projections de la plus courte distance, il est facile d’obtenir sa longueur. Il suffit (5A) de mener par s' une parallèle s't' à LT, puis de prendre sur cette parallèle, à partir de son point de rencontre t' avec rr', une longueur /'i', égîile à la projection horizontale w; la droite r's, est la distance demandée. .
ANGLES DES DROITES ET DES PLANS
Angles des droites entre elles.
60. Trouver l’angle de deux droites quelconques données par leurs projections {fig. 47)-
Lorsque deux droites ne sont pas dans un même plan, leur angle est celui de deux parallèles menées à ces droites par un point quelconque de l’espace. Nous pourrons donc toujours supposer que les droites proposées se coupent. Si elles sont parallèles, leur angle est nul.
Si les droites considérées étaient parallèles à l’un des plans de projection, leur angle serait égal à celui de leurs projections sur ce plan (*). Cette remarque conduirait à rendre le
( * ) Nous remarquerons à ce sujet que, dans le cas particjlier oü deux droites sont perpendiculaires entre elleSf si l’une est parallèle au plan de projection considéréy l’angle de* projections des deux droites sur ce plan sera toujours droit, c’est-à dire égal à Vanglc qu’elles forment dans l'espace, ^
Soient {fig. /|0) la droite CD parallèle au plan horizontal H, et la droite AI»
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plan des deux droites parallèle à l’un des plans de projection, et l’on y parviendrait par deux changements de plans ou deux rotations successives (29, 3fi).Mais il est beaucoup plus simple ' de recourir à un rabattement.
Soient les deux droites [ab, a'b') et [bc, b'c') qui se coupent au point (b, b'); elles déterminent un plan P, dont on obtient la trace horizontale en joignant les traces horizontales a et c des deux droites. Ces droites forment dans l’espace un triangle dont la base est ac et dont l’angle au sommet est l’angle cherché. Pour avoir cet angle, il suffit donc de rabattre le triangle autour de ll*^, jusqu’à ce qu’il vienne se confondre avec le plan horizontal. Comme la base ac reste fixe, on n’a qu’à obtenir le rabattement du point {b, //). On abaissera bd perpendiculaire sur ac; à partir du point (3 oit bb' rencontre LT, on portera sur LT une longueur |3ô = bd, et l’on mènera la droite b' 8. Si l’on prolonge alors db jusqu’en à», de manière à avoir db„ = b'8, le point b„ sera le rabattement du point B de l’espace (58). L’angle demandé sera donc l’angle ab,c.
L’angle aè»c est évidemment plus petit que l’angle abc : l'angle de deux droites est donc, en général, plus petit que l’angle de leurs projections.
Si l’on demandait de trouver les projections de la bissectrice de l'angle des deux droites proposées, il suffirait de remarquer qu’en menant la bissectrfee de l’angle rabattu ab,c, elle viendra couper la base ac ou II'* en un point m qui, lorsqu’on relèvera le triangle ab,c, sera toujours la trace horizontale de cette bissectrice» D’ailleurs ses projections passent nécessairement par celles du sommet de l’angle. On aura donc en bin sa projection horizontale, et en b'm' sa projection verticale.
61. Nous chercherons encore l’angle de deux droites dans le cas particulier suivant.
Trouver Tangie de. deux droites. Tune étant parallèle au plan horizontal, l’autre parallèle au plan vertical {fig. 48).
Soient la droite {ab, céb') parallèle au plan vertical et la droite (èc, b'c') parallèle au plan horizontal. La trace horizontale du plan P des deux droites passera par la trace horizontale a de la première et sera parallèle à la projection horizontale do la seconde (17). On aura donc H"* en menant par a une
qui lui est perpendiculaire tout en occupant une position quelconque par rap> port au plan H. Soient Q le pian qui projette horizontalement CD et R le plan qui projette horizontalement AB. Le plan R, qui contient AR et qui est perpeniliculairo au plan horizontal, sera perpendiculaire à rhorizontale CD, et, par suite, à cd. Donc la projection ab sera elle-mémc perpendiculaire & la projoc> tion cd.
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parallèle à bc. Rabattons le plan des deux drohes sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour de Le point B de l'espace viendra se placer en b,, sur le prolongement de la perpendiculaire bd abaissée du point b sur II’’, la distance db, étant égale à la longueur è'd obtenue en prenant j3d = bd. La droite [ab, a' b') se trouvera ainsi rabattue en ab,. Quant à la droite {bc, b'c'), comme elle demeure constamment parallèle à H‘‘, on obtiendra son rabattement en menant parallèle à bc ou à H**; de sorte que l’angle demandé sera l’angle. aèoC..
62. Trouver les angles d’une droite avec les plans de projection (Jig. 4^).
Nous savons {Géom., 186) que l’angle d’une droite avec un plan est l’angle que cette droite forme avec sa projection sur ce plan.
Soit la droite {ab, a'b') dont les traces sont a et b' . La droite de l’espace forme avec les côtés 6' ô et aô un triangle rectangle dans lequel l'angle adjacent à ab est l’angle de la droite avec le plan horizontal. Si l’on rabat* ce triangle sur le plan vertical en b'ba, , en le faisant tourner autour de l’axe b'b, l’angle cherché sera l’angle b'a,b = x.
De même, la droite de l’espace forme avec les côtés aa’ et a'b' un triangle rectangle, dans lequel l’angle adjacent à b'a' est l’angle de la droite avec le plan vertical. Si l’on rabat ce triangle sur le plan horizontal en aa'h',, en le faisant tourner autour de l’axe aa', l’angle cherché sera l’angle ab\a'= p.
11 est utile de remarquer que l’angle d’une droite avec sa projection sur un plan étant plus petit que tous ceux qu’elle forme avec les autres droites du plan, l’angle a, b'b, par exemple, de la droite avec b'b, est plus grand que l’angle (3 de la droite avec sa projection verticale. Mais l’angle «, ô'ô est le complément de l’angle a. Donc, en général, « e/ (3 étant les angles d’une droite avec les deux plans de projection, on a
Pour qu’on ait « + p = 90", il faut que bb' devienne la projection verticale de la droite qui est alors nécessairement située dans un plan perpendiculaire à LT (13).
63. Trouver ü angle d'une droite donnée par ses projections et d’un plan donné par ses traces.
L’angle d’une droite avec un plan étant l'angle de la droite avec sa projection sur ce plan, on pourrait ramener la question au cas précédent en prenant le plan proposé pour l’un des plans de projectiop. Mais il est plus simple de remarquer que, si l’on abaisse d’un point quelconque de la droite donnée une
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perpendiculaire sur le plan donné, l’angle de celte perpendiculaire avec la droite sera le complément de l’angle cherché. On n’a plus alors, pour résoudre le problème proposé, qu’à déterminer l’angle de deux droites dont les projections sont connues (60), et à en prendre le complément.
64. Mener par un point donné une droite qui fasse des angles donnés avec les deux plans de projection {fig. 49)- Soient (m, m') le point donné, a l’angle que doit faire la droite cherchée avec le plan horizontal, (3 l’angle qu’elle doit former avec le plan vertical.
Prenons dans le plan vertical un point quelconque {b', b), et formons le triangle rectangle bb'a, dans lequel l’angle b' a, b est égal à a. La droite dont l’hypoténuse b'a, représente le rabattement sur le plan vertical, fera nécessairement l’angle * avec le plan horizontal (62). Si l’on ramène celte droite dans sa véritable position quelle qu’elle soit, elle continuera de passer par le point b' et sa trace horizontale a se trouvera sur" la circonférence décrite du point b comme centre avec ba, pour rayon; de sorte qu’elle n’est pas encore déterminée de position. Mais Si on astreint de plus celte même droite, dont la longueur est b'a,, à faire l’angle ^ avec le plan vertical, elle sera l’hypoténuse d’un triangle rectangle dans lequel l’un des angles aigus sera ^ (62). Décrivons donc sur b'a, comme diamètre une demi-circonférence, et menons Ja droite é'rf telle que l’angle a, b'd soit égal à (3 : b'd représentera la longueur de la projection verticale de la droite de l’espace (62). On obtiendra donc le point de rencontre de celle projection verticale avec LT, en décrivant du point b' comme centre avec pour rayon, un arc de cercle qui coupera généralement LT en deux points a! et c'. En menant alors par a' et c' des perpendiculaires à L’F, ces perpendiculaires viendront rencontrer la circonférence ba, en des points qui seront les traces horizontales des droites passant au point {b', b), et formant avec les deux jilans de projection les angles marqués oc et
Comme il y aura, en général, quatre points d’intersection deux à deux symétriques par rapport à LT, savoir ael p, c et r, il y aura aussi en général quatre droites répondant à la question. Les projections horizontales ba, bp, bc, br, de ces quatre droites seront différentes; mais leurs projections verticales b'a' et b'p', b'c' et b'r', se confondront deux à deux.
11 ne restera plus qu’à mener par le point donné (m, m') des parallèles aux droites ainsi construites.
Pour que le problème admette quatre solutions, il faut qu'on ait (62) s»
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Si l'on a x + ^ — go’’, les. quatre solutions se réduisent à deux, parce que b'b devenant la projection verticale de la droite (62), on a b'd=b'b\ l’arc de cercle de rayon b'd est alors tangent à LT au point b, et les quatre droites n’en font plus que deux, situées dans un plan perpendiculaire à LT et symétriquement disposées de part et d’autre du plan vertical.
Enfin, si l’on a a-i-(3>9o", l’angle (3 = rt|6'rf surpassera ' l’angle qui est le complément de x. Il en résulte immédiatement b'dc^b'b. Donc l’arc de cercle de rayon b'd ne rencontrera plus LT, et le problème sera impossible.
Angles des plans entre eux.
. 65. Trouver l’angle de deux plans quelconques donnés patleurs traces [Jig. 5o).
Nous savons [Géom., 190) que si d’un point pris dans l'intérieur d’un angle dièdre on abaisse des perpendiculaires sur ses faces, l’angle de ces droites est le supplément de l’angle dièdre considéré. Plus généralement, deux plans qui se coupent, comme deux droites qui se coupent, déterminent deux angles supplémentaires; il en résulte que si l’on mène d’un même point de l’espace deux droites respectivement perpendiculaires aux plans proposés, les angles formés par ces droites mesureront les angles formés par les plans. La question sera ainsi ramenée à trouver l’angle de deux droites (60). On peut aussi opérer directement comme il suit.
Soient les deux plans donnés P et Q, et ab la projection horizontale de leur intersection. Si l’on mène par un point quelconque ‘de cette intersection un plan R qui lui soit perpendiculaire, il coupera les deux plans P et Q suivant deux droites qui comprendront entre elles l’angle cherché ( Géom., 177). La trace horizontale du plan R sera perpendiculaire à la projection horizontale ab de l’intersection (23). Donc, si par le point d pris sur ab on lui mène la perpendiculaire ef, on pourra regarder ef comme représentant H .
Les droites qui forment l’angle demandé, ont alors pour traces horizontales les points e et/, et elles constituent dans l’espace un triangle qui a ef pour hase. Si l’on pouvait rabattre ce triangle sur le plan horizontal, en le faisant tourner autour de ef, son angle au sommet serait l’angle cherché. Remarquons que le sommet du triangle appartenant à l’intersection des plans P et Q, se projette horizontalement sur ab. ab et ef étant perpendiculaires, si l’on joint dans l’espace leur point de rencontre d au soininet du triangle, on aurrt une droite perpendiculaire sur ef ou la hauteur même du triangle; pour en
opérer le rabatleineiU, il suffit de déterminer celle hauteur qui, contenue dans un plan R perpendiculaire à l’intersection des plans donnés, lui est aussi perpendiculaire.
Par suite, nous rabattrons î’inlersection des plans P et* Q en b' a,, en prenant pour axe la verticale b'b. Nous rabattrons de même le point dend,. La liauleur du triangle sera donc, en rabattement sur le plan vertical, la perpendiculaire </,/«„ abaissée du point d„ sur b' a,. On prendra alors sur une longueur = et l’angle des deux plans sera mesuré
par l’angle emf. .
On peut remarquer que le point m doit toujours tomber entre les points b et a, parce qu’on a nécessairement
dm ou d^m^ <ida ou d^a,.
L’angle emf est donc toujours plus grand que l’angle eaf des traces H** et 11'*. En général, l’angle de deux plans est plus -grand que les angles formés par leurs traces respectives.
Si ion demande les traces du plan qui divise en deux parties égales l’angle des plans proposés, c’est-à-dire les traces de leur plan bissecteur, il suffit de se rappeler que ce plan S doit renfermer la bissectrice de l’angle rectiligne du dièdre considéré (Com/j/.rfe Géoffi.,101). On mènera donc la bissectrice ni/i de l’angle emf rabattu sur le plan horizontal ; le point n où celle bissectrice qui est dans le plan R coupe H", est sa trace horizontale. Celle trace horizontale appartient à 11*^. D’ailleurs, le plan S contenant l’intersection des plans P et Q, H® doit concourir avec H** et H**, V® avec V'* et V**. En joignant le point a au point n, on aura par conséquent II®; et enjoignant ■'le point de rencontre de 11® et de LT au point b', on aura V®.
66. Proposons-nous encore de trouver l’angle de deux plans , lorsque les traces horizontales de ces plans sont parallèles [fi g. 5o bis). '
On pourrait suivre la marche indiquée dans le cas général (65), marche qui se simplifie dans le cas particulier qu’on vient d’énoncer. Mais on peut aussi avoir recours à un changement de plan ou à un mouvement de rotation.
Les deux plans P et Q ayant leurs traces horizontales parallèles, si l’on prend , par exemple, un nouveau plan vertical de projection déterminé par la ligne de terre L,T, , perpendiculaire à et à II'*, les deux plans proposés deviendront ensemble perpendiculaires au plan vertical. Leur intersection sera dès lors perpendiculaire au plan vertical et aux traces verticales des deux plans, de sorte que l'angle cherché sera
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précisément l’angle lormé par ces nouvelles traces verticales. On élèvera donc au point i de rencontre de LT et de L,T, deux perpendiculaires à ces droites; la première rencontrant V** et V®' aux points l' et i', on reportera les longueurs il' et ii' sur le seconde perpendiculaire en il\ et en ii'^. En joignant le point où H*’ coupe L,Ti avec le point , on aura ; on trouvera de même VÇ; et l’angle de avec mesurera l’angle des plans P et Q.
07. Trouver les angles d’un plan donné par ses traces avec les plans de projection (Jig- 5i).
Par un mouvement de rotation ou un changement aie plan, on pourrait rendre le plan proposé perpendiculaire au plan vertical , par exemple. Son intersection avec le plan horizontal, c’est-à-dire sa trace horizontale, serait alors perpendiculaire à la fois à sa trace verticale et à la ligne de terre. L’angle du plan considéré avec le plan horizontal serait donc mesuré par l’angle de sa trace verticale avec la ligne de terre. On trouverait de la même manière l’angle qu’il forme avec le plan vertical.
On peut aussi faire usage des lignes de plus grande pente du plan (20) par rapport au plan horizontal et au plan vertical.
Soit le plan P. Prenons un point À quelconque sur LT. Si nous abaissons de ce point la perpendiculaire A a sur H'*, nous pourrons regarder Aa comme la projection horizontale d’une ligne de plus grande pente du plan P par rapport au plan horizontal. Cette ligne a le point B pour trace verticale ; et l’angle qu’elle forme avec le plan horizontal ou avec sa projection sur ce plan , mesure précisément l’angle du plan P avec le plan horizontal (20). La question étant ramenée à trouver l’angle d’une droite avec le plan horizontal (62), nous décrirons du point A comme centre avec A a pour rayon un arc de cercle qui coupera LT au point a,, et en joignant le point B au point a„ nous aurons en Ba,A l’angle a formé par le plan P avec le plan horizontal.
De même, si nous abaissons du point A la perpendiculaire Ab' sur V**, nous pourrons regarder Ab' comme la projection verticale d’une ligne de plus grande pente du plan P par rapport au plan vertical. Cette ligne a le point C pour trace horizontale ; et l’angle qu’elle forme avec le plan vertical ou avec sa projection sur ce plan, mesure précisément l’angle du plan P avec le plan vertical. Nous décrirons donc du point A comme centre avec A b' pour rayon un arc de cercle qui coupera LT au point 6',, et en joignant le point C
au point b',, nous aurons en C6', l’angle (3 formé par le plan P avec le plan vertical.
Il est essentiel de remarquer que le plan BAn qui projette horizontalement la ligne de plus grande pente par rapport au plan horizontal, et le plan C\b' qui jirojette verticalement la ligne de plus grande pente par rapport au plan vertical, sont tous deux perpendiculaires au plan P {(iéoni., 183, 182) ; il en résulte que leur intersection, qui part du point A, l’est aussi. Cette intersection AF^ est donc, dans l’espace, perpendiculaire aux deux lignes de plus grande pente considérées. Lorsqu’on rabattra le |)lan B V a sur le plan vertical, le rabattement de AL sera la perpendiculaire A/, à Bn». Lorsqu’on rabattra, au contraire, le plan C.V6' sur le plan horizontal, le rabattement de AL sera la perpendiculaire A/, à Cb',. Par conséquent, on aura toujours
68. Mener par un point donné un plan qui fasse des angles donnés avec les deux plans de projection (Jig. 5a).
Soient le point donné (ni, m'), a. l’angle que le plan cherché doit former avec le plan horizontal, p l’angle qu’il doit faire avec le plan vertical.
Prenons un point A quelconque sur LT. Si de ce point on abaisse une perpendiculaire sur un plan formant les angles demandés aved les plans de projection, les angles de cette perpendiculaire avec les plans de projection seront les compléments de a et de |3. Nous serons ainsi ramené à un problème déjà résolu (64). Il suffira ensuite de conduire par le point (m, m') des plans perpendiculaires aux droites qu’on aura construites d’après la condition imposée.
On peut aussi raisonner comme il suit. Formons en A le triangle rectangle BAog dans lequel l'angle Ba,A est égal à a. Décrivons du point A comme centre avec A a, pour rayon une circonférence. Tout plan dont la trace verticale passera au point B et dont la trace horizontale sera tangente à la circonférence Aflo, fera l’angle a avec le plan horizontal (67). Abaissons A/, perpendiculaire sur Ba,. Al, représentera la distance AL du point A à l’un des plans considérés (ül)', de sorte que si l’on décrit du point A comme centre avec Al, pour rayon une seconde circonférence, la ligne de plus grande pente de ce plan par rapport au plan vertical, qüi est menée par le pied L de la perpendiculaire AL de l’espace, se rabattra sur le plan horizontal suivant une tangente à cette circonférence. Cette tangente fera l’angle (3 avec LT, si le plan considéré est l’un de ceux qui font à la fois l’angle a et l'angle (3 avec les
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deux plans de projection. Nous mènerons donc le rayon A l, qui forme l’angle (3 avec la verticale BA prolongée. La tangente correspondante fc'.C, qui coupe BA au point G , fera avec Lï l’angle A 6',C = p. En menant par le point G (trace horizontale de la ligne de plus grande pente du plan obtenu par rapport au plan vertical) une tangente à la première circonférence Aoo, nous aurons la trace horizontale de ce plan P ; et enjoignant le point ou H coupe LT au point B, nous aurons V .
Gomme il part, en général, deux tangentes du point G, et qu’on peut considérer, au lieu de ce point, son symétrique par rapport à LT, il y aura aussi en général quatre solutions (64). Nous n’en avons indiqué que deux sur la figure. En menant par le point (m, m') des plans parallèles aux plans trouvés, le problème sera complètement résolu.
Les droites perpendiculaires aux plans qui répondent à la question, feront avec les plans de projection les angles 90" — a et 90® — p. En ne tenant compte que des directions, il existera quatre de ces droites si l’on a (64)
c’est-à-dire
11 y en aura deux seulement, situées dans un plan perpendiculaire à LT et symétriquement disposées par rapport au plan vertical , si l'on a
c’est-à-dire
Il n’y en aura aucune , si l’on a
c’est-a-dire
11 y aura donc quatre plans répondant à la question, deux à deux placés symétriquement par rapport au plan vertical , si l'on a
lisse réduiront à deux parallèles à la ligne de terre, si l’on a 3t -1- j3 = 90®.
Le problème proposé sera impossible , si l'on a '
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Ou aurait pu indiquer à priori ces caractères , en remarquant qu’un plan quelconque forme avec les plans de projection un angle trièdre qui contient un angle dièdre droit. La somme des angles dièdres d’un angle trièdre étant toujours comprise (Géom., 196) entre deux et six angles dièdres droits, la somme des angles dièdres formés par le plan considéré avec les deux plans de projection doit surpasser un angle dièdre droit.
Le choix du point B n’influe évidemment en rien sur les résultats obtenus ; en le faisant varier, on obtient des figures semblables entre elles. On peut faire une remarque analogue relativement au problème du n° 64.
QUESTIONS DIVERSES
69. Nous devrions maintenant parler de la résolution dos angles trièdres, c’est-à-dire de la détermination complète d’un angle trièdre dans lequel on connaît seulement trois éléments. Mais nous avons déjà traité cette question (Com/j/. de Géoni., 105, 106, 107), qui n’est qu’une application particulière de la méthode des rabattements et qui se rattache à la trigonométrie sphérique.
Nous résoudrons donc seulement ici un problème qui rentre dans le premier cas des angles trièdres.
Réduction d’un angle à V horizon {fig
Dans le levé des plans, lorsque le terrain qu’on représente est accidenté, il faut en exécuter la projection sur un plan horizontal. Trouver dans ce cas la projection horizontale de l’angle de deux droites, c’est réduire cet angle à l’horizon.
Pour opérer cette réduction, on peut mesurer directement l’angle y des deux droites SB et SC, et les angles a et (3 qu’elles forment respectivement avec la verticale. Prenons le plan de l’angle a pour plan vertical : soient alors la ligne de terre LT et la verticale SA qui passe par le sommet S de l’angle donné. L’un des côtés de l’angle y, SB par exemple, sera dans le plan vertical, et l’on aura
VSB = a.
Menons dans ce même plan lu droite Sc dont l’angle avec S.\ est égal à [3 : elle reiuéscnlera le labattement sur le plan vertical du second côté SC de l’angle donné. Si l'on fait lour-
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ner Sr autour de SA pour le ramener dans sa véritable position, sa trace horizontale se trouvera sur l’arc de cercle décrit du point A comme centre avec Ac pour rayon. Il faut trouver un second lieu de cette trace hoi izoniale. Pour cela, menons la droite Sc, qui forme l’angle y avec la droite SB, et prenons Sc, = Sc. Quand on fera tourner la droite Sc, autour de SB, pour qu’elle vienne rejoindre le côté SC dans sa véritable position, la distance Bc, restera invariable, puisque le triangle BSc, est déterminé par un angle et les deux côtés qui le comprennent. Par suite, si du point B comme centre avec Bc, pour rayon on décrit un second arc de cercle, il viendra rencontrer le premier en un point G qui sera la trace horizontale du côté SC. L’angle BSC, réduit à l’horizon, sera donc l’angle CAB.
71. Représentation d’un tétraèdre régulier (Jig. 54 et 54 bis).
Nous savons déjà construire géométriquement un tétraèdre régulier [Conipl. de Géom., 12S); il s’agit de le représentera l’aide des procédés de la Géométrie descriptive.
Pour plus de simplicité, nous supposerons que sa base abc [Jig. 54) repose sur le plan horizontal. Le tétraèdre étant régulier, la projection horizontale de son sommet S se confondra avec le centre s du cercle circonscrit au triangle abc (Géom., 162). Les projections horizontales de scs arêtes latérales seront donc sa, sb, sc. Pour trouver s', il faut déterminer la hauteur du sommet S au-dessus du plan horizontal ou la hauteur même du tétraèdre. Cette hauteur est le côté de l’angle droit d’un triangle rectangle, dans lequel l’autre côté est le rayon du Cercle circonscrit à la base abc et qui a pour hypoténuse l’arête mênae du tétraèdre. Nous élèverons donc par le point s une perpendiculaire au rayon sc, et. nous déterminerons le point i, sur cette perpendiculaire par un arc de cercle décrit du point c comme centre avec cb pour rayon ; représentera le rabattement de la hauteur. Sur le prolongement de la perpendiculaire j a abaissée du points sur LT, on prendra donc (ts' = ss,, et l’on aura en s' la projection verticale du sommet S. La base du tétraèdre se projette verticalement sur LT, et les projections verticales de ses arêtes latérales sont s'a', s' b', s'c' .
Si l’on suppose le tétraèdre régulier fendu suivant ses arêtes latérales, de manière qu’on puisse rabattre ses faces latérales sur le plan de la base abc, c’est-à-dire de manière qu’on puisse opérer le développement de toute sa surface sur le plan de cette base, on obtiendra la Jig. 54 bis. Le triangle déterminé parles trois rabattements du sommet S est un triangle équilatéral qu’on peut construire en menant par chaque som-
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met de la base abc une parallèle au côté opposé : ce triangle a donc un côté double de celui de la base et, comme cela doit être, une surface quadruple.
Si l’on abaisse sd perpendiculaire sur ac {fig. 54) et si l’on joint le sommet S au point d, l’angle Sds mesure l’inclinaison de deux faces adjacentes du tétraèdre. Pour avoir cet angle, nous prendrons sur LT^la longueur <rd — sd, et nous joindrons s'ô. Le triangle s'ba représentera le triangle Sds de l’espace. L’angle «'âo-sera donc l’angle cherché.
72. Représentation d’un octaèdre régulier [Jig. 55 et 55 bis).
Nous savons déjà construire géométriquement un octaèdre régulier (é7o/n/?L de Géom., 125); il nous sera donc facile d’en déterminer les projections.
Nous avons vu que trois droites égales, perpendiculaires entre elles et se coupant en leur milieu, avaient pour extrémités les six sommets d’un octaèdre régulier. L’arête de l’octaèdre étant a, ces droites sont égales à a fÿ..
Pour plus de simplicité, nous supposerons que deux de ces droites ac et bd sont dans le plan horizontal; elles y détermineront le carré abcd qui partage l’octaèdre en deux pyramides égales. Les deux derniers sommets S et S, de l’octaèdre
se projetteront au centre de ce carré. Leur distance au plan horizontal étant — nous abaisserons la perpendiculaire sa
ou s, a sur LT, et nous porterons sur cette perpendiculaire à partir du point a, au-dessus et au-dessous de LT, des longueurs
as' et <fs'^ égales à — c’est-à-dire à as. Les points «' et
seront les projections verticales des sommets S et St, Les
projections horizontales des arêtes latérales supérieures de l’octaèdre seront sa, sb, sc, sd; elles recouvrent les projec-. tions horizontales des arêtes latérales inférieures qui, dans, l’hypothèse Indiquée, ne sont pas visibles. Le carré abcd se projetant sur LT, on obtiendra les projections verticales des arêtes latérales de l’octaèdre en joignant les points s' et s\ aux points a', b', c', d'. On doit tracer en lignes ponctuées les projections des arêtes invisibles.
Quanbau développement de l’octaèdre, supposons qu’on le fende suivant les quatre arêtes latérales qui partent du sommet S et suivant l’arête S, a, pour en rabattre la surface entière sur le plan de la face ècS,. On obtiendra la figure 55 bis. Les trois triangles qui tiennent alors à la face 6cS,, se rabattront en bcs, en bs,a et en cs,d. Le triangle lié à la face 6S,a se rabattra en bsa. Les deux triangles liés à la face c%,d so
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rabattront en c«</ et en ds,a. Enfin, le triangle lié à la Tace se rabattra en ds^a.
Si l’on abaisse sg perpendiculaire sur ad, et si l’on joint le point g' aux sommets S et Si, l’angle Sg^S, mesurera l’inclinaison de deux faces adjacentes de l’octaèdre. Pour avoir cet angle, nous prendrons sur LT la longueur 07 = 5g, et nous joindrons s'y et s', y. Le triangle s'ys\ représentera le triangle SgS, de l’espace; l’angle s'ys\ sera donc l’angle cherché.
73. Représentai ion d'un icosaèdre régulier {fig. 56 et 56 bis).
Si l’on a bien comiiris ce que nous avons dit sur la construction de l’icosaèdre régulier {Conipl. de Géont., 125), on voit (|u’on peut aussi le regarder comme formé de deux pyramides pentagonales régulières et identiques, dont les faces latérales sont des triangles équilatéraux ; ces iijramides dont les bases sont parallèles, sont opposées fune à l’autre; et la base de la seconde iiyramide doit être considérée comme ayant tourné par rapport à la base de la première pyramide, d’une demicirconférence autour de l’axe perpendiculaire aux plans des deux bases, qui joint les sommets des deux pyramides. L’intervalle entre les deux pyramides est comblé par dix triangles équilatéraux obtenus en joignant chaque sommet de la base de la pyramide supérieure aux deux sommets correspondants de la base de la pyramide inférieure. De cette façon on a bien, en chacun des douze sommets de l’icosaèdre, cinq triangles équilatéraux égaux et également inclinés.
Ceci posé, prenons (^g. 56) le plan horizontal parallèle aux plans des bases des deux pyramides pentagonales. La base de la pyramide supérieure dont le sommet est S, se projettera horizontalement en véritable grandeur suivant le pentagetne^abede tracé en lignes pleines, ab (qui représente l’arête de l’icosaèdre) est dans l’épure placé parallèlement à LT. La base de la pyramide inférieure dont le sommet est S,, se projettera horizontalement en véritable grandeur suivant le pentagone fghlm tracé en lignes ponctuées. Les sommets S et S, se projetteront horizontalement au centre commun de ces deux pentagones, dont les sommets partageront (d’après la disposition relative des deux bases) la circonférence sa en dix parties égales. En joignant le point 5 aux points a, b, c, d, e, et chacun des sommets du pentagone abede aux sommets voisins du pentagone jghhn, on complétera les projections horizontales des vingt arêtes vues de l’icosaèdre; les dix autres sont invisibles, et leurs projections doivent être tracées en lignes ponctuées.
Supposons que le plan de la base de la pyramide supérieure ait pour trace verticaie la parallèle c'c'à I.T. 11 faut trouver la hauteur du sommet S au-dessus de ce plan. Pour cela, nous
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remarquerons que celle hauleu^ fail parlie dans l’espace d’un iriangle reclangie donl l’autre côté est le rayon du cercle circonscrit à la base ABG)E, et dont l’hypoténuse est l’arête même de l’icosaèdre. Par le point s, nous élèverons donc à sd, par exemple, une perpendiculaire sur laquelle nous déterminerons la longueur ss,, en décrivant un arc de cercle du point d comme centre avec de pour rayon.» Nous prendrons alors sur la perpendiculaire abaissée du point s sur LT et sur c'e', une longueur d's' = ss„, et nous aurons en s' la projection verticale du sommet S. Les projections verticales des arêtes qui partent de ce sommet seront donc s'a', s'b', s'e', s'd', s'e'.
Il faut maintenant trouver la distance des plans des bases des deux pyramides SABCDE et S,FüHLM.
Remarquons que nous connaissons la projection horizontale ah de l’arête AH, par exemple, et la véritable longueur de celte arête entre les deux plans, laquelle est représentée par le côté hl. Nous aurons donc immédiatement la distance demandée (54) en formant sur ha un iriangle rectangle haa, , donl - l’hypoténuse ha, = hl. Par suite, on mènera à c'e' la parallèle h' ni' telle, que la perpendiculaire e'h' à LT soit égale à aa, ; h'm' représentera la trace verticale du plan de la base de la pyramide inférieure S.FGHLM. Si l’on prend sur la perpendiculaire is' à LT, à partir de son point de rencontre avec h'm' et au-dessous de celle droite, l's', =d's', s', sera la projection verticale du sommet S,. Les projections verticales des arêtes qui partent du sommet S, seront donc s',f, g-', «',/*'>
En joignant le point a' aux points h' et /', le point b' aux points V et m', etc., on aura les projections verticales des dix dernières arêtes de l’icosaèdre.
Quant au développement de ce polyèdre, nous supposerons qu’on le fende suivant les arêtes SD, AB, BC, CD, EA, et suivant les arêtes S, H, GF, FM, ML, LH et GE, pour déployer sa surface entière sur un plan horizontal mené par le sommet S. Nous obtiendrons ainsi la Jig. 56 bis. Les deux pyramides terminales sont développées en SDCBAEDS et en SiHGFMf.HS,.
, Les dix triangles qui les utrissent, constituent la bande comprise entre les dt:ux parallèles égales EE, GG. L’échelle de la Jig. 56 bis est la moitié de l’échelle de la Jig. 56.
Si l’on abaisse des sommets B et E des perpendiculaires BP et EP sur l’arête SA, l’angle de ces perpendiculaires mesurera l'inclinaison de deux faces adjacentes de l’icosaèdre. Cet angle BPE est l’angle au sommet d’un triangle isocèle dont la base est BE ou be. Pour avoir la hauteur de ce triangle, remarquons que le pied de celle hauteur dans le plan ABCDE
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est le point (1, 1') milieu de la dfoite(6e, b'e'), tandis que le sommet du triangle est le point [p, p') milieu de l’arête (sa, s'a'). Cette hauteur aura donc pour projections ip et i'p'. En prenant T.i, — pi, sa véritable grandeur sera p'i', (54), et l’on n’aura qu’à prendre sur sa une longueur ip,=.p'i'^, pour obtenir en ep,b le rabattement du triangle EPB. L’angle cherché sera donc mesuré par l’angle ep, b.
Remarque. — 11 est essentiel de remarquer que , dans le triangle rectangle dss, (fig. 56), ds représentant le rayon du cercle sa et ds, le côté du pentagone régulier inscrit dans ce cercle, ss, = s'd'=s',l' représente à son tour le côté du décagone régulier inscrit dans le même cercle (Géom., 129).
De même, le triangle rectangle haa, montre que, ah étant le côté du décagone régulier inscrit et ha, le côté du pentagone régulier inscrit , la hauteur aa, = h'e' est égale au rayon du cercle sa.
Pour trouver la hauteur commune des pyramides opposées qui terminent l’isocaèdre ainsi que la distance des traces verticales de leurs bases, il n’est donc besoin d'aucune construction particulière.
Représentation d'un hexaèdre régulier [fig. Sq et
57 bis).
^ Nous ne traitons cette question si simple que pour donner complètement ce qui a rapport aux polyèdres réguliers.
Supposons la base inférieure du cube placée sur le plan horizontal. Elle représentera en même temps la projection horizontale de la base supérieure. Abaissons la perpendiculaire aa' sur LT, et prolongeons cette perpendiculaire d’une longueur a'e' égale à l’arête ab du cube. En menant par le point e' une parallèle à LT, on aura la trace verticale du plan de la base supérieure du cube. Les arêtes latérales qui se projettent horizontalement en a, b, c, d, auront donc pour projections verticales les perpendiculaires a'e', b'f, c'g', d'h', à LT.
' . Pour avoir le développement du cube, nous le fendrons suivant ses quatre arêtes latérales, et suivant trois des arêtes de la base supérieure. Nous pourrons alors en déployer la surface entière sur le plan de la base inférieure, comme l’indique la fig- 57 bis. ,
Tous les angles dièdres du cube sont droits.
Représentation d’un dodécaèdre régulier [fig. 58 et
58 bis) .
En se reportant à ce que nous avons dit sur la construction du dodécaèdre régulier (fom/j/. de Géom., 125), on voit qu’on
*peul le regarder comme ayant pour bases deux pentagones réguliers identiques dont les plans sont parallèles, et sur chaque côté desquels on a construit un pentagone régulier. Les deux moitiés du polyèdre, ainsi composées de six pentagones, é^nt opposées l’une à l’autre, on fait tourner la base inférieure demi-circonférence autour de l’axe qui est perpendiculaire aux deux bases et qui joint leurs centres. On rapproche ensuite les deux calottes, de manière que les sommets des pentagones supérieurs.venant s’engager entre les pentagones inférieurs, et réciproquement, on obtient en chacun des vingt sommets du dodécaèdre trois pentagones réguliers égaux et également inclinés.
Ceci posé, prenons le plan horizontal parallèle aux deux bases du dodécaèdre. La base supérieure se projettera suivant le pentagone régulier abcde tracé en lignes pleines. L’épure su|>pose ab parallèle à LT. La base inférieure se projettera suivant le pentagoneygAiV tracé en lignes ponctuées. D’après la disposition relative des deux bases, les sommets de ces deux pentagones qui ont le point o pour centre commun, partageront en dix parties égales la circonférence de rayon oa. Supposons qu’on rabatte en iln,x,m, et en ihr,s,m,, sur le plan horizontal de la base inférieure, les deux pentagones ILNXM et IHRS.M construits sur les cotés IL et IH de cette base. On obtiendra, rabattues sur le même plap, les trois faces de l’angle iriédre formé autour du sommet I. Lorsqu’on relèvera ces deux pentagones, le sommet m, du pentagone ihr,s,m, restera dans lin plan vertical dont la trace sur le plan horizontal considéré est la perpendiculaire abaissée de ce point m, sur ih prolongé; et le sommet m, du pentagone iln,x,m, restera dans un plan vertical dont la trace sur le plan horizontal considéré est la perpendiculaire abaissée de ce point m, sur il prolongé. Les deux rabattements m, venant, dans leurs mouvements de rotation, se confondre avec le point M de l’espace, on voit que ce point appartient à l’intersection des deux plans verticaux indiqués, c’est-à-dire que sa projection horizontale est le point de rencontre m des deux perpendiculaires abaissées des points m, sur les charnières ih et il.
D’ailleurs’ la symétrie de la figure montre que les trois points O, i, m, sont en ligne droite. Par conséquent, si l’on décrit du point o comme centre et avec om pour rayon une circonférence, il suffira de prolonger les autres rayons du pentagone ilfgh jusqu’à la rencontre de cette circonférence, pour obtenir en n, p, q, r, les projections horizontales des autres sommets où viennent se rejoindre dans l’espace les pentagones qui s’appuient sur la base inférieure.
En vertu de la parfaite identité des deux parties du_ dodé-
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raèdre, c’esi aussi sur la circonfél'ence om et sur les rayons du pentagone abcde que se trouveront les projections horizontales des sommets où viennent se rejoindre dans l’espace les pentagones qui s’appuient sur la base supérieure du polyèdre. On obtiendra donc ces projections en s, x, e, «, /, de sorte que les droites as, bx, cv, du, et, représenteront les projections horizontales des arêtes latérales qui correspondent aux cinq sommets de la base supérieure.
Si l’on remarque maintenant que les sommets où viennent se rejoindre dans l’espace les pentagones décrits sur les côtés de la base inférieure, sont en même temps les sommets les plus éloignés de la base supérieure sur les pentagones décrits sur les côtés de cette base (et vice versA), on voit que la projection horizontale du dodécaèdre est complétée par le décagone régulier qu’on a inscrit dans le cercle de rayon om en prolongeant les rayons des deux pentagones abcde, fgfiil ; ce décagone doit évidemment être tracé en lignes pleines.
Passons à la projection verticale du polyèdre. Supposons que A'/' parallèle à LT représente la trace de sa base inférieure sur le plan vertical. Il faut déterminer la hauteur du sommet M au-dessus de cette base. Remarquons, pour cela, qu’on connaît la projection horizontale im de l’arête IM dont l’extrémité I est dans le plan horizontal considéré, et la véritable longueur dé cette arête qui est égale à ab. 11 suffira donc d’élever en m une perpendiculaire à im, et de marquer sur cette perpendiculaire le point m', à l’aide de l’arc de cercle décrit du point i comme centre avec il pour rayon. La hauteur cherchée étant mm',, on aura m' en prenant sur la perpendiculaire abaissée du point i sur LT et à partir de i' une longueur i'm' = mm',. Les projections verticales»', p', q', r', seront évidemment à la même distance de LT que m'.
Il faut maintenant trouver la projection verticale du sommet S, c’est-à-dire sa hauteur au-dessus de la base inférieure du dodécaèdre. Nous avons en rabattement la distance du point S au côté III, et nous connaissons la projection horizontale «0- de cette distance. Nous élèverons donc en s une perpendiculaire à scr, puis nous marquerons sur cette perpendiculaire le point s', à l’aide d’un arc de cercle décrit du point a avec ir«o pour rayon. La distance de la projection verticale s' à h'I' sera alors ss,. Les projections verticales x' , v', seront évidemment à la même distance de LT que s'.
Enfin, d’après les remarques précédentes, la hauteur du point s' au-dessus de h'I fait nécessairement connaître la hauteur de la trace verticale du plan de la base supérieure du dodécaèdre au-dessus du point m'. On aura donc tous les
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éléments nécessaires pour achever la projection verticale du polyèdre telle que l’indique la Jig. 58.
Quant à son développement, nous supposerons qu’on le fende suivant toutes les arêtes qui n’appartiennent pas à ses bases, sauf une seule, de manière à étendre sa surface entière sur le plan de la base inférieure. On obtiendra ainsi la fig. 58 bis, dont l’échelle est moitié de celle de la fig. 58.
Pour mesurer l'inclinaison de deux faces adjacentes du dodécaèdre, il faudra {Compl. de Géom., 105) mesurer l’un des angles dièdres égaux de l’angle Irièdre 1, dont on a rabattu les faces sur le plan de la base inférieure du polyèdre (Jîg. 58). Le point m étant le point de rencontre des perpendiculaires abaissées des deux rabattements m, sur les arêtes ih et il, on élèvera en m une perpendiculaire sur w,X, puis du point X avec Xw.pour rayon, on décrira un arc de cercle qui viendra couper cette perpendiculaire en y. Comme le point ni se trouve à droite de il, l’angle mXy, au lieu d’être l’angle cherché, en est le supplément. v .
Comme vérification, on doit évidemment avoir
my = //j/m', .
Remarque. — L’unité d’angle étant l’angle droit, l’angle
d’un pentagone régulier est égal à ^ • Il en résulte que l’angle
/n//n, , moitié de l’angle m,im,, est égal à ^ - Il est facile de voir que le triangle inim, est isocèle. On aura donc
Mais [Trig., 29)
cos l8" :
im,
acüs i8“
Vio -I- 2^5
///?« étant le côté du pentagone régulier inscrit dans le cercle de rayon oa = r, on a (Géom., 129)
im, = - Vio — 2 db.
Par suite.
im
• a VS
2 vs
Ainsi im n’est autre chose (Géom., 129) que le côté du décagone régulier inscrit dans le cercle de rayon oa.
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Nous savons d’ailleurs (Compl. de Géom., 82, note) que le côté du décagone étoilé est égal au rayon du cercle circoncril augmenté du côté du décagone ordinaire. Le rayon ont est donc le côté du décagone étoilé inscrit dans le cercle oa, et on l’obtiendra immédiatement en prenant la corde qui sous-
tend les — de la circonférence oa [Compl. de Géom., 82).
Le triangle rectangle imm!, montre alors que la hauteur m/n', = i'm' est le rayon du cercle oa (73, Rem.).
Enfin il est facile de s’assurer que le côté w', du triangle <jss\ est égal au rayon om. Pour déterminer les hauteurs des sommets des pentagones qui s’appuient sur la base inférieure du dodécaèdre, aucune construction particulière ne sera donc nécessaire.
76. Étant donnée une pyramide triangulaire, lui circonscrire une sphère [Jig. 5g).
Nous avons vu [Compl. d’Àlg., 111) que toute pyramide triangulaire était inscriptible à une sphère, et que, pour obtenir le centre de cette sphère, il fallait chercher le point de rencontre des plans élevés perpendiculairement au milieu de chaque arête de la pyramide proposée.
Pour plus de simplicité, nous supposerons que la base abc de la pyramide donnée repose sur le plan horizontal, et que l’une de ses arêtes latérales(ia, s'a') est parallèle au plan vertical.
Les trois plans perpendiculaires aux arêtes de la base en leurs milieux seront des plans verticaux dont l’intersection, perpendiculaire au plan horizontal, sera le lieu de tous les points à égale distance des sommets a, b, c. Cette intersection contiendra donc le centre de la sphère circonscrite, qui se projettera dès lors horizontalement au point de rencontre m des perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés ac et bc, c’est-à-dire au centre du cercle circonscrit au triangle abc. Pour avoir m’, nous remarquerons que le centre de la sphère circonscrite est aussi dans le plan mené perpendiculairement au milieu de l’arête [sa, s'a') parallèle au plan vertical; ce plan, perpendiculaire au plan vertical, a nécessairement pour trace verticale la perpendiculaire menée au milieu i' de la projection verticale s'a'. Cette perpendiculaire viendra couper le prolongement de la perpendiculaire mjx à LT en m', puisque tous les points d’un plan perpendiculaire au plan vertical se projettent verticalement sur sa trace verticale. Le rayon de la sphère demandée étant [ma, m'a'), on aura sa véritable grandeur m'a',, en prenant sur LT
P a', = ma.
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77. Inscrire une sphère dans une pyramide triangulaire donnée {fig. 6o).
Nous avons vu {Compl. de Géom., 111) que loute pyramide triangulaire était circonscriptible à une sphère, et qu’en menant les plans bissecteurs des angles dièdres déterminés par la base de la pyramide proposée et ses faces latérales, on formait une nouvelle pyramide dont le sommet était précisément le centre de la sphère inscrite dans la pyramide donnée.
Ceci posé, nous admettrons pour plus de simplicité que la base abc de cette pyramide est dans le plan horizontal. Soit (*, i') son sommet. Menons sur le côté ab de la b'kse la perpendiculaire sd. L’angle sdS du triangle Ssd de l’espace mesure l'angle dièdre formé par la base avec la face latérale Sab. Le plan bissecteur de cet angle dièdre contient la bissectrice de l’angle irfS {Compl. de Géom., 101). Prenons sur LT, à partir de son point d’intersection <r avec ss', une longueur od\ =sd. L’angle (rd'y représentera l’angle sdS, et la bissectrice de l’angle od\s' sera la projection verticale de la bissectrice de l’angle srfS, lorsqu’on rend le plan de cci angle parallèle au plan vertical par une rotation autour de l’axe 8«.
En raisonnant d’une manière identique par rapport aux perpendiculaires se et sf abaissées du point s sur les côtés bc et ac de la base abc, on construira les angles <Te\s' et vf\s' qui mesurent les angles dièdres de la base avec les deux autres faces latérales. Les bissectrices des angles oe'^ et seront les projections verticales des bissectrices des angles «eS et sfS, rendus parallèles au plan vertical.
Supposons maintenant qu’on prenne un nouveau plan horizontal caractérisé par la ligne de terre L,T, parallèle à LT. Rien ne sera changé aux projections verticales ni à la projection horizontale du triangle abc. Le nouveau plan horizontal coupera la pyramide Maôc dont le sommet M est le centre de la sphère inscrite dans la pyramide Sabc, suivant un triangle a(3y qui aura ses côtés parallèles à ceux de la base commune abc. il faut construire le triangle aj3y.
Si l’on prolonge les bissectrices des angles od\s', ve\s', (sfy, jusqu’à leurs points de rencontre g',. A',, avec L,T, , et si l’on abaisse des points d\, e', , /', , les perpendiculaires d',d, e',e,/',9, sur L,T,, on obtiendra trois triangles rectangles qui feront connaître les longueurs des projections des bissectrices des angles sdS, ieS, sfS, entre les côtés des deux triangles abc et a(3y.
En effet, dans le triangle d\dg\, par exemple, est la véritable longueur de la bissectrice de l’angle sd& entre les deux plans horizontaux considérés, tandis que le côté d\S est la distance de ces deux plans-^t la différence de hauteur des
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extrémités de la bissectrice par rapport au dernier plan. Le côté représente donc, à son tour (04.), la projection horizontale de la partie de la bissectrice comprise entre les deux plans. En portant sur sd prolongée une longueur d{; = $g\ , on obtiendra donc en g un point appartenant au côté a[3 parallèle à ab. En prenant de même sur se et sur sf prolongées les longueurs eh = tH, et = nous obtiendrons les points h et l appartenant aux côtés (3y et «y (pii sont parallèles aux côtés bc et ac. La section a|3y sera par suite déterminée.
Mais, connaissant les projections horizontales de deux sections parallèles faites dans la pyramide dont le sommet est le centre de la sphère demandée, on aiira immédiatement les projections horizontales de ses arêtes latérales en traçant les droites a.a, (3ô, y c. Si l’on a bien opéré, ces projections viendront se couper en un même point m, qui sera la projection horizontale du sommet de la pyramide Mnôc ou du centre de la sphère inscrite dans la jiyramide Srtôc. Comme les traces horizontales a, p, y, de ces arêtes, ont pour projections verticales sur L|T, les points a', (3', y', les projections verticales des arêtes latérales de la pyramide M«ôf seront (3'ô', y'c'; et ces projections viendront se croiser en un même point m', projection verticale du centre de la sphère cherchée.
Comme cette sphère est tangente à la base abc de la pyramide proposée, son rayon est la distance de son centre au premier plan horizontal [Géont., 261), c’est-à-dire que ce rayon est égal à m' a.
Le point de contact de la sphère et du plan abc est évidemment le point [m, g). Si l’on veut déterminer les points de contact de la sphère avec les autres faces latérales de la pyramide, il suffit de construire les points où elles sont coupées par les perpendiculaires abaissées du centre de la sphère sur leurs plans.
78. Trouver les points d’intersection d’une droite et d’une sphère {fg. 6i).
Nous emploierons la méthode générale indiquée au n® 48.
Soient (o, o') le centre de la sphère et {ab, a'i')la droite donnée. Si l’on décrit des points o et o' comme centres des circonférences ayant pour rayon celui de la sphère, elles représenteront : l’une la projection verticale du grand cercle de la sphère qui est parallèle au plan vertical, l’autre la projection horizontale du grand cercle de la sphère qui est parallèle au plan horizontal. Les projections de tous les points de la surface sphérique doivent évidemment tomber à l’intérieur de ces deux circonférences.
Menons un plan P par la droite (ab, a'b') et le centre (o, o'].
Ce plan coupera la sphère suivant un grand cercle, et les points où la droite (ab, a'b’) rencontrera ce grand cercle, seront ceux où elle perce la surface sphérique.
Si l’on trace par le point (o, o') une parallèle (oc, o'c') à la droite {ab, a'b'), et si l’on joint les traces horizontales a et c des deux droites, on aura H**. Rabattons le plan P sur le plan horizontal en le faisant tourner autour de H*’. Abaissons od perpendiculaire sur II’’. Prenons sur LT, à partir de son point de rencontre X avec oo', une longueur Xô = od; joignons o'd et prenons à partir du point d, sur od prolongée, une longueur dot = o'è. Le point o, sera le rabattement du centre de la sphère, co, sera le rabattement de la droite (oc, o'c'). En menant ab, parallèle à co., on aura celui de la droite [ab, a'b').
Décrivons sur le plan horizontal, du point o. comme centre, une circonférence égale à celle d’un grand cercle de la sphère; elle représentera l’intersection rabattue du plan P et de la surface sphérique, ab, coupant cette circonférence en deux points m. et n,, il suffira de relever ces points pour avoir en (m, m') et en [n, n') les points d’intersection de la droite et de la sphère données.
Si ab, touche la circonférence o,, la droite {ab, a'b') est tangente à la sphère proposée; elle n’a aucun point commun avec cette sphère, si ab, n’en a aucun avec Iti circonférence o,.
DES PLANS COTÉS
79. Nous avons vu (5) qu’un point était déterminé .par sa projection sur le plan horizontal et par sa hauteur au-dessus de ce plan. Cette hauteur est donnée en général graphiquement par la distance de la projection verticale du point à la ligne de terre. Mais on conçoit qu’on peut l’indiquer aussi numériquement. Il est très-avantageux d’opérer ainsi , c està-dire de remplacer la projection verticale par une co/e de hauteur, dans un grand nombre d’applications de la Géométrie descriptive, notamment dans celles qui se rapportent à la topographie et à la fortification.
Dans ce système, un point est représenté par sa projection horizontale et par une cote qui donne sa distance au plan horizontal choisi.
Nous regarderons comme positives les cotes des points situés au-dessus du plan horizontal, comme négatives celles des
points situés au-dessous. Le point a (fig. 62) correspondant à la cote i,4o> est la projection horizontale d’un point A de l’espace situé à i“, 4o au-dessus du plan horizontal. Le point c correspondant à la cote — 2 est la projection horizontale d’un point G de l’espace situé à 2" au-dessous du plan horizontal.
Une droite est alors représentée par les projections horizontales ou (puisqu’il n’y plus qu’un plan de projection) par les projections et les cotes de deux de ses points.
On reconnaît qu’une droite est horizontale à l’égalité des cotes des deux points donnés. Lorsqu’elle est verticale, elle se projette suivant un seul point.
Tous les dessins relatifs aux plans cotés doivent être exécutés à une échelle déterminée [Géom., 122), pour qu’on puisse convertir immédiatement les nombres en longueurs ou réciproquement.
80. Construire l’échelle de pente d’une droite donnée {fig. 62).
Construire \ échelle de pente d’une droite donnée, c’est marquer sur la projection de cette droite les points dont les cotes sont entières.
Soit la droite définie en projection par les points a et b dont . les cotes sont 1,40 et 6,3. Élevons sur ab les perpendiculaires «A et 6B qui représentent à l’échelle les hauteurs des points A et B de l’espace au-dessus du plan horizontal de comparaison. AB sera le rabattement de la droite de l’espace. Menons A^ parallèle à ab. Si nous supposons que les cotes des points P et R diffèrent de i", les deux triangles semblables AB (3, PRp, nous permettront de poser
c’est-à-dire
Pp =
ab
Bè — Afl
Le triangle PRp étant évidemment constant par rapport à la droite proposée, il en est de même de Pp. D’une manière générale, on trouve donc la distance qui sépare sur une droite donnée les projections de deux points dont les cotes diffèrent de i“, en divisant la distance des projections de deux points connus de la droite par la différence de leurs cotes.
Il est commode de donner un nom à la distance Pp t on l’appelle ordinairement l’/nterea//e ou Yunité dç , l’échelle de pente, et nous la représenterons par d.
Dans le cas de la fig. 62, on a
eè = 4*'i9 Pi B^ — Art = 4">9>
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par suite,
A l’échelle adoptée, les projections des points de la droite AB dont les cotes diffèrent de i“, seront donc distantes de o",oo5. . Pour passer en projection du point a dont la cote est i,4o au point dont la cote est 2, il faut évidemment prendre à droite de a les 0,6 de Vintervalle , ou, à l’échelle adoptée, o“,oo3. En portant ensuite successivement à partir du point 2, à droite et à gauche, l'unité de l'échelle de pente ou o**,oo5, on obtiendra les points 3, 4, 5, 6, etc., et les points i, o, — I, — 2, etc. Quand on a marqué ainsi les projections des points de la droite dont les cotes diffèrent de i“, elle est graduée ou son échelle de pente est construite.
Il est facile alors de trouver sur cette droite la cote d’un point dont on a la projection, ou la projection d’un point dont on a la cote. Soit le point m qui tombe entre les points 3 et 4- On divisera l’intervalle entre ces points en dix parties égales; le point m tombant entre deux des divisions obtenues, on aura sa cote à moins de o,i. Si l’on divise encore en dix parties égales l’intervalle entre ces divisions, on connaîtra nécessairement la cote du point m à moins de 0,01 et même de o,oo5. Pour trouver au contraire la projection d’un point dont la cote est donnée égale à 3", 6 par exemple, il suffit de compter à partir du point 3 les 0,6 de l’unité de l’échelle de pente.
Si l’on demande la distance des deux points a et b, on peut obérer graphiquement comme nous l’avons fait (Jig.&'î), c’est-à-dire rabattre le trapèze rectangle aèAB, et mesurer à l’échelle la longueur AB, ou bien poser
AB = v/nè’-H (B6 — \af.
Dans le cas considéré, on trouve graphiquement
et, numériquement.
AB = 6“,9o, AB = 6", 93.
Pente d’une droite [Jig
L’angle i du triangle ABj3 mesure l’inclinaison de la droite donnée sur l’horizon. La tangente de cet angle est ce qu’on nomme la pente de la droite { voir t. II, à la fin de la Note IV). Le triangle AB (3 donne
»k — Ka
ab
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On voit que la pente d’une droite est l’inverse de l’unité de son échelle de pente (80).
Si l’on désigne celle pente par p, on aura la relation générale
pd = I .
82. Remarque. — Au lieu du triangle AB (3, on peut, dans tout ce qui précède, considérer le triangle «66. C’est comme si l’on relevait le plan horizontal de i“,4o de manière à le faire passer par le point A. Au point de vue de la simplicité et de la rapidité des constructions, celte remarque est importante, car on n’a alors besoin de recourir à l’échelle graphique ^ qu’une seule fois, pour marquer la hauteur 66, différence des cotes des deux points a et 6.
83. Mener par un point donné une parallèle à une droite donnée {fig. 63).
Deux droites parallèles ont des projections parallèles et la même pente, par suite la même unité pour leurs échelles de pente (81).
Soit le point c dont la cote est 2,25 et par lequel on veut mener une parallèle à la droite ab. On tracera par le point c une parallèle ef 'a ab. On prendra sur ab les 0,26 ou le quart de l’intervalle, et on le portera sur ef à partir du point c dans le sens convenable. On obtiendra ainsi le point 2. Pour avoir l'écbelle de pente de ef, il suffira de porter sur celle droite, à partir du point 2, l’unité de l’échelle de pente de ab.
84. Un plan limité est représenté par les projections de ses côtés et les cotes de leurs extrémités {fig. 64). En marquant et en joignant les points de même cote sur le contour de la projection obtenue, on obtient des horizontales du plan donné.
Si l’on trace une perpendiculaire à la direction de ces horizontales, on a la projection d’une ligne de plus grande pente du plan donné par rapport au plan horizontal (20), et l’échelle de pente de cette ligne de plus grande pente se trouve alors toute construite (80).
On représente un plan illimité par la projection et l’échelle de pente d’une de ses lignes de plus grande pente par rapport au plan horizontal. Pour marquer qu’on considère le plan et non la ligne elle-même, on double le trait qui représente la projection de la ligne, et l’on a ce qu’on appelle \ échelle de pente du plan {fg. 64 et 64 bis).
La pente de l’échelle de pente du plan mesure son inclinaison sur le plan horizontal, et en menant des perpendiculaires à cette échelle de pente, on obtient les projections d’autant A’ horizontales du plan qu’on le veut. Les cotes de ces
horizontales correspondent aux cotes de l’échelle de pente, de sorte que l’horizontale menée à la cote o est la trace horizontale du plan. Ce mode de représentation revient donc à regarder le plan comme engendré par une de ses horizontales, glissant parallèlement à elle-même le long d’une de ses lignes de plus grande pente.
Comme deux parallèles déterminent un plan, on peut représenter un plan par deux quelconques de ses horizontales; on en déduit, s’il est nécessaire, l’échelle de pente du plan en menant une perpendiculaire à leur direction.
Lorsqu’un plan est horizontal, tous ses points ont la même cote, et on peut le représenter par deux droites quelconques, parallèles ou non, satisfaisant à cette condition.
Lorsqu’un plan est vertical, son échelle de pente est verticale, et on le représente alors simpleirient par sa trace horizontale.
85. Deux droites qui se coupent déterminent ou représentent un plan.
Pour reconnaître si deux droites dont les projections se coupent se rencontrent effectivement, il suffit de joindre sur ces droites les points de même cote. Si les droites proposées se coupent, on doit obtenir ainsi les projections des horizontales correspondantes du plan qu’elles définissent, c’est-à-dire des parallèles. Dans le cas contraire, les sécantes obtenues ne peuvent être parallèles.
Ayant vérifié que les droites données ab et cd {fig. 64 se rencontrent, on peut demander la cote de leur point d’intersection. On l’obtiendra immédiatement (80), si les projections des deux droites se coupent dans les limites du dessin. Sinon, il faudra opérer comme il suit.
Menons, par exemple, par le point e pris sur la droite cd et dont la cote est 12, une parallèle e/" à la droite ab jusqu’à la rencontre de l’horizontale i4 du plan des deux droites. Si l’on désigne par m la projection du point d’intersection cherché, les deux triangles semblables efc, mac, donneront
ma
= -^i d ou ma = ef
fi
ac
fi'
Si l’on exprime ef par le nombre d’intervalles correspondants de la droite ab, la distance ma sera aussi exprimée en inter-
valles. Pour avoir le rapport on mesurera à l’échelle les
fi
longueurs ac et fc. Dans le cas de la Jig. 64 bis, on trouve directement g, 4o environ pour la cote du point m; et le calcul
basé sur les mesures graphiques effectuées conduisant à ma = 4,5 donne, pour cote de ce point,
86. Construire l’échelle de pente d’un plan donné : 1“ par trois points; 2® par une horizontale et un point [JîfÇ. 65).
Soient a, b, c les trois points donnés dont les cotes sont respectivement 6, 10,7 et 8,5. Déterminons sur la droite ab 'le point d qui a la même cote que le point c (80); la droite cd sera une horizontale du plan considéré. En menant a cette horizontale par le point c la perpendiculaire P, on aura l’échelle de pente du plan. Pour graduer cette échelle, il suffit de mener ae parallèle à cef; le point e aura la même cote 6 que le point a, et l’on rentrera dans un cas déjà examiné (80).
Si le plan P est donné par le point c et l’horizontale ae, il suffit pour avoir son échelle de pente de mener par le point c une perpendiculaire à ae.
Connaissant la projection d’un point d’un plan, on voit qu’en menant par cette projection une horizontale du plan, on peut lire immédiatement sur son échelle de pente la cote du point donné.
87. Intersection de deux plans donnés par leurs échelles de pente (Jîg. 66 et 66 bis).
Soient les plans P et Q donnés par leurs échellesde pente. Pour avoir leur intersection, nous emploierons la méthode générale, c’est-à-dire que nousles couperons par des plans auxiliaires (41).
Considérons le plan horizontaj à la cote 10 : il coupera {Jig. 66) les plans P et Q suivant deux horizontales de même cote. On aura les projections de ces horizontales en menant par le point 10 une perpendiculaire à l’échelle P, et par le point 10 une perpendiculaire à l’échelle Q. Ces projections se couperont en un point i qui appartiendra à l’intersection des plans P et Q.
Considérons le plan horizontal à la cote 7 : il coupera les plans P et Q suivant deux horizontales de même cote dont on construira les projections de la même manière. Ces projections se couperont en un point / de l’intersection cherchée, de sorte que cette intersection aura pour projection il et sera complètement déterminée.
Il peut arriver que les échelles de pente des plans donnés soient presque parallèles. Il en est de même alors des projections des horizontales de ces plans, qui vont dans ce cas se rencontrer très-loin hors de l’épure. Pour lever celte difficulté, on emploie comme plans auxiliaires des plans quel-r conques.
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Un plan quelconque peut être représenté par deux de ses horizontales (84-); ou bien, deux parallèles quelconques, définies chacune par deux points de même cote ( ces cotes étant quelconques), représentent un plan.
Traçons donc sur l’épure (fig. 66 bis) deux parallèles ab et cd, aux cotes 24 et 27, et cherchons les intersections de leur plan R avec les plans P et Q. Si l’on mène les horizontales du plan P qui correspondent aux cotes 9.4 et 27, elles couperont les horizontales de même cote du plan auxiliaire R en des points a el d : ad représentera alors l’intersection des plans P et R. Si l’on mène les horizontales du plan Q qui correspondent aux cotes 24 et 27, elles couperont les horizontales de même cote du plan auxiliaire R en des points è et c : bc représentera alors l’intersection des plans Q et R. Les deux droites ad et 6c comprises dans le plan R, se coupant en un point I, ce point sera commun aux trois plans P, Q, R, c’està-dire qu’il appartiendra à l’intersection des plans P et Q.
En traçant sur l’épure deux autres parallèles ef et gh que nous prendrons aussi, pour plus de simplicité, aux cotes 24 et 27 , et en cherchant de même les intersections du plan S qu’elles déterminent avec les plans P et Q, intersections qui seront représentées par les droites eh elfg, nous trouverons un second point / de l’intersection des plans P et Q. Cette intersection sera donc il.
Si les plans P et Q avaient leurs échelles de pente parallèles, leurs traces horizontales seraient parallèles : leur intersection serait donc une horizontale, el il suffirait d’en déterminer un seul point par le procédé qu’on vient d’appliquer.
Intersection d’une droite et d’un plan (fig
Nous emploierons la méthode générale (48).
Soient le plan P et la droite ab. Menons par les points 2 et 6, par exemple, de la droite ab, deux parallèles de direction quelconque : elles représenteront les horizontales de même cote d’un plan auxiliaire R passant par la droite ab, el comme elles couperont les horizontales correspondantes du plan P aux points i et l, la droite il sera l’intersection des plans P el R. Celte intersection il coupant ab au point m, c’est en ce point que la droite ab perce le plan P.
On peut se servir du même tracé pour trouver le point d’intersection de deux droites situées dans un plan vertical (fig. 67 bis).
Ces droites ont pour projection commune la trace horizontale H du plan qui les renferme; seulemént leurs échelles de pente sont différentes. Par les points 3i el 34 de la première droite ab, menons deux parallèles al et bi : elles repré-
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senleronl deux horizontales d’un plan R passant par la droite ab. Par les points .3i et 34 de la seconde droite cd, menons^ deux parallèles cl et di : elles représenteront deux horizontales d’un plan S passant par la droite cd. Les horizontales de même cote des plans R et S se rencontrant aux points i et /, la droite il sera l’intersection des plans R et S. Cette intersection doit d’ailleurs contenir le point commun aux droites ab et cd. Le point m cherché se trouvera donc à la rencontre de il et de H.
89. Mener par un point donné une droite perpendiculaire à un plan donné, trouver son pied dans le plan et sa longueur
(fg- 68).
Lorsqu’une droite et un plan sont perpendiculaires, la piojection de la droite est parallèle à l’échelle de pente du plan. En effet, la projection de la droite doit être perpendiculaire à la trace horizontale du plan (23) ou aux projections de ses horizontales.
De plus, les pentes de la droite et du plan sont inverses l’une de l’autre. On le voit [fig. 68 bis) en menant par la normale N un plan vertical. Ce plan est à la fois perpendiculaire au plan considéré et au plan horizontal, c’est-à-dire à leur intersection. Il coupe donc le plan propose suivant une ligne de plus grande pente AC, le plan horizontal suivant la projection BC de cette ligne de plus grande pente. L’angle ABC — J mesure donc l’inclinaison du plan donné sur l’horizon. MaisBC représente aussi la projection de la normale NR, dont la pente correspond à l’angle R«B = i' . Le triangle rec- . tangle BR/t donne
lang i = cot i' ou tang 1 . tang f ' = i .
On a, par suite, en désignant par p et par p' les pentes du plan et de la normale,
pp'^i.
L’unité de l'échelle de pente du plan étant ^ — l’unité
de l’échelle de pente de la droite éunt t/' = — , (81), on aura nécessairement
dd'—i.
Ainsi, lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan, sa projection est parallèle à l’échelle de pente du plan, et les unités des deux échelles de pente sont inverses.
La Jig. 68 bis montre d’ailleurs que, si l’on suit dans le même sens l’échelle de pente du plan et la projection de la droite, les cotes étant croissantes sur l'échelle du plan, sont décroissantes sur celle de la droite, et vice versa.
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Ceci compris, revenons à la question posée. On donne le plan P par son échelle de pente et le point m dont la cote est i3,25 [fig. 68). En menant par le point m une parallèle à l’échelle du plan, on aura la projection de la perpendiculaire demandée. Pour graduer cette projection, on aura recours à la relation
ihl' = I.
D.ans le cas considéré, on a
rf = o«,5.
11 en résulte
On déterminera alors le point i3 en portant sur la projection de I.T droite, au-dessus du point m, le quart de l’intervalle
trouvé, c’est-à-dire, l’échelle graphique étant ici — o",oo5.
lOO
Il sera facile ensuite de construire l’échelle de pente de la perpendiculaire N (80).
Pour avoir son pied dans le plan P, nous ferons passer par N un plan quelconque R déterminé par deux droites parallèles aux cotes i3 et i5. La droite il, intersection des plans P et II, coupe N en un point a qui est le point cherché. Ce point a pour cote i4«7> - H restera à calculer ou à mesurer la véritable longueur comprise sur la normale entre les points m et a. La projection ma étant égale à 2", g, le calcul donne pour la distance MA
MA = v^2 , g’-i- 1 , 46' = 3 , 24 .
C’est ce qu’on trouve aussi en rabattant la droite en mA, en comptant les cotes à partir du plan horizontal qui passe par le point M (82).
90. Trouver la distance d’un point à une droite {fig. 68). Il suffit de mener par le point un plan perpendiculaire à la
droite, et de joindre leur point de rencontre au point donné.
En se reportant à la fig. 68, on peut supposer que le point c est le point donné et la droite ant la droite donnée. On mènera par le point c le plan perpendiculaire à la droite am. Le plan et la droite se coupant au point a, il restera à chercher la véritable grandeur de la droite oc.
91. Trouver la plus courte distance de deux droites non situées dans un même plan {fig. 6g).
Nous emploierons la méthode déjà exposée (39). Soient A et B les deux droites données. Par le point 12 de la droite B, me-
lions à la droite A la parallèle C (83). Traçons l’échelle de pente du plan R (parallèle à A) qui passe par les droites B et C. Il suffira pour cela de joindre des points de même cote sur B et C, ce qui donnera des horizontales du plan R, et d’abaisser d’un point du plan une perpendiculaire sur ces horizontales.
Prenons maintenant un point quelconque sur A, le point 12 par exemple, et abaissons de ce point la perpendiculaire D sur le plan R. La projection de D sera parallèle à l’échelle de pente du plan R, et l’unité de l’échelle du plan étant o^,5, l’unité de l’échelle de la droite sera
D’ailleurs, les cotes allant en croissant sur l’échelle de pente du plan lorsqu’on marche vers la droite de l’épure, elles iront en décroissant sur l’échelle de la droite. Les droites A et D détermineront un plan P perpendiculaire au plan R, et dont on construira l’échelle de pente comme on a construit celle du plan R.
On prendra de même sur B un point quelconque, le point i4 par exemple, et on abaissera de ce point la perpendiculaire E sur le plan R. Les droites B et E détermineront un plan Q perpendiculaire au plan R.
L’intersection des plans P et Q donnera la plus courte distance demandée. En employant les horizontales de ces plans dont les cotes sont 10 et 11, on trouve que leur intersection est dirigée suivant la droite il (87). Cette droite coupe la droite A au point m et la droite B au point n, La plus courte distance cherchée va donc du point m au point n. La cote du point m est ii,53, celle du point n est 10,25 : la différence de ces cotes est donc i",28. D’ailleurs la longueur de la projection horizontale mn est 3“,45. On aura donc, pour la véritable longueur de la plus courte distance,
MN = ^3)45’-+- 1 ,28- = 3”, 68 (par excès).
Comme vérification, MN étant perpendiculaire au plan R, mn doit être parallèle aux droites D et E.
Trouver l’angle de deux droites {Jig
On peut toujours supposer que les droites données se coupent en un point dont la cote est entière, puisque l’angle de deux droites est en général l’angle formé par deux parallèles menées à ces droites d’un point quelconque de l’espace.
Soient donc les droites A et B qui se coupent au point C dont la cote est 9. Les droites A et B déterminent un plan. En joi-
' gnant les points de ces droites qui ont la cote 6, on aura l’horizontale de ce plan qui est située dans le plan horizontal à la cote 6. L’angle cherché est l’angle au sommet d’un triangle qui a pour base la partie ab de cette horizontale, comprise entre les deux droites, et dont le sommet G se projette en c. Si l’on abaisse cd perpendiculaire sur la base du triangle et si l’on joint le point C de l’espace au pointe?, on aura la hauteur de ce triangle, Lorsqu’on le rabattra sur le plan horizontal à la cote 6, son sommet viendra se placer en C, sur le prolongement de de. Pour obtenir la distance rfC,, il suffit de rabattre le triangle rectangle C ce? en ycd. On a
Un arc de cercle décrit du point d comme centre, avec dy pour rayon, donnera C»; et en joignant ce point aux points a et b, on aura en aCtb l’angle demandé.
On pourrait aussi avoir recours à la Trigonométrie, en mesurant ou en calculant les trois côtés du triangle eiéC.
Lorsque les droites considérées sont situées dans un plan vertical, on les rabat comme l’indique la Jig. 70 bis, en partant pour mesurer les cotes de tel plan horizontal qu’on veut (82). La Jig. 70 bis suppose qu’on part du plan horizontal à la cote i . En trouvant l’angle BMD des deux droites, on trouve leur point d’intersection M (88) qui se projette en m, et dont il est facile de déterminer la cote égale à 2", 6.
Pour trouver l'angle d’une droite et d’un plan, on abaisse une perpendiculaire sur le plan d’un point quelconque de la droite. L’angle que forme cette perpendiculaire avec la droite donnée est le complément de l’angle cherché.
93. Trouver l’angle de deux plans donnés par leurs échelles de pente ( fig. 71).
Nous suivrons la méthode déjà exposée (65). Soient les plans P et Q. Déterminons leur intersection il (87). Supposons qu’on mène un plan R perpendiculaire à cette intersection. Il coupera le plan horizontal à la cote 12, suivant une droite ab perpendiculaire à il, et qui s’appuiera (w a et en 6 sur les horizontales des plans P et Q qui ont la même cote. Si l’on désigne par M le point où le plan R rencontre l’intersection des plans P et Q, l’angle cherché sera l’angle aM6 du triangle Mflé. La hauteur de ce triangle est à la fois perpendiculaire à ab et à l’intersection des plans P et Q, et son pied sur ab est le point de rencontre c de il avec ab, car le point M se projette sur il. On rabattra donc l’intersection des plans P et Q sur le plan horizontal à la cote 12, en élevant ?L= a“ (la cote du
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point l étant i4) perpendiculaire à il, et en joignant iL. Le rabattement de la hauteur du triangle M«6 s’obtient alors en abaissant cm, perpendiculaire sur iL prolongé s’il est nécessaire. Prenant cM = cm,, on a en «M6 l’angle cherché.
On pourrait aussi suivre la seconde méthode indiquée au commencement du n” 65.
94. Ce qui précède suffit pour montrer comment on doit appliquer les procédés ordinaires de la géométrie descriptive, lorsqu’on veut faire usage des plans cotés. Nous laisserons donc de côté les questions qui se rapportent plus spécialement au nivellement, et nous nous contenterons de donner ou d’indiquer dans le second Livre quelques applications de la méthode des plans cotés aux surfaces.
QUESTIONS PROPOSÉES
I. Vérifier que deux droites se coupent, en supposant l’une oblique aux deux plans de projection, et l’autre située dans un plan perpendiculaire à la ligne do terre.
II. Trouver Tintorseclion do deux plans dont l’un est parallèle à la ligne de terre, et dont l’autre est déterminé par la ligne de terre et un point donné.
III. Par un point donné, mener un plan parallèle à un autre plan donné qui est parallèle à la ligne de terre.
IV. Trouver la distance d’un point à un plan donné, dans le cas où le plan donné est parallèle à la ligne de terre.
V. Trouver la distance de deux plans parallèles (méthode des changements de plans).
VI. Trouver la distance d'un point à uil plan donné : i” lorsque le plan donné a ses traces en ligne droite ; a” lorsqu’il est déterminé par la ligne de terre et un point.
VU. Abaisser d’un point donné, sur une droite donnée située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre : i° un plan perpendiculaire; a" une droite perpendiculaire.
Vni. Trouver l’angle de deux droites situées dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre.
IX. Trouver l’angle de deux droites qui ont même trace horizontale.
X. Trouver l’angle de deux droites qui coupent la ligne de terre au , mémo point.
XI. Trouver Tangle de deux plans : 1“ dans le cas où leurs traces passent par un même point de la ligne de terre; dans le cas où le pre-
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mier étant donné par ses traces, le second ost donné par la ligne de terre et un point.
XII. Trouver l’intersection de deux plans donnés chacun : i“ par leur trace horizontale et un point; a“ par leur trace horizontale et leur angle avec le plan horizontal. (On peut, dans ce cas, se proposer de déterminer leurs traces verticales.)
XIII. Mener par une droite donnée un plan faisant un angle donné avec l’un des plans de projection.
XIV. Par une droite donnée dans un plan donné, mener un plan faisant « avec le plan donné un angle donné.
XV. Étant données deux droites non situées dans un même plan , mener une droite qui, s’appuyant sur elles, fasse avec chacune d’elles un angle donné.
X\T. Dans un plan donné, construire sur une base donnée un triangle équivalent à un triangle donné, et dont le sommet se trouve sur une droite donnée.
XVII. Inscrire dans une circonférence donnée un hexagone régulier dont l’un des sommets soit un point déterminé de cette circonférence.
XVm. Trouver les centres et les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un triangle donné.
XIX. Étant donnés le plan d’un cercle, l’une des projections du centre et la longueur du rayon, construire les projections du cercle.
XX. Connaissant le plan de la base d'un cube et l’une des projections d’un côté de cette base, construire les projections du cube.
XXI. Connaissant le plan de la base d’un cylindre circulaire droit, le rayon de cette base, l'une des projections du centre et la hauteur du cylindre, construire les projections de ce corps.
XXII. Mener par un point donné une droite qui fasse un angle donné avec une droite donnée (méthode des plans cotés).
XXIII. Mener par une droite donnée un plan qui ait une pente donnée (plans cotés).
XXIV. Mener dans un plan, par un point donné, une droite qui ait une pente donnée (plans cotés).
XXV. Inscrire une sphère dans un tétraèdre donné (plans cotés).
XXVI. Trouver la plus courte distance d’un point à une sphère donnée (plans cotés).
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Comme nous l’avons déjà dil (G^om. 328), tome
surface peut être regardée comme engendrée par une ligne qui se meut (en variant ou non de forme) suivant une loi déterminée ; cette ligne est la génératrice de la surface.
On exprime en général la loi de son mouvement par sa rencontre constante avec d’autres lignes fixes qui sont les directrices de la surface.
La génératrice et les directrices peuvent être \>\mcs{à simple courbure) ou gauches [à double courbure). Si la génératrice, alors plane, doit rester constamment parallèle à un plan, ce plan est un plan directeur Aq la surface.
Une surface peut évidemment admettre plusieurs modes de génération.
96. On peut diviser les surfaces en deux grandes classes : les surfaces réglées, c’est-à-dire à génératrice rectiligne; les surfaces courbes proprement dites, qui n’admettent pas de génératrice rectiligne.
Parmi les surfaces réglées, il faut distinguer les surfaces développables, qui sont telles, que la génératrice rectiligne reste dans un même plan en passant d’une position à la suivante. Au point de vue pratique, on peut alors les considérer comme formées d’une infinité d’éléments plans , et l’on comprend comment on peut les étendre, les développer sur un môme plan sans déchirure ni diiplicature. Nous avons montré {Géom., 231) de quelle manière ce développement s’opère pour le cylindre et le cône considérés en Géométrie élémentaire.
Lorsque la génératrice rectiligne ne reste pas au contraire dans un même plan, en passant d’une position à la suivante, la surface réglée est gauche.
Parmi les surfaces courbes proprement dites, il faut distinguer les surfaces de révolution qui sont engendrées par une
ligne quelconque lournanl autour d’un axe fixe. Tous les plans perpendiculaires à l’axe coupent alors la surface suivant des cercles qui ont leurs centres sur l’axe et qui constituent les parallèles de la surface. Tous les plans passant par l’axe cotipent la surface suivant des courbes identiques, qui constituent ses rtiéridiens ou ses courbes méridiennes. Les parallèles et les méridiens sont perpendiculaires entre eux. Lorsque la génératrice est dans un mêpie plan avec l’axe , elle se confond avec la courbe méridienne ; sinon, celle-ci peut être prise à son tour pour génératrice de la surface [Géom. analyt., SW). Nous citerons comme exemple l’byperboloïde de révolution à une nappe [Géom. analyt., 343).
97. Parmi les surfaces réglées développables, nous considérerons spécialement les cylindres et les cônes; parmi les surfaces réglées gauches , nous considérerons spécialement la surface {'auche de révolution, ou l’hyperboloïde de révolution à une nappe.
Toute surface cylindrique est engendrée par une droite qui glisse parallèlement à elle-même, en s’appuyant sur une certaine courbe directrice {Géom, analyt., 330).
Toute surface conique est engendrée par une droite qui passe constamment par un point. fixe (centre ou sommet de la surface), en s’appuyant sur une certaine courbe directrice (Géom. analyt.’, 333).
La surface gauche de révolution est engendrée par une droite tournant autour d’un axe fixe avec lequel elle n’est pas dans un même plan (Géom. analyt., 343).
98. Une droite tangente à une courbe tracée sur une surface est tangente à cette surface. Nous avons démontré (Gêo/n. analyt., 346) que le lieu de toutes les tangentes menées à une surface par un point pris sur cette surface, était en général un plan appelé plan tangent à la surface en ce point. Nous avons remarqué de plus (Géom. analyt., 349) qu’aux points singuliers qu’une surface peut présenter, il en était quelquefois autrement. Ainsi le lieu des tangentes menées à un cône par son sommet est ce cône lui-même.
On peut aussi établir par la Géométrie le théorème fondamental qu’on vient de rappeler, en sous-entendant les mêmes restrictions.
Soit une surface quelconque. Par un point M pris sur cette surface (y?g. 72), menons un plan sécant qui détermine sur elle la courbe G. Menons à cette courbe par le point M la tangente MT. Concevons alors par le point M, sur la surface, d’autres courbes A, B, ..., qui coupent la courbe C aux
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points a, 6, .... Les sécantes M«, M6, ..., seront dans un même plan avec la tangente MT, puisqu’elles seront dans le plan de la courbe C. Supposons maintenant qu'on fasse tourner ce plan autour de MT dans le sens convenable. On obtiendra d’autres courbes C', C", ..., dont les points d’intersection af,b', a", h", . . . , avec les courbes fixes A, B, .... se rapprocheront du point M; et les sécantes Ma', Mè', ..., Ma", Mb", ..., continueront toujours d’être dans un même plan avec la tangente MT. A la limite, lorsque les sécantes successives aux courbes A, B, . . . , seront remplacées par les tangentes M/, M/', . . . , menées par le point M à ces courbes, la même condition se trouvera donc encore remplie.
Ainsi, en général, toutes les tangentes menées à une surface par l’un de ses points sont dans un seul et même plan. .
Deux droites qui se coupent déterminant un plan, il suffira, pour construire le plan tangent en un point, d'avoir deux des tangentes à la surface qui passent par ce point.
Une droite étant à elle-même sa propre tangente, dans le cas d’une surface réglée, le plan tangent contiendra la génératrice rectiligne qui passe par le point de contact.
99. Belativement au plan tangent , il existe une différence essentielle entre les surfaces réglées développables et les surfaces réglées gauches.
Comme deux génératrices infiniment voisines sont dans un même plan sur une surface développable, toutes les tangentes aux courbes qu’on peut tracer sur la surface par les différents points de Ttyie des génératrices, sont situées dans le plan tangent mené à la surface par un point de cette génératrice. Ce plan est alors tangent à la surface tout le long de cette même génératrice.
Considérons, par exemple, un cylindre quelconque (fg. 73). Soit la courbe Mo'a" tracée sur sa surface. Le plan tangent au point A contiendra la génératrice AB passant par ce point (98), et la tangente AT menée par ce même point à la base du cylindre (en admettant que la courbe AA' A" soit cette base).
Prenons maintenant les plans sécants au cylindre menés par l’arête AB et les génératrices voisines A"B", A'B', .... Ces plans détermineront, relativement à la courbe Ma'a", les sécantes Ma", Ma', , . et relativement à la base du cylindre, les sécantes AA", AA', .... A mesure que le plan sécant considéré tournera ainsi autour de l’arête AB, pour se rapprocher du plan tangent BAT, les sécantes à la courbe Ma'a" tendront vers la tangente Mt menée à cette courbe par le point M : et les sécantes à la courbe AA' A" tendront vers la tangente AT. A la limite, le plan sécant se confondra donc avec le plan tan-
genl BAT qui contiendra alors la tangente Mt menée d’une manière quelconque en un point quelconque de la génératrice AB. Ce plan BAT sera donc tangent au cylindre tout le long de la génératrice AB du point de contact.
Comme deux génératrices infiniment voisines d’une surface réglée gauche ne sont pas, au contraire, dans un même plan , le plan tangent en un point d’une surface gauche ne l’est qu’en ce point de la génératrice rectiligne qu’il contient.
De même qu’une droite peut être à la fois tangente et sécante à une courbe, un plan peut être à la fois tangent et sécant à une surface.
100. La perpendiculaire menée au plan tangent par son point de contact est fa normale à la surface en ce point. On pourra donc, suivant les cas, déduire la consiruction de la normale de celle du plan tangent ou réciproquement.
101. Il est essentiel de montrer que la projection de la tangente à une courbe est tangente à la projection de cette courbe [Jig. 74).
Soit la courbe C et le plan de projection H. Pour obtenir la projection c de la courbe C sur ce plan, il faut concevoir le cylindre qui projette C perpendiculairement au plan H. Pour projeter alors la tangente MT menée à la courbe C par le point M, il faut déterminer l’intersection du plan conduit suivant MT perpendiculairement au plan II, avec ce même plan. Le plan projetant de MT contenant la génératrice Mm du cylindre Ce, sera tangent à ce cylindre tout le long de cette génératrice (99). Il contiendra donc la tangente mf menée par le point m, projection du point de contact M, à la base c du cylindre; et cette tangente sera précisément sa trace horizontale ou la projection horizontale de la tangente MT.
S’il s’agit d’une projection oblique, la proposition subsiste encore; mais elle est en défaut, dans le cas d’une tangente perpendiculaire au plan de projection considéré.
La réciproque du théorème énoncé est vraie. En effet, si la droite mt est tangente à la projection horizontale c de la courbe C, le plan projetant horizontalement MT sera tangent au cylindre Ce tout le long de la génératrice mM qui passe par le point de contact m, et contiendra la tangente menée au point M à la courbe C. De même, si la droite m' t' est tangente à la projection verticale c' de la courbe C, le plan projetant verticalement MT sera tangent au cylindre Ce' tout le long de la génératrice m'M qui passe par le point de contact m', et contiendra la tangente menée au point M à la courbe C. Donc MT, intersection des deux plans projetants, sera cette tangente.
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Ainsi, les deux projections d’une droite étant tangentes aux deux projections d’une courbe, et leurs points de contact étant les projections d’un même point de la courbe, cette droite est tangente à la courbe.
102. On représente graphiquement une surface, en donnant les projections de certains points et de certaines lignes liés ou appartenant à la surface. Cette représentation graphique n’est complète que lorsque, un point appartenant à la surface, la connaissance de l’une de ses projections suffit pour qu’on puisse déterminer l’autre.
On a une image très-nette de la surface, quand on peut indiquer en outre ses traces sur les plans de projection (intersections de la surface par ces deux plans) et ses contours apparents sur les mêmes plans.
Nous savons [Géorn. analyt., 350) que le contour apparent d'une surface sur un plan, est la projection sur ce plan de tous les points de la surface pour lesquels le plan langent est perpendiculaire au plan de projection choisi.
Graphiquement, on entend par contour apparent la ligne qui, pour l’observateur, sépare sur la surface d’un corps les . parties visibles des parties invisibles. Cette ligne est formée par les points de contact de tous les rayons visuels menés tangentiellcment à la surface par l’œil de l’observateur. Pour que le contour apparent ne dépende pas de la position de l’observateur, on convient de regarder dans toutes les épures le point de vue comme placé à l’infini par rapport à chacun des plans de projection; ce qui fait concorder la définition graphique avec celle adoptée en Géométrie analytique. Les contours apparents sur les deux plans de projection sont alors les limites dans l’intérieur desquelles tombent, sur chacun d’eux, les projections de tous les points de la surface.
103. Les surfaces qu’on a fe plus souvent à considérer en Géométrie descriptive sont, outre les surfaces cylindriques, coniques et de révolution, déjà définies, les cinq surfaces du second ordre, savoir : l’ellipsoïde, l’hyperboloïde à une nappe, l’hyperboloïde à deux nappes, le paraboloï'de elliptique et le paraboloïde hyperbolique. Nous ne reviendrons pas en détail sur la génération de ces surfaces, déjà complètement exposée (Géom. analyt., 373, 37à, 373, 379, 380).
Nous rappellerons seulement que, si les trois axes de l’ellipsoïde sont aa, 26, ic (fig. ■;5), on peut concevoir deux ellipses, l’une parallèle au plan horizontal et construite sur les axes ia, 2b; l’autre paiallèle au plan vertical et construite sur les axes 2a, ac. En faisant alors mouvoir l’ellipse hori-
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zontale perpendiculairement à l’axe ac, de manière que son centre décrive cetlc droite, que ses axes conservent entre
eux le rapport ^5 et que l’axe parallèle à OA soit toujours une
corde de l’ellipse (2 a, ?.c), on obtiendra l’ellipsoïde.
Des modes de génération analogues peuvent être Indiqués pour les autres surfaces du second ordre.
Nous ajouterons que l’hyperboloïde à une nappe peut toujours être engendré par une droite qui se meut en s’appuyant constamment sur trois droites fixes non parallèles à un même plan et situées deux à deux dans des plans différents; et que la môme génération convient au paraboloïde hyperbolique, si les trois droites directrices sont parallèles à un même plan directeur [Géom. analyt., 411, 430).
Le paraboloïde hyperbolique peut encore être engendré par une droite qui s’appuie sur deux droites fixes non situées dans un même plan, en restant parallèle à un certain plan directeur (Géom. analyt., 430).
104. Les définitions qui précèdent vont nous permettre de donner quelques exemples de représentation des surfaces par la Géométrie descriptive.
1“ Une surface cylindrique est complètement déterminée, si l’on donne la direction de ses génératrices et les projectioits G et G' de la courbe directrice.
En effet [fig. 76), le point M appartenant à la surface, si l’on connaît sa projection horizontale m, on pourra trouver sa projection verticale m' (102). La droite {ab, a' b') représentant la direction des génératrices, il passe par le point M une génératrice dont la projection horizontale contient m et est parallèle à ab. Gctte génératrice coupe la courbe directrice en un point P qui a pour projection horizontale le point de rencontre p de la courbe G et de la parallèle menée à ab par le point m. Par suite, la projection verticale de P est p'. En menant par le point p' une parallèle à a' b', on aura la projection verticale de la génératrice considérée, et l’on en déduira immédiatement la projection verticale ni' du point M.
2“ Une surface conique est complètement déterminée, si l’on donne son sommet (s, s') et la courbe directrice (G, G') ifig- 77)-
En_ effet, soit le point M de la surface, dont on connaît la projection verticale m'. s'ai' sera la projection verticale de la génératrice tracée sur la surface par le point M. s'm' coupant G' au point p’, les projections de cette génératrice seront s'p' et sp, et l’on en déduira immédiatement la projection horizontale m du point M.
3“ Une surface de révolution est complètement déterminée, lorsqu’on donne l’axe de la surface et la courbe génératrice (qu’on peut aussi regarder comme courbe directrice que doit suivre le cercle ou pcq^llèle générateur dans son mouvement).
On peut toujours supposer l’axe [ab, a' b') de la surface per-j pendiculaire au plan horizontal. Les parallèles se projettent alors horizontaleiuent en véritable grandeur, et verticalement suivant des droites parallèles à LT. Soit (fig. 78) le point M de la surface dont la projection horizontale est m. Le parallèle qui passe par le point M aura pour rayon am, sa projection horizontale peut donc être immédiatement tracée. Elle coupe la projection horizontale G de la courbe directrice en un point n. Le parallèle du point M coupe donc la courbe directrice (G, G') en un point (re, n'), et sa projection verticale m' s’obtiendra en menant par «' une droite parallèle à LT, et en abaissant du point m une perpendiculaire sur LT jusqu’à la rencontre de cette parallèle.
Le plus souvent, la surface de révolution est donnée par son axe (ab, a' b') et sa courbe méridienne (G, G') qu’on peut regarder comme parallèle au plan vertical. G' représente alors cette courbe en véritable grandeur, et G est une parallèle menée à LT par le pied de l’axe dans le plan horizontal. Pour trouver m', connaissant m, on suit la même marche que dans le cas précédent. G’est ce qu’on peut voir sur la fig. 78 bis. Elle montre qu'à une même projection- horizontale m, peuVent correspondre plusieurs projections verticales m', m\. Suivant la forme de la surface, une verticale peut en effet la percer en plusieurs points.
4“ Un ellipsoïde à trois axes inégaux est déterminé, lorsqu’on connaît deux de ses ellipses principales, l’une parallèle au plan horizontal, l’autre parallèle au plan vertical (fig. 79).
Soit m' la projection verticale d’un point M de la surface. En menant parm' une parallèle à LT, nous déterminerons en x'a, la projection verticale et le grand axe de l’ellipse qui, sur la surfoce, passe par le point M parallèlemenlau plan horizontal (103). Nous reporterons a' a', en «a, sur ««,, nous joindrons ab,, et nous mènerons «(3, parallèle à ab,. Le demi-petit axe de l’ellipse considérée sera égal à ; on pourra donc construire la projection horizontale de cette ellipse. Abaissant alors du point m' une perpendiculaire sur LT, on obtiendra en m et en m, les projections horizontales des deux points quj, sur l’ellipsoïde, ont la même projection verticale m'.
5° Pour représenter un hyperboloïde à une nappe, il suffit de donner les projections de ses trois droites directrices A, B, G (103).
Supposons qu’on veuille trouver la génératrice qui passe
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par le point (m, m') de la directrice A. Nous savons {Géom. analyt., 403) que l’hyperboloïdc à une nappe admet deux systèmes de génératrices rectilignes ; deux génératrices d’un même système sont toujours dans des plans différents, deux génératrices de systèmes différents sont toujours dans un même plan; de plus, en un même point de la surface, passent seulement deux génératrices rectilignes de systèmes différents. Par suite, les trois directrices A, B, G, appartiennent à un même système; et par le point(m, m'), outre A, il ne peut passer qu’une seule génératrice. Le problème est donc ramené à conduire par un pointdonné une droite qui s’appuie sur deux autres droites données non situées dans un même plan, problème déjà résolu (53).
Pour déterminer la projection verticale d’un point M de la surface, connaissant sa projection horizontale ni, on mènera par M un plan perpendiculaire au plan horizontal, et l’on cherchera son intersection avec l’hyperboloïde. On aura ainsi un second lieu du point m'.
PLANS TAJJGENTS AUX SURFACES CYLINDRIQUES ET CONIQUES
105. Mener un plan tangent à une surface cylindrique par un point pris sur sa surface, [fig. 80).
Nous prendrons pour directrice la trace horizontale abcd du cylindre, et nous supposerons cette trace circulaire. Les génératrices de la surface sont données parallèles à la droite (ghy <?'/*')•
Proposons-nous de déterminer d’abord les contours apparents du cy lindre (102). Le contour apparent sur le plan horizontal sera formé des projections des points de contact des plans tangents à la surface, qui sont perpendiculaires à ce plan. D’ailleurs, ces plans étant tangents tout le long de la génératrice qu’ils contiennent (99) et verticaux, leur trace horizontale ( projection horizontale de cette génératrice) sera à la fois parallèle à gh et tangente au cercle abcd. On mènera donc au cercle abcd, parallèlement à gh, les tangentes ae, bi, et le contour apparent de la surface sur le plan horizontal sera formé de la demi-circonférence acb et des tangentes ae, bi. Toutes les génératrices ayant leurs traces sur la demi-circonférence acb seront donc vues en projection horizontale, tandis que celles qui ont leurs traces sur la demi-circonférence adb demeureront invisibles.
De même, pour avoir le contour apparent de la surface sur
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le plan vertical, on remarquera que les plans tangents perpendiculaires au plan vertical ont leurs traces horizontales perporuliculaires à la ligne de terre et leurs traces verticales nécessairement parallèles à ff'/t'. It’aillenrs ees traces iiorizonlalcs doivent être tangentes à la trace horizontale du cylindre, d’après la propriété déjà rapj)elée des plans tangents aux surfaces développables (9!)). On mènera donc à la circonférence aôcd les tangentes cc', r/r/', perpendiculaires à LT; par les points c' et t/', on mènera à g'/i' les parallèles c'/r' et et le contour apparent de la surface cylindrique sur le plan vertical correspondra à ces deux parallèles. En d’autres termes, toute génératrice dont la trace horizontale se trouvera sur la demi-circonférence cat/ sera vue en projection verticale, tandis que celles dont la trace horizontale appartiendra à la demi-circonférence cùd resteront liu'isihles.
Ceci posé, soit M le point situé sur la surface et donné par sa jirojection horizontale ni. Par le point ni i)asscnl les projections horizontales //> et f/ des deux génératrices FP et LU.
On ohtiendni inunédiaienient les projections verticales/'/»' et /'/■' de CCS génératrices. Le point M donné aura donc pour projection verticale soit /»»', soit m\ . Considérons en particulier le point (wi, m'). Le plan tangent mené en ce jioint à la surface aura sa trace horizontale tangente à celle de la surface, et celle trace passeia par le point /. En effet, le platt tangent P (jui passe au point [m, m') étant tangent tout le long de la génératrice FP, rerd'erme la tangente menée par le pidnt / à la trace horizontale abcd. ün obtiendra donc U** eu menant par/ une tangente au cerd« abcJ. La trace verticale V’ <lu plan tangent passera d’ailleurs par la trace verticale /»' de la génératrice FP, et on la déterminera en unissant p' au point de rencontre de II’ avec LT.
f)n opérera de la même manière pour mener le plan langent U au point {m,, m\).
Si l!*^ ne coupait pas LT, on mènerait par le point {m, m’) une iiorizontale du plan P, pour trouver un second point de sa trace verticale. Colle construction peut au besoin servir de vérilication.
On aura une nouvelle vérification s’il est itécessaire, en cou- * slruisanl l’intersection des deux plans P et 11. Comme iis contieiment chactin une génératrice du cylindre, leur intersection doit être parallèle à la direction de ces génératrices {Géoni., 108).
On peut déterminer facilement la trace verticale de la surface, en cherchant les traces verticales do scs génératrices cl en les unissant par un trait continu. Cette trace est ici une
ellipse, puisque le cylindre est circulair&(G^o/n. 332).
On peut facilement construire un système de diamètres conjugués de cette ellipse. V*’ doit lui être.. tangente au point p' et V^, au point r'; ce qui fournit une dernière vérilication.
Si l’on donnait les projections de la courbe directrice du cylindre au lieu de la trace horizontale de la surface, on mènerait par le point donné une génératrice qui couperait la courbe directrice en un certain point. Le plan langent clierclié contiendrait celte génératrice ainsi que la tangente menée en ce point à la courbe directrice; il serait donc déterminé. Mais le plus souvent, la trace horizontale de la surface est connue et, dans tous les cas, on la construira comme nous venons de l’indiquer pour la trace verticale.
lOG. Mener un plan tangent à une surface cylindrique par un point extérieur {Jig. 8i).
Par le point donné (m, m'), on mènera une parallèle {gh, g' h') aux génératrices de la surface ; elle sera tout entière dans le plan cherché qui doit contenir une de ces génératrices. La trace horizontale de ce plan passera donc par le point g, et sa trace verticale par le point h'. D’ailleurs la trace horizontale du plan langent doit être tangente à la trace horizontale abcd de la surface. Il suffira donc de mener par le point g^une tangente à cette circonférence, pour avoir 11*’. On aura ensuite en Joignant avec h' le point de rencontre de IL et de LT. Comme on peut mener par le point g deux tangentes à la circonférence abcd, les deux plans P et R répondront à la question. 11 sera, dans tous les cas, facile de construire v’’ et V“, puisque la génératrice de contact est connue pour chacun de ces plans.
107. Mener un plan tangent à une surface cylindrique, parallèlement à une droite donnée (fig- 8a).
Le plan tangent cherclié P devant être parallèle à la droite {ef, e'/'), si l’on mène par un point de celte droite une parallèle {gh, g'h') aux génératrices de la surface, ces deux droites détermineront un plan Q parallèle au plan P, puisque tout plan langent contient une génératrice de la surface.
devant être à la fois parallèle à II'^ et tangente à la trace horizontale rtftccf du cylindre, le problème reviendra à mener à celle circonférence une tangente parallèle à une direction donnée. On aura ainsi deux solutions II’’ cl II”.
Les traces verticales V” et V” seront toutes deux parallèles à V®. On les construira facilement dans tous les cas, puisque
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les génératrices de contact des deux plans P et R sont déterminées. L’épure donne tous les détails nécessaires.
108. Remarque. — Il faut se rappeler qu’un plan dépend de trois conditions. Comme le plan tangent à une surface développable contient toujours une génératrice de la surface, on ne peut plus l’assujettir qu’à une seule condition.
109. On peut proposer relativement à la surface conique les mêmes problèmes que nous venons de résoudre pour la surface cjlindrique. Nous allons les exposer, en entrant seulement dans moins de détails.
Mener un plan tangent à une surface conique par un point pris sur sa surface [fig. 83J.
Nous supposerons la surface conique donnée par sa trace horizontale abcd (circulaire dans l’épure) et par son sommet [s, s').
On commencera par déterminer les contours apparents de la surface, en opérant comme nous l’avons fait au n“ 105. On verra ainsi que le contour apparent sur le plan horizontal est formé de la portion de trace horizontale acb et des tangentes sa, sb, menées à cette trace par le point s. Quant au contour apparent sur le plan vertical, il sera formé des droites s' c', s'd'. 11 faut remarquer que le sommet (s, s') séparant les deux nappes de la surface, les génératrices vues sur l’une des nappes ont leurs prolongements invisibles sur l’autre nappe, et réciproquement. C’est ce qu'indique l’épure.
Ceci posé, on veut construire le plan tangent en un point M de la surface, donné par sa projection horizontale m. Le plan langent cherché contient la génératrice qui passe par le point M cl dont la projection horizontale est nécessairement sm. Cette projection horizontale coupant la trace horizontale de la surface en deux points/ et l, les deux génératrices FP et LR répondront également à la question, cl la projection horizontale m correspondra à la projection verticale m' ou suivant qu’on regardera le point M comme appartenant à l’une ou à l’autre de ces génératrices. Considérons en particulier le point (m, m'). Le plan tangent qui passe par ce point contient la génératrice FP. Sa trace horizontale II’’ passe donc par la trace horizontale f de celte génératrice et est tangente à la trace horizontale abcd de la surface. Quant à sa trace verticale V**, on l’obtiendra ici en construisant la trace verticale p' de la génératrice FP et en se servant en outre de l’horizontale du plan (mg, m'g') qui passe par le point (m, m').
On construira de même le second plan tangent R qui passe par le point {/«,, m\). Comme 11'* rencontre LT, il suffira pour
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déterminer V" de construire la trace verticale r' de la génératrice LR.
Comme vérification, l’intersection des plans tangents P et R, qui renferment chacun une génératrice, doit contenir le sommet (i, s') de la surface.
110. Mener un plan lancent à une surface conique par un point extérieur (jig- 84 )•
Soit (m, ni') le point donné. Le plan tangent mené par ce point renferme une génératrice de la surface et, par conséquent, son sommet. Donc le plan cherché contient la droite (sm, s' ni') dont la trace horizontale est/. La trace horizontale de ce plan passera donc par le point / et sera tangente à la trace horizontale abed de la surface. Il y aura, par suite, deux solutions H’’ et H*. Pour trouver les traces verticales des plans P et R, on n’aura qu’à joindre les points de rencontre de h’’ et de H“ avec LT, à la trace verticale de la droite [sm, s'm'). Si on ne peut le faire, on construira les génératrices de contact des plans P et R ou des horizontales de ces plans comme l’indique l’épure.
111. Mener à une surface conique un plan tangent parallèle à une droite donnée [fig- 85).
•Soit [gh, g' h') la droite donnée. Le plan tangent cherché devant passer par le sommet (s, s') et être parallèle à la droite (gfi, g' h'), contiendra la parallèle [sf, s'f) menée à cette droite par le point (s, s'). En menant par la trace horizontale f de cette parallèle des tangentes à la trace horizontale abcd de la surface, on obtiendra donc les traces horizontales Il‘“ et H*' des plans P et R qui répondent à la question. On déterminera les traces verticales V** et V‘‘ comme dans le cas précédent. Dans l’épure, on s’est servi de deux horizontales menées dans chacun des plans tangents par le sommet [s, s'),
112. Ce qui précède permet de résoudre simplement certains problèmes relatifs à la ligne droite et au plan.
Proposons-nous, par exemple, défaire passer par une droite donnée un plan dont l’angle avec le plan horizontal soit donné [fig. 86).
• Soit [ab, a' 6') la droite donnée. Prenons le point [b, b') pour sommet d’un cône de révolution à axe vertical, dont les génératrices fassent avec le plan horizontal l’angle donné cl. On obtiendra le rayon bc de la base de ce cône, en construisant l’angle bb'c complémentaire de l’angle a. Tous les plans tangents au cône ainsi déterminé, font évidemment l’angle «avec le plan horizontal; car la génératrice de contact et le rayon
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correspondant de la base du cône (qui font entre eux l’angle a), sont tous deux perpendiculaires à la trace horizontale du plan considéré. 11 suflira donc de mener par la trace horizontale a de la droite (ab, a'b') une tangente au cercle bc, pour avoir la trace horizontale Ir du plan demandé. On aura immédiatement sa trace verticale en joignant au point b', trace verticale de {ab, a'b'), le point de rencontre de 11®^ avec LT. |
Il y a en général une seconde solution qu'on n’a pas indi- • '
quéo sur l’épure. Pour que le problème soit possible, il faut *
qu’on ait ba > bc, c’cst-à-diro il faut que la droite donnée i
fasse avec le plan horizontal un angle inférieur à a. I
La méthode à suivre serait la même si l’on voulait mener !
par line droite donnée un plan faisant un angle donné avec un plan donné.
On ramènerait cette question à la précédente, en opérant ,
les transformations nécessaires pour pouvoir considérer le plan donné comme plan horizontal de projection.
113. On se baserait encore sur le même procédé, si l’on voulait me/icr é un cy lindre ou à un cône un plan tangent faisant un angle donné x avec le plan horizontal.
Dans le premier cas, on construira un cône de révolution à axe vertical ayant sa base sur le plan horizontal, et dont les génératrices feront avec ce plan l’angle voulu. Puis, remarquant que le plan cherché doit contenir une des génératrices du cylindre, on mènera par le sommet du cône une parallèle à la direction de ces génératrices. Par cette droite (qui contient le sommet du cône), on lui mènera un plan tangent (HO), et il restera à mener au cylindre un plan tangent parallèle au plan ainsi obtenu, c’est-à-dire parallèle à sa génératrice de contact avec le cône (107).
Si la parallèle menée par le sommet du cône aux génératrices du cy lindre tombe dans l’intérieur de la base du cône, le problème proposé n’admet aucune solution.
Dans le second cas, on construira le cône de révolution auxiliaire en lui donnant même sommet que le cône proposé.
La question sera alors ramenée à construire un plan tangent commun aux deux surfaces coniques. La trace horizontale du plan cherché sera donc la tangente commune aux traces horizontales de ces deux surfaces.
On pourrait opérer de la même manière dans le premier cas, en plaçant le sommet du cône de révolution sur l’une des génératrices de la surface cylindrique.
Pour terminer ce chapitre, il est utile de montrer que
Digitzc^l: , ^ I ' ' ■
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la méthode des plans cotés peut très-sîmplement s’appliquer à la recherche des plans tangents aux surfaces.
Supposons, par exemple, qu’on veuille mener, en suivant cette méthode, un plan tangent à une surface cylindrique par un point extérieur 87).
La surface sera donnée dans l’épure par sa trace horizontale , sur le plan de niveau dont la cote est i i,5o et j)ar l’une de scs génératrices. Celte génératrice, qui sera, si l’on veut, l’une de celles qui correspondent au contour apparent du cylindre sur le plan de sa base, aura ab pour projection horizonlale et sera inclinée à 45° sur l’horizon, comme l’indique l’intervalle de son échelle de pente comparé à l’échelle graphique (81), La projection horizontale du point donné est m et sa cote est égale 39,20,
On mènera par ce point une parallèle aux génératrices du cylindre (83); elle sera tout entière dans le plan tangent cherché. On déterminera son point de rencontre / avec le plan de la base du cylindre. La trace du plan tangent sur ce même plan sera la tangente !p ou la tangente Ir à la base. On construira facilement les échelles de pente des deux génératrices de contact, et l’on en déduira à l’aide d’horizontales (les unes parallèles à Ip pour le plan 1', les autres parallèles à Ir pour le plan II) la graduation des échelles de pente P et U des deux plans qui répondent à la question. Ces échelles de pente sont d'ailleurs, comme nous le savons (84), perpendiculaires à et à Ir.
PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION
115. Le plan langent en un point donné d’une surface de révolution jouit d’une importante propriété ; Il est perpendiculaire au plan méridien qui passe par le point de contact.
En effet, par le point de contact passent un méridien et un parallèle de la surface, et ces deux plans, perpendiculaires entre eux (9G), se coupent suivant le rayon du parallèle qui correspond au point de contact. La tangente menée au parallèle par le point de contact est perpendiculaire à ce rayon : elle est donc perpendiculaire au plan méridien (Géoni., 183), et comme elle est tout entière dans le plan langent, le plan tangent lui-même est perpendiculaire à ce plan méridien , qu’il coupe suivant la tangente menée à la courbe méridienne par le point de contact.
La normale à la surface , ou la perpendiculaire menée au plan
langent par le point de contact, sera par suite comprise dans le plan méridien du point de conucl, et ira rencontrer l’axe. Ainsi la normale en un point quelconque d’une surface de révolution est dans un même plan avec l’axe.
Remarquons que, d’ajires la symétrie de la surface autour de ‘ l’axe, les normales ou les tangentes à la courbe méridienne, menées par les différents points d'un même parallèle, doivent venir eouper l'axe au même point. En d’autres termes, si l’on considère la courbe méridienne dans une certaine position, et un point pris sur cette courbe, la tangente à la courbe méridienne et la normale à la surface en ce point engendreront, pendant le mouvement de la courbe méridienne autour de l’axe, deux surfaces coniques ayant même axe que la surface de révolution et circonscrites à celle surface suivant le parallèle du point donné.
116. Nous pouvons maintenant nous proposer de mener un plan tangent à une surface de révolution par un point pris sur la surface [fig. 88).
Soit un ellipsoïde de révolution, que nous supposerons donné par son axe perpendiculaire au plan horizontal et par sa courbe méridienne parallèle au plan vertical. Cette courbe se projettera en véritable grandeur sur le plan vertical suivant l’ellipse a'b'c'd', et elle y formera le contour apparent de la surface. Le contour apparent sur le plan horizontal sera le cercle ab , projection de V équateur de la surface. En effet , aux différents points de l’équateur, les plans tangents sont perpendiculaires au plan horizontal comme contenant les tangentes verticales aux différentes courbes méridiennes passant par ces points. De même , aux différents points de l’ellipse méridienne parallèle au plan vertical’, les plans tangents sont perpendiculaires au plan vertical, puisqu’ils sont tous perpendiculaires au plan de l’ellipse méridienne (115).
La projection veriicalg de l’équateur se confond d’ailleurs avec a'b' , tandis que la projection horizontale de l’ellipse méridienne se confond avec ab. L’axe a pour projection horizontale le centre o du cercle ab, et pour projection verticale la perpendiculaire o'z' à LT.
Soit un point M de la surface donné par sa projection horizontale m. On aura immédiatement la projection horizontale om du parallèle passant paf ce point. Cette projection horizontale coupe en n la projection horizontale ab de l’ellipse méridienne. A ce point « correspondent sur la projection verticale de cette ellipse deux points n' et En menant par chacurv de ces points une parallèle à LT, on aura les pro-, jection.s verticales des parallèles qui, placés symétriquement
Diÿlil.'tîd by Googlt
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par rapport à l’équaieur, se confondent en projection horizontale avec le cercle om. Le point de la surface dont la projection horizontale est m, peut donc avoir pour projection verticale m' ou ni\. Construisons d’abord le plan tangent qui passe par le point (m, m').
Par le point menons une tangente à l’ellipse a'b'v'd'. Cette tangente coupera o'z' en z'. Le point z' représentera, d’après une remarque précédente (tl5), la projection verticale du point commun à toutes les tangentes menées au\ méridiens de la surface par les différents points du parallèle auquel appartient le point (m, m'). En joignant le point z’ au point m', on aura donc la projection verticale de la tangente menée en ce point au méridien correspondant. Comme ce méridien (perpendiculaire au plan horizontal) a sa projection horizon- ' taie dirigée suivant om, il en sera de môme de la projection ‘ horizontale de la tangente considérée. On aura donc immédiatement sa trace horizontale en t. D’ailleurs la tangente menée par le point (m, m!) au parallèle qui passe par ce point, a pour projection horizontale la tangente ml au cercle om, et pour projection verticale la parallèle m'V à Lï (101). Cette tangente étant une horizontale du plan P cherché , on aura immédiatement H*’ en menant une perpendiculaire à om par le point t, et V’’ en joignant le point de rencontre de H’’ et de Lï au point V .
Si H** ne rencontre pas LT dans les limites de l’épure , on peut remarquer qu’en menant par le point n' à l’ellipse a'b'c'd' la normale n'a.', on obtient en a! sur o'z' la projection verticale du point commun à toutes les normales menées à la surface par les différents points du parallèle considéré. Par conséquent, a'm' sera la projection verticale de la normale à la surface au point (m, m'); et pour avoir V^, il suffira d’abaisser du point /' une perpendiculaire sur la direction a'm'. Dans tous les cas, la remarque qu’on vient de faire fournit une vérification coçimode.
On peut en avoir une secondé, en observant que le cône de révolution décrit par la tangente à la surface dont la projection verticale est n'z' (cette tangente est parallèle au plan vertical), a nécessairement pour trace horizontale la circonférence décrite du point o comme centre avec oO pour rayon. Le point t doit donc se trouver sur cette circonférence.
Pour conélruire le plan tangent R mené à la surface par le point (m,, m',), on opérera d’une manière identique, comme lÜndique l’épure.
Tout ayant lieu, pour les deux plans P et R, symétriquement à l’équateur de la surface , les projections verticales des tan-
III. ' 3a
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gentes aux courbes méridiennes, savoir z'n' el z \ n\, z'ni' et s' , doivent se couper respecii veinent en des points f/ eir' situés sur le prolongement de a'6'. Les deux plans P et R dont les traces horizontales sont parallèles, se couperont alors suivant une horizontale située dans le plan de l’équateur. La projection verticale de cette horizontale se confondra donc avec a' b'. En d’autres termes, le prolongement de a! b' passera, si les tracés sont exacts, par le point d’intersection i' des traces V et V*'.
Remarque. — Dans les surfaces de révolution à axe vertical, . le plan tangent a toujours sa trace horizontale perpendiculaire à celle du plan méridien qui passe par le point de contact. On s’en rend compte à priori en se rappelant (IIS) que le plan tangent est perpendiculaire à ce plan méridien. Ce dernier étant perpendiculaire au plan horizontal, une droite qui y sera tracée perpendiculairement au plan tangent y sera contenue tout entière, et aura pour projection horizontale la trace horizontale du plan méridien.
117. Nous savons mener le plan tangent à une surface de révolution 'par un point de la surface ; mais s’il faut faire passer ce plan tangent par un peint extérieur, ou le mener parallèlement à une droite donnée, ou le faire passer par une droite donnée, etc., la question devient un peu plus difficile que pour les cônes et les cylindres. Nous nous bornerons donc, pour compléter ce qui précède, à quelques généralités utiles à connaître.
118. Pour mener à une suif ace un plan tangent par un point extérieur, on fera passer par ce point des plans coupant la surface. Ces plans détermineront sur la surface des courbes auxquelles on mènera des tangentes par le point donné. Ces tangentes formeront un cône dont le point donné sera le sommet, et qui sera circonscrit à la surface le long de la courbe des points de contact obtenus. Les deux surfaces auront évidemment en tous ces points même plan tangent. Par suite, la question sera ramenée à construire le plan tangent à un cône en son sommet, et elle sera susceptible d’une infîniié de solutions (sauf les cas particuliers) à moins qu’il ne s’agisse d’une surface développable (108).
La méthode générale indiquée se simplifie, lorsque la surface proposée est de révolution (Note IV). *
On voit que l’esprit de cette méthode consiste à substituer à la surface donnée un cône circonscrit ayant pour sommet le point donné et pour courbe directrice la courbe suivant laquelle il touche la surface.
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119. Pour mener à une surface un plan lancent parallèle à une droite donnée, on fera passer par celle tJroile des plans coupanl la surface. Aux courbes délerminées par ces plans, on mènera des langenies parallèles à la droiie donnée. Elles formeronl un cylindre circonscril à la surface le long de la courbe des poinls de conlaci oblenus. Les deux surfaces auroni évidemmeni en lous ces poinls même plan langenl. Par suile, la queslion sera ramenée à conslruire le plan langenl en un poini de la surface d’un cylindre, ei elle sera susceplible d’une infinilé de solulions (sauf les cas parliculiers] à moins qu’il ne s’agisse d’une surface développable (108).
La mélhode générale indiquée se simplifie, lorsque la surface proposée esl de révolulion (Noie IV).
On voil que l’espril de celle jnéihode consisle à subsiiiuer à la surface donnée un cylindre circonscril ayant ses générairices parallèles à la droile donnée el pour courbe direclrice la courbe suivani laquelle il louche la surface.
120. Pour mener à une surface un plan tangent passant par une droite donnée, il faul circonscrire successivemenl à la surface deux cônes donl les sommels soieni sur la droile donnée (118). Les courbes de conlacl de ces deux cônes se couperoni en cerlains poinls. Toul plan langenl mené en ces points à la surface proposée sera aussi tangent aux deux cônes circonscrits et contiendra leurs sommels, c’esl-à-dire la droite donnée.
Le problème énoncé esl impossible, lorsqu’il s’agit d’une surface développable (108). 11 se simplifie selon la nature de la surface donnée. Nous irailerpns, comme exercice, le cas ' particulier suivant :
Faire passer par une droite donnée un plan langent à une sphère donnée {fig. 8g).
Nous supposerons le centre o de la sphère placé sur la ligne de terre ; celte sphère sera alors coupée par les plans de projection suivant deux grands cercles qui se confondront dans l’épure. Soient ab, a'b' , les projections de la droile donnée. Menons par sa trace horizontale a deux tangentes ac, ad, au grand cercle situé dans le plan horizontal. Si l’on fait tourner ces tangentes autour de l’axe ao, elles engendreront un cône qui touchera la sphère suivani un petit cercle perpendiculaire à do, c’esl-à-dire au plan horizontal, et donl la projection horizontale sera le diamètre cd.
Par la trace verticale b' de la droile donnée, menons deux langenies b'e', bf, au grand cercle situé dans le plan vertical. Si l’on fait tourner- ces tangentes autour de l’axe b'o, elles engendreront un cône qui louchera la sphère suivani un petit
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rercle perpeiidirulaire à b'o, c’est-à-dire au jilan vertical, et dont la projection verticale sera le diamètre e'f.
Les points d’intersection des circonférences cd, e'f, sont, d’après ce qui précède, les points de contact des plans tangents demandés. Les projections horizontales de ces points tombant sur cJ, tandis que leurs projections verticales appartiennent à e'f, CCS droites représenteront la projection horizontale et la projection verticale de la corde qui joint les points de contact cherchés. Pour les déterminer, il suffira donc de construire les points de rencontre de cette corde avec l’une des deux circonférences cd, e'f.
Rabattons, par exemple, la circonférence cd sur le plan horizontal en la faisant tourner autour de son diamètre. Ce rabattement sera la circonférence décrite sur cd comme diamètre dans le plan horizontal. Pour obtenir le rabattement de la corde qui joint les points de contact, il faudra d’abord construire les points g"' et A où elle perce les deux plans de projection. On élèvera ensuite gg'> = gg' perpendiculaire à cd, et on joindra les points h et g,. La corde hg„ ainsi rabattue, coupant la circonférence cd rabattue en deux points l, et m„ ces points seront les points de contact rabattus. On obtiendra donc immédiatement leurs projections en (/, V) et en (m, m').
Le plan tangent à la sphère étant perpendiculaire à l’extrémité du rayon mené au point de contact, on aura les traces des deux plans tangents P et R, en abaissant des points a et b' des perpendiculaires sur les droites ol et ol', om et om’.
Comme vérification, on doit avoir
11' = II, et [im' = mm,.
Au lieu de la méthode générale appropriée au cas de la sphère, on aurait pu suivre la marche indiquée en Géométrie {Compl. de Géom., 117).
121. Pour trouver le plan tangent commun à deux surfaces, il suffira de circonscrire à ces surfaces deux cylindres dont les génératrices soient parallèles à une même direction. On déterminera les traces horizontales de ces cylindres. Tout plan tangent commun à ces cylindres le sera évidemment aux surfaces proposées.
On aura la trace horizontale du plan tangent commun aux cylindres circonscrits, en menant une tangente commune à leurs traces horizontales. Il sera facile ensuite de déterminer la trace verticale de ce plan. Il y aura autant de solutions qu’on pourra mener de tangentes communes aux deux traces horizontales.
On voit que le nombre des solutions du problème général
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csl illiniilé, puisque la direction commune des génératrices des cylindres circonscrils reste indéterminée.
Lorsque l’une des surfaces données devient développable, le cylindre qui lui est circonscrit se change en un ou plusieurs plans, et le problème devient déterminé ou impossible. Lorsque les deux surfaces données sont développables, le problème est impossible (sauf les cas particuliers). Dans le cas génépi, toutes les solutions se trouveront rassemblées lorsqu’on pourra construire une surface développable circonscrite à la fois aux deux surfaces proposées, en ce sens que tout plan tangent à la surface développable le sera aux deux surfaces considérées.
Nous indiquerons comme exercice la question suivante r
Par un point donné , mener un plan tangent commun à deux sphères données {Comgl. de Géom., 118).
On peut prendre pour plan horizontal de projection le plan déterminé par la ligne des centres des deux sphères et par le point donné. Ce plan coupera les sphères suivant deux grands cercles. Si l’on mène les tangentes communes extérieures .'i ces deux grands cercles, et si on les fait tourner autour de la ligne des centres, on engendrera un cône circulaire droit dont la même nappe sera circonscrite aux deux sphères. Tout plan tangent à ce cône le sera évidemment aux deux sphères. La question sera donc ramenée à conduire par le point donné un plan tangent au cône circonscrit’, ou, ce qui revient au même, à conduire un -plan tangent à l’une des sphères données par la droite qui joint le point donné au sommet du cône circonscrit (120).
En menant les tangentes communes intérieures aux deux grands cercles situés dans le plan horizontal de projection, et en les faisant tourner autour de la ligne des centres, on engendrera un autre cône circulaire droit dont chaque nappe sera respectivement circonscrite à l’une des sphères proposées. En considérant ce cône, on obtiendra deux nouvelles solutions. On peut donc, en général, mener par un point donné quatre plans tangents communs à deux sphères données.
L’exécution de cette épure fournira au lecteur un exercice utile.
Le problème dont on vient d’exposer la solution permettra^ de traiter le suivant : Construire les plans tangents communs à trois sphères données.
Hyperboloïde de révolution.
122. Nous avons vu (Géom. analyl., 432) que l’hyperboloïde de révolution à une nappe pouvait être engendré, soit par
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une hyperbole tournant autour de son axe imaginaire, soit par une droite non située dans un même plan avec l’axe autour duquel elle tourne. Nous voulons rappeler, en nous«ppuyani sur les seuls principes de la géométrie descriptive, les propriétés les plus importantes de l’hyperboloïde de révolution, et lui mener un plan tangent en un point donné.
123. L’axe (oz, o'z') de la surface étant vertical nous supposerons que la génératrice, lorsqu’elle est parallèle au plan vertical, a pour projections les droites gd, g'd'. Si du point O comme centre, avec og pour rayon, nous décrivons une circonférences elle représentera la trace de la surface sur le plan horizontal. La plus courte distance de la génératrice à l’axe ne peut changer. La génératrice étant donnée dans un plan parallèle au plan vertical et dont la trace horizontale est gd, cette plus courte distance s'obtiendra en abaissant du point O sur gd la perpendiculaire od (Géom., 185). Le cercle décrit du point o comme centre avec od pour rayon, sera alors la projection horizontale du plus petit parallèle de la surface ou de son cercle de gorge. Les projections horizontales de toutes les génératrices de la surface seront tangentes à ce cercle. Pour avoir la projection verticale du cercle de gorge, il suffira de mener par le point d' une parallèle à LT. Les projections horizontales des différents points de la surface tomberont en dehors du cerclé od. Le plan du cercle de gorge est un plan de symétrie de l’hyperboloïde.
Il est facile de voir que la surface considérée peut être engendrée par une droite de deux manières différentes. En effet, prolongeons g^c^usqu’à son autre rencontre en / avec la trace horizontale de l’hyperboloïde. La droite (Id, l'd') fera avec l’axe le même angle que la droite {gd, g' d'), et ces deux droites seront placées symétriquement par rapport au plan conduit suivant l’axe perpendiculairement à LT. D’ailleurs, la droite [Id, l'd') tournant autour de l’axe (oz, o'z') engendrera aussi un hyperboloïde de révolution. Il faut prouver que les deux hyperboloTdes se confondent. Considérons deux points (e, e'), ( f, /'), situés à la même hauteur sur les deux droites proposées. La symétrie de la figure montre qu’on aura
de=-df
et, par suite,
oe = of,
c’est-à-dire que les deux points décriront le nacme parallèle. Ainsi l'hyperbolo'ide de révolution à une nappe admet deux systèmes de génératrices rectilignes. Tout ce qu’on a dit rela-
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tivemenl a|ix génératrices du premier système, doit se répéter pour celles du second.
Si l’on (ail tourner la génératrice {gd, g'd') de deux droits, sa projection horizontale devient /, d, et sa projection verticale l'd', de sorte qu’elle est parallèle à la génératrice (/rf, l'd').
' Donc, à une génératrice du premier système, correspond toujours dans le second système une génératrice parallèle.
124. Pour construire {Jig. 90) la section méridienne de la surface qui est parallèle au plan vertical, nous n’aurons qu’à déterminer les points d’intersection de ses différents parallèles avec le plan vertical dont la trace horizontale est représentée par la parallèle aob à LT.
Par exemple, le parallèle dont la projection horizontale est le cercle oe ou of et dont la projection verticale est la droite e' f, coupe le plan méridien aob en deux points (e, e'), (9, <p'), qui appartiennent à la section méridienne.
En désignant par 0 l’angle constant de l’une des génératrices avec le plan horizontal et par r le rayon du cercle de gorge, le triangle d'p'f, par exemple, donnera
/'p'»= </'p'’cot’6.
Mais
f'p'^ =fd^= of^ — orf’ = p'9'* — r’;
par suite,
p'9" — rf'p"cot’6 = rL
p'9' et d'p' représentent les coordonnées d’un point 9' de la projection verticale de la section méridienne, par rapport aux axes a'j3' et o'z'. Celte section sera donc une hyperbole — j’cot*9 = r’) ayant pour axe Iransverse le diamètre du cercle de gorge. Les asymptotes de cette hyperbole seront Iq^ droites
y = ±a:tang6.
Ces asymptotes se projetteront donc verticalement suivant §•'</' et l'd', et horizontalement suivant y o et c’est-à-dire qu’elles seront parallèles aux génératrices principales {gd, g'd') et {Id, l'd').
125. L’hyperbole qu’on vient d’obtenir {Jig, 90) représente le contour apparent de la surface sur le plan vertical, car le plan tangent en un point quelconque dé celle hyperbole est perpendiculaire au plan méridien correspondant (115), et, par suite, au plan vertical auquel ce plan méridien est parallèle.
De même, en tous les points du cercle de gorge, la tangente au méridien est verticale, puisque le cercle de gorge est décrit par l’un des sommets de l’hyperbole anéridienne..
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Donc, les plans tangents au\ différents points du cercle de ®
gorge sont verticaux, et la projection horizontale de ce cercle représente le contour apparent de la surface sur le plan horizontal.
• 126. Par un point pris sur la surface, passent toujours deux génératrices de systèmes différents (fg. 90).
Soit la projection horizontale m de ce pdint. On déterminera sa projection verticale ni' en construisant la projection verticale du parallèle auquel il appartient, à l’aide des points de rencontre de ce parallèle avec les génératrices (gd, g'd'),
(id, l'd'). Des deux points de la surface situés sur la verticale qui passe au point m, nous considérons celui qui est inférieur au cercle de gorge.
Ceci posé , si l’on fait tourner la génératrice [gd, g'd') jusqu’à ce qu’elle vienne passer par le point (m, m'), on obtiendra pour cette génératrice la projectipn horizontale pms tangente au cercle od, et la projection verticale p'm's'.
Si l’on fait tourner la génératrice [Id, /'</') jusqu’à ce qu’elle • vienne passer aussi par le point (m, m'), on obtiendra pour cette génératrice la projection horizontale qmt tangente au cercle od, et la projection verticale q'm't' .
On ssiil A’aiWeurs {Géom. anal., ïÔk) que deux génératrices '
il’un même système sont toujours dans deux plans différents.
127. Pour avoir le plan tangent au point [m, m'), il suffit de conduire un plan par les deux génératrices de systèmes différents (ps, p's') et [qt, q't') qui passent par ce point sur la surface (98). La trace horizontale H** de ce plan sera donc immédiatement connue, puisque c’est la corde st de la trace horizontale de la surfac-e. Quant à la trace verticale du plan tangent, on l’obtiendra en construisant l’horizontale du plan qui passe par le point [m, m'). On peut aussi déterminer la trace verticale de l’une des génératrices qui passent par ce point.
Le plan tangent P coupe l’hyperboloïde suivant les deux génératrices considérées, c’est-à-dire qu’il n’est langent qu’au point (m, m') de chacune d’elles. Qu’on fasse en effet glisser le point m sur ps, le point (m, m') variera sur la génératrice [ps,p's') et le point t changera lui-même de position sur la trace horizontale de la surface. En chaque point de la génératrice (ps, p's'}, il y a donc un nouveau plan langent. Le '
])lan P coupe le cercle de gorge suivant la droite {pq,p'q’)-
Le plan langent déterminé par les deux génératrices I
parallèles (W, /W'), a son point de contact à l’infini. ■
uigitizc ■
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H esl perpendiculaire au plan vertical et contient l’asymptote (Xt>, /'</') de la section principale, puisque cette asymptote est parallèle aux génératrices considérées. On peut donc dire que ce plan tangent est asymptote à l’hyperboloïde.
Si l’on fait tourner l’asymptote (Xo, l'd') autour de l’axe de la surface, on obtient un cône de révoiution ayant le cercle oX pour trace horizontale ^fig- 90). Le plan tangent asymptote à l’hyperboloïde sera tangent à ce cône tout le long de sa génératrice (Xo, Vd']. A cause de cette propriété, le cône de révolution (formé par les asymptotes des sections méridiennes) est dit cùne asymptote de l’hyperboloïde.
On voit que le plan tangent au cône asymptote coupe l’hyperboloïde suivant deux génératrices parallèles de systèmes . différents, et qüe les génératrices du cône asymptote sont parallèles à celles de la surface.
Nous avons vu {Géom. anal., 402) que les sections failes par un même plan dans les deux surfaces, étaient des courbes ^ semblables et semblablement placées.
SECTIONS PLANES
Notions préliminaires.
129. Dans les applications de la Géométrie descriptive, ou a souvent besoin de déterminer l’intersection de deux surfaces.
La méthode générale consiste à couper les deux surfaces proposées S et S' par une série de surfaces auxiliaires P convenablement choisies. L’une de ces surfaces auxiliaires coupera la surface S suivant une courbe t et la surface S' suivant une courbe a’. Si les courbes u et <7' présentent des points communs, ces points appartiendront à la fois aux deux surfaces S et S'. On reconnaîtra d’ailleurs que les courbes a et a' se coupent, en vérifiant que les points d’intersection des projections horizontales et verticales de ces courbes, sont deux à deux situés sur une même perpendiculaire à LT.
En faisant varier la position de la surface auxiliaire P, on obtiendra les projections d’autant de points de l’intersection des deux surfaces qu’on voudra ; il restera à unir par un trait continu les points obtenus sur chaque plan de projection, tyest ainsi qu’on construira les projections de l’intersection des deux surfaces données.
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Les surfaces auxiliaires doivent être choisies aussi simples que possible : ce seront donc, en général, des plans. On construira, pour chaque plan auxiliaire, les projections horizontales des courbes u et ff'; et l’on déterminera les projections verticales de leurs points d’intersection par la seule condition que ces points se trouvent dans le plan auxiliaire considéré.
Lorsque la nature de la question laissera arbitraire la direction à donner' aux plans auxiliaires, il sera préférable de les prendre parallèles au plan horizontal. Comme les courbes a et a' auront alors pour projection verticale commune la parallèle à LT qui représente la trace verticale du plan employé, on trouvera tout de suite les projections verticales de leurs points d’intersection.
Dans tous les cas, les surfaces auxiliaires doivent être choisies ou dirigées de manière à couper les surfaces proposées suivant des lignes qu’on puisse, s’il est possible, construire immédiatement, comme des droites ou des circonférences.
S’il s’agit, par exemple , de deux surfaces cylindriques, on devra prendre les plans sécants parallèles aux génératrices des deux surfaces. Chaque plan sécant coupera alors les deux surfaces suivant quelques-unes de leurs génératrices, c’està-dire suivant des lignes droites.
130. On sera aidé dans la construction des projections de la courbe d’intersection des deux surfaces^ar la détermination de la tangente aux différents points de cette courbe. Il faut, en effet, se rappeler (101) que les projections de la tangente à une courbe sont tangentes aux projections de cette courbe.
Or la tangente en un point de la courbe d’intersection appartient à la fois aux deux plans tangents menés en ce point aux deux surfaces ; elle est donc l’intersection de ces plans tangents.
On peut aussi remarquer que les deux normales menées aux deux surfaces par le point considéré déterminent un plan perpendiculaire aux deux plans tangents, c’est-à-dire à’ leur intersection. Ce plan n’est autre que le plan normal mené à la tangente par son point de contact (Géom. anal., 345). Dans certains cas, la construction du plan normal (dont on déduira immédiatement les projections de la tangente cherchée) sera plus simple que celle des deux plans tangents, et devra être préférée ; par exemple, lorsqu’il s’agira de surfaces de révolution.
Quand les deux surfaces considérées sont circonscrites l’une à l’autre, les deux plans tangents menés à ces surfaces en l’un des points de leur intersection se confondent ; il en est
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de même dès normales correspondantes. En général , il faut alors tracer mécaniquement, c’est-à-dire à vue, les projections de la tangente à la courbe d'intersection; et la construction de cette tangente n’est plus d’aucun secours pour le tracé des projections de la courbe d’intersection.
131. Des détails précédents, il résulte qu’avant d’étudier les intersections des surfaces entre elles, il faut montrer comment on doit procéder pour obtenir leur section par un plan déterminé.
Quand on saura résoudre ce problème, on pourra trouver les points de rencontre d’une surface et d’une droite. En effet, on mènera paf cette droite un plan sécant, et les points où la droite coupera la courbe déterminée sur la surface parle plan sécant, seront aussi ceux où elle perce la surface.
Celte marche est générale et peut s’appliquer à une ligne quelconque, en remplaçant le plan auxiliaire par une surface auxiliaire sur laquelle soit tracée la ligne donnée : le cylindre qui la projcUe-sur le plan horizontal, par exemple.
Sections planes dn cylindre.
132. Construire la section d'un cylindre droit par un plan perpendiculaire au plan vertical [fig. 91).
Considérons un cylindre droit perpendiculaire au plan horizontal, ayant pour base dans ce plan la circonférence abef, et, pour hauteur, a'y'. Le plan sécant P est supposé perpendiculaire au plan vertical. Le contour apparent du cylindre sur le , plan horizontal sera sa base, son contour apparent sur le plan vertical sera le rectangle «'y'P'o'.
La courbe d’intersection aura alors pour projection horizontale la circonférence abef, et pour projection verticale la longueur a'b', interceptée sur V*’ par les projections verticales des génératrices limites.
Cherchons celte courbe en véritable grandeur. Pour cela, rendons le plan sécant parallèle au plan horizontal , en le faisant tourner autour d’un axe perpendiculaire au plan vertical, et ayant pour pied dans ce plan le point e'. La nouvelle projection horizontale de la courbe d’intersection sera celle courbe en véritable grandeur.
L’axe choisi passant par le point de rencontre du plan sécant et de l’axe (oz, o'z') du cylindre, les tracés seront symétriques, et un quart de la courbe suffira pour l’obtenir tout entière.
^ Prenons sur celte courbe le point {m, m'). Dans le mouvement de rotation indiqué, il décrira un cercle de rayon ^n'
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qui se projettera en véritable grandeur sur le plan vertical comme parallèle à ce plan. La nouvelle projection verticale m\ de ce point se trouvera donc reportée, à l’aide d’un arc de cercle décrit du point e' comme centre avec e'm' pour rayon, sur la nouvelle trace verticale V^’ du plan sécant. La nouvelle projection horizontale «i, se trouvera d’ailleurs sur une parallèle menée à LT par le point m, puisque la distance du point {m, m') au plan vertical ne varie pas. On opérera de même pour les autres points [n, n') {a, a'] . . . et il ne restera " plus qu’à unir leurs nouvelles projections horizontales par un Irait continu pour avoir la courbe d’intersection en véritable grandeur.
Cette courbe, comme on le sait, est une ellipse. Legrandaxe de cette ellipse est évidemment a, b„ son petit axe est ef {Géom. anal., 223). '•
La tangente au point (m, m') de la section plane a pour projection horizontale la tangente mt à la circonférence abef, et sa projection verticale est m't'. On en conclura facilement la tangente m, /, au point correspondant de la section projetée en véritable grandeur. En effet, la trace horizontale t de la tangente [mt, m't') se transporte dans le mouvement de rotation en comme l’indique l’épure. Il n’y a donc, pour résoudre la question, qu’à joindre le point m, au point
On peut dire aussi que le point de rencontre i de mt avec la projection horizontale de l’axe autour duquel s’effectue la rotation ne pouvant varier, il suffit de joindre le point i au point TO, de la section projetée en véritable grandeur pour obtenir la tangente demandée. Cette remarque fournit d’ailleurs une vérification.
Si l’on fend le cylindre suivant la génératrice projetée verticalement en a'y', son développement est un rectangle dont, la base ABA [Jtg. 92) est égale à la circonférence abef rectifiée, et dont la hauteur est celle du cylindre (Géo/n., 231). Pour obtenir la circonférence abef rectifiée, on peut se rappeler
qu’elle est très -approximativement égale aux — de son
diamètre. Sur l’épure, cette circonférence a été divisée en douze parties égales aux points a, n, m, e, .... On marquera donc facilement ces points en A, N, M, E, . . ., dans le développement.
Cherchons ce que devient dans ce développement la courbe d’intersection, c’est-à-dire traçons sa transformée. 11 suffira évidemment de porter, à partir des points A, N, M, E, . . . , sur les perpendiculaires élevées en ces points à la base AA, des distances égales aux longueurs que présentent les génératrices co^espondantes du cylindre entre le plan sécant et la circonfé-
GÉOMÉTniE DESCnil'TlVE.
rence abef. Ainsi on prendra
Aa = a'«', Mu = a'/n', Èe = oV, Bp = P'6',....
En unissant les points construits par un trait continu, on aura la transformée
Les ordonnées de cette courbe se reproduisent en ordre inverse, à partir et à égale distanre de l’ordonnée du milieu B(3 qui est maximum. Si l’on suppose que la transformée se continue par répétition du développement, on voit que les ordonnées extrêmes Aa seront des ordonnées minimums. Par suite, aux points a, [3, a, de la transformée, les tangentes seront horizontales ou perpendiculaires aux ordonnées.
Les angles et les longueurs ne changeant pas en développement, le triangle rectangle formé par une tangente à la courbe d’intersection, la projection de cette tangente sur le plan horizontal et la portion de gértératrice correspondante, reste identique à lui-même en venant s’appliquer sur le plan de développement. Pour avoir la tangente au point de la transformée, on prendra donc dans lesens convenableMT=m/, et l’on joindra le point T au point
Remarque. — Soit r le rayon du cylindre. Si l’on rapporte la transformée à l’axe vertical eE' et à l’axe horizontal ey, on voit qu’on a {Jig. gi et 92), pour le point è, par exemple ;
d’où
c’est-à-dire
D’ailleurs
SI l’on désigne maintenant par 0 l’angle de V’’ avec LT, ou l’angle du plan sécant avec le plan horizontal, on a
(3>' rf'A' = c'A'tang0.
L’équation de la transformée" rapportée aux axes indiqués deviendra donc, en vertu des relations (1), (2), (3),
/> . ^ y=:rtangOsin--
X = arc ed.
X ed , . e A
— = arc - =î angle sm >
e'A' = rsin -• r
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Celle iransformée esl donc une variélé de la sinusoïde (C^oni. anal., 103). Elle présenlera par suile des points d'inflexion aux poins e cl 9 où elle coupe l’axe des x choisi.
133. Construire la section d’un cylindre droit par un plan quelconque {fig. g3).
Considérons un cylindre droil perpendiculaire au plan horizontal, ayant pour base, dans ce plan, la circonférence cdef.
Le plan sécant P est quelconque.
La projection horizontale de la courbe d’intersection esl la base du cylindre ; il faut trouver la projection verticale de ' cette courbe.
Pour cela, nous couperons les deux surfaces considérées par des plans verticaux parallèles à la trace horizontale H** du plan P, c’est-à-dire ayant leurs traces horizontales parallèles à H**. Chacun de ces plans auxiliaires coupera le plan P suivant une horizontale, et le cylindre suivant deux de ses génératrices. Les points de rencontre de l’horizontale et des génératrices obtenues appartiendront à l’intersection cherchée.
Prenons, par exemple, le plan auxiliaire dont la trace horizontale est II". Il" coupant la circonférence cdef aux points m et a, le plan R coupe le cylindre suivant les deux génératrices verticales qui se projettent horizontalement en m et en n. Ce même plan coupe le plan P suivant l’horizontale (um, p'm'). Celle horizontale rencontrant les deux génératrices aux points (m, m'), {n, n'], ces points sont à la courbe d’intersection. On en construira ainsi autant qu’il sera nécessaire, et , en joignant par un trait continu leurs projections verticales, on obtiendra la projeciior\verlicale de la courbe d’intersection.
Pour déterminer sur cette projection le point maximum et le point minimum par rapport à LT, il suffit de considérer parmi les plans auxiliaires ceux qui sont tangents au cylindre.
En effet, la tangente aux points correspondants {c,c'), [d, d'), étant l’intersection du plan tangent au cylindre et du plan sécant, sera une horizontale de ce plan, c’est-à-dire aura uneprojection verticale parallèle à LT.
Les points de séparation de la partie visible et de la partie invisible sur la projection verticale de la courbe d’intersection, répondent évidemment aux génératrices limites qui pnl leurs pieds en a et en b, c’est-à-dire que ces points sont a' et b'. En ces points, les tangentes à la projection verticale sont verticales. En effet, les plans tangents en {a, a') et [b, b') sont perpendiculaires à LT.
Quant à la tangente à la courbe d’intersection au point [m, m') par exemple, il suffira de construire l’intersection du plan sé-
GÉOMÉTIUE DESCRIPTIVE. 5ll
canl et du plan tangeiil au cylindre en [m, m']. Or la trace horizontale du plan tangent étant la tangente menée en m à la base du cylindre, on obtiendra immédiatement en t (intersection de h’’ et de la trace horizontale de la tangente demandée. On en connaîtra ainsi deux points (t, t') et [ni, m'), et l’on pourra tracer ses projections.
Le plus simple, pour avoir la courbe d’intersection en véritable grandeur, sera de rabattre le plan sécant sur le plan vertical en le faisant tourner autour de sa trace V'*; ce qu’on fera facilement en se servant d’une ligne de plus grande pente du plan P par rapport au plan vertical, viendra ainsi prendre la position H^. Toutes les horizontales du plan P se rabattront ' alors suivant des parallèles à 11^. Leurs longueurs entre la tracé et les différents points de l’intersection, sont d’ailleurs , égales à celles de leurs projections horizontales entre la ligne de terre et les projections horizontales de ces points. Par conséquent, pour avoir, par exemple, les points [m, ni') et («, n') en rabattement, on mènera par le point (x! une parallèle à MJ, et l’on prendra sur cette parallèle
fr'm, = /am, a'n, = fxn.
Ayant obtenu de cette manière les rabattements des points- de la courbe d’intersection construits primitivement, on n’aura plus qu’à les unir par un trait continu pour avoir cette intersection en véritable grandeur.
Le point t, trace horizontale de la tangente au point se rabattant en t, sur 11',’, on aura la tangente au point m, de la courbe rabattue en joignant le point t, au point ni,.
Le développement de la surface du cylindre et la construction de la transformée de la courbe d’intersection s’effectueront absolument comme dans le cas précédent.
Construire la section droite d'un cylindre oblique
iffi- 94 95)-
Soit le plan sécant P perpendiculaire aux génératrices du cylindre. Supposons que ce cylindre ait pour base dans le plan horizontal la circonférence abcd, et que les projections horizontales de ses génératrices soientparallèlcs à 11 est inutile d’inàiquer les projections verticales de ces mêmes génératrices, puisque ces projections doivent être perpendiculaires à
Le plus simple, pour répondre à la question posée, est d’opérer un changement de plan de projection qui rende le plan sécant P perpendiculaire au plan vertical ou les génératrices du cylindre parallèles à ce plan.
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Nous prendrons donc une nouvelle ligne de terre LiT, perperdiculaire à 11'’, et nous déterminerons lu nouvelle trace verticale V’ du plan sécant (28). Nous construirons alors le contour apparent du cylindre sur le nouveau plan vertical : ce contour sera formé des projections verticales a',, b\ Ç>\, dçs génératrices du cy lindre qui ont pour traces horizontales les extrémités a et 6 du diamètre ab parallèle à L,T,. La projection verticale de la base supérieure du cylindre sera a', (3',. Pour simplifier, nous n’indiquerons pas la circonférence, projection horizontale de cette base supérieure. Quant au contour apparent du cylindre sur le plan horizontal, il sera formé de la demi-circonférence cad et des tangentes menées par les extrémités du diamètre cd parallèlement à la direction des projections horizontales des génératrices. .
La projection verticale de l’intersection sera immédiatement la paMie m\ n', interceptée sur par les droites a, et 6',p', .
Pour obtenir la projection horizontale de cette intersection, nous couperons la surface par des plans parallèles au plan vertical.'Ces plans couperont le cylindre suivant des génératrices et le plan sécant suivant des droites parallèles au plan vertical. Les points de rencontre des droites comprises dans un même plan auxiliaire appartiendront à la section.
Soit, par exemple, le plan auxiliaire dont la trace horizontale est II". Ce plan coupe le cylindre suivant deux génératrices ayant pour traces horizontales les points où H" rencontre la circonférence abed. On construira donc facilement les projections verticales de ces génératrices. Le plan R coupe d’ailleurs le plan sécant suivant une droite dont les projections sont H et V^. Par suite, les projections verticales des points de la section qui se trouvent dans le plan R seront en r\ et en i\ ; et des perpendiculaires à L,Ti donneront leurs projections horizontales sur H“ en r et en i.
On déterminera de cette manière autant de points jie la projection horizontale de l’intersection qu’on voudra, et il ne restera plus qu’à les unir par un trait continu.
La section elliptique obtenue (Géom. anal., '2'^) est évidemment symétrique, soit par rapport au plan auxiliaire, dont la trace horizontale se confond avec le diamètre ab, soit par rapport au plan perpendiculaire au plan vertical mené par les deux génératrices dont les pieds sont aux extrémités du dia- .mètre cd. Il s’ensuit que la projection horizontale de cette intersection, qui est aussi une ellipse, a pour axes les droites mn et pq. On a donc la direction de la courbe aux quatre sommets. Les points p ei q séparent, en projection horizontale, la partie vue de la partie cachée.
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Pour mener la tangente en un point de la section, par exemple au point [r, r'), il suffit de construire la trace horizontale du plan tangent au cylindre qui passe en ce point. Cette trace horizontale sera la tangente menée à la base abcd du cylindre par le point e, pied de la génératrice qui correspond au point (r, r'i. Les deux plans T et P se coupant suivant la tangente demandée, II*^ et H' se couperont en un point t qui sera la trace horizontale de celte tangente. Elle aura donc pour projections les droites Ir et /•', .
Pour avoir l'inlersection en véritable grandeur, on rabattra le plan sécant sur le plan horizontal , en le faisant tourner autour de sa trace horizontale H . Le point (r, r'), par exemple, restera sur la perpendiculaire rp abaissée du point r surir et viendra se placer à une distance pr, du point p égale à t\ En effet, la droite qui joint dans l’espace le point (r, /) au point p, est parallèle au plan vertical et s’y projette en véritable grandeur. La tangente au point {/•, r') se rabattra en /n.
On aura alors tous les éléments nécessaires pour construire le développement du cylindre et la transformée de sa base.
Le développement du cylindre oblique peut ici être effectué , parce que nous venons de déterminer sa section droite. Cette section, dont tous les éléments sont perpendiculaires aux génératrices du cylindre, aura seule pour transformée dans le développement une ligne droite MM {Jig. gS). Si l’on fend le cylindre suivant l’arête {am, d,ni,), on portera sur cette droite MM des longueurs MS, SR, RP, . . ., égales aux arcs m,s„Scr„ r,p„ ....On rectifiera ces arcs, en cherchant combien chacun d’eux renferme une ouverture de compas assez petite pour que l’arc partiel correspondant se confonde sensiblement avec sa corde. On élèvera, par les points ainsi déterminés, des perpendiculaires à la droite MM, et l’on portera sur ces perpendiculaires des longueurs égales aux portions de génératrices comprises entre la section droite et la base inférieure du cylindre. Comme les génératrices du cylindre sont parallèles au plan vertical , elles se projettent sur ce
plan en véritable grandeur. On n’aura donc qu’à prendre
MA = /n,a,, SF = 4,/',, RE = r',e',, VC= p\c\,. .
pour obtenir, à l’aide d’un trait continu unissant les différents points A, F, E, C, . . ., la transformée de la base inférieure du cylindre. »
Pour avoir la transformée de la base supérieure , supposée dans l’épure parallèle à la base inférieure , on n’aura qu’à prendre A a égale à la longueur totale de la génératrice, puis à prolonger de même toutes les perpendiculaires déjà 111. 33
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menées à la droite MM, de maniéré à leur donner à toutes la longueur a\ .
Si l’on a eu soin de diviser la circonférence abcd rcgulièremenl par les traces des plans auxiliaires, il suffira de mesurer les arcs qui composent un seul quart de l’ellipse qui représente le rabattement de la section droite : les mêmes longueurs se reproduiront ensuite successivement dans un ordre inverse. Les longueurs des portions de génératrices qui correspondent à la première moiüé du développement, se reproduisent également dans la seconde moitié en ordre inverse.
Pour avoir la tangente à la transformée au point E, par exemple, il suffit de remarquer que le triangle rectangle projeté horizontalement suivant ret reste identique à lui-même lors du développement. Les deux côtés de l’angle droit de ce triangle sont, l’un HE, l’autre /r,. On prendra donc sur MM, à partir du point H et dans le sens convenable, R0 = ; et en
joignant le point E au point 0, on aura l’hypoténuse du triangle rectangle considéré, ou la tangente à la transformée de la base au point E.
Comme les tangentes aux points a et t de la base du cylindre sont évidemment perpendiculaires à la direction des génératrices, et que les angles ne sont pas modifiés en développement, la transformée de la base du cylindre présentera par rapport à la droite MM les points maximums A et le point minimum B. De même, pour la transformée de la base supérieure, les points a seront minimums et le point (3 maximum.
11 y a inflexion aux points C et D ; mais nous n’insisterons pas sur ce sujet(*).
Nous avons considéré dans tout ce qui précède un cylindre circulaire ; mais nos raisonnements s’appliqueront sans aucun changement à un cylindre à base quelconque.
Sections planes du cône.
135. Construire la section d’un cône droit par un plan perpendiculaire au plan vertical.
I® Section elliptique [fig. 96 et 97). ,
Soit un cône droit ayant pour base dans le plan horizontal la circonférence abcd et pour sommet le point (*, /). Son contour apparent sur le plan horizontal sera la circonférence abcd. Les projections verticales s'a' e\.s'b' des génératrices parallèles
(*) Th; Olivier a démontré que les points d’inflexion de la transformée étaient situés sur les génératrices do contact des plans tangents perpendiculaires au plan sécant.
Le théorème est vrai pour toutes les surfaces développables.
au plan vertical , formcronl son contour apparent sur le plan vertical. Coupons ce cône par un plan P perpendiculaire au plan vertical. Le plan sécant rencontrant toutes les génératrices sur une meme nappe, l’intersection sera une ellipse. La projection verticale de cette intersection sera la partie e'I' interceptée sur V'' par les projections des génératrices limites : il faut trouver la projection horizontale de cette intersection.
Nous nous servirons de plans auxiliaires menés par le sommet du cône parallèlement à II’’. Ces plans couperont le cône suivant des génératrices, et le plan sécant suivant des horizontales. Dans l’épure, les traces horizontales des plans auxiliaires, nécessairement parallèles à II’’, divisent la circonférence abcd en douze parties égales.
Considérons le plan auxiliaire R. 11 coupe le cône suivant deux génératrices dont les projections verticales se confondent suivant V" ou s'tp', et dont les projections horizontales sont i<p et sp. Le plan R coupe d’ailleurs le plan P suivant une horizontale dont la projection verticale se réduit au point/', et dont la projection horizontale rencontre les droites et sp aux points/ et r. Ces points seront donc les projections horizontales des deux points de l’intersection qui se projettent verticalement en /'.
En opérant de cette manière , on trouvera autant de points qu’on voudra de la projection horizontale de l’intersection; et il ne restera plus qu’à les unir par un trait continu.
11 faut remarquer que la construction est en défaut pour les points situés sur les génératrices qui se trouvent dans le plan auxiliaire dont la trace horizontale est dirigée suivant le diamètre cd perpendiculaire à LT. En effet , pour ce plan auxiliaire, les génératrices du cône et l’horizontale du plan sécant se confondent en projection horizontale. Comme les points dont il s’agit appartiennent au parallèle de la surface dont l’un des points est projeté verticalement en h', il suffira de construire la projection horizontale de ce parallèle, pour obtenir les projections horizontales des points demandés en h et en p.
Les plans auxiliaires dont les traces verticales se confondent avec s'a' et s'b', sont tangents au cône suivant les génératrices (sa, s'a') {sb, s'b'), parallèles au plan vertical. Chacun de ces plans ne donne donc qu’un point de la projection horizontale de l’intersection. Ces points e et / sont des sommets de l’ellipse obtenue en projection , car l’un des axes de cette ellipse est dirigé suivant ab. Le point o, milieu de el, sera le centre de la courbe ; et l’on obtiendra facilement son second axe, si on le juge nécessaire, en construisant le parallèle de la surface dont l’un des points est projeté verticalement en o'. Les
r_- -J byf
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extrémités de ce second axe appartiennent , en effet , à la projection horizontale de ce parallèle et à la projection horizontale de l’horizontale du plan sécant qui se projette verticalement en o'.
Pour mener la tangente en un point {g, g') de l’intersection, on construira la trace horizontale du plan tangent au cône qui contient la génératrice passant par ce point. La tangente demandée étant l’intersection des plans T et P, sa trace horizontale sera le point de rencontre t de et de H’’, et elle aura pour projections les droites tget t'g'.
Pour obtenir l’intersection en véritable grandeur, on rabattra le plan sécant sur le plan vertical en le faisant tourner autour de V**. H restera perpendiculaire à V‘’ et viendra se placer en 11^. Les points G et Q de l’intersection, par exemple, resteront sur la perpendiculaire menée à V par le point ^ , et viendront se placer sur cette perpe;ndiculaire à des distances de V** marquées par les distances de leurs projections horizontales à LT. Ainsi on prendra g'g« = go( et g'q, = qcc, et l’on aura en g, et en les rabattements des points G et Q.
Le point t venant en t, dans le rabattement effectué, on n’aura qu’à joindre le point G au point g, pour avoir la tangente en gt à la courbe rabattue.
Quant au développement de la surface et à la construction de la transformée de la courbe d’intersection, nous fendrons le cône suivant la génératrice SA. En le déroulant , nous obtiendrons un secteur ayant pour rayon SA et pour base un ar’c ABA (Jig. 97) égal en longueur à la circonférence abed. On sait [Géom., 231) que le nombre de degrés de cet arc est
H sera donc facile de délerminer ce secteur et de le diviser en douze parties égales comme la circonférence abed.
Pour avoir la transformée, on portera alors, à partir du centre 8, Sur les rayons des différents points de division, des longueurs égales à celles qui sont comprises sur les génératrices correspondantes entre le sommet du cône et le plan sécant.
On obtiendra ces longueurs comme il suit. Supposonssîï qu'on fasse tourner les génératrices du cône autour de l’axe , de manière à les faire co’ihcider successivement avec l’une ou l’autre des deux génératrices parallèles au plan vertical. Dans ce mouvement, les projections verticales des points de l’intersection restent à la même distance du plan horizontal et viennent se placer sur s'a' 011 sur s'b' en/', ,y»’, ,..., ou en , /r', ,...,
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s\ f\ , s, g\,. . représentent donc les véritables longueurs interceptées par le plan sécant sur les différentes génératrices rendues ainsi parallèles au plan vertical.
La transformée EFILN RE {fig. 97 ) coupe les ray ons SA, SB, SA , à angle droit. Nous savons, en effet, que les angles et les longueurs ne varient pas dans le développement. La tangente étant l’intersection du plan "sécant et du plan tangent mené à la surface par le point considéré, les tangentes aux points E, L, E, sont perpendiculaires au plan vertical , et, par suite, aux génératrices de contact correspondantes qui sont parallèles à ce plan.
Pour construire la tangente au point G de la transformée, nous nous rappellerons que le triangle rectangle qui a pour côtés de l’angle droit la 'portion de génératrice Gy et la tangente y < à la base du cône, et pour hypoténuse la tangente G t à la courbe d’intersection, reste identique à lui-même dans le développement. Nous en avons déjà le côté Gy; il ne restera donc plus qu’à porter dans le sens convenable, sur la perpendiculaire menée au rayon Sy par le point y, une longueur yï = y/. En joignant le point ï au point G, nous aurons la tangente demandée.
a" Section hyperbolique {Jig. 98 et
Coupons toujours le cône droit considéré, supposé placé relativement aux plans de projection comme dans le cas précédent, par un plan P perpendiculaire au plan vertical. Le plan sécant étant parallèle à deux génératrices du cône, l’intersection sera une hyperbole. La projection verticale de cette intersection sera V*", il faut en trouver la projection horizontale.
Nous prendrons ici pour plans auxiliaires des plans horizontaux. L’un d’eux, R par exemple, coupera le cône suivant un parallèle dont la projection verticale sera la droite e'f, et dont la projection horizontale sera la circonférence se. Le même plan R coupera le plan P suivant uqe horizontale qui se projettera verticalement au point m', et dont la projection horizontale sera une droite menée par ce point perpendiculairement à LT, Les points met/t où cette droite rencontrera la circonférence se appai tiendront à la projection horizontale demandée. En opérant de la même manière, on en consiruira autant deqioints qu’on voudra.
L’intersection étant symétrique par rapport au plan vertical conduit suivant le diamètre aù, ce diamètre sera un axe de la projection horizontale cherchée. Les points gel l, projections horizontales des points (g, g") et (/, /') où le plan sécant rencontre les génératrices limites (sa, s'a'), (sb, s'b'), seront les sommets de celte projection situés sur l’axe ab. Le point o.
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milieu de gl, sera le centre de l’hyperbole obtenue (Géom. anal., 393).
Il est commode de mener les plans auxiliaires deux à deux de part ei d’autre et à égale distance du sommet du cône. Les parallèles correspondants se confondent alors en projection horizontale.
Lorsqu’une section plane à branches infinies admet une asymptote, celte asymptote doit être à la fois dans le plan sécant et dans un certain plan tangent à la surface. Son point de contact avec la courbe devant se transporter à l'infini, appartient à une génératrice qui ne doit rencontrer le plan sécant qu’à l’infini, c’est-à-dire qui doit lui être parallèle.
Pour déterminer les asymptotes de la section obtenue, il faut donc considérer les plans tangents qui renferment des génératrices parallèles au plan P. Nous mènerons donc par le sommet du cône un plan Q parallèle au plan P : ce plan coupera le cône suivant deux génératrices (sp, s'p')[sr, s'r'), répondant à la question. Les traces horizontales des plans tangents qui contiennent ces génératrices parallèles au plan P, seront les tangentes pO et ro- à la circonférence ab. Par suite, les points 6 et (7 seront les traces horizontales des asymptotes ; et comme elles sont parallèles aux génératrices (sp,s'p'), (sr,s'r'), on obtiendra leurs projections horizontales en menant par les points G et <7 des parallèles à sp et à sr. Comme vérification, ces parallèles devront se croiser au point o, projection horizontale du centre de la section.
Quant au rabattement de la courbe sur le plan vertical, on l’obtiendra, comme dans le cas précédent, à l’aide de perpendiculaires menées à V** par les différentes projections verticales des points exactement déterminés sur l’épure. Par exemple, pour les points dont la projection verticale est m', on élèvera à V‘‘ par le point m' une perpendiculaire sur laquelle on prendra m'm, = et m'n, — (^n. Les points m, et n# seront les rabattements des points (m, m')ei{n, n').
Pour avoir les asymptotes en rabattement, on remarquera que leurs pieds G et <r se trouvent reportés en G, et en c, sur Hî, rabatlemenl de la trace horizontale II'* du plan sécant. D’ailleurs, l’axe iransverse de l’hyperbole devenant g,l,, le centre o se trouve rabattu lui-même en w, milieu de gtl,. On n’aura donc qu’à mener les droites o-joi et G, w.
Le développemjent {Jig. 99] s’opérera comme dans le cas de la section elliptique. Seulement il foudra indiquer aussi la nappe supérieure de la surface. En supposant que le cône soit fendu suivant la génératrice SA, on obtiendra donc deux secteurs. L’un, SAB V, représentera le développement de la nappe
GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 5ig
inférieure, l’autre, S(3«(3, représentera le développement de la nappe supérieure. Les doubles rayons SA et Sp qui limitent ces deux secteurs sont nécessairement en prolongement les uns des autres.
Pour déterminer la transformée de l’intersection, on commence par prendre sur SB, qui représente l’une des génératrices parallèles au plan vertical, une longueur Sy = S'g'. On a en •/ le sommet {g, g"). Pour un point quelconque (m, m') appartenant à la nappe inférieure, on mène sm projection horizontale de la génératrice correspondante SM. On mesure l’arc 6M = 6N sur la circonférence ab, et on le porte à droite et à gauche du point B sur l’arc ABA. La longueur comprise sur la génératrice SM ou sur la génératrice SN, entre le sommet (5, y) erle point (m, m') qu le point (ra, n'), étant égale à s'/', d’après ce qui précède (135), on n’a qu’à porter cette longueur, à partir du centre S, sur les rayons SM et SN, pour obtenir en et en v les points correspondants de la transiformée.
Sur la nappe supérieure, la transformée se trouve divisée en deux branches. En effet, le sommet (/, /') appartenant à la génératrice suivant laquelle on a ouvert le cône, génératrice qui se dédouble pour donner les deux rayons S(3, est représenté à la fois sur ces deux rayons par les deux points A, tels qu’on ait
Sl = s'l'.
Pour un point quelconque (/r, h') appartenant àia nappe supérieure, on mène sk, projection horizontale de la génératrice correspondante SK. On mesure l’arc ôK = 61 sur la circonférence ah, et on l’étend à droite et à gauche du point a sur l’arc (3«p. La longueur comprise sur la génératrice SK ou sur la génératrice symétrique SI, entre le sommet (s, «') et le point (/r, 6') ou le point {/, i'), est déterminée par la parallèle k'h' à LT. On n’a donc qu’à porter celte longueur s'h', à partir du centre S, sur les rayons SK et SI, pour obtenir en jc et en i les points correspondants de la transformée.
t)uani aux asymptotes, on les détermine comme il suit. On marque dans le développement les génératrices SP et SR auxquelles les asymptotes sont et restent parallèles. Sur la nappe inférieure {Jig. gq), on les obtient en SP et en SR. On construit alors en P et en R les tangentes P 6, =/> 6 et R a, = r<r; et en menant par Tes points 6, et <t, des parallèles aux génératrices SP et SR, on obtient les asymptotes de l’intersection en développement, c’est-à-dire les asymptotes de la transformée, puisque la disposition relative des éléments considérés dans le même plan tangent sur la courbe et sur l’asymptote doit
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rester identique. Par suite de la symétrie, les asymptotes doivent se couper en développement sur le ‘diamètre B«.
Aux points y et 1, les branches de la transformée coupent à angle droit les génératrices od les rayons correspondants. En effet, aux points {g, g') et (l, /') de l’intersection, la tangente est perpendiculaire au plan vertical ou aux génératrices qui lui sont parallèles.
Lorsque le cône proposé est les questions
qu’on vient de traiter, relativement au cône circulaire droit, se résolvent en suivant une marche analogue. On emploie, par exemple, des plans auxiliaires menés par le sommet du cône parallèlement à la trace horizontale du plan sécant comme on l’a fait au n“ 135.
Four reconnaître d’avance si la courbe d’intersection présente des branches infinies, il suffit de chercher si la surface contient des génératrices parallèles au plan sécant ; ce qu’on vérifie en menant par le sommet du cône un plan parallèle au plan sécant (136).
Si ce plan ne coupe pas le cône, la courbe d’intersection est fermée.
Si ce plan coupe le cône suivant plusieurs génératrices, la courbe d’intersection a autant de. branches infinies dont on construit les asymptotes comme nous l’avons indiqué (136), en déterminant les intersections du plan sécant avec les différents plans tangents qui correspondent aux génératrices obtenues. >
Enfin, si le plan parallèle au plan sécant est tangent au cône, i
la courbe d'intersection présente une branche infinie qui n’admet pas d’asymptote : c’est ce qui a lieu pour la section parabolique du cône circulaire droit (137). Il peut se faire d'ail- i
leurs que le plan mené parallèlement au plan sécant par le ^
sommet du cône proposé, soit à la fois sécant et tangent par ♦ v rapport à ce cône.
Le développement, dans le cas d’un cône quelconque, ne peut plus se faire à l’aide d’un secteur circulaire. On est alors obligé de partager la base du cône en arcs assez petits pour pouvoir être remplacés par leurs cordes. C’est substituer au cône une pyramide inscrite dont les faces peuvent être facilement construites et assemblées sur le plan du développement. En déterminant les distances du sommet du cône aux différents
poinis de la courbe d’interseclion qui sont situés sur les arêtes considérées, on obtient la transformée de celte courbe. Le triangle qui permet de tracer la tangente à la transformée n’est plus rectangle, mais on peut facilement déterminer ses trois côtés.
Sections planes des surfaces de révolution.
i30. Nous distinguerons le cas où la surface de révolution considérée est donnée par son axe et sa courbe méridienne, et celui où cette surface est donnée par son axe et une courbe génératrice quelconque (104, 3“).
Premier cas: Sections planes du tore [Jig. loa
Nous savons que le tore est la surface engendrée par une circonférence tournant autour d’un axe extérieur situé dans son plan. La courbe méridienne est donc ici une circonférence.
L’axe {oz, o'z') étant supposé vertical et la courbe méridienne étant dans un plan parallèle au plan vertical, les projections de cette courbe seront la circonférence a'b'e'd' et la droite ah. L’équateur de la surface, son cercle de gorge et son parallèle moyen auront respectivement pour projections horizontales les circonférences ob, oa et oc.
La surface est formée d’une nappe extérieure convexe engendrée par la demi-circonférence qui se projette verticalement suivant c'b'd' , et d'une nappe intérieure non convexe engendrée par la demi-circonférence qui se projette suivant c'a'd'. Les deux circonférences oa et ob forment son contour apparent sur le plan horizontal ; son contour apparent sur le plan vertical se corn pose des demi-circonférences c'ô'rf',/j3'ô', et des droites c'y' et d'3'.
Coupons la surface par un plan quelconque P. Pour obtenir les projections de l’intersection, nous emploierons des plans auxiliaires horizontaux qui couperont la surface suivant des parallèles et le plan sécant suivant des horizontales.
Soit, par exemple, le plan auxiliaire R. Ce plan coupera le tore suivant deux parallèles dont les projections horizontales auront des rayons oe et of égaux aux distances &ic' et (■)/'; il coupera le plan P suivant l’horizontale (^A, g'h'). Les quatre points de rencontre de celle horizontale avec les deux parallèles appartiendront à l’intersection cherchée. On aura immédiatement les projections horizontales de ces points en ni,n,p,r; et l’on obtiendra leurs projections verticales à l’aide de perpendiculaires abaissées sur LT, jusqu’à la rencontre de jç'A'.
En opérant de cette manière, on construira autant de points qu’on voudra des projections de l’intersection cherchée.
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Il est commode de mener les plans auxiliaires deuxà deux de part et d’autre et à égale distance de l’cquateur de la surface ; les parallèles déterminés sur le tore par deux plans auxiliaires symétriques se confondent alors en projection horizontale.
Les points-limites correspondent aux plans des deux parallèles moyens qui se projettent horizontalement suivant la circonférence oc. En ces points, le plan tangent au tore est évidemment horizontal et coupe le plan P suivant une horizontale dont les projections doivent être tangentes aux projections de l’intersection.
On peut trouver facilement les tangentes en d’autres points remarquables. Si l’on considère le plan auxiliaire confondu avec le plan commun de l’équateur et du cercle de gorge du tore, aux points correspondants de la courbe d’intersection, le ^ plan tangent à la surface est évidemment perpendiculaire au plan horizontal : sa trace horizontale n’est donc autre chose que la tangente menée à la projection horizontale de l’équateur ou du cercle de gorge par les projections horizontales des points de l’intersection qui sont situés sui* ces circonférences. Pour comprendre cette remarque, il suffit de se rappeler que le plan tangent en un point d’une surface est déterminé par les tangentes menées en ce point au méridien et au parallèle qui y passent. On voit donc que les plans tangents aux points indiqués coupent le plan sécant suivant des droites faciles à construire, puisque leurs projections horizontales sont respectivement tangentes à celles de l’équateur et du cercle de gorge. Il résulte de là qu’aux points dont il s’agit la projection horizontale de la courbe d’intersection est tangente aux projections horizontales de l’équateur et du cercle de gorge.
Pour trouver la tangente {mt, m't') en un point quelconque (m, m') de l’intersection, il faut déterminer le plan tangent T en ce point de la surface, et chercher son intersection avec le plan sécant. Il est inutile de revenir sur cette construction connue (116); l’épure renferme tous les détails nécessaires.
On a tracé en trait plein les parties de l’intersection qui se trouvent, par rapport au plan vertical, en avant du contour apparent correspondant de la surface, et, par rapport au plan horizontal, au-dessus du contour apparent par rapport à ce môme plan. Les autres parties, invisibles pour l’observateur d’après les conventions adoptées (9), ont été ponctuées.
L’intersection, d’après les données choisies, est formée de deux courbes séparées (*). Suivant la position du plan sécant.
(*) Lorsqu'on coupe le tore par un plan hi-tangent^ lequel passe alors par le centre do la siirrncc» rinterseelion sc compose de doux cercles égaux rpii ont pour corde commune celle qui joint les deux points de contact.
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la nature de la section varie. Le tore, comme le cône, peut fournir trois genres de sections. Nous les avons examinées en Géométrie analytique (100).
Le rabattement de l’intersection s’effectuera sans peine. On suivra la même marche qu’au n" 133.
141. Second cas : Sections planes de Vhyperboîoïde de révolution à une nappe (Jig. io3 et io4).
Nous supposons l’hyperboloïde engendré par une droite tournant autour d’un axe vertical avec lequel elle n’est pas située dans un même plan. D’après ce qui précède (123), la surface est suffisamment représentée , si l’on donne son axe {oz, o'z’) et l’une ou l’autre de ses génératrices princi- * pales {gd, ^d'), (Id, l'd'), parallèles au plan vertical.
La plus courte distance de l’axe et de la génératrice est la perpendiculaire od abaissée du point o sur gl, et le cercle de gorge de la surface a pour projection horizontale le cercle od. " • La trace horizontale de l’hyperboloïde est le cercle og.
Si l’on transporte l’une des génératrices principales parallèlement à elle-même, de manière que ses projections deviennent {ao, g'd') ou [bo, l'd'), c’est-à-dire jusqu’à ce qu’elle vienne couper l’axe de la surface, elle engendre en tournant autour de cet axe un cône ayant pour sommet le point («, a'), centre du cercle de gorge, et pour base le cercle oa. Ce- cône . est le cône asymptote de la surface gauche de révolution (128).
'• Les sections faites par un même plan dans la surface gauche et dans son cône asymptote étant des courbes semblables et semblablement placées, il sera facile de déterminer d’avance la nature de la section obtenue. H suffira, en effet, de mener par le sommet du cône asymptote un plan parallèle au plan sécant ; et, suivant que ce plan aura en commun avec le cône un point Unique, deux génératrices ou une seule, la section sera une ellipse, une hyperbole ou une parabole (138). De plus, dans le cas d’une section hyperbolique, les deux génératrices construites pour s’assurer du genre de la courbe seront pa-* rallèles aux asymptotes de la section (144).
Pour plus de simplicité , nous prendrons le plan sécant P > perpendiculaire au plan vertical. La solution restera la même dans le cas d’un plan quelconque. Seulement la projection verticalede l’intersection devra alors être aussi construite (140), tandis que dans l’hypothèse adoptée elle se confond avec V' .
Section elliptique [Jig. io
Nous emploierons toujours des plans auxiliaires horizontaux : ces plans couperont la surface suivant des parallèles, le plan sécant suivant des horizontales. Les points communs au
parallèle et à la droite déterminés par le même plan auxiliaire appartiendront à l’intersection cherchée.
Par suite de la symétrie, la droite dont les projections sont (oe, we) est un axe de l’ellipse cherchée. La première chose à faire est de trouver les sommets situés sur cet axe.
Pour cela, nous supposerons que la droite {oe, we) engendre un cône de révolution en tournant autour de l’axe de la surface. Les sommets, situés en même temps sur cette droite et sur i’hyperboloïde, engendreront deux parallèles de cet hyperboloïde ; si l’on connaissait ces parallèles, la question serait résolue.
Cherchons les points où ces parallèles rencontrent la génératrice principale [gd, g'd'].
Lorsque les sommets, dans le mouvement de rotation de la droite (oe, wt), viennent se placer sur cette génératrice , la droite [oe, tos) est nécessairement dans le plan déterminé par 'cette même génératrice et le point (o, w). En menant par ce point la parallèle (or, otp) à la génératrice, on obtiendra en gr la trace horizontale du plan qu’on vient de définir. Cette trace vient couper en f et en h la base oe du cône décrit par l’axe (oe, ue) de l’ellipse d’intersection. Lorsque l’un des sommets cherchés se trouve sur la génératrice principale (gd, g'd'), cet axe a donc pour projection horizontale of ou o/i, c’est-à-dire qu’il coupe la génératrice principale soit au point (w,, m',}, soit au point (n,, n',). Telles sont donc les positions que viennent occuper successivement les sommets considérés sur la génératrice (gdjg'd'), lorsqu’on leur fait décrire les parallèles correspondants de la surface. Pour les avoir dans leur véritable place, il suffit donc d’effectuer une rotation contraire qui les ramène en (m, m') et en (n, n') sur l’axe (oe, we).
Les plans horizontaux auxiliaires devront alors être compris _ entre les deux sommets trouvés, et on pourra les espacer régulièrement.
Le ])lan auxiliaire R, par exemple, coupera l’hyperboloïde suivant le iiarallèle dont la projection horizontale est la circonférence 01 (*■), et le plan P suivant une horizontale dont la projection horizontale est la droite hp. Les deux points d’intersection h et P de cette droite et de la circonférence oi appartiennent à la projection horizontale do. l’intersection ; et l’on en déterminera ainsi autant qu’on voudra. 11 restera à les unir par un trait continu.
En prenant le milieu p. de la distance mn, on aura la projcc-
('■j l.e point (/, i') cit le point de ce parallclo situé sur la i;cnci'atricc principale (/</, l'd').
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lion horizontale du centre de la section. Si l’on veut déterminer le second axe de l’ellipse projection horizontale de la courhe d’intersection, il suffira de considérer le plan auxiliaire dont la trace verticale passe par u'.
On peut obtenir immédiatement les points (iJ;, (<p, çp'),
de l’intersection qui appartiennent aux génératrices principales de la surface , ainsi que leurs symétriques par rapport à l’axe {oe, ois).
Pour avoir la tangente en un point quelconque {k, k') de l’inlerseciion, il faut construire le plan tangent en ce point à l’hyperboloïde. En opérant comme au n® 127, on obtiendra la trace horizontale de ce plan tangent, qui vient couper h’’ en t. La tangente demandée aura donc pour projections les droites tk et <7/.
Le rabattement de la courbe d’intersection sur le plan vertical s’effectuera absolument comme au n“ 13b, L’épure renferme tous les détails nécessaires.
143. Remarque. 11 faut noter avec soin la marche adoptée pour déterminer les sommets de la courbe d’intersection. On
t. voit que cette marche est celle qu’il faut suivre pour trouver les points de rencontre de la surface gauche de révolution et d’une droite quelconque coupant l’axe (148).
Section hyperbolique {Jig. io
Supposons la surface définie comme dans le cas précédent. Le plan Q, mené parallèlement au plan sécant P par le sommet du cône asymptote, coupant le cône suivant les deux génératrices {<xp, a'p'), [ocr, x'r'}, la section sera une hyperbole. 11 faut commencer par en déterminer les asymptotes.
Pour cela, nous remarquerons que les génératrices de l’byperboloïde sont, dans chaque système, parallèles aux génératrices du cône asymptote (128). Par conséquent, en menant au cercle de gorge, parallèlement h ap, les deux tangentes Py et ô-, nous aurons les projections horizontales des génératrices qui, dans chaque .système, sont parallèles à la droite {ap, a!p'). Ces génératrices déterminent un plan, langent à l’hyperboloïde à l’infini et tangent au cône asymptote le long de la génératrice [xp, x'p').
C’est ce que nous savons déjà (128); c’est ce qu’on peut voir d’ailleurs en remarquant que les deux génératrieçs considérées sur l’byperboloïde et la génératrice du cône asymptote s’appuient sur un même diamètre du cercle de gorge, de sorte qu’elles sont dans le même plan. Le point p se trouve donc sur la trace horizontale yr. qui est parallèle au diamètre p5, c’est-à-dire perpendiculaire à l’extrémité du rayon op de la base du cône.
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Ceci posé, le plan tangent à l’hyperboloïde dont la trace horizontale est yir-, contenant les génératrices de la surface parallèles au plan sécant, le rencontre suivant une parallèle à ces génératrices. Cette parallèle coupant les génératrices considérées à l’infini, est elle-même tangente à la courbe d’intersection à l’inüni : c’est une asymptote de cette courbe. Le point Q de rencontre de yz et de II' sera donc la trace horizontale de cette asymptote , et l’on aura sa projection horizontale en menant la droite Ofi parallèle h <xp.
D’après ce qu’on vient de dire, le plan tangent à l’hyperboloïde dont l’intersection avec le plan sécant est la seconde asymptote, aura pour trace horizontale la droite Xp menée perpendiculairement à l’extrémité du rayon or. Et en menant par le point a de rencontre de >.p et de H^, une parallèle au à «r, on aura la projection horizontale de la seconde asymptote. Comme vérification, le point de rencontre u des projections horizontales des deux asymptotes doit se trouver sur la droite oe, qui représente toujours" la projection horizontale . • d’un axe de la courbe.
Les points f et h où H*’ coupe la circonférence og, base de l’hyperboloïde, appartiennent à l’intersection cherchée. Si l’on suppose la surface limitée par un parallèle situé au-dessus du cercle de gorge et se confondant avec cette base og en projection horizontale, les points k et i appartiendront également à la projection horizontale de l’intersection. On saura donc ‘ immédiatement dans quels angles, relativement à ses asymptotes, la projection horizontale de l’interjection est placée; c’est-à-dire, on saura si l’axe dont les projections sont (oc, tas) est un axe trnnsverse ou imaginaire.
Si c’est un axe transverse, on déterminera les sommets réels de l’hyperbole à tracer, en suivant identiquement la même marche que dans le cas de la section elliptique (li2).
Si c'est un axe imaginaire , comme dans le cas de l’épure^ on aura l’axe réel en menant par le point u une perpendiculaire à oe. Pour avoir les points de la courbe situés sur cet axe ou les sommets correspondants, on mènera le parallèle de la surface dont le plan renferme le point {p, p'). Sa projection horizontale rencontrant la perpendiculaire à LT en deux points ni et «, ces points seront les sommets réels de l'hyperbole.
En employant des plans auxiliaires horizontaux, comme dans le cas de la section elliptique, et en les prenant deux à deux à ' égale distance au-dessus et au-dessous du cercle de gorge, de manière qu’ils se confondent deux à deux en projection horizontale, on obtiendra autant de points de l’intersection qu’on
: .y C^ooglt
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voudra. El il sera facile alors, les asymptotes étant construites, de tracer sa projection horizontale.
Dans le cas examiné, tous les plans auxiliaires horizontaux fourniront des points de l’intersection. Il n’en serait pas de même si l’axe réel se projetait horizontalement suivant oe. Les projections verticales des sommets, situés alors sur cet axe, indiqueraient en dedans de quelles limites les plans auxiliaires doivent être employés.
I.ÆS points situés sur la projection horizontale du cercle de gorge s’obtiendront facilement en u et en v. En ces points, les deux branches de l’hyperbole sont tangentes au cercle od. En effet, aux points projetés en u et en v, le plan tangent à l’hyperboloïde est vertical (125). La trace horizontale de ce ^ plan tangent, nécessairement tangente au cercle de gorge, représente donc en même temps la projection horizontale de la tangente à la courbe d’intersection au point considéré.
On peut obtenir immédiatement, comme dans le cas précédent, les points de l’intersection qui appartiennent aux génératrices principales de la surface : ces points ont leurs projections horizontales en q, s, x, y, et correspondent aux
perpendiculaires tj/4'’ à LT (*).
145. Remarque. — Le cône asymptote est coupé par le plan P suivant une hyperbole dont l’axe réel est projeté suivant oe, et dont les sommets correspondants sont les points (ij;,4'')et(!p,9'). Les sections faites par le plan P dans le cône et dans l’hyperboloïde devant être concentriques, le point fu, \i') doit être au milieu de la droite (()i9, i}''?'). Les deux hyperboles obtenus remplissent analytiquement la condition de similitude; mais, dans l’acception ordinaire du mot, l’une est semblable à la conjuguée de l’autre {Géom. anal., 257, Note). ,
V Section parabolique
Si le plan Q, mené parallèlement au plan P par le sommet cki cône asymptote, est tangent à ce cône, la section est une parabole. Nous savons que, dans ce cas, il n’y a plus d’asymptote. Et, en effet, le plan tangent mené au cône par la génératrice unique parallèle au plan P, n’est autre que le plan Q. L’intersection de ces deux plans ou l’asymptote se transporte donc à l’infini.
Cette épure s’exécutera comme les précédentes : c’est un bon exercice que nous recommandons au lecteur.
(*) Nous laissons de c6té lo cas très^simple où la section hyperbolique se réduit à ses asymptotes ou k deux droites qui sc coupent : lo plan P derient alors tapement a Thyperboloïdc au point de rencontre de ors deux droites.
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Intersection d'une droite avec les surfaces considérées dans ce chapitre.
Intersection d'une droite avec un cylindre ou un cône.
S’il s’agit d’un cylindre, on fait passer par la droite donnée un plan parallèle aux génératrices du cylindre, et l’on construit les génératrices suivant lesquelles ce plan coupe le cylindre. Les points de rencontre de ces génératrices et de la droite donnée sont les points demandés.
S’il s’agit d’un cône [Jig. loo) donné par sa base abcd et son sommet {s, s'), on fait passer un plan par la droite proposée (ef, e'f) et le sommet du cône. La trace horizontale H" de, ce plan coupant la base du cône aux points m et n, le plan R coupera le cône suivant les deux génératrices (sm, s'm’), {sn, s'n'). Ces mêmes génératrices coupent la droite {ef, e'f') aux points (p, p'), (r, P), qui sont les points cherchés. ‘
148. Intersection d'une droite avec un hyperboloide de révolution à une nappe [fig. loi).
L’hyperboloïde donné H est defini par son cercle de gorge od et sa génératrice principale {dg, d'g').
Nous avons déjà résolu le problème proposé dans le cas d’une droite coupant l’axe de la surface (143). Nous supposons maintenant la droite donnée dans une position quelconque.
Par un mouvement de rotation autour de l’axe {oz, o'z') do l’hyperboloïde H, on peut toujours rendre préalablement cette droite (ab, a’b') parallèle au plan vertical (34). Nous admettrons donc dans l’épure qu’il en est ainsi.
Ceci posé, si l’on fait tourner la droite {ab, a’b') autour de l’axe {oz, o'z'), elle engendrera un hyperboloide II,, ayant pour cercle de gorge le cercle od, et qui coupera l’hyperboloïde H suivant deux parallèles qui contiendront les points d’intersection cherchés delà droite {ab, a' b') avec l’hyperboloïde H. Tout le problème consiste à trouver les hauteurs de ces parallèles au-dessus du plan horizontal.
Remarquons que le plan qui projette horizontalement la génératrice principale {dg, d'g') de l’hyperbololde II, coupe l’hyperboloïde IL suivant une hyperbole {Géom. anal., 374), dont le demi-axe réel est égal à yd. Les points où {dg,d'g') rencontre cette hyperbole, sont les points des deux hyperboloïdes H et II, qui engendrent les parallèles indiqués.
Or cette hyperbole, en tournant autour de l’axe vertical do/U le pied est en d, engendre un hyperboloide IL dont le cercle de gorge est le cercle dy cl dont la génératrice principale est la droite {a^,.a'b'). En effet, les seciions hyperboliques seni-
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blables ont des asymptotes parallèles (Géom. anal., 257), et chaque génératrice principale d’un hyperboloïde est parallèle à une asymptote de la section méridienne parallèle au plan vertical et se confond avec cette asymptote en projection verticale (12^).
La question est alors ramenée à chercher les points de rencontre de ce dernier hyperboloïde H, avec la droite [dg, d'g') qui coupe son axe (143).
Nous décrirons donc, autour de l’axe vertical projeté en d, le cône dont la génératrice parallèle au plan vertical se projette suivant d'g'. Nous mènerons par le point [d, d') une parallèle à la génératrice principale (a[3, a' b') de l’hyperboloïde H,. En joignant les traces horizontales a et ^ de ces deux droites, nous obtiendrons la trace horizontale ef du plan qui renferme la droite {dg, d'g') lorsqu’elle coupe l’hyperboloïde H, en un point situé sur la génératrice principale (a(3, a!b'). La projection horizontale de cette droite sera donc, à cet instant, de oxxdf', et son point de rencontre avec la génératrice principale sera [m„ m') ou (re,, n'). Les parallèles passant par les points de rencontre de la droite [ab, ab') et de l’hyperboloïde H sont ainsi déterminés; et ces points sont, par suite, immédiatement connus en (m, m') et en (n, n').
Remarques. — I. Si ab coupait la projection horizontale od du cercle de gorge de l’hyperboloïde H, la solution serait simplifiée ; car on appliquerait immédiatement à la droite donnée les raisonnements qu’on vient de faire relativement à la génératrice {dg, d'g').
II. Si ab était tangente au cercle od, le plan projetant horizontalement la droite donnée couperait l’hyperboloïde II suivant deux génératrices symétriques et parallèles aux génératrices principales: les points de rencontre de ces génératrices et de la droite {ab, a!b') seraient les points demandés.
INTERSECTION DE DEUX. SURFACES COURBES
149. Nous avons déjà indiqué (129) la méthode générale à suivre pour déterminer l’intersection de deux surfaces. Cette méthode consiste à les couper par une série de surfaces auxiliaires, qui doivent être choisies et dirigées autant que possible de manière à rencontrer les surfaces proposées suivant des lignes qu’on puisse construire immédiatement, c’est-à-dire suivant des droites ou des circonférences. Les points de ren- III. 34
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contre des lignes appartenant à une même surface auxiliaire sont .à l’intersection cherchée.
Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier les cas qui offrent les simplifications les plus remarquables.
Intersection de deux surfaces cylindriqnes.
150. Nous supposerons {fig. io5) les deux cylindres donnés par leurs bases ab et cd sur le plan horizontal et par la direction de leurs génératrices. On obtiendra comme précédemment (105) leurs contours apparents sur chacun des plans de projection. Les bases «A et cd sont circulaires, mais cela ne inodilie en rien la suite des raisonnements.
On emploiera comme surfaces auxiliaires des plans sécants, parallèles aux génératrices des deux surfaces cylindriques : ils couperont ainsi chacune d’elles suivant des génératrices, f.es points de rencontre des génératrices situées dans le même plan auxiliaire appartiendront à l’intersection cherchée.
Pour avoir la direction des plans sécants, on mènera par un point quelconque (a, a') des parallèles (a(3, a' (3'), (ad, «'d') aux génératrices des deux cylindres. Le plan passant par ces parallèles aura pd pour trace horizontale : Les traces horizontales des plans auxiliaires devront donc être parallèles à la droite pd.
Ceci posé, la première chose à faire est de décider de quelle manière a lieu la rencontre des deux cylindres.
Menons à la base de chaque surface les tangentes, parallèles à la direction pd, qui comprennent cette même base.
Pans le cas de la fig. io5, la tangente efgb. la base ah coupe la seconde base cd, tandis que la tangente parallèle ne la rencontre pas. De même, la tangente ihh à la base cd coupe seule la première base ah. C’est donc entre les deux parallèles efg, ihh, que doivent être menées les traces horizontales des l)lans sécants auxiliaires. Au delà, les plans sécants employés rencontreraient un seul des cylindres proposés. On dit alors (|u’il y a arrachement. Les parties des deux cylindres qui correspondent aux arcs h yh,ftg, restent intactes, tandis que les génératrices qui s’appuient sur les arcs keh, fig, sont respectivement interrompues par les deux surfaces. Quand il y a arrachement, la courbe d’ intersection se compose d’une branche unique et continue.
Pans le cas de la fig. io6, les deux tangentes efg, EFG, menées à la base ab parallèlement à pd coupent toutes les deux la base cd. On dit alors qu’il y a pénétration du second cylindre par le premier. Les parties du second cylindre qui correspondent aux arcs fg et FG restent intactes, tandis que
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toutes les génératrices du premier cylindre viennent percer le second dans la partie qui s’appuie sur l’arc _/< F, pour en sortir «lans la partie qui s’aj)puie sur l'arc gtlG. L’intersection est alors formée de deux courbes dites d’entrée et de sortie, qui sont tout à fait dislinclcs et séparées.
Les tangentes qui servent à décider s’il y a arrachement ou pénétration, sont en même temps les traces horizontales II*" et 11^ des plans auxiliaires limites L et X. On commencera par déterminer les points de la courbe d’intersection qui sont dans cos plans limites. Pour cela, on construira la génératrice [epq, e'p'q') du cylindre ah et les deux génératrices (fptf'p'), {gq, g'q'), du cylindre cd. Ces génératrices étant dans un même plan, se couperont en deux points (p, p'), U], q'), f|»ii appartiendront à l’intersection cherchée. Comme vérification, les droites pp', qq', doivent être perpendiculaires à LT.
Remarquons que la génératrice (//>, /'/>') est dans le plan tangent mené au cylindre cd par le point (p, p'); elle est en même temps dans le plan X évidemment tangent au cylindre ah au même point (p, p'). Donc elle est l’intersection des plans tangents menés aux deux surfaces par le point {p, p'). Elle représente par conséquent la tangente à la courhe d’intersection au point considéré, et ses projections doivent être tangentes aux projections de cette courbe.
De même, la génératrice [gq, g'q') nst la tangente à la courbe d’intersection au point {q, q').
En opérant d’une manière identique par rapport à l’autre plan limite L, on trouvera deux nouveaux points [r, r') et \S, s') de la courbe d’intersection; et les tangentes en ces points seront aussi les génératrices {lir, h' r'), (Its, h's').
Si l’on conduit maintenant un plan sécant quelconque R, il coupera cbatiue surface suivant deux génératrices; et ces génératrices, par leurs rencontres mutuelles, fourniront quatre nouveaux points de l’intersection. On en déterminera ainsi autant qu’on voudra.
Considérons en particulier le plan sécant dont la trace horizontale passe par le point p, pied de l’une des génératrices (|ui correspondent au contour apparent du cylindre ah sur le plan horizontal. Sur cette génératrice, se trouvent deux points (m, «'), [v, v'), de l’intersection. La projection horizontale de cette génératrice est tangente à la projection horizontale de ta courhe d'intersection, aux points u et v. En effet, le plan tangent mené au cylindre ah suivant cette génératrice contient les tangentes à la courbe d’intersection aux points {u, u'), (i', e'); et comme ce plan est vertical sa trace horizon-
tale, qui est la projection horizontale de la génératrice dont le
pied est en fx, se coiiroiid avec les projections horizontales des tangentes qui y sont contenues.
Même remarque pour les projections horizontales des autres génératrices limites , lorsque leurs traces horizontales tombent entre les parallèles H*" et
On démontre, en s’appuyant sur des principes identiques, que les projections verticales des génératrices qui correspondent aux contours apparents des deux cylindres sur le plan vertical, sont tangentes à la projection verticale de l'intersection.
Pour avoir la tangente en un point quelconque (m, m') de l’intersection , comme cette tangente est l’intersection des plans tangents menés en ce point aux deux surfaces, il suffit de construire les traces horizontales de ces plans tangents. Par le point (m, m'), passent respectivement sur chaque surface les deux génératrices (xm, x'm'], (ym, y'm'). On aura donc les traces horizontales et H® des plans tangents correspondants, en menant par les pieds x e\. y des deux génératrices des tangentes aux bases ab et cd. Ces traces et H* se couperont en un point t, trace horizontale de la tangente demandée. Cette tangente aura donc pour projections les droites tm et t'm'.
Il peut arriver que le point t soit hors de l’épure. Les intersections de deux plans parallèles par un troisième étant parallèles, on mène alors une droite H” parallèle à Py, qui coupe convenablement II’ et H®. Elle représente la trace horizontale d’un plan parallèle au plan auxiliaire auquel appartiennent les génératrices [xm, x'm'), [ym, y' m'). En construisant les intersections du plan N avec les plans T et 0, on obtient un second point de la tangente cherchée [Compl. de Géom., 9).
Si l’on veut marquer sur l’épure, par la différence du tracé, les parties visibles et invisibles de la courbe d’intersection, c’est-à-dire si l’on suppose que les deux cylindres continuent d’exister après qu’on a déterminé cette courbe, il suffit de se reporter aux considérations développées au sujet des contours apparents des surfaces sur les deux plans de projection (102, 105). Ces considérations permettent de séparer sur les deux surfaces proposées, par rapport à chacun des plans de projection, les génératrices visibles de celles qui sont invisibles. On voit alors que tous les points de la courbe d’intersection qui appartiennent à deux génératrices visibles sur chaque cylindre, sont nécessairement visibles, tandis que tous les points de la courbe d’intersection qui appartiennent à une génératrice invisible sur l’un des cylindres, sont nécessairement invisibles.
151. Remarques. — I. La courbe d’intersection ne peut présenter de branches infinies, que lorsque l’une des deux surfaces cylindriques a pour base une courbe à branches infinies. Dans ce cas, en effet, un ou plusieurs des plans sécants auxiliaires peuvent aller rencontrer l’une des bases à l'infini, de manière à déterminer des points de la courbe d’intersection situés aussi à l’infini.
Les deux bases étant au contraire des courbes fermées, il faudrait, pour que l’intersection présentât une branche infinie, que deux génératrices des deux cylindres pussent se rencontrer elles-mêmes à l’infini ou être parallèles. Mais alors, toutes les génératrices des deux surfaces étant parallèles, il n’y aurait pas d’intersection ou elle se composerait simplement de génératrices séparées, communes aux deux cylindres.
II. Les deux cas û’ arrachement et de pénétration se réunissent, quand les bases des deux cylindres présentent des tangentes communes parallèles à la direction (3y. On trouve alors des courbes à nœud, parce que le plan limite correspondant à la tangente commune est tangent aux deux surfaces au point unique d’intersection des génératrices qu’il détermine sur chacune d’elles. Les courbes d’entrée et de sortie de la pénétration simple se rejoignent par ce nœud.
Intersection de deux surfaces coniques.
152. Nous supposerons les deux cônes donnés par leurs bases ab et cd sur le plan horizontal et par leurs sommets (S, S') et {s, s'). Nous obtiendrons, comme précédemment (109), leurs contours apparents sur les deux plans de projection. Les bases ab et cd sont ici circulaires; mais cette circonstance ne modifiera en rien nos raisonnements.
Les plans sécants auxiliaires doivent passer pçir les sommets des deux cônes, de manière à les couper tous les deux suivant des génératrices. On construira donc la trace horizontale a de la droite (Si, S' s') qui joint les deux sommets, et les traces horizontales des plans sécants devront passer par le point «. Les points de rencontre des génératrices situées dans un même plan auxiliaire appartiendront à l’intersection cherchée.
11 peut y avoir, comme dans le cas de deux cylindres (150), arrachement ou pénétration.
Il faut distinguer le cas où la courbe d'intersection des deux surfaces coniques présente des branches infinies, et celui où elle n’ea offre pas. Plaçons-nous d’abord {fig. 107) dans ce dernier cas; et, pour plus de simplicité et de clarté dans l’épure, proposons-nous de construire seulement la partie de
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riiilerseclion qui apparlienl aux nappes inférieures des deux
cônes proposés.
Si le point a. ne tombe point dans l’intérieur des deux bases, on pourra mener par ce point deux droites chacune tangente à l’une des bases et sécante à l'autre. Ces droites xefg, xilrh, seront les traces horizontales H*' et des plans limites L et 1. Les traces horizontales des plans sécants, non comprises dans l’angle formé par les traces H*" et ne rencontreront en effet qu’une des bases des cônes donnés.
Dans l'exemple choisi, il y a pénétration du second cône par le premier. Il y aurait arrachement si les traces horizontales des deux plans limites n’étaient pas tangentes à la môme base.
Ceci posé, on construira la génératrice [se, s'e') du cône ab, et la génératrice (Sg-, S' g') du cône cd. On n’a pas besoin de construire les génératrices du second cône qui s’appuient sur l’arc fk, parce que ces génératrices correspondent à la partie de l’intersection située sur les nappes supérieures des deux cônes, partie que nous devons laisser de côté. Les génératrices {se, s'e'), (Sg, S'g') étant dans un même plan, se couperont en un point {p, p') qui appartiendra à l’intersection cherchée. Comme vérification, la droite pp' doit être perpendiculaire à LT.
Remarquons que la génératrice (Sg, S'g') est dans le plan tangent mené au cône cd par le point (p, p'); elle est en même temps dans le plan L évidemment tangent au cône ab au même point (p, p'). Donc, elle est l'intersection des deux plans tangents menés aux deux surfaces par le point {p, p'). Elle représente par suite la tangent te à la courbe d’ intersection au point considéré, et ses projections doivent être tangentes aux projections de celte courbe.
En opérant de même par rapport à l’autre plan limite X, on trouvera un nouveau point {q, q') de l’intersection; et la tangente en ce point sera aussi la génératrice (SA, S'A').
Si l’on conduit maintenant un plan sécant quelconque K, il coupera le cône ab suivant les deux génératrices {si, s'I') et (sn, s'n'), le cône cd suivant deux génératrices, mais on ne devra tenir compte que de la première (Sr, S'r'). Ces génératrices, par leurs rencontres mutuelles, fourniront deux nouveaux points de l’intersection; et l’on en déterminera ainsi autant qu’on voudra.
Considérons, en particulier, le plan sécant dont la trace horizontale passe par le point a, pied de l’une des génératrices qui correspondent au contour apparenl du cône ab sur le plan vertical. Sur relie généralrice, se Irouvera un point de rimer-
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secUon. En ce point, la projection verticale de la génératrice sera tangente à la projection verticale de la courbe d’intersection. En effet, le plan lanf’enl mené au cène ah suivant celte génératrice est perpendiculaire au plan vertical. 11 contient la tangente à la courbe d’intersection au point indiqué ; cl comme il est perpendiculaire au plan vertical, sa trace verticale qui est s'a' se confond avec la trace verticale de la tangente qu’il renferme.
Même remarque pour les projections verticales des autres génératrices limites des deux cônes, qui ont pour traces horizontales les points [b, b') et {d, d'). Il n’y a aucun point de l’inlerseclion sur la génératrice limite (Sc, S'c').
On ne peut pas faire une remarque analogue relativen)ent à la projection horizontale de l’intersection, parce que, dans l’exemple choisi, les contours apparents des deux cônes sur le plan horizontal se réduisent à leurs bases ab et cd.
Pour avoir la tangente en un point quelconque ( nt, ni'} de l'intersection, il faut construire l’intersection des plans tangents menés en ce point aux deux surfaces. Les traces horizontales de ces plans sont les tangentes et II® menées aux bases des deux cônes par les pieds des génératrices {rm, r'm‘), (Im, l'in'), qui, sur chacun d’eux, passent par le point considéré- Ces traces et II® se coupent en un point t, trace horizontale de la tangente demandée : celte tangente aura donc pour projections les droites tni et t'ni'.
Si l’on veut marquer sur l’épure, par la différence du tracé, les parties visibles et invisibles de l’intersection, c’est-à-dire si l’on suppose que les deux cônes continuent d’exister après la détermination de celle intersection, il suffit de séparer sur les deux surfaces, à l’aide de leurs contours apparents, les génératrices visibles des génératrices invisibles. Tous les points de la courbe d’intersection qui appartiennent à deux génératrices visibles sur chaque cône, sont nécessairement visibles; tous ceux qui appartiennent à une génératrice invisible sur l’un des cônes, sont nécessairement invisibles.
153. Remarque. — Nous savops (6’owp/. de Géom., 69) que les droites qui passent par l’un des centres de similitude de deux circonférences, coupent ces circonférences en des points tels, que les rayons correspondants sont parallèles. On pourra donc, si on le juge nécessaire (*), déterminer facilement les points maximum et minimum de la jirojection verticale de l’intersection par rapport à LT.
(*) Sur I 'é]nirt% on .1 (te rôle rcUc ttélei luiiiation.
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Soit O un centre de siniiliiude des circonférences ab el cd. Considérons le plan sécant auxiliaire qui passe par ce point, c’est-à-dire dont la trace horizontale est «o. Les tangentes menées à la courbe d’intersection parles points qui y sont contenus, sont nécessairement parallèles au plan horizontal, de . sorte que les projections verticales de ces tangentes, parallèles à LT, correspondent bien à des points maximum et minimum en projection verticale. En effet, les traces horizontales des plans tangents menés aux deux surfaces par les points considérés seront parallèles, comme perpendiculaires à des rayons parallèles dans les deux circonférences ab et cd : ces plans auront donc pour intersections des horizontales.
Dans le. cas de bases circulaires ou, plus généralement, homothétiques, le point le plus haut et le point le plus bas de la projection verticale de l’intersection se détermineront donc toujours facilement.
15i. 11 faut considérer maintenant le cas où l’intersection des deux surfaces coniques présente des branches infinies.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que, sur les deux cônes, on puisse trouver des génératrices parallèles entre elles. Si cette condition n’est pas remplie, aucun point de l’intersection ne pourra, en effet, être situé à l’infini.
Pour décider, on transporte le cône ab, par exemple, parallèlement à lui-même , en faisant glisser son sommet (s, s') le long de la droite (iS, f'S'), jusqu’à ce qu’il vienne coïncider avec le“sommet (S, S') du cône cd. On construit la nouvelle base du cône aô ainsi transporté, en menant par le sommet (S, S') des parallèles aux positions primitives de ses génératrices, et en cherchant les traces horizontales de ces parallèles.
11 faut d’ailleurs remarquer que la nouvelle base doit être semblable à l’ancienne {Géom. anal., 252); dès qu’on en aura construit un point, on aura donc le rapport de similitude de ces deux bases; car le point a, trace horizontale de la droite {«S, i'S'), est évidemment leur centre de similitude : on obtiendra alors par un simple tracé plan autant de points de la * nouvelle base du cône ab qu’on voudra.
On voit qu’on remplace en réalité le cône ab dans ses deux positions par deux pyramides à arêtes parallèles et proportionnelles,- el les deux bases considérées par deux polygones homothétiques (Compl. de Géofn., 65).
Lorsque la base du cône transporté est une circonférence ifig. io8), il suffit évidemment de tracer par le sommet (S, S') du cône cd des parallèles aux génératrices limites {sa, s'a'), (sb, s'b') du cône ab. Les traces horizontales de ces parallèles (Sa, S'a'), (S (3, S' (3'), étant a el la nouvelle base du
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cône ab sera la circonférence décrite sur «(3 comme diamètre. Si la circonférence coupe la circonférence cd, les deux cônes «|3 et cd auront des génératrices communes, et ces génératrices communes deviendront des génératrices parallèles quand on ramènera le cône ab dans sa véritable position : l’intersection des deux cônes sera alors une courbe à branches infinies.
Dans le cas de la Jig. io8, la position des traces horizontales H*" et des plans sécants limites montre qu’il y a arrachement des deux surfaces.
155. Pour avoir les asymptotes des branches injinies, il suffit de chercher l’intersection des plans tangents menés aux deux cônes suivant les génératrices parallèles obtenues. L’intersection de deux de ces plans tangents est, en effet, une tangente à la courbe d’intersection qui a son point de contact à l’infini, sur les deux génératrices parallèles considérées, c’est-à-dire que cette tangente est une asymptote. On construira donc les traces horizontales des deux plans tangents et, par le point où ces traces se couperont, on tracera une parallèle aux génératrices contenues dans ces plans tangents. On aura ainsi les projections d’une asymptote.
Si les bases cd et (Jig. io8), au lieu de se couper, étaient tangentes, la courbe d’intersection des deux surfaces présenterait toujours une branche infinie; mais cette branche n’aurait pas d’asymptote, car les génératrices communes des cônes cd et a(3 correspondant alors à des rayons ou à des normales en ligne droite, les génératrices parallèles des cônes cd et ab correspondraient à des rayons ou à des normales parallèles. Les plans tangents aux deux cônes ab et cd le long de ces mêmes génératrices, auraient alors des traces horizontales parallèles et seraient par suite eux-mêmes parallèles, de sorte que leur intersection ou l’asymptote se transporterait à l’infini.
D’ailleurs l’intersection, qu’elle ait ou non des branches infinies, se construira toujours d’après les principes exposés au n“ 152.
156. Intersection d’une surface conique et d’une surface cylindrique.
Si le sommet du second cône considéré jusqu’ici se transporte à l’infini, ce cône dégénère en cylindre. La droite passant par les sommets des deux cônes devient alors une parallèle menée par le sommet du premier cône aux génératrices du cylindre. Donc, dans le cas où l’on cherche l’intersection de deux surfaces, l’une conique, l’autre cylindrique, il faut que les traces horizontales de tous les plans sécants auxiliaires passent par la trace horizontale de la droite menée par le sommet de la surface conique, parallèlement aux géné-
r. KOM ÉTH lu UESCR l l‘ï I V E .
ralricos de la surface cjlindrique. Les plans auxiliaires couperoiU alors les deux surfaces suivant des génératrices, et les points de rencontre des génératrices situées dans un même plan sécant appartiendront à l’intersection cherchée. Le mode d’opérer sera d’ailleurs identique à celui suivi dans les deux cas précédents (150, 152).
Intersection de deux surfaces de révolution dont les axes sont dans un même plan.
157. Les axes des deux surfaces de révolution étant supposés dans un même plan, se couperont ou seront parallèles.
Pour trouver l’intersection de deux surfaces de révolution dont les axes sont parallèles, on suppose ces axes verticaux et l’on coupe les deux surfaces par une série de plans auxiliaires horizontaux. Chaque plan auxiliaire détermine sur les surfaces proposées des circonférences de cercle dont les points d’intersection, faciles à construire, appartiennent à la courbe cherchée.
Lorsque les axes des deux surfaces se rencontrent, on peut supposer l’un d’eux vertical et l’autre parallèle au plan vertical. Ceci posé, si l’on employait encore des plans auxiliaires horizontaux, on obtiendrait bien comme sections des circonférences de cercle sur la première surface ; mais sur l’autre surface dont l’axe est oblique au plan horizontal, on déterminerait des courbes quelconques qu’il faudrait en général tracer par points. On doit donc recourir à d’autres surfaces auxiliaires; et la sphère se présente ici d’elle-mème, en vertu de son importante propriété d’être de révolution autour de tous ses diamètres {Géom., 256). On coupera par suite les surfaces proposées par des sphères variables ayant pour centre fixe le point de concours des axes, et chacune de ces sphères déterminera sur les surfaces de révolution données des circonférences dont les points communs seront à l’intersection cherchée {*).
Nous allons maintenant développer les méthodes indiquées sur deux exemples particuliers.
''158. Premier cas : Intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont les axes se coupent [fig. 109).
Le premier ellipsoïde est donné par son axe vertical {oz, o’z') et par la projection verticale a' b' du méridien situé dans le |)lan des deux axes [qui est supposé (157) parallèle au plan vertical]. Le cercle ab est l’équateur du premier ellipsoïde.
(*) Deux lin rrvohilioii qui uni memo se eotipeni «Wiileininenl sui-
vaut les paruilêles <1ccriU> par les puinls c('iummis à leurs tvuirites tiiéiiiliennes.
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Le second ellipsoïde est donné par son axe obli(|ue au plan horizontal {cd, c'd') et par la projection verticale g’h'p'q' du méridien situé dans 1e plan des deux axes.
On a ainsi le contour apparent des deux surfaces sur le plan vertical et le contour apparent de la première sur le plan horizontal.
Du point de rencontre d' des projections verticales des deux axes comme centre, décrivons une circonférence de cercle coupant les deux ellipses a' b' et g' b'p'q' aux points e' et /', g' et A'. Cette circonlérence de cercle pourra être regardée comme la projection verticale d’une sphère auxiliaire ayant son centre au point de rencontre des deux axes.
Cette sphère ayant même axe {oz, o'z’) que le premier ellipsoïde, le coupera suivant un parallèle dont la projection verticale sera la corde e'f et dont la projection horizontale sera la circonférence oe. ^
Comme on peut prendre pour axe d’une sphère l’un quelconque de ses diamètres, la sphère considérée aura aussi même axe {cd, c'd') que le second ellipsoïde, et le coupera de même suivant un parallèle dont la projection verticale sera la corde g' h'. 11 est inutile de considérer la projection horizontale de ce parallèle.
Les deux projections verticales e'f et g' h' se coupant en un point m', situé dans V intérieur de la circonférence d'e', les deux parallèles considérés se coupent suivant une corde perpendiculaire en m' au plan vertical ; et les extrémités de cette corde commune sont deux points de l’intersection des ellipsoïdes proposés.
Comme les projections horizontales de ces points appartiennent au cercle oe, projection horizontale du premier parallèle, on les obtiendra en m et en n, en abaissant du point m' jusqu’à la rencontre de la circonférence oe une perpendiculaire à LT.
En considérant d’autres sphères auxiliaires et en opérant d’une manière identique par rapport à chacune d’elles, on trouvera autant de points de l’intersection qu’on voudra.
Il est commode de considérer des parallèles du premier ellipsoïde situés deux à deux à la même disumee de part et d’autre de son équateur, parce que ces parallèles se confondent en projection horizontale.
Les points p' et q' d’intersection des projections verticales des méridiens des deux ellipsoïdes, appartiennent évidemment à la projection verticale de l’intersection et lui servent de limites. Les projections horizontales correspondantes p et q sont sur cd, trace horizontale du méridien commun aux deux surfaces.
En décrivant la ciic(>nfcrence qui coupe l'ellipse a' h' sui-
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vani l’axe a' b', on obtient les points (k, k')el [l, /') de l’intersection qui se trouvent sur l’équateur du premier ellipsoïde. Les points k et L séparent, en projection horizontale, la partie visible de la partie invisible. Quant à la projection verticale de l’intersection, comme cette intersection est formée de deux parties symétriques par ra|)port au méridien commun des deux surfaces, la partie visible en projection verticale recouvre exactement la partie invisible.
Aux points /i et /, la projection horizontale de l’intersection est tangente à la projection horizontale ab de l’équateur du premier ellipsoïde. En effet, aux points [k, k') et (/, /'), les plans tangents au premier ellipsoïde sont verticaux, puisque ces points appartiennent à son contour apparent relativement au |)lan horizontal (10^). Donc les tangentes correspondantes à la couii)e d’inlcrseclion se confondent en projection horizontale avec les traces horizontales de ces plans tangents, qui sont nécessairement Umgentes à la circonférence ab aux points k et Z(lio).
Pour mener la tangente en un point (m, ni') de la courbe d'intersection, on devra de préférence employer la méthode du plan normal déjà indiquée (130). Cette méthode consiste à remarquer (]ue les normales menées aux deux surfaces par le point (w, /«') étant toutes deux perpendiculaires à la tangente cherchée, déterminent un plan perpendiculaire à cette tangente, lequel est le plan normal à la courbe d’intersection au point (/«, m'). Connaissant les traces de ce plan ou leurs directions, on aura immédiatement les projections de la tangente.
Cette méthode est préférable dans le cas des surfaces de révolution, parce que la normale étant alors contenue dans le plan méridien qui passe parle point de contact et qui est perpendiculaire au plan tangent en ce point (115), toutes celles qui correspondent au même parallèle coupent l’axe de la surface en un même point, et sont par suite faciles à construire.
Nous mènerons donc la normale e' r' à l’ellipse a'b'. Enjoignant le point r' où cette normale coupe o' z' au point m', nous aurons la projection verticale de la normale menée au premier ellipsoïde par le point (m, m'); sa projection horizontale sera la droite mo.
Nous mènerons de même la normale h’ s' à l’ellipse p'q' g'h'. En joignant le point s' où cette normale coupe d d' au point m', nous aurons la projection verticale de la normale menée au second ellipsoïde j)ar le point (m, ni'); sa projection horizontale (en projetant s' en s sur cd) sera ms.
En menant la droite r's', on aura la projection verticale de la trace du plan normal au point (m, ni') sur le plan du méri-
dicn commun aux deux surfaces; cl comme ce méridien est parallèle au plan vertical, la droite (r'*') fera connaître la direction de la trace verticale du plan normal. La perpendiculaire m' t' à r'i' sera donc la projection verticale de la tangente cherchée.
Pour avoir sa projection horizontale, on pourra déterminer la trace horizontale du plan normal ; ou bien, s’il est nécessaire de resserrer les constructions dans un cadre étroit, on pourra construire la droite d’intersection des deux normales avec un plan R convenablement choisi et parallèle au plan horizontal. A}ant obtenu la projection horizontale de celle droite [nécessairement parallèle à la trace horizontale du plan normal), on lui mènera la perpendiculaire mt, qui sera la projection horizontale de la tangente cherchée.
Aux points (p, p'), {q, q’), situés sur les contours apparents des deux ellipsoïdes relativement au plan vertical , les plans tangents aùx deux surfaces sont perpendiculaires au plan vertical. Par suite, les tangentes en ces points à la courbe d’intersection de l’espace sont perpendiculaires au plan vertical. En projection horizontale, elles sont donc perpendiculaires à LT; en projection verticale, elles se réduisent à un point.
Cependant, la construction indiquée pour trouver la courbe p'm'q' pourrait se continuer au delà de la partie de celte courbe qui répond à l’intersection des deux ellipsoïdes proposés ; et cette courbe, considérée alors comme courbe plane indépendante de la question(traitée dans l’espace) qui y a conduit, admet en p' et en q' des tangentes qu’il peut être utile de construire. La métliode du plan normal a l’avantage d’être immédiatement applicable à ce cas limite, parce qu’elle n’exige que l’emploi de lignes tracées dans le plan même de la courbe • p'm'q'.
159. Remarques. — I. Les deux surfaces de révolution dont on vient de chercher l’intersection étant du second degré, la courbe p' ni' q' sera elle-même une courbe de second degré {Géom. analyt., 392).
IL Si l’on voulait construire la tangente à la courbe d’intersection en suivant la méthode du plan tangent, on déterminerait d’abord facilement le plan tangent au premier ellipsoïde (116). Pour obtenir ensuite le plan langent au second ellipsoïde, on mènerait la normale à celle surface au point considéré (m, m'). En conduisant par le point (m, m') un plan perpendiculaire à cette normale, on aurait le second plan langent.
160. Second cas : Intersection d’un cône de résolution et d’une sphère (Jig. i lo).
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Li* cône, dont l’axe est supposé vertical, est donné par sa hase nb sur le plan horizontal et par son sommet (s, *'). Les génératrices du cône parallèles au plan vertical sont donc les droites [sa, s' a'), {sb, s' b').
Le centre de la sphère proposée est au point milieu {o, o') de la droite {sa, s'a'), et le rayon de cette sphère est égal à la moitié du rayon de la base du cône. Son contour apparent sur le plan horizontal sera par suite la circonférence décrite sur sa comme diamètre ; son contour apparent sur le plan vertical sera une circonférence égale de centre o'. On pourra prendre pour axe de cette sphère la verticale dont le pied est en o et qui se projette sur l’autre plan de projection suivant la perpendiculaire Mo' à LT.
Les deux surfaces considérées ayant ainsi leurs axes parallèles, nous les couperons par des plans auxiliaires horizontaux. L’un de ces plans R coupera la sphère suivant un parallèle dont la projection verticale sera la corde e'f et dont la projection horizontale sera la circonférence de diamètre ef; il coupera le cône suivant un autre parallèle dont la projection verticale e'9' se confondra en direction avec e'f et dont la projection horizontale sera la circonférence de diamètre eç. Les deux circonférences ef et e<p se couperont en deux points m et n, dont la projection -verticale commune sera le point m'; et les deux points (m, /«'), (n, n'), appartiendront à l’intersection cherchée. On en construira ainsi autant qu’on voudra.
11 est commode de prendre les parallèles de la sphère de part et d’autre et à égale distance de son équateur : ils se confondent alors deux à deux en projection horizontale.
Les points remarquables de la courbe d’intersection s’obtiennent comme dans le premier cas (158).
Les points (/r, //),(/, /') de l’intersection, qui sont situés sur l’équateur de la sphère, font connaître les points qui séparent, sur la projection horizontale, la partie visible delà partie invisible.
Aux points f< et /, la projection horizontale de l’intersection est tangente à la projection horizontale de l’équateur, parce que le plan tangent à la sphère aux points {k, h') et (/, /') est perpendiculaire au plan horizontal.
Les points c' et d' où la projection verticale du méridien de la sphère coupe la projection verticale du méridien du cône, appartiennent à la projection verticale de l’intersection, et se projettent horizontalement en c et en d. Ces points sont des point limites. En ces points, les plans tangents aux deux surfaces étant perpendiculaires au plan vertical, la tangente à l’intersection est elle-même perpendiculaire à ce plan, c’est- ^
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ii-dire qu’elle se réduit à un point en projection verticale et qu’elle est perpendiculaire à LT en projection horizontale.
Pour mener la tangente en un point (/n, m') de l’intersection, on pourra encore avoir recours à la méthode du plan normal. x
La normale à la sphère passant toujours par son centre, le pied constant des normales sur l’axe de la sphère sera le point [o, o').
Le point m' étant situé sur la droite e' 9', on mènera par le point 9' la perpendiculaire 9'/' à s'a'jus<|u’à la rencontre de la droite s' s. Le point i' sera la projection verticale du point où toutes les normales menées au cène suivant les différents points du parallèle £'9' rencontrent l’axe de la surface. On n’aura donc (158) qu’à tracer la perpendiculaire m' t' à la droite i' o' pour avoir la projection verticale de la tangente demandée.
Quant à sa projection horizontale, on pourra construire la trace horizontale du plan des deux normales, et abaisser du point m une perpendiculaire mt sur H'* .
Si les dimensions de l’épure l’exigent, on devra (158) construire, au lieu de H” , la projection horizontale de l’intersection du plan normal avec un plan parallèle au plan horizontal (celui de l’équateur de la sphère).
On a indiqué sur l’épure les deux procédés.
On trouve facilement les tangentes à la courbe plane c'm't/' aux points c' et d'.
Remarque générale sur les intersections de surfaces
Nous avons exposé dans ce chapitre les simplifications les plus remarquables qu’on ait à appli((uer dans la recherche de l’intersection de deux surfaces : elfes guideront sulfisamment ilans les autres cas qui pourront se présenter.
Si l’on veut, par exemple, déterminer l’intersection d’un cône quelconque et d’une sphère ayant son centre au sommet du cône, les surfaces auxiliaires devront être des plans menés par le sommet du. cône : chacun d’eux coupera le cône suivant des génératrices et la sphère suivant une circonférence de grand cercle. 11 sera d’ailleurs naturel de prendre ces plans verticaux, pour pouvoir les faire tourner autour du diamètre vertical de la sphère et obtenir en rabattement les points d’intersection des génératrices et de la circonférence de grand cercle.
Du reste, on peut toujours trouver l’intersection de deux surfaces quelles qu’elles soient, en les coupant par des plans horizontaux. Seulement, dans les cas compliqués, on est obligé de construire par points les sections déterminées sur les deux surfaces par chaque plan auxiliaire.
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On peut d'ailleurs, dans certains cas, sinaplifier la question par Iransjormation de surface.
Si l’on a à chercher, par exemple, l’intersection d’une sphère et d’un cylindre à base quelconque, un plan horizontal coupera la sphère suivant un cercle, le cylindre suivant une courbe qu’il faudrait construire par points. Si l’on suppose alors un second cylindre dont les génératrices soient parallèles à celles du premier et qui s’appuie sur le cercle déterminé dans la sphère par le plan horizontal considéré, ce second cylindre aura pour base un cercle facile à construire. Ce cercle coupera la base du premier cylindre en des points qui feront connaître les génératrices communes aux deux cylindres, lesquelles passent nécessairement parles points de l’intersection demandée situés dans le plan horizontal auxiliaire.
Remarque relative aux ombres et à la perspective
Supposons un point lumineux 0 et un corps opaque dont nous désignerons la surface par C. Si l’on imagine (118) un cône dont le sommet soit en O et qui soit circonscrit à la surface C suivant la courbe A, toute la partie de cette surface comprise dans l’intérieur du cône et regardant son sommet O sera éclairée; toute la partie opposée sera au contraire dans Fombre. La courbe A est la li.gne de séparation d’ombre et de lumière sur le corps C. Derrière ce corps, le prolongement du cône lumineux au delà de la courbe A constitue l’ombre indéfinie projetée par le corps C dans l’espace. Si une surface C' est plongée dans cette ombre, elle se trouve privée de la lumière qui émane du point O. Si la surface C' est coupée par le prolongement du cône lumineux au delà de la courbe A, suivant une courbe A', cette courbe A' limite l'ombre portée de la surface C sur la surface C'.
Si l’on considère seulement la lumière du soleil, comme cela a lieu dans la pratique, le point lumineux O s’éloigne à l’infini, et le cône lumineux devient un cylindre lumineux dont les génératrices sont parallèles à la direction assignée aux rayons solaires.
On voit que chaque question d’ombre reviendra à une question théorique concernant les plans tangents aux surfaces et leurs intersections mutuelles.
Par exemple, chercher sur une sphère opaque éclairée la ligne de séparation d’ombre et de lumière, et l’ombre portée de cette sphère sur un plan horizontal, c’est construire les projections de la courbe de contact de la spbére avec un cylindre circonscrit dont la direction des génératrices est donnée; c’est ensuite déterminer la trace horizontale de ce cylindre.
Tout ce qu’on vient de dire relativement aux ombres peut se répéter pour la perspective. '
Le sommet O du cône, circonscrit à la surface G considérée suivant la courbe A, est alors le point de vue ou le point où l’on se suppose placé ; la ligne de contact A est le contour apparent de la surface G pour l’observateur placé au point O ; la perspective du corps G est l’intersection du cône visuel avec une autre surface G' (ordinairement plane) qu’on appelle tableau, et qui est en général située entre le point de vue O et le corps G.
Si le point de vue s’éloigne à l’infini et si le tableau est supposé perpendiculaire aux génératrices du cylindre visuel, la perspective du corps G sur le tableau se confond avec sa proection orthogonale sur ce plan (102).
QUESTIONS PROPOSEES
l. Mener à un cône un plan tangent qui passe par un point extérieur donné. (Méthode des plans cotés.)
II Étant donnée la projection d’un point d’une surface sphérique, trouver sa cote .
m. Mener à une sphère donnée un plan tangent parallèle à un plan donné. (Méthode des plans cotés.)
rV. On donne une droite et une sphère : mener par la droite un plan qui coupe la sphère suivant un cercle tangent à un autre cercle donné de cette sphère.
V. Construire les plans tangents communs à une sphère et à un cône de révolution donnés.
VI. Par un point extérieur, mener à une surface de révolution un plan tangent à cette surface en un point d’un parallèle ou d’un méridien donné. On résoudra ce problème dans le cas de l’ellipsoïde et de la surface gauche de révolution. [Voir Note IV.)
VII. Circonscrire à une sphère ou à un ellipsoïde de révolution un cône de sommet donné.
VUl. Mener à une surface de révolution, parallèlement à une droite donnée, un plan qui soit tangent à la surface suivant un parallèle ou un méridien donné. (Voir Note IV.)
IX. Circonscrire à une sphère ou à un ellipsoïde de révolution un cylindre dont la direction des génératrices est donnée.
X. Mener à une sphère, par un point extérieur, un plan tangent qui la touche suivant un parallèle ou un méridien donné. (Méthode des plans cotés.)
lll. ■ .35
OÉOMÉTIIIB DESCRIPTIVE.
XI. Mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à un plan donné. On résoudra ce problème dans le cas de l’ellipsoïde et de la surface gauche de révolution. [Foir Note IV.)
XII. On donne un cylindre vertical dont la base sur le plan horizontal est un cercle. On coupe ce cylindre par un plan perpendiculaire au plan vertical et faisant un angle de 45'* avec le plan horizontal ; on prend l’intersection obtenue pour base d’un nouveau cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan de cette base ; enfin , un point de la nouvelle surface cylindrique est donné par sa projection horizontale. On demande: 1° de trouver la projection verticale de ce point; a” de mener par ce même point le plan tangent à la seconde surface cylindrique. (Concourt (Padmission à P Ecole Polytechnique, i856.)
XIII. Un plan est donné par ses traces; dans ce plan, un cercle est donné par son rayon et la projection horizontale de son centre. Ce cercle étant pris pour base d’un cylindre droit, on propose de mener, par un point donné, un plan langent à ce cylindre. [Concours tPadmission a PErôle Polytechnique, 1869.)
XIV. On donne : i° un plan P passant par la ligne de terre et faisant un angle de 45° avec le plan horizontal ; un point a du plan horizontal situé à 5 centimètres de la ligne de terre. On demande les traces horizontale et verticale d’un cône de révolution ayant pour sommet le point A du plan P qui se projette horizontalement en a, pour axe la perpendiculaire élevée en A au plan P, et pour demi-angle au sommet un angle de 4o°. (Concours d^admission à P Ecole Centrale, 1861.)
XV. On donne: 1“ un plan passant par la ligne de terre et faisant un angle de 60“ avec le plan horizontal ; a” un point a situé dans le plan horizontal à 6 centimètres de la ligne de terre. On demande les traces horizontale et verticale d’un cylindre de révolution ayant pour axe la perpendiculaire élevée au plan donné par le point de ce plan qui se projette horizontalement en a, et un rayon de 3 centimètres. (Concours d’admission à P Ecole Centrale, 1861.)
XVI. On donne : i® une droite située dans le plan horizontal et faisant un angle de 45° avec la ligne de terre ; 2° un point m du plan horizontal, pris à volonté entre la droite précédente et la ligne de terre. La droite , en tournant autour de la ligne de terre, engendre un cône. On demande : 1° de mener à ce cône un plan tangent par l’un des deux points de la surface qui se projette horizontalement en m ; 2° de construire les projections de l’intersection de ce plan tangent et d’un cylindre de révolution ayant la ligne de terre pour axe et un rayon de 3 centimètres. (Concours d admission à P Ecole Centrale, 1861.)
XVn. Deux cercles situés dans le plan horizontal ont leurs centres sur la ligne de terre à 9 centimètres l’un de l’autre, et des rayons respectivement égaux à 3 et à 4 centimètres. On mène à ces cercles deux tangentes communes, l’une intérieure A, l’autre extérieure B. La tangente A, en tournant autour do la ligne de terre, engendre un cône. On demande la projection verticale et la vraie grandeur de la section faite dans ce cône par le plan vertical qui a la tangente B pour trace horizontale. On tra-
cera les asymptotes de la section, si elle en admet. (Cnncours rPadmission à PEcole Centrale, i86i.)
XVin. On donne une sphère par son centre et son rayon. On fait passer un plan par la ligne de terre et le centre de cette sphère , et l’on demande les projections de la courbe d’intersection des deux surfaces. Tangente en un point quelconque. [Concours iPadmission à PEcole Centrale, 1861.)
XIX. On donne; 1“ une sphère de 4 centimètres de rayon, tangente aux deux plans de projection ; a° le plan qui passe par les deux points de la sphère diamétrajement opposés à ses points de contact avèc les plans de projection, et dont la trace horizontale fait un angle de 60° avec la ligne de terre. On demande les projections et la vraie grandeur de la section déterminée par ce plan dans la sphère, ainsi que la tangente en un point de celle section. [Concours cPtulmission à PEcole Centrale, 1861.)
XX. Trouver l’intersection de la surface engendrée par la révolution d’une ellipse autour d’une droite située dans son plan et parallèle à son (letit axe, et ^un plan parallèle à la ligne de terre. Construire les projections de la courbe d'intersection, en ayant soin de distinguer par la ponctuation les parties vues des parties cachées, et déterminer les projections d’une tangente à celle courbe. {Concours iC admission à PEcole Polytechnique, 1861.)
XXI. On donne : 1° un tétraèdre régulier de 7 centimètres de côté, reposant sur le plan horizontal par une de ses faces : l’une des arêtes de cette face est perpendiculaire à la ligne de terre ; a° un cylindre de révolution de 3 centimètres de rayon , dont l’axe situé dans le plan horizontal et parallèle à la ligne de terre passe par la projection horizontale du sommet du tétraèdre. Construire les projections des courbes d’intersection du cylindre et des faces du tétraèdre. (Concours cPtulmission à PEcole Centrale, 1861.)
XXII. Un cylindre de révolution dont les génératrices sont parallèles à la ligne de terre repose sur le plan horizontal. Trouver son intersection avec un cône vertical de révolution qui a son sommet sur l’axe du cylindre et qui a pour trace horizontale un cercle de même rayon que la section droite de ce cylindre. Construire la tangente en un point de la courbe d’intersection, [floncours eP admission à PEcole Centrale, i86a.)
XXIII. Trouver l’intersection d’un cône et d’un cylindre définis de la manière suivante ;
Le cylindre est droit, sa base est un cercle donné dans le plan horizontal. Le cône a son sommet sur l’axe du cylindre ; sa base est une hyperbole tangente à la base du cylindre et ayant pour asymptotes deux diamètres rectangulaires de celte base, l’un’parallèle à la ligne de terre.
On mènera la tangente on un point de la courbe d’intersection, et l’on ponctuera la partie cachée de cette courbe en supposant que le cylindre existe seul. (Concours cPtulmission à PEcole Centrale, 1862.)
XXrV. Un cylindre horizontal plein, terminé d’un côté au plan vertical de projection, et de l’autre à un plan vertical parallèle, rencontre un
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cône dont la base est posée sur le plan horizontal. On demande : i* de construire les projections de l’intersection des deux surfaces ; de faire le développement de la surface du cylindre avec les transformées des bases et do l’intersection ; 3° de construire les projections d’une tangente à l’intersection et la tangente au point correspondant de la transformée de cette courbe.
On supposera que le cône est enlevé. Les bases du cylindre seront des cercles, celle du cône sera une ellipse. Le cylindre ne sera pas perpendiculaire au plan vertical. [Concours iP admission à P Ecole Polytechnique, 1860.)
XXV. Un tronc de cône droit à bases parallèles repose sur le plan horizontal par sa grande base qui est un cercle de ^ centimètres de rayon. La hauteur du tronc est de lo centimètres, et sa petite base a a centimètres de rayon. Ce tronc de cône est surmonté d’un cylindre droit ayant même axe que le tronc, un rayon de 5 centimètres et 2 centimètres de hauteur.
Dans un plan, passant par l’axe commun des corps considérés et faisant un angle de 4ô“ avec le plan vertical, on prend un point S situé à la centimètres de cet axe et à 20 centimètres du plan horizontal.
Cela posé, on propose de construire les projections de l'intersection du tronc de cône avec un cône oblique ayant pour sommet le point S, et pour base la base inférieure du cylindre qui surmonte le cône tronqué.
On veut aussi connaître: 1° la tangente en un point quelconque de l’intersection ; 2° la tangente en un point situé dans un plan tangent mené au tronc de cône par le sommet du cône oblique; 3” la tangente en un des points pour lesquels elle a une direction horizontale. [Concours tPadmission à P Ecole Pidytechnique, i858.)
XXVI. Construire les traces et les intersections, en vraie grandeur, de deux cylindres de révolution, dont les axes contenus dans un mémo plan vertical parallèle au plan vertical de projection se rencontrent en faisant tous deux un angle de 3o° avec le plan horizontal. On sait d’ailleurs que lo diamètre de la section droite de chaque cylindre est de 8 centimètres.
On construira la tangente en un point de chaque intersection , et on la reportera sur le rabattement correspondant. [Concours cPadmission à PErole Centrale, i8Ga.)
XXVII. Intersection de deux cônes A et B définis de la manière suivante :
Im cône A est do révolution; son sommet est dans le plan horizontal, son axe est vertical, et le demi-angle au sommet y est égal à 3o“.
Le cône B a pour directrice une section horizontale quelconque du cône A ; son sommet est pris arbitrairement dans l’espace , toutefois audessus du plan de sa directrice et extérieurement au cône A.
On demande les projections do l’intersection et la tangente en un point de cotte courbe. Pour la ponctuation, on supposera que le cône A existe ^ seul. [Concours rPadmission à P Ecole Centrale, i86a.)
.XXVIII. Trouver l’intersection d’un cylindre et d’une sphère définis de la manière suivante:
Le cylindre est droit ; sa base est un cercle AB donné sur le plan horizontal (on suppose le diamètre AB parallèle à la ligne de terre). La sphère
a son rayon égal au diamètre du cylindre, et son centre est sur l’arètc du cylindre dont le pied C est à 4^“ de l'extrémité B du diamètre AB ; elle repose d’ailleurs sur le plan horizontal.
On mènera la tangente en un point quelconque de la courbe d’intersection, et l’on en ponctuera la partie cachée en supposant que le cylindre existe seul. {Concoure trmlmission à FEcolc Centrale, 1862.)
XXIX. On donne un cône droit de révolution dont la base est posée sur le plan horizontal et une sphère dont le centre est situé sur une génératrice du cône ayant pour projection ujie droite faisant un angle de 45“ avec la ligne de terre.
On demande : 1“ de déterminer l’intersection des deux surfaces par ses projections; de développer la surface conique et de tracer sur le développement l’intersection des doux surfaces ; 3° de construire une tangente à la courbe développée.
Le diamètre de la base du cône est de la centimètres, sa hauteur est de 14 centimètres ; le diamètre de la sphère est de 10 centimètres, la hauteur de son centre au-dessus du plan horizontal est de 6 centimètres. (Concours d’atlmission à V Ecole Polytechnique, i86a.)
XXX. Intersection d’une sphère et d’un hyperboloïde de révolution à une nappe, définis de la manière suivante :
L’axe de l’hyperboloïde est vertical , la plus courte distance de la génératrice à cet axe est de i5 millimètres., l’angle que fait la génératrice avec l’axe est de 45°.
La sphère passe par le centre du cercle de gorge, elle a son centre sur l’hyperboloïde, à 3 centimètres du plan du cercle de gorge et dans le plan méridien parallèle au plan vertical de projection.
On construira la tangente en un point de la courbe d'intersection. (Concours cPadmission à P Ecole Centrale, 1 862.)
XXXI. On sait qu’une niche est formée d’un demi-cylindre vertical , surmonté d’un quart de sphère ayant même centre et môme rayon que sa base supérieure : trouver l’ombre portée du contour de la niche sur .sa propre surface. (Voir le n“ 162.)
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NOTE
UKS GOUHBES U’EIIHKIJR.
Nous avons déjà vu (Géom. analyt., 2i8) qu’on pouvait déterminer les racines réelles d’une équation F(x) = o, en construisant la courbe yz= F(x), et en déterminant les abscisses des points où elle coupe l’axe des X.
Cette méthode peut être généralisée. Un problème quelconque étant proposé, il sulBt de donner à l’inconnue différentes valeurs arbitraires et de chercher, soit numériquement, soit graphiquement, les erreurs qui en résultent, eu égard aux conditions du problème. Pour que le problème soit effectivement résolu, il faut qu’il n’y ait pas d’erreur ou que cette erreur soit nulle. Par suite, on regardera les erreurs commises comme les ordonnées y d’une courbe dont les abscisses x seront les valeurs correspondantes de l’inconnue. On pourra ainsi construire une courbe continue ou courbe des erreurs dont les points de rencontre avec l’axe des abscisses feront nécessairement connaître les solutions demandées.
Si deux erreurs successives sont, l’une par excès, l’autre par défaut, c’est-à-dire l’une positive, l’autre négative, la courbe entre les deux points correspondants coupera forcément l’axe des x, et l’on pourra approcher autant qu’on voudra de la véritable valeur de l’inconnue entre les abscisses des points ainsi obtenus, en resserrant les limites considérées.
Cette manière de résoudre les questions par des courbes d’erreur est, comme le dit Lagrange (*), auquel nous empruntons les considérations et l’exemple qui suivent, « une des plus utiles qu’on ait imaginées; » elle est d’un usage continuel en astronomie, où les solutions directes ï seraient trop difficiles et souvent impossibles ; elle peut servir à ré- » soudre des problèmes importants de Géométrie et de Mécanique, et » même de Physique : c’est, à proprement parler, la règle de fausse posi- » tion (ou Méthode des Hypothèses, voir \ Arithmétique, 275) prise dans » le sens le plus général et rendue applicable à toutes les questions où 1) il y a une inconnue à déterminer. »
Supposons qu’on veuille trouver le rayon de la circonférence dans laquelle on pourra inscrire exactement un polygone dont tous les côtés sont donnés.
On décrira à volonté une circonférence, et l’on y inscrira les côtés
(* ) Journal de l 'École l’olylechni^ur, Vif et Vllf Cahiers, liage 270.
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donnés'en les plaçant à la suite les uns des autres. Si le polygone se ferme de lui-même, c’est-à-dire si le dernier côté se termine au point où commence le premier côté, le problème sera résolu. En général, on aura (relativement au rayon supposé) une erreur en plus ou en moins, et le dernier sommet du polygone inscrit tombera au delà ou en deçà de son premier sommet ; de sorte que la corde qui unira ces deux sommets ne sera pas nulle.
Deux axes rectangulaires étant tracés, on portera alors le rayon choisi en abscisse , et en ordonnée la corde qui représente ou mesure l’erreur que ce choix a entraînée. En variant le rayon adopté, on obtiendra d’autres cordes ou d’autres ordonnées, et l’on pourra tracer une courbe dont le point d’intersection avec l’axe des abscisses fera connaître le rayon cherché. Pour un rayon trop petit, on regardera l'erreur comme |K>silive ; elle sera négative pour un rayon trop grand.
NOTE II
THÉORÈME DE DANUELIN.
Ëtnde géométriqne des sections planes d’un cylindre on d’nn cône circnlaire droit.
Un plan quelcontpu; coupe un cylindre circulaire droit suivant une ellipse [Géom anal., fig. i6i).
Supposons que la section obtenue soit la courbe AHA'. Menons par l’axe du cylindre un plan perpendiculaire au plan sécant. Ce plan coupera le plan sécant suivant la droite AA', et le cylindre suivant les deux génératrices AC, A'C'. Dans le plan méridien considéré, construisons les deux circonférences OC, O'C', tangentes à la fois à la droite AA' et aux génératrices AC, A'C'. Désignons par F et par F' leurs points de contact avec la droite AA'. Si l’on fait tourner le plan méridien autour de l’axe 00' du cylindre, les deux circonférences engendreront deux sphères, tangentes au cylindre le long des parallèles OC, O'C', et qui toucheront le plan sécant aux points F et F'. En effet, les droites OF et O'P' sont menées dans le plan méridien, perpendiculairement à son intersection AA' avec le plan sécant; donc elles sont perpendiculaires à ce plan. Les rayons des deux sphères inscrites étant nécessairement ^ux, on a de plus
AF = A'F
Ceci posé, prenons un point M quelconque sur la courbe déterminée par le plan sécant ; joignons-le aux points F et F', et menons la génératrice du cylindre qui passe par ce même point : elle coupera en G et en G' les deux parallèles OC et O'C' de la surface. D'après les propriétés connues du plan tangent à la sphère, MF sera une tangente à la sphère OC, MF' uno tangente à la sphère O'C'. La génératrice GG' sera respectivement tangente aux deux sphères en G et en G'. Les tangentes menées d’un même point à une même sphère étant égales, on aura
MF - MG, MF' = KIG
d'où
NOTES
MF -f- MF' = GG' = CB = CA -4- AB = AF + AF' = AA'.
La section obtenue est donc une ellipse ayant AA' /jour grand axe et les /joints F et F' pour foyers.
Si l’on prolonge les plans des circonférences OC et O'Ç' jusqu’à la rencontre du plan sécant, on obtiendra des droites qui [ûsseront par les points D et D' et qui seront perpendiculaires au plan méridien considéré (Géom., 184). Ces droites seront précisément les directrices de l'ellipse AMA' (Géom. analyt., 69).
En effet, menons le parallèle de la surface qui passe au point M : il coupera le plan sécant suivant l’ordonnée MP de ce point. Or on a, en considérant le foyer F et en vertu do la similitude des triangles ALP, ACD,
GG' = CB = AA
on a, d’après les égalités AC= AF et A'C'= A'F',
FF'= AH
Dans le triangle rectangle AA'H, on connaît donc alors l’hypoténuse et un côté de l’angle droit. Une fois ce triangle construit, on n’aura qu'à mener une perpendiculaire sur le milieu de A'U. Le cylindre engendré par le côté AH tournant autour de cet axe, sera coupé suivant l’çllipse donnée par un plan conduit perpendiculairement à celui du triangle AA'H et passant par l’hypoténuse AA'.
On voit qu’un cercle ( base du cylindre ) peut être regardé comme la projection d’une inhnité d’ellipses (tracées sur ce cylindre), mais qu’un seul cercle correspond en projection à une ellipse donnée (Géom. amdyt., 163).
Considérons maintenant un cône circulaire droit.
I® Supposons que le plan sécant rencontre toutes les génératrices du cône sur une meme nap/>e (Géom. analyt., fg. 162). Menons le plan méridien perpendiculaire au plan sécant ; il coupera le cône suivant les génératrices SA et SA', le plan sécant suivant la droite AA'. Dans le plan méridien considéré, construisons les deux circonférences O et O' tangentes à la fois à la droite AA' et aux génératrices SA, SA'. Désignons par F et par F' leurs points de contact avec la droite AA'. Si l’on fait touraer le plan méridien autour de l’axe 00' du cône, ces deux circonférences engendreront deux sphères tangentes au cône le long des parallèles BC, B'C', et qui toucheront le plan sécant aux points F et F'.
Ceci posé, prenons un point M quelconque sur la courbe déterminée par le plan sécant. .loignons-Ie aux points F et F', et menons la génératrice du cône qui passe par ce même (>oiiit ; elle coupera en G et en G'
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les deux parallèles BC et B'C' de la surface. Les propriétés connues du plan tangent et des tangentes à la sphère permettent de poser
Or on a de même Il en résulte
MF = MG, MF'=MG
MF + MF' = GG' =r CC'= BB' = constante. CC' = CA' 4- C'A' = A'F + A'F' = 2 A'F' + FF'; BB' = BA 4- AB' = AF 4- AF' = a AF 4- FF'. AF = A'F' et MF4-MF' = AA'.
La section obtenue est donc une ellipse ayant AA' pour grand axe et les points F et F' pour foyers.
Si l’on prolonge les plans des parallèles BC, B'C', jusqu'à la rencontre du plan sécant, on obtiendra comme intersections des droites qui passeront par les points D et D' et seront perpendiculaires au plan méridien considéré. Ces droites seront précisément les rf/rec/Wcci de l’ellipse AMA'.
En effet, menons le parallèle de la surface qui passe au point M : il coupera le plan sécant suivant l’ordonnée MP de ce point. Or on a, en considérant le foyer F et en vertu de la similitude des triangles ALP, ABD,
GG' = BB' = AA
on a, d’après les égalités AB = AF et A'C' = B'H = A'F',
FF' = AH
Dans le triangle AA' H, on connait donc deux côtés et l’angle opposé au plus grand d’entre eux (l’angle AHA' est le complément du demi-angle du cône) : ce triangle sera donc complètement déterminé [Géom., 74). Une fois qu’on l’aura construit, on élèvera une perpendiculaire sur le milieu de A' H : le cône engendré par le côté AH tournant autour de cet axe, sera coupé suivant l’ellipse donnée par un plan conduit perpendiculairement à celui du triangle AA'H et passant par la droite AA'.
a“ Supposons que le plan sécant rencontre les deux nappes du cône [Géom, aiudyt.yjig. i63).
En opérant comme dans le cas précédent, on aura
MF'- MF = MG' - MG = GG' CC' = BB' = constante. Or
CC' = AC' - AC = AF' - AF = AA' + A'F'- AF et
MF' - MF = AA
La section obtenue est ilonc une hyperbole ayant kk' /mur axe trnnsl'erse et les points F et F' pour foyers.
On en trouverait les directrices en suivant la même marche que dans le cas de la section elliptique.
On ne peut pas toujours placer une hyperbole donnée sur un cône circuhiire droit aussi tlonné (fig. l63).
Car, puisque
GG'=CC'=AA
on a, d’après les égalités .AC = AF et C'H = B'A'= A'F,
FF" = AH
Dans le triangle AA'H, on connaît donc deux côtés et l’angle opposé au plus petit d’entre eux (l’angle AHA' est le complément du demi-angle du cône) ; ce triangle n’est donc pas complètement déterminé [Géom., 74), et pour qu'il soit possible, il faut qu’on ait
2rt> accosp,
en posant AA'= la, FF' = %c, et en appelant ap l'angle du cône. La condition trouvée revient à
cos P <
Or ^ = cosO, en appelant aO l’angle des asymptotes de l’hyperbole considérée. On arrive donc finalement à la condition
cosp<cos0 ou ap>a9.
Ainsi, /voHr pouvoir placer une hyperbole donnée sur un cône circulaire droit donné, il faut ijtu! V angle du cône soit supérieur à C angle des asymptotes de l’hyperbole [Géom. analyt.,333).
3" Supposons le plan sécant parallèle au plan tangent mené au cône parla génératrice SL' [Çéom. analyt, Jig. i64).
Le plan sécant sera alors parallèle à cette génératrice et perpendiculaire au plan méridien L'SL qu'il coupera suivant la droite AP parallèle à SL' [Géom. descriptive). Dans le plan méridien considéré, construisons une circonférence O tangente aux trois droites SI.', SL et AP. Désignons par C, B, F, les trois points do contact. Si l’on fait tourner le plan méridien autour de l’axe SO du cône, la circonférence O engendrera une sphère tangente au cône le long du parallèle BC et qui touchera le plan sécant au point F.
^ Ceci posé, prenons un point M quelconque sur la courbe déterminée par le plan sécant. Joignons-le au point F, et menons la génératrice du cône qui y passe : elle coupera en G le parallèle BC de la surface. On pourra alors écrire
MF = MG BL = AB + AL
NOTES
U’ailleurs l'intersection du parallèle BC et du plan sécant est une droite perpendiculaire au plan méridien LSL', et qui perce ce plan au point D de rencontre des droites BC et ÂP. Au point M de la surlacc conique correspond le parallèle LL', et l’intersection de ce parallèle avec le plan sécant est l’ordonnée MP du point M. La distance du point M à la droite menée dans le plan sécant perpendiculairement à AP par le point U, est donc PD.
Mais
PD = AD + AP
et les triangles ABD, PAL, étant évidemment isocèles d'après le parallélisme des droites AP et SL', on a
c’est-à-dire
AD = AB et AP = AL, MF = PD.
La section obtenue est Jonc une parabole ayant le point F pour foyer, la droite élevée en D perpendiculairement à AP pour directrice, et 4 AD pour paramètre.
On peut toujours placer une parabole donnée sur un cône circulaire droit donné (fig. 164 ).
Car la droite OA est perpendiculaire à SO, puisque AP est parallèle à SL'. Dans le triangle rectangle OBA, on connaît donc le côté AB = AD (quart du paramètre de la parabole) et l’angle BAO (complément du demiangle du cône). Ayant construit ce triangle et élevé OS perpendiculaire à OA, le cône engendré par la rotation du triangle SOÂ sera coupé suivant la parabole donnée, par le plan mené perpendiculairement à celui du triangle par la droite AP qui est telle, que l’angle SAO soit égal à l’angle OAP.
NOTE III
COURBE DK CONTACT d’UNE SURFACE DU SECOND DEGRÉ AVEC UN CÔNE OU UN CYLINDRE CIRCONSCRIT.
Représentons par F(x, /, a) = o l’éiiuation de la surface proposée. Soient x’,j', z', les coordonnées du sommet du cône circonscrit et x, , y^, Z, , les coordonnées d’un point quelconque de la courbe suivant laquelle il touche la surface F (.r, y, z) = o.
L’équation du plan tangent à la surface du second ordre au point (X| , z,), est (Géom. analyt., 346)
Ce plan, étant tangent à la fois au cône et à la surface F, contient le sommet du cône, et l’on a l’équation de condition
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Le point (x, , y,, 2,) étant sur la surface F, on a de plus
Les coordonnées de tous les points de la courbe de contact du cône ut de la surface doivent satisfaire aux équations (i) et (a) ; leur ensemble représente donc cette courbe. Mais l'équation (1) étant évidemment du premier degré en x, , , z, , représente un plan, tandis que l’équation ( 2 )
est celle même de la surface F.
La courbe de contact d’un c6nc circonscrit à une surface du second ordre provient donc aussi de F intersection de cette surface par un plan: c'est une courbe plane.
En outre, le plan de la courbe de contact est parallèle au plan diamétral de la surface qui est conjugué au diamètre passant par le sommet du cône, ou au plan tangent correspondant à ce diamètre (Géom. unalyt., 385, 386).
En effet, s’il s'agit d’une surface à centre, on peut mettre son équation sous la forme ,
Px’-fP'7’-|-Fz‘=R.
L’équation (i) de la courbe de contact devient alors, en supprimant les indices,
P(x' — x)x-t-P'{j'— /)j-t-P"{ï'— z)z= O ou
Pxx'-i-P'xr'-l-P"z2'= R,
en vertu de l’équation (2) de cette même courbe.
D’ailleurs, le diamètre passant par le sommet (x', y, z') du cône circonscrit a pour équations
Le plan diamétral conjugué à ce diamètre aura donc pour équation (385) Pxx'-+-P'_j;7''-t-P"zz' = o;
ce qui vériBe la remarque énoncée dans le cas des surfaces à centre.
Pour les surfaces dénuées de centre, l’équation de la surface étant mise sous la forme
P'/’-hP"z’-l-2Qx=o,
l'équation (i) de la courbe de contact deviendra, en supprimant, les indices,
ou
P’77'-+-P"zz'4-Q(x-t-x')=:.0,
en vertu de l’équation (2) de cette mémo courbe.
D’ailleurs, les équations du diamètre passant par le sommet (x', y', z') du cône circonscrit étant alors [Géom. analyt., 384)
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ce diamèlre percera la surface en un point dont les coordonnées seront P'r’ + P"3'’
L’équation du plan tangent mené en ce point sera donc
P’Xf^-h P’'zz'+ q{x- ^ ^ = O ;
ce qui vérifie encore la remarque énoncée, dans le cas des surfaces dénuées de centre.
f?il s’agit maintenant d’un cylindre circonscrit à une surface du second ordre, les équations de sa génératrice étant
jr-r, =6(3-2,),
un trouvera, en adoptant une marche analogue à celle qu’on vient d’indiquer ou en se reportant à ce que nous avons déjà dit précédemment (Géom. analyt., 351), les équations suivantes pour la courbe de contact:
L’équation (i) représente évidemment le plan diamétral conjugué aux cordes de la surface qui sont parallèles aux génératrices du cylindre {Géom. analyt., 361). La courbe de contact est donc encore plane, et l’on voit quelle est sa position sur la surface proposée.
SUR LUS PLANS TANGENTS AUX SURFACES UE RÉVOLUTION
Supposons d’abord qu'on veuille mener à une .surface de révolution un plan tangent qui la touche suivant un parallèle ou un méridien donné, et quijiisse par un point extérieur donné.
' M c’est un parallèle qui est tltnné, on peut concevoir ce parallèle comme la base d’un cône ayant pour génératrice la tangente menée en un point de ce parallèle au méridien qui y passe. Ce cône sera langent à la surface de révolution tout le long du parallèle proposé, et la question sera ramenée à mener par le point extérieur donné un plan tangent au cône auxiliaire. Pour le faire simplement, on mène par le point donné un plan hori/.ontal qui coupe le cône suivant un parallèle facile à construire. Les tangentes menées à ce parallèle par le point donné appar-
NOTES
tiennent aux plans tangents cliercliés qui sont dès lors déterminés, puisque cliacun d’eux renferme en outre la génératrice correspondante du cône.
Si c’est un méridien €/tii est donné, on pourra le regarder comme la directrice d’un cylindre dont les génératrices (tangentes aux parallèles de la surface de révolution) seront perpendiculaires à son plan. En chaque point de ce méridien, la surface de révolution et le cylindre qui lui est circonscrit auront même plan tangent. La question sera alors ramenée à mener par le point extérieur donné un plan tangent au cylindre auxiliaire.
Dans le cas de la surface gauche de révolution, si c’est un parallèle qui est donné, on peut mener le plan tangent à la surface en un point quelconque de ce parallèle, puis le faire tourner autour de l’axe de la surface jusqu'à ce qu’il vienne passer par le point extérieur donné.
Si c’est un méridien qui est donné, comme le plan tangent cherché doit lui être perpendiculaire, on pourra construire immédiatement l’horizontale de ce plan qui passe par le point extérieur donné. De plus, les points où celte horizontale coupe le parallèle de la surface déterminé par le plan horizontal correspondant, sont aux plans tangents demandés et aux génératrices de la surface qu’ils contiennent. Il sera donc facile de déterminer ces génératrices, et par suite les plans tangents correspondants.
Pour mener à une surface de révolution, parallèlement à une droite donnée, un plan t/ui soit tangent h la surface suivant un parallèle ou un méridien donné, on emploiera le même procédé que dans le cas où le plan tangent doit passer par un point extérieur donné.
On substituera donc à la surface proposée un cône droit ayant même axe que la surface, et pour base le parallèle donné, ou un cylindre droit ayant pour base le méridien donné.
Dans le premier cas, on pourra d’ailleurs, s’il est nécessaire, transporter le cône auxiliaire parallèlement à lui-même, son sommet restant sur l’axe, sans altérer en rien les résultats. On pourra de même, dans le second cas, remplacer la droite donnée par une parallèle menée à cette droite par un point de l’axe de la surface considérée.
On peut encore demander de mener à une surface de révolution un plan tangent parallèle à un /dan donné.
En conduisant par l’axe de la surface un plan perpendiculaire au plan donné, on aura le méridien sur lequel se trouve le point de contact du plan tangent cherché. Ce méridien coupera le plan donné suivant une droite parallèle à son intersection avec le plan tangent. Par suite, en menant au méridien des tangentes parallèles à la droite obtenue, on aura une droite de chacun des plans tangents demandés. Le problème sera donc résolu, puisque la direction de ces plans tangents est déterminée.
Dans le cas de Phyperboloïde de révolution à une nappe, on au, -a recours aux propriétés du cône asymptote.
Si l’on mène par le sommet de ce cône un plan parallèle au plan donné, ce plan coupera le cône suivant deux génératrices parallèles aux génératrices de la surface qui sont contenues dans les plans tangents cherchés. Ces génératrices seront donc faciles à déterminer, ainsi que les plans tangents correspondants.
Ce qui précède permettra de construire facilement la courbe de contact d’une .surface de révolution avec un cône circonscrit de sommet donné ou avec un cylindre circonscrit dont la direction des génératrices est connue.
^OTES.
En effet, on mènera dans la surface pioposée une suite de parallèles ou de méridiens, et on cherchera les points de contact des plans qui, touchant cette surface suivant ces parallèles ou ces méridiens, passent en même temps par le sommet du cône circonscrit ou sont parallèles aux génératrices du cylindre circonscrit.
courbe demandée sera déterminée par les points de contact obtenus.
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