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AVERTISSEMENT
Nous faisons paraître aujourd'hui la deuxième Édition du Tome III du Cours de Mathématiques. 11 est le premier de la Section réservée aux Mathématiques spéciales (*).
L'abondance et l'importance des matières, aussi bien qu'une modification décisive apportée aux Programmes, nous ont obligé à remanier un travail déjà terminé et à consacrer deux Volumes à Y Algèbre supérieure. Le Tome III en forme la première Partie, le Tome IV en contiendra la seconde Partie.
Nous avons vu la Méthode des Limites, introduite d'abord timidement et par fragments en Géométrie; puis,, peu à peu, acceptée d'une manière complète, au grand bénéfice de tous. .
II devait en être ainsi en Algèbre, relativement à l'usage des Dérivées et des Différentielles. Pendant de longues années, par crainte d'aller trop vite et trop loin, la Théorie des Dérivées a été enseignée aux élèves de Mathématiques spéciales, sans que le mot de différentielle fût prononcé. Il y avait peut-être un danger, dans ce divorce établi au début entre deux notions inséparables;
( *) Voir la Préface du tome 1", 3« édition (i884).
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car, dans la rapidité des études actuelles, l'esprit a peine a se départir d'une première impression.
Les nouveaux Programmes rompent nettement avec ces hésitations, parfaitement compréhensibles, et nous croyons qu'ils ont raison.
Il y a plus de deux siècles (f ) que la découverte du Calcul infinitésimal a transformé la science mathématique et reculé ses horizons. Il n'est pas trop tôt, sans doute, pour donner enfin un Aperçu de ces Méthodes si fécondes aux candidats qui doivent les approfondir et les appliquer dans nos grandes Écoles.
La Table analytique des matières de ce Volume indique suffisamment le contenu et l'esprit des Cinq Livres qui composent la première Partie de l'Algèbre supérieure, et nous nous permettrons d'y renvoyer le Lecteur. La seconde Partie, c'est-k-dire le Tome IV, renfermera la Théorie des quantités imaginaires et la Théorie générale des Équations.
En écrivant le Cinquième Livre et en lui donnant de grands développements, nous avons désiré qu'il pût être une préparation suffisante à l'étude sérieuse du Calcul infinitésimal. Il contient réellement, dans ses quinze premiers Chapitres, presque tout le Calcul différentiel, en ce qui concerne les principes primordiaux et les applications analytiques; et le seizième Chapitre faitcon-
(') C'est eo i684 que Leibxitz publia une première Note sur ce sujet, dans les Acta Eruditoruxn de Leipzig; c'est en 1687 que Newton publia ses Principes mathématiques de ta Philosophie naturelle où, à l'aide de la Méthode des fluxions % qui ne diffère que par les mots et la notation de la Méthode des différentielles de Leibnilz, il donna les plus belles Applications du Calcul infinitésimal.
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naître, à son tour, avec étendue, les notions élémentaires les plus essentielles sur les intégrales.
11 nous a paru impossible, en effet, de passer sous silence, ne serait-ce qu'à cause de la Géométrie analytique dans l'espace, les propriétés relatives aux fonctions de plusieurs variables et l'idée de Différentielle totale. La transition du cas d'une seule variable à celui de plusieurs variables est d'ailleurs toute naturelle et s'effectue très simplement à l'aide du principe relatif aux fonctions composées (566). Cette nécessité admise, les autres détails dans lesquels nous sommes entré étaient, pour ainsi dire, obligés.
Les notions sur les infiniment petits et la définition de la différentielle sont restées pendant longtemps assez vagues et assez obscures, pour motiver de nombreuses discussions; et la Science, sous ce rapport, doit beaucoup à J.-M.-C. Duhamel. Remontant aux premiers principes et aux premières applications, il a su dissiper tous les nuages, et ses Éléments de Calcul infinitésimal resteront, suivant l'expression de M. J. Bertrand, un livre justement classique dans la meilleure acception du mot, c'est-k-dire non moins utile aux maîtres qu'aux élèves.
Il nous reste à expliquer en quelques mots les motifs qui, dans cette première Partie de l'Algèbre supérieure, nous ont porté à laisser systématiquement de côté tout ce qui a trait aux quantités imaginaires.
C'est, à l'origine, par la résolution des équations de tous les degrés que ces quantités ont été introduites dans la Science. On peut donc, logiquement, rapprocher leur examen direct de la Théorie générale des Équations, et
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commencer par leur étude la seconde Partie de l'Algèbre supérieure.
En procédant ainsi, on a, en outre, l'avantage, après avoir consacré toute la première Partie aux quantités réelles, de pouvoir présenter d'ensemble, sans être forcé à aucun morcellement, toutes les considérations auxquelles peut donner lieu l'introduction en Analyse de ces nouvelles quantités.
Noms souhaitons que la bienveillance de nos collègues accueille ce troisième Volume comme les précédents : ce sera la meilleure récompense de nos efforts.
Juin 1887.
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ERRATA
Page i4, ligne 5, après que ce reste soit nul, ajoutez : quel que soit x.
Page 17, ligne 10 en remontant, après A„ — BB, ajoutez : An+1 = o.
Page 63, dernière ligne, quatrième terme, au lieu de a, lisez : a*.
Page 73, dernière ligne, troisième terme, au lieu de aP, lisez : aÇ.
Page 75, ligne 17, au lieu de xP, lisez : x«.
Page 85, deux signes — ont été oubliés, pour le cinquième et pour le dernier
déterminant, ce qui laisse le résultat intact. Page 95, après la première ligne, le deuxième déterminant doit être affecté
du signe — .
Page 188, ligne a en remontant, au lieu de — 8,58, lisez : - 9,59.
Page 281, ligne 17, au lieu de F- t> lisez : F- - ■ Page 3i2, ligne 18, au lieu de — -> lisez
/i(*-Hi) n(» + i)
Page 3a t, ligne 19, au lieu de a*uai, lisez : a*uai. Page 3a3, ligne /\, au lieu de -+- «»+»_,, Usez : -+- aa»+i_t.
Page 358, ligne i5, au lieu de , lisez :
Page 4^8, ligne 10, au lieu de une limite finie différente de zéro, lisez : une
limite qui ne peut surpasser j ♦
Page 43a, ligne t\, au lieu de- =0, lisez : lim - = o.
cl a
Page 704, dernière ligne (note), au lieu de 124 et ia5, lisez : 123.
DIVISION DES POLYNOMES ENTIERS. - DIVISIBILITÉ
Division des polynômes entiers.
1. D'une manière générale, la division a pour but, étant données deux expressions algébriques , Vune appelée dividende, Vautre appelée diviseur, d'en déduire une troisième expression algébrique appelée quotient, qui, multipliant le diviseur, reproduise le dividende en valeur absolue et en signe.
Nous ne nous occuperons ici que de la division des polynômes entiers par rapport à une certaine lettre prise comme lettre ordonnatrice, en renvoyant à l'Algèbre élémentaire {Alg. élém., 40, 41, 42, 43, 44) pour tout ce qui se rapporte aux définitions, à la division des monômes et à celle d'un polynôme par un monôme.
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Le plus souvent, quand on a deux polynômes entiers A et B à diviser l'un par l'autre, on ne peut qu'indiquer l'opération
sous forme fractionnaire ~- Cette fraction est bien le quotient; car, multipliée par le diviseur B, elle reproduit le dividende A(Alg. élém., 61 ).
Quelquefois, cependant, on peut remplacer l'expression
fractionnaire -^ par un polynôme Q, entier par rapport à la
lettre suivant laquelle les deux polynômes A et B sont supposés ordonnés : la division est alors réellement efîectuée. C'est la recherche de ce polynôme Q que nous nous proposons, et ce sont les règles de la division des polynômes ordonnés que nous allons retrouver.
Pour fixer les idées, nous supposerons jusqu'à nouvel ordre que les trois polynômes considérés sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre x.
Il est entendu, d'ailleurs, qu'il ne s'agit que de quantités réelles, c'est-à-dire positives ou négatives.
Des divisions exactes.
2. Il est facile de voir d'abord, en supposant que le problème admette une solution, qu'il ne peut en admettre qu'une seule.
En effet, s'il pouvait exister deux quotients différents Q et Q', on aurait à la fois
A=BQ, A=BQ',
d'où l'on déduirait, par soustraction,
o = B(Q-Q') etj par suite, B n'étant pas nul,
Q — Q'=o ou Q = Q'.
3. Cela posé, nous raisonnerons comme il suit pour trouver le premier terme du quotient cherché et, ensuite, tous les autres.
Puisqu'on a, dans le cas examiné, — =Q, on a aussi
AuBxQ. Le dividende est donc alors le produit exact du
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diviseur par le quotient. Puisqu'il s'agit de polynômes ordonnés, le premier terme du dividende provient sans réduction du produit du premier terme du diviseur par le premier terme du quotient; de même, le dernier terme du dividende est égal au produit du dernier terme du diviseur par le dernier terme du quotient (Alg. élém., 27). On a donc ce premier théorème :
On obtient le premier terme du quotient en divisant le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
De plus, le dividende représentant la somme des produits partiels du diviseur par les différents termes du quotient, si Ton retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient, le reste obtenu, ordonné comme le dividende et le diviseur, représentera la somme des produits partiels du diviseur par les autres termes du quotient.
On est ainsi conduit à une nouvelle division, dans laquelle on doit prendre ce reste pour dividende en conservant le même diviseur, et Ton a ce second théorème :
Si l'on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, le reste obtenu, divisé par le diviseur, donne l'ensemble des autres termes du quotient.
Par conséquent, en continuant l'opération, on doit diviser le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, et l'on a le second terme du quotient. On multiplie le diviseur par ce terme, on retranche le produit obtenu du premier reste, et Ton opère sur le second reste auquel on est conduit et sur les suivants comme sur le premier. Le dernier terme du quotient correspond à un reste nul, car on a retranché alors du dividende toutes les parties qui le composent.
Ainsi, quand la division est exacte, on arrive forcément à un reste nul, qui indique que le quotient est complet; et, quand on arrive à un reste nul, la division est exacte, puisque le polynôme dividende représente le produit du polynôme diviseur parle polynôme écrit au quotient.
Pour les exemples de divisions exactes et pour les différents cas qui peuvent se présenter, nous renverrons à l'Algèbre élémentaire (Alg. élém., 46, 47, 48).
k. Lorsqu'on a déterminé un certain nombre de termes du quotient, le reste auquel on s'arrête s'obtient toujours en retranchant du dividende le produit du diviseur par les termes successivement écrits au quotient. Par conséquent, en désignant par Qt l'ensemble des termes écrits au quotient à un moment quelconque de l'opération, et par Ri le reste correspondant, on a toujours l'égalité
R^A-BQ,
ou
A=BQ,-+-R1.
11 en résulte que, lorsqu'on suspend la division, supposée exacte, à un instant quelconque, le dividende est toujours identique au produit du diviseur par les termes écrits jusque-là au quotient, augmenté du reste auquel on a arrêté le calcul.
Cette remarque conduit tout naturellement aux divisions qui ne peuvent s'effectuer exactement.
Des divisions impossibles exactement.
5. On peut souvent prévoir l'impossibilité d'une division, au point de vue auquel nous nous plaçons d'un quotient entier par rapport à la lettre ordonnatrice. Nous ne nous y arrêterons pas, et nous renverrons sur ce point à l'Algèbre élémentaire (Alg. élém., 49).
Nous observerons seulement que, le dividende et le diviseur étant supposés ordonnés suivant les puissances décroissantes de x, les degrés des restes successifs par rapport à x vont constamment en diminuant.
Lorsque la division est impossible, il arrive donc un moment où le reste obtenu est, à la fois, différent de zéro et de degré inférieur au diviseur par rapport à la lettre ordonnatrice. Si le quotient doit rester entier en x, l'opération se trouve alors interrompue et son impossibilité démontrée.
On est, dans ce cas, conduit à généraliser comme il suit la définition de la division, en se reportant au n° k :
6. Étant donnés deux polynômes Ae/B entiers et ordonnés par rapport à x, de degrés m et n(m> n) en x, diviser ces deux polynômes l'un par Vautre, c'est trouver un polynôme Q
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entier par rapport à a; et un polynôme R entier par rapport à x et de degré inférieur à n, tels qu'on ait V égalité
A = BQ-+-R.
A est le dividende, B le diviseur, Q le quotient et R le reste de la division effectuée. Cette égalité se met souvent sous la forme
7. Il est facile de voir, en supposant que le problème posé ait une solution, qu'il ne peut en avoir qu'une seule.
Admettons, en effet, pour un instant, l'existence de deux solutions distinctes représentées, d'une part, par les valeurs Q et R et, d'autre part, par les valeurs Q' et R'. Nous aurions alors les deux égalités
.\=BQ-t-ll, A = BQ#+R';
d'où Ton déduirait
BQ +- R = BQ' +- R' ou
Le premier membre de cette relation est au moins de degré n en x comme le diviseur B, puisque les quotients Q et Q' sont entiers par rapport à x. Or, par hypothèse, les restes R et R' sont des polynômes de degré inférieur à n. Leur différence remplit donc la même condition, et l'égalité précédente est impossible, à moins que l'on ne suppose Q = Q'; mais, alors, on a aussi R = R'.
8. Quant à la recherche des polynômes Q et R, elle résulte immédiatement des règles données pour les divisions exactes (3). On commencera et l'on poursuivra la division de A par B jusqu'à ce qu'on parvienne, non pas à un reste nul, mais à un reste de degré inférieur en x h celui du diviseur B.
Division des polynômes ordonnés suivant les puissances croissantes de la lettre ordonnatrice.
9. Nous avons supposé jusqu'ici les polynômes A etB ordonnés suivant les puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice x.
Si on les ordonnait, au contraire, suivant les puissances croissantes de cette lettre, rien ne serait réellement changé à ce qui précède, dans le cas d'une division exacte, et Ton trouverait simplement le même quotient renversé.
Mais, dans le cas des divisions impossibles à effectuer exactement, il y a lieu de présenter quelques remarques.
10. On voit d'abord que le problème de la division de À par B est alors indéterminé, en ce sens que l'identité
A = BQ-hR ou ^=_Q+Ç
est susceptible d'une infinité de formes différentes.
En effet, le premier terme du diviseur étant indépendant de x ou constant, ce premier terme divisera toujours (algébriquement parlant) le premier terme d'un reste quelconque, et, par suite, l'opération pourra s'arrêter où l'on voudra ou se continuer indéfiniment, puisque, par hypothèse, on ne peut trouver un reste nul.
Ensuite, le degré du quotient par rapport à x va toujours en croissant à mesure qu'on poursuit l'opération, et il en est de même, par conséquent, de celui du reste
R = A-BQ.
Le premier terme du quotient étant une constante, puisque les premiers termes du dividende et du diviseur sont indépendants de x9 le reste R ne contient jamais de terme constant, et l'on peut toujours y mettre en facteur commun la puissance de x qui affecte son premier terme. Ce reste est donc de la forme
en désignant par Rt un autre polynôme entier par rapport kx.
Cette forme suppose qu'on a effectué k -+- i divisions partielles, c'est-à-dire que le quotient Q est du degré k par rapport à x.
11. Divisons, par exemple, i par i — x. On a évidemment,, comme résultat de l'opération, l'identité
I = (l — x)(l-\-X-±-X*-+-. . .-f- Xn) -{-Xn+X.
Le quotient étant du degré /i, le reste est du degré n -+- 1 et Ri est ici égal à 1.
On déduit de cette égalité
j xn^~l
t=z I -h X -h X* -f- . . . -h Xn '
Si Ton divisait 1 par 1 4- x, on trouverait
= 1 — J? -H jp- — ar -+- . . . d= xn rz:
1 4- x Ces formules peuvent être utiles.
Divisibilité.
12. En Arithmétique, la théorie de la divisibilité consiste à reconnaître, à l'aide de certains caractères particuliers, si un nombre est diviseur exact d'un autre nombre. En Algèbre, la question se pose de la même manière, en remplaçant les nombres par des expressions algébriques. Nous allons rappeler quelques exemples intéressants.
D'une manière générale, d'ailleurs, pour trouver les conditions de divisibilité de deux polynômes A et B, entiers en x, l'un par l'autre, il suffit de les ordonner par rapport aux puissances décroissantes de x et d'essayer leur division en la poursuivant aussi loin que possible. Lorsqu'on ne peut plus continuer l'opération, le dernier reste obtenu égalé à zéro fournit la relation à laquelle doivent satisfaire les coefficients des deux polynômes pour que le second soit diviseur exact du premier.
La divisibilité algébrique a nécessairement des rapports intimes avec la théorie des nombres et avec celle des équations.
13. Condition de divisibilité d'un polynôme entier en x par un binôme de la forme x — a. — Nous reproduirons ici les deux démonstrations déjà données en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 52, 53).
Première démonstration, — Désignons par X le polynôme dividende ordonné suivant les puissances décroissantes de x et supposé de degré m. Le diviseur x — a étant du premier degré en x> la division pourra continuer tant que le reste ob-
tenu contiendrai. Le reste final de l'opération, s'il y en a un, sera donc nécessairement indépendant de x, c'est-à-dire ne contiendra pas a?.
Appelons Q le quotient trouvé, entier par rapport à x, etR le dernier reste, s'il y en a un. On aura l'égalité fondamentale qui résulte de toute division (6,8)
Cette égalité reste vraie, quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres qui y entrent. Elle subsiste donc encore quand on y remplacé x par la valeur spéciale a.
Désignons par Xa (c'est là une notation générale très simple et très expressive) le résultat de la substitution de a à la place de x dans le dividende; remarquons que le facteur x— a, devenant égal à a — ay s'annule, tandis que l'autre facteur Q qui ne contient pas x en dénominateur prend une valeur finie ou égale à zéro; dans les deux cas, le produit (x — a) Q disparaît. Quant au reste R, qui ne contient pas x, il ne change pas. On a donc identiquement
Xa = R,
ce qui nous conduit à ce théorème très important : Quand on divise un polynôme entier par rapport à x par un binôme de la forme x — a, on obtient immédiatement le reste de la division en remplaçant dans le dividende la lettre x par la lettre a.
On peut donc, a priori, s'assurer de la possibilité de la division.
Si la substitution indiquée conduit à un résultat nul, on a R — o, et la division réussit.
Réciproquement, si la division réussit, R — o, et la substitution indiquée conduit à un résultat nul.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme entier par rapport à x soit divisible par un binôme de la forme x — a est donc que ce polynôme s} annule pour x — a.
Deuxième démonstration. — Déterminons la loi de formation du quotient du polynôme Xpar le binôme x — a.
En établissant cette loi, nous donnerons une nouvelle démonstration du théorème précédent.
Le polynôme X a pour forme générale
X = A0xm -+- A, o?'»-1 h- A24rw-* -h ... -H Am_, x 4- A,w.
En opérant par colonnes verticales (Alg. élém., W), sa division para: — a présente évidemment la disposition suivante :
••.-A,n -;- A0 «m ^-Ajrt*"
' +A-al + a'
En commençant la division, on aperçoit facilement comment les premiers termes du quotient se déduisent les uns des autres. On en conclut alors immédiatement que, le dividende étant un polynôme du degré m, le quotient est un polynôme complet du degré m — i , dont les coefficients se forment successivement en multipliant le coefficient du terme précédent par a, et en ajoutant au produit obtenu le coefficient du terme du dividende qui est de même rang que le terme qu'on veut écrire au quotient.
Le dernier terme du quotient est donc
A0am~l -+- Aj aw-s-f- À2aw-*-h . . . -r A,„_,a -+- Am_„ et, par suite, le reste de la division a pour expression
A0am+ Ai a™-1 -+• A,am-*-f- . . . -h Am^ a -4- A„„
c'est-à-dire Xa, comme nous venons de le démontrer par une autre voie. On arrive donc aussi au même théorème.
Si Ton éprouvait quelque difficulté à admettre la généralité de la loi énoncée, on emploierait un tour de raisonnement très usité et déjà indiqué en Arithmétique (Arithm., 325).
Si Ton suppose la loi vérifiée pour les n premiers termes du quotient, il est facile de voir quelle s'étend nécessairement au (n -+- i)ièmc terme; car si Pxm~n est le niismo terme du quotient, le premier terme du reste correspondant est
(Va-hAn)xm-n, de sorte que le (n -+- i)ièmo terme du quotient est
(Pa-f-Afl)^-*-1.
La loi, ayant été reconnue pour le deuxième et ïe troisième terme du quotient, est donc vraie pour le quatrième, et ainsi de suite jusqu'au dernier terme.
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14. Corollaires du théorème précédent. — Nous allons appliquer les résultats précédents à la recherche de certains caractères de divisibilité, essentiels à retenir au point de vue du calcul.
!<> xm — am esi toujours divisible par x — af quel que soit l'entier m.
En effet, en désignant par R le reste de la division de
xm — am par x — a^ on a jc( (|3)
R — a"1 — am — o.
Quant au quotient, nous l'obtiendrons en appliquant la loi qu'on vient de démontrer et en remarquant qu'au dividende tous les termes compris entre les deux termes extrêmes ont zéro pour coefficient. On a ainsi immédiatement
:X,n~x -\-axm-%-+- a,.r,,I"34-. . .-{- am~*x -\-am-1.
On peut remarquer que ce quotient est homogène en x et en a.
2° xm -+- am n'est jamais divisible par x — a. En effet, on a, dans ce cas
R — am-+-am=2a'n.
On pourra donc simplement écrire (6)
Tm-î r . nm-\
am-*xA-am-1 H
30 xm — am n>est divisible par x 4- a que si m est pair.
Le théorème du n° 13 exige simplement que le second terme du diviseur binôme soit précédé du signe —, sans aucune hypothèse sur la valeur de ce second terme. Nous pouvons donc mettre le diviseur x 4- a sous la forme x — ( — a ) et appliquer les mêmes règles. Le reste de la division de xm — am par x — (— - a) est alors
Ce reste n'est donc nul que pour (— a)"l=zam, c'est-à-dire dans le cas de m pair (Alg. élém., 38).
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Pour avoir le quotient de la division indiquée, nous remarquerons que l'expression
est vraie, quelle que soit la valeur (positive ou négative) mise à la place de a; elle subsiste donc quand on remplace a par — a. Il vient alors, puisque m est pair,
— xm~l — axm-*-\-a*xm*—. . .-h am~1x — am~l.
Si m était impair, le reste de la division serait ~2am, et Ton aurait
' — . xm~ l — a x™-'1 -h a1 ,r,M~3 — . . .
— am-%x-^-am~x
4° xm-\-am n'est divisible par x -h a que si m est impair.
Le diviseur étant ramené à la forme x — (— a), le reste R de la division qu'on veut effectuer est (— a)m-\-am. Ce reste n'est donc nul que pour (— «)"* = — a"1, c'est-à-dire dans le cas de m impair.
Si, dans l'expression de la division de xm — am par x — a, on change a en — a en supposant m impair, on obtient précisément le quotient demandé. On a donc
xm -*- a,n x -r- a
— xm-\ — aœm-*_^ atxm~z — . . . — am~*x -+- am~l
Si m était pair, le reste de la division serait 2am, et l'on aurait
7!m -4- am
_ — rz:^"1-1 — ax'n-*+-a*xm-* — ...
-+- am-%x — am-l-\
50 xm __ am n>est divisible par x?— ap que si m est un multiple de p.
En effet, en effectuant la division, on voit que, dans le premier terme de chaque reste, la somme des exposants de x et de a est toujours m, parce qu'en passant d'un reste au suivant l'exposant de a croît toujours de/?, tandis que celui de x dé-
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croît de la même quantité. Si Ton a m = kp -+- r, la division devient impossible au moment où Ton parvient au reste
akPxr—am.
Pour que la division soit possible exactement, il faut et il suffit que ce reste soit nul ; ce qui entraîne la condition r = o, c'està-dire m = kp.
Quant à la loi de formation du quotient, on remarque que, dans chaque terme, la somme des exposants reste égale à m —p et que, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, l'exposant de x diminue de/>, tandis que celui de a croît de p. Quand la division est possible, on a donc
— xm-p _j_ ap xm-~\p _j_ a1p Xm-Zp + mmm
œP — aP
-\-am-*PxP + am-P.
On modifie facilement cette expression lorsque le reste n'est pas nul, et l'on étudie de la même manière les autres cas analogues à celui qu'on vient de considérer.
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DES POLYNOMES IDENTIQUES. — VÉRIFICATION DES FORMULES ALGÉBRIQUES
Conditions d'identité de deux polynômes.
15. Lorsque deux expressions algébriques A et B, contenant des lettres a, b, c, . . . , demeurent égales, quelles que soient les valeurs attribuées à ces lettres, ces expressions A et B sont dites identiques.
En particulier, lorsque deux polynômes, entiers par rapport à x, restent égaux, quelle que soit la valeur attribuée à x, ils sont identiques
Un polynôme entier par rapport à x est la somme, la différence, le produit ou le quotient de deux autres polynômes, quand il est identique^ la somme, à la différence, au produit ou au quotient effectif 'de ces deux polynômes.
16. I. Lorsqu'un polynôme P, entier par rapport à x et de degré m, s* annule pour plus de m valeurs différentes de x, il est nul, quel que soit x, c'est-à-dire identique à zéro ou identiquement nul.
Supposons d'abord que P s'annule p.our les valeurs a, b, c, ...,/, en nombre égal à m, substituées à x. P sera alors divisible séparément par chacun des binômes x — a, x— by . . ., x — l (13), et nous pourrons d'abord écrire
P = Ql(*-a),
Q, étant un polynômeentier par rapport kxet de degré m — i. P s'annulant pour x = b, et b — a étant différent de zéro, par hypothèse, on a Qt = o pour x— 6. Par suite, en vertu du théorème rappelé, on peut écrire
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Q, étant un polynôme entier par rapport à .z.et de degré m — i. En répétant le même raisonnement, on pourra poser les égalités successives
Qî =Q, (a:-c)f
Qm-l-—Qm(x— ')•
Qm est indépendant de x, puisque son degré, par rapport à x, est m — m ou zéro.
Si Ton multiplie membre à membre toutes les égalités obtenues, il vient, en simplifiant,
(i) P = Q«(* - et) (* " à) (x ■ - c) . . . (je? - /).
Nous retrouvons ainsi un théorème important déjà démontré (Alg. élém., 55), savoir : Lorsqu'un polynôme entier par rapport à x s'annule lorsqu'on remplace x par des quantités différentes a, b, c, . . . , /, il est divisible par le produit des binâmes x — a, x — b, x — c, . . . , x — L
Cela posé, admettons que le polynôme P s'annule pour une (m4-i)ièmc valeur de x, différente des précédentes afb9c,...,l; le second membre de l'égalité (i) séria aussi nul, sans qu'aucun des facteurs binômes qu'il contient devienne nul. Il faudra donc qu'on ait Q/w=:o et, par suite, P = o, quel que soit x,
17. II. Lorsqu'un polynôme P, entier par rapport à x, est identiquement nul, tous ses coefficients sont nuls.
Soit
P — A04- kxx -i- Aj.r2~t- A3^*4-...-+- Amxm
un polynôme de degré m qui s'annule pour plus de m valeurs de xy et qui est, par suite, identiquement nui (16).
Ce polynôme étant nul, quel que soit x, est nul pour x — o. Il en résulte
On peut alors écrire
P = jt(Aj4- Atx-h Aj-r'-h.. .-hAmx"1-1). P étant nul quel que soit x, la parenthèse du second membre
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de l'égalité précédente satisfait à la même condition. On a donc, en y supposant x = o,
On prouvera de même qu'on a
À2=o, A3=o, ..., Àw=o.
18. III. Lorsque deux polynômes, entiers par rapport à x et de degrés m et n(m>n) en x9 sont égaux pour plus de m valeurs de x, ces deux polynômes sont égaux, quel que soit x} c'est-à-dire qu'ils sont identiques; en d'autres termes, ils ont même degré et les mêmes puissances de x y sont affectées des mêmes coefficients.
Soient les deux polynômes
P = A0-f- kxx-\- Af j?*-h. . . -f- Anxn-i-...-\- Amxm, Q = B0-rB^-r BtX* -h . . . -r Bnxn.
Formons leur différence
P — Q = À0— Bo-MA,— B^tf-KAt— B,)*1-*-...
P et Q étant égaux pour plus de m valeurs différentes substituées à x, leur différence P — Q sera nulle pour plus de m valeurs de x; elle sera donc un polynôme identiquement nul, ayant tous ses coefficients égaux à zéro (17). Il en résulte évidemment
A0~B0, AjzziB,, As:-Bs, ..., A„ = Dut ..., AWJ_i = o, Am — o,
et le théorème énoncé est démontré.
19. Remarquons que si les deux polynômes P et Q étaient de même degré m et qu'on eût Am=Bm,iI suffirait, pour leuridentité, qu'ils fussent égaux pour m valeurs différentes substituées à x. En effet, leur différence P — Q, de degré m — i , serait alors nulle pour plus de m — i valeurs différentes substituées à x.
20. IV. Si deux polynômes 9 entiers par rapport à un nombre quelconque n de variables indépendantes x, y,z,
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l8 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
sont égaux pour plus de m groupes de valeurs différentes de ces variables {en désignant par m le degré le plus élevé obtenu en ordonnant ces polynômes par rapport à l'une des variables), ces polynômes sont identiques , c'est-à-dire qu'ils ont même degré et mêmes termes.
Comme ce théorème a été établi (18) dans le cas d'une seule variable x9 nous allons prouver, par un tour de démonstration bien connu, que, si le théorème énoncé est vrai dans le cas de n — i variables, il Test encore dans le cas de n variables.
Admettons que x soit la variable ordonnatrice répondant au degré le plus élevé. Les deux polynômes considérés seront de la forme (m > m')
A0 + A{x-h A^x* -\- Azx* -\- . . .-+- Amxm, B0+ B.xh- Bsxm--h Bsx* + . . .-t- Bm>xm'.
Comme ils sont égaux pour plus de m groupes de valeurs distinctes des variables, ils sont égaux pour plus de m valeurs distinctes de x. On aura donc, à la fois (18),
m — m' et A0 = B0, A1=B1, A,=iB„ ..., Am=Bm.
Ces égalités ayant lieu pour plus de m groupes de valeurs distinctes des n — i variables y, z, . . . , les relations précédentes sont, par hypothèse, des identités, et le théorème énoncé est démontré.
21. V. Pour que le quotient de deux polynômes, entiers par rapport à xy soit indépendant de x, il faut et il suffit que les deux polynômes soient de même degré en x et que le rapport des coefficients des mêmes puissances de x dans les deux polynômes soit constant.
Considérons, en effet, le quotient
• A0-t- Kta;-h Atj?a-f- A»a?3-t- ...-+- Am xm
B0 -h Btx + B,.r*-h B3#3-h7. . 4- tï^x™' '
Supposons, pour un instant, m > m' et admettons que ce quotient, que nous désignerons par q, soit indépendant de x; on aura (Alg. élém., 40)
A0H- AiX -h Aj^'H- . . . -H Amxm
= '/[B<>-f- Bi^ ■+- Bi#s -f- . .. . -+■ B,„ >xm' ],
et cette relation sera satisfaite quel que soit x, donc par plus de m valeurs de x. Il en résulte (18)
m = m' et
A0=BQq, A, = BI<7, A,= B,<7, . .., Am = Bmq9
c'est-à-dire
Ap Ai Aj Am
B0 Bi B2 B,„
Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on en déduit, quel que soit x
Am«*
B0~~ B,o7"~ Btx*
ou bien (Alg. élém., 63)
Bo-hB^-f-Bj^-hBs^3-^. .-+-B,„.2?"< '*
Le théorème III (18), sur lequel nous venons de nous appuyer, ayant été étendu (20) à un nombre quelconque de variables x% y, z, ..., la même extension a lieu nécessairement pour le présent théorème V, et nous pouvons énoncer, sans démonstration, le théorème général suivant :
22. VI. Pour que le rapport de deux polynômes entiers en x9 y, z> ... soit indépendant de ces variables, il faut et il sujfit que ces deux polynômes soient de même degré et que les coefficients des termes composés de la même manière en x, y, z, . . . , dans les deux polynômes, soient proportionnels.
Vérification des formules algébriques.
23. Les théorèmes précédents permettent de vérifier, plus ou moins facilement, l'égalité ou l'identité de deux expressions algébriques.
Il y a deux cas à distinguer :
Pour vérifier une équation entre quantités arbitraires, c'est-à-dire pouvant recevoir des valeurs quelconques, il suffit de chasser les dénominateurs et de constater ensuite
que les deux membres de l'équation sont composés de termes identiques (20).
Lorsque les quantités qui entrent dans l'équation à vérifier ne sont plus arbitraires, c'est-à-dire sont liées entre elles par certaines relations ou équations de condition, il faut se servir de ces équations pour éliminer un pareil nombre de ces quantités. Les autres demeurent arbitraires, et Ton rentre dans le premier cas.
Nous allons donner quelques exemples
i° Vérifier V égalité
p*q* ~" (p -+-</)* \/>* "*" flV "*" (p + q?\p qj'
On chassera les dénominateurs en multipliant les deux membres de celte égalité par ptq1 (p -hq)%. Il vient alors
(p -f- q)*=(p -f- q)(q* + p*)+ *(pq* + p*q) OU
(p -hq)* = p* -h 5p*q -+- Spqt-t-q*,
ce qui est une identité.
2° On donne les équations de condition
et Von demande de vérifier V égalité
y/k a -h ^Bb ■+■ }/Cc -+- /Drf — y/(A + B-rC+D)(û + i -h IT+d). Nous déduirons des équations de condition
d'où, en substituant dans l'équation à vérifier et en remplaçant dans le
premier terme du premier membre ka par l'expression identique - à*y
et. dans le second membre, A par - a.
a a a a Js
c'est-à-dire (Alg. Clém., 223, 3°)
I / - (a H- b -4- <? -4- rf) = t/£ (a -4- £ +• C -h rf)«,
ce qui est une identité.
3° Vérifier la formule
quel que soit l'entier n.
Si nous faisons /i = i, la formule est satisfaite. Nous n'avons donc plus qu'à montrer que , si elle est vraie pour une valeur quelconque de /i, elle est encore vraie pour cette valeur augmentée de i.
Si nous remplaçons dans la formule n par n -m, il vient
Il faut, par suite, simplement prouver que
[•(«-«•.r^a)j's=|-/*(^.)jn,(<t^.,)tt
c'est-à-dire
(/*-hl)*[(/*-f-2)2— /2«] = 4(//-+-l)3
ou
(/* -+-2)2— /**= 4(/*-hi),
ce qui est une identité.
La formule est donc vérifiée.
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MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS
25. On a souvent, en Algèbre, à trouver une fonction de x ou un, polynôme ordonné par rapport à x, dont la forme est connue, mais dont certains coefficients sont inconnus ou restent à déterminer.
La marche la plus simple et la plus naturelle consiste à écrire ce polynôme, en représentant les coefficients inconnus par des lettres; puis à exprimer, d'après les propriétés du polynôme cherché, les conditions auxquelles il doit satisfaire. On obtient ainsi des équations renfermant, comme autant d'inconnues, les coefficients à déterminer et, quelquefois, le degré même du polynôme. Le problème posé est alors ramené à la résolution de ces équations.
Cette méthode, très féconde et souvent employée dans l'Algèbre supérieure, est due à Descartes; elle porte le nom de méthode des coefficients indéterminés.
Pour en bien faire ressortir l'esprit, nous allons l'appliquer à quelques exemples.
Application à la division des polynômes.
26. Supposons d'abord qu'on veuille trouver le quotient de deux polynômes et le reste de leur division.
Soient le dividende de degré m
(i) A0xm -+- Ai^'"-1 4- k%xm-% + ...-+- km-x x -h Aw
et le diviseur
(2) B0a-*H- Bi*'*"1 4- Bsx*-*-h. . . -+- Bn^x -+- B„,
de degré n<m.
On pourra poursuivre la division jusqu'à ce qu'on parvienne
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à un reste de degré inférieur au diviseur. Le reste sera donc de degré n — i. Quant au quotient, son premier terme provenant de la division du premier terme du dividende par le premier terme du diviseur, il sera du degré m — n.
Le quotient et le reste cherchés sont donc des polynômes de la forme
(3) <x0xm-n-h «1a?",-'l-1 + a,a?",-/,-!+...+ a/n.B.1a;+am_B et
(4) ?•*»-*+ Pt**-1-*- P,*»-»-*-. . . + P»-ta? 4- P„.-,.
Les inconnues a0, a„ «„ . ..,«,„_„; po, plf p„ . . ., p„_, sont les coefficients indéterminés, et, pour les trouver, il suffit d'exprimer que le dividende représente toujours identiquement (6, 18) le produit du diviseur par le quotient, augmenté du reste. Cette dernière somme réduite formera, par conséquent, un polynôme qui sera la reproduction, terme pour terme, du polynôme dividende; et, en exprimant cette idenr tité, on obtiendra les conditions nécessaires et suffisantes pour que le polynôme (3) soit le quotient et le polynôme (4) le reste de la division qu'on veut effectuer.
On a évidemment m +i inconnues, et l'on sera conduit à écrire m -4- i équations du premier degré entre les inconnues; la question est donc résolue.
27~ Si, au lieu de chercher le quotient et le reste de la division, on demandait de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que la division réussît exactement, il faudrait écrire que le reste est identiquement nul, c'est-à-dire que tous ses coefficients sont égaux à zéro (17); en d'autres termes, on se contenterait d'égaler identiquement le dividende au produit du diviseur par le quotient.
On aurait toujours ainsi m-\-i équations; mais elles ne
renfermeraient plus que m — /n- 1 inconnues a0, au a„
««-«, puisque les coefficients po, p„ p„ ..., p„_, du reste disparaissent comme nuls. Les m -+- 1 équations posées détermineraient donc les w-n + i inconnues, en donnant en outre n équations de condition {Alg. élém., p. \t\&) entre les coefficients A0, Au A„ . . . , A/rt du dividende et les coefficients B0, Bi, B„ . . ., Bn du diviseur; et l'on obtiendrait ces équations de condition en éliminant entre les //n-i équations
d'identité les m — n-t- 1 coefficients a0, «,, a2, . . ., <zfn-n du quotient.
EXEMPLES
28. i° Trouver, par la méthode des coefficients indétermines, le quotient et le reste de la division des deux polynômes
ix* — 7.r*-î- 6xs-t- 4-* — 3 et x* — 5x-\-\.
Le quotient sera du second degré et le reste du premier; on pourra donc les représenter par les expressions
a0.r*-f- *ix -h a2 et po.r~f-jV On devra avoir identiquement
S ix*— 7.r3-i-6.r2-{-4.r — 3
= (x* — 5x-\- i)(a0.r2-h a^-f- a2)-i- jV*-+- Pi- Le second membre, développé et réduit, est le polynôme a0.r*-f- (ai — 5a0).r3
-4- (a2 — 5 ai -f- a0).r2-h^0 — 5a2~h a,).r-r pi -i- a2.
11 doit être identique au premier membre, et l'on a les relations
a0='2, ax— ")a0 — — 7, a2 — 5 a, -j- a0 = G, Po— 5a2-i-a1=^ 4, (*!-+-«! = — 3.
Il suffit de résoudre ces équations du premier degré. On le fait très simplement, en remarquant que la première équation ne contient quea0; a0 étant connu, la deuxième équation permet de trouver immédiatement cli ; a0 et at étant déterminés, la troisième équation donne a4, et ainsi de suite.
On trouve successivement
a0=2, a, = 3, % a* =19, Po=96> Pi = — 22. Le quotient cherché est donc
ix* -^ Zx h- 19
et le reste correspondant
comme il est facile de le vérifier directement.
Chercher les conditions pour que le polynôme
Ao-a^-l- Ai .r3 -\- A^x* -+- A3 x -+- A* soit exactement divisible par le polynôme
B0xs-h Bi^-f-Bj.
Il suffit (27) d'égaler identiquement le dividende au produit du diviseur par le quotient inconnu, qui est de la forme
Ce produit ayant pour expression
aoBo^-^-CaoBi-f- a,B0)^8
-f-(a0Bî-t- a,Bi -f- aJB0)o:,-+-(a1B2-f- «jBi).r-f- a2B2,
les équations d'identité seront
a0B0= A0, a0Bi-*- a,B0~ Ai, a0 B2 H- on Bi + a2B0 = A2, a1Bs-f-aiBi = A8, a2B2= Ak.
On n'a pour obtenir les conditions demandées, qu'à éliminer a0, a,, a2 entre ces équations. Les trois premières donnent d'abord
AiB0—AoB|
A2BÎ - AiB0B, -4- A0B* — A0B0B2 aî== — ,
ce qui détermine le quotient. Puis, en substituant les valeurs de a0, at, at dans les deux dernières équations d'identité, on obtient finalement, pour les conditions cherchées,
<i) AoBjfBî-aBoBsJ-A^otBî — B0B2]-f- A2BjB!— A3B|J=o, (2) A0B2[B* — BoBîl-AjBoBjBj-r-AjBjBj— AvBj = o.
Remarque.
30. La méthode des coefficients indéterminés intervient, comme nous le verrons par la suite, dans un grand nombre de questions.
Toutes les fois que la forme des fonctions cherchées est connue d'avance, aucune difficulté ne peut se présenter.
Mais, si cette forme n'est pas explicitement donnée par la nature de la question et si on l'admet arbitrairement ou d'une manière intuitive, il faut, après avoir déterminé les coefficients inconnus, prouver non seulement qu'ils satisfont bien à la question proposée, mais encore établir que cette question ne comporte pas d'autres solutions.
En effet, un problème n'est complètement résolu que lorsqu'on s'est assuré que les solutions obtenues renferment, sans solutions étrangères, toutes celles que la question peut recevoir.
Cette vérification, souvent assez pénible, est quelquefois très difficile, sinon impossible ; mais on doit toujours la tenter.
PREMIERS PRINCIPES DE LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS
Définitions préliminaires.
31. On entend par permutations de n quantités, représentées par les lettres
alf aly as, . .., art,
les dispositions qu'on peut obtenir en plaçant ces quantités ou en écrivant ces lettres à la suite les unes des autres de toutes les manières possibles. Ces quantités ou ces lettres constituent les éléments de la permutation.
On peut, dans une permutation quelconque, comparer chaque lettre à toutes les lettres qui la suivent. On dit alors qu'il y a dérangement ou inversion chaque fois que les indices des lettres comparées ne se présentent pas dans leur ordre naturel de grandeur croissante, c'est-à-dire chaque fois que le premier indice est plus grand que le second.
Par exemple, la permutation aiazal offre deux inversions, Tune de at à au et l'autre de az à al9 tandis qu'elle n'en offre pas de a% à az. De même, la permutation ai'a3al n'offre qu'une seule inversion, de az à a,.
Les permutations qui contiennent un nombre pair d'inversions sont regardées comme positives, et elles sont de la première classe; les permutations qui contiennent un nombre impair d'inversions sont regardées comme négatives, et elles sont de la seconde classe. C'est, en réalité, donner à chaque permutation le signe du produit formé par les différences qu'on obtient en retranchant l'indice de chaque élément des indices des éléments suivants; car, à chaque inversion, et seulement à chaque inversion, correspond alors une différence négative.
32. Principe fondamental. — Lorsque, dans une permutation, on échange deux lettres ou deux éléments, la permutatio nchange de signe ou de classe.
Remarquons d'abord que, lorsqu'on échange deux éléments consécutifs d'une permutation, elle change nécessairement de signe.
En effet, si Ton échange deux éléments consécutifs tels que aa et arp, les indices des éléments qui précèdent et qui suivent les deux éléments considérés conservent la même relation de grandeur avec a et avec (3. Le nombre des inversions ne peut donc être modifié que de aa à <zp.
Or, si ces deux éléments présentent d'abord une inversion, ils n'en présentent plus après leur échange ou réciproquement. Le nombre total des inversions varie donc seulement d'une unité, c'est-à-dire de pair devient impair ou réciproquement, et la permutation change de signe (31).
Cela posé, admettons qu'on veuille échanger les deux éléments quelconques ah et ah et désignons par n le nombre des éléments qu'ils comprennent entre eux.
On peut alors amener ah immédiatement avant at par n échanges consécutifs, puis af à la place occupée précédemment par ah par (n -h i) échanges consécutifs; car il en faut un de plus pour amener d'abord at avant ah. On passe ainsi de la permutation donnée à la permutation voulue, en faisant subir successivement à la première (2n-\-i) changements de signe; (2/1 -t-i) étant un nombre impair, les deux permutations considérées sont, en définitive, de signes contraires.
33. La démonstration précédente prouve en même temps que les permutations positives et négatives de n éléments sont toujours en même nombre.
En effet, à la permutation qui contient ah et at dans l'ordre . . . ah . . . ai . . . , répond toujours une autre permutation qui contient les mêmes éléments dans l'ordre inverse ...a/...aA..., sans autre changement; et ces deux permutations sont de signes contraires, d'après le théorème qu'on vient d'établir.
34. Étant donnée une disposition quelconque, si Ton fait passer le premier élément au dernier rang, sans aucun autre
changement, on soumet cette disposition à ce qu'on appelle une permutation circulaire (Alg, élém., 138).
Si la disposition donnée renferme n éléments, on peut produire la permutation circulaire à l'aide de n — i échanges consécutifs. Par conséquent, le signe de la disposition ne change que dans le cas où n est pair (32) ; en d'autres termes, la disposition primitive se trouve multipliée par (— i)"-1.
Des déterminants.
35. C'est en cherchant à résoudre d'une manière générale les systèmes d'équations linéaires qu'on a été conduit à l'étude des déterminants.
Le dénominateur commun des formules générales de résolution d'un système d'équations du premier degré contenant le même nombre d'inconnues a été appelé (nous verrons pourquoi) le déterminant de ce système d'équations.
On le forme donc, dans le cas d'un système de deux ou de trois équations, comme il a été dit (Alg. élém., 148, 155).
Si l'on a à opérer sur un système de quatre équations à quatre inconnues, on suit la marche indiquée (Alg. élém.f 164).
La même loi s'applique à la formation du déterminant d'un système de n équations à n inconnues. Il suffit de connaître celui de n — i équations à n — • i inconnues.
36. Il est d'ailleurs préférable de définir directement les déterminants, indépendamment des considérations précédentes.
Soit l'expression
aï
qui représente le déterminant du nième ordre ou du niime degré (parce que tous ses termes sont du /iièm0 degré).
Elle est composée de n lignes horizontales ou de n colonnes verticales, c'est-à-dire de n9 éléments.
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Chaque lettre est affectée de deux indices. L'indice inférieur marque la ligne où se trouve l'élément, l'indice supérieur indique la colonne à laquelle il appartient.
Multiplions entre eux les éléments qui constituent la diagonale du carré figuré par l'expression, en partant du sommet supérieur de gauche et en descendant jusqu'au sommet inférieur de droite. Nous obtiendrons le produit
qui ne présente aucune inversion par rapport aux indices inférieurs ou supérieurs et qui a toujours le signe h-.
Ce produit est le premier terme du déterminant ou son terme principal.
Si, dans ce terme principal, nous laissons les indices inférieurs fixes, en permutant (31) les indices supérieurs, nous obtiendrons tous les autres termes du déterminant. Ces termes seront positifs ou négatifs, suivant que la permutation correspondante des indices supérieurs sera de la première ou de la seconde classe, c'est-à-dire présentera un nombre pair ou impair d'inversions (31).
Le déterminant du nièmo ordre ou du /iième degré est donc la somme des produits qu'on forme en associant, de toutes les manières possibles, n quelconques des «' éléments donnés, à la condition, toutefois, puisque tous les indices inférieurs doivent rester différents aussi bien que tous les indices supérieurs, qu'un même produit ne contienne jamais deux éléments appartenant à la môme ligne ou à la môme colonne, et que son signe satisfasse à la définition rappelée.
En résumé, on obtient les différents termes du déterminant en prenant comme facteurs, de toutes les manières possibles, un élément, et un seul, dans chaque ligne ou dans chaque colonne, et en suivant la règle adoptée pour les signes (31).
On voit que, parmi les termes d'un déterminant, on n'en peut jamais trouver deux qui soient égaux et de signes contraires, tant qu'aucune relation spéciale n'est imposée aux éléments considérés : il n'y a donc pas alors de réduction.
37. Nous venons d'indiquer comment on déduit un déterminant de son terme principal, en laissant fixes les indices inférieurs, et en permutant les indices supérieurs.
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Si Ton permute, au contraire, les indices inférieurs, en laissant fixes les indices supérieurs, il est essentiel de montrer que Von trouve le même déterminant.
En effet, dans le premier déterminant formé, les indices inférieurs étant écrits dans Tordre i, 2, 3, . . ., n, ne présentent aucune inversion, de sorte que ces indices constituent une permutation de la première classe (31). On peut donc dire que, dans ce premier déterminant, les termes sont positifs ou négatifs suivant que la permutation des indices inférieurs et celle dets indices supérieurs sont ou non de la même classe.
Mais, pour passer au deuxième déterminant, où les indices supérieurs doivent à leur tour présenter d'une manière fixe Tordre 1, 2, 3, . . . , n, il suffît évidemment d'échanger convenablement les facteurs des termes du premier déterminant.
Les termes des deux déterminants sont donc d'abord égaux comme composés des mêmes facteurs.
Les signes des termes égaux sont d'ailleurs les mêmes; car les échanges successifs indiqués modifient, à la fois, la classe de permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs (32). Par conséquent, les deux permutations, des indices inférieurs d'une part et des indices supérieurs d'autre part, demeurent respectivement ce qu'elles étaient dans la premier déterminant, de même classe ou déclasse différente, de sorte que les termes comparés des deux déterminants conservent aussi le même signe.
La démonstration qu'on vient de donner signifie au fond que tout ce qui est vrai pour les lignes est également vérifié pour les colonnes, et inversement.
38. Le nombre des termes du déterminant du n1*™6 ordre est, d'après la loi de formation indiquée (36. et 3Y), égal au nombre de permutations des n indices supérieurs ou des n indices inférieurs, ou, de n quantités quelconques. Nous savons déjà (Âlg. élém., 408) que ce nombre est égal au produit 1 .2.3. . ./i des n premiers nombres.
Ce déterminant renfermé autant de termes positifs que de termes négatifs (33).
39. On indique, le plus souvent, un déterminant en limitant par deux traits verticaux le système des éléments, ou
bien en plaçant sous le signe 2, avec un double signe, le terme principal (36). On a ainsi, pour le déterminant du deuxième ordre,
=zldza\a* et, pour le déterminant du troisième ordre,
ai
— «î«i«S + ajrt^aj — a\a\a\.
Si Ton voulait permuter les indices inférieurs au lieu des indices supérieurs, on aurait identiquement, pour le déterminant du deuxième ordre et pour celui du troisième ordre,
2d=aja* —a\a\ — a\a\y
40. Au lieu de distinguer les deux indices de chaque lettre en indice inférieur et indice supérieur, on peut les écrire horizontalement à côté l'un de l'autre, en les séparant par une virgule, quand on peut craindre qu'il n'y ait confusion avec les exposants. Le terme principal du déterminant prend alors la forme
Le premier indice répond à la ligne; le second, à la colonne. Nous croyons la première notation plus rapide et plus expressive.
41. On peut aussi conserver les indices inférieurs en changeant les lettres d'une colonne à l'autre du déterminant. L'indice correspond alors à la ligne, et la lettre à la colonne
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occupée par l'élément. On emploie très souvent cette notalion.
L'expression du déterminant du /iîème ordre devient, dans
ce cas,
a, bx c, ... /j
a2 bt c2 ... /}
a, b3 cs ... /3
in bn cn ... la et il a pour terme principal le produit at bt cz . . . la.
On déduit, comme précédemment, tous les termes du déterminant de ce terme principal, en laissant les indices invariables et en permutant les lettres de toutes les manières possibles. L'ordre régulier des lettres est l'ordre a, 6» c, . . . , /• 11 y a inversion quand cet ordre est modifié d'une lettre à une des lettres suivantes. Le terme considéré est positij ou négatif, suivant qu'il présente un nombre pair ou impair d'inversions.
42. Il est bien entendu que, une fois le déterminant formé d'après les règles précédentes, on peut en écrire les différents termes dans tel ordre qu'on veut, ainsi que les facteurs de ces uèrmes.
Il est important d'ajouter que les éléments du déterminant peuvent être représentés d'une manière tout à fait quelconque, c'est-à-dire indépendamment de toute notation régulière, sans que ces mêmes règles, qui se rapportent simplement aux rangs des lignes et des colonnes, soient modifiées.
W. Étant 'donné, d'une manière générale, le déterminant d'ordre ou de degré n, il est facile d'en déduire le déterminant d'ordre ou de degré in- i.
Soît
T = :± a*bpcy...l\
un terme quelconque du déterminant d'ordre n. Désignons par nip un nouvel élément quelconque du déterminant d'ordre /z + i. Si nous l'écrivons à la suite des facteurs qui composent T, nous obtiendrons évidemment un terme T' du déter-
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minant qu'on veut former, et ce terme aura pour expression
T' = ± azbpcy . . . lim^.
Son signe sera le même que celui deT, puisque aucune nouvelle inversion n'a été introduite dans T.
Si Ton fait passer le facteur m^ successivement du dernier rang au premier, en modifiant à chaque fois le signe du produit (32), on obtient successivement des termes du nouveau déterminant avec leurs signes. Le nombre total des termes ainsi formés est évidemment n-h 1.
En opérant de même pour tous les termes du déterminant du /iième ordre, en nombre égal à 1.2. 3. . . n (38), on forme tous les termes du déterminant du (n -h i)»ème ordre, en nombre égal à 1.2. . ./i(/i4-i).
Cette remarque concorde avec la première définition des déterminants et la première loi de formation indiquée (35).
Déterminants mineurs.
44. On désigne souvent un déterminant dans son ensemble par la lettre A.
Lorsqu'on supprime dans un déterminant A plusieurs lignes* et un même nombre de colonnes, le déterminant formé par les lignes et les colonnes conservées est un déterminant mineur du déterminant donné. L'ordre d'un déterminant mineur dépend du nombre des lignes ou des colonnes supprimées.
Si le déterminant A est de l'ordre ou du degré n et si l'on y supprime une ligne at et une colonne (3t, le déterminant mineur correspondant, qui est évidemment de l'ordre ou du degré n — 1, est dit de première classe. On peut le représenter par la notation a£|, qui veut dire : déterminant A où l'on a supprimé la ligne at et la colonne (3j.
Si l'on supprime dans A deux lignes a,, a, et deux colonnes Pi, p2, le déterminant mineur correspondant, qui est de l'ordre ou du degré n — 2, est dit de deuxième classe. On peut le représenter par la notation a£;£\
D'une manière générale, si l'on supprime dans A un nombre/? de lignes oct, a„ . . ., ap et un nombre p de colonnes p„ ps, ..., PP> le déterminant mineur correspondant est de Tordre ou du
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degré n — p, et il est de la7?ièm6 classe. On peut le représenter par la notation expressive A^j;;-^.
En ajoutant Tordre et la classe d'un déterminant mineur, on reproduit toujours Tordre du déterminant primitif.
Propriétés générales des déterminants.
45. I. Un déterminant ne change pas quand on y substitue les lignes aux colonnes et les colonnes aux lignes.
On a alors, en effet, à comparer les deux déterminants
ax bx ct ... /, I
at bt ci • • • h
a3 bs cz ... lz \ et
ai <*% <*i - ' ' <*n !
b{ b2 bz ... bn [
Cx C% C3 ... Cn ;
«n bn cn ... ln [ I /i lt /3 . . . ln ;
Or la diagonale du carré des éléments reste la môme dans ces deux déterminants; ils ont donc même terme principal et sont identiques d'après la loi de formation indiquée (36).
Ce théorème se confond, en réalité, avec la proposition du n° 37 et montre de nouveau que tout ce qui peut se dire des lignes s'applique aux colonnes, et inversement.
46. II. Quand on échange, dans un déterminant, deux lignes entre elles ou deux colonnes entre elles, ce déterminant est multiplié par — i .
En effet, cette modification revient à échanger, dans chaque terme du déterminant, deux indices ou deux lettres (36, 37, .41); par suite, la permutation représentée par chaque terme doit elle-même changer de classe ou de signe (32).
Tous les termes du déterminant changeant de signe, sa valeur est bien multipliée par — i.
47. III. Lorsqu'un déterminant présente deux lignes ou deux colonnes identiques, ce déterminant est égal à zéro.
En effet, si Ton échange les deux lignes ou les deux colonnes identiques, le déterminant reste à la fois identique à luimême, et sa valeur A est multipliée par — i (46). Cette valeur
est donc nécessairement nulle; car, de
on déduit
uA = o ou A = o.
48. IV. Théorème fondamental. — Tout déterminant est une fonction linéaire et homogène des éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, et, par suite, on peut toujours l'ordonner suivant les éléments de cette ligne ou de cette colonne*
En effet, chaque terme du déterminant contenant, par définition (36), un élément de chaque ligne ou de chaque colonne, et un seul, ce déterminant est une fonction linéaire (c'està-dire du premier degré) des éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, choisie à volonté. De plus, chaque terme étant du premier degré par rapport à l'élément de la ligne ou de la colonne désignée qu'il renferme, le déterminant est luimême une fonction homogène de ces éléments.
Cela posé, en mettant en évidence, dans chaque terme, l'élément qui appartient à la ligne ou à la colonne choisie, on pourra ordonner le déterminant suivant les éléments de cette ligne ou de cette colonne.
Soit, par exemple, le déterminant du troisième ordre
a, bx cx at bt ct a3 b$ Ci
En choisissant comme éléments ordonnateurs ceux de la première colonne, on peut l'écrire sous la forme.
A^t-hÀttfj-f-Ajtf,.
Aucun des coefficients A^ Aj, A8 ne peut contenir l'élément qui le multiplie (36).
Il reste à trouver la loi de formation de ces coefficients.
49. Prenons, pour plus de généralité, le déterminant du nième ordre ou du nième degré, ordonné par rapport aux éléments de la première colonne. Il aura alors pour expression
A1<2|4-A1aJ-+-Ataj + . . .-\-Anan.
Tous les termes du déterminant qui contiennent aï9 par
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exemple, ne peuvent contenir aucun autre élément de la première ligne et de la première colonne dont ax fait à la fois partie (36). Dans ces différents termes, ax doit donc être multiplié par toutes les dispositions possibles de n — i éléments choisis dans les n — i autres lignes et dans les n — i autres colonnes. Or ces dispositions forment précisément le déterminant mineur du (n — i)ième ordre et de la première classe (44), qu'on obtient en supprimant dans le déterminant considéré la première ligne et la première colonne; At n'est donc autre chose que ce déterminant mineur.
En répétant le même raisonnement de proche "en proche, on conclut que les éléments ordonnateurs ai9 aly az, . . ., an, ont respectivement pour coefficients A,, Aj, A8, ..., An, les déterminants mineurs de la première classe, qu'on déduit du déterminant proposé, en y supprimant successivement la ligne et la colonne qui se coupent sur l'élément ordonnateur considéré.
50. La nouvelle forme qu'on peut ainsi donner à un déterminant conduit à des conséquences importantes.
Avant de les indiquer, nous écrirons les n valeurs du déterminant A ordonné successivement suivant les éléments des différentes colonnes. Ces valeurs seront
A = Ai ax -+- Aj«2 -f- A3aj -h . . . -+- knan, ^ — Clcl -f-CjC, -t-C,Cj -+-. . .-+-Cncn,
^=Lili 4-L,/, +L3/, -+-... + !,„/„.
B, est le déterminant mineur de première classe obtenu en supprimant dans A la première ligne et la deuxième colonne qui se croisent sur bk; C, est le déterminant mineur obtenu en supprimant dans A la première ligne et la troisième colonne qui se croisent sur cu ... ; Lt est le déterminant mineur obtenu en supprimant dans A la première ligne et la nième colonne qui se croisent sur /„ et ainsi de suite.
On voit donc que les colonnes verticales qui apparaissent lorsqu'on écrit les équations précédentes les unes au-dessous des autres représentent à leur tour les valeurs du déterminant A, ordonné suivant les éléments des différentes lignes.
Ces n râleurs sont donc
A^Ajû, H-B,6, -+-C,Cj +. ..+ L,/„ A = Aj*3 -+-B,68 -4- C,c, -+-... -f-L8/3, >
A = Ana„M-B„^+Cncn4-...-+-L„/n.
51. V. Si, dans un déterminant, tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont nuls, à l'exception d'un seuly le déterminant proposé est égal au produit de cet élément par le déterminant mineur qu'on obtient en supprimant la ligne et la colonne qui se croisent sur ledit élément.
Soit le déterminant
ai a\
«à aï a\
■■ al
al
«i al a*
... al
al
Supposons que, dans ce déterminant, tous les éléments de la ligne a soient nuls, excepté celui de la colonne (3.
D'une manière générale, si on veut l'ordonner suivant les éléments de la ligne a, on a, pour sa valeur, une expression de la forme (4-8,4.9,50)
A = K , ai H- K2 a\ +• K, a \ -4- . . . -h Kp a\ + . . . + K„ «S.
Or cetle expression, où K,, Kt, K3, . . . , Kp, . . . , K* représentent les déterminants mineurs de première classe qu'on obtient en supprimant successivement la ligne et la colonne qui se croisent sur les éléments a\y aj, aj, . . ., a\y . . ., a'i, se réduit évidemment, d'après l'hypothèse faite, à
A = K?ag = agKp.
Il résulte immédiatement de ce théorème que tout déterminant peut être mis, si cela est nécessaire, sous la forme d'un déterminant d'un ordre plus élevé.
On a, par exemple,
Xx «1 bv ct
x\ ai b* c,
quelles que soient les valeurs données à xu xi9 xz.
32. VI. Lorsque tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont nuls, le déterminant a une valeur nulle.
Cette proposition résulte immédiatement de la précédente, comme celle-ci résulte du théorème fondamental du n° 48.
53. VII. Lorsque, dans un déterminant y tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale du carré des éléments sont nuls, la valeur du déterminant se réduit à celle de son terme principal.
Pour le démontrer, il suffit d'écrire successivement, d'après le théorème V( 51),
bt ct ... i 0 c3 ... i
la
0 0 000 ln
c* ... lz
— ai b%
= atl
54., VIII. Lorsqu*on multiplie ou qu*on divise par un même nombre tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, la valeur du déterminant est multipliée ou divisée par ce nombre.
En effet, si Ton multiplie ou si Ton divise tous les éléments de la ligne a du déterminant par un facteur />, la valeur A du
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déterminant, telle qu'on Ta écrite d'une manière générale au n° 51, est elle-même multipliée ou divisée par/?. Ce théorème entraîne les conséquences suivantes :
On ne change pas la valeur d'un déterminant en supprimant ou en introduisant un facteur commun aux éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, pourvu qu'on mette ce facteur en évidence comme multiplicateur ou diviseur du déterminant.
En particulier, si Von change les signes de tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, on change également le signe de la valeur du déterminant, puisque le facteur introduit est alors égal à — i. Donc, pour rendre au déterminant sa valeur primitive, il faut diviser ou multiplier par — i la valeur obtenue.
55. IX. Lorsqu'un déterminant comprend deux lignes ou deux colonnes proportionnelles (c'est-à-dire composées d'éléments respectivement proportionnels), sa valeur est égale à zéro.
En effet, si le rapport des éléments de la première ligne considérée aux éléments correspondants de la seconde ligne est égal à p, on peut multiplier cette seconde ligne par />, pourvu qu'on divise la valeur du nouveau déterminant par ce môme facteur (54). Mais, dans le nouveau déterminant, la seconde ligne est devenue identique à la première : sa valeur est donc nulle (47), et il en est de même de celle du déterminant primitif.
56. X. 5* les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont des sommes d'un même nombre de quantités, le déterminant proposé est la somme d'autant de déterminants que l'un de ces éléments contient de termes. Ces déterminants se forment en associant respectivement les différents termes des éléments de la ligne ou de la colonne composée avec les éléments des autres lignes ou des autres colonnes simples.
Ce théorème se démontre immédiatement en ordonnant le déterminant suivant les éléments de la ligne ou de la colonne composée, c'est-à-dire en se reportant au théorème fondamental (48, 49).
On a, par exemple,
ax -f- kv
ftt
at -h k%
cz
rts
Cz
57. XL On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant aux éléments d'une même ligne ou d'une même colonne ceux d'autres lignes ou d'autres colonnes respectivement multipliés par des facteurs constants.
On n'a, pour démontrer cette proposition, qu'à réunir les théorèmes X et IX (56, 55).
On a, par exemple (56),
<2,4- mbA'\-pci
at-h mb2-hpci bt ct 1
flî + /w6,+/?Cj bz c% !
aA bx Ci
mbi
a\ bt ct
mbt
bt
az bz c3
mb%
bt
Cz
pcx
bx c{
pct
bt ct
PCz
bz c3
Les deux derniers déterminants présentant deux colonnes proportionnelles ont des valeurs nulles (55), et l'énoncé est justifié.
Cet énoncé s'étend évidemment au cas où l'on modifie de la même manière plusieurs lignes ou plusieurs colonnes du déterminant, et à celui où les coefficients constants, tels que m et/?, sont égaux à =h 1.
Il résulte encore du théorème qu'on vient de démontrer que, si les éléments correspondants d'un certain nombre de lignes ou de colonnes sont liés, dans le déterminant proposé, par des relations linéaires et homogènes, ce déterminant est nul.
Admettons, en effet, que ces relations linéaires et homogènes soient précisément exprimées par les équations
at-+- mbt-h pcx-= o, at-+-mb%-+-pct=zo,
flj+/nô,+ pcz = o.
Le nouveau déterminant, considéré ci-dessus et identique
au proposé, aura alors une colonne d'éléments nuls et sera nul (52), ainsi que le déterminant primitif
b% ct bz c,
58. XII. Lorsque deux déterminants ne diffèrent que par une ligne ou une colonne, on peut les réunir en un seul déterminant égal à leur somme ou à leur différence, en ajoutant ou^en retranchant terme à terme les deux lignes ou les deux colonnes non identiques et en conservant toutes les autres.
C'est la réciproque du théorème X (56). Si Ton a, par exemple, les deux déterminants
I a* b% cz
et
ai ^i ci a2 bs ct
qui ne diffèrent que par leurs premières colonnes, on peut les ordonner respectivement (48, 49) suivant les éléments de cette première colonne et écrire, d'après la notation adoptée (44) et en désignant par À}, ÀJ, AJ les déterminants mineurs de première classe obtenus en supprimant, dans les deux déterminants, la première colonne concurremment avec la première, la deuxième ou la troisième ligne,
D = atA\ 4-«,Àj4-a3Ài, A = (xiX\ -+- a2AJ -t-a8AJ.
Il en résulte, en prenant ensemble les signes supérieurs et les signes inférieurs,
D±A = (fl1±«1)A{ + (al±a1)A1t-t-(iï.±aI)Ai, c'est-à-dire
«i-h <Xi #i Cj at •+- a2 b% c2
et D — A =
«!— at bx ct
ai — «i ^j ci a3 — a3 bz Cz
Loi de formation d'un déterminant.
Soit le déterminant
al bt ct ... /{ t
In
On veut récrire, en l'ordonnant effectivement suivant les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne. Choisissons, par exemple, la ligne a. Nous aurons, d'une manière générale (k8), pour la valeur du déterminant,
A = Aaa« -H Ba6a4- CaCoL-
.-f-La/a
Dans celte expression, les coefficients Aa, Ba, Ca, . . ., L«sont les déterminants mineurs de première classe qui correspondent successivement à la suppression de la première, de la deuxième, de la troisième, . . ., de Ja rièmo colonne, combinée avec la suppression de la ligne considérée de rang a (M).
Pour former ces déterminants mineurs, il est commode d'opérer comme il suit.
Faisons monter la ligne a au premier rang, en la permutant successivement avec les lignes précédentes; nous changerons chaque fois le signe de la valeur du déterminant (46). Pour conserver à cette valeur son véritable signe, il faudra donc aussi chaque fois multiplier le déterminant par — i. Le nombre des échanges effectués étant a — i, le facteur multiplicateur sera finalement (— i)a_1 ou, ce qui revient au même, (— i)**1, puisque (— i)2 = i . On peut donc écrire
ra ba ca ... l% r, bx ci ... /, it bt ct ... lt
#a-i ^a-i Col— i aa-t-i va+j Ca-M
Maintenant, supposons nuJs tous les éléments de la ligne a (amenée en tête), à l'exception du premier «a. D'après la formule (i), la valeur du déterminant se réduira d'une part à
A = Àaa«.
D'autre part, on aura, pour cette valeur (51),
ct
ti
Cj
ca_, . . .
Ca4-i ■ • .
an
cn
ca-i
ta ,
Ca-n
En comparant les deux valeurs de A, on a donc
CoL-l
CoL+l
*ow-i
On trouve Ba d'une manière identique, en remarquant seulement que, pour faire passer à la fois au premier rang la ligne a et l'élément &a, il faut une permutation de plus entre la première et la deuxième colonne; il faut donc aussi faire croître dhtne unité l'exposant du facteur multiplicateur. On a, par
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conséquent,
ax
Ca-i •
^oh-i
Ca-hi
In
On forme de même l'expression de Ca en faisant croître encore d'une unité l'exposant du facteur multiplicateur, puisqu'on doit opérer une permutation de plus entre la première et la troisième colonne, et en faisant suivre ce facteur du déterminant mineur obtenu en supprimant, dans le déterminant primitif, la ligne a et la troisième colonne qui se croisent sur l'élément ca.
La loi est évidente. On voit que les coefficients obtenus sont alternativement positifs et négatifs, ou inversement, suivant le point de départ, et que la formation effective d'un déterminant peut toujours être ramenée à celle de déterminants mineurs de plus en plus simples.
60. En appliquant l'algorithme qu'on vient de démontrer au déterminant du troisième ordre, ordonné suivant les éléments de la première ligne, on a
A = A|<Zi + B,6,-t-C|C|,
c'est-à-dire en faisant a
dans les résultats du numéro pré'
cèdent,
bt bz
°2 —btCi— ctbi9
Bt = (-!)»■«
— — («iC,— c,as),
bt b*
— atbz— bsaz.
On a effectivement
A = at(btcz— c,èj) — b^a^Ci— cta%) -t-c^a,^ — b^at) ruzajéjCa— ajCj&j-hCjffi^, — ^ajCj-f- blcsaz—clbtal.
Le déterminant du quatrième ordre, ordonné suivant les éléments de la première ligne, peut de môme s'écrire immédiatement
dx
ak bs, c± d\>
Cj
dt
dk
b3 d3 bk tf4
ct
Cz
Ck
dK
Il ne reste plus qu'à effectuer, comme nous venons de le faire, les déterminants mineurs qui sont du troisième ordre.
61. Voici encore deux autres exemples. Le premier déterminant est ordonné suivant les éléments de la première colonne; le second, suivant les éléments de la première ligne.
.-- xy' — yx' -+- x' y' — y'x" -r- x" y — y" x.
-aIA' B ' B" -A|B A'|~B
AB2-A'B"-A"B
Le déterminant qu'on vient d'effectuer, et qui joue un rôle important dans la théorie des surfaces du second degré, est un déterminant symétrique. On appelle ainsi tout déterminant dans lequel les éléments conjugués, c'est-à-dire placés symétriquement de part et d'autre de la diagonale du carré des éléments, sont égaux.
62. L'emploi du déterminant du troisième ordre, dont nous avons donné l'expression au n° 60, étant très fréquent, nous indiquerons encore, pour le former, la règle suivante due à Sarrus.
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Écrivons le déterminant, en répétant à sa droite ses deux premières colonnes. Nous aurons le Tableau
at bx Cj ax b{
at bt Ci at b2
On voit alors que les termes positifs du déterminant
(a,62c3, £,c,tf„ cAatb3)
sont donnés par les diagonales complètes qui descendent de gauche à droite, et les termes négatifs
(b^^Cs, aictbZycib1az)
par les diagonales complètes qui descendent de droite à gauche.
Calcul de la valeur d'un déterminant.
63. Pour calculer la valeur d'un déterminant, on peut toujours employer la méthode générale indiquée au n° 58; mais on arrive souvent plus rapidement au résultat en cherchant à ramener directement, à l'aide des théorèmes précédemment démontrés, le calcul du déterminant proposé à celui d'un déterminant mineur d'ordre moindre d'une unité, et en opérant ainsi successivement jusqu'à ce qu'on parvienne à un déterminant mineur du second ordre. Ce déterminant du second ordre s'évalue alors immédiatement, d'après la définition du n° 35 ou d'après la loi de formation générale (58).
Nous avons déjà donné plusieurs exemples de la marche à suivre à cet égard {Alg. élém., 194, 195, 196). Nous en donnerons encore ici quelques-uns, en entrant dans plus de détails.
Cherchons d'abord la valeur du déterminant
Ajoutons la première colonne à la deuxième et retranchons ensuite la
deuxième colonne ainsi modifiée de la troisième colonne, ce qui est permis (57); nous aurons
En ajoutant maintenant respectivement la deuxième ligne à la première et à la quatrième, et en ajoutant cette même deuxième ligne, multipliée par 4, à la troisième ligne, il viendra successivement (51 )
Retranchons de la deuxième colonne du dernier déterminant la troisième colonne, multipliée par 4 ; puis, retranchons également une fois la troisième ligne de la première ligne et deux fois cette troisième ligne de la deuxième; puis, enfin, ajoutons trois fois la première ligne à la troisième : nous aurons successivement, en appliquant toujours le théorème du n° 51 aussitôt que cela est possible, les résultats ci-après :
65. On peut, sinon simplifier les calculs, du moins éviter tout essai et tout tâtonnement, en appliquant un théorème que nous allons démontrer et qui résulte immédiatement des propriétés générales des déterminants.
On peut toujours ramener un déterminant donné à présenter une ligne ou une colonne composée d'éléments tous égaux à V unité .
Prenons, par exemple, le déterminant du troisième ordre
ax bx ct at bt c, az bz c,
Cherchons le plus petit commun multiple des éléments de
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la première colonne. Soit m ce plus petit commun multiple. On aura
m = axqx = atqi=z a%q%.
Multiplions respectivement les trois lignes du déterminant par les quotients qX} qt9 g*. En désignant par A sa valeur, il viendra (Sk)
q\<it<ii
Ctqi
bzqz
9\<lt<Ii
i bxqx cxqx i blqt c,7, i bzq% czq3
ce qui justifie l'énoncé.
En retranchant successivement la première ligne des autres lignes, on arrive ensuite immédiatement (51) au déterminant mineur d'ordre moindre d'une unité, auquel on peut appliquer la même transformation s'il y a lieu.
On aurait, pour le déterminant précédent,
i bxqx cxqx
o b%qt— bxqx ctqs— cxqx
[(biqi—bxqx)(czqz — cxqx) — (ciqi — cxqx){b,iqi—bxql)].
66. Appliquons ce procédé au déterminant déjà calculé au n° 64.
Le plus petit commun multiple des éléments de la première colonne étant 120) on multipliera respectivement les quatre lignes du déterminant par les nombres 40, 20, 12, i5. On a ainsi, pour sa valeur,
1 5ao 680 160
- Cours. III.
OO
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En retranchant la troisième ligne des autres lignes, le déterminant devient successivement
Nous chercherons alors le plus petit commun multiple des éléments de la troisième colonne du dernier déterminant. Ce plus petit commun multiple étant 36, on multipliera respectivement les trois lignes du déterminant par les nombres 9,9 et 4- On aura comme résultat, en retranchant finalement la première ligne des deux autres,
3oo 168 1
— 36o.i2o — 180.60 __ — 54ooo
Soit le déterminant symétrique
abc b c a c a b
En ajoutant les deux dernières colonnes à la première, on peut lui substituer le déterminant
a h- ba-*-b a-\- b -
■ce a •c a b
= (a-h b-\-c) Si Ton retranche respectivement la première ligne des deux autres, la
valeur du déterminant est représentée par
= (a + b-î-c)[(c — b)(b — c)-(a — c)(a — b)] = («H- b -+-c)(ab -f-tfc-H bc — à>— b*— c*) = Zabc — a*—b*—c*.
Soit encore le déterminant symétrique
On voit qu'en ajoutant les trois dernières lignes à la première, tous les éléments de la première ligne deviennent égaux à la somme x-\- y -+-z. Le déterminant admet donc celte somme comme facteur (54).
De même, en ajoutant successivement à la première ligne la deuxième, la troisième et la quatrième ligne, et en retranchant chaque fois du résultat les deux lignes restantes, on trouve aussi successivement, comme éléments de la première ligne,
±.(y -><- z — x), dz(x^z-y), ±:(x-hy — z).
Le déterminant proposé admet donc encore comme facteurs les sommes
jr-i-s — •
-7, *-Kr-
Commo ce déterminant est du quatrième ordre ou du quatrième degré, il ne peut pas présenter d'autres facteurs algébriques que les quatre gommes indiquées. En désignant par k un coefficient constant, on a donc, pour sa valeur,
A = k(x-¥-y + z)(y-hz — x)(x-hz — j)(^-+-/ — z).
Mais chaque ligne du déterminant contenant x dans une colonne différente, l'un de ses termes est nécessairement -+- x4 (36). D'ailleurs, en effectuant le produit des facteurs algébriques qui entrent dans A, le terme de ce produit du degré le plus élevé en x est évidemment — x4. II en résulte, pour la constante A, la valeur — i, et l'on a finalement
On peut remarquer que —A est égal à seize fois le carré de Taire du triangle, dont les trois côtés seraient x, 7, z (Trigon., 171).
69. Pour terminer ces exemples, nous étudierons le déterminant du ^ ordre
an-\ frn-l cn-l
*/t-l ln-l
Ce déterminant est formé des puissances de degrés o, 1 , 2, 3, . . ., n — 1 , des n quantités quelconques a, 6, c, . . ., A, /.
Si l'on suppose égales entre elles deux quelconques des quantités qui composent la deuxième ligne, le déterminant présente deux colonnes identiques, et sa valeur devient nulle (47). Il est donc nécessairement et séparément divisible (13) par tous les facteurs ou par toutes les différences binômes qu'on obtient, en retranchant successivement de l'un quelconque des termes de la deuxième ligne tous les termes qui le suivent dans cette même ligne.
Le produit de toutes ces différences constitue d'ailleurs le polynôme P représenté ci-dessous :
Le degré de A, comme on le voit facilement par son terme principal, est égal à la somme des ( n — 1 ) premiers nombres
n — 1 = (- ^ (Alg. élém.y 330 ) ;
c'est aussi, évidemment, le degré de P.
Comme P divise exactement A, d'après ce qui précède, et qu'ils sont de même degré, ils ne peuvent différer que p^r nn factAju^congtant qui reste à trouver.
Pour déterminer ce facteur, il suffit de comparer deux termes de A et de P formés respectivement des mômes puissances de a, b, <?, . . . , A, /, c'est-à-dire se correspondant dans les deux développements. Le rapport de leurs coefficients sera la constante cherchée.
Le terme principal du déterminant A est
et il a pour coefficient l'unité.
Le terme correspondant du polynôme P est, en considérant les colonnes verticales,
et il a pour coefficient
On a donc
OU
suivant que — est un nombre pair ou impair.
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MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS
70. Prenons d'abord deux déterminants P et Q de même ordre ou de même degré n. Nous rapporterons le premier à la lettre (a), le second à la lettre (b), et nous les écrirons de la manière suivante :
bl
Nous nous proposons de trouver le produit PQ sous forme de déterminant.
Multiplions respectivement les éléments d'une ligne quelconque de P, désignée par i, par les éléments correspondants d'une ligne quelconque de Q désignée par k (nous voulons dire : le premier élément d'une ligne par le premier élément de l'autre, le deuxième élément par le deuxième élément, et ainsi de suite).
En ajoutant les produits obtenus, nous aurons une expression de la forme
que nous pourrons représenter par
cf.
al b%,
l'indice inférieur de la lettre (c) se rapportant au rang de la ligne considérée dans P, et l'indice supérieur au j*ang de la ligne considérée dans Q.
Comme il s'agit de deux déterminants du nièœe ordre, nous pourrons former n* quantités analogues à cf et constituer avec ces n* quantités un déterminant du nJèmo ordre que nous appellerons R et qui sera
Le terme principal de R est
Mais, d'une manière générale, on a, d'après ce qui précède,
cf=
la)b\
en faisant varier l'indice supérieur e, simultanément pour at et bky depuis i jusqu'à n.
On peut donc écrire, sous cette condition,
( c\c\c\...c^{la^){l.a\b\)(la\b\)...{la\b\)
=(Ja?6?)(Iaf*S)(2flï*ï).
-ï{a*a\aX...a\b«b\b\...bl),
les nombres a, (3, y, . . ., X devant varier simultanément pour at et bu at et bt, a3 et bz, . . ., an et bn, depuis i jusqu'à n.
Pour former maintenant le déterminant R à l'aide de son terme principal, il faut ajouter à ce terme tous ceux qu'on en déduit en laissant, par exemple, invariables les indices inférieurs des lettres (c) et en permutant leurs indices supérieurs (36, 37).
C'est laisser en même temps invariables les lignes considérées dans P et permuter les lignes considérées dans Q.
Dans cette hypothèse, les deux indices des lettres (a) écrites dans le second membre de l'expression (i) demeurent invariables, tandis qu'on doit permuter les indices inférieurs des lettres (6), comme on permute les indices supérieurs des lettres (c) dans le premier membre de l'expression (i).
11 en résulte que le produit des lettres (b) représente alors
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un certain déterminant, dont nous désignerons la valeur par Q', en posant (39)
et Ton aura (39)
(2) R = ±Saï«g^..a£(Q').
Dans Q', les indices supérieurs conservent une position fixe, mais chacun d'eux doit recevoir d'une manière quelconque Tune des valeurs i, 2, 3, ... n. Il y a donc autant de valeurs de Q' que d'assemblages possibles pour ces valeurs i, 2, 3, ..., n.
Or, pour tous ceux de ces assemblages qui rendront deux indices supérieurs des lettres (b) égaux entre eux, le déterminant Q' offrira deux colonnes identiques et sera égal à zéro (V7). 11 en sera donc de même du déterminant R, d'après l'équation (2).
Nous ne donnerons, par conséquent, aux nombres a, (3, y, ..., 1 que des valeurs différentes choisies dans la suite 1, 2, 3, . . ., n, et, par la permutation des indices inférieurs des lettres (b), ces valeurs différentes se trouveront en réalité choisies de toutes les manières possibles compatibles avec la non-nullité de Q'.
Mais, dans ce cas, le déterminant Q' obtenu n'est autre chose que le déterminant Q (36, 37), et l'on a aussi (39), les nombres a, (3, y, . . ., X devant recevoir les mêmes valeurs pour ax et bu at et bt, az et bZ9 . . ., an et bn,
±2««a5aï...aï=Pf
de sorte que l'équation (2) devient
(3) R = Q(± ïa*a\aX . ..a\)= PQ.
On peut donc énoncer ce théorème fondamental :
Le produit de deux déterminants de degré n est un déterminant de même degré, formé, comme nous l'avons indiqué, en prenant pour éléments les sommes des produits des termes qui se correspondent verticalement dans chaque ligne du premier déterminant comparée à chaque ligne du second.
Nous allons vérifier ce théorème en supposant n = 3 et
nous allons montrer que le déterminant
alaLx-+-b
'iPi-H^tyi
«i«»4-*iPi4-c1
yi «i a$ 4- b{
P3 4-ciy,
«*<*! 4- ^tPi 4- c,yi atat 4- ^(3, 4- cty% ataz 4- £,p, 4- c,y3
««ai H- ^sPi 4- c,y, a,a, -h 63|3f 4- c3y, a, a8 4- 68P* 4- c,y,
est bien le produit des deux déterminants
at bx cx
«i Pi 7i
a% bt c,
et Q =
*t Pi y»
a» Ps y3
En effet, d'après le théorème du n° 58, on peut commencer par décomposer le déterminant R en trois déterminants, en prenant successivement, au lieu de la première colonne, chacune des trois colonnes partielles qui la constituent et en conservant les deux autres colonnes composées. On pourra opérer de même sur les trois déterminants obtenus, en décomposant également leur deuxième colonne en trois colonnes partielles, ce qui donnera en tout neuf déterminants. Enfin, en opérant encore de même sur la troisième colonne de ces neuf déterminants, on verra finalement que le déterminant R est la somme de vingt-sept déterminants à colonnes simples.
On voit par là d'une manière générale que si, dans un déterminant, chaque élément est la somme d'un certain nombre de termes tels que chaque colonne puisse se résoudre en colonnes partielles, la première en m colonnes, la deuxième en n colonnes, la troisième en p colonnes, etc., le déterminant proposé est égal à la somme de tous ceux qu'on obtient en prenant successivement, dans le déterminant proposé et dans les déterminants qui en dérivent, au lieu de chaque colonne composée, l'une des colonnes partielles qui la constituent, c'est-à-dire, dans le cas indiqué, à la somme de mnp... déterminants simples.
Revenons à notre vérification.
Le déterminant R étant la somme de vingt-sept déterminants, si l'on prend ensemble les premières, ou les deuxièmes, ou les troisièmes colonnes partielles des colonnes composées, on en a évidemment trois de la forme
ax a, ax a, ax a3 a3 a] a% ax a% a3
= aiaiai
a, at a, «1 «t «t «1 «i «3
En prenant successivement deux colonnes partielles de même rang dans deux des colonnes composées et en les associant avec une colonne partielle de rang différent prise dans la colonne composée restante, on a dix-huit déterminants de la forme
axotx axctt à,(33 at0Ci a%xt bt$z
a\ a\ l*i a, a, bt a, a% bt
Il ne reste plus que six déterminants qu'on obtiendra en prenant une colonne partielle de rang différent dans chaque colonne composée de R, et qui seront successivement
«i«i 2>iPî cxyz a, a, ft,|3, c2y3 «3«i *>*?% c3y3
«i«i Ciy* £ip3
«î«i ctyt 6,(33 ! ™— aiyj(33 a, bt ct (46),
bx$x axccx cxyz
btfii a,a2 c,y3 | — — pja.ya a, 6, c, (46),
^3 Pi «3 ai ^3
^Pi cxyt ata3
^Pi c2yj a,a3 = Piyia»! «j ^ c2 (46),
^3^1 <V/s aja,
ctyi axat 6tf3,
c2y1 a2a2 6sj3a — yi«j?3 a, 6S c, (*6),
c,y, fcjPs «!«,
cjyi 62pf ^2«3 = — yiP2«3 ' «î ^i v* (46),
C3yi *l?l «3 «3
c'est-à-dire qu'on a finalement
«1 ^i c, I R=r at bt ct\ az bt cz I xtaipjy, — «^^«-t-yiOiPi — Piotty» + Piyt«,— yiPi«i)
= «îPsya
Cj
™— «iyt(5,
— — Pi«iyi
Cz
Cz
— yi«i?3
= — yiPî<*3
Cz
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ou (60)
«1 t>y Ci
ax bt Ct 4s &s c%
«i Pi Yi «* Pi yj «s ps y5
PQ
72. Il est utile de remarquer, en reprenant le théorème du n° 70, qu'on ne change pas les valeurs des déterminants P et Q en échangeant dans ces déterminants les lignes et les colonnes. Il y a donc quatre manières différentes de former leur produit R.
Soit, par exemple, les deux déterminants du second ordre
et
«1 Pi «* P*
On aura, Tordre adopté dans la multiplication des lignes ne faisant qu'échanger les lignes et les colonnes du résultat (45),
«iai-H^iPi «i«î+£iPî aiocl-hat^l aia,-4-a2Pj | «i^i -H 6, a, «îPi+^iPs I
«,<*!-*- &,«, «,(3,4-6,(3* | aia, + a, a, a^-f-ajP, btOLi+biQLi 6ip1-H^2p2
Pi
a, bt
ax at
Pi
bi b2
<*\ bi
Pi
Les quatre déterminants, obtenus dans les seconds membres des équations précédentes, représentent tous
R = (a1ftt-*1fl1)(aiPi"-Pi«i) [70,39]. 73, Si le second déterminant Q est égal au premier P, on a
Le carré d'un déterminant est donc un déterminant de même degré, et il en est de même de toutes les puissances entières d'un déterminant.
Comme on peut échanger dans P, sans modifier sa valeur, les lignes et les colonnes, il y a trois manières différentes de former son carré P*.
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Soit, par un exemple, le déterminant du second ordre
ax bt
at bt
On aura, en ne confondant pas les exposants avec des indices,
bt
asat h- ^j6j
aj-f- 6^2
«i^i 4- bibf
ÛTjfll -h ^2flt
a%bx -h 6*
at
ax
a^! -h at 6,
bl
bt
bt
bt
bx ax -+- £,
D'après la première et la troisième forme, le carré de P est un déterminant symétrique (61) : cette propriété est générale.
74. Nous avons supposé jusqu'ici les déterminants P et Q de môme degré.
Si ces deux déterminants sont de degrés différents et si Q est d'ordre moindre, on n'aura qu'à transformer Q en un déterminant de même degré que P (51) et à appliquer la règle précédente (70).
Si Ton donne, par exemple, les deux déterminants
ax bt cx
I *« Pi
at b% c% a% bz cs
on remplacera le second déterminant par le déterminant identique (51)
«1 Pi o
où les quantités a, et (38 resteront arbitraires. Le produit des deux déterminants prendra la forme
a^t-hbi^i «lai-t-^iPs ax<*i-+- 6i(33-f- Cj
«iai-+-&iPi tf**i-t-&*Pi at«3-+-^sP»H-c,
75. Dans tout ce qui précède, nous n'avons considéré que des déterminants carrés, présentant le même nombre de lignes et de colonnes.
On peut être amené à considérer, nous ne dirons pas des déterminants, mais des tableaux rectangulaires, où il n'y a plus égalité entre le nombre des lignes et celui des colonnes.
La notation des éléments reste la même, et Ton peut, pour distinguer ces tableaux rectangulaires des déterminants carrés ou des déterminants proprement dits, doubler les traits ver* ticaux qui les limitent.
76. Nous allons étendre succinctement le théorème de la multiplication de deux déterminants (70), en considérant deux pareils tableaux rectangulaires formés de m lignes et de n colonnes ou de mn éléments, et nous poserons
.. ft-
bl
■■ bl
Formons alors, comme au n°70, le déterminant des m1 quantités analogues à
c* = a\ b\ + a\b\ -h a? 6} -+-... 4- antbnky
et posons
^m *"m Cm
i° Si m = n, on retombe sur le théorème du n° 70, et Ton a
R = PiQi.
2° Si m est > n, le terme principal de R est
cicïcï...cS = 2(afaîaI...«t*î*5*ï---4ft).
et, en reprenant l'analyse du n° 70, on voit que les indices supérieurs a, (3, y, . . ., jx, en nombre m, devant encore varier
depuis i jusqu'à n, deux au moins recevront toujours des valeurs égales. On a donc nécessairement
3° Enfin, si m est < n9 les indices supérieurs a, (3, y, . . . , /x, en nombre m, pourront toujours recevoir des valeurs inégales choisies dans la suite i, 2, 3, . .., n, et cela autant de fois qu'on peut établir de combinaisons avec n objets pris mk m ou un nombre de fois représenté par (Alg. élém.y 409)
Pour chaque système de valeurs attribuées ainsi aux indices a, (3, y, . . . , fx, on aura à considérer m colonnes du tableau Q, et m colonnes correspondantes du tableau Pt, formant respectivement deux déterminants Q et P. On aura donc évidemment
R = 2(PQ
le signe 1 embrassant tous les produits PQ qui répondent aux systèmes de valeurs qu'on peut jlonner aux indices a, (3, y, ...,(*.
77. Quelques exemples ne seront pas inutiles pour bien éclaircir ce qu'on vient de dire :
1° Soient d'abord les deux tableaux rectangulaires
bi
bx
et
fc
bt
il «»
On a ici m = 3 et n = 2. Le déterminant R, qui a pour expression (76) ax at -+• bx pt ai a, ■+- bx $t ax aa -4- bt ps
«t«l-+-^Spl «î«t-^^îpj OtOLi-ï-btfa
a8ai-î-£sPi a»aî-t-6ap2 tf«a«H-6sPi
doit donc être nul (76).
On peut, en effet, le décomposer (71) en huit déterminants simples, se partageant en trois groupes. '
Deux sont de la forme
a t aj «j ai ax a8 a\ «i a% aj Oj a8 &z ai ad *î a* as
a\ ai &l
at at a* az as a3
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Trois sont de la forme
«i «i «i «i bx Pi tfjoci «t«j £*ps *«<*i «a«* ^apt I
:~ «lOjpj
Les trois derniers sont de la forme
«i*i ^îPi &iPa ^«i £4p, &,ps
«8«i ^P* ^apa
= *i P« Pa
«t «i bx a% a\ b\ a% a% bt
ax bx bx at bt b% *a bi bz
a0 Soient encore les deux tableaux rectangulaires
ax b\ cx at bt ct
et
ai Pi Ti I
«i Pi Ti !
On a ici m = a et n = 3. Le déterminant R, qui a pour expression (76)
ax a, -4- bx Pi -r- cx yj at a, -4- bx Pi -f- c, y, «i a, -i- ^», Pi -r- cj y, aja, H- £j p, -h c, y,
doit donc être égal à la somme d'autant de produits de déterminants du second ordre qu'on peut faire de combinaisons avec trois colonnes prises deux à deux (76), c'est-à-dire à la somme des trois produits
ax bx
*i Pi
ax cx
at bt
at ct
I «i. Ti I <*« Y*
*i ci I ! Pi Ti bt c% M p, Tl ['
c'est ce qu'il est facile de vérifier (39) en mettant le déterminant R sous la forme
(«i bt — bxat){ a, p, — p, a, )
-h(«ic, — cxat)(%x y, — y, att)-K&i<*--C|6|)(Piiri — YiP»)-
3° Soient enfin, pour terminer, les deux tableaux rectangulaires identiques
ax bx cx <*i Pi Ti
et
ax bx cx <*i Pi Yi
On a encore, dans ce cas, m = a et n = 3. Le déterminant R, qui a pour expression (76)
a\-+-b\~\-c\ «îai-H^ipi-t-ctY!
«i«i-h*iPi+«iYi « +PÎ + YÎ
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sera donc la somme des Irois produits ou carrés
«i bx
«i Pi
«1 Pi
1 «l^l-H^lPl
ai Ci
ai ci
*i Ti
«i ïi
1 «îai-f-^Yi
bx cx
bx Ci ! _
Jf-cf
Pi Ti
Pi Ti
£iPi-*-<vri
ai%i
■ ^i Pi
fli«i-^iYi
On doit donc avoir (39)
(af^^?^-cî)(aî^p•f-hY,f)-(«,at-l-^^1-f-f1Y1), = («î + *ï)(a?--pî)-(*i*,-4-*ipi)1 -*-(aï-4-eJ)(aï-t-<rî)-(ai«iH-c1Y1)«
- (^-+-^)(Pf-YÎ)~^iPi-^Ti)î.
On en déduit immédiatement l'identité bien connue
(«f-f-&ÏH-i?î)(«ï-*-pî-4.1rï)-(«i«l-+-A1pl-t-e-,Yi)» = («i Pi — &i «i )* -*-(«■! «i — *i7i),-K£i Ti — ci Pi )*•
78. Les propositions précédentes (70, 76) constituent dans leur ensemble un théorème général, auquel on donne souvent le nom de théorème de Binet et Cauchy, parce que ces deux savants y sont parvenus en même temps, en partant de cas particuliers examinés par Lagrangb et Gauss (voir Journal de l'École Polytechnique, XVIe Cahier, p. 284, et XVIIe Cahier, p. in).
RÉSOLUTION GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ
79. L'emploi des déterminants simplifie beaucoup la résolution générale des équations du premier degré.
Nous démontrerons d'abord les formules ou les règles connues sous le nom de règles de Cramer ; puis nous établirons le théorème général de M. Eug. Rouché, qui nous semble devoir clore définitivement la question.
Règles de Cramer.
80. Considérons un système de n équations du premier degré à n inconnues, que nous représenterons comme il suit :
ax x -h bxy -f- Ci z -h ... -+- /, *=:/>, , atx -h b%y -h ctz -h. . . -f- ht ~ px,
; -H ^/+^+.. .-h lnt = Pn-
Désignons par A le déterminant formé par les n* coefficients des n inconnues. On aura
In
On peut ordonner A suivant les éléments de ses différentes colonnes et l'écrire alors sous les n formes indiquées au n° 50, à l'aide de ses déterminants mineurs de première classe (44).
Prenons en particulier la première de ces n formes de A,
De C. — Cours. III. 5
c'est-à-dire
A = Ala1-+-Aja,-HA8aj-K. .-hAnan.
Si l'on remplace successivement, dans le déterminant figuré des coefficients des inconnues, la lettre a par les (n — i) autres lettres by c, . . ., /, sans toucher aux indices, on obtiendra chaque fois un déterminant qui sera nul comme ayant deux colonnes identiques (47). On pourra donc écrire en même temps les (n — i) équations suivantes, dont les premiers membres résultent des mêmes substitutions successives dans l'expression ci-dessus de A :
klbl-\-A.tbl-+-Albt + ... + Anbm = of
A,C! -4-A,c, -f-A3c3-^...-+-A„crt = o,
At lx -+- Aj /2 -+- A3 U +...+Àn/n=o.
Cela posé, multiplions respectivement les n équations (1) par les mineurs Alf A,, A3, ..., An et ajoutons ensuite ces équations membre à membre. Les coefficients des (n — 1) inconnues y, z, ..., t deviennent précisément, dans cette hypothèse, les premiers membres des {n — 1) équations (2), de sorte que ces inconnues se trouvent éliminées et que l'équation provenant de la somme effectuée se réduit à
d'où
(Ajat+Ai^H-Asûta-h. . .-hAnan)x
= A1/>1 + A2/?,+A3/>3 + ... + Afl/?B;
x_ A1/?1-hAî/?t-f-A3/?3-h...-hAw^/f A,al-+-Aiaî-hA3a,H-. . . + Anan"
Si l'on veut mettre les deux termes de cette valeur de x sous forme de déterminants, on a évidemment (49)
Pi P*
bi
Ct
Pn
bi
On trouve de la même manière les valeurs des (w — 1) autres inconnues /, z, . . . , t9 en se servant successivement des (n — 1) autres formes de A ordonné suivant les éléments
de ses (n — i) autres colonnes (50), et Ton a
_ B^ + B2/?2 -f- B3/?, 4- . ■ . 4- Bnpn
J— Bl^-+-B2£2-^-B3&3-^-...-^-B,A,
L, li H- La /2 4- L3 /3 4- . • • 4- Ln ln ou
Pi
ct .
ci ... i
Pi
ct .
Pn
.. In
bn
Cn ... i
àt
ct .
bx
bt
.. Pn
bn
On voit que /e dénominateur commun des formules générales ainsi obtenues est le déterminant A des coefficients des inconnues et que, pour avoir le numérateur de chaque formule, il faut remplacer dans le dénominateur commun, sans toucher aux indices, le coefficient de l'inconnue dont on veut écrire la valeur par le terme tout connu p pris dans le second membre.
L'énoncé précédent constitue les règles de Cramer, qui les a données dans son Introduction à l'analyse des lignes courbes algébriques (1750) [voir p. 667 et 658].
81. Pour que la démonstration précédente subsiste, il faut que les déterminants mineurs de première classe, par lesquels on doit multiplier respectivement les équations proposées, ne soient pas tous nuls.
Si cette condition est remplie, chaque équation, telle que
A. j? = AtPi 4- A2/?2 4- Aj/7,4-. . . -h Anpny
est une conséquence nécessaire des équations (1) [80] et peut remplacer Tune quelconque d'entre elles. Il y a donc alors équivalence entre le système proposé et celui auquel on parvient par les formules de Cramer.
82. Il est d'ailleurs facile de vérifier que, tant que le déterminant A est différent de zéro, les valeurs données par ces Jormules satisfont aux équations proposées, qui admettent par conséquent dans ce cas une solution unique et déterminée.
Si l'on substitue, en effet, ces valeurs à la place des inconnues, la première des équations (i) [80] devient, en chassant le dénominateur commun A,
«i(Ai/?i + Aî/?1 + ... + Àrt^)
+ MB^-h Btpi+. . . + Bnpn) +. . .
+■ A(Li/?i-f- Upt ■+-... + Lnpn) = A./?!
ou bien, en ordonnant dans le premier membre par rapport aux termes tout connus pl9 pt, ...,/?„,
pt ( At a, H- Bt *, -h . . . -+- L, /, )
+ Pi ( A, a{ -h B, bx -+- . . . h- L, /, ) -h . . .
+/jn(ABa1+B^1-h... + U/,)=l^1.
Or le coefficient de />j est le déterminant A ordonné suivant les éléments de la première ligne (50), tandis que les coefficients de piy pz> . .., pa, sont ce même déterminant ordonné suivant les éléments de la deuxième, de la troisième, . . ., de la nième ligne, et où Ton aurait successivement remplacé ces mêmes lignes par la première : on a ainsi, chaque fois, un déterminant à deux lignes identiques ou nul (47), de sorte que le premier membre de l'équation considérée se réduit à A./?t comme le second membre, et que celte équation est satisfaite par les valeurs mises à la place des inconnues.
On appliquera un raisonnement analogue aux (/i — i) autres équations du système (i) [80].
83. En admettant toujours que les déterminants mineurs ne soient pas tous nuls (81), on peut montrer que, lorsque le déterminant A est, au contraire, égal à zéro, le système des équations proposées est impossible ou indéterminé.
Car, si Ton substitue, comme on en a le droit, à la première des équations (i) [80], dont les deux membres ont été multipliés par le mineur A1 supposé différent de zéro, la pre-
mière des équations répondant aux formules de Cramer, c'est-à-dire l'équation
(a) A.4? = Ai/?t + Al/>, + A,/?s-t-. . . + A„/>/0
on forme un système équivalent au système (i).
Or, si le second membre de l'équation (a) est différent de zéro, cette équation, d'après l'hypothèse A=o, est impossible (Alg. élém., 115), ainsi que le système dont elle fait partie.
Si le second membre de l'équation (a) est aussi nul, cette équation devient une identité {Alg. élém., 116), et le système dont elle fait partie se réduit à un système de (n — i) équations à n inconnues : il est donc indéterminé (Alg. élém., 145).
84. Nous ne croyons pas utile de poursuivre plus loin cette discussion, le théorème général que nous allons démontrer la rendant beaucoup plus simple et, en même temps, plus complète.
Théorème général de M. Eng. Rouché.
85. M. Rouché a fait connaître ce théorème par une Note insérée dans les Comptes rendus de V Académie des Sciences (29 novembre 1875). Il l'a exposé ensuite, avec plus de développements, dans le Journal de V École Polytechnique (XL VIIIe Cahier, 1880), sous le titre de Note sur les équations linéaires. C'est cette exposition que nous prendrons pour guide, en simplifiant les définitions d'abord adoptées d'après les nouvelles réflexions que l'auteur a bien voulu nous communiquer.
86. Nous représenterons les inconnues par la même lettre affectée d'indices différents.
Soit donc le système d'équations linéaires
a\xt-)- a\xt-\-a\az-{-. . . + aj,,rfl,= kl9 a\ xx •+- a\xt -+- a\ xz -+- . . .-ha?xm= kt,
[ ainxl-haflx1-ha%xz-^...-ha^xm — kn.
Ce système, formé de n équations renfermant m inconnues, et où n peut être supérieur, égal ou inférieur à m, répond à tous les cas possibles.
D'une manière générale, nous ne pourrons pas (sauf le cas de n=.m) former un déterminant avec les coefficients des inconnues, mais bien un Tableau rectangulaire analogue à ceux dont nous avons déjà parlé (75). Ce Tableau rectangulaire sera
et Ton pourra en déduire des déterminants proprement dits, en y considérant les éléments communs à un certain nombre de lignes et à un nombre égal de colonnes.
87. Nous supposerons d'abord que tous les éléments du Tableau (T) ne sont pas nuls, et qu'il y en a au moins un différent de zéro.
Dans cette hypothèse, parmi les déterminants déduits du Tableau (T), on en trouvera au moins un qui ne sera pas nul et qui sera d'un certain ordre. S'il en existe plusieurs qui ne soient pas nuls, on choisira parmi eux celui d'ordre supérieur. S'il y en a plusieurs de cet ordre supérieur, on en choisira parmi eux un à volonté.
Le déterminant ainsi choisi, que nous désignerons par d9 est appelé le déterminant principal du système (1), et si p est son ordre, p ne peut évidemment surpasser le plus petit des deux nombres m et n.
D'après cette définition, les déterminants d'ordre supérieur à p, que l'on pourra déduire du Tableau, seront nécessairement nuls.
On peut d'ailleurs, en disposant convenablement les équations (1), supposer, sans restriction aucune, que d est le déterminant obtenu en combinant les p premières lignes et les p premières colonnes du Tableau (T). On aura ainsi
Nous nommerons alors inconnues principales les p premières inconnues xu xu œz, . . ., œp, c'est-à-dire celles qui
ont pour coefficients les éléments du déterminant principal. Supposons maintenant qu'on borde ce déterminant, à sa partie inférieure, par les p premiers éléments de Tune des lignes du Tableau (T), non employées pour le former, et qu'on le borde en même temps, à droite, par les termes tout connus des équations de même rang que les différentes lignes dont les éléments entrent dans sa composition ainsi modifiée. On obtiendra un déterminant d'ordre (p -+- ï), que nous désignerons par dp+x et qui sera
Vp-HX-
*p-hX "/H-a "p+OL
■*p+OL np-hOL
On pourra évidemment déduire ainsi, du déterminant principal <î, (n —p) déterminants d'ordre (p h- i), en faisant varier a depuis ï jusqu'à n—p, puisque (n—p) lignes du Tableau (T) n'ont pas été employées dans la formation de S.
Ces (n —p) déterminants d'ordre p -+- 1 sont appelés, à leur tour, les déterminants caractéristiques du système (ï).
Lorsque y? est égal à n, toutes les lignes du Tableau (T) figurent par leurs p premiers éléments dans le déterminant principal d, et il n'existe aucun déterminant caractéristique du système (ï).
Nous simplifierons l'écriture en posant
X,— aJxjH- a}rxx n-ajîa?, -h. . .-\-à*xp9 Vr=zkr - a^xp^ — ap*xp+t — . . .- a?œm,
c'est-à-dire en mettant les équations (ï) [86] sous la forme
(a) Xr=Vr (r=i, a, 3, ...,*).
Nous considérerons alors les expressions Vt, Vt, V8, ..., Vn, comme les seconds membres des n équations (2). Rien ne sera changé par là au système proposé.
89. Ces préliminaires établis, nous pouvons énoncer la proposition qui renferme toute la théorie des équations du premier degré :
!• Pour que n équations linéaires à m inconnues soient
compatibles, il faut et il suffit que tous les déterminants caractéristiques du système soient nuls ou qu'il n'en existe aucun. 2° Les équations données étant compatibles, le système qu'elles forment admet une solution unique et déterminée, lorsque toutes les inconnues sont principales (auquel cas m = n =/*)• Lorsque toutes les inconnues ne sont pas principales, le système est indéterminé.
90. Nous démontrerons d'abord la première partie de cette proposition.
Formons les deux déterminants suivants, en les égalant à zéro,
«P'aJ« ...
Xp — Vp
... of X,
aP
Ctp+% &P+0L Vp
Dans le premier, nous ferons varier (3 depuis i jusqu'à p, et nous aurons/? équations; dans le second, nous ferons varier a depuis i jusqu'à n—p, et nous aurons /i— p équations. L'ensemble des expressions (3) et (3') constitue donc un système de n équations entre les m inconnues œu xl9
. , xn
Nous allons comparer le système (2) au système (3, 3') et prouver leur équivalence.
Il est d'abord évident que toute solution du système (2) satisfait au système (3, 3'); car, pour celte solution, la dernière colonne de chacun des déterminants (3) et (3') est composée d'éléments nuls, et ces déterminants sont nuls (52).
Réciproquement, toute solution du système (3, 3') satisfait au système (2).
En effet, multiplions respectivement les équations (3), ce qui ne changera pas leurs solutions, par les facteurs
Zy,
y étant l'un des nombres i, 2, 3, ...,/>. Il suffira pour cela de multiplier la dernière ligne du déterminant (3) par le facteur considéré (54), c'est-à-dire de remplacer l'élément 1 de cette dernière ligne par ce facteur. Les nouveaux déterminants obtenus ne différeront que par leur dernière ligne, où tous les éléments sont nuls, excepté le facteur introduit à la place de 1. Par conséquent, (3 devant varier de i à p, ou le rang de la colonne où se trouvait l'élément 1 devant varier de 1 à/?, on n'aura, pour ajouter ces nouveaux déterminants, ce qui est permis (Alg. élém., 122), qu'à conserver toutes les autres lignes du déterminant (3), en remplaçant la dernière par la somme de toutes les dernières lignes des nouveaux déterminants (58) ou, à cause des éléments nuls, par la ligne
<Zy #y a
On a ainsi la relation
Xy— Vy
Xp v,,
■ aPy
En écrivant la dernière colonne comme nous l'indiquons, cette relation devient
al al
X,-VS
-+-XY-Vv
p Xp \p-
et l'on voit alors qu'elle se décompose (56) en deux déterminants dont l'un, formé par toutes les colonnes moins la dernière, est nul comme présentant deux lignes identiques (M), et dont l'autre, formé par toutes les colonnes moins i'avant-dernière, est précisément égal en valeur absolue au déterminant principal $ multiplié par le facteur Xy— Vy (51). On a donc, puisque ô n'est pas nul (87),
Xy-Vy^O
OU
Xy~Vy (y~i,2,3, ...,/>).
Si l'on considère maintenant le déterminant (3'), les solutions qu'on vient de trouver annulent tous les éléments de la dernière colonne, moins le dernier. Les équations (3') se réduisent donc (51) à
ou à
(Xp+a-Vi>+a)3 = o
Xp+a^Vp+a (a = i, 2, 3, . ..,/i— p).
Il résulte de cette analyse que toute solution du système (3, 3') vérifie le système (2). Ces deux systèmes sont bien, par suite, équivalents, et nous pouvons considérer le système (3, 3') à la place du système (2).
Nous allons simplifier le système (3, 3').
Prenons d'abord le déterminant (3) qui est d'ordre p-\-i. Il équivaut, à cause de l'élément 1 de la dernière ligne (51), au déterminant mineur de première classe obtenu en supprimant la dernière ligne et la colonne de rang (3, supposées toutes deux amenées préalablement au premier rang (59). On fera ensuite passer la dernière colonne à la place de la colonne de rang (3 supprimée. Pour ne rien changer à la valeur du déterminant, on devra, à cause de ces échanges (46), le multiplier par les deux facteurs (— i)^?-1 et (— i)p-P,
dont le produit est d'abord
Ainsi le déterminant (3) devient
4~l X,-V, ap
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À cause de la colonne composée (56), ce déterminant (4) peut ensuite se mettre sous la forme
ag-« V, a?+I
af"1 Xs a^1
On obtiendra les équations (3) en égalant ce résultat à zéro et en faisant varier (3 depuis i jusqu'à p.
Mais, à cause de la composition de Xt, Xs, . . ., Xp (88), la deuxième partie du déterminant (4) est la somme des déterminants obtenus en prenant successivement dans la colonne composée une colonne partielle. En mettant en facteur commun dans cette colonne partielle l'inconnue qu'elle renferme (xly xu x3, . . . ou a-p), on fait apparaître deux colonnes identiques dans le déterminant correspondant qui est, par suite, égal à zéro. Il n'y a d'exception que pour la colonne partielle où l'indice supérieur du coefficient de l'inconnue a la valeur donnée à (3 et où le facteur commun est x$: On a donc, en réalité, à la place du déterminant (4) et pour les équations (3),
\p ap
— xp
ou, le second déterminant n'étant autre chose que le déterminant principal S,
Quant au déterminant (3'), il est égal, si Ton tient compte de la composition de Xlf Xj, . . ., Xp, Xp+a, en même temps que de celle de V1; V„ . . . , Vp, V^a» à la somme des déterminants obtenus en prenant successivement dans la dernière colonne composée une colonne partielle. Tant que le rang de la colonne partielle choisie sera inférieur ou égal à p, le déterminant partiel correspondant sera nul comme ayant deux colonnes proportionnelles (55). Lorsque le rang de la colonne partielle choisie dépassera p 4-1, on obtiendra, sauf le facteur commun xpJe.^ à mettre en évidence, un déterminant partiel d'ordre p-hi, déduit du Tableau (T) [86]. Ce déterminant d'ordre p-hi sera nul, lui aussi, d'après la définition du déterminant principal (87). Il ne restera donc plus, comme valeur du déterminant (3'), que le déterminant partiel correspondant à la colonne partielle de rang p -+- 1 (88) ou à la colonne partielle formée par les termes tout connus des équations (i) [86], changés de signe, c'est-à-dire (54)
^/H-a Up+-OL
ZP+OL
Or ce déterminant n'est pas autre chose que le déterminant caractéristique dp4.a, changé de signe (87). Il en résulte que les équations (3') se réduisent à
àp+a = o
En divisant l'équation (5) par S qui n'est pas nul, on substituera finalement au système (3, 3') le système formé par les équations (5, 5') ou par les équations
Vp
et
(6') dp+a — o (az=i,2,3,...f n— p).
Les équations (6') sont indépendantes des inconnues, condition qui n'est pas remplie par les équations (6). Il faut donc, pour que les équations (6, 6') soient compatibles, que les équations (6') soient satisfaites d'elles-mêmes, c'est-à-dire que le système (i) n'admette pas de déterminants caractéristiques ou que tous ses déterminants caractéristiques dp+t, àp+u àp+z, . . ., <$„, soient nuls.
Inversement, s'il est ainsi, le système (6, 6') se réduit aux équations (6). D'ailleurs, à n'étant pas nul et V,, V2, . . ., Vp, étant des fonctions linéaires de xp+u xp+u xp+Zj . • ., xm, on voit que, pour tout système de valeurs attribuées arbitrairement à ces inconnues, on obtient, par ces équations (6), pour les autres inconnues xt, xt9 xz, . . ., xpy des valeurs déterminées. En d'autres termes, les équations proposées sont compatibles.
La première partie de la proposition fondamentale, énoncée au n° 89, est donc établie.
Cela posé, il y a deux cas à distinguer
Si toutes les inconnues ne sont pas principales (87), les expressions V,, Vâ, . .., \p, renferment linéairement, comme on vient de le rappeler, les m—p inconnues non principales xp+u Xp+t> • • •> xmy qui restent arbitraires, de sorte qu'il y a indétermination et que cette indétermination est de l'ordre m — p.
On peut alors, en revenant aux équations (6), énoncer la règle suivante, tout à fait générale :
Les inconnues principales, /onction des autres inconnues qui demeurent arbitraires, s'expriment sous forme de fractions ayant pour dénominateur commun le déterminant principal é et, pour numérateurs respectifs, les déterminants qu'on obtient en remplaçant, dans le déterminant è, les éléments de la colonne de rang égal à Vindice de l'inconnue principale considérée par les seconds membres correspondants
* Il **9 • • • 1 *P9
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Si toutes les inconnues sont principales (87), auquel cas on a m r= n = pf les seconds membres Vt, V,, . . . , V^, ne contiennent plus d'inconnues et se réduisent respectivement aux termes tout connus ku k%, . . ., kp, des équations (i). Le système proposé n'a donc alors qu'une solution unique et déterminée, et Ton retrouve exactement les règles de Cramer (80) comme cas particulier du cas général.
La seconde partie de la proposition, énoncée au n°89, est donc, à son tour, établie.
92. Nous avons laissé de côté le cas où le Tableau (T) aurait tous ses éléments nuls, c'est-à-dire le cas où les coefficients des inconnues dans les équations (i) seraient tous nuls.
Il est évident que, dans cette hypothèse, les équations proposées sont incompatibles si les termes tout connus ku ki9 . . . , kn, ne sont pas tous nuls, et qu'elles forment un système totalement indéterminé, toutes les inconnues étant arbitraires, si ces mêmes termes tout connus sont tous nuls.
Applications.
93. Il ne sera pas inutile de préciser, par quelques exemples, le mode d'emploi de la méthode générale de M. Rouché.
î ° Soit à résoudre le système
5x-h3j — us = i3, 4x — 5j-+- 4z = i8,
Nous avons ici m = n = 3, c'est-à-dire autant d'inconnues que d'équations. Le Tableau des coefficients des inconnues se réduit donc au déterminant de ces coefficients. Le théorème de M. Rouché n'en est pas moins applicable, comme on va le voir.
Si ce déterminant
n'est pas nul, il sera le déterminant principal du système, et il n'existera aucun déterminant caractéristique, puisque toutes les lignes du Tableau auront concouru à la formation du déterminant principal (87).
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Mais, si l'on retranche la deuxième ligne de la troisième (57), il vient
5 3 -ii
5 3 —ii
Le seul déterminant du troisième ordre qu'on puisse déduire du Tableau étant nul, il faut passer aux déterminants du deuxième ordre qu'on en peut tirer. Prenons le premier
qui n'est pas nul et qu'on peut choisir comme déterminant principal. En écrivant au-dessous de ce déterminant les premiers éléments de la troisième ligne du Tableau et, à droite, les termes tout connus qui correspondent aux différentes lignes employées, nous formerons (87) le seul déterminai caractéristique du système. Il est facile* de voir que ce déterminant
n'est pas nul. En retranchant d'abord la deuxième ligne de la troisième, puis la troisième ligne de la première, on a, en effet, successivement, d'après des propriétés connues,
H existe donc des déterminants caractéristiques, et ils ne sont pas tous nuls : il en résulte (89, i°) que le système proposé est incompatible, comme il est facile de le vérifier directement.
a° Soit à résoudre le système
2X — 3y+ 4z = 7, 3.z-*- 2j — 5z = 8, Sx — y — z = i5.
On a encore ici m = n = 3. Le Tableau des coefficients des inconnues
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est donc encore le déterminant du troisième ordre
Mais, en retranchant la deuxième ligne de la troisième, on a, de nouveau,
11 faut passer aux déterminants du deuxième ordre tirés du Tableau des coefficients ; nous choisirons le premier
qui n'est pas nui, comme déterminant principal. Nous en déduirons le seul déterminant caractéristique du système, dont nous pourrons ajouter les deux premières lignes . Nous aurons ainsi successivement
Il y a un seul déterminant caractéristique, et il est nul : les équations proposées sont donc compatibles (89, i°); mais toutes les inconnues n'étant pas principales, le système est indéterminé (89, 2°).
D'après la Règle générale énoncée au n° 91, l'indétermination sera de Tordre m — p = 3 — 2 = 1 , c'est-à-dire du premier ordre, et les inconnues principales x sly seront, en fonction de la troisième inconnue z et d'après les formules générales de M. Rouché,
ou
Il est facile de vérifier directement ce résultat.
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Soit à résoudre le système
ix -h6z =28,
Le Tableau des coefficients des inconnues est évidemment, en donnant dans chaque équation le coefficient o aux inconnues qui manquent,
Ce déterminant du quatrième ordre peut-il être déterminant principal? Il se réduit immédiatement à
En multipliant la première ligne par 2, puis en divisant la dernière colonne par 4 et en retranchant enfin la première ligne des deux autres , on trouve que ce dernier déterminant a pour valeur
Le déterminant du quatrième ordre constitué par le Tableau des coefficients des inconnues, n'étant pas nul, peut être pris pour déterminant principal. // n'existe donc pas de déterminant caractéristique, et le système est compatible. Comme toutes les inconnues sont principales, il admet une solution unique et déterminée, qui sera donnée par les formules de Cramer (91, 80).
Le numérateur de la valeur de x sera donc le déterminant
De C. — Cours.
Puisqu'on a trouvé, pour la valeur du déterminant principal ou du dénominateur commun des formules, — 12.28, on a finalement
On obtiendra ensuite, soit par les déterminants, soit en revenant aux équations elles-mêmes,
SwV à résoudre le système
ax-+- by -hcz = b -+- c, b x •+- cy ■+- az = c ■+- a, ex -h ay -+- bz = a -h b.
Le Tableau des coefficients des inconnues est le déterminant du troisième ordre
abc
que nous avons déjà calculé (67) et qui a pour valeur
Supposons d'abord ce résultat différent de zéro. Le Tableau des coefficients des inconnues représentera alors le déterminant principal, et il n'existera aucun déterminant caractéristique. Les équations données seront donc compatibles et, puisque toutes les inconnues sont principales, ces équations admettront une solution unique et déterminée, fournie par les formules de Cramer.
On aura, par conséquent, b-{-c
abc b c a c a b
Le numérateur devient d'ailleurs, en ajoutant ses deux dernières colonnes,
On a donc De même
ba-
hc c -a a hb b
Le numérateur devient ici, en retranchant la troisième colonne de la
deuxième,
abc
et Ton a Enfin
et, en retranchant dans le numérateur la deuxième colonne de la troisième, on retrouve encore le dénominateur; par conséquent, il en résulte aussi
Admettons maintenant qu'on ait a = b = c.
Le déterminant du troisième ordre constitué par le Tableau des coefficients des inconnues sera alors nul, et il faudra considérer le premier déterminant du deuxième ordre déduit du Tableau devenu
tandis que les termes tout connus seront tous égaux à ia. Ce déterminant du deuxième ordre
= ai — at) a a I
étant lui-même nul, on sera conduit à prendre pour déterminant principal le déterminant du premier ordre a.
Le seul déterminant caractéristique sera alors
ia ia
Ainsi, il n'y a qu'un déterminant caractéristique, et il est nul. Les équations données sont donc compatibles ; mais, comme il n'y a qu'une inconnue principale sur trois inconnues, ces équations sont indéterminées et l'indétermination est de l'ordre /w— /?=3 — 1 = 2, c'est-à-dire du deuxième ordre. On a d'ailleurs, pour la seule inconnue principale #, exprimée en fonction des deux autres inconnues y et s, et d'après les formules générales de M. Rouché,
la — ar — az •
x= jji =2 — j — z,
comme on le vérifie immédiatement sur les équations mômes.
Soit à résoudre le système
*h- y+ z= 9, 3x— y -\-iz = io, 2x+ yy — 3z = 8, ax — by -h cz = io, ax-*r by^-cz=z^^ ioax-+-3by — cz = a6.
Le Tableau des coefficients des inconnues sera
oa
Comme on a n = 6 et m = 3, p ne peut dépasser 3. Nous prendrons donc, dans ce Tableau, le déterminant du troisième ordre
comme ce déterminant n'est pas nul, nous le choisirons pour déterminant principal. Nous aurons alors trois déterminants caractéristiques :
ioa
Pour que les équations données soient compatibles, il faut que ces trois déterminants caractéristiques soient nuls. Si un seul n'était pas nul, il y aurait incompatibilité.
Il faut donc chercher les valeurs de ces déterminants et les égaler à zéro. On aura ainsi à résoudre trois nouvelles équations, où les inconnues seront a, b> c. Suivant que ces nouvelles équations seront compatibles ou incompatibles^ il en sera de môme des six équations données.
Considérons le premier déterminant caractéristique et faisons-lui subir les modifications suivantes, qui ne changent pas sa valeur. Retranchons la deuxième ligne de la première; ajoutons ensuite la deuxième colonne
à la première et retranchons la troisième colonne de la quatrième; ajoutons enfin la deuxième colonne à la troisième, multipliée par deux. Nous aurons successivement
IO
Multiplions par 2 les deux premières colonnes du nouveau déterminant; retranchons ensuite la première colonne de la deuxième et la deuxième colonne de la troisième; divisons alors la première colonne par 2, puis la première ligne par le même facteur; enfin retranchons la première colonne des deux dernières. Nous aurons successivement et finalement
a — b ic — b 20 — c
la — xb 4c — 2b
ia — ib 4e — *a
2 22 9 —16 9 a — /; 4c — 2a 20-+- 26— Se
a — b ic — 2a 20-+-2& — 5c
En égalant cette valeur à zéro, nous obtiendrons, pour première équation de condition,
En opérant d'une manière identique sur les deux autres déterminants caractéristiques, nous obtiendrons les deux autres équations de condition
iortH-9^ — 5a = 26.
Le Tableau des coefficients des inconnues dans les trois équations de condition est
En divisant la dernière colonne par 5 et en ajoutant ensuite la troisième ligne aux deux premières, on a, pour sa valeur,
Ce déterminant n'étant pas nul est le déterminant principal du système. 11 n'y a donc pas de déterminants caractéristiques, et les équations considérées sont compatibles. Comme toutes les inconnues sont principales, on appliquera les formules de Cramer.
Le numérateur de la valeur de a sera
On a donc
io—3 1 22 3 1 i3 9 — 1 a3 6 o 35 12 o i3 9~i
tf = — 7xr- = a.
En suivant une marche identique pour les numérateurs des valeurs de b et de c, on trouvera
b = 4 et c = 6.
Ces valeurs de af by c rendant les six équations données compatibles, il
suffira de considérer les trois premières pour avoir x, y, z et pour achever la résolution du système.
Le Tableau des coefficients des inconnues étant dans ce cas
ce déterminant du troisième ordre sera le déterminant principal des équations choisies, s'il n'est pas nul. Or il a pour valeur, en retranchant la première colonne des deux autres,
Il n'y a donc pas de déterminant caractéristique, les équations sont bien compatibles et les inconnues, toutes principales, seront fournies par les formules de Cramer. Le numérateur de l'expression de x aura pour valeur, en se servant de la règle indiquée au n° 65, c'est-à-dire en multipliant respectivement les trois lignes du déterminant qui représente ce numérateur par les facteurs 6, 3, 2,
La valeur de x est donc
En suivant une marche identique pour les numérateurs des valeurs de jr et de z, on trouvera
et
99. 6° Chercher la condition qui doit être remplie pour que deux équations du second degré à une inconnue aient une racine commune (Alg. élém., 246).
Soient les deux équations
aix*-\-bix = — ct> atxi H- btx = — <?j,
où x2 et x peuvent être regardées comme deux inconnues différentes au premier degré. Pour la racine commune supposée, ces deux équations doivent être compatibles.
Si le déterminant
«i bx
at b%
n'est pas nul, ce sera le déterminant principal du système, et il n'y aura pas de déterminant caractéristique. Le système sera alors compatible. Toutes les inconnues étant principales, on aura, pour valeur de .r*,
— Ci bi
— ci bt
at
biCt—Cib% ciibt— bxat
ax — c,
bi
Ci at — a{ c%
at — c,
at
bt
a\bt — biat
et,' pour valeur de x,
La condition cherchée est donc évidemment
(nrt2— aict)* _ bjCi—Cjbt (aibt—biat)* «i^,— biat ou
(et*,— tfK, )* = (*!&,— biat)(biCi— Cibt),
et la racine commune a pour expression
Cjat— ajCt aibt — bxa2
Si le déterminant du deuxième ordre
ax bi ar bt
était nul, c'est-à-dire si Ton avait
tfi&i — Z>i#j = o,
on prendrait at pour déterminant principal du premier ordre. Le déterminant caractéristique correspondant serait
ai —Ci a% — c%
et la condition de compatibilité deviendrait
c1rt,— a1c,= o;
mais toutes les inconnues n'étant pas principales, le système serait indéterminé. Et, en effet, les relations précédentes donnant
f*i _ £1 __ Ci at bt ct '
les équations proposées ont les mômes racines (Alg. élém., 247) ou se réduisent à une seule.
Une expression telle que
axx-\- bx2-\- cxz-+-, . . -f- lxn
^im
où a, b, c, . . ., / sont des coefficients numériques ou algébriques indépendants des inconnues xX9 x^ xz, . . ., xmt toutes au premier degré, constitue une forme linéaire et homogène de ces inconnues.
Une pareille expression égalée à zéro représente une équation linéaire et homogène à m inconnues. Ainsi, dans toute équation linéaire et homogène, le terme tout connu est nécessairement nul.
101 . Le théorème général de M. Rouché est immédiatement applicable aux systèmes d'équations linéaires et homogènes.
D'après ce qui précède, en effet, les déterminants caractéristiques d'un pareil système, s'il en existe, sont tous nuls, leurs dernières colonnes se trouvant composées de termes tout connus ou d'éléments nuls (87, 52). Les équations proposées sont donc toujours compatibles (89, i°); ce qui est d'ailleurs évident a priori, car elles admettent toujours la solution
X* • X% ^— Xo ^^^ ... — — o»
Nous n'avons donc plus à tenir compte que de la seconde partie de l'énoncé général du n° 89 et, en la modifiant légèrement, nous dirons que :
Tout système de n équations linéaires et homogènes à m in-
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connues admet la solution unique xx = xt = xz =: . . . = xm = o ou est indéterminé, suivant que les inconnues sont ou non toutes principales.
Ce nouvel énoncé répond à tous les cas qui peuvent se présenter pour les équations linéaires et homogènes.
102. Supposons /i — m, c'est-à-dire un nombre égal d'équations et d'inconnues. On a alors le système
at xx -+- bt xt 4- cx xz -h . . . H- li xn ■= o, fli«i+ b% xt 4- ct x3 h- . . . 4- /, xn =z o,
anxt-h bnxt-t- cnx3 + . . .-{- lnxn=i o.
Dans cette hypothèse, le système est ou non indéterminé, suivant que le déterminant des coefficients des inconnues est ou non égal à zéro.
Admettons qu'il soit indéterminé; c'est-à-dire que le déterminant des coefficients des inconnues soit égal à zéro, auquel cas il ne pourra pas être déterminant principal: les inconnues ne seront donc pas toutes principales (87, 101).
Il se présente alors un fait remarquable :
Les n inconnues sont indéterminées, mais les rapports de n — i dentre elles à la niime sont, en général, déterminés.
Divisons en effet les n équations par la dernière inconnue xn\ elles deviendront
at ho, h Cj h . . . = — lu
xn xn xn
a2 — * -*-£« — 4-Cj — -+-... = — /î, x„ xn xn
Xn Xn X/i
En prenant pour inconnues les n — i rapports — -> — -> _î, ..., -±ii, nous aurons à considérer un système de n équa-
tions linéaires, non homogènes, à«-i inconnues. Dans le Tableau des coefficients des inconnues, prenons
les n — i premières lignes et les n — i premières colonnes. Si le déterminant correspondant n'est pas nul, il sera le déterminant principal du système. On ne pourra alors former que le seul déterminant caractéristique (87)
al
àt
On
bn
Pour que les n équations à n — i inconnues soient compatibles, il faut donc que ce déterminant caractéristique soit égal à zéro. S'il en est ainsi, toutes les inconnues étant principales, le système admettra une solution unique et déterminée (89).
103. La remarque que nous venons de faire conduit en même temps à un théorème qui est d'une grande importance, notamment en Géométrie analytique.
Si l'on a un système de n équations du premier degré contenant n — i inconnues, le résultat de V élimination de ces n — i inconnues s'obtient en général immédiatement en égalant à zéro le déterminant du nième ordre formé par les n* coefficients des équations données, y compris leurs termes tout connus.
En effet, comme on vient de le voir (102), en égalant ce déterminant à zéro, on exprime que les équations données sont compatibles, où Ton écrit l'équation de condition qui doit exister entre leurs coefficients pour qu'elles soient compatibles. Or cette équation de condition résulte précisément de l'élimination des n — i inconnues entre les n équations.
L'équation ainsi obtenue s'appelle la résultante du système proposé.
Il est évident que cette résultante reste la même, que les termes tout connus soient écrits dans le premier ou dans le second membre des équations, car une quantité nulle dont on change le signe (54) reste nulle.
Nous avons démontré le théorème précédent d'une autre manière en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 193).
Des relations linéaires et homogènes.
104. Pour qu'un déterminant A soit nul, il faut et il suffit qu'il existe entre les éléments des différentes lignes ou des différentes colonnes des relations linéaires et homogènes.
Supposons, en effet, qu'on ait
ax bx cx at bt c,
Prenons maintenant les éléments de ce déterminant comme coefficients dans un système de n équations linéaires et homogènes à n inconnues, système toujours compatible (101); nous aurons
a\ x\ "+" ^1 x% "+" ci x* + • • • +'h xn'=r- o,
a\ x\ "+" ^t x\ "+" c\ xi -+-...-+- 1% Xaz=z o,
anxx 4- bnxt-t- cnxz-\-, . . -h /»&„-= o.
Si le déterminant A est nul, il ne pourra pas être le déterminant principal du système, toutes les inconnues ne seront pas principales, et le système, étant alors indéterminé (101), admettra, pour les inconnues xu xt, x99 . . ., xn, des solutions différentes de zéro. Il existera donc bien entre les éléments des différentes lignes du déterminant A des relations linéaires et homogènes.
Cette condition entraîne réciproquement la nullité de A ; car, si les équations linéaires et homogènes indiquées admettent des solutions différentes de zéro, elles forment un système indéterminé (101). Toutes les inconnues ne peuvent donc être principales, et Ton a nécessairement A = o.
Nous avons déjà démontré cette réciproque d'une autre manière à la fin du n° 57.
Nous démontrerons encore ce théorème
Soient les fonctions ou les formes linéaires et homogènes
q4 algèbre supérieure.
des n variables xi9 xi9 a?3, . . . , xn9
Xi = ax xl-h b\ x% -+- cx xz -h . . . -4- ly xn} Xj = «i xl ■+- 6j j?j -+- c2 a?3 -h . . . -h /2 xn9 >
X„ = an^i-H 6rt^,-i-cna:, + . . .-h lnxn.
Pour qu'il y ait une relation linéaire et homogène entre ces formes Xt, Xj, . . ., X„, il faut et il suffit que le déterminant A des coefficients des variables correspondantes xi9 xt, . . . , xn, soit égal à zéro.
En effel, si Ton suppose A = o, les équations
X, = o, Xj=o, ..., X„=o
formeront un système indéterminé et admettront nécessairement, pour xu xt9 xz, ..., xn9 des solutions non nulles (101). Si l'on désigne une de ces solutions par al7 aiy a,, ..., <xn. on pourra évidemment écrire, pour cette solution,
GCiXt-hajXj-H a3X3-+-. . .-Ha„X„=o,
relation linéaire et homogène entre Xl9 X„ X3, . . ., Xn.
Réciproquement, si une pareille relation d'identité existe pour des valeurs au as, oc3, ..., a„, de xu xi9 xi9 ..., xn, différentes de zéro, les équations Xt = o, Xt=o, . . ., Xn = o, admettent des solutions non nulles. Elles forment donc un système indéterminé, et l'on ai = o.
Applications.
i° Soit à résoudre le système
ax-\-ay + bz = o, ax -h cy-h bz = o, bx-h by -haz = o.
Le Tableau ou le déterminant des coefficients est
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En retranchant la deuxième ligne de la première, on a immédiatement
Si les deux facteurs (a — c) et («* — b2) sont différents de zéro, le déterminant posé est le déterminant principal du système, toutes les inconnues sont principales, et le système admet la solution unique et déterminée (101)
Si Ton a a = c ou **♦£', le déterminant du troisième ordre considéré est nul, toutes les inconnues ne sont pas principales, et le système est indéterminé (101).
Supposons a=c. On doit passer au déterminant du deuxième ordre
= ac — à1 = o.
Comme il est aussi égal à zéro, il faut prendre le déterminant du premier ordre a et employer les formules générales de M. Rouché (91 ); l'indétermination est du deuxième ordre, et l'on a simplement, y et z demeurant arbitraires,
— ar — bz b
D'ailleurs l'hypothèse a = c réduit le système aux deux équations
ax -f- ay -f- bz = o, fix -\-by -haz = o.
comme elles sont compatibles, on doit alors avoir
ou
Ainsi, en même temps que a = c, on a nécessairement b = zka. Il en résulte
x = — y — z ou x= — / + 2.
107. 2° On demande d'appliquer la remarque du n° 102 au système de trois équations homogènes à trois inconnues.
Soient les équations
atx-hbiy -ï-ciz = o, atx H- b%y -h ctz = o, a%x -+- bzy -+- c*z = o.
Si le déterminant des coefficients est supposé nul, le système est in-
déterminé (101 ). Cherchons les rapports des deux premières inconnues à la troisième, en divisant par z les deux membres de chaque équation. Nous aurons
En prenant dans le Tableau des coefficients des inconnues - et — les
deux premières lignes et les colonnes correspondantes, nous aurons le déterminant
I «1 bt
I a% bt
Ce déterminant, s'il n'est pas nul, représentera le déterminant principal du système, et il conduira à son seul déterminant caractéristique. En égalant à zéro ce dernier déterminant, la relation
ax bt — cx at bt — ct a* bz — c8
qui a nécessairement lieu lorsque le système donné est indéterminé, exprime que le nouveau système qu'on en a déduit est compatible (89). Les inconnues étant d'ailleurs toutes principales, on a, d'après les formules de Cramer,
— c, bt
at bt
— ct bt
at bt
at — ex
«1 bx
at — c,
at bt
a^b% — bïa\
___ Uj c% — ci at aibi—biO*
(Jlg. élém., 159, 191).
108. 3° Chercher s'il existe une relation linéaire et homogène entre les trois formes linéaires et homogènes des trois variables x, y% z,
Xi = Sx -h 7J-+- 6z, Xs = 7-r-t- 5/-t-3s, X3= 4-r-f- 5y-t-6z.
Considérons le déterminant des coefficients des variables
En multipliant d'abord sa seconde ligne par 2, nous aurons successivement
if
La relation cherchée existe donc (105), et les équations X! = o, Xt = o, X8 = o forment un système indéterminé. Prenons le déterminant du deuxième ordre
puisqu'il n'est pas nul, c'est le déterminant principal du système. Comme les inconnues ne sont pas toutes principales, il faut employer les formules générales de M. Rouché (91), et Ton a
Si Ton fait, par exemple, z
, on a, en môme temps, x — 1 et y = — 2. La relation linéaire et homogène correspondante entre les trois formes données est alors
Xi — 2Xt-4-X3 = 0.
109. Nous terminerons ces Chapitres fondamentaux sur les déterminants, en disant, avec M. Sylvester :
a La théorie des déterminants peut être regardée comme une Algèbre au-dessus de l'Algèbre, comme un calcul qui permet de combiner et de prédire les résultats des opérations algébriques, de la même manière que l'Algèbre elle-même dispense de l'exécution des opérations particulières de l'Arithmétique. »
De C. - Court. ML
DES NOMBRES INCOMMENSURABLES
Définitions préliminaires.
110. Pour ne laisser aucun point des programmes sans réponse immédiate, nous reviendrons ici sur la théorie des nombres incommensurables, déjà approfondie en Arithmétique.
Nous rappellerons d'abord une série de définitions déjà connues (Arithm. et Géom.).
111. i° Lorsqu'une grandeur ou une quantité variable X se rapproche indéfiniment d'une grandeur ou d'une quantité fixe A, de manière que la valeur absolue de la différence A — X puisse devenir et rester plus petite que toute quantité donnée aussi petite qu'on voudra, on dit que A est la limite de X, et l'on écrit
limX=A.
112. 2° Une quantité variable ne peut tendre vers deux limites distinctes.
Supposons, en effet, qu'une pareille quantité puisse avoir deux limites différentes a et b, telles que
. * d et soit o < - •
Les intervalles compris, d'une part, entre a -\- ô et a — ô et, d'autre part, entre b -+- S et b — d, n'ont évidemment rien de commun. Les quantités
b — d, b -f- è, a — S, a ■+- d, sont, en effet, rangées par ordre de grandeur ; car la différence
entre les deux termes intermédiaires est égale à
a — b—2$ ou à d — 2§,
quantité positive d'après l'hypothèse (Alg. élém., 214).
Cela posé, une quantité variable qui aurait pour limite a Unirait par tomber entre a -+- S et a — à (111), tandis qu'une quantité variable qui aurait pour limite b finirait par tomber entre b -+- d et b — o. La quantité variable considérée finirait donc, en tendant vers ses deux limites différentes a et b, par être comprise à la fois dans deux régions complètement séparées, ce qui est impossible.
113. 3° Lorsque deux grandeurs sont multiples d'une troisième grandeur, cette troisième grandeur se nomme leur commune mesure.
Deux grandeurs sont comme nsu râbles ou incommensurables entre elles, suivant qu'elles ont ou qu'elles n'ont pas de commune mesure.
114. 4° Lorsqu'une grandeur a une commune mesure avec l'unité choisie, cette commune mesure est l'unité elle-même ou une partie aliquote de l'unité. Dans le premier cas, la grandeur considérée est mesurée par un nombre entier; dans le second cas, elle .est mesurée par un nombre fractionnaire.
Réciproquement, toute grandeur mesurée par un nombre entier ou par un nombre fractionnaire est commensurable avec l'unité; car cette grandeur est un multiple de l'unité ou d'une partie aliquote de l'unité.
Une grandeur incommensurable avec l'unité ne peut donc être mesurée, ni par un nombre entier, ni par un nombre fractionnaire.
115. 5° Un nombre est dit commensurable ou incommensurable, suivant que la grandeur dont il exprime la mesure est commensurable ou incommensurable avec l'unité.
Les nombres commensurables sont les entiers et les nombres fractionnaires.
Les nombres incommensurables ne peuvent être représentés dans leur intégrité que par des symboles particuliers; mais on peut toujours indiquer des nombres commensurables qui en approchent autant qu'on veut. C'est ce que nous allons faire voir.
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116. Considérons une grandeur A incommensurable avec l'unité que nous désignerons par B. Elle sera mesurée par un nombre incommensurable « (115).
n étant un nombre quelconque, entier ou fractionnaire,
formons la grandeur -, et admettons qu'elle soit contenue
m fois dans A, avec un reste moindre que — : le plus grand
multiple de — contenu dans A sera m - > et la grandeur incommensurable A sera comprise entre les deux grandeurs commensurables
m — et (m -h i) — •
Si Ton conserve toujours B pour unité, ces deux grandeurs commensurables seront mesurées par les nombres
m 4 to + i — et
On dit alors que — et sont deux valeurs, approchées
à moins de -, du nombre incommensurable a qui mesure A, la première par défaut, la seconde par excès, et Ton a
OL
117. Pour aller plus loin, désignons par an et an ces valeurs approchées de a.
Remarquons que, d'une manière générale, an ne croît pas toujours avec n. Si nous prenons, par exemple, la diagonale d'un carré en choisissant son côté pour unité, cette diagonale est représentée par y/2 (Géom., 169), et si l'on extrait cette
racine par défaut, à — près d'abord, à — près ensuite (ylrt'M/n.,283), on trouve pour résultats — et — , c'est-à-dire
Pour lever toute difficulté, nous appellerons valeur pria-
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cipale (!) de a, à moins de -par défaut, la plus grande de
toutes les valeurs de an quand on fait croître n depuis zéro jusqu'à n, et nous désignerons cette valeur principale par a„. De cette manière, quand n croîtra, la valeur principale <xn croîtra aussi ou, du moins, ne décroîtra jamais.
Remarquons, de môme, que a'n ne décroît pas toujours à mesure que n augmente. Si nous considérons, par exemple, le côté du triangle équilatéral inscrit dans une circonférence dont le rayon est l'unité choisie, ce côté est représenté par v/3 (Géom., 205), et si Ton extrait cette racine par excès, à
— près d'abord, à — près ensuite, on trouve pour résultats
— et — >c est-a-dire a' > a' 10 11 "+1 *
Nous appellerons donc aussi valeur principale de a, à
moins de - par excès, la plus petite de toutes les valeurs de
an quand on fait croître n depuis zéro jusqu'à n, et nous désignerons cette valeur principale par <z'n. De cetle manière, quand n croîtra, la valeur principale a'n décroîtra ou, du moins, ne croîtra jamais.
118. Cela posé, <xn mesurant une grandeur inférieure à A reste égalementinférieure, quel que soit n, à Tune quelconque des valeurs a'n approchées par excès ; et, comme a„ ne peut que croître (117) lorsque n croît indéfiniment, la série des valeurs de <xn tend nécessairement vers une certaine limite fixe.
De même, <x'n mesurant une grandeur supérieure à A reste également supérieure, quel que soit n, à Tune quelconque des valeurs an approchées par défaut; et, comme an ne peut que décroître (117) lorsque n croît indéfiniment, la série des valeurs de an tend aussi vers une certaine limite fixe.
Ces deux limites de <xn et de <x!n se confondent d'ailleurs ; car, par définition (117), les valeurs principales an et oin sont toujours comprises entre an et a'n et, par suite, leur différence
(') Voir Traité de Géométrie, par Eue. Rouché et Cn. db Comberousse, 5- édition, revue et augmentée, i883. Cette idée de valeur principale appartient à M. RoucHft.
est moindre que
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut, quand n croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
Cette limite commune qui représente aussi, d'après ce qu'on vient de dire, celle vers laquelle tendent en même temps les deux séries de valeurs correspondantes de an et de an, est le nombre incommensurable oc.
La grandeur incommensurable A est, à son tour, la limite commune des grandeurs commensurables mesurées par ces deux mêmes séries de nombres commensurables.
119. Nous ajouterons, pour préciser les notions qu'on vient de rappeler, que, dans la pratique, il importe peu qu'il y ait ou non de commune mesure entre une grandeur et l'unité choisie, parce que les subdivisions de cette unité deviennent rapidement assez petites pour que le reste de la grandeur à évaluer échappe à toute appréciation physique.
Mais, quand il s'agit de grandeurs géométriques, par exemple, liées par des relations déterminées, on peut démontrer théoriquement leur incommensurabilité. Ainsi on prouve que la diagonale et le côté du carré n'ont aucune commune mesure, et cela, que l'unité choisie soit le côté du carré ou toute autre grandeur.
On voit donc que, si l'on n'étendait pas l'idée de nombre comme nous venons de le faire, il faudrait distinguer les cas où les grandeurs peuvent être exprimées en nombres avec une certaine unité, sans pouvoir l'être avec une autre, ou bien encore se résigner à admettre dans la même question des grandeurs mesurables à côté de grandeurs non susceptibles d'être exprimées en nombres, quelle que soit l'unité choisie (*). L'alternative ne saurait être douteuse.
Opérations sur les nombres incommensurables.
120. Nous devons maintenant revenir sur les opérations usuelles appliquées aux nombres incommensurables.
(') J.-M.-C. Duhamel, Des méthodes dans les sciences de raisonnement, !!• Partie, p. 70.
Puisque les nombres ne sont que la représentation des grandeurs, on est conduit par ce qui précède à cette définition générale :
Le résultat de toute opération sur des nombres incommensurables est la limite des résultats fournis par la même opération appliquée à leurs valeurs approchées à moins de — >
par défaut ou par excès, lorsque n croit indéfiniment, suivant une loi quelconque.
Nous allons vérifier, pour chaque opération, que cette limite existe et qu'elle ne dépend pas de la manière dont n croît indéfiniment.
Dans ce qui suit, nous désignerons para et (3 les deux nombres incommensurables proposés; an et a'in bn et b'n seront les valeurs de ces nombres approchées par défaut et par excès à
moins de — ; <xn et ant (3* et (3'„, les valeurs principales correspondantes; a est la limite commune de an, a'n, <xn, <x'ny comme $ celle de bnj b'nf (3„, Ç>,n quand n croît indéfiniment (118).
121. Addition. — Il faut définir la somme de deux nombres incommensurables a et (3.
Formons les deux sommes <*„-+- (3„ et a'„-h fi'H. Elles conslituent deux séries correspondantes, lorsqu'on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
Les nombres de la première série, sommes des valeurs principales par défaut, ne pouvant décroître (117), croissent en général en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, sommes des valeurs principales par excès, ne pouvant croître (117), décroissent en général en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrètant à un rang quelconque, la différence
(<+£',,)-(««+!V) ou («;-««) -h (p#M- p.)
est moindre, d'après la définition des valeurs principales, que la différence
(a'n — an) + (ù'n— bn)= î.
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut, pour n croissant indéfiniment suivant une loi quelconque.
C'est cette limite commune qui est la somme a -h p.
La même définition s'appliquera évidemment au cas de plus de deux nombres, pourvu que les nombres à ajouter soient en nombre fini. Nous reviendrons sur ce point.
122. Soustraction. — On dit que a est plus grand que (3, si l'on a, quel que soit n, a„> P'„.
11 faut définir la différence de deux nombres incommensurables a et p.
Formons les deux différences <xn— p* et an— |3ft en associant les valeurs principales par défaut aux valeurs principales par excès, et réciproquement. Elles constituent deux séries correspondantes, lorsqu'on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
Les nombres de la première série, ne pouvant décroître d'après la définition des valeurs principales, croissent en général en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, ne pouvant croître, décroissent en général en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrêtant à un rang quelconque, la différence
(«i- &.)-(«»- ft) ou (^-aJ-t-^-p*) est moindre que la différence
qui tend vers zéro autant qu'on veut pour n assez grand. C'est cette limite commune qui est la différence a — p. Comme on a, quel que soit n9
on a aussi, à la limite,
et la différence a — p est le nombre gui, ajouté à p, reproduit a.
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123. Multiplication. — Il faut définir le produit de deux nombres incommensurables a et (3.
Formons les deux produits an$n et oc'nfi'n qui constituent deux séries correspondantes quand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
Un raisonnement identique à celui du n° 121 montre que les nombres de ces deux séries convergent respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrotant à un rang quelconque, on a
et les deux fractions du second membre de cette identité (Alg. éle'm., 61) tendent en même temps, autant qu'on veut, vers l'unité (118), lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
C'est cette limite commune qui est le produit aj3.
La même définition s'appliquera évidemment au cas d'un nombre quelconque de facteurs incommensurables, pourvu que ce nombre soit fini. Nous reviendrons sur ce point.
Comme on a
quel que soit n, on a aussi, à la limite,
La valeur du produit a(3, telle qu'on vient de la définir, est donc indépendante de l'ordre des facteurs.
Il en résulte que le théorème fondamental relatif au changement d'ordre des facteurs d'un produit (Arithm., 66) s'étend, avec toutes ses conséquences, au cas d'un nombre quelconque de facteurs incommensurables.
12i. Division. — Il faut définir le quotient de deux nombres incommensurables a et (3.
En associant les valeurs principales par défaut aux valeurs
principales par excès, et inversement, formons les deux quo-
ol a!
tients Ta? et ~> qui constituent deux séries correspondantes,
Pn Pn
quand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque.
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Un raisonnement identique à celui du n8 122 montre que les nombres de ces deux séries convergent respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrêtant à un rang quelconque, on a
«« . a». CÇn fin
fia ' fin ~~ *'a fi'n '
et les deux fractions du second membre de cette identité {Alg. élém., 62) tendent en môme temps, autant qu'on veut, vers l'unité (118), lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque.
C'est cette limite commune qui est le quotient -'--
Gomme on a, quel que soit /?,
OCn
on a aussi, à la limite,
a* — P/» gr '
et le quotient ~ est le nombre qui, multiplié par fi, reproduit a.
125. Puissances. — Ce que nous avons dit relativement au produit de deux ou de plusieurs facteurs incommensurables (123) doit subsister. lorsqu'on suppose tous les facteurs égaux entre eux. C'est ce qu'on peut vérifier directement.
m étant un nombre quelconque entier et positif, mais y?/*/, il faut définir la puissance mième d'un nombre incommensurable a.
Formons les deux puissances (a„)met (<x'n)m. Ces puissances constituent deux séries correspondantes, quand on fait croître /* indéfiniment d'une manière quelconque.
Les nombres de la première série, puissances des valeurs principales par défaut, ne pouvant décroître (117), croissent en général, en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, puissances des valeurs principales par excès, ne pouvant croître (117), décroissent en général, en restant supérieurs à un
nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc respectivement vers une limite qui est la même pour les deux suites; car, en s'arrêtant à un rang quelconque, on a (Arithm., 218)
'n)m \atj
et la fraction entre parenthèses du second membre de cette identité tend autant qu'on veut vers l'unité, lorsque n croît indéfiniment suivant une loi quelconque (118).
C'est cette limite commune qui est la puissance mième, a"\ de a.
126. Racines. — C'est l'extraction des racines qui nous a conduit, en Arithmétique, à la notion des nombres incommensurables.
D'une manière générale, extraire la racine mièm* d'un nombre, en supposant m quelconque, mais entier et positif, c'est chercher le nombre qui, élevé à la puissance m, reproduit le nombre donné.
Il résulte de celte détinition que les racines mièmo* des nombres entiers qui ne sont pas des puissances exactes du même degré m d'autres nombres entiers, et les racines mièm** des fractions irréductibles dont les deux termes ne sont pas des puissances exactes de degré m, sont des nombres incommensurables (Arithm., 218, 219).
Si nous considérons un nombre positif A, il y aura donc trois cas à distinguer.
Si A est entier et si l'on peut trouver un nombre entier a, tel qu'on ait
a sera la racine mièmo de A.
Si A est fractionnaire et égal à —, on peut poser
Si Ton trouve alors un nombre entier a, tel qu'on ait am=pqm-1,
on a aussi évidemment
et le nombre fractionnaire - sera la racine mièa,e de A.
On voit que V extraction de la racine d'un nombre fractionnaire peut toujours se ramener à V extraction de la racine d'un nombre entier.
Nous supposerons, par conséquent, comme troisième hypothèse, que A est entier et qu'il ne représente pas une puissance mièœo exacte. Sa racine mièmo sera alors un nombre incommensurable a, qu'il s'agit d'abord de définir.
n étant un entier quelconque, admettons qu'on veuille
obtenir la racine mième de A, à - près, par défaut ou par
excès.
Si nous considérons la suite des puissances mièmM des nombres entiers consécutifs
i"S 2m, 3'", ..., km, (£-+-i)'», ...,
le produit entier An"1 tombera nécessairement entre deux termes consécutifs de cette suite, tels que km et (A--hi)m, de sorte qu'on aura
ou
km< Anm<(k-hi)m
lr Iç I t »
— et sont les racines mième« de A, à - près, par défaut
et par excès. Nous les représenterons (120) par an et anf et les valeurs principales correspondantes (117) seront an et an. Quand on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque, ces valeurs principales constituent deux séries conjuguées auxquelles le raisonnement général adopté en traitant des autres opérations (121 etsuiv.) est encore applicable. Les termes des deux séries convergent donc respectivement vers une limite déterminée, gui est la même pour les deux suites; car, en s'arrêtant à un rang quelconque, on a (118)
et la fraction - tend vers zéro autant qu'on veut, quand n
croît indéfiniment suivant une loi quelconque. Cette limite commune est le nombre incommensurable
127. Si, au lieu d'un nombre entier quelconque A, on a maintenant à considérer un nombre incommensurable L, la racine mièmo de L est, a fortiori, un nombre incommensurable X qu'on définit comme il suit.
Remplaçons L par deux valeurs commensurables appro-
chées par défaut et par excès à - près, telles que - et >
n étant un entier quelconque.
Cherchons la racine miàm0 de la première quantité — à —
r •+- 1 près par défaut, et la racine mièmo de la seconde quantité
à - près par excès (126). Nous désignerons ces deux racines
par in et l'n. Les valeurs principales correspondantes X„ et Xn constituent deux suites conjuguées tendant chacune vers une limite déterminée, qui est la même pour les deux suites, quand n croît indéfiniment.
En effet (126), la limite de ln est le nombre incommensurable
et celle de Vn est le nombre incommensurable
On a donc, par définition,
(V)*-(A)*=^tl-- = I, v ' v ' n n n
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut quand on fait croître n indéfiniment suivant une loi quelconque. On a, d'ailleurs (14, 124, etc.),
(X')«_(X)'»=(X/— X)(X''"-14-XX'"-,4-XîX''»-34-...4-X'»-1).
Si le premier membre de cette égalité tend vers zéro, il faut donc qu'il en soit de même du premier facteur du second membre (X'— 1), puisque le facteur qui lui est associé est une somme de nombres positifs.
Il en résulte que ln et l'n ont bien la môme limite.
C'est cette limite commune, dont nous venons de démontrer l'existence, qui est le nombre incommensurable
CHAPITRE IX
CALCUL DES VALEURS ARITHMÉTIQUES DES RADICAUX. EXPOSANTS FRACTIONNAIRES ET NÉGATIFS.
Observations préliminaires.
128. La puissance mième d'une expression algébrique est le produit de m facteurs égaux à l'expression donnée.
On n'a donc, pour obtenir cette puissance, lorsqu'il s'agit d'un monôme, d'un polynôme ou d'un rapport, qu'à appliquer les règles démontrées précédemment (Alg. élém.y 23, 28, 61).
Lorsque l'expression proposée est elle-même un produit ou une puissance, on a recours aux théorèmes établis en Arithmétique (Arithm., 76, 75), et qui s'étendent immédiatement aux expressions algébriques.
129. La racine mième d'une expression algébrique est Vexpression qui, élevée à la puissance m, reproduit l'expression donnée.
Comme nous l'avons déjà dit souvent, on indique la racine mièmo d'une expression à l'aide du signe \J , affecté de l'indice m. Si a élevé à la puissance m reproduit A, on écrit
a = Va.
Nous verrons plus tard que toute racine miime a m valeurs. Nous nous bornerons ici à quelques remarques indispensables pour préciser la question que nous voulons traiter, et qui découle tout naturellement du Chapitre consacré aux nombres incommensurables.
130. On appelle réelles les quantités positives et négatives. Cela posé, A peut avoir une valeur positive ou négative,
m peut être pair ou impair.
Examinons ces différents cas :
i° Si m est pair et que A soit positif, "sjk. admet deux valeurs réelles, égales et de signes contraires. _
En effet, qu'on affecte la valeur absolue de "s/k du signe -+ou du signe —, comme m est pair et que le produit d'un nombre pair de facteurs négatifs est positif (Alg. élém., 38), on obtient toujours A comme résultat en prenant m facteurs égaux à -h "y/Â ou à —r\/X. Si a désigne la valeur absolue de VA, on a donc, d'une manière générale,
YÂ = :
2" Si m est pair et que A soit négatif, VA ne peut être exprimée par un nombre positif ou négatif, puisque le produit d'un nombre pair de facteurs positifs ou négatifs est positif.
On donne à une pareille expression le nom dfexpression imaginaire, par opposition aux quantités positives ou négatives qualifiées de réelles.
Nous traiterons plus loin de la Théorie et du Calcul des expressions imaginaires (Algèbre supérieure, IIe Partie).
3° Si m est impair, ^A n'a qu'une seule valeur réelle, de même signe que A : en effet, un nombre impair de facteurs positifs donne un produit positif, un nombre impair de facteurs négatifs donne un produit négatif. _
Si l'on désigne par a la valeur absolue de "\/A, abstraction faite du signe de A, on aura donc, d'une manière générale,
VA = -f- a, si A est positif; Va = — a, si A est négatif.
131. Nous conviendrons, dans ce qui va suivre, de regarder les quantités placées sous les radicaux considérés comme ayant seulement des valeurs positives, et nous n'admettrons que les racines positives de ces mêmes quantités (130). Nous nous limiterons ainsi à ce qu'on appelle les valeurs arithmétiques des radicaux.
Les indices des radicaux seront des nombres entiers et positifs et, jusqu'à indication contraire, les exposants des puissances rempliront la même condition.
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Calcul des valeurs arithmétiques des radicaux.
132. Il n'y a pas lieu de s'arrêter à X addition et à la soustraction des radicaux. Le plus souvent, on ne peut qu'indiquer l'opération à effectuer. Si des simplifications sont possibles, elles dépendent des transformations que nous allons étudier et de ce qu'on a dit en Algèbre élémentaire sur la réduction des termes semblables.
133. I. Pour multiplier plusieurs radicaux de même indice, on multiplie les quantités placées sous ces radicaux, et Von affecte leur produit du radical commun.
Il faut démontrer l'identité
,v/'â.v/b.Vg=,v/abc,
À, B, C étant des quantités quelconques positives.
Or, pour élever un produit à une puissance, il faut élever à cette puissance chaque facteur du produit (Arithm., 76). On a, de plus, par définition,
(VAr=A.
Enfin, comme nous ne considérons que les valeurs arithmétiques des radicaux (131), un radical n'a qu'une seule valeur Si Ton élève alors à la puissance m les deux membres de l'égalité supposée, on trouve
(VÂ.VB.Vcr^ABC,
ce qui justifie l'énoncé; car, puisque le premier membre, élevé à la puissance m, reproduit ABC, il représente bien, suivant les conventions admises» ^ABC.
134. L'identité qu'on vient de démontrer, et qu'on peut écrire
Vïbc = Vâ.Vb.Vc,
prouve, réciproquement, que, pour extraire la racine d'un produit, il faut extraire la racine de chaque facteur.
On peut donc simplifier l'expression d'un radical lorsqu'il recouvre le produit de deux facteurs, dont l'un est une puissance exacte par rapport à l'indice du radical.
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On a, par exemple,
IJ résulte de cette identité que, pour faire sortir un facteur d'un radical, il faut en extraire une racine marquée par l'indice du radical; et que, réciproquement, pour faire entrer un facteur sous un radical, il faut l'élever à une puissance marquée par l'indice du radical.
135. II. Pour diviser deux radicaux de même indice, on divise les quantités placées sous ces radicaux, et l'on affecte leur quotient du radical commun.
Il faut démontrer l'identité
Vb'vb*
Puisqu'on a toujours (i)
A=gXB,
on a aussi (134)
7Â = Ç/fx7B, *
OU
VÂ_ m fa
VB V B'
136. III. Pour élever un radical à une puissance, il suffit d'élever à cette puissance la quantité placée sous le radical.
En effet, élever "sfk à la puissance p9 c'est faire le produit de/? facteurs égaux à y A. On a donc (133)
(7â)p=Vâ*.
137. IV. Pour extraire une racine d'un radical, on extrait cette racine de la quantité placée sous le radical, ou l'on multiplie l'un par l'autre les deux indices considérés.
11 faut démontrer qu'on a
En effet, on a démontré en Arithmétique que, pour élever une puissance à une autre puissance, il suffit de multiplier
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les exposants des deux puissances. On a, par exemple,
(am)P— (aP)m=amP.
Il en résulte que, pour élever a à la puissance mp, on peut indifféremment commencer par élever a à la puissance m, puis le résultat à la puissance/), ou faire l'inverse.
Par conséquent, si Ton élève les trois expressions (i) à la puissance mp, on trouvé A, et ces trois expressions sont bien égales comme représentant chacune la racine m/?iimo d'une même quantité A.
Comme nous l'avons montré en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 76), ce théorème permet de simplifier l'extraction des racines numériques, lorsque leur indice ne renferme que les facteurs premiers a et 3.
138. On ne change pas la valeur d'un radical en multipliant son indice par un certain nombre, pourvu qu'on élève à la puissance marquée par ce nombre la quantité placée sous le radical.
Si l'on divise l'indice par un certain nombre, on doit, au contraire, pour ne pas changer la valeur du radical, extraire de la quantité placée sous le radical une racine marquée par le diviseur employé.
Ce double énoncé résulte immédiatement du théorème précédent (137). On a, en effet,
mp/rp^Wp=V^
On peut donc simplifier V expression d'un radical, en supprimant les facteurs communs à l'indice de ce radical et à l'exposant de la puissance qu'il recouvre.
On peut aussi réduire plusieurs radicaux au même indice, en suivant une marche analogue à celle qu'on emploie en Arithmétique pour réduire plusieurs fractions au même dénominateur ou au plus petit dénominateur commun (Arithm., 191, 192). C'est ce que nous avons montré en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 77).
139. Pour multiplier ou diviser des radicaux d'indices différents, on les ramène d'abord au même indice, puis on applique
• les règles précédentes (133, 135).
Il6 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
Des exposants fractionnaires.
140. Puisqu'on peut diviser par un môme nombre l'indice d'un radical et l'exposant de la quantité qu'il recouvre (138), il est permis d'écrire
mn
\JkmP=km = k~P.
La fraction — a pour numérateur l'exposant de la quantité
placée sous le radical et, pour dénominateur, l'indice de ce radical.
La forme fractionnaire de l'exposant n'entraîne ici aucune remarque, puisque cette forme fractionnaire correspond à un quotient entier; mais il y a avantage évident ou, pour mieux dire, le caractère de V Algèbre conduit nécessairement à étendre, par convention, cette notation, au cas même où V exposant de la quantité placée sous le radical n'est pas divisible par l'indice du radical.
En effet, les règles relatives au calcul des quantités affectées d'exposants, qui ont été démontrées en Arithmétique (Arithm., 73 et suiv.), exigent que ces exposants soient entiers. Mais, en Algèbre, les exposants, eux aussi, peuvent être représentés par des symboles généraux. Il faut donc qu'on puisse supposer ces symboles remplacés par des valeurs quelconques, et d'abord par des valeurs fractionnaires, sans que les règles de calcul soient modifiées, sauf interprétation finale.
Or cette extension sera facilement justifiée si nous admettons conventionnellement l'équivalence des deux expressions
s/\™ et Ap9 m etp étant des quantités entières et positives quelconques.
Le numérateur m de l'exposant fractionnaire — indique
alors à quelle puissance on doit élever d'abord A, et le dénominateur p quelle racine on doit extraire ensuite du résultat Am.
Remarquons, avec soin, que la valeur de la seconde exprès-
sion A? est indépendante de la forme donnée à l'exposant
fractionnaire — {Arithm., 188); il faut donc qu'il en soit de
même de la valeur de la première expression fyX™. S'il n'en était pas ainsi, la convention proposée pourrait entraîner ambiguïté et ne serait pas complètement légitime. Or de
on déduit
11 faut donc qu'on ait aussi
Si l'on ramène les deux radicaux au même indice (138), il vient
et, comme d'après l'hypothèse -^—jona nécessairement
(Arithm. , 388)
mp'^m'p,
les deux radicaux, réduits ou non au même indice, sont bien identiques.
Il est utile d'observer que, pour calculer la valeur numérique d'une puissance fractionnaire, il faut revenir à la forme radicale.
Après ces considérations, il reste à prouver que les règles démontrées dans le cas des exposants entiers ( Arithm. , 73 et suiv.) s'étendent immédiatement au cas des exposants fractionnaires.
141. I. Pour multiplier deux puissances fractionnaires d'une même quantité, on ajoute leurs exposants.
On a, en effet, d'après les théorèmes précédents et en revenant finalement à la forme fractionnaire
Ap x kï= P)fÂ™ x \/Yn =7AfflîxA^
mç + np m n
_ Pty^mq+np — A p1 = A^ + V .
On peut supposer m ou n égal à i, p ou q égal à i.
Il8 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
142. II. Pour diviser deux puissances fractionnaires d' une même quantité, on retranche leurs exposants.
Avec la restriction — > - > qui sera levée bientôt, et en opérant comme on vient de l'indiquer, on a
AJ : A* = v^ : yf\* = P\/Am<i : A"'
mq — np ™_0
On peut supposer m ou n égal à i,p ou q égal à 1.
143. III. Pour élever une puissance fractionnaire à une autre puissance fractionnaire, on multiplie les deux exposants.
On peut écrire, en effet,
= V v/'(A'VJ = pykmn = A w — kP x n. On peut supposer mou n égal à 1, p ou q égal à 1 .
144. IV. Pour élever un produit à une puissance fractionnaire, il suffit d'élever chaque facteur à cette puissance.
On a évidemment
(ABC)' = ^(ABC)* = ^A'"B'"C'n
= Ç/ï*Ç'B^^C^=AirB?C?.
Des exposants négatifs.
145. La nécessité de conserver aux symboles algébriques toute leur généralité nous a conduit à admettre les exposants fractionnaires. Nous devons de même admettre les exposants négatifs et chercher l'interprétation dont ils sont susceptibles.
Nous avons vu {Alg. élém., 43) que les exposants négatifs apparaissent lorsqu'on veut appliquer la règle de la division
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des monômes au cas où l'exposant d'une certaine lettre est plus faible au dividende qu'au diviseur.
Am Soit l'expression -ry^ Si m surpasse n, on en déduit immédiatement
km
£L_ — km-n
Mais, s* m est plus petit que n et si Ton s'en tient à la définition générale des puissances, l'expression Am-n n'a plus aucun sens.
Posons alors
en désignant par p la différence positive des deux exposants n et m. On peut écrire
Am ___ Am __ Am _ i__ A" ~~ Am^ ~~ A"1 A' "~~ A*>'
On trouve d'ailleurs, en appliquant la règle de la division des monômes (Alg. élém., 41),
km km
Il est donc naturel d'admettre ou de convenir que les deux expressions
A"' et JL sont équivalentes.
Toute quantité affectée d'un exposant négatif revient ainsi à V inverse de cette quantité affectée du même exposant pris positivement.
Il faut seulement montrer que la notation des exposants négatifs n'implique pas contradiction, en ce sens que, si elle est admise dans le cas où p est positif, elle subsiste par cera même lorsque/; reçoit une valeur négative, telle que — p'.
En effet, p' étant positif, on a, par convention,
or*' = — . ou a*' = — - ,
120 ALGEBRE SUPÉRIEURE.
c'est-à-dire, précisément,
aP
Il est utile d'observer que, pour calculer la valeur numérique d'une puissance négative, il faut revenir à la forme fractionnaire.
Après ces considérations, il reste à prouver que les règles démontrées dans le cas des exposants positifs, entiers ou fractionnaires, s'étendent immédiatement au cas des exposants négatifs.
146. 1. Pour multiplier deux puissances négatives d'une même quantité, on ajoute leurs exposants.
On a, en effet, d'après des théorèmes connus et la convention adoptée,
krm X À-* — -r= X -rz
— 1 — \-(>n+q) — A(-m)-H-tf)
147. II. Pour diviser deux puissances négatives d'une même quantité, on retranche leurs exposants.
On a de même
A"* A'/ Am
148. III. Pour élever une puissance négative à une autre puissance négative, on multiplie les deux exposants.
On peut écrire, en effet,
J — Am* — A(-m' *'-*) .
(Aw)* A'n*
149. IV. Pour élever un produit à une puissance négative, il suffit d'élever chaque facteur à cette puissance.
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On a, évidemment,
/kHC\-ni — î — f — _i ! L — X-mU-mC-»*
^ADXu) — (ABC)m — A,rt B,rt C,n — A,n fi/w Cm — A D X, .
150. En résumant ce qu'on vient de dire sur les exposants fractionnaires et négatifs, on peut énoncer les règles suivantes, qui ne sont plus soumises à aucune restriction relativement à la nature des exposants, entiers ou fractionnaires ■, positifs ou négatifs :
i° Pour multiplier deux puissances d'une même quantité, on ajoute leurs exposants.
2° Pour diviser deux puissances d'une même quantité, on retranche leurs exposants.
3° Pour élever une puissance à une autre puissance, on multiplie les exposants des deux puissances.
4° Pour élever un produit à une puissance, il suffit df élever chaque facteur à cette puissance.
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES
Définitions et notions préliminaires.
151. On attribue à lord Brouncker l'invention des fractions continues; mais la découverte de leurs principales propriétés et de leurs précieux avantages est surtout due à Huygens,
La théorie des fractions continues fournit une nouvelle méthode pour obtenir des valeurs de plus en plus approchées d'un^nombre donné, et c'est ainsi qu'elles s'introduisent naturellement dans l'Analyse.
S'il s'agit, en effet, de trouver une valeur approchée d'un nombre N, le plus simple est d'indiquer sa partie entière a. On peut alors écrire, en supposant y plus grand que 1,
On peut évaluer alors la partie entière b de y et poser
en supposant z plus grand que i. Si c est la partie entière de z, et u une quantité plus grande que 1; si d est la partie entière de a, et v une quantité plus grande que 1, on a, de même,
z-—c~\ — et u — d -+- • u v
En remplaçant successivement, dans l'expression de N, les quantités y, z, u par leurs valeurs, on trouve la valeur de N
sous cette
forme particulière :
N — /ri !
ii — a \ '
Eq continuant les calculs indiqués, deux cas peuvent se présenter.
L'un des nombres y, z, u, v, ... peut être entier. Dans cette hypothèse, l'opération se trouve terminée, et Ton dit qu'on a obtenu le développement exact de N en fraction continue.
Si aucun des nombres y, z> u, v> ... n'est entier, l'opération ne se termine pas et peut se poursuivre d'une manière illimitée, bien que l'égalité (i) subsiste toujours. Si Ton néglige alors l'une des fractions —>->-;->•••> cette égalité ° ° y z u v D
devient approximative, et l'on obtient pour N des valeurs approchées qu'on appelle des réduites ou tes fractions convergentes.
La première réduite est ici a (en négligeant — j; la deuxième réduite est a -+- 7 ( en négligeant - ) ; la troisième réduite est
a h > (en négligeant - ]; et ainsi de suite.
Les dénominateurs successifs y, z, u, ... sont des quotients complets, tandis que les nombres b, c, dy . . . , qui représentent les parties entières de ces dénominateurs, sont des quotients incomplets. On donne encore le nom de frac-
n III
twns intégrantes aux fractions -r> -> -.->
On voit que les quotients incomplets b, c,d, ... sont des nombres entiers positifs au moins égaux à 1, et que a, seul, peut être nul si N est un nombre inférieur à l'unité.
152. I. Tout nombre commensurable correspond à une fraction continue limitée et, réciproquement, toute fraction continue limitée représente un nombre commensurable.
Soit le nombre commensurable -^- Divisons A par B : soient
a le quotient et r le reste. Nous aurons (Arithm., 212, 185), en ramenant à l'unité le numérateur de la fraction complémentaire,
Divisons B par r : soient b le quotient et r' le reste. Nous aurons de même
On est ainsi conduit à diviser r par r', et Ton s'aperçoit sans peine que les opérations à effectuer sont précisément celles que Ton doit faire pour chercher le plus grand commun diviseur des nombres entiers A et B. Lors même que ces nombres seraient premiers entre eux, on arrivera donc à un reste qui divisera exactement le reste précédent ou, si Ton veut, à un reste nul (Arithm., 113), c'est-à-dire que la
fraction continue qui représente le développement de ~ aura
un nombre limité de termes.
Les quotients fournis par l'opération du plus grand commun diviseur font connaître les quotients incomplets b, c, d, . . ., et les inverses de ces quotients sont les fractions intégrantes i i i b c a
Réciproquement, soit une fraction continue limitée. Pour démontrer qu'elle représente un nombre commensurable, il n'v a qu'à effectuer, en remontant, sur les fractions intégrantes et les quotients incomplets, les opérations indiquées, et l'on sera nécessairement conduit à une fraction à termes entiers.
Pour fixer les idées, nous prendrons un exemple numérique, et nous supposerons qu'on ait
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Il viendra successivement
2 64 ioôi
153. II. Tout nombre incommensurable correspond à une fraction continue illimitée et, réciproquement, toute fraction
continue illimitée représente un nombre incommensurable.
Cette proposition est la conséquence évidente de la précédente (152).
154. III. Dans toute fraction continue, les valeurs des réduites sont alternativement plus petites et plus grandes que ta valeur de la fraction continue elle-même : les réduites de rang impair sont plus petites que la fraction continue, les réduites de rang pair sont plus grandes.
Considérons, en effet, la fraction continue
N-flH j
qui provient des égalités successives (151 ) N-= a-h- (j>i),
y^zb-^r^ (*>I),
En prenant a au lieu de N, on néglige la fraction - : on a
donc
En prenant c+rau lieu de N, on néglige la fraction -
dans l'expression exacte
On diminue donc le dénominateur de la fraction complémentaire, c'est-à-dire qu'on augmente cette fraction : on a donc
En prenant a h au lieu de N, on néglige la fraction —
dans l'expression exacte
On diminue donc le dénominateur de la fraction
c'est-à-dire qu'on augmente cette fraction; mais, en même temps, on augmente le dénominateur de la fraction
c'est-à-dire qu'on la diminue elle-même; on a donc a n <N.
En prenant
au lieu de N, on néglige - dans l'expression exacte
On augmente donc la fraction
On diminue, par suite, la fraction
et Ton augmente la fraction
On a donc
sLe même raisonnement se poursuivant indéfiniment, la proposition est démontrée.
On peut renoncer encore, en disant :
La valeur de toute fraction continue est, nécessairement, comprise entre les valeurs de deux réduites consécutives quelconques.
155. IV. Il en résulte que, dans toute fraction continue, chaque réduite est comprise entre les deux réduites qui la précèdent immédiatement.
En effet, lorsqu'on s'arrête à une certaine réduite, on peut admettre qu'elle représente une certaine fraction continue limitée qui est, jusque-là, composée des mêmes éléments que la fraction continue proposée.
Or toute fraction continue, quelle qu'elle soit, étant comprise entre deux réduites consécutives quelconques (154), la réduite considérée est alors elle-même comprise entre les deux réduites qui la précèdent immédiatement.
156. V. Dans toute fraction continue, les réduites de rang impair forment une série croissante, et les réduites de rang pair une série décroissante.
Considérons la réduite de rang impair ip -f-i . Elle est comprise (155) entre la réduite de rang ip et celle de rang ip— i .
D'ailleurs, les réduites de rang impair sont toutes plus petites que les réduites de rang pair (154). La réduite de rang ip h- i, moindre que la réduite de rang ip et comprise entre cette réduite et celle de rang ip — i, est donc supérieure à la réduite de rang ip — i .
Il en résulte que les réduites de rang impair vont en croissant.
De même, la réduite de rang pair 2p> comprise entre les réduites de rang ip — \ et 277 — 2, étant plus grande que la réduite de rang 2/? — 1, est inférieure à la réduite de rang ip — 2.
Il en résulte que les réduites de rang pair vont en décroissant.
Loi de formation des réduites.
Soit la fraction continue quelconque
Nous allons calculer les quatre premières réduites et chercher si une loi de formation apparaît.
Première réduite :
a ou
ALGEBRE
Deuxième réduite :
ab -+- 1
Troisième réduite :
=za +
c abc -f- c -h a
bc-±- 1 ~~
Quatrième réduite :
cy/ -h i a£cr/ 4- cd ■+- ad -+- ab
bcd -h b-\-d bcd -\-d-j- b
En considérant la troisième et la quatrième réduite, on voit que chacune s'obtient en multipliant les deux termes de la réduite précédente par le quotient incomplet auquel on s'arrête, et en ajoutant terme à terme le résultat trouvé avec la réduite antéprécédente.
Il s'agit de montrer que cette loi est générale, c'est-à-dire que, si elle est vraie pour trois réduites consécutives quelconques, elle subsiste nécessairement pour la réduite suivante. Comme nous venons de la vérifier pour les trois premières réduites, elle sera alors complètement établie.
Soient donc les trois réduites consécutives
pour lesquelles la loi est supposée exister. En désignant par / le dernier quotient incomplet qui fait partie de la réduite ^7? nous aurons, par hypothèse,
R _ Q/ + P ( R =Ql -i-P,
R' ~~Q'/-t-P' I R' = Q'/-hP'.
g Pour passer maintenant à la réduite suivante ^j il suffit
d'observer qu'elle ne diffère de ^-, que par le changement de
De C. — Cours. III. 9
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/en /h y en appelant m le quotient incomplet qui vient
après /. On a donc immédiatement
S __ QV/4" m) ~*~P _ (Q/-|-P)m-^Q
c'est-à-dire
La loi de formation indiquée plus haut est donc générale. D'après cette loi, les numérateurs et les dénominateurs des réduites forment deux suites indéfiniment croissantes.
158. Pour appliquer cette loi, il faut que les deux premières réduites aient été formées; mais on peut faire rentrer la deuxième réduite dans la règle énoncée, en introduisant en
tète la réduite fictive -• Combinée, d'après la règle, avec la
première réduite effective -> elle donne bien — - — pour
la valeur de la deuxième réduite.
On peut alors employer l'algorithme suivant pour faciliter le calcul des réduites :
ab -+- 1 b
abc 4-c + fll abcd -h cd -h ad -h ab ~\- 1 bc 4- i I bcd -h d -h b
Nous disposerons, sur une première ligne horizontale, les quotients incomplets successifs a, b,c, d, . . . ; au-dessous, en les reculant d'un rang, nous écrirons les deux premières réduites - et -> et nous n'aurons plus qu'à former successivement les autres réduites d'après la règle, en les écrivant audessous du quotient incomplet qui les termine.
Cette règle consiste (157) à multiplier les deux termes de la réduite précédente par le quotient incomplet auquel on est parvenu, et à ajouter terme à terme le résultat avec la réduite antéprécédente.
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159. Il est indispensable de remarquer que les considérations précédentes permettent d'obtenir, au lieu de la valeur crime réduite de rang quelconque, une expression exacte de la valeur X de la fraction continue elle-même, quelle qu'elle soit.
En effet, en remplaçant / par /h > nous avons pu passer
<157) de la valeur de la réduite -~-, à celle de la réduite sui-
g vante ^-,- Il est évident que, si nous avions fait la même sub-
stitution en prenant au lieu de m le quotient complet t qui lui
g correspond, nous aurions obtenu, au lieu de la réduite •&> la
valeur X de la fraction continue elle-même, puisqu'on peut toujours l'arrêter à un quotient complet quelconque (151). Nous écrirons donc, par exemple,
Propriétés fondamentales des réduites.
160. I. La différence absolue de deux réduites consécutives est une fraction ayant pour numérateur l'unité et pour dénominateur le produit des dénominateurs des deux réduites.
Soient, en effet,
trois réduites consécutives quelconques, et / le dernier quotient incomplet qui fait partie de rr-,« Nous aurons (157)
et, par suite,
Q _ Q/-+-P Q PQ'-QP'
en même temps que
0 P_QP'-PQ'
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Les dénominateurs des deux différences répondent à l'énoncé. Quant aux numérateurs, ils sont égaux et de signes contraires.
Comme nous avons considéré trois réduites consécutives quelconques, on peut donc dire que le numérateur de la différence de deux réduites consécutives est constant en valeur absolue.
Pour trouver cette constante, il suffit de retrancher les deux premières réduites, par exemple, qui donnent
ab -\- 1 a i
Le théorème énoncé est ainsi démontré.
161. Si Ton veut tenir compte du signe de la différence des deux réduites, il suffit de se rappeler que les réduites de rang pair sont plus grandes que les réduites de rang impair (154). Par conséquent, la différence obtenue est positive ou négative, suivant que la première réduite est de rang pair ou de rang impair.
162. IL Toutes les réduites sont des fractions irréductibles.
Si Ton considère, en effet, les deux réduites consécutives (juelconques
Q' IV
et si Ton forme le numérateur de leur différence, on a (160,
RQ'— QR'=±i.
Celte égalité prouve qu'il ne peut exister aucun facteur commun autre que l'unité, soit entre R et R' ou entre Q et Q', soit môme entre R et Q ou entre R' et Q;.
Les réduites quelconques ~, et ~-, ayant leurs deux termes
premiers entre eux sont des fractions irréductibles (Arithm., 187,188).
Cette propriété remarquable explique et justifie le nom de réduites.
163. 111. Les réduites de rang impair et les réduites de rang pair convergent respectivement vers une limite fixe, qui est la
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valeur de la fraction continue elle-même, et, de deux réduites consécutives, c'est la plus éloignée qui approche le plus de cette valeur.
En effet, d'après ce qui précède (156), les réduites de rang impair vont constamment en croissant, en restant inférieures à une réduite quelconque de rang pair : elles convergent donc vers une limite fixe. De même, les réduites de rang pair'vont constamment en décroissant, en restant supérieures à une réduite quelconque de rang impair : elles convergent donc aussi vers une limite fixe. Cette limite est, d'ailleurs, la même pour les deux suites; car la différence de deux réduites consécutives j~ et fTP étant égale à
QTÎ7'
va constamment en diminuant à mesure qu'on avance dans la fraction continue, et tend vers zéro autant qu'on veut s'il s* agit d'une fraction continue illimitée, puisque, d'après la loi de formation des réduites (157), les deux dénominateurs Q' et R' vont constamment en croissant, de manière à pouvoir dépasser toute quantité donnée.
Comme la valeur de la fraction continue reste comprise entre deux réduites consécutives quelconques (15k), la limite commune dont nous venons de parler n'est autre que la valeur môme de cette fraction continue.
En outre, si les deux réduites consécutives considérées sont
7T' el ÎT7* c'esl ^a P*us éloignée =r-, qui approche davantage de
la valeur X de la fraction continue.
Pour le prouver, nous n'avons qu'à comparer successivement, à ~ et à ^-,j la valeur X de la fraction continue, exprimée en fonction du quotient complet t qui correspond au
g dernier quotient incomplet m compris dans ^7 (159).
Pour fixer les idées, nous admettrons que ^ est une réduite de rang pair et qu'on a, par conséquent (154.),
l34 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
Nous aurons donc (160, 16J )
R _x _ R _ R*h-Q __ RQ'-QR' _ i
et
x _ Q _ Rt + Q _Q_ l(RQ'-QR') t
Q'~~ R'i + Q' Q1 ~ O'iR^-hQ) "~ Q'iR'*-+-Q'/
Or la première différence est évidemment la plus faible des deux, puisque t est au moins égal à i et que Q' est nécessairement moindre que R' (157).
C'est la proposition qu'on vient d'établir qui a fait donner aux réduites le nom de fractions convergentes.
164. On peut la rendre sensible aux yeux en portant sur une même droite, à partir d'un point fixe 0, des longueurs 0*i, Oh, 04, ..., proportionnelles aux valeurs des réduites de rang impair : ces longueurs formeront une série croissante. Si l'on porte, à partir du môme point 0, des longueurs Op2, 0/>4, 0/?6, ..., proportionnelles aux valeurs des réduites de rang pair, elles formeront une série décroissante. Les deux séries obtenues occuperont deux régions distinctes et n'empiéteront pas l'une sur l'autre; mais elles convergeront indéfiniment l'une vers l'autre, de manière à n'avoir finalement qu'un point de démarcation tel que X. La longueur OX sera proportionnelle à la valeur de la fraction continue elle-même.
O /, /, i, IX pH Pt />.
165. Le calcul précédent permet d'indiquer deux limites simples de l'erreur commise, lorsqu'on remplace la fraction continue par l'une de ses réduites.
Nous avons trouvé (163)
Remarquons que le quotient complet t est compris, par hypothèse (163), entre les deux entiers consécutifs metm + i.
On aura donc, en valeur absolue, en désignant par ^-, la ré-
dmte qui suit j-t>
R ou w.
R' " R'(R'/»-hQ)
Cette inégalité est évidente a priori (154, 160), et elle entraîne la suivante :
On aura, d'autre part,
R' A> R'[R'(/rc->-j) + Q'] 0U R' A>R'(R'+S')'
Ainsi, lorsqu'on s'arrête à une certaine réduite, on peut dire que l'erreur commise est moindre que V unité divisée par le produit des dénominateurs de cette réduite et de la suivante ou que V unité divisée par le carré du dénominateur de la réduite considérée, et que V erreur commise est plus grande que lJ unité divisée par le produit du dénominateur de la réduite par la somme de ce dénominateur et de celui de la réduite suivante.
166. 11 résulte de ce qu'on vient de dire que, lorsque la fraction continue est illimitée, on peut toujours former une réduite qui en diffère d'une quantité moindre qu'une quantité donnée s.
Il suffit, en effet, d'arriver à une réduite ^ telle, qu'on ait
ÎT'<£ ou R'>vTi-
Or, les dénominateurs des réduites formant une suite indéfiniment croissante, on atteindra toujours une réduite pour laquelle cette condition sera remplie.
167. IV. Un nombre K ne peut approcher davantage de la valeur X de la fraction continue qu'une réduite =r-,> sans être
compris entre cette réduite et la réduite précédente ^-, •
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En effet, si K approche plus de X que ^r,? il approche a
fortiori ( J63) plus de X que ~; et, comme X tombe toujours
entre ces deux réduites consécutives (154.), il faut évidemment que K remplisse la môme condition.
V. Toute fraction ordinaire qui approche davantage
de la valeur X de la fraction continue qu'une réduite r-, a
des termes moins simples , c'est-à-dire respectivement plus grands que ceux de la réduite.
Considérons, en effet, la réduite ^ et la réduite ^ qui la
précède immédiatement. Admettons que la fraction ~ approche davantage que ~-, de la valeur X de la fraction con-
tinue.
La fraction s sera d'abord nécessairement comprise entre
AQ
-BQ ^ 1
BQ' R'Q'
Comme il s'agit de nombres entiers, la différence AQ' — BQ
est au moins égale à 1. L'inégalité précédente exige donc
qu'on ait
BQ>R'Q' ou B>R'.
Si nous renversons maintenant les quantités considérées, leurs inverses formeront, par ordre de grandeur décroissante,
la suite
11 en résulte
ou
AQ'_BQ i QA ^ QR
Cette inégalité exige, à son tour, qu'on ait
QA > QR ou A > R.
La proposition qu'on vient de démontrer .prouve que les réduites successives expriment la valeur de la fraction continue aussi simplement que possible, eu égard au degré d'approximation obtenu.
169. Il est utile de s'arrêter un instant sur la propriété précédente, qui imprime aux réduites un caractère tout particulier.
On pourrait croire, au premier abord, que de plus grands dénominateurs répondent à une plus grande approximation. On voit qu'il n'en est rien. Et, en effet, si l'on prend, par
exemple, les trois fractions — ? >-> —> qui, ramenées au même 1 11 5 11 ^
dénominateur, forment la suite croissante ^> ^-r-> ~> on com-
prend qu'une quantité X puisse tomber entre — et — > en
étant beaucoup plus près de ^ que des deux autres fractions.
S'il en est ainsi, il sera impossible, avec des onzièmes d'unité
d'obtenir pour X une valeur aussi approchée que -_-•
Ainsi, en cherchant les valeurs approchées d'une quantité parmi des fractions de dénominateur donné, on peut, dans certains cas, avoir un degré d'approximation moins favorable qu'avec des fractions de dénominateur plus petit. Ce qui est très remarquable, c'est que cela ne se produit jamais pour une fraction continue, lorsque les valeurs approchées sont choisies parmi ses réduites.
L'emploi des fractions continues intervient, par la propriété sur laquelle nous venons d'insister, dans l'établissement des trains d'engrenages compliqués, comme ceux que nécessitent les combinaisons de la haute horlogerie ( * ).
170. VI. Lorsqu'on réduit en fraction continue deux valeurs d^un nombre N, l'une approchée par défaut, l'autre approchée par excès, tous les quotients incomplets communs aux deux résultats obtenus appartiennent nécessairement au développement de N en fraction continue.
Désignons par A et B les deux valeurs approchées de N par défaut et par excès, et admettons qu'on ait
A = a H B = aH
A et B ont la même partie entière a. Cette partie entière est donc aussi celle de N qui est compris entre A et B, et l'on peut poser à la fois
x est alors nécessairement compris entre y et y', et comme, d'après les deux développements supposés, ces deux quotients ont la même partie entière b, cette partie entière est aussi celle de x. On peut donc poser encore
u devant être compris à son tour entre z et z'9 qui ont la même partie entière c, a aussi cette partie entière, et l'on peut poser de nouveau
(') f'oir les feuilles aulographiées de mon Cours de Cinématique à l'École Centrale, 1 863- 1 866.
En continuant, on voit que la fraction continue représentant le développement de N commence nécessairement par a et
par les fractions intégrantes v> -> -.i communes aux deux
développements donnés. On a donc
EXEMPLES
1 71 . i° Remplacer la fraction -^—, par des fractions approchées, exprimées aussi simplement que possible, eu égard au degré d'approximation obtenu.
Il suffit de convertir la fraction donnée en fraction continue et d'en former ensuite les différentes réduites (168), d'après l'algorithme indiqué ( 158).
Comme le nombre donné ne contient pas do partie entière, on posera
Il faut chercher le plus grand commun diviseur des nombres 3024 et
i3q2 en réduisant d'abord le nombre fractionnaire -=-^ à sa plus simple
expression (Arithm., 489). On est ainsi conduit à — • L'opération du
plus grand commun diviseur donne alors
La fraction continue cherchée est donc (152)
Nous formerons les différentes réduites d'après le Tableau ci-après,
en remarquant que la première réduite est et que a est ici égal à
zéro :
La dernière réduite reproduit naturellement la fraction proposée ramenée à sa plus simple expression (162).
Si Ton remplace 5-— par la fraction -r> l'erreur commise est moindre
que . ,0 ou que s — > et elle est plus grande que -57-^ 7,-x- ou que
172. i° Trouver des fractions ordinaires exprimant le nombre t: (Géom., 228) aussi simplement que possible, eu égard au degré' d'approximation obtenu, sachant que 7r est compris entre les deux nombres décimaux
3,1415926 et 3,1415927.
On commencera par réduire ces deux nombres en fraction continue, jusqu'à ce que les fractions intégrantes successivement obtenues deviennent différentes (470).
On trouvera facilement, en passant de la forme décimale à la forme fractionnaire et en suivant la marche rappelée au numéro précédent,
On a donc nécessairement
On calculera les réduites correspondantes à l'aide du Tableau
aa
Ces réduites, en tenant compte du degré d'approximation qu'elles présentent, approcheront plus de w que toutes les fractions ayant des
aa termes respectivement plus simples. Ainsi — est la valeur de it, à i centième près, exprimée avec les termes les plus simples possibles. aa Remarquons que — est précisément la valeur de n trouvée par Ar-
chimède; — rr, celle qu'on a attribuée aux Hindous; — r> colle qui est
due à Adrien Métius.
Des fractions continues périodiques.
173. Lorsque, dans une fraction continue illimitée, et nous en avons défini la valeur au n° 163, un nombre limité de quotients se reproduisent indéfiniment dans un ordre constant, on dit que cette fraction continue est périodique. Les éléments qui se reproduisent constituent la période.
Lorsque la période commence dès le premier quotient incomplet, la fraction continue est périodique simple. Lorsque la première période ne commence pas dès le premier quotient et est précédée d'éléments qui ne se reproduisent pas, la fraction continue est périodique mixte.
Nous nous proposons ici de démontrer le beau théorème de Lagrànge sur les fractions continues périodiques [J.-L. Lagrange, Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrés (*), Chap. VI].
Nous exposerons d'abord la proposition suivante qui, comme le dit Lagrange, était connue depuis longtemps, lorsqu'il en démontra la réciproque, beaucoup plus difficile à établir.
174. I. Toute fraction continue périodique peut être regardée comme V une des racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients rationnels.
(») Tome VIII de l'édition complète de3 OEuvres de Lagrange, publiée par les soins de M. J.-A. Serret, sous les auspices de M. le Ministre de l'Instruction publique; Gauthier-Villars, mdccclxxix. — Cours d'Algèbre supérieure, par J.-A. Serret, 3» édition, t. 1; Gauthier-Villars, 1866.
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Lorsque la fraction continue est périodique simple, les racines de l'équation du second degré correspondante sont de signes contraires. Lorsque la fraction continue est périodique mixte, les racines de V équation du second degré correspondante sont de même signe,
i° Soit la fraction périodique simple x, dont la période est formée des quotients incomplets a, b, c, d. On aura alors indéfiniment
Comme la fraction continue se poursuit ainsi sans jamais s'arrêter, il est clair qu'on peut écrire
Désignons par ^ et ^ les deux réduites qui correspondent
aux derniers quotients incomplets c et d dans la nouvelle expression de x. Nous aurons (159)
d'où l'on déduit immédiatement
R'^s — (R— Q')X — Qzzo.
Le terme tout connu étant négatif, les racines de cette équation du second degré sont de signes contraires (Alg. élém.. 244).
2° Soit la fraction continue périodique mixte x, dont la partie non périodique est formée des quotients incomplets a, b.
c9 dy et dont la période est formée des quotients incomplets e, /, g, h. On aura alors indéfiniment
or = a -h
rf
Si Ton désigne par y la valeur de la fraction continue périodique simple
comme la fraction continue x se poursuit sans jamais s'arrêter, il est clair qu'on peut écrire à la fois
(l) ^ = flH
CH
et
( 2 ) ^r-an
Si l'on représente alors par ■- et — les réduites qui correspondent aux quotients incomplets c et d dans la valeur (i)
de x et par ^^et ^ les réduites qui correspondent aux
quotients incomplets g et h dans la valeur (2) de ^ on a aussi à la fois (159)
Si Ton résout par rapport à y considéré comme fonction de x les deux équations comprises dans la relation (3), et si Ton égale entre eux les résultats obtenus, il vient évidemment
(4) y^-v-ïv^-R'
et l'on en déduit „ ( (q'R'-r'Q^xt-h (/-Q' -r/R'^-Q/' — Rq')x (n) / -w/R-rQ^o.
x est donc encore racine d'une équation du second degré à coefficients rationnels.
Le produit des racines de cette équation est égal {Alg. élém.,<2kZ)h ,fn yB-/-Q
et il nous reste à chercher le signe de cette expression.
Désignons par —, la réduite qui précède —, et par p, la réduite qui précède ~-r Nous aurons (157)
r—qd -{-/>, R -zQh -+- P,
r>=zq'd-+-p', R'=Q'A-f-P'.
En substituant ces valeurs dans l'expression (6), on peut lui donner les formes successives
q(Qh + V) — (qd + p)Q _ Qq(h - d) + qP - pQ
<*-Mîw)
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Or h ne peut être égal à dy sans quoi la période commencerait un rang plus tôt, et la différence des deux nombres entiers h et d est au moins égale à i en valeur absolue. D'ail-
leurs, les rapports > ^> ô* 7y sonl ^es factions proprement dites d'après la loi de formation des réduites, et il en
P P P' Df
est de même, a fortiori, des différences 7> "~ > 7v — ^7 '
Les deux termes du second rapport écrit dans la dernière forme donnée à l'expression (6) ont donc nécessairement le même signe, et cette expression est positive. Les deux racines de l'équation (5) sont, par conséquent, de même signe {Alg. élém., SU).
Remarque. — Le raisonnement employé exige évidemment que la fraction périodique mixte admette plusieurs quotients avant la première période.
S'il n'y avait, avant cette période, qu' un seul quotient a, on
aurait
et la réduite -^ deviendrait la réduite fictive - (158). Par suite, le produit (6) des racines de l'équation (5) serait égal à
R — aQ
rapport qui peut être positif ou négatif; de sorte que, dans ce cas particulier, les deux racines de l'équation (5) peuvent être de même signe ou de signes contraires.
175. II. Théorème de Lagrange. — Toute racine irrationnelle cVune équation du second degré à coefficients rationnels se développe suivant une fraction continue périodique.
Lorsque lf équation du second degré considérée a ses racines de signes contraires, la fraction continue est périodique simple ou périodique mixte avec un seul quotient avant la période. Lorsque cette équation a ses racines de même signe, la fraction continue est périodique mixte.
Pour plus de clarté, nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.
De C. — Cours. III. 10
l46 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
i ° Con vendons préliminaires.
Toute quantité irrationnelle, racine d'une équation du second degré à coefficients rationnels, est une irrationnelle du second degré.
On peut toujours ramener une équation du second degré à coefficients rationnels à avoir ses coefficients entiers et, en multipliant l'équation par 2 si cela est nécessaire, à avoir un nombre pair pour coefficient de la première puissance de l'inconnue.
Soit donc
une équation du second degré où les coefficients A, B, C sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, tels que la quantité B2— AC placée sous le radical de la valeur de x et supposée positive (Alg. élém., 237) ne soit pas un carré parfait. En effet, si B2 — AC représentait un carré parfait, x serait un nombre commensurable, et son développement en fraction continue serait limité (152).
On a, pour les racines de l'équation proposéei
— Bz+zi/B' — AC
En posant B* — • AC = F et en prenant le radical toujours positivement, on peut les écrire
On associera ensemble les signes supérieurs et les signes inférieurs. En effet, dans cette hypothèse, la première racine -B + ^/F 4l , . -+-B-+-\/F -B — \/P
* a4 In cn/>AnHû PQPinA T Ail Z .
sera-
et la seconde racine, t-* — ou
Si Ton veut ne tenir compte que des valeurs absolues des racines, on se contentera de prendre le dénominateur A dans la formule précédente avec le signe qui rend l'une ou l'autre racine positive.
Nous poserons maintenant
Nous représenterons, en outre, par D-t la valeur de C prise
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avec un signe tel qu'on ait
F = B»— AC = ES-+-D-,D
F est un entier positif dont la racine carrée est irrationnelle. Les nombres E, D, D_t sont des nombres entiers, positifs ou négatifs.
2° Développement en fraction continue de l'irrationnelle positive du second degré
Nous déterminerons la racine du plus grand carré entier contenu dans F et, en divisant par D la somme formée par E et par cette racine, nous trouverons le plus grand entier a contenu dans x. Nous poserons donc, d'après la méthode
connue (151),
Le quotient complet xx sera donné par la relation
— a _(Da— E)-h^F
Nous rendrons rationnel le dénominateur de l'expression en multipliant ses deux termes par (Da-E) -+-\/F. Elle deviendra évidemment
et, en posant
*» — F-(Da-E)5 '
E1 = Da-E. D|=F--(Da-E)1
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nous la ramènerons à la forme
toute pareille à celle de x.
E, est un nombre entier, positif ou négatif; Dt est un nombre rationnel, positif ou négatif.
On voit, par ce qui précède, qu'on peut opérer sur xï pour trouver le quotient complet suivant xly comme on a opéré sur x pour trouver xx\ et ainsi de suite, indéfiniment.
On écrira donc
1) Xi
Nous obtiendrons ainsi les quotients incomplets a, al9 au ..., a*, . . . de la fraction continue illimitée que nous cherchons, et nous pourrons calculer les réduites correspondantes.
Nous remarquerons que la quantité radicale y/F reste la môme dans x et dans tous les quotients complets xu xt,
X^y . . . , Xny ....
3° Loi de formation des quotients complets. — Le nombre rationnel Da est toujours entier.
On a (2°)
«^«-1 — tx — an-\ "T- — '
un-l Xn
On en déduit, comme précédemment ( 2°),
_ T)„_, (!),_, g„,l - E,., -4- y/F\ 71 ~ F-ÔV-^^-E,,.,)» "'
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mais, d'après nos notations, on a d'autre part (20)
xn —
Un
En comparant les deux expressions de xn> on a donc ncce& sairemenl
(3) E„ = Drt-|afl-, — Efl_,
et
On en déduit, comme cela doit être (i° et 20),
(5) F^E-t-hD^D*.
Si Ton admet que E0 et D0 représentent EetD, la formule (5) subsiste, quel que soit n, puisque Ton retrouve alors la formule (2) [i°]
F = E*-hD_tD.
Éliminons donc F entre les formules (4) et (5), en remplaçant, dans la formule (5), n par n — 1. Nous aurons ainsi
f=e;_1h-dii-1dji-i,
et, en transportant cette valeur dans l'équation (4), en simplifiant et en divisant par D„_,, il viendra
En remplaçant dans cette équation DA_i par sa valeur déduite de l'équation (3) et en simplifiant, nous aurons enfin
(6) D„ = Dn_, -h ( E*-, - E„ ) *„_, .
Les formules (3) et (6), qui font connaître E* etD„ en fonction des quantités précédemment calculées, contiennent la loi de formation des quotients complets.
Nous avons trouvé (20) pourE, un nombre entier, positif ou négatif, et pour ï)t un nombre rationnel, positif ou négatif. Nous trouverons donc pour Ei, E3, . . ., E„, . . . des nombres entiers, positifs ou négatifs, tandis que D„ Ds, . . ., D„, . . . se présenteront sous la forme de nombres rationnels, positifs ou
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négatifs. Il reste à démontrer que ces nombres rationnels sont entiers.
Or la formule (6) ou celle qui la précède prouve immédiatement que D„ sera entier si D„_i et Dn-i le sont eux-mêmes. Il suffit donc, en supposant n = i, que D_, et D0 ou D soient entiers, pour pouvoir affirmer qu'il en sera de môme successivement de Dt, Dj, D8, . . ., Dn, .... Nos conventions préliminaires (i°) admettant expressément que D_! et D sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, nous pouvons dire, d'une manière générale, que D„ est un nombre entier, positif ou négatif, comme Ea.
4° A partir d'une certaine valeur limite donnée an, les nombres entiers En et Dn deviennent et restent constamment positifs.
Pour établir ce fait, nous considérerons les réduites successives de x en les représentant, pour plus d'homogénéité dans les notations, par
Po Pi Pj Pflt-1 P/t
Qo' Qi' Q,' "' U.-i' Q«'
réduite fictive - (158); ~ est la (n -h i)ièmo réduite, et l'on
Si l'on suppose P0=i et Q0 = o, la première réduite est la
réduite,
ou bien (20)
E»-f-y/F E + s/F ^ n D„ ^ "*" n~l = (PnE^P.-tD^ + P.y/F
Vin fv »~ Vi*-1
Chassons les dénominateurs de cette expression et égalons respectivement les parties rationnelles et les parties irrationnelles des deux membres {Alg. élém., 264). Nous aurons
E(Q„En+Q,-1Dn) + Q/lF = D(P„E,-f-Prt_1D„), EQ.H-Q«E,, + Qjl-1Di, = PJID.
En ordonnant par rapport à En et à D„, on obtient les deux
équations du premier degré
(7) {T>Pm-EQm)Em-h(DP*-.l-'EQm-l)1in = QnF9
(8) Q^+Q^D^DP^-EQ».
Si Ton élimine D„ entre ces deux équations, le coefficient de E„ se réduit à
V(PnQn-l-QnPn-l),
c'est-à-dire à ±D, suivant que n est pair ou impair (160). On peut donc mettre ce coefficient sous la forme D(— i)n ou D
On trouve ainsi
(9) E„=(-^[Q„_1Q„F-(DP,_1-EQrt_1)(DP/1-EQ«)].
En éliminant En entre les mêmes équations (7) et (8), et en faisant usage de la même relation
P»Q„-i-Q«P«-i = ±i, on trouve également
(10) D^t^[(DP,-EQ/i)î--QJF].
Considérons d'abord la valeur de Dn.
On peut la mettre sous la forme
D« = T^ (DP*- EQ„- Q„^F) (DPn- EQ„+ Qrt^/F).
En ajoutant et en retranchant alors 2 Q„ y/F dans le dernier facteur du second membre; en mettant ensuite Q* en facteur commun, ce qui conduit à diviser respectivement par Q„ les deux facteurs entre parenthèses; en divisant enfin le premier de ces facteurs par D, on a évidemment
La formule (11) va nous permettre de montrer que T)n devient et reste positif à partir d'une certaine valeur de n.
E-h\/F En effet, — ^— représente &(i°). Le premier facteur
entre crochets a donc le signe de (-— 0* : il est positif si n
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est pair, négatif si n est impair, puisque jA est la réduite
correspondante (15i). Son produit par (— i)nQJ est donc
p toujours positif. D'ailleurs la différence entre y-eta: peut
devenir aussi petite qu'on veut pour n assez grand (186). Il en résulte que, quel que soit le signe de J), la valeur du second facteur entre crochets tend autant qu'on veut vers 2 y/F, c'est-à-dire qu'elle devient positive pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite. Il en est donc de même de D„, à partir de cette limite.
Considérons à son tour la valeur de E„.
Prenons l'équation (8), qu'on peut écrire
Q»-iDll = DP,l-QllE-QilEJI ou
Q„-tD„
Qn
On a d'ailleurs (20)
ou D„a-„ = v/f -*-E„.
En divisant membre à membre les deux dernières équations, on trouve
Qn-,_(Dfe-E)-E"
La formule (12) va nous permettre de montrer que En devient et reste positif, à partir d'une certaine valeur de n. En effet, on a
^_E+^ d,où D^-E^ry/F.
Par conséquent, puisque ~* tend vers x autant qu'on veut
pour n assez grand, le second membre de l'équation (12) devient, à partir d'une certaine valeur de n9 aussi près qu'on veut de
\Zf-E»,
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Il est. donc impossible que En9 à partir de cette même limite, soit négatif; car le second membre de l'équation (12) serait alors plus grand que 1, tandis que son premier membre est manifestement inférieur à 1. (On a Q»-i < Q« d'après la
loi de formation des réduites, et xn = an-\ est supérieur
à l'unité.) Ainsi, pour toutes les valeurs de n supérieures à une certaine limite, E„ est et demeure positif.
5° Toute racine irrationnelle d'une équation du second degré à coefficients rationnels se développe suivant une fraction continue périodique.
Nous avons établi (20, 3°, 4°) que E„ et J)„ sont entiers et que, pour les valeurs de n supérieures à une certaine limite, ils sont positifs.
Si nous considérons le développement de la fraction continue illimitée à partir de cette limite, la formule (5)
prouve qu'on a alors constamment
La formule (3)
E„ = D„_i a„_j — Ert-i,
écrite en remplaçant n par n -+- 1, donne alors évidemment
«^«-E^ + En ou Vnan<2\/F;
et il en résulte constamment
Dn < 2 y/F et an < 2 \/F.
Les nombres entiers E„, D„, an sont donc limités; et les quotients complets œny comme les quotients incomplets any ne peuvent avoir qu'un nombre fini de valeurs différentes.
On a
E„-hy/F
On peut faire varier Dn, entier, depuis 1 jusqu'au plus grand entier contenu dans 2 \Jf, en l'associant avec une valeur de E„, entier, variant depuis 1 jusqu'au plus grand en-
tier contenu dans y/F. Le nombre des valeurs de xn est donc au maximum 2 y/F. \J¥ ou 2F.
Il est finalement démontré qu'en poursuivant la conversion de
en fraction continue illimitée, on retrouvera nécessairement, après un nombre d'opérations plus ou moins grand, mais qui ne peut excéder 2F, un quotient complet déjà obtenu. A partir de là, il est clair que la suite des quotients complets ou incomplets redeviendra identique à celle qu'on avait trouvée après la première apparition de ce quotient, et qu'elle se reproduira indéfiniment. La fraction continue illimitée égale à x sera donc périodique simple ou périodique mixte, suivant qu'on retrouvera ou non le premier quotient (173).
6° Lorsque V équation du second degré considérée a ses racines de signes contraires, la fraction continue correspondante est périodique simple ou périodique mixte avec un seul quotient avant la période. Lorsque cette équation a ses racines de même signe, la fraction continue correspondante est périodique mixte.
Ce corollaire est la conséquence nécessaire du théorème I (174, i°, 20 et Remarque).
Applications.
176. i° On donne l'équation du second degré 23 x1 — 49-^ ■+■ *3 = o, et Von demande de convertir ses racines en fractions continues.
L'équation donnée a évidemment ses racines réelles et de même signe. Nous devons donc obtenir comme développements des fractions continues périodiques mixtes (175).
Nous appliquerons d'abord les formules générales trouvées ( 175). Préparons donc l'équation en la multipliant par 2 (175, i°). Elle devient
d'où
La racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 285 est 16.
Les deux racines x' et x" ont pour produit l'unité. L'une est plus grande que i, l'autre est plus petite. Calculons la plus grande.
Puisque x'.z?= i, nous aurons ensuite x"= — ,.
Les formules générales à employer sont (475, 3°)
(6) D„= Dn-i + (En-i— En)an-i.
On a d'ailleurs (175, i°)
AC^-D-jD,
D n'étant autre chose que A pris avec le signe adopté, et il en résulte
a0 n'est autre chose que «, partie entière de x*.
Cela posé, cherchons d'abord cette partie entière en remplaçant, dans la valeur de x\ /285 par 16. Nous obtiendrons a = \.
Nous aurons ensuite, en faisant n = i dans les formules (3) et (6), et d'après (175, 2°),
p o ne * * Ei -h v/F — 3 -f- y/Jï55 E, = — 3, D4=6, dou *!== -i-^ = g-i
La partie entière de xt est, par conséquent, at = a. De môme, pour n = 2,
Ej= i5, Dj = io, xt =
Par suite, la partie entière dext est a, = 3. Pour « = 3, on a
et la partie entière de .r3 est az = 5. Enfin, pour n = 4,
E4=i5 = E„ D4= io = Dt.
11 en résulte
La fraction continue cherchée est donc une fraction périodique mixte ayant pour quotients non répétés 1 et 2 et, pour quotients répétés, 3 et 5.
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Nous écrirons donc
HYÏ
on en déduit a = i, comme précédemment. On poso ensuite, comme h l'ordinaire (151),
x=i-> , dou xi~ — —
La partie entière de x{ est donc celle de — ou #i = 2.
xx = a h donne
c'est-à-dire
46 a 40 — 2 /285 2 (20 — |Aa85)
11 faut alors rendre le dénominateur de l'expression rationnel (Alg. élém.y 79), en écrivant
__ (3-4-y/285)(20-H^^85) _ 345 -h 23 y/285 _ i5-n/a85 Xâ— 2(4oo — 285) ~~ 23o 10
La partie entière de xt étant at = 3, on a
Xi = 3 h >
d'où
x2— 3 i5 + vA85 _3 /ji8i — i5
io
— loV^5-*-t5) __ io(/285 -+- 1*)) _ v/^85 h- 1 5 ~ 285 — 225 "~ 6o ~ 6
La partie entière de xz étant az— 5, il vient
d'où
IO
L'opération est donc terminée et les résultats sont identiques aux précédents.
177. 20 Développer en fraction continue V irrationnelle v^F, sachant que a est la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans F.
On voit immédiatement que \/¥ est l'une des racines de l'équation du second degré
Les deux racines de cette équation étant de signes contraires devront se développer suivant des fractions continues, périodiques simples ou périodiques mixtes avec un seul quotient avant la période (175). C'est ce dernier cas qui se réalisera toujours. Nous nous contenterons de vérifier le fait sur des exemples particuliers, sans le démontrer d'une manière générale.
Si a1 est le plus grand carré entier contenu dans F, F pourra varier (en le supposant entier) de a} 4-1 à a*-\- 2 a (Arithm., 275). Nous allons considérer les deux valeurs extrêmes en effectuant directement les calculs.
Convertir x = yja% -+- 1 en fraction continue.
La partie entière de x étant a, on a successivement
x = a h- — ? Xi =
#i x — a ^ai _+_ j — #
La partie entière de xx est at = aa. Par suite,
= /a* -hi + a
Xi = 2a H 5 Xj = = = J7|.
L'opération est terminée. Le quotient non périodique est a et la période est formée du terme unique 2 a. On a donc
œ = \Jax ■+- 1 = « h
Convertir x = Jar-^ia en fraction continue.
La partie entière de x étant a, on a successivement
x, x — a y/a*+-ia — a *«
La partie entière de xt est ai = i. Par suite,
^1 — ! v/"* +2fl + fl
La partie entière de xt est at = a a. On a donc
X%= 2.a-h — i X3 = = — =Xt-
L'opération est terminée. La partie non périodique est a, la période est i, 2a, et l'on peut écrire
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178. 3° Trouver des valeurs approchées aussi simples que possible de ^7, eu égard au degré d'approximation obtenu.
Il faut convertir \fî en une fraction continue périodique mixte présentant un seul terme non périodique, comme on vient de le voir, et former les réduites successives, jusqu'à ce que l'on atteigne l'approximation voulue.
Nous nous servirons cette fois des formules générales (173).
L'équation du second degré
Axs-+-aBx-4-C = o
se réduisant à
on a
ce qui entraîne E = o et D = i. F étant égal à 7, la partie entière de x est a = 2. Enfin D_t = — C = F = 7. Les formules
(3) En = D/J.-1 an-\ — E«-i ,
(6) D„=D„_1^- (En-i-E^an-i
donnent alors successivement :
Pour n = 1,
pour n = 2,
I -4- \fî
Ei = i, Dj = 2, xt = — - — -> 0i= 1;
E3=i, D3=3, x, = f"^ i «3=iî
po«r n = 4,
/war /i = 5,
L'opération est donc terminée. La partie non périodique est 2, la période
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est t, i, i, 4) et Ton a
Les réduites successives seront déterminées à l'aide du Tableau ci-dessous (158)
Si Ton remplace /7 par la réduite do rang pair -7/, Terreur commise
par oxcès est moindre (165) que — — - ou que •
ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER DEGRÉ
179. L'analyse indéterminée du premier degré est une partie importante de la Théorie des nombres.
Son but est le suivant : Étant données m équations à coefficients entiers, positifs ou négatifs, entre m -+- n inconnues x, i
y y z, . . ., trouver les solutions entières de ces équations, c'est- i
à-dire les systèmes de valeurs entières, positives ou négatives i
de &j y y 2, . . . , qui les vérifient.
Nous considérerons d'abord une seule équation à deux inconnues.
Résolution de l'équation ax ■+- by —- c en nombres entiers.
180. On peut supprimer tout facteur, commun à la lois aux coefficients a, b, c, sans altérer les solutions de l'équation. Nous admettrons donc que ces coefficients a, b, c sont premiers entre eux dans leur ensemble (Arith., 120).
181. I. Lorsque les coefficients a et b des inconnues x et y ne sont pas premiers entre eux, V équation ax -+- by — c ne peut admettre aucune solution entière.
Lorsque ces coefficients a et b sont premiers entre eux, l'équation admet nécessairement une solution entière.
En effet, si a et b ont un facteur commun ky différent de i, les valeurs entières de x et de y, quelles qu'elles soient, rendront le premier membre de l'équation multiple de k, tandis que le second membre ne pourra remplir cette condition, a, b, c étant supposés premiers entre eux (180). Soient donc les coefficients a et b premiers entre eux. Puisqu'on peut toujours changer les signes des deux mem-
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bres, il est permis de regarder le coefficient de Tune des inconnues, a par exemple, comme positif. On tire alors de l'équation donnée / \ c—by
On peut toujours effectuer la division de deux nombres entiers, quels que soient leurs signes, de manière que le reste de la division soit positif (Àrithm., 122). Remplaçons donc successivement/, dans la relation (i), par les valeurs
et cherchons les quotients correspondant aux diverses valeurs du second membre, de façon que les restes des divisions effectuées soient tous positifs.
Il est facile de voir qu'on parviendra ainsi à une valeur e«tière de xy et à une seule.
Admettons, pour un instant, que deux valeurs de y appartenant à la suite (2), et que nous désignerons par y' et y\ puissent conduire au même reste r. Les quotients étant g' et q*9 on aurait alors
c — by' = aq' -\- r, c — by" — aq" -+- r ;
d'où l'on déduirait, par différence,
a% qui est premier avec b, diviserait alors ytt — /'; ce qui est impossible, puisqu'on a, d'après (2),
Tous les restes obtenus sont donc différents. Comme ils sont entiers, moindres que a et que l'on exécute a divisions, il en résulte que l'un d'eux est forcément nul.
Si (3 est la valeur de y qui correbpond à ce reste nul, on a
x = !- = a (nombre entier),
d'où
(3) aa-*-6(3=:e,
et l'équation proposée admet la solution entière
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182. IL Lorsque l'équation ax -\-by = c admet une solution entière, elle en admet une infinité.
Puisqu'on a alors (181)
a« + fe{3 = c,
on peut écrire
ax ->rby=zaoL-+- bfi,
d'où l'on déduit
Si Ton désigne alors par 0 un entier indéterminé, positif, négatif ou nul, il suffit que y satisfasse à l'équation
y-$ = aQ9
pour que la valeur correspondante de x soit entière comme celle attribuée à /.
Tous les systèmes de valeurs entières de x et de y, qui satisfont à l'équation
seront donc données par les relations
/ — $ = a9 et x — « — — b9
ou
j = j3-ha0 et x = a — b9,
en faisant parcourir à 6 toute la série des nombres entiers, positifs ou négatifs.
Les valeurs trouvées pour x et pour y forment deux progressions par différence, illimitées dans les deux sens (Alg. élém., 322). L'une de ces progressions, celle qui correspond à y, a pour raison le coefficient de x dans l'équation; V autre y celle qui correspond à x, a pour raison le coefficient de y; mais l'un des deux coefficients est changé de signe.
183. D'après ce qu'on vient de dire, la résolution de l'équation ax-h by = c en nombres entiers revient à trouver une seule solution entière de l'équation.
On peut, pour cela, choisir entre trois procédés, que nous allons indiquer successivement.
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184. Premier procédé, fondé sur l 'emploi des propriétés des fractions continues.
Réduisons la fraction irréductible j > prise positivement en
fraction continue. Cette fraction continue sera limitée (152).
Soit ît: l'avant-dernière réduite. La dernière sera r- En for- IV b
mant la différence des deux réduites, nous aurons (160, 161)
R aR'— 6R ±i R7 ~~ b\\' "" bW
' c'est-à-dire
aR'-ôR = ±i.
Si nous multiplions par c les deux membres de cette égalilé,
il vient
«R'c— bRc=±c.
En comparant ce résultat à l'équation donnée
ax -+- by = c,
on voit immédiatement qu'on obtiendra une solution entière de cette équation, en posant
x=z±lR'c et jr=qpRc.
Toutes les solutions entières seront ensuite données par les formules (182)
y — zz. Rc h- aBy œ = ± R'c — bO.
r — io4/ = 8i
En réduisant -^ en fraction continue (171), nous trouverons 104 x '
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Les réduites seront données par le Tableau ci-dessous :
En retranchant Tune de l'autre les deux dernières réduites, on aura donc
et, en multipliant par — 81 5 les deux membres de cette égalité,
77 (— 27.815) — io4(— 2o.8i5) — 81 5.
En comparant ce résultat à l'équation donnée, on voit qu'on obtient une solution entière de cette équation en posant
et
y — — 20. 81 5 = — i63oo.
Toutes les solutions entières cherchées sont alors comprises dans les formules (182)
y-=. — i63oo -+- 77 é
et
x — — 22oo5 -+- 1 o4 0.
186. Remarque. — On peut d'ailleurs toujours simplifier les relations fournies par ce premier procédé, et dans lesquelles les termes indépendants de 9 contiennent comme facteur le terme tout connu de l'équation proposée.
Prenons la valeur de y, par exemple, et divisons i63oo par 77, eiî rendant le reste de l'opération moindre que la moitié du diviseur, s'il ne l'est déjà. Le quotient sera alors obtenu par défaut ou par excès, à une demi-unité près (Arit/im., 122, 232). Comme 0 est un entier quelconque, positif ou négatif, on a le droit de le remplacer par ce quotient pris avec le signe convenable, et l'on est certain d'obtenir ainsi pour y une valeur entière, inférieure en valeur absolue à la moitié du coefficient de x dans l'équation donnée.
i63oo divisé par 77 donne, dans ces conditions, 212 pour quotient et — 24 pour reste, de sorte qu'on a
i63oo= 77.212 — 24 ou 77.212 = i63oo-t- 24.
En faisant 0 — 212 dans la valeur de y, il vient donc
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La même substitution dans la valeur de x conduit à x = — 22005 -h 104.212 = 43.
On peut donc prendre pour point de départ la solution entière
7 = 24 et x = 43,
et, pour formules générales plus simples,
7 = 244-770 et a? = 43 4-io40.
Cette première solution entière, où Tune des inconnues a une valeur inférieure à la moitié du coefficient de l'autre inconnue, peut être regardée comme une solution minimum.
187. Deuxième procédé, fondé sur l'existence même d'une solution entière.
Ce procédé ne convient que lorsque l'un des coefficients des inconnues est un petit nombre.
Soit l'équation
En la résolvant par rapport à l'inconnue qui a le plus petit coefficient, il vient
271 —qx >- 4
On est alors certain (181) que, si Ton donne à x les valeurs o, 1,2, 3, Tune des valeurs correspondantes de y sera entière. Pour x = 3, on trouve
Troisième procédé fondé sur une remarque particulière
Cette remarque, très simple, est la suivante : si, dans l'équation
(1) ax -h by -- c,
le coefficient b9 par exemple, est égal à i, on a immédiatement une solution entière en posant x=io etj = c. Nous allons ramener le cas général à ce cas particulier.
Admettons que a soit le plus petit coefficient, et tirons de l'équation (i)
c — by
Xt=z — .
Divisons c et b par a, en prenant les quotients par défaut
ou par excès, de manière à avoir des restes plus petits que -
en valeur absolue (Ariehm.t 122) : nous diminuerons la longueur des calculs, en appliquant toujours cette même simplification.
Si Ton trouve
c = aQ±R, bz=aqztr, la valeur de x deviendra
^ = Q — qy h — —
Par suite, en désignant par t une nouvelle inconnue, la question est ramenée à trouver une solution entière de l'équation
c'est-à-dire
(2) at±ry = ±R.
Dans cette équation, les coefficients des inconnues sont le plus petit coefficient de l'équation primitive et le reste obtenu en divisant le plus grand coefficient de l'équation primitive par le plus petit. En opérant sur l'équation (2) comme on vient de le faire sur l'équation (1), on verra se poursuivre la même loi.
On en conclut immédiatement que les équations auxi-
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liaires successivement obtenues ont toujours pour coefficients des inconnues deux des restes consécutifs qui sont fournis par la recherche du plus grand commun diviseur des nombres a et b.
Comme ces nombres a et b sont, par hypothèse, premiers entre eux, on parviendra donc toujours à un dernier reste égal à i (Arithm., 113), c'est-à-dire à une dernière équation
de la forme
mu -f- v=p.
Cette dernière équation aura pour solution entière u r= o et e=/>; et, en remontant de proche en proche, on en déduira une solution entière de l'équation proposée.
Application. — Reprenons l'équation
déjà traitée par le premier procédé (185). On en tire
, . 8i5-i-io4y 32--27K
en posant
(3) =r^--=c ou 27/ 4- 77*= 32.
L'équation (3) donne
(4) y=**=12! ^-u + î^-'^i-it + t,
en posant
(5) i-=i*' ou kt — 2it'— — 5.
L'équation (5) donne à son tour
en posant
(7) HT"-'* ou l'-4^ = -i.
Nous voilà parvenu à une dernière équation où t' a pour
coefficient l'unité. On peut donc prendre, pour solution entière de cette équation, ** = o et *'=— i. Les équations (6), (4) et (2) conduisent alors successivement aux solutions entières
Les solutions entières de l'équation (1) sont donc renfermées, comme précédemment, dans les formules
y=z 24-1-770, x = 43 4- io4#.
190. Remarque. — Lorsqu'on rencontre, dans les divisions successives exigées par le deuxième ou par le troisième procédé, un facteur qui se présente au dividende sans entrer dans le diviseur, il faut avoir soin de le mettre en évidence de manière à simplifier les calculs subséquents.
Si Ton arrivait, par exemple, à une fraction, telle que
'• — -> — 9 on mettrait en évidence le facteur 5 qui entre au di-
vidende sans entrer dans le diviseur, en écrivant — - — - — >
1 -1- it et Ton poserait seulement — --— = t\ Le résultat final ne
serait pas modifié (Arithm., 155).
Résolution de l'équation ax-+- by = c en nombres entiers et positifs.
191. Lorsque a et b sont premiers entre eux, l'équation ax-h by — c admet une infinité de solutions entières (182). Nous voulons séparer, parmi ces solutions entières, celles qui sont positives.
Si Ton met en évidence les signes des coefficients a, b, c, on a à considérer les quatre formes suivantes :
a x -h by = c, ax — 6j-c, ax -+- by — — c, ax — by = — c.
La troisième forme exclut évidemment l'existence de solutions positives, et la quatrième forme rentre dans la deuxième; car peu importe que ce soit le coefficient b ou le
coefficient a qui ait le signe moins. Nous garderons donc seulement les deux équations
ax ~\- by — c, ax — by = c.
Commençons par la deuxième, et soit # = a, y = fiy
une solution entière quelconque de cette équation. Toutes
ses solutions entières seront renfermées dans les formules
x=z a 4- b9y y — fi-t-aO.
Pour que les solutions soient à la fois entières et positives, il suffit de donner à 0 les valeurs entières qui satisfont aux
inégalités
ou telles qu'on ait
La seule condition est donc de donner à 0 les valeurs enoc tières qui surpassent la plus grande des deux limites — j>
— - > et Ton voit que l'équation ax — by — c admet une infinité de solutions entières et positives.
193. Passons à l'équation ax -+- by = c. Les formules qui donnent ses solutions entières sont
x — a — bQ, y = p + a9.
On ne doit donc, dans ce cas, donner à B que les valeurs entières qui satisfont aux inégalités
a — bô>o, (3-+-a0>o,
ou telles qu'on ait
L'équation de condition
aa. 4- 6(3 = c
*<;, e>-fi.
permet de remplacer y par — ° h — r • On peut donc prendre
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pour limites
9<-Ê + 4 et 9>-fi.
a ab a
Par conséquent, les solutions entières et positives de l'équation ax -h by^=c sont données par les valeurs entières
de 9 comprises entre les nombres — - et — - h — T • 1 a a ab
On voit que V équation ax-\-by=zc peut n'admettre aucune solution entière et positive et que, dans tous les cas, elle n'en admet qu'un nombre limité.
Le nombre de ces solutions entières et positives est d'ail-
leurs le quotient entier qui correspond à -r> différence des
deux limites trouvées pour 0, ou ce quotient augmenté d'une unité.
Ainsi, si les deux limites étaient 29 § et 38 {, leur différence serait 9 \, et il y a neuf nombres entiers entre les deux limites. Si les deux limites étaient 29 £ et 39 \t leur différence serait 9 |, et il y a dix nombres entiers entre les deux limites.
Applications.
194. i° Indiquer un nombre entier et positif tel, qu'en le divisant par 7, on trouve pour reste 5, et qu'en le divisant par 12, on trouve pour reste 1 1 .
Si Ton désigne par x et par y les deux nombres entiers et positifs, quotients du nombre cherché par 7 et par 12, ce nombre admettra les deux formes
7 j; h- 5 et 12^-hii.
On doit donc satisfaire, en nombres entiers et positifs, à l'équation
7x4-5=12^-4-11 ou 7-z — iaj = 6.
On anra une infinité de solutions (192). On déduit de l'équation posée
Il suffit, pour trouver une valeur de y qui rende entière l'expression 2 r-f- 1
■ , de remplacer y par Tune des valeurs o, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (181,
187). Pour y = 3, on a 1L±I = , et x = 6<
11 en résulte les formules générales
On doit avoir
i-i2Ô>o et
c'est-à-diro
6 > - I et
Toutes les valeurs entières et positives de 0 conviendront donc à partir de o.
On a, pour le nombre cherché, les deux expressions
Ces deux expressions sont égales, comme on devait s'y attendre et comme il est nécessaire qu'elles le soient si Ton a bien opéré. Tous les nombres demandés sont, en résumé, donnés par la formule
Pour 6 = 1, par exemple, on a bien
i3i = 7Xi8-t-5 = i2xio-f-u.
195. 2° On demande quel est le nombre de pages d'un livre, sachant qu'en les comptant trois à trois, il ne reste rien ; qu'en les comptant sept à sept, il en reste 1 ; qu'en les comptant dix à dix, il en reste 6.
Soit x le nombre cherché. D'après l'énoncé, il doit évidemment rendre
les fractions
égales à des nombres entiers j, z, u. On aura donc
c'est-à-dire
s-* ~T=Z> -iïT=u'
ou
3jr = 1 -+- yz — ■■ 6 -h 1011.
U faut donc finalement résoudre en nombres entiers et positifs l'équation
73 — iou = 5.
On aura une infinité de solutions (192).
De l'équation posée, on déduit (190)
__ 5-4-TOf* __ 5(l-f-2tt)
En posant = /, on a la nouvelle équation
d'où
On doit donner à t les valeurs o et 1 (187). Pour / =1, on a u = 3.
Les formules générales seront donc
Il en résulte 1 -+- 2 6 > o et 3 ■+- 76 > o, c'est-à-dire
0>_I et e>--.
Toutes les valeurs entières et positives de 0 conviennent donc à partir de o.
Si l'on revient maintenant à x = 3/ = 6 ■+- io«, on a
Si l'énoncé indiquait, en outre, que le nombre des pages du livro est compris, par exemple, entre 4°° ©t 5oo, la solution deviendrait unique et déterminée et répondrait évidemment à 0 = 6 : olle serait donc
196. 3° Un propriétaire a dépensé iooofr pour payer le travail de ses vendanges à une troupe d 'hommes et de femmes : chaque homme a reçu igfr, chaque femme, nfr. Combien y avait-il d'hommes et combien de femmes ?
Soient x et y les deux nombres cherchés. Il faut résoudre en nombres entiers et positifs l'équation
igx-h ny = 1000.
Le nombre des solutions sera limité (193).
En tirant do l'équation
1000 — io.r r = —
et, en faisant varier x entier depuis o jusqu'à 10, on est certain d'obte-
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nir une valeur entière de y (181, 187). Pour x = 4, on trouver = 8J. Les formules générales à appliquer sont donc
jc=4 — 116 et r=84-*-i90, et l'on doit avoir 4 — 1 1 6 > o, 84 -+- 19Ô > o, c'est-à-dire
6>— ^ et 0<1.
Le quotient entier de 84 par 19 étant 4, 6 ne pourra admettre que les cinq valeurs
Les solutions du problème sont donc
Résolution en nombres entiers de m équations contenant m + 1
inconnues.
197. Nous considérerons d'abord spécialement le cas de deux équations à trois inconnues. Soient ces deux équations
(1) ax -h by -hcz =d>
Ces équations sont supposées ramenées à leur plus simple expression, c'est-à-dire que les coefficients a, b, c, d sont premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi que les coefficients a\ br, c'y df.
Pour que le problème soit possible, chaque équation doit admettre séparément des solutions entières. Il faut donc évidemment (181) que les coefficients ay b, c soient aussi premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi que les coefficients a', b\ c'.
Éliminons z entre les équations (1) et (2). Il vient
(3) (ac'-ca')x+(bc'—cl/)y=dct-cdt,
et l'on peut remplacer le système proposé par le système des équations (1) et (3).
Cherchons les solutions entières de l'équation (3); d'après
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ce qui précède, si elle en admet, elles seront de la forme (182)
bc*— cbr „
Q ac'—ca'
$ est le plus grand commun diviseur des trois coefficients ac'—ca1 } bc' — cb', dc'—cd'; car, avant de traiter l'équation (3), il faut rendre ses coefficients premiers entre eux dans leur ensemble. 9 est un entier indéterminé, positif ou négatif; a et (3 représentent une première solution.
Pour que l'équation (3) admette des solutions entières, il faut d'ailleurs que les quotients qui multiplient 0 dans les formules précédentes soient premiers entre eux (181).
Si celte condition est remplie, on substituera les valeurs trouvées pour x et pour/ dans l'équation (i), et elle ne renfermera plus que les deux inconnues z et 0, qu'on pourra, si toute/ois l'équation transformée comporte des solutions entières y exprimer en fonction d'un nouvel entier indéterminé &. On pourra donc obtenir x9 y, zy en fonction de 9' seulement.
Si les équations données doivent être résolues en nombres entiers et positifs, il restera à discuter les valeurs obtenues et à chercher les limites de 9' (192, 193).
198. Remarque. — Si les coefficients c et c1 de l'inconnue z qu'on élimine d'abord sont premiers entre eux, la seule condition de possibilité du problème est que l'équation (3) admette des solutions entières.
En effet, reprenons, dans cette hypothèse, les valeurs
bc'—cb' n
ac' — ca' ~
et substituons-les dans l'équation (i). Il vient, en simplifiant, (4) c{ab' — ba')9 + cdz = d(d— ax— 6(3).
D'autre part, puisque l'équation (3) admet la solution
x = a, y = (3, on a
(ac' — ca')«+-(fo' — c&')(3 = tfc' — crf', d'où Ton tire
c(d'— a'* — b'$) = c'(d—aoL — 6(3).
Il en résulte que c, supposé premier avec c', doit diviser exactement */ — a a — 6 (3.
Appelons «7 le quotient de cette division et reportons-nous à Téquation (4). En divisant ses deux membres par c, elle deviendra
(ab'— ba')6-+-$z=zdq.
Dans le cas où c est premier avec c', on obtient donc immédiatement une solution entière de l'équation (4) ou de l'équation (r) transformée en posant 0 =z o et z = q.
La remarque précédente prouve en même temps qu'on a intérêt à éliminer d'abord l'inconnue z dont les coefficients sont supposés premiers entre eux, puisque la résolution ultérieure de l'équation en z et en 0 est alors immédiate.
Nous allons préciser par un exemple la marche que nous venons d'indiquer.
Application. — Résoudre le système
(2) 6x -T-gy + 8z — io4?
en nombres entiers.
Dans l'équation (1) les trois coefficients 7, 7, 77 sont divisibles par 7. En effectuant celte division, il vient
x doit donc être un multiple de 7, et Ton peut poser
x = jx'.
Dans l'équation (2), les trois coefficients 6, 8, io4, sont divisibles par 2. En effectuant cette division, il vient
y doit donc être un multiple de 2, et Ton peut poser
Le système proposé est ainsi ramené au suivant :
(3) 3x'-h2Y'-hS =",
(4) 2ia7'+97'4-4- = 52,
Les coefficients de y étant premiers entre eux, c'est cette inconnue que nous éliminerons de préférence (198). Nous trouverons ainsi l'équation
dont on obtient une solution entière immédiate, en faisant
a?'=o et z = — 5.
Les solutions entières de l'équation (5) sont donc renfermées dans les formules
En substituant ces valeurs dans l'équation (3), il vient
2/'-hi80 = i6 ou
dont on obtient encore une solution entière immédiate en
faisant
y = S et 0 = o.
Les solutions entières de l'équation (6) sont donc à leur tour renfermées dans les formules
On a donc enfin, comme formules générales,
où 0' est un entier indéterminé, positif, négatif ou nul*
Si Ton voulait n'admettre pour x> y, z que des valeurs entières et positives, il faudrait qu'on eût
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On déduirait des deux dernières inégalités
0'<- et 9>\i 9 3
ce qui montre, puisque 0' doit être d'ailleurs plus grand que o, que les équations proposées ne peuvent admettre aucune solution entière et positive.
200. Cas de m équations à m h- 1 inconnues. — La marche que nous venons d'indiquer pour deux équations à trois inconnues (197) est générale.
Soit m équations à m -+■ 1 inconnues x} y, z, u, e, . . . .
Au système donné désigné par (A), on substituera, par des éliminations successives, un système équivalent désigné par (B). La dernière équation obtenue, que nous désignerons par (Bt), contiendra seulement deux inconnues, x et y; IV vant-dernière équation (B,) contiendra ces mêmes inconnues, avec une troisième z; l'équation précédente (B3) contiendra les inconnues x,y, z, avec une quatrième u; et ainsi de suite, en remontant jusqu'à la première équation (B/rt) qui contiendra les 77i -h 1 inconnues x> y, zy uyvy
Cela posé, si l'équation (B,) admet des solutions entières, on exprimera x et y en fonction d'une indéterminée 0. En substituant les valeurs trouvées dans l'équation (B,), on a une équation à deux inconnues z et 0. Si elle admet à son tour des solutions entières, on exprimera z et 0 en fonction d'une nouvelle indéterminée 0', de sorte que xy y, z pourront être exprimées en fonctions de 0\ En portant les valeurs trouvées dans l'équation (B,), on a encore une équation à deux inconnues u et 0'. Si elle admet, elle aussi, des solutions entières, on exprimera u et 0' en fonction d'une nouvelle indéterminée 0', de sorte que x} yy z, u pourront être exprimées en fonction de 0*. On continuera de la même manière, jusqu'à ce qu'on ait pu exprimer les m -h 1 inconnues en fonction d'une seule et dernière indéterminée, si cela est possible.
La condition de ne conserver, parmi les solutions entières, que celles qui sont positives, imposera, pour la dernière indéterminée, la recherche de limites plus ou moins faciles à assigner.
Résolution en nombres entiers d'une équation contenant pins de deux inconnues.
201. Nous considérerons d'abord spécialement le cas d'une équation à trois inconnues.
Soit cette équation
(1) ax -\-by.-\- cz = d.
Les coefficients a, b, c, d sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, qui doivent être rendus préalablement premiers entre eux dans leur ensemble.
Les coefficients a, b, c doivent être alors premiers entre eux dans leur ensemble; car, s'ils admettaient un facteur commun autre que l'unité, toute solution entière rendrait le premier membre de l'équation multiple de ce fadeur, sans que la même condition fût remplie par le second membre. Il n'y aurait donc pas de solutions entières.
Mais deux quelconques des coefficients a, b, c peuvent être premiers entre eux ou admettre un facteur commun n'appartenant pas au troisième coefficient.
Supposons, en premier lieu, que a et b, par exemple, soient premiers entre eux. En mettant l'équation (i) sous la forme
(2) ax -+- by=zd — cz
et en attribuant à z une valeur entière quelconque, on pourra trouver pour x et y une infinité de solutions entières (181, 182).
Si, au contraire, a et b ont un plus grand commun diviseur d, on pourra poser a = da', b = àb'y et l'équation (2) deviendra
c et d étant premiers entre eux, puisque a, b, c ne présentent aucun facteur premier commun (Arithm., 155), on pourra poser
9 étant un entier quelconque. On aura alors
(4) cz + $9=zd,
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et cette équation pourra être vérifiée par une infinité de valeurs entières de z et de 0. Pour chaque valeur de 0, l'équation (3) admettra à son tour une infinité de solutions entières pour x et /.
On voit que, dans les conditions indiquées, on peut toujours trouver facilement une solution entière de l'équation (i).
202. Il s'agit maintenant de trouver les formules générales renfermant toutes les solutions entières de l'équation
(i) ax-\- bj -\- cz = d.
Soient .r = a, y= (3, z=zy une première solution entière. Nous aurons l'équation de condition
(2) aa -f- 6|3 -f-cy = d.
II est clair que les valeurs suivantes :
où 0 est un entier indéterminé, satisfont toujours à l'équation (1), comme on peut d'ailleurs facilement le vérifier; car, en les substituant dans cette équation, on retombe sur l'identité (2). Mais il est clair aussi que ces formules ne donnent pas toutes les solutions cherchées, puisque, d'après ce qui précède (201), z peut recevoir une infinité de valeurs entières convenables, et non pas la seule valeur y.
Nous allons démontrer que, si l'on représente par 0' et 9 deux nouvelles indéterminées analogues à 0, les formules générales renfermant toutes les solutions entières de l'équation (1) sont
Ix — oL — bO-t-cQ', y^p + ae + ce», z=y —aW-be".
Ces valeurs conviennent toujours; car, en les substituant dans l'équation (1), on retrouve encore l'équation de condition (2).
Il reste à établir qu'elles ne laissent échapper aucune solution entière.
Soient, en effet, x-=ol', y=fir, z = y', l'une quelconque des
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solutions entières de l'équation (i). Il faut prouver qu'on peut toujours assigner des valeurs entières des indéterminées 0, 0', 0*, telles qu'on ait précisément
i a' — oi— bO -+-C0', . i bQ—cQ' — OL — *',
(4) p = $ + aQ+cP, ou 1 — a0--c0*:=(3— P', ( y'-y — aff—bP, ( a9'+b9*=z y — /.
On voit facilement que les trois équations (4) se réduisent à deux; car, si on les ajoute, après les avoir multipliées respectivement par les coefficients a, b, c, on a
ce qui est une identité, en vertu de l'équation de condition (2) et de l'équation aa! -\- 6p' -h cy'=:d, qui résulte de l'hypothèse faite.
Nous prendrons donc seulement les deux premières équations du système (4)»
\ bB—cQ'=:<X—OLfy
j — aA — cA^p — P',
et nous allons montrer qu'elles seront satisfaites simultanément par les mêmes valeurs entières des indéterminées 0, 0', 0'.
Chacune des équations (6) admet séparément des solutions entières (181); car, d'après l'identité (5), le plus grand commun diviseur de b et de c, si ces coefficients ne sont pas premiers entre eux, doit diviser exactement a.— a!; et le plus grand commun diviseur de a et de c, si ces coefficients ne sont pas premiers entre eux, doit diviser exactement
Admettons que le plus grand commun diviseur de b et de c soit dt et que 0j et 9\ représentent une solution entière de la première équation (6). Admettons de même que le plus grand commun diviseur de a et de c soit ô, et que 0, et 0*, représentent une solution entière de la seconde équation (6).
Les solutions entières des équations (6) considérées séparément seront alors renfermées respectivement dans les formules générales suivantes, où tx et tt désignent deux nou-
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veaux entiers indéterminés (182)
(7) / cl <
Et il est évident qu'il suffit qu'on puisse trouver des valeurs entières de tx et de tt rendant identiques les deux valeurs entières de 0 fournies par les équations (7) pour que les équations (6) soient satisfaites simultanément par les mêmes valeurs entières des indéterminées 0, 9', 9". Nous poserons donc
ou
(8) iL^-fL,,^-^
Or, en substituant dans chaque équation (6) la solution
entière supposée, 9t et 9\ pour Tune, 0, et 0", pour l'autre, il
vient
En ajoutant ces deux équations, après les avoir multipliées respectivement par les coefficients a et b, on a
ab{9t—9i) —c(a9\ -h b0\) = a(a - a') -h 6((3 - (3'),
ou, à cause de l'identité (5),
En faisant passer tous les termes dans le premier membre et en divisant par le produit Sxè^ des plus grands communs diviseurs des coefficients b et c, a et c, on a finalement
(9) jf£(0.-0.)-îx<afl,» + *fli-t-/-y>=°-
j-g- est un nombre entier, premier à la fois avec t- et -c-- D'après l'équation (9), ce nombre entier doit donc diviser
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exactement Bx— 0, et, en représentant le quotient entier correspondant par /, on a
L'équation (8) devient ainsi
OU
et cette équation admet une infinité de solutions entières, puisque les coefficients ô\ et dt sont premiers entre eux ( 181, 182). Les formules générales cherchées sont donc bien les formules (3), où les indéterminées 0, 0', 0" recevront toutes les valeurs entières, positives ou négatives.
EXEMPLE
Résoudre en nombres entiers l'équation
\5x-\-6jr-\- 203 = 171.
Où aperçoit immédiatement la solution entière
x = 1 , jr = 26, 3 = o.
Par suite, toutes les solutions entières de l'équation seront renfermées dans les formules (202)
20k. Passons maintenant au cas d'une équation contenant un nombre quelconque d'inconnues.
Soit
(1) ax -\- by-\- cz -hdu -4-. . . = /",
cette équation générale, où les coefficients a, b, c, d, . . ., k sont des nombres entiers, positifs ou négatifs. On doit toujours la supposer ramenée à sa plus simple expression, de sorte que les coefficients a, b, c, d, . . . , k n'aient plus aucun facteur commun.
Tous les coefficients du premier membre doivent être alors
premiers entre eux dans leur ensemble; car, s'ils admettaient un facteur commun autre que l'unité, toute solution entière rendrait le premier membre divisible par ce facteur sans que le second membre le fût. L'équation ne pourrait donc en comporter aucune.
Les coefficients a, b> c, d, ... du premier membre doivent être premiers entre eux dans leur ensemble; mais a et by par exemple, peuvent n'être pas premiers entre eux. Désignons par 5 leur plus grand commun diviseur et, par a' et b'f
les quotients vetv Nous pourrons mettre l'équation (1) sous
la forme
, , . k — c z — du — ... a'x^rb'y— % ,
et la question sera ramenée à résoudre en nombres entiers
l'équation
k — c z — du — ...
qui renferme une inconnue de moins, puisque lieu des deuj inconnues x et y, on n'a qu'une nouvelle inconnue t.
En opérant ainsi, de proche en proche, tout dépendra finalement de la résolution d'une équation à deux inconnues.
QUELQUES CAS PARTICULIERS DE L'ANALYSE INDÉTERMINÉE DU SECOND DEGRÉ
205. C'est Bàchet de Méziriac quia donné, en 1624, l'analyse indéterminée du premier degré dans ses Récréations mathématiques. Lagrange a fait connaître, en 1770, dans un de ses beaux Mémoires, l'analyse indéterminée du second degré. Il a simplifié et généralisé sa méthode dans ses Additions aux éléments d'Algèbre d'EuLER, 1798. La question est une des plus délicates de l'Algèbre. Lagrange ajoute dans son Avertissement : « A l'égard des équations indéterminées des degrés supérieurs au second, on n'a encore que des méthodes particulières pour les résoudre dans quelques cas, et il est à présumer que, pour ces sortes d'équations, la résolution générale devient impossible passé le second degré, comme elle paraît l'être passé le quatrième pour les équations déterminées (*) »
Nous nous proposons seulement dans ce Chapitre d'indiquer comment on peut résoudre en nombres entiers l'équation du second degré à deux variables x et j, lorsque le carré de l'une des variables manque dans l'équation.
Premier cas (C = o).
206. Prenons l'équation générale du second degré à deux inconnues et à coefficients entiers, positifs ou négatifs,
kx* -h Bxy -+- C y* +Dx-hEj+F = o,
et supposons qu'on ait C = o.
L'équation deviendra du premier degré en 7, et l'on aura,
(») Œuvres de Lagrange, édition J.-A. Serret, t. VII, p. 7; Gauthier- VHlars, m dccc lxxvii.
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en rendant d'ailleurs les coefficients premiers entre eux dans leur ensemble, s'ils ne le sont déjà,
(1) (B^ + E)j + A^+Dj:4-F^o.
On en déduit
B^-hE
et Ton effectue la division indiquée dans le second membre. On trouve pour quotient
A AE— BD B"*^ B
et pour reste
BDE-(AE»-i-B,F)
11 en résulte (2)
AE-BD BDE-(AE»H-B»F) B* ' B'(Bx-t-E)
ou, en multipliant les deux membres par B* et en posant pour abréger N = BDE — ( AE* -+- B*F),
(4) B\> - -AB* + AE-BD + g^rÉ
Comme x et y doivent être des nombres entiers, positifs ou négatifs, il faut donc que le quotient
B-r-bE
soit lui-même un nombre entier, positif ou négatif, c'est-à-dire que Bx 4- E soit un diviseur de N.
On cherchera, par conséquent, tous les diviseurs du nombre entier N et, en désignant l'un quelconque d'entre eux par A, on posera
B^-hE = zb A, d'où
Lorsque les valeurs de a? fournies par la formule (5) seront entières, il faudra les substituer dans l'équation (4) pour voir si elles correspondent à des valeurs entières de/.
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L'analyse précédente montre que le nombre des solutions entières est toujours limité et qu'il peut n'en exister aucune.
207. Remarque. — Le reste de la division effectuée peut être nul.
On a, dans cette hypothèse et d'après les équations (2) et (3),
/(Ba?-+-E)~ — A** — J)x — F
ou
{Bx -h E) (Bs7 4- ABa? h- BD — AE) = o.
11 faudra alors poser séparément
B.r-f-E=o, B*j-hAB.r-hBD— AE = o;
et il est évident que, si ces équations admettent une solution entière, il n'y en aura qu'une seule.
Deuxième cas (C — o et B — o).
208. Lorsqu'on a, à la fois, C = o et B = o, la marche qu'on vient d'indiquer doit être modifiée. On a alors simplement
-Ar*— D.r — F (0 7- g
Admettons ^qu'il existe une solution entière correspondant
à x-=± ol et posons
en désignant par 0 un entier indéterminé. Si nous substituons cette valeur de x dans l'équation (1), il vient, en simplifiant,
(2) y=~A*'~I)a~~F--(2Aa-hD)fl--AE02.
Jt!i
Par hypothèse, la quantité
— As2 — Da — F E
est un entier. Il en résulte que, si x =1 a donne une valeur entière de y, x = <xh-E0 en donne nécessairement une nou-
velle, de sorte que V équation proposée admet alors une infinité de solutions entières.
La question est donc ramenée à trouver, s'il est possible, une solution entière.
Or, si a était connue, comme 0 peut être positif ou négatif, on pourrait déterminer 0 de manière que a: = a + EÔ lut
compris entre et — • En d'autres termes, si les solutions
entières existent, il y aura une valeur entière de x, comprise
entre et — > qui donnera une valeur entière de y.
On substituera donc dans l'équation (i) toutes les valeurs
entières de x comprises entre les deux limites et — ;
le nombre des essais ne dépassera pas E; et, suivant que ces essais réussiront ou non, l'équation proposée admettra une infinité de solutions entières ou n'en admettra aucune.
Applications.
r* — 2.r — 3jk H- 1 = o
On en déduit
Nous devrons donc (208) essayer de trouver une solution entière, en
faisant varier x de -+- - à , c'est-à-dire en lui donnant les valeurs
entières 1, o, — 1. Pour x = — 1, on trouve j = 2. L'équation proposée
admet donc une infinité de solutions entières, et les valeurs entières
de x sont renfermées dans la formule (208)
où 0 est un entier quelconque, positif, négatif ou nul.
En substituant cette valeur générale de x dans l'équation donnée, on trouve facilement la valeur générale de l'autre variable
Si l'on ne veut admettre que des solutions entières positives, il faut satisfaire aux deux inégalités
— 1 — 3 0 >o et 90*-+- 80 -h 2 >o. La première exige qu'on ait
et la seconde est satisfaite, quelle que soit la valeur entière donnée à 0,
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parce que les racines du trinôme 9 6* -h 86 4- 2 égalé à zéro sont imaginaires (Alg, élém., 252). On obtiendra donc une infinité de solutions entières positives, en donnant à 6 toutes les valeurs entières négatives à partir de — 1 .
212. 4° Déterminer un triangle rectangle tel, que ses côtés soient exprimés par des nombres entiers et que son aire soit exprimée par le même nombre que son périmètre.
Les côtés de l'angle droit étant x et y, et z l'hypoténuse, on doit avoir
En éliminant z entre les équations (1) et (2), il vient évidemment
ou, en élevant les deux membres au carré,
c'est-à-dire, en simplifiant,
o = —^ xjr(x-+-jr)-+- ixy.
x et jr étant supposés différents de zéro, on peut diviser par xj-, et l'on trouve ainsi
xr
OU
xy — J\x — 4/ -4- 8 = o.
On en tire
Nous devons donc égaler à x — 4 (206) les diviseurs de 8, qui sont : =t 1 , ±*,±4,±=8.
On trouve alors les solutions entières suivantes :
Gomme on doit rejeter les solutions nulles et les solutions négatives, on
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n'a à tenir compte que des quatre solutions
Mais, .r étant un côté quelconque de l'angle droit, il n'y a en réalité que deux solutions distinctes :
•r — 5 avec ^ = 12, x = 6 avec y = 8.
L'équation (i) donne, dans la première hypothèse, z = i3, et, dans la seconde, z = 10.
THÉORIE DES COMBINAISONS
Définitions.
213. Considérons m objets quelconques. Si Ton groupe entre eux, de toutes les manières possibles, n quelconques de ces m objets, en ne tenant compte que de l'ordre des objets, on forme ce qu'on appelle les arrangements de ces m objets pris n à n. Deux arrangements diffèrent donc au moins par Tordre des objets qui les composent.
Si, parmi les arrangements obtenus, on ne conserve que ceux qui diffèrent au moins par un objet, ces arrangements particuliers constituent ce qu'on appelle les combinaisons des m objets pris n à n. Dans les combinaisons, l'ordre des objets n'intervient pas.
On donne quelquefois aux combinaisons le nom de produits différents.
Arrangements.
2H. Pour fixer les idées, nous supposerons que les objets qu'on veut grouper soient représentés par les lettres de l'alphabet a, b, c,d, . . ., h,k, l, . . ..
Soient, par exemple, les quatre objets ou les quatre lettres a, b, c, d.
Pour avoir leurs arrangements deux à deux, on écrira, à la droite de chacune d'elles, les trois autres lettres. On aura
De C. — Cours. III. i3
ainsi
ab, ac, ad;
ba, bc, bd;
ca, cb, cd;
da, db, de.
Pour avoir les arrangements trois à trois, on écrira successivement, à la droite de chaque arrangement deux à deux, les deux lettres qui n'y entrent pas. Il viendra
abc, abd, acb, aed, adb, ade;
bac, bad, bca, bed, bda, bdc]
cab, cad, eba, cbd, cda, cdb;
dab, dac, dba, dbc, dea, dcb.
On continuera de la môme manière, quels que soient m et n, en se servant toujours des arrangements de Tordre précédent.
215. Nous voulons chercher la formule qui fait connaître le nombre des arrangements de m objets pris n à /i.
Nous indiquerons ce nombre par la notation AJ,, l'indice marquant le nombre total des objets considérés, et l'exposant le nombre de ceux qui doivent entrer dans chaque arrangement.
On peut procéder par induction pour trouver, en opérant de proche en proche, la formule dont il s'agit {Alg. élém., 4-07); mais on peut aussi établir directement la loi qui lie les deux nombres A^-1 et A"t, et en déduire la formule cherchée.
A*-1 représentant le nombre des arrangements des m objets ou des m lettres données prises n — 1 à n — 1, il suffit évidemment, pour avoir tous les arrangements n à n, et d'après ce qui précède (214), d'écrire successivement, après chaque arrangement n-ià n — i, les m— (n — 1) ou les m— n-hi lettres qui n'y entrent pas.
En effet, on obtient bien de cette manière tous les arrangements nk n; car on peut toujours former un arrangement n à n désigné, en plaçant la nièmo lettre considérée à la suite d'un certain arrangement des n — 1 autres lettres.
De plus, tous les arrangements n à n ainsi trouvés sont distincts; car ceux qui correspondent à un même arrangement
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n — i à n — i diffèrent par leur dernière lettre, et ceux qui sont terminés par la même lettre correspondent à des arrangements n — i à n — i différents.
Cela posé, puisque chaque arrangement n — ikn — i donne naissance à m — n -+- 1 arrangements n à n, on a
Ai = Al-1 (*»-"-M).
En faisant dans cette relation n = 2,3,4, ...,/i, on obtient successivement
Aî, = AJUm — i),
Aï, = A?„(m-2), Aî, = AJ!t(m-3)f
Aï = Ai-|(ni-/n-i).
Si Ton multiplie toutes ces égalités membre à membre, et si Ton remarque que le premier membre de chaque égalité est reproduit par le premier facteur du second membre de l'égalité suivante, on a, en opérant les réductions et en remplaçant AJ, par sa valeur évidente m,
AJ, = m(m — 1) (m — 2) (m — 3)...(/ra — n-hi).
Cette formule, qui donne le nombre des arrangements n à n de m objets quelconques, est composée de n facteurs ; le premier facteur est m; les autres facteurs diminuent successivement d'une unité jusqu'au rièm* qui est m — n + 1.
Permutations.
216. Si l'on fait /i= m dans la formule précédente, on a le nombre des arrangements de m objets pris m à m.
Ces arrangements, où entrent tous les objets donnés, ont reçu le nom de permutations
Si l'on désigne leur nombre par P,» et si l'on renverse l'ordre des facteurs du second membre, on a évidemment
Pm = 1 . 2 . 3 . 4 . . . m.
Les facteurs du second membre forment la suite naturelle des nombres entiers, depuis 1 jusqu'à m.
On voit que le nombre des permutations augmente très ra-
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pidement avec le nombre des objets considérés. On a P10= 3628800.
217. On rencontre très souvent en Analyse le produit des m premiers nombres entiers consécutifs. On le représente symboliquement par la notation m\ Dans ces conditions, la formule du nombre de permutations de m objets devient
Pm = m!
Les analystes ont donné aux produits de cette forme le nom de factorielleèy et en ont étudié les propriétés.
218. Pour obtenir les permutations d'un certain nombre d'objets, on adopte la marche suivante :
Soient, par exemple, les trois objets ou les trois lettres ay b, c. On commence par écrire les permutations des deux premières lettres a et b. Il n'y en a évidemment que deux,
aby ba.
On prend alors la troisième lettre c, et on lui fait occuper toutes les places, de droite à gauche, dans chacune des permutations précédentes. On a ainsi
abc, acb, cab, bac, bca, cba.
On continue de même pour quatre lettres, cinq lettres, . . ., m lettres, en se servant toujours des permutations de Tordre précédent.
219. On peut, d'après cela, donner de la formule des permutations (216) une démonstration indépendante de la formule des arrangements.
Supposons qu'on connaisse le nombre des permutations de k objets ou P*.
Si, à chacune de ces permutations, on adjoint un nouvel objet ou une nouvelle lettre, en lui faisant occuper successivement toutes les places de droite à gauche, places qui sont évidemment au nombre de k -+- 1, on aura toutes les permutations de k 4-1 objets, sans en oublier ni sans en répéter aucune. On peut donc écrire
En faisant successivement k = i, 2, 3, . . . , m — 1, on a
P^Pl2, P,= P,3, P^P34, .--, P,»=Pm-im.
En multipliant toutes ces égalités membre à membre, en supprimant les facteurs communs et en remarquant que Pi= 1, il vient, comme précédemment,
Pm = 1 . 2 . 3 . 4 • • • m = m\
Combinaisons.
220. Prenons, par exemple, cinq objets ou cinq lettres a, b9 c, d, e, et cherchons les combinaisons (213) de ces cinq lettres prises trois à trois.
Nous commencerons par former les combinaisons de ces lettres prises deux à deux, en écrivant successivement, après chacune d'elles, les lettres qui la suivent dans Tordre naturel. Nous aurons
ab, ac, ad, ae,
bc, bd, be,
cd, ce, de.
Nous écrirons successivement, à la suite des combinaisons précédentes, les lettres qui, dans Tordre naturel, viennent après la dernière lettre de chaque combinaison, et nous aurons toutes les combinaisons des cinq lettres prises trois à trois :
abc, abd, abe, acd, ace, ade,
bcd, bce, bde, cde.
On continuera de la même manière, quels que soient m et n, en se servant toujours des combinaisons de Tordre précédent.
221. Nous voulons chercher la formule qui fait connaître le nombre des combinaisons de m objets pris n à n, nombre représenté par CJ,.
Nous donnerons d'abord une démonstration indirecte, fondée sur les résultats précédents.
Supposons qu'on ait formé les combinaisons n à n de m objets, c'est-à-dire les arrangements n h n de ces m objets qui diffèrent au moins par l'un des objets qui y entrent (213). En prenant toutes ces combinaisons et en effectuant les permutations (216) des n objets qui composent chacune d'elles, on obtient tous les arrangements n à n des m objets donnés.
En effet, chaque permutation donne un arrangement nk n. Aucun arrangement n'est omis; car chaque combinaison correspond à un certain arrangement, en laissant de côté l'ordre des objets qui y entrent; et, en effectuant toutes les permutations de ces objets, on doit trouver l'arrangement particulier qu'on a en vue. Aucun arrangement n'est répété; car ceux qui proviennent d'une même combinaison diffèrent par l'ordre des" objets, et ceux qui ne proviennent pas d'une même combinaison diffèrent au moins par l'un des objets qui les composent.
Chaque combinaison contenant n lettres donne lieu à un nombre P* de permutations. On a donc, d'après ce qu'on vient d'établir,
An — f» p
On en déduit (215, 216)
A* m(m — i)(m — 2)(/w — 3)...(/w — n-hi)
Cette formule générale renferme n facteurs entiers au numérateur et n au dénominateur. Les premiers vont en décroissant depuis m jusqu'à m — /14-1; les seconds vont en croissant depuis 1 jusqu'à n.
222. Tout nombre de combinaisons étant nécessairement entier, la formule obtenue démontre immédiatement ce théorème :
Le produit de n nombres entiers consécutifs quelconques est toujours divisible par le produit des n premiers nombres entiers.
223. On peut donner à la formule des combinaisons une autre expression qui est souvent plus commode.
On ne change rien au nombre qu'elle représente, en mul-
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tipliant ses deux termes par le produit i .a.3. . . (m — n). On complète ainsi les facteurs du numérateur depuis m jusqu'à i . 11 vient alors, en renversant Tordre de ces mêmes facteurs,
rn 1.2.3.4.. (m — 2) (m — i)m
m 1.2. 3. 4. .-nx 1.2.3.4. ..(/n — 1)
Le numérateur contient, dans ce cas, m facteurs qui sont les nombres entiers de i à m; le dénominateur en contient aussi m, qui sont les nombres entiers de i à n et de i à m— /i. On peut donc écrire, symboliquement (217),
Cn ._ ™!
224. La nouvelle forme obtenue démontre immédiatement ce théorème :
Le produit des m premiers nombres entiers est toujours divisible par le produit des n premiers nombres entiers multiplié par celui des m — n premiers nombres entiers, quel que soit n9 pourvu qu'il soit moindre que m.
225. On peut présenter, comme il suit, une démonstration directe de la formule des combinaisons.
Supposons que l'on connaisse les combinaisons de m objets pris p à p. En associant successivement à chacune d'elles les m — p objets qui n'y entrent pas, on formera des combinaisons de m objets pris/> -+- 1 à p -+- i, en nombre égal à
Aucune combinaison p -+- 1 à p -+- i ne peut ainsi échapper, puisqu'on emploie toutes les combinaisons p à p; mais les combinaisons obtenues ne sont pas toutes distinctes. En effet, prenons l'une de ces combinaisons : quel que soit l'objet qu'on .y supprime, parmi les/?-hi qu'elle renferme, on retrouvera une combinaison p à p différente. Il en résulte évidemment que la même combinaison p -+- 1 à p -+- i reparaîtra, dans l'opération effectuée, de p -+- 1 manières différentes.
Le nombre exact des combinaisons de m objets pris y? -+- i à/>-hi est donc
çp+i — çp m—P
En faisant successivement, dans cette relation, /? — 1,2, 3, .. .,n — i,
on a
f« — ft "»-'
En multipliant ces égalités membre à membre, en supprimant les facteurs communs et en remarquant que Ci,= m, on a, comme précédemment (221),
rn _ m (m — i) (m — 2) (m — 3). ..(m— /i-hi)
Nous allons maintenant démontrer, sur les combinaisons, quelques théorèmes utiles.
I. Les nombres de combinaisons dont les exposants sont complémentaires par rapport à l'indice commun sont égaux entre eux.
On dit que deux exposants sont complémentaires quand leur somme reproduit l'indice commun. Il faut, par conséquent, établir la formule
Cn pm—n
Ce théorème est, pour ainsi dire, évident; car, si Ton choisit, parmi les m objets considérés, une combinaison n à n, les m — n objets qui restent forment, à leur tour, une combinaison m — n à m — n. Les deux nombres de combinaisons sont donc nécessairement identiques.
La formule générale, sous la seconde forme indiquée (223), le prouve aussi immédiatement; car, si Ton y change n en m — n, on a
Et, en comparant l'expression de C™~* à celle de C* , on voit qu'elle ne présente pas d'autre changement que celui de l'ordre des deux produits i.a.3.4. . .net 1.2.3.4. . . (m — n) au dénominateur.
227. II. Si l'on considère les combinaisons n à n de m objets, le nombre de celles qui renferment p objets déterminés s'obtient en retranchant p de l'indice m et de l'exposant /1.
En effet, mettons à part ces p objets, il en restera m — p. Si l'on forme alors les combinaisons n — p h n — p de ces m—p objets, et si Ton range à la droite de chacune d'elles les p objets laissés de côté, on a évidemment toutes les combinaisons n à n qui renferment ces/? objets. Leur nombre est donc bien égal à
rn-p ^m—p*
228. III. Si l'on considère les combinaisons n à n de m objets, le nombre de celles qui ne renferment aucun objet choisi parmi p objets déterminés s'obtient en retranchant p de l'indice m.
En effet, si l'on met à part les p objets désignés, il n'en restera plus que m — p, qui entreront seuls dans les combinaisons nà n dont on cherche le nombre. Ce nombre est donc bien égal à
nn
229. Il en résulte que, si l'on considère les combinaisons n an de m objets, le nombre de celles qui renferment au moins un objet choisi parmi p objets déterminés est égal à
Cn nn
230. IV. Le nombre des combinaisons de m objets pris n à n est égal à la somme des nombres de combinaisons de m — 1 objets pris n — 1 an — 1 et n à n.
Cette proposition découle immédiatement des propositions établies aux n08 227 et 228, lorsqu'on suppose p = 1 .
On peut toujours, en effet, partager les combinaisons de m objets pris n à n en deux groupes : l'un composé des combinaisons qui renferment toutes un certain objet déterminé, l'autre composé de celles qui ne renferment pas cet objet.
On a ainsi la formule remarquable
rn — r> «-1 . nn
231. V. Le nombre des combinaisons de m objets pris nàn est égal à la somme des nombres de combinaisons n — i à n — i , de m — i , m — i, m — 3, ...,/i — i objets.
On peut, en effet, appliquer de proche en proche la formule précédente, en décomposant, toujours suivant la même règle, le dernier terme du second membre. On s'arrêtera nécessairement à l'égalité où, dans le premier membre, l'indice toujours décroissant sera devenu égal à l'exposant constant (cette dernière égalité se réduit évidemment à l'identité i = î). On aura donc successivement
Cn frt-i , pn m — Wt-i "T~ *-■/«- 1*
Cn — rn-l , f n rn — /v*-i . pn
Cn — pn-1
En ajoutant toutes ces relations membre à membre, et en remarquant que le dernier terme du second membre de chaque égalité n'est autre chose que le premier membre de l'égalité suivante, il vient, après simplification,
ci = c^+csi1,+cti*i+...+ct:î.-
Arrangements et permutations, avec répétition des objets considérés, supposés toujours distincts.
232. Nous avons supposé jusqu'à présent que les objets ou les lettres considérées ne pouvaient pas être répétées dans les arrangements formés.
En admettant cette répétition, on peut demander quel sera le nombre total des arrangements obtenus.
Ce nombre sera évidemment plus grand que lorsqu'il n'y a pas répétition. Si l'on veut, par exemple, obtenir les arrangements deux à deux des trois lettres a, b9 c, il faudra joindre aux arrangements ordinaires
ab9 ac, ba, bcy ca> cb>
les nouveaux arrangements
aa, bb9 ce.
Nous trouverons le résultat cherché en appliquant le même procédé qu'au n° 215.
Désignons par (AR)* le nombre des arrangements avec répétition de m objets pris nkn.
Supposons qu'on connaisse les arrangements avec répétition de m objets pris n — i à n — i. Pour passer aux arrangements n à n, il est évident qu'il suffit d'écrire successivement, après chaque arrangement /i — i à n — 1, les m lettres données, puisque leur répétition est acceptée.
Tous les arrangements n à n seront obtenus, car ils commencent tous par un certain arrangement n — i à n — i. Ils seront tous distincts, car ils diffèrent tous par l'arrangement n — i à n — i qui leur a donné naissance ou par leur dernière lettre. On peut donc écrire
(ÀR)i = (ÀR)Sr»xni.
En faisant dans cette relation n=m9 3, 4, . . ., n9 en multipliant les égalités correspondantes membre à membre, en simplifiant et en remarquant que ( AR)Jrt = m,ona
(ÀR)£=m».
233. Il en résulte immédiatement que le nombre (PR)m des permutations avec répétition est également
(PR)/n = *i'».
Combinaisons, avec répétition des objets considérés, supposés toujours distincts.
234. Nous avons supposé jusqu'à présent que les objets ou les lettres considérées ne pouvaient pas être répétées dans les combinaisons formées.
En admettant cette répétition, on peut demander quel sera le nombre total des combinaisons obtenues.
Ce nombre sera évidemment plus grand que lorsqu'il n'y a pas répétition. Prenons, par exemple, les quatre objets ou les quatre lettres a9 b, c, d9 et formons leurs combinaisons trois à trois avec répétition. Nous obtiendrons les combinaisons
ordinaires, plus celles où la même lettre peut entrer deux ou trois fois. Nous aurons ainsi les quatre combinaisons connues (220)
abc, abdy acd, bcd,
plus seize nouvelles combinaisons
aab, aaCy aady bba% bbc, bbdy cca, ccb, ccd, dda, ddb, ddc, aaa, bbb, ccc, ddd;
en tout, vingt au lieu de quatre.
235. Pour obtenir la formule générale des combinaisons avec répétition, nous ferons usage du principe suivant.
Désignons par (CR)* le nombre des combinaisons avec répétition de m objets pris n à n, et supposons formé le Tableau de toutes ces combinaisons.
Nous allons chercher, de deux manières différentes, combien de fois une certaine lettre désignée entre dans ce Tableau, et, en égalant les deux expressions correspondantes, nous aurons la formule cherchée.
Soit a la lettre désignée.
Dans chaque combinaison, il y a n lettres. Le nombre total des lettres du Tableau est donc
n(CR)t;
mais toutes les lettres entrant identiquement dans le Tableau., il suffît de diviser ce nombre total par m pour avoir le nombre de fois
£<CR)i
que la lettre a entre dans le Tableau. C'est là notre première expression.
Mettons maintenant de côté ou supprimons, mais une seule fois, la lettre désignée a dans toutes les combinaisons où elle entre. Les combinaisons ainsi modifiées seront alors les combinaisons avec répétition des m lettres données prises n — i à
n — i, et le nombre de ces combinaisons sera représenté par
CR)Ï
Par conséquent, une seconde expression du nombre de fois que a entre dans le Tableau des combinaisons est fournie par la somme
^(CR)-' + (CR)r, et l'on a finalement
£(CR)^-^-I(GR)r^-(CR)r^
c'est-à-dire
(CR)-=ÎL±^_l(CR)5-t.
Si l'on fait successivement dans cette relation/» = 2, 3, 4, •••, n, on a
tCR)«,= ^pi(CR)J„ (CR)i=^-(CR)i, (CR)».= — ^(CR)îi,
(CR)l=m+^ '(CR)S-1-
En multipliant toutes ces égalités membre à membre, en supprimant les facteurs communs et en remarquant que
il vient évidemment, les facteurs du numérateur étant écrits en ordre décroissant,
/nn\n (w+n — i)f/n + /i— a)..i/n + 3)(m-f a)(m+i)m (CK)W= -•
On voit alors immédiatement (221 ) que le nombre de combinaisons avec répétition de m objets pris n h n équivaut au nombre de combinaisons sans répétition dew + /i — i objets pris #i à /i, d'où (226)
On peut mettre la formule sous une autre forme, en complétant les facteurs du numérateur jusqu'à i, c'est-à-dire en multipliant les deux termes de l'expression par le produit
On a alors (217)
(CB)» = (m|+l,-,;!-
236. On peut remarquer enfin que, dans les combinaisons ordinaires dont le nombre est indiqué par C* , l'exposant n est nécessairement moindre que l'indice m; tandis que, lorsque la répétition d'une même lettre est permise, rien n'empêche n de surpasser m.
Par exemple, les combinaisons avec répétition des trois lettres a, b9 c, prises quatre à quatre, seront
aabc, aabb, aacc, bbac, bbcc, ccaby aaaby aaac, bbba, bbbc, ccca> cccb,
aaaay bbbb, cccc.
Permutations, lorsque les objets considérés se partagent en groupes d'objets identiques.
237. Nous admettrons maintenant que, parmi les m objets ou les m lettres données, il y en ait un certain nombre a qui deviennent toutes a, un certain nombre (3 qui deviennent toutes b, un certain nombre y qui deviennent toutes c, etc.
On peut demander quel est le nombre des arrangements,
ou des permutations, ou des combinaisons distinctes formées avec les m objets ou les m lettres ainsi modifiées.
Avec la répétition permise des objets considérés supposés différents, nous venons de trouver des résultats plus grands que ceux qu'on obtient sans répétition. Avec la modification indiquée, nous devrons avoir, au contraire, des résultats plus faibles.
El, en effet, des arrangements, ou des permutations, ou des combinaisons, qui resteraient différentes si les objets proposés demeuraient distincts, se confondront lorsque ces objets deviendront en partie identiques.
Prenons, par exemple, les arrangements deux à deux des trois lettres a, b, c, qui sont
abr ac, ba, bc, ca, cb.
Si Ton suppose que b soit identique à a, ces six arrangements
deviennent
aa, ac, aa, ac, ca, ca
et se réduisent à trois différents
aa, ac, ca.
On a de même, pour les permutations de ces trois lettres a, b, c,
abc, acb, cab, bac, bca, cba.
Quand on suppose b identique à a, ces permutations se transforment en
aac, aca, caa, aac, aca, caa
et se réduisent à trois
aac, aca, caa.
Leur nombre était P3=n . 2 . 3 ; il devient
S'il s'agit des combinaisons des cinq lettres a, b, c, d, e, prises trois à trois (220), qui sont
abc, abd, abe, acd, ace, ade,
bcd, bce, bde,
cde,
elles deviennent, pour b = a,
aac, aad. aae, acd, ace, ade,
acd, ace, ade,
cde
et se réduisent à sept au lieu de dix.
238. Nous nous bornerons à chercher le nombre PjP'T-de permutations de m objets ou de m lettres se partageant en groupes de oc lettres a, (3 lettres b, y lettres c,
Soient d'abord m lettres différentes a, b, c} d, Parmi
ces lettres, rendons-en a égales à a, en les désignant pour un instant par a,, a%, a„ . . ., aa. Formons alors les permutations des m lettres comme à l'ordinaire; nous en obtiendrons un nombre POT.
Appelons x le nombre des permutations distinctes obtenues quand on rend a lettres égales à a. Si, dans ces x permutations, on permute les lettres au at, a3, . . ., aa sans toucher aux autres lettres, chacune d'elles donne naissance à Pa permutations, qui n'en représentent en réalité qu'une seule, puisque at =. at = az = . . . = aa ■= a. Comme on reproduit d'ailleurs ainsi le Tableau des Pm permutations primitives, on a nécessairement
^•* «~ P/«> d*où
Supposons maintenant qu'en faisant a lettres égales à a, on en fasse en outre (3 égales à b, en les désignant, pour un instant, par bu bt, b3, . . ., 6p. Un nouveau nombre de permutations disparaîtra par suite de cette hypothèse. Appelons xt le nombre des permutations qui restent distinctes après cette nouvelle modification.
Si, dans ces xx permutations, on permute les lettres bu bt, b3, ..., b$ sans toucher aux autres lettres, chacune d'elles donne naissance à Pp permutations, qui n'en représentent en réalité qu'une seule, puisque bx =^bt — 63 = . . .= bp = b. Gomme on reproduit d'ailleurs ainsi le Tableau des x permutations précédentes, on a
o?i.Pp=a:,
d'où
En continuant toujours le même raisonnement, on arrive évidemment à la formule générale
P,„ ml
T>tf.y>~ =
PaPpPy a!j3!yl.
Notions fondamentales sur la théorie des probabilités.
239. Sans entrer dans un détail qui serait hors de sa place, nous pouvons dire que l'origine de la théorie des probabilités, ainsi que celle de la théorie des combinaisons, remonte à Pascal (1623-1662), auquel le chevalier de Méré avait proposé deux problèmes sur le jeu (i654).
En raison de l'importance de cette théorie, utile dans toutes les sciences d'observation, noua en exposerons rapidement les premières notions.
240. La réalisation d'un événement quelconque dépend, en général, de certaines conditions qu'on appelle les chances de cet événement : les unes sont favorables, les autres sont contraires à sa production. Par exemple, si l'on désire tirer une figure dans un jeu de 32 cartes, on a 12 chances pour et 20 contre, puisque, dans ce jeu, il y a 12 figures seulement.
Un événement est probable, quand le nombre des chances favorables remporte ; il n'est que possible, quand le nombre des chances contraires est supérieur. Et, à mesure que ce dernier nombre augmente, l'événement devient de moins en moins probable, sans cesser d'être possible.
Si toutes les chances sont favorables, la certitude remplace la probabilité.
241. La probabilité mathématique d'un événement est le rapport du nombre des cas favorables ou des cas désignés au nombre des cas possibles, lorsqu'on les suppose tous également possibles.
Indiquons quelques exemples.
Si une urne renferme 20 boules, 12 blanches et 8 noires, la probabi-
12 3 lité, pour la sortie d'une boule blanche, est représentée par — ou -
et, pour la sortie d une boule noire, par — ou -= •
La probabilité de tirer du premier coup une figure dans un jeu de
12 3 32 cartes est représentée par t~ ou 0 •
De C. — Cours. III. i4
Un dé à jouer présente six faces marquées des points 1,2, 3, 4, 5, 6. La probabilité d'amener un de ces points au premier coup de dé, sur la face supérieure ou sur la face opposée à celle qui repose sur la table, est
égale à g> puisqu'il n'y a qu'une chance favorable sur six supposées
également possibles.
Tout le monde sait que la roue de l'ancienne loterie de France, supprimée en 1839, pouvait amener 90 numéros, dont 5 sortaient à chaque tirage.
Prendre un extrait, c'était désigner un numéro qui devait se trouver parmi les cinq sortants pour qu'on eût gagné. Le nombre des cas possibles était égal au nombre des combinaisons de 90 objets pris 5 à 5, c'est-à-dire (221) à
Le nombre des cas favorables était celui des combinaisons de 90 objets pris 5 à 5, qui contiennent un objet déterminé (227), c'est-à-dire celui des combinaisons de 89 objets pris 4 à 4 ou
La probabilité mathématique de gagner l'extrait était donc égale au rapport des deux expressions précédentes ou à
Sur 18 cas possibles, il y en avait donc 1 favorable à la personne qui prenait l'extrait, et 17 favorables à la loterie. On pariait 1 contre 17. La loterie, équitablement, aurait donc dû payer au gagnant 17 fois sa mise; elle ne la lui payait que i5 fois.
Lorsque, sur les cinq numéros sortants, on désignait deux, trois, quatre ou cinq numéros, on prenait un ambe, un terne, un quaterne ou un quine.
En raisonnant absolument comme nous venons de le faire pour l'extrait, on trouverait :
Pour la probabilité mathématique favorable à la sortie d'un ambe donné,
ou
on pariait 1 contre 399 h-{, et la loterie ne payait au gagnant que 270 fois sa mise ;
Pour la probabilité favorable à la sortie d'un terne donné,
et la loterie ne payait au gagnant que 55oo fois sa mise ; Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quaterne donné,
et la loterie ne payait au gagnant que y 5 ooo fois sa mise ; Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quine donné,
et la loterie ne payait au gagnant que 1 million de fois sa mise. L'administration avait fini par supprimer le quine.
242. D'après la définition adoptée ( 241 ), la probabilité mathématique reste la même quand on fait croître ou décroître dans un même rapport le nombre des cas favorables et le nombre total des cas possibles. C'est ce qui résulte numériquement de la propriété fondamentale des fractions (Arit/im., 185).
Mais il n'est peut-être pas inutile d'étayer ce résultat d'un raisonnement dû à Laplace.
Concevons deux urnes, l'une renfermant 20 billets blancs et i5 billets noirs, l'autre renfermant le double de billets de chaque couleur, c'està-dire 40 et 3o. Pour montrer qu'il est indifférent au joueur que le tirage se fasse dans la première urne ou dans la seconde, on peut imaginer les billets blancs de la seconde urne, aussi bien que les billets noirs, réunis deux par deux par des fils. On aura ainsi 20 couples blancs et i5 couples noirs. La main qui viendra saisir et extraire un billet en entraînera deux de même couleur au lieu d'un; mais cela ne changera rien aux chances qu'elle a de tomber sur un billet blanc ou noir. D'ailleurs, en vertu des liaisons établies par les fils, le tirage dans la première urne équivaut au tirage dans la seconde, chaque couple de celle-ci remplaçant seulement un billet simple de celle-là.
On peut donc conclure que, dans le cas d'un événement aléatoire, l'apparition de l'événement ne dépend que du rapport du nombre des chances favorables au nombre total des chances, quelle que soit l'expression de ce rapport.
243. 11 faut apprécier avec soin l'importance de ce qui précède au point de vue de la théorie des combinaisons et de celles des probabilités.
Il ne s'agit plus, en effet, de calculer les deux termes d'un rapport, mais le rapport lui-môme. Or les formules combinatoires conduiraient
rapidement, lorsque le nombre des éléments considérés croit un peu, à des calculs pour ainsi dire inexécutables, s'il fallait obtenir numériquement les deux termes de ces formules ; tandis que la valeur approchée du rapport correspondant ne dépend sensiblement que des plus hautes unités entrant dans l'expression de ces deux termes, et peut être évaluée beaucoup plus facilement.
Remarquons, à cet égard, que les éléments à combiner et, a fortiori, les combinaisons elles-mêmes, peuvent être en nombre infini et non assignable, sans, pour cela, que le rapport du nombre des chances favorables au nombre total des chances possibles cesse d'être fini et assignable.
Le calcul de la probabilité mathématique devient ainsi plus vaste que la théorie des combinaisons qui lui sert de fondement, puisqu'il s'applique à des cas où il serait impossible de calculer le nombre illimité des combinaisons.
C'est par cette condition qu'il peut intervenir dans les applications aux phénomènes naturels où le nombre des combinaisons comme celui des chances est, ordinairement, infini, c'est-à-dire où les chances se fondent, en quelque sorte, en un tout ou en une étendue continue.
Dans ce qui va suivre, nous supposerons que les chances sont en nombre fini.
344. D'une manière générale, considérons un certain événement. Soient / le nombre des chances favorables et c le nombre des chances contraires à cet événement; /-+-<? sera le nombre total des chances, supposées toutes également possibles ; et la probabilité p, favorable à l'événement, aura pour expression (241)
La probabilité q, contraire à l'événement, sera, à son tour,
On a
p -+- q = \ ou q = i — p.
Il suffit donc de retrancher de i la probabilité favorable à l'événement, pour obtenir la probabilité qui lui est contraire. Si c est nul, c'est-à-dire s'il n'y a que des chances favorables à l'évé-
f nement, la probabilité favorable est exprimée par le rapport ^ ou par
l'unité'. Ainsi, l'unité' représente la certitude, et toute probabilité p qui n'équivaut pas à la certitude est exprimée par une fraction proprement dite.
245. Remarquons que nous n'entendons parler ici que de la probabilité mathématique, applicable aux chances égales susceptibles d'être évaluées exactement et numériquement.
La probabilité morale, où les déductions numériques font place à des hypothèses impossibles à vérifier logiquement et à des intuitions de l'esprit, est tout autre chose.
246. Examinons le cas où un événement peut avoir lieu dans diverses hypothèses ou dans différents cas dont les probabilités sont inégales.
Supposons, par exemple, qu'une urne renferme n boules blanches, n' boules rouges et n' boules noires, avec un nombre quelconque de boules d'autres couleurs, de manière que le nombre total des boules soit N.
La probabilité d'amener du premier coup une boule de l'une des trois couleurs indiquées sera évidemment (241) le rapport
OU r:+r:+r'
On a donc cet énoncé : Lorsqu'un événement peut se produire dans diverses hypothèses dont les probabilités sont inégales, la probabilité de cet événement est la somme des probabilités des hypothèses favorables à l'événement.
247. Au lieu de probabilités absolues comme les précédentes, on peut avoir à considérer des probabilités relatives.
Supposons, dans l'exemple précédent, qu'on ne tienne compte que des tirages amenant une boule blanche, une boule rouge ou une boule noire. On peut demander quelle est la probabilité d'amener plutôt une boule blanche qu'une boule rouge ou une boule noire. Ce sera une probabilité relative qui aura évidemment pour valeur (241 )
La probabilité relative d'un événement désigné parmi plusieurs autres est donc le rapport de la probabilité absolue de V événement désigné à la somme des probabilités absolues de tous les événements comparés.
248. Un événement peut résulter du concours de plusieurs autres. Sa probabilité devient composée en raison des événements dont il dépend. Il y a alors deux cas à distinguer.
249. i° Les événements supposes simples dont dépend V événement composé sont indépendants entre eux.
Supposons, par exemple, deux urnes renfermant : la première, m boules
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blanches et n boules noires, la seconde, m! boules blanches et ri boules noires. On demande quelle est la probabilité de tirer successivement de chaque urne une boule blanche.
Le nombre des chances favorables est le nombre des arrangements qu'on peut former en plaçant après chaque boule blanche de la première urne chaque boule blanche de la seconde, c'est-à-dire
Le nombre total des chances est le nombre des arrangements qu'on peut former en plaçant après chaque boule de la première urne chaque boule de la seconde, c'est-à-dire
(m -h n)(ni -+- iï ').
La probabilité de l'événement désigné ou la probabilité composée est donc
mrri __ m ni
(m •+- n)(m'-^~ ri) ~ m •+- n m'-\-ti
On a donc pour résultat le produit des deux probabilités favorables à l'existence des deux événements simples qui constituent l'événement composé.
On peut généraliser en considérant plus de deux urnes et dire que la probabilité' d'un événement composé d'un nombre quelconque d'événements simples indépendants est le produit des probabilités des événements simples.
Par exemple, la probabilité de tirer un as d'un jeu de 32 cartes étant
— ou - , la probabilité de tirer successivement un as de trois jeux de
3 a cartes séparés sera
iii i
8'8'8 °U 5is'
Dans l'ancienne loterie génoise, une urne contenait 90 boules portant les n08 1, 2, 3, 4, .. ., 90. Le tirage d'une boule désignée répondait à l'extrait simple, celui de deux boules à Yambe, etc. L'ambe devenait déterminé, lorsqu'on indiquait en outre l'ordre de sortie des deux numéros. La probabilité de sortie du premier numéro indiqué était — »
celle du second numéro était évidemment — • Par suite, la probabilité de l'événement composé avait pour valeur
Quand on jouait sur l'ambe déterminé, on avait donc une chance pour gagner contre 8009 pour perdre.
290. 2° Les événements supposé? simples dont dépend l'événement composé ne sont pas indépendants entre eux,
11 faut alors tenir compte de la succession des événements simples dans l'évaluation de la probabilité de l'événement composé.
Soit une urne contenant N boules, dont n sont blanches. Quelle est la probabilité d'amener successivement 2 boules blanches, sans remettre la première tirée *
Le nombre des chances favorables est le nombre des arrangements a à 2 des n boules blanches ou
Le nombre total des chances est le nombre des arrangement» a à 2 de toutes les boules ou
La probabilité composée est donc
^ est la probabilité du premier événement simple. Gomme on ne remet
pas dans l'urne la première boule blanche tirée, il n'en reste plus que
/* — 1 , sur N — 1 boules en totalité ; .,_ est donc la probabilité du
deuxième événement simple dépendant du premier.
On peut facilement généraliser le résultat obtenu, en supposant qu'on doive tirer successivement de l'urne plus de deux boules blanches, sans en remettre aucune.
Quand les événements simples ne sont pas indépendants, la probabilité de l'événement composé est donc le produit de la probabilité du premier événement simple, d'abord par la probabilité du deuxième événement simple quand le premier a eu lieu, ensuite par la probabilité du troisième événement simple quand les deux premiers ont eu lieu, etc.
Par exemple, la probabilité d'extraire successivement les trois figures de carreau, dans un ordre quelconque, d'un jeu de 32 cartes, est représentée par le produit
JL - _L — ' 32 3i 3o ~~ 4960
De même, la probabilité de tirer successivement l'as, le deux et le trois dans un paquet de 1 3 cartes de la même couleur, pris dans un jeu de 5x cartes, est représentée par le produit
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254. Un événement composé peut avoir lieu, comme un événement simple (246), dans diverses hypothèses ou dans différents cas dont les probabilités sont inégales.
Soient, par exemple, deux urnes, Tune contenant m boules blanches et n boules noires; l'autre, m! boules blanches et ri boules noires. Quelle est la probabilité d'amener une boule blanche en tirant au hasard dans la première ou dans la seconde urne ?
La probabilité de commencer le tirage par la première urne est évidemment - (241 ). La probabilité d'en tirer en outre une boule blanche
est, de même,
Ainsi,- relativement à la première urne, la probabilité composée est
2 171 -h il
Le même raisonnement donne, pour la seconde urne, la probabilité composée
La probabilité d'amener, dès le premier tirage, une boule blanche, est donc finalement (246)
\ m î rri
•2 m-+- n 2 m' -+- ri
La probabilité d'amener une boule noire serait
La somme des deux probabilités est égale à i; et, en effet, il y a certitude qu'on amènera une boule blanche ou une boule noire.
En généralisant, on peut dire que la probabilité d'un événement cornposé, qui a des probabilités inégales dans différentes hypothèses, est la somme des probabilités composées obtenues dans chaque hypothèse,
252. On aurait pu être tenté, dans la question précédente, de prendre pour probabilité du tirage d'une boule blanche dans l'une ou l'autre urne le rapport du nombre total de boules blanches contenues dans les deux urnes au nombre total des boules considérées, savoir (241)
On aurait ainsi négligé l'influence de la répartition inégale des boules
dans les deux urnes, et l'on voit que l'on aurait commis une grave erreur.
Si, au contraire, la répartition des boules était identique dans les deux
urnes, les deux formules, comme cela doit être, conduiraient au même résultat.
253. Avant de terminer ces premières notions que nous compléterons plus loin, il n'est pas inutile de remarquer que des considérations spéciales, tirées des conditions physiques ou intrinsèques de la question peuvent, dans certains cas, dispenser de toute formule et de tout calcul. Ces simplifications spontanées, qui tiennent au fond même du sujet, se présentent dans toutes les branches des Mathématiques, et nous en donnerons ici un exemple.
Le jeu à* passe-dix consiste à jeter trois dés sur une table. Le joueur gagne si la somme des points ainsi amenés surpasse dix. On demande la probabilité qu'il a de gagner ou de perdre.
Comme chaque dé présente six faces marquées comme nous l'avons dit (241), et que la répétition du même résultat sur la face supérieure de chaque dé est admise, le nombre des arrangements possibles des six numéros pris 3 à 3 est (232) 63 ou ai 6.
11 faudrait, pour décider, énumérer, parmi ces 216 arrangements, ceux pour lesquels il y a passe-dix. Le rapprochement suivant résout immédiatement le problème sans aucun calcul.
Les points des dés à jouer se correspondent, de manière que leur somme, sur deux faces opposées, est toujours sept. Quand on jette les trois dés, la somme des points qui se trouvent sur leurs faces supérieures et sur les faces opposées reposant sur la table est toujours -vingt et un. Par conséquent, si la somme des points supérieurs passe dix, la somme des points inférieurs remplit la condition contraire, et inversement. Il en résulte qu'à chaque arrangement qui fait gagner le joueur en répond un autre, écrit sur les faces opposées, et qui le ferait perdre si les dés tombaient en se retournant. La probabilité de gagner
ou de perdre est donc la même, c'est-à-dire égale à - •
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FORMULE DU BINOME. - TRIANGLE ARITHMÉTIQUE DE PASCAL
Formule du binôme.
251. Nous nous proposons de trouver le développement de ( x 4- a)m ordonné suivant les puissances décroissantes de x, m étant un exposant entier- et positif. Ce développement si important porte le nom de formule du binôme. Nous rétablirons à l'aide de la théorie des combinaisons.
Nous avons vu (Alg. élém., 29) que le produit de n polynômes s'obtient en formant tous les produits n à n (213) des termes des polynômes proposés, c'est-à-dire que, dans chaque terme d'un de ces produits, il doit entrer comme facteurs un lerme du premier polynôme, un terme du deuxième, un terme du troisième, . . ., un terme du nième.
Appliquons cette règle à la formation du produit des m binômes
où tous les premiers termes sont égaux à a; et où tous les seconds termes sont différents^ et supposons qu'on ordonne le produit par rapport aux puissances décroissantes de .r.
En prenant les m premiers termes des m binômes, on a évidemment xm.
En prenant le premier terme x dans m — i binômes et le second terme a, b, c, . . ., ou /, dans le /nième binôme, on obtient des termes de la forme axm-x; et la somme de tous ces
termes est
Si l'on représente par St la somme de tous les seconds termes des binômes, le terme en xm-1 du développement prend la forme Si^'"-1.
En prenant le premier terme x dans m — 2 binômes et les seconds termes a et b, a et c, a et d, . . . , ou k et /, dans les deux binômes restants, on obtient des termes de la forme abjcm-*; et la somme de tous ces termes est
(ab -h ac -+- ad -h . . .-+- */).*?'"-*.
Si Ton représente par S, la somme des produits 2 à 2 des seconds termes des binômes, le terme en x"1-* du développement prend la forme Sta?w-f.
* Si Ton représente par S, la somme des produits 3 à 3 des seconds termes des binômes, on voit de même que le terme en xm~* du développement est de la forme Sa*"'-*8.
D'une manière générale, si Ton prend dans m — n binômes leur premier terme x et, dans les n binômes restants, leur second terme, on obtient des termes en xm~n; et la somme de tous ces termes ou le terme en xm~n du développement a pour expression Snxm-n, en représentant par S„ la somme des produits n à n des seconds termes des binômes.
On obtient enfin le terme de degré o par rapport h x en prenant les m seconds termes des m binômes. Ce terme, produit des m seconds termes, est abcd. . .kl, et on le représentera par Sm.
Nous aurons donc finalement l'égalité
255. Supposons maintenant, dans l'égalité précédente, tous les seconds termes des binômes égaux à a.
Le premier membre devient évidemment (x -+- a),n. Il faut chercher ce que deviennent dans le second membre les quantités Si, Sj, . . . , S„, . . . , S/rt.
St est la somme des seconds termes des binômes; ces seconds termes devenant tous égaux à a et leur nombre étant m, on a
Si ~.~ ma.
S, est la somme des produits 2 à 2 des seconds termes des m binômes ou la somme des combinaisons 2 à 2 formées avec ces seconds termes. Ces seconds termes devenant tous égaux à a, toutes les combinaisons deviennent égales à a*. S, repré-
sente donc le produit de a* par le nombre des combinaisons de m objets pris 2 à 2, et Ton a (221)
On trouve de même
__ m(m — i)(re — 2)
D'une manière générale, S„ est la somme des produits n à n des seconds termes des m binômes ou la somme des combinaisons n à n de ces seconds termes. Ces seconds termes devenant tous égaux à a, toutes les combinaisons deviennent égales à an; S„ représente donc le produit de an par le nombre des combinaisons de m objets pris n à n, et l'on a (221)
Enfin, Sm, représentant le produit des m seconds termes des binômes, devient égal à am9 et Ton peut écrire
(x +a)w = xm-\ axm~l -+- — — — a,o;/n-î+. . .
H — ^ — - - anxm-n 4-. . .
H am-lx -{- a,n.
C'est la formule du binôme, dans le cas d'un exposant entier et positif.
Cette formule contient m -+■ 1 termes
Les termes extrêmes sont xm et am. Dans les termes intermédiaires, l'exposant de x va en diminuant et l'exposant de a va en croissant d'une unité, lorsqu'on passe d'un terme au suivant. Il en résulte que, dans chaque terme, la somme des exposants des deux lettres est toujours égale à m.
Quant aux coefficients, les termes extrêmes ont pour coefficients l'unité et, les termes intermédiaires, les différents nombres de combinaisons qu'on peut former en prenant m objets 1 à ï, 2 à 2, 3 à 3, n à n, . . ., m — 1 à m — 1.
On peut dire aussi que le coefficient du dernier terme est
le nombre des combinaisons de m objets pris m à m, puisque ce nombre est égal à l'uni lé.
La formule du binôme s'écrit donc encore commodément comme il suit, en employant la notation habituelle des nombres de combinaisons :
{x + a)m = xm+C}naxm-l + CJna*xm-*+Cïnazx'n-*-h... H- Cnnanxm~n -h. . . -+- C^"1 am~lx 4- C'£am.
257. Dans lajormule du binôme, les coefficients des termes situés à égale distance des extrêmes sont égaux.
En effet, le coefficient du terme qui en a n avant lui est
nn
Le terme qui en a n après lui en a m — n avant lui, puisque le développement comprend m -+- 1 termes; son coefficient est donc C^rnf et l'on a démontré (226) l'identité
Cn pm-n m — ^/n •
258. Si l'exposant m est impair, le nombre m -h i des termes du développement est pair; les coefficients des termes intermédiaires se reproduisent alors deux à deux, à égale distance des extrêmes, et il suffit de calculer la moitié de ces coefficients.
Si l'exposant m est pairf le nombre m -h i des termes du développement est impair; les coefficients des termes intermédiaires se reproduisent alors deux à deux, à égale distance des extrêmes, à l'exception du coefficient du terme du milieu qui n'a pas de correspondant; il faut alors calculer la moitié plus un de ces coefficients.
259. Les termes du développement se déduisent successivement les uns des autres, d'après une loi très simple.
Le terme général étant celui qui en a n avant lui, écrivons ce terme et celui qui le précède immédiatement, en les désignant par T„ et T„_,. Nous aurons
_ m(m — \)(m — 2). . Am — n -h 2) m . m .
Et Ton peut remarquer que l'exposant de a indique combien le terme considéré a de termes avant lui, tandis que l'exposant de x indique combien ce terme en a après lui.
En divisant membre à membre les deux égalités posées, il vient évidemment
t - t rn — n-^i a m n x
ce qui démontre que, pour passer d'un terme quelconque du développement au suivant, il faut multiplier le coefficient du terme donné par l'exposant de x dans ce terme et le diviser par l'exposant de a dans le terme qu'on veut former; puis augmenter l'exposant de a et diminuer celui de x d'une unité.
260. Si Ton a à effectuer le développement d'une puissance entière et positive d'un binôme de forme quelconque, tel que 8a* -h 5 a} b, on pose
8a»—A, 5ûr«6 = B,
et Ton détermine, d'après la règle précédente, la puissance correspondante du binôme A h- B. On exprime ensuite les différentes puissances de A et de B, en fonction de a et de b.
261. La formule trouvée (256) ne dépend pas du signe de a. Si le second terme .du binôme donné change de signe, cette formule subsiste donc. Seulement, dans le développement, les termes qui contiennent a à une puissance impaire changent de signe, de sorte que les termes sont alternativement positifs et négatifs. On a ainsi
(x — a)'n = xm— C)nax'n-X -h C'^-r'»-1— C?„ a» .r'*-3 -^- . . . ± C* an xm~n =p . . . dz C;ï a'n.
Remarques et conséquences relatives à la formule du binôme.
262. Nous croyons utile de préciser les remarques faites au n°258.
D'après la règle établie au n° 259, en multipliant Je coefficient du terme général Tn par la fraction
nous formerons le coefficient du terme suivant. Les coefficients du développement vont donc en augmentant tant que cette expression est supérieure à l'unité ou que la condition
est satisfaite. De cette inégalité, on déduit
(*) n<~lT '
et Ton doit distinguer deux cas :
i° m est impair. — Si m est impair, m — i est pair, et n
peut recevoir la valeur • L'inégalité (a) se changeant
alors en égalité, il en est de même de l'inégalité (i). L'expression devient donc égale à l'unité, et le terme Ta4., a le
même coefficient que le terme T„.
Dans cette hypothèse, le rang w + idu terme T* est égal à
On est donc, à cet instant, parvenu au milieu du développement : le terme T„ en termine la première moitié, le terme Tn+1 en commence la seconde.
L'exposant de a dans le terme Tn est n = — — ; l'exposant
de x dans le même terme est (256) m — n = — — - .
Dans le cas où m est impair, on reconnaît donc qu'on est arrivé au milieu du développement, à ce fait que, dans le dernier terme formé, l'exposant de x est supérieur d'une unité à l'exposant de a.
2° m est pair. — Si m est pair, m — i est impair, et /* ne
peut recevoir la valeur •
Pour n — 1, l'inégalité (2) est toujours satisfaite, el
le coefficient du terme Tn+t augmente encore. Mais, pour
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n =r — , l'inégalité (2) change de sens, et il en est de même
de l'inégalité (1). L'expression devient donc moindre
que l'unité, et les coefficients du développement commencent à diminuer.
Le coefficient maximum répond, par suite, à n = — • Dans
cette hypothèse, le rang /i + i du terme Tn est égal à
hi.
On est donc, à cet instant, parvenu au milieu du développement, et le coefficient du terme T„ ne se répète pas.
L'exposant de a dans le terme du milieu étant n=—,
l'exposant de x dans le même terme est m — n =. — •
Dans le cas où m est pair, on reconnaît donc qu'on est arrivé au milieu du développement, à ce fait que, dans le dernier terme formé, les exposants de x et de a sont égaux.
263. Ce qui précède conduit immédiatement à la solution de la question suivante :
Parmi les nombres de combinaisons qu'on peut obtenir avec m objets y en les prenant 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, quel est le nombre maximum?
On n'a évidemment (256) qu'à chercher quel est le plus grand coefficient du développement de la /nièmo puissance d'un binôme quelconque.
Si m est impair, il y a au milieu du développement deux coefficients égaux plus grands que tous les autres, et qui ont pour expressions (262)
Cms et C,,,1 .
Si m est pair, le coefficient maximum du développement est celui du terme du milieu et a pour expression (262)
La question posée est ainsi résolue.
Par exemple, on obtient le plus grand nombre de combinaisons qu'on puisse former avec 7 objets, en les prenant 3 à 3 ou 4 à 4. On obtient le plus grand nombre de combinaisons qu'on puisse former avec 10 objets,. en les prenant 5 à 5.
261k Si l'on suppose, dans la seconde expression du développement de (x -+- a),n (256), x =. a = 1, on trouve
2*» = 1 +- c;„ + ci + c?„ +. . ,-r- Ci + . . . + c-.
La somme des nombres de combinaisons qu'on peut formel' en prenant m objets 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, est donc égale à 2'" — 1.
265. Si l'on suppose aussi, dans l'expression du développement de (,r — a)'n (261), ^ --= a — 1, on trouve
Quand on considère toutes les combinaisons formées en prenant m objets 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, le nombre des combinaisons où il entre un nombre impair d'objets surpasse donc toujours d'une unité le nombre des combinaisons où il entre un nombre pair d'objets.
Nous venons de voir (26fO que la somme de ces deux uombres est 2'" — 1. Le premier a, par conséquent, pour expression 2m~l (c'est un nombre pair), et le second, 2m~1— 1 (c'est un nombre impair).
266. Il résulte de là un fait assez curieux qui montre bien que, dans le Calcul des probabilités (239 à 253), il faut se défier des premiers aperçus. On pourrait être tenté de croire que, en prenant au hasard un certain nombre de boules dans une urne, il est indifférent de parier qu'on en tirera un nombre pair ou impair. Pourtant, en pariant pour un nombre impair, on a toujours une chance de plus qu'en pariant pour un nombre pair, puisque le nombre des combinaisons impaires l'emporte toujours d'une unité sur le nombre des combinaisons paires (265). En d'autres termes, au jeu de pair ou non, on a avantage à parier impair.
Nous avons démontré (230) la relation
Dr C. — Cours. III. i5
On a donc, en remplaçant m par m h- i,
Sous cette forme, la relation indiquée prouve que, dans le développement de (.r -h a)"1-»-1, un terme quelconque a pour coefficient (256) la somme des coefficients du terme de même rang et du terme précédent dans le développement de (x 4- a)m.
Si Ton a, par exemple,
( x 4- a)1 = x"' 4- 7 a x6 -+- 2 1 a} x* 4- 35 a9 xk
a4 x3 H- 2ia*xi+ ja*x -ha
on peut en déduire immédiatement
(x ■+- a)*— x84- (7 4- \)axn
4- (21 4-7 )a*x* 4- (35 -h 21) a* x* -h (35 -±- 35)a*.r* -+- (21 4- 35)a5.r3 -h (7 4- 21) a6 .r* -h (1 -i- 7)a7x -h a8, c'est-à-dire
Triangle arithmétique de Pascal.
268. Pascal a donné dans la construction de son triangle arithmétique, et sous une forme originale, l'équivalent de la formule du binôme qu'on attribue souvent à Newton.
En réalité, Newton ne Ta découverte que quelque temps après Pascal; mais ce dernier, en laissant de côté l'emploi des symboles algébriques, s'est privé des avantages considérables attachés à cet emploi.
269. Considérons le binôme a: h- a, et élevons-le aux puissances 1, 2, 3, . . ., m,
Écrivons régulièrement, sur des lignes horizontales successives, les coefficients de chaque développement.
Nous formerons ainsi le Tableau suivant, dont la disposition est un peu différente de celle adoptée par Pascal dans l'opus-
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cule intitulé : Usage du triangle arithmétique pour les parties de feu.
IO
IO
IO
'cï
Une fois qu'on a écrit les deux premières lignes horizontales (ou même seulement la première), toutes les autres s'ensuivent immédiatement d'après le théorème rappelé au n° 267 et exprimé par la relation fondamentale
Cn — pn-i
D'après cette relation, en effet, chaque coefficient du Tableau doit être égal au coefficient immédiatement supérieur augmenté de celui qui est placé à gauche.
Ainsi, dans la troisième ligne horizontale, le deuxième terme 3 çst la somme du terme 2 qui est au-dessus, et du terme 1 qui précède 2 ; le troisième terme 3 est la somme de 1 -h 2; le quatrième terme 1 est la somme de o -h t. On continuera de la même manière pour former successivement les autres lignes. 11 est peut-être plus commode de renverser l'ordre, c'est-à-dire d'effectuer les calculs en allant de gauche à droite. On dira, par exemple, pour la quatrième ligne : o -h i = 1, i + 3 = 4, 34-3 = 6, 3 + 1 = 4, 1+0 = 1.
270. Une fois le triangle arithmétique construit, nous ferons complètement abstraction de la première colonne verticale ou de la colonne des unités. C'est ce que nous avons marqué par le trait de séparation indiqué.
Cela posé, comme les différents nombres de combinaisons qui servent de coefficients dans le développement du binôme ne commencent qu'au deuxième terme, on voit, d'une manière
générale, que la mièmo ligne horizontale du triangle renferme les nombres de combinaisons de m objets pris i à i, 2 à 2, 3 à 3, . . ., m à m, tandis que la /«ième colonne verticale renferme les combinaisons n à n de n, n -\- 1, n 4- 2, ... objets. À la rencontre de la mièmo ligne horizontale et de la /*it>mc colonne verticale, on trouve donc le nombre de combinaisons de m objets pris n à n ou C",.
En d'autres termes, le rang d'une ligne horizontale, indiqué évidemment par son premier terme, est l'indice des nombres de combinaisons qui s'y trouvent, tandis que le rang d'une colonne verticale, marqué évidemment par celui de la ligne horizontale où elle commence, est l'exposant des nombres de combinaisons qu'elle renferme.
271. Les termes de la première colonne verticale du triangle, toujours abstraction faite de la colonne des unités (270), sont dits nombres figurés du premier ordre; ceux de la deuxième colonne verticale, nombres figurés du deuxième ordre, ... ; ceux de la nièmc colonne verticale, nombres figura du nième ordre.
Les nombres figurés du premier ordre sont les nombres naturels. Les nombres figurés du deuxième ordre sont encore appelés nombres triangulaires, et ceux du troisième ordre, nombres pyramidaux, etc. Nous verrons bientôt la raison de ces dénominations.
272. Si Ton considère de gauche à droite deux colonnes verticales successives du triangle, sa loi de formation (269) montre immédiatement qu'un nombre quelconque de la seconde colonne est égal à la somme de tous les nombres qui, clans la colonne précédente, sont situés au-dessus de la ligne horizontale à laquelle appartient le nombre choisi dans la seconde colonne.
Prenons, par exemple (269), le nombre ibi dans la cinquième colonne verticale du triangle. Nous aurons successivement (269)
252 = 1 26 -+- 1 26, 1 26 = 56 -f- 70, 56 = 2 1 -h 35, 2i = 6-hj5, 6 = i-+-5, i = o-f-i,
c'est-à-dire, en ajoutant toutes ces égalités membre à membre
et en simplifiant,
En d'autres termes, /e /?/é/wc nombre figuré du nième ordre (271 ) es/ «?#«/ à la somme des p nombres figurés du {n — i)iè,ne ordre qui lui sont supérieurs.
En admettant que le pième nombre figuré du nième ordre appartienne à la wièm0 ligne horizontale, ce résultat correspond précisément à la formule généralisée du n° 231, savoir
qui est, à proprement parler, le fondement du triangle arithmétique.
273. Proposons-nous enfin de chercher l'expression du pième nombre figuré du niè,ne ordre.
La nlèmc colonne verticale, qui contient les nombres figurés du nièmc ordre (271), commence à la nièm* ligne horizontale (270). Le pièmc nombre de cette nil'me colonne verticale appartient donc à la (n -\-p — i)ièm0 ligne horizontale, et il a pour expression (270, 226)
r>n — rp-\
c'est-à-dire (221)
__ (/t+/?~l)(fl+/?~2)(/t+jP"3)...(/trl) I .2.3. . .(p — I)
274. Nous allons montrer comment on peut appliquer le triangle arithmétique à la solution de plusieurs questions intéressantes.
i° Somme des m premiers nombres naturels. — Cette somme est celle des m premiers nombres figurés du premier ordre : elle est donc égale (272) au mième nombre figuré du deuxième ordre.
Pour trouver ce nombre, il suffit de faire /?= m et n = 2 dans Tune des formules du n° 273, la première, par exemple. On trouve ainsi, pour la somme des m premiers nombres,
résultat déjà connu (Alg. élém., 330).
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a0 Somme des carrés des m premiers nombres naturels. Nous ferons usage de la transformation suivante. Soit Tidentité
, , x x(x — i) #'=: x-h x(x — i) = ar-f- 2 — -•
Si on la rapproche du résultat précédent (i°), en remplaçant successivement x par i, 2, 3, ..., m9 elle prouve évidemment que la somme demandée est égale à la somme des m premiers nombres naturels, augmentée du double de la somme des m — 1 premiers nombres figurés du deuxième ordre, c'est-à-dire du (m — i)ièmfl nombre figuré du troisième ordre (272). Pour obtenir ce dernier nombre, il faut d'ailleurs faire, dans Tune des formules du n° 273, p -=. m — 1 et n = 3; ce qui donne
On trouve ainsi, pour la somme des carrés des m premiers nombres,
m(m-hi) (#w -4- 1) /w(/w — 1) /n(w+i)(2m-fi)
3° Somme des cubes des m premiers nombres naturels. — Une transformation est encore ici nécessaire. Soit Tidentité
X*-=.X-\- Xix1— i) rr: X -+- 6 \ -•
Si on la rapproche du calcul précédent (20), en remplaçant successivement x par 1, 2, 3, . . . , m, elle prouve évidemment que la somme demandée est égale à la somme des m premiers nombres naturels, augmentée de 6 fois la somme des (m — 1) premiers nombres figurés du troisième ordre ou de 6 fois le (m — i)ièmo nombre figuré du quatrième ordre (272). Pour obtenir ce dernier nombre, il faut d'ailleurs faire, dans l'une des formules du n° 273, p = m — i et /* — 4; ce qui donne
On trouve ainsi, pour la somme des cubes des m premiers nombres,
ou
ïm(m -t-i)~1*
Ce résultat montre que la somme des cubes des m premiers nombres est égale au carré de la somme de ces m premiers nombres.
Sans aller plus loin, on voit que, par l'artifice employé, le triangle arithmétique permettrait de déterminer de proche en proche les sommes des puissances semblables des m premiers nombres.
APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME
Somme des puissances semblables des termes d'une progression arithmétique.
i75. La formule générale à laquelle nous allons parvenir permet de trouver d'une autre manière les sommes des puissances semblables des m premiers nombres (274).
Soient a, b, c, d, . . ., h, k, l les m-^-\ premiers termes d'une progression par différence, de raison /•. Nous aurons (Alg. élém., 322)
Élevons à la puissance n -h i toutes ces égalités. Nous aurons, d'après la formule du binôme (255),
«■fi («-hi)« , . n -+- f
bn+l — a!^1 H ran -+- /'îa«-1 -h . . .H rna-h t*
Représentons par S,, S2, . . ., S„_,, S„ les sommes des premières, deuxièmes, ..., {n — i)ièmCi, nl*mc* puissances des m premiers termes a, b, c, d, . . ., h, k de la progression considérée.
En ajoutant alors toutes les égalités précédentes membre à membre et en supprimant les termes communs, nous aurons
évidemment
Cette formule générale permet d'exprimer l'une quelconque des sommes S,, Sf, . .., Srt_t» Sn en fonction de toutes les autres et des quantités données, et, par conséquent, d'obtenir ces sommes successivement de proche en proche dès qu'on en connaît une.
Il n'est pas inutile de se rappeler (256) que le nombre des termes du second membre est n -h 2.
276. Supposons maintenant qu'on prenne pour progression arithmétique la suite
l 1 . 2 . 3 . . . ni . m 4- 1
des m -h 1 premiers nombres entier?.
On aura alors
et les sommes S!f Sj, . . .,S*_i, Sn se rapporteront aux m premiers nombres entiers. La formule générale (1) deviendra d'ailleurs
l (IW -t- i)»+« = I H — b„ H — S„_, H- . . .
Nous allons l'appliquer à la recherche des sommes Sn S2, S;, S4, en remarquant qu'on a {Alg. élém., 42)
277. Po«r calculer S, om /a somme des m premiers nombres. nous ferons /* = 1 dans la formule (2), dont le second membre contiendra alors (275) n -+- 2 ou 3 termes. Il viendra donc
(ffH-l)!=:l + 2S,4- S0.
Il en résulte, en remplaçant S0 par ira,
G (mH-i)1 — (m + i) w(/n + i)
comme nous venons de le retrouver (274).
278. Pour calculer Sj ou la somme des carrés des m premiers nombres, nous ferons n —. 2 dans la formule (2), dont le second membre contiendra 4 termes. Il viendra donc
(m-hi)3=zn-3S14-3SI4-S0.
Il en résulte, en substituant à S0 et à S! leurs valeurs,
et Ton en déduit facilement, comme précédemment (274),
c _ rn{m + i)(am + 1) *t- g
279. Pour calculer St ou la somme des cubes des m premiers nombres, nous ferons n = 3 dans la formule (2) dont le second membre contiendra 5 termes. Nous aurons donc
(m -h i)4 = 1 -h 4SS 4- 6S,-h 4S, -+- S0.
Il en résulte, en substituant à S0, S„ S2 leurs valeurs,
et Ton en déduit facilement, comme précédemment (274),
mx(m 4- i)s f*m(w 4- 01*
280. Po«r calculer enfin S4 ou /a somme des quatrièmes puissances des m premiers nombres, nous ferons n = 4 dans la formule (2), dont le second membre contiendra six termes. Il viendra donc
(m 4-ï)ïrr=l4-5S*4-IoSj4-IoS14-5Sl4-S0,
Il en résulte, en remplaçant S0, SIt S2, S8 par leurs valeurs,
eo/ v. , x m(m 4- i) 5S4 = (m + i)i — (m 4-1)— 0— -
— io — - ^ - — ro ^-7 -.
On en déduit facilement
3oS4— m(m 4- i)(6w8+9w!+m — 1).
Le dernier facteur du second membre s'annulant pour
m = , il est exactement divisible par m+- (13), et Ton
obtient le quotient 6/71*4-6/71 — 2. Ce dernier facteur peut
donc être remplacé par le produit
^m + iW1
On a, par conséquent,
Sommation des piles de bonlets.
281. Aujourd'hui, on emploie deux espèces de projectiles : les projectiles cylindroconiques, destinés aux pièces rayées, et les projectiles sphériques, destinés aux pièces à âme lisse.
Les premiers se rangent d'une seule manière dans les arsenaux; pour les seconds, on peut adopter plusieurs dispositions.
Nous nous proposons de trouver des formules simples permettant de calculer rapidement le nombre de projectiles de même calibre contenus dans une pile déterminée.
282. 1. Piles de projectiles cylindroconiques. — Pour construire cette pile, on forme une première file de m projectiles reposant sur le sol et se touchant tout le long d'une génératrice cylindrique. Au-dessus, on établit une file de m — 1 projectiles, posés de façon que chacun d'eux soit appuyé sur deux projectiles du premier rang dont il remplit l'intervalle. De même, la deuxième file reçoit et supporte une troisième
file de m — 2 projectiles. Et, ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ne puisse plus placer qu'un projectile sur les deux précédents.
Il est évident que la tranche verticale ainsi obtenue représente un triangle équilaléral dont Je côté renferme m projectiles; car, pour arriver à un seul boulet, il faut de m retrancher m — i, ou placer m — 1 files au-dessus de la première.
A la suite de la tranche triangulaire et verticale ainsi construite, on en place parallèlement plusieurs autres. Toute? ces tranches sont en contact et présentent ainsi plus de stabilité. On voit que la pile complète offre l'aspect d'un prisme triangulaire droit couché sur l'une de ses faces latérales.
Comptons d'abord le nombre de projectiles d'une tranche. Il est évidemment égal à
C'est la somme des m premiers nombres naturels ou le 77ii,>œc nombre figuré du deuxième ordre (272, 27i, i°)
rn( m -h 1 )
Ce rapprochement explique pourquoi les nombres figurés du deuxième ordre ont reçu le nom de nombres triangulaires (271 ).
Si la pile contient p tranches, il suffit de répéter p fois le résultat précédent, et l'on a simplement, pour le nombre total de projectiles cylindroconiques qu'elle renferme,
Pour se servir de cette formule, il suffit de compter sur le sol le nombre des projectiles, tant dans le sens de leur largeur, c'est 7?i, que dans le sens de leur longueur, c'est/;.
II. Piles de projectiles sphêriqces
i° Piles triangulaires. — Prenons d'abord une pile triangulaire. Cette pile est formée de tranches horizontales représentant des triangles équilatéraux, comme les tranches verticales que nous venons de considérer (282). La tranche qui repose sur le sol a un côté renfermant m boulets; la suivante, un côté renfermant m — 1 boulets; et ainsi de suite, jusqu'à ce
qu'on parvienne à un seul boulet. Chaque boulet, à partir de la deuxième tranche, repose ainsi sur trois boulets, et la pile complète offre l'aspect d'une pyramide triangulaire ou, plus exactement, d'un tétraèdre régulier; car toutes les arêtes latérales sont égales comme contenant m boulets.
Il résulte de ce qui précède (282) que le nombre total de boulets renfermés dans la pile, somme des nombres de boulets des différentes tranches, est la somme des m premiers nombres figurés du deuxième ordre ou le mièœc nombre figuré du troisième ordre (272, 27k, 2°), c'est-à-dire
Ce rapprochement explique pourquoi les nombres figurés du troisième ordre sont appelés aussi nombres pyramidaux (271).
2° Piles à base carrée ou piles quadr angulaires. — Une pareille pile est formée de tranches carrées dont les côtés contiennent successivement un boulet de moins, jusqu'à ce qu'on arrive à un seul boulet. Ici, chaque boulet repose sur quatre boulets, et la pile complète a l'aspect d'une pyramide quadrangulaire à base carrée.
Si m est le nombre de boulets contenu dans le coté de la première tranche reposant sur le sol, cette tranche renferme m2 boulets. La tranche suivante, dont le côté contient m — i boulets, en renferme (m — i)~; et ainsi de suite. On a donc à calculer la somme des carrés des m premiers nombres
et le résultat cherché est (274, 2°, 278)
3° Piles rectangulaires. — Ce sont les plus usitées. On les construit en formant sur le sol un rectangle dont les deux côtés renferment respectivement n et m boulets (n<ni) : on a ainsi n files de m boulets en contact. Posons
La première tranche horizontale est, comme on vient de le dire, un rectangle comprenant n files de m boulets. La
deuxième tranche horizontale, dont chaque boulet repose sur quatre boulets de la première tranche, est un rectangle qui comprend évidemment n — i files dem-i boulets; la troisième tranche est un rectangle qui comprend n — 2 files de m — 2 boulets; et ainsi de suite. La /iièœa tranche, qui est la dernière, comprend n — (n — 1) ou 1 file de m — (n — 1) ou de m — n -h 1 boulets, c'est-à-dire de p 4- 1 boulets.
Ainsi, la pile rectangulaire a l'aspect d'un prisme triangulaire reposant sur une de ses faces latérales et tronqué régulièrement à ses deux extrémités (Géom., 504) ou, si l'on aime mieux, d'un comble à quatre pentes. En partant de sa partie supérieure, on peut dire qu'elle est composée de 1 file de p 4- 1 boulets, reposant sur 2 files de p 4- 2 boulets, reposant sur 3 files de jo + 3 boulets, ..., reposant sur n files de p-\-n boulets.
Le nombre total des boulets renfermés dans la pile, ou le nombre à calculer, est donc égal à
/? + i + 2(/? + 2)-|-3(/? + 3)+... + /i(/? + rt);
cette somme revient à
et, par suite (277, 278), à
En effectuant et en simplifiant, la formule cherchée est donc finalement
Si l'on fait n = m, on retombe sur la formule applicable aux piles à base carrée (20).
Les deux expressions dont nous avons dû faire la somme pour arriver au résultat définitif montrent que la pile rectangulaire peut être considérée comme l'ensemble d'une pile à base carrée (20) dont le côté renfermerait n boulets et d'un prisme triangulaire analogue à celui des piles cylindroconiques (282), sauf l'obliquité; ce qui est évident au point de vue géométrique.
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284. Les piles que nous avons considérées successivement peuvent être tronquées. On les calcule alors en les regardant comme la différence de deux piles complètes, faciles à restituer.
Prenons, par exemple, pour fixer les idées, le cas d'une pile rectangulaire tronquée ayant à la base m ei n boulets et, à la tranche supérieure, m'-\- 1 et /i'4- 1 boulets. Il lui manque évidemment, pour être complète, tous les boulets renfermés dans la pile rectangulaire complète qui aurait à sa base m1 et h1 boulets. Le nombre de boulets de la pile tronquée sera donc
n(n-hi)(3m — n -+- 1) «'(/i'+i)(3/n' — «'-+- 1)
285. Remarque générale. — Nous terminerons, en observant que les calculs précédents dépendent d'une seule formule qu'on peut trouver directement, sans s'appuyer sur le triangle arithmétique ou la sommation générale des puissances semblables des termes d'un progression arithmétique.
Toutes les relations démontrées aux n08 282 et 283 n'exigent, en effet, que la connaissance de la somme des m premiers nombres naturels et celle de la somme de leurs carrés qu'on appelle aussi nombres carrés. C'est ce qui a été mis en lumière pour les piles cylindroconiques, les piles à base carrée et les piles rectangulaires. Nous allons le prouver pour les piles triangulaires (283, i°).
Les tranches d'une pareille pile, à partir de celle qui repose sur le sol, contiennent successivement (282), en changeant m en m — i , m — 2, . . . ,
m(m-hi) ... i.i
— boulets ou -m2-*- -m,
1ZH- - I.
Par suite, le nombre total de boulets est égal à
la notation employée signifiant que les deux sommes doivent être appliquées aux valeurs entières de m, comprises entre i et m.
La sommation des piles de projectiles exige donc simplement que Ton connaisse, en dehors de la somme des m premiers nombres, la somme de leurs carrés, et on l'obtient immédiatement par le calcul suivant, qui n'est, d'ailleurs, qu'un cas particulier de la sommation générale des puissances semblables des termes d'une progression arithmétique.
Posons
23=(l +l)s rrz l'4-3.!2-f-3.J +_ , ,
Si nous ajoutons toutes ces égalités membre à membre, en simplifiant et en représentant par S0, S,, Sj les sommes des puissances zéro, des premières puissances et des carrés des m premiers nombres, il vient évidemment
c'est la formule obtenue au n° 278, et nous en déduirons de même
On en conclura, pour le nombre total des boulets contenus clans la pile triangulaire,
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c'est-à-dire
comme précédemment (283, i°).
De la probabilité mathématique dans les épreuves répétées.
286. On entend par épreuves répétées celles qu'on renouvelle successivement dans des circonstances identiques : ce sera, par exemple, la recherche des jets successifs d'un même point avec un dé à jouer, ou bien la recherche des tirages des mômes cartes prises dans un jeu déterminé et remises chaque fois pour ne pas altérer les conditions du tirage.
Quand il s'agit d'épreuves répétées, la solution dépend du principe des probabilités composées (249, i°, 251) et devient une application de la formule du binôme.
287. Pour aider à comprendre ce qui va suivre, prenons d'abord un cas particulier.
Soit l'événement simple A dont la probabilité est p, et l'événement contraire B dont la probabilité est q. Si l'on répète deux fois l'épreuve d'amener A ou B, on forme un événement composé, possible de quatre manières différentes, figurées, si l'on veut, par les notations AA, AB, BA, BB.
La probabilité simple d'amener A une fois étant p, celle de l'amener deux fois de suite ou de produire l'événement composé AA sera p x p ou />* (249, !•).
La probabilité d'amener l'événement composé AB sera, de même, pq, et celle d'amener l'événement composé BA sera qp.
Enfin la probabilité d'amener l'événement composé BB sera q1.
Si Ton convient de ne par tenir compte de l'ordre de succession des événements simples formant l'événement composé, l'événement AB sera identique à l'événement BA, et, par suite, la probabilité d'amener cet événement AB sera (251 ) pq ■+- qp = ipq.
En résumé, les probabilités des événements composés AA, AB, BB, sont exprimées par
p*, *pq, q*,
c'est-à-dire par les termes du développement (p -+- g)*.
Si les épreuves sont répétées trois fois, on forme un événement composé, possible de huit manières différentes, figurées par les notations
AAA, AAB, ABB, BBB.
ABA, BAB
BAA, BBA.
De C. — Cours. 111. 16
Si Ton ne tient pas compte de l'ordre de succession des événements simples formant l'événement composé, il n'y a plus que quatre événements composés différents :
AAA, AAB, ABB, BBB,
dont les probabilités sont exprimées par
c'est-à-dire par les termes du développement (p -4- y)>.
On pourrait continuer ainsi do proche en proche; mais il vaut mieux passer immédiatement à la démonstration générale.
288. On peut toujours assimiler les épreuves répétées relatives aux mêmes chances à des tirages successifs de boules de diverses couleurs contenues dans une urne, la boule extraite étant rejetée dans F urne après chaque tirage, afin que tous soient effectués dans des conditions identiques.
Supposons donc, par exemple, une urne renfermant k boules blanches
et /boules noires. La chance d'extraire une boule blanche sera/? — 7 — -"> la chance contraire, c'est-à-dire celle d'extraire une boule noire, sera q = 7 — 9 et l'on aura p 4- q = 1 (244).
Admettons qu'on fasse m tirages successifs ou m épreuves répétées.
D'après la règle des probabilités composées (249, i°), la chance d'extraire d'abord m — n boules blanches, puis ensuite n boules noires, sera le produit de (m — n) facteurs égaux à la probabilité simple p et de n facteurs égaux à la probabilité simple q, c'est-à-dire pm-n qnm
Mais, si l'on ne doit tenir aucun compte de l'ordre de succession des boules blanches et des boules noires, et si l'on demande seulement la probabilité d'extraire en m tirages successifs m — n boules blanches et n boules noires dans n'importe quel ordre, il est clair (251, 287) que cette probabilité sera représentée par le produit p*-n qnf répété autant de fois qu'on peut faire de combinaisons avec m objets pris m — n h m — n ou n à n (226).
Il résulte immédiatement de là que, si l'on forme la m"1™ puissance du binôme (/?-+- q) (256),
(P ■+" q )'" =pm-+- ClnPm lq-+- C JnP"1-* q * H- . • .
le premier terme pm exprime la probabilité d'amener m boules blanches en m tirages; le deuxième terme C]npm"lq, la probabilité d'amener
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m — i boules blcuiçhes et i boule noire; le troisième terme C}npm-*q*y la probabilité' d'amener m — 2 boules blanches et 2 boules noires ; et ainsi de suite.
Le terme général Cfnpm~nqn répond à la question posée et exprime la probabilité d'amener m — n boules blanches et n boules noires, en m tirages successifs.
Le dernier terme C{J qm exprime la probabilité d'amener m boules noires.
Remarquons que la somme de toutes ces probabilités est égale à i, puisqu'on a p -+-q — i. Et, en effet, cette somme représente une certitude (244), en ce sens que m tirages successifs ne peuvent donner que l'un quelconque des résultais que nous venons d'énumérer.
289. En définitive, en laissant de côté l'urne que nous venons de considérer et les boules qu'elle renferme, si nous appelons p la probabilité d'un événement simple A et q la probabilité' de l'événement contraire B, la probabilité de répéter, dans m épreuves successives et identiques, m — n fois l'événement A et n fois l'événement B, est représentée par le terme général du développement (p -+- q)m.
290. Nous avons vu que, si un événement composé peut arriver dans plusieurs hypothèses dont les probabilités sont inégales, sa probabilité est la somme des probabilités composées favorables à l'événement dans chaque hypothèse (251).
Par suite, si l'on veut savoir quelle est la probabilité que, dans m épreuves répétées, l'événement B, dont la probabilité est q, n'arrive pas plus de n fois (il pourra arriver moins de n fois), il suffit de faire la somme des termes du développement de (p-+-q)m (288), depuis le premier terme/?7" jusqu'au terme général Q/fnpm-nqny qui contient qn. Cette même somme exprime quelle est la probabilité que, dans les m épreuves répétées, l'événement A, dont la probabilité est /?, n'arrive pas moins de m — n fois (il pourra arriver plus de m — n fois).
291. Exemples. i° D'un jeu de 32 cartes, on tire successivement 5 cartes, qu'on remet chaque fois pour l'épreuve suivante. Quelle est la probabilité d'amener 3 cœurs?
On a ici
D faut développer (p -+-qy et prendre le terme du développement qui contient p* (288, 289), c'est-à-dire le terme
La probabilité d'amener trois cœurs sur cinq cartes tirées est donc la /^ * i i
fraction ?— comprise entre — et -— •
2° On jette un dé 4 fois de suite, et Von demande quelle est la probabilité d'amener Vas au moins deux fois.
On a ici
11 faut développer (p -+-ç)* et faire la somme des termes du développement jusques et y compris celui qui contient p* (190), c'est-à-dire la somme des termes
La probabilité d'amener l'as nu moins deux fois dans quatre jets successifs est donc la fraction ^ comprise entre - et g •
292. La somme de tous les termes du développement de (p+'q)m est égale à l'unité (288). D'autre part, le nombre des termes du développement ou le nombre des hypothèses relatives à la manière dont l'événement direct et l'événement contraire peuvent se produire dans les m épreuves répétées est égal à m -+- 1. Par conséquent, à mesure que m ou le nombre des épreuves devient plus grand, les différents termes du développement ou les différentes probabilités doivent décroître, en conservant de certains rapports.
293. Cherchons quel est le plus grand terme du développement de
On a (239) pour le terme général T„, comparé à celui qui le précède et à celui qui le suit immédiatement,
m — ff-t-i a T T w — n <1
T^T*-! y T«+|-I"im jï"
Pour que le terme T„ soit le plus grand terme du développement, il faut qu'on ait à la fois (262)
Il en résulte
,„ «=^>£-I et r!^!L<E. + lE..
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On satisfait évidemment à ces deux dernières inégalités en posant (3) 2L=£ = £.
On voit alors que, si Von fait croître indéfiniment les deux nombres
m — n et n sans changer leur rapport, les termes - et - — tendent
vers zéro autant qu'on veut. On ne peut donc satisfaire aux inégalités (2) que par l'égalité (3).
On arrive ainsi à ce résultat remarquable :
En général, quand il s'agit d'un grand nombre d'épreuves répétées, l'événement composé dont la probabilité est la plus grande est celui dans lequel les nombres d'événements simples composants sont dans le même rapport que les probabilités de ces ci'énements.
Par exemple, si Ton tire un très grand nombre de cartes d'un jeu de 32 cartes, en remettant chaque fois la carte tirée, la probabilité d'amener
an cœur est r- ou T> et celle d'amener une carte d'une autre couleur 32 4
est 7» On a donc une probabilité plus grande que toutes les autres que
le nombre des cœurs sera à celui des autres cartes tirées dans le rap-
1 3 port de - à - ou de r à 3.
291. Nous allons chercher à comparer le terme maximum que nous venons de déterminer avec les termes qui le suivent ou qui le précèdent.
Désignons par M le terme maximum et par K un lerme placé k rangs après le terme maximum.
Nous aurons
AI = — — -1 i i pm-nqn
avec la condition
~h~ ~"q et
Leur rapport sera
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On peut poser évidemment (Jrit/tm., 188, i90)
m — n = rp et // = rq.
En divisant alors par r* les deux termes de l'expression (4), c© qui se fera en divisant par r chacun des facteurs du coefficient fractionnaire. qui sont en nombre égal à k au numérateur et au dénominateur, il viendra
■' » (fH.i)(,+y(t*j)...(,+ î)''
Si l'on fait maintenant croître indéfiniment le nombre des épreuves. m — // et n croîtront indéfiniment, et il en sera de môme de r. L'expression (4 bis) tendra donc elle-même indéfiniment vers la valeur
pk qk
qk pk c'est-à-dire vers l'unité.
Lorsqu'on multiplie suffisamment le nombre des épreuves, la probabilité exprimée par un terme R du développement de (p -+- q)m, situe k rangs après le terme maximum M, tend donc à devenir égale à la probabilité maximum exprimée par ce terme. La même propriété existe, comme on peut le démontrer d'une manière analogue, pour un terme R' situé k rangs avant le terme M.
En résumé, quand on fait croître le nombre des épreuves, les probabilités exprimées par les termes qui se succèdent de K' à R, R étant d'ailleurs quelconque, mais fixe, vont toutes en se rapprochant autant qu'on veut de la probabilité maximum exprimée par le terme M.
295. Reprenons l'expression (4) à un autre point de vue. Laissons m et n très grands, mais fixes, et faisons croître k. L'expression (4) peut s'écrire
R _ rp rp — î rp — a rp — ( k — i ) qk
M — rq -+- i rq -- 'i rq -+-3 rq -+- k pk
ou, en décomposant le dernier terme fractionnaire du second membre de manière à multiplier par 2 chacune des k fractions qui précèdent ce dernier terme,
R _ rpq rpq, — q rpq — iq rpq — (k — i)^
M ~~ rqp -+- p rqp -h ip rqp -+- Zp rqp -+- kp
On voit alors que les fractions du second membre vont en diminuant de la première à la dernière, puisque leurs numérateurs vont en décroissant et leurs dénominateurs en croissant. Il en résulte que, si on les rem-
place toutes par la plus grande d'entre elles qui est la première, on a, leur nombre étant A,
Gomme la quantité élevée à la puissance k dans le second membre de cette inégalité est moindre que l'unité, on peut, en faisant croître suffisamment k < m, rendre cette puissance moindre qu'une quantité donnée 8 (Alg. elém., 336). Il en résulte qu'en prenant k assez grand, on
peut a fortiori rendre ^ moindre que S. M
La même propriété existe, comme on peut le démontrer d'une manière analogue, pour un terme K' situé À- rangs avant le terme M.
Les probabilités exprimées par les termes qui s'éloignent indéfiniment du terme maximum M dans un sens ou dans l'autre sont donc de plus en plus petites par rapport à ce terme.
En rapprochant ce résultat du n° 294, on voit que les termes du développement qui ont, après le terme maximum M, les plus grandes valeurs, s'aggtomèrent pour ainsi dire dans son voisinage, et que leur somme constitue la plus grosse partie du développement total.
396. Tout ce qui précède conduit à une proposition fondamentale qu'on doit à Jacques Bernoulli, qui Fa démontrée dans son Ars conjecta/idi publié après sa mort, en 171 3, et qui a justement conservé son nom. Elle peut s'énoncer comme il suit :
Théorème de Jacques Bernoulli. — A mesure qu'on multiplie les épreuves concernant un événement simple A et l'événement contraire B, on a une probabilité toujours croissante que le rapport du nombre des événements A à celui des événements B ne s'écartera pas, en plus ou en moins, du rapport de leurs probabilités respectives p et q, d'une quantité supérieure à une limite donnée ; quelque resserrée que soit la limite indiquée, cette probabilité croissante peut, d'ailleurs, tendre indéfiniment vers l'unité, pourvu que le nombre des épreuves augmente suffisamment.
En effet, représentons par Ti, Ts, T3} . . ., Ta, les termes du développement de (p-±-q)m qui sont distants du terme maximum M, de 1, 1, 3, . . . , k rangs, comptés après ce terme. Les termes qui suivent T* seront T*+1, T*+î, 1k+z, • . -, T,*, ....
A mesure qu'on s'éloigne du terme maximum M, le rapport de chaque terme à celui qui le précède va en diminuant (295); le rapport inverse va, par conséquent, en augmentant. On peut donc écrire
T, ^ Tk+l T, ^ T*
3 1A+3 ** Tj*
On
en conclut évidemment
M ^ Tt T,
Jî_<..
On
a aussi, identiquement,
MT u_
-hTa-4-
+ Tlt
Si l'on remplace alors, dans le second membre de cette identité, ~
par les rapports successifs, tous plus grands, indiqués dans les inégalités (i), il vient, en simplifiant,
. _M Tl-+-T>-f-T,-h...-4-T*
w Ta ^ T^i -f-T*+« h- T*+. + ...-+- T,*'
La valeur de A- qui rend ;=- plus grand qu'une quantité donnée v (295)
rend donc a fortiori le second membre de l'inégalité (2) plus grand que cette quantité.
Le terme M, qui renferme pm~* et ç", a m — // termes après lui; le terme T*, situé k rangs après M, en aura donc m — n — k après lui.
Si l'on désigne par a l'entier immédiatement supérieur à — ~~ *
on pourra partager ces m — n — k termes en a — 1 groupes de A- termes chacun, plus un dernier groupe contenant moins de k termes. Comme les termes considérés à partir de T, vont en diminuant de l'un à l'autre (293), la somme des termes de chaque groupe sera nécessairement inférieure à la somme des termes allant de Tt à T*. Or, si l'on représente la
quantité donnée ?> aussi grande qu'on veut pour k assez grand, par Na, N sera lui-môme aussi grand qu'on voudra et, puisqu'on a, par hypothèse, rrr > % > on aura aussi, d'après l'inégalité (2),
Tj-4-Tj-i- T,h-. . .-+- T*> Na(T*+|H- Ta+î H- T*4-3 + . . - TlA).
Le premier groupe de k termes après le terme maximum M peut donc être rendu plus grand que N a fois le groupe de k termes qui vient après Ta- et, a fortiori, plus grand que N fois la somme de tous les termes qui viennent après T*, puisque les (a — 1) groupes de k termes qui suivent T* et le dernier groupe contenant moins de k termes et terminant le développement diminuent de l'un à l'autre.
On démontrera, d'une manière analogue, que la somme des k termes qui précèdent immédiatement le terme maximum M, et qu'on peut dési-
gner, en remontant, par T'n T',, T's, ..., T'*, peut être rendue plus grande que N fois la somme de tous les termes qui précèdent T*.
Il en résulte que la somme des termes qui vont de T* à T*, en laissant môme de côté le terme maximum M, peut être rendue plus grande que N fois la somme de tous les autres termes du développement de
Si Ton désigne par Sa- la somme des termes allant inclusivement de T* à T* et, par R, le reste du développement de (p-*-q)m, avant et après, on peut donc toujours prendre k assez grand pour avoir, en désignant par p uno quantité finie,
S*=NR-*-p;
ce qui donne, pour le développement entier, l'expression
NR -f- p -+- R.
Mais les probabilités exprimées par T'*, . .., T"3, T',, T"lf et par Tt, Ta, T3, . . . , T*, sont, pour m assez grand, aussi proches qu'on veut de
la probabilité maximum M (29i) qui répond à la condition m~~n = t
(293), c'est-à-dire qui représente la probabilité p que l'événement A se produira m — n fois sur m épreuves répétées.
11 s'ensuit que, si la répartition des événements A et 6 a lieu conformément aux exposants qui affectent p et q dans l'un des termes de S*. cette répartition différera aussi peu qu'on voudra, pour m assez grand, de celle qui donnerait m — n fois l'événement A sur m épreuves,
~~ étant égal à la probabilité p de l'événement simple A.
Or la probabilité que la répartition des événements A et B répondra à l'un des termes do Sa étant désignée par P, on a évidemment
Comme, en multipliant suffisamment le nombre m des épreuves, on peut augmenter k < m et, par suite, NR et N autant qu'on veut, la probabilité P, toujours croissante, tend indéfiniment vers l'unité. Cest précisément ce qu'on voulait démontrer.
Cherchons, comme application, quelle est la probabilité d'extraire
une figure d'un jeu de Si cartes, lorsqu'on multiplie les tirages dans
les mêmes conditions. Comme il y a 12 figures, la probabilité pour l'évé-
12 3 nement simple est r- = — • D'après le théorème de Jacques Bernoulli,
la probabilité que, pour un très grand nombre de tirages, le rapport du
NR
NR
NR-h
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nombre de figures tirées au nombre total des tirages ne différera pas de 73'
~ > en plus ou en moins, d'une quantité supérieure à la limite t aussi
resserrée qu'on voudra, et restera compris entre -r — s et -» -1- s.
cette probabilité approchera de l'unité et, par conséquent, de la certitude autant qu'on voudra, à la seule condition de multiplier suffisamment les épreuves.
Un cas particulier doit être mentionné
Lorsqu'on demande la probabilité qu'un événement désigné arrivera au moins une fois dans un nombre donné d'épreuves répétées, le calcul peut se faire très simplement.
La seule chance contraire est, en effet, que l'événement désigné n'arrive pas du tout. On n'a donc qu'à calculer la probabilité correspondante et à la retrancher de l'unité.
Veut-on, par exemple, chercher quelle est la probabilité de marquer Tas au moins une fois en jetant trois fois de suite un dé à jouer? La pro-
habilité de ne pas jeter l'as étant -» la probabilité de ne pas le jeter dans
les trois épreuves répétées sera (2-9) ~ « r =-• — «• La probabilité de
le jeter au moins une fois dans les trois épreuves sera donc i '—. = —t - *
fraction comprise entre - et ^ > mais beaucoup plus voisine de - •
298. 11 n'est peut-être pas inutile de rappeler, en terminant cet exposé, que le terme de probabilité doit toujours être entendu dans le sens mathématique de la définition du n° 241. Par exemple, la proposition relative au terme maximum du développement de (p ■+■ q)m (293) signifie simplement que, parmi toutes les hypothèses qu'on peut faire sur l'apparition des événements simples A et B, celles qui donnent, pour le rapport du nombre des événements A à celui des événements B
dans une série d'épreuves répétées, la valeur même du rapport — des
probabilités des événements simples A et B, sont en plus grand nombre que les hypothèses donnant au premier rapport une valeur différente
de£.
299. On se demandera sans doute, d'après cela, quel est le degré de confiance qu'on doit accorder à la théorie des probabilités, et il faut répondre qu'on se tromperait gravement en croyant que l'expérience justifie toujours, même à peu près, les prévisions du calcul. Ce n'est que dans le cas des épreuves répétées qu'il peut en être ainsi, puisqu'on a
alors la latitude, en multipliant le nombre des épreuves, de rendre la probabilité aussi voisine qu'on veut de la certitude d'après le théorème de Jacques Bernoulli, dont on aperçoit ainsi l'extrême importance.
C'est ce que n'ignorent pas ceux qui établissent des maisons de jeux de hasard. Comme le nombre des joueurs ou des épreuves est considérable, les conventions, tout en semblant favorables aux joueurs, peuvent facilement être calculées de manière que, en définitive et malgré les fluctuations apparentes du sort, les entrepreneurs soient assurés d'un bénéfice estimé d'avance et les joueurs de la perte correspondante.
300. Nous remarquerons, en dernier lieu, que nous avons supposé jusqu'ici toutes les chances possibles complètement énumérées et toutes ces chances également possibles. Mais il est bien évident que, pour les événements fortuits dont l'homme n'a pas déterminé directement les conditions, les causes qui donnent telles chances à tel événement sont presque toujours inconnues ou trop compliquées pour que nous puissions les analyser rigoureusement.
Pour nous faire mieux comprendre, prenons des exemples physiques.
Quand on joue k pile ou face avec une pièce de monnaie, il n'y a, au premier abord, que deux chances possibles, puisque la pièce doit nécessairement tomber, même lorsqu'elle roule en touchant le sol, sur l'un de ses deux côtés. La probabilité mathématique de chaque événement
est donc - • Mais la pièce pourrait n'être pas homogène, elle pourrait être
frappée de manière à tomber plus facilement sur l'un de ses côtés. Si, en consultant l'expérience, on la voyait marquer régulièrement trois fois face et une fois pile, on devrait dire que le jet de la pièce est soumis à quatre chances, trois pour/ac<s, une pour pile, et les probabilités mathématiques des deux événements seraient 7 et - •
De même, quand un dé à jouer est bien construit, il doit tomber avec une égale facilité sur chacuno de ses faces. Mais, en altérant le dé, soit sous le rapport de la forme, soit sous le rapport de l'homogénéité de la matière, on peut rendre la probabilité du jet de l'as, par exemple, aussi grande ou aussi petite que l'on veut.
On pourrait d'ailleurs jouer avec des dés ainsi pipés, à la condition de connaître leurs irrégularités et de tenir exactement compte des chances diverses attachées au jet de chaque point.
301. Cette inégalité dans les chances, sur laquelle nous venons d'appeler l'attention, se reproduit à chaque instant dans l'appréciation des probabilités qui se rapportent à la succession des phénomènes naturels ou sociaux. La difficulté est seulement rendue encore infiniment plus grande par l'ignorance où nous sommes des conditions ou des causes
H faut alors s'aider de considérations nouvelles, telles que celles qui
concernent les moyennes et les limites d'erreurs, par exemple, pour estimer la probabilité d'un événement.
Les probabilités des événements dont on connaît le nombre et la nature des chances sont des probabilités a priori : ce sont celles dont nous nous sommes occupé. Les probabilités des événements dont le nombre et la nature des chances sont inconnus sont des probabilités a posteriori.
Pour ces dernières, qui sont les plus importantes à déterminer, il faut recourir à l'expérience. C'est le théorème de Jacques Bernoulli qui permet cette détermination expérimentale. Car si, en m épreuves, l'événement désigne est arrivé n fois, m et n étant suffisamment grands, la probabilité P que la probabilité inconnue x de cet événement différera de
—, en plus ou en moins, d'une quantité s aussi petite qu'on voudra, tendra
indéfiniment vers l'unité ou vers la certitude, en faisant croître indéfiniment m et n.
Prenons, par exemple, la question des naissances des deux sexes. Nous sommes dans une grande ignorance des conditions qui déterminent la proportion des sexes dans chaque espèce animale; et c'est un des plus curieux problèmes qu'on puisse se proposer, que de prévoir en particulier, par l'observation, la probabilité ou la chance d'une naissance masculine et celle contraire d'une naissance féminine.
Dès le commencement du xvni0 siècle, en compulsant les registres publics, on put remarquer que le nombre des naissances masculines l'emporte, d'une manière générale, sur celui des naissances féminines. Et c'est là, aujourd'hui, un fait que l'ensemble des documents recueillis par la Statistique a parfaitement constaté.
En consultant les relevés officiels reproduits dans Y Annuaire du Bureau des Longitudes, on trouve qu'il y a eu en France, pendant la période décennale qui s'étend de 1817a 1827 exclusivement, un nombre de naissances masculines égal à 4 981 766 et un nombre de naissances féminines égal à 4 674 569. Le rapport du premier nombre au second étant 1,0657, il doit y avoir, d'après ce qui précède, une très grande probabilité que le rapport du nombre des naissances masculines à celui des naissances féminines s'écartera peu de ce résultat pour l'année 1827.
Or, en consultant {'Annuaire, on trouve , pour cette année 1827, 5o5 307 naissances masculines et 474 889 naissances féminines, c'està-dire un rapport égal à 1,0641. L'écart n'est ainsi, en moins, que de 0,0016.
Si l'on pouvait adopter pour la France le rapport 1.06, il répondrait à très peu près à 18 naissances masculines contre 17 naissances féminines.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces notions.
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PUISSANCES ET RACINES D'UN POLYNOME
Puissances d'un polynôme.
302. On peut présenter de deux manières la recherche de la puissance mièmt d'un polynôme quelconque, m étant entier et positif.
Dans la première méthode, on s'appuie sur la formule du binôme; dans la seconde méthode, dont l'exposition est beaucoup plus simple et plus rapide, on opère directement en ayant recours à la théorie des permutations avec groupes d'objets identiques et des combinaisons avec répétition des objets.
303. Première méthode. — En considérant deux termes d'un trinôme comme n'en formant qu'un seul, on peut ramener à la formule du binôme les puissances de ce trinôme; et, en appliquant de proche en proche le même procédé, on peut ramener à la formule du binôme les puissances d'un polynôme quelconque.
Soit d'abord le trinôme (a + 6-i-c) à élever à la puissance m. En regardant a -+- b comme un seul terme, il vient (255)
m(m — i)(m — 2). ..(m — jp + i), H - ^ — * - -(a-hb)m-*cP-h...+ c'>
11 reste à développer dans le second membre les différentes puissances du binôme (a + b).
On obtiendra ainsi évidemment une série de termes dans
lesquels la somme des exposants des lettres a, b, c, sera constamment égale à m.
Par exemple, les termes provenant du terme général
— ç-i i C -' (a -+- b)m-PcP
contiendront tous le produit de cp par des puissances de a et de b dont la somme des exposants sera toujours m —p.
Réciproquement, si a, (3, y désignent trois nombres entiers satisfaisant à la condition
ol -+- (3 -+- y •-- /n,
le développement renfermera nécessairement un terme en a*bïcT.
En effet, le développement renferme un terme en cYqui est
et (a -h &)'n-Y renferme un terme dans lequel a et b ont des exposants a et [3 tels que la condition a -h (3 = m— y ou a + P + y = /n soit satisfaite.
Cherchons l'expression du coefficient du terme en aab$ci.
Par une transformation connue (223), on peut mettre ce ternie représenté par l'expression (1) sous la forme
(«-h&y'-ïcï.
Dans le développement de (a -+- b)m-y, le terme en <za6P ou en a*bm-Y-a a d'ailleurs pour coefficient, d'après la même transformation,
Le coefficient du terme en a*b$tf est donc
et ce terme lui-même a pour expression, en tenant compte de la relation « + |3 + y = w,
(2) -rlr- 7 "*!>$&..
' al pi y!
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Pour avoir maintenant tous les termes du développement de (a -+- b -+- c)m, il suffit de substituer dans l'expression précédente toutes les valeurs de a, (3, y, qui, en restant comprises entre o et m} satisfont à la condition a -t- (3 4- y = /w.
304. Il faut seulement faire cette restriction que, pour a = o, par exemple, la suite correspondante a ! doit être remplacée par l'unité.
En effet, le terme considéré répond alors au dernier terme du développement auxiliaire de (a 4- b)*+$ ou de (a 4- b)m-iy qui se réduit à b? ou à b'n~y affecté du coefficient 1 . Il faut donc que le coefficient
qui devient — dans le cas de a = o, représente lui-môme
l'unité dans cette hypothèse; ce qui conduit à la convention indiquée.
305. Le même raisonnement est applicable à la recherche du terme général de la puissance /nième d'un polynôme quelconque
Posons, en effet,
La puissance cherchée deviendra
(a H- a?)», et son terme général sera
Posons alors nous aurons
al (m — «)!
y=.c -hrf-H. • ., jjm-a— (b-hy)m~*,
et le terme général de ce nouveau développement sera
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Le terme général du développement (a -h x)m ou du développement cherché deviendra donc
ml
{m~«V- 9g*rty~-*-t
ou, en simplifiant,
tflt/ m- ôtt a«6P/*-«-P.
a! pi (m — a — (3)1 y
Posons encore et nous aurons
Le terme général de ce dernier développement étant
le terme général du développement cherché deviendra, après simplification,
a!(3!y!(iw — a — (3 — y)!
La loi est évidente et, en continuant, on trouvera, pour terme général du développement de
(a + b + c + d-h. . .)"S l'expression
_^ a*6Pcïd*....
al(3!y!3!...
On en déduira tous les termes du développement en substituant à a, (3, y, 5, . . ., toutes les valeurs qui, en restant comprises entre o et m, satisfont à la condition
a-t-fJ-t-y-t-à-+-...= Jra,
pourvu que Ton convienne de remplacer par l'unité les suites al, (31, y!, 31, ..., pour les valeurs particulières a = o, (3 = o,
306. Seconde méthode. — Élever un polynôme quelconque a + b -f-c -\-d~\-. . .
à la puissance m, c'est multiplier entre eux m polynômes
égaux au polynôme donné. Chaque terme du produit comprendra donc un terme de chacun de ces m polynômes {Alg. élém., 29).
D'ailleurs, comme ces m polynômes sont égaux, la lettre a pourra se présenter a fois comme facteur; la lettre b, (3 fofs; la lettre c, y fois, etc. Le terme général qu'il s'agit de former contiendra donc le produit a*b$ct<fi. . . et il aura un coefficient égal au nombre de permutations qu'on peut faire avec m objets, en en supposant a égaux à a, (3 égaux à b, y égaux à c, etc. Ce coefficient sera donc (238).
P- ou ml
PaP{$PYlV.. «l|3!y!a!...
Le développement cherché pourra donc être représenté par la formule •
(fl + Hc + rf+..0»=2ïp^r-fl«W....
Pour avoir tous ses termes, il suffira de donner à a, |3, y, d, . . . , toutes les valeurs compatibles avec la condition
en acceptant toujours la convention a I = i pour a = o ou, d'une manière générale, la convention P0= i.
307. On peut demander quel est le nombre des termes du développement, le polynôme donné {a-\-b-)-c-hd-t-...) comprenant n termes.
11 est clair que ce nombre est celui des combinaisons qu'on obtient en prenant n objets m h m, avec permission de répétition et n pouvant être moindre que m. En effet, chaque terme du développement doit renfermer comme facteurs, avec permission de répétition, un des n termes de chacun des m polynômes égaux au polynôme donné, qu'on multiplie entre eux. Le résultat cherché est donc (235)
li) (CRr = * (" + ')(* + *) • - • ( " + m — 0 ,
C'est aussi, comme on l'a déjà remarqué, le nombre de combinaisons sans répétition de (n -+- m — i) objets pris m à /w. De C. — Cours. 111. 17
Comme on a (226)
on peut encore, en remplaçant m par /> — i et, par conséquent, n par m 4- 1, prendre pour résultat
/«\ /rn\« (m -4-1) (;w +a)(»> -f- 3). . .(m 4-/1— 1) (2) (CR). __^__
On emploiera la formule (1) ou la formule (2), suivant que m sera plus petit ou plus grand que /i — 1.
Applications.
308. 1 ° Carré d'un polynôme. — Soit le polynôme (a -+- b -+- c -+- d -*- . . .) à élever au carré.
On devra faire m = 2 dans la formule générale du n° 306 et, par conséquent, il n'entrera que deux lettres dans chaque terme du développement. On aura ainsi
avec la condition a -+- P = m = a.
Si l'on suppose a = 2, on a p = o.
Par suite, Pi= 2, P«= 2, Pp= 1 (d'après la convention du n° 304), et l'on déduit du terme général des termes de la forme «*.
Si l'on suppose a = 1 , on a p = 1 .
Par suite, Vt = 2, Pa= 1, Pp = 1, et l'on déduit du terme général des termes de la forme lab.
Si l'on suppose a = o, on a p = 2, et l'on retombe sur le premier résultat.
On a donc finalement
(a -+- b h- c -h d + . . . )2= £rt2-h *Liab.
C'est la loi connue (Alg. élém., 224) qu'on énonce en disant que le carré d'un polynôme renferme les carrés de tous ses termes et les doubles produits de tous ses termes pris deux à deux.
309. 20 Cube d'un polynôme. — Soit le polynôme (a -+- b -h c -+- d^- ...) à élever au cube.
On devra faire m — 3 dans la formule générale du n° 306 et, par conséquent, il n'entrera que trois lettres dans chaque terme du développement. On aura ainsi
{a + b + c + d+...y^?-^a*b?cy,
avec la condition « -*- p -+- y = 3.
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Si Ton suppose a = 3, on a p = o et y = o.
Par suite, Pj=6, Pa=6, Pp— i, Py = i (par convention), et l'on déduit du terme général des termes de la forme a%.
Si l'on suppose a = 2, on a p = i et y = o ou p = o et y = 1 .
On a donc, dans les deux hypothèses, P3 = G, Pa = 2, Pp = 1, Pr = 1 , et Ton déduit du terme général des termes de la forme Zaïb ou 3a2r, c'est-à-dire de la môme forme.
Si Ton suppose a = 1 , on a en même temps p = 2 et 7 = o, ou p = 1 et y = 1 ou p = o et y = 2.
On a donc, successivement,
P3-6, Pa-i, Pfi=*, Py = i,
ou
Ps=6, Pa=i, Pp=i, Pv-i, P3=6, Pa=i, Pp-l, PY-2,
et le terme général conduit à des termes de la forme Zab* ou 6 abc ou 3ac8, c'est-à-dire à des termes de la forme 3a*b déjà obtenue et à des termes de la forme 6 abc.
Enfin, pour a = o, on retombe évidemment sur Fun des résultats précédents.
On obtient, par suite, la formule
(«+t + c + rf + ...)3^ 2rt3-H Z3a*fc-t- 26abc.
On en conclut que le cube d'un polynôme est égal à la somme des cubes de tom ses termes plus trois fois la somme de tous les produits résultant de la multiplication du carré d'un terme par la première puissance d'un autre terme, plus six fois la somme des produits de tous les termes pris trou à trois.
310. 3° Formule du binôme. — La formule générale, que nous avons démontrée par notre seconde méthode (306), doit contenir celle du binôme. En effet, si le polynôme donné est x -+- a, on a, d'après cette formule générale,
avec la condition a -+- p = /h, d'où p = m — a. Il vient donc
Le coefficient placé sous le signe. 2 étant égal à ml
ou à C% (223),
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le terme général du développement n'est autre chose que
et se confond avec le terme général de la formule du binôme (256).
Racines d'un polynôme.
311. Admettons qu'un polynôme entier P, ordonné suivant les puissances décroissantes d'une certaine lettre ordonnatrice, soit la puissance mième d'un autre polynôme entier Q ordonné de la même manière. Le polynôme Q est alors la racine m'*0" du polynôme P, et l'on peut poser
Connaissant P, on se propose de trouver Q.
312. Si Ton regarde Q comme un binôme formé de son premier terme a el de l'ensemble de tous ses autres termes considérés comme un seul terme, on aura (255)
= am -\- mam~l(b-t- c-\-d-+-...-\-k-+-l) m (m — i )
•a'»-2(Hc + rf + ... + ^ + /)î+....
L'expression (i) est une identité. Comme on suppose les deux polynômes ordonnés de la môme manière, le premier terme de P doit être égal à am et, par suite, le premier terme a de la racine Q est la racine mième du premier terme de P.
On peut donc énoncer cette première règle :
Pour trouver le premier terme de la racine miime d'un polynôme, on n'a qu'à extraire la racine miimt du premier terme de ce polynôme.
Si le premier terme de P est À xn9 on aura donc
a = *\/kœn = xm "s/H.
Les deux polynômes P et Q étant supposés entiers par rapport à x et de plus réels, n devra être un multiple de m et A devra être positif si m est pair (130, 2°). On pourra alors accepter
les deux valeurs réelles de VA, qui sont égales et de signes contraires (130, i°). Si m est impair, "sfk n'aura qu'une seule valeur réelle de même signe que À (130, 3°).
"Nous remarquerons immédiatement, avant d'aller plus loin, que le dernier terme de la racine supposée exacte peut s'obtenir immédiatement comme le premier terme, «ai extrayant la racine miime du dernier terme de P.
En effet, si Ton regarde la racine Q comme formée de l'ensemble de tous ses termes, moins le dernier, et de ce dernier terme /, le dernier terme de Qm est évidemment lm. Si L est le dernier terme de P, on a donc identiquement
L=/'« OU /=7E
313. Il s'agit maintenant d'obtenir les autres termes de la racine Q, à partir du deuxième terme.
Pour cela, nous déduirons de l'égalité (i) la valeur de P — a'", et nous aurons ainsi un premier reste Ht qui sera
| R,= /naflI-1(ô-fc + rf-f... + ^ + /) (a) < ^?l(^a,^
11 est évident que le premier terme de Rt, qui est en même temps le premier terme de P — am ou le second terme de P, est sans réduction mam-lb, puisque les deux polynômes sont ordonnés suivant les puissances décroissantes de la même lettre et que ce terme mam~xb contient alors la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé que tous les autres termes du second membre de l'égalité (2).
Il en résulte qu'en divisant le premier terme de R, par ma'"-1, on obtiendra nécessairement pour quotient le deuxième terme b de la racine Q.
Continuons. La partie écrite à la racine étant a -h by regardons Q comme composé d'un premier terme (a -+- b) et de l'ensemble de tous ses autres termes comme second terme. Nous aurons ainsi
Nous déduirons de l'égalité (3) la valeur de P —(a -+- b)mf et nous aurons ainsi un deuxième reste R, qui sera
i + — — — -(a + byn~*{c + d-h...+-k-hiy-h.. .
Il est évident que le premier terme de R, est, sans réduction, mam-lc, parce que ce terme contient la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé que tous les autres termes du second membre de l'égalité (4).
Il en résulte qu'en divisant le premier terme de R* par ma™-1, on obtiendra nécessairement pour quotient le troisième terme c de la racine Q.
On peut poursuivre d'une manière analogue ; la loi est générale, et l'on peut énoncer celte seconde règle :
Pour trouver les différents termes de la racine, à partir du deuxième terme , on n'a qu'à diviser par le diviseur constant mam-%, c'est-à-dire par m fois la (m — i)'"ne puissance du premier terme de la racine, le premier terme de chacun des restes successifs R,, R8, R3, . . . , ces restes s' obtenant d'ailleurs en retranchant du polynôme P la miéme puissance du premier terme, des deux premiers termes, des trois premiers termes, etc. de la racine Q.
31k. Lorsqu'on parvient au dernier terme / de la racine Q, on doit obtenir un reste nul, puisqu'on retranche alors Qm de P.
Réciproquement, un reste nul indique que la racine est complète, puisque la mièmo puissance de cette racine reproduit le polynôme donné.
315. Nous ne nous arrêterons pas au cas où la lettre ordonnatrice entrerait avec le même exposant dans plusieurs termes de P. Il n'y a alors qu'à se reporter à ce qui a été dit sur ce sujet, pour la division et l'extraction de la racine carrée des polynômes (Alg. élém., 47, 2$6).
Des racines inexactes.
316. Nous avons supposé jusqu'à présent que P était la puissance mième exacte d'un certain polynôme Q.
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Si cette condition n'est pas remplie, mais si Ton peul, toutefois, commencer 1'exlraction de la racine mième de P en appliquant les deux règles énoncées plus haut (312, 313), on voit, d'après ce qui précède, que le polynôme P sera, à un instant donné, égal à la mième puissance de Ta partie S écrite jusque-là à la racine, plus le reste R correspondant, et qu'on aura l'identité
Mais l'opération n'aura pas de fin, puisque R ne peut pas être nul, et, en la poursuivant, on obtiendra une suite illimitée de termes où l'exposant de la lettre ordonnatrice deviendra négatif et croîtra indéfiniment en valeur absolue. Ces exposants négatifs n'apparaîtront que si l'on atteint le reste de degré inférieur à S par rapport à la lettre ordonnatrice.
On peut remarquer l'analogie qui existe ici entre l'extraction des racines et la division des polynômes (Alg. élérn., 90, 227).
317. Lorsque le premier et le dernier terme du polynôme P ne sont pas tous deux des puissances mièmes exactes, on peut affirmer qu'aucun polynôme Q, tel que nous l'avons défini, ne peut être la racine mièmc de P (312).
Si la racine mième du premier terme de P a un coefficient irrationnel, il peut se faire que la racine miim* de P, alors à coefficients irrationnels, soit rationnelle par rapport à la lettre ordonnatrice. Mais, si la racine mièm0 du premier terme de P est complètement rationnelle, l'opération continuée ne peut amener à la racine que des termes rationnels. Il faut donc que le dernier terme de la racine soit aussi rationnel, c'està-dire que le dernier terme de P soit, comme son premier terme, une puissance miènae exacte. S'il n'en est pas ainsi, l'extraction de la racine est impossible exactement.
318. Il est inutile d'appuyer sur l'analogie qui existe entre l'extraction de la racine mièm8 des polynômes et celle de leur racine carrée, et de revenir sur la théorie de cette dernière, développée précédemment {Alg. élém., 226 à 229).
Nous ferons seulement remarquer que, si n est le degré d'un polynôme P, on ne peul commencer l'extraction de la racine carrée dans les conditions admises, que si n est pair. Alors, en poursuivant l'opération jusqu'à ce qu'on parvienne à un
reste R de degré inférieur à la partie S écrite à la racine ou
de degré inférieur à — > on obtient l'identité
On peut dire, dans ce cas, que ±: S est la racine carrée de P, et R le reste de l'opération.
Il est d'ailleurs facile de voir que cette décomposition de P n'est possible que de la manière indiquée.
Supposons, en effet, qu'on puisse avoir
P=S2+R et P = S/,-+-R\ Il en résulterait identiquement
S»-hR = S,1-hR/
ou
Mais S et S' sont de degré - par rapport à la lettre ordonna- |
trice, R et IV sont de degré inférieur. L'identité précédente est donc impossible (18), à moins qu'elle ne se réduise à 0 = 0. Mais on a, dans celte hypothèse,
(Sh-S')(S — Sf)r=o et R'— R = o
ou I
S = ±S' et R = R'.
La racine carrée de P n'admet donc bien que deux valeurs I égales et de signes contraires, et l'opération conduit toujours au même reste. !
Applications.
319. i° Extraction de la racine miime des nombres entiers. — Comme un iiombre entier peut toujours être regardé comme la somme de ses dizaines et de ses unités, il est facile de lui appliquer les principes précédents, quel que soit le degré de la racine qu'on veuille extraire, en raisonnant d'ailleurs comme nous l'avons fait en Arithmétique pour la racine carrée et pour la racine cubique. i
Quand le degré de la racine est un nombre composé de facteurs premiers 2 et 3, on n'a qu'à extraire successivement des racines carrées et ! cubiques (137). Ainsi,
yja — V >J a —
Mais, quand les facteurs premiers de l'indice de la racine sont différents de 2 et de 3 ou quand ce degré est lui-môme un autre nombre premier, il faut opérer directement.
Soit, par exemple, à extraire la racine cinquième d'un nombre.
On commencera par former le tableau des puissances cinquièmes des neuf premiers nombres. Ce tableau permettra d'obtenir, à l'unité près, la racine cinquième des nombres moindres que ios, c'est-à-dire qui n'ont pas plus de cinq chiffres {Arithm.y 278).
Quand le nombre donné aura plus de cinq chiffres, sa racine cinquième en aura au moins deux, et l'on pourra la regarder comme composée de a dizaines et de b unités. Cotte racine sera alors exprimée par (a. io -h 6), et l'on aura (235)
(rt.io-f- b)* = rt5. ioB h 5ak. lo^.b -+-. . . .
Soit, pour fixer les idées, le nombre 14348907 dont on veut extraire la racine cinquième.
La cinquième puissance des dizaines de la racine ne pouvant donner que des centaines de mille, on est conduit à partager ce nombre en tranches de cinq chiffres. Ici, on n'a que deux tranches, et l'on doit extraire la racine cinquième de la plus, grande cinquième puissance renfermée dans la dernière tranche i43. Comme on a 2* = 3a et 3* = 243, le chiffre des dizaines de la racine est égal à 2. En retranchant 25.ios du nombre proposé, on a pour reste n 148907. Ce reste est supérieur au deuxième terme 5<z*.io*.l> du développement de la racine, qui ne peut donner d'ailleurs que des dizaines de mille. 11 en résulte que le nombre 1114 des dizaines de mille du reste est au mouis égal à 5akb. En divisant 11 14 par 5«*, ou par 5.2* = 80, on obtiendra donc un chiffre égal ou supérieur au chiffre b des unités de la racine.
Le quotient de 1114 par 80 étant supérieur à 10, on essayera d'abord le chiffre 9, en cherchant si la cinquième puissance de 29 peut se retrancher du nombre considéré. Comme cette puissance est trop grande et qu'il en est de môme de celle de 28, nous descendrons jusqu'à 7, qui est le chiffre b des unités; 27* reproduit précisément le nombre donné,
et Ton a exactement
Quand on a besoin d'extraire des racines numériques de degré élevé, il est d'ailleurs toujours plus simple d'opérer par logarithmes.
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320. 2° Dans toute progression par différence dont la raison est l'unité, le produit de quatre termes consécutifs quelconques augmente de i est toujours un carré parfait.
Soit x un terme quelconque de la progression. Les quatre termes consécutifs que nous devons considérer seront x, x ■+- 1, x -h 2, a- -+- 3. et il faut prouver que
N = x(x -+- i)(.r -+- 2) (x -+- 3) -h i = xk-h 6 a?1-*- ii^+Gx + i
est un carré parfait.
Nous n'avons qu'à essayer d'extraire la racine carrée de N suivant la règle connue gui se confond avec la règle générale (312, 313). Nous aurons (Alg. élém., 226)
xk -t- 6.r3 -+- 1 1 x* -»- 6x -i- i 6.r3-,- n.r*-i- Qjc -i- i a.r'-t- 6x-f- i
(2.x2 -h 3x)3.r (2.r2-h 6.r -hiji
On trouve un reste nul, et l'on a
N = (.rJH Le théorème est donc démontré.
321. 3° Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que le polynôme du quatrième degré
A0x^-^ A1.r3-hA2.r2-h A3.rH-A4
soit un carré parfait.
On essayera l'extraction de la racine carrée du polynôme, et l'on poursuivra l'opération jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste du premier degré en x. En écrivant que ce reste est identiquement nul, on obtiendra évidemment les conditions cherchées.
Le calcul se présente comme il suit :
A0.zv -4- Ai .r3 -+- Aj.r* -f- A3.r -+- A^ Ai .r3 H- A2 r* -+- A3 x -f- A4
(Al"^;)xi^AîX+At
f AI((A,A,-Af)1 f . (4A,A,- LAs TÂ1 J * ^ LAi 64I
v/Âix'-t-
ly/Tëx1-
-Al-,
At
2 l/Ao^-f- -~: X-+- — "=-
OoAt^AÎ SAoV^
Le reste du premier degré en x peut donc se mettre sous la forme
8A»A3 — 4A0A1A2^A* ^ ()4AjjA4-i6AiJA|^-8AoA?A2- A? 8 A? *r"" 64 AJ
et les conditions pour que le polynôme donné soit un carré parfait sont évidemment
(1) A? — 4A0A1A2-r-8AÎA3^o,
(•2) A}-8A0A*A2-f-i6A^4*-64Aj}Ai-o.
On pourrait traiter la question d'une autre manière en se reportant à l'exemple du n° 29, où nous avons cherché les conditions de divisibilité du même polynôme du quatrième degré par le trinôme du second degré B0xs-i-Bi.r-t-Bî. En exprimant que ce diviseur et le quotient trouvé alors sont identiques, on pourra éliminer les coefficients B0, Bi, B2 du diviseur qui deviendra la racine carrée obtenue ci-dessus. Puis, en introduisant les valeurs de B0, Bl7 B2 dans les équations de condition (i) et (2) du n° 29, on retombera sur les équations de condition que nous venons d'écrire.
322. 4° appliquer la méthode des coefficients indéterminés (Livre ï*r, Ch. III) à V extraction de la racme mième des polynômes.
Admettons que le polynôme inconnu
o0J:,»-i-a1.r"-1-+-. . .+ 0Ln soit la racine mième exacte du polynôme donné
Ao^-r- Ài-cf-i -+-. ■ .h- A,,.
On devra avoir identiquement
(x0x* -+- oLiX"-1 -+- . . .-h a„)'« = =--= A0xt>-h AiXP-l + . . .-+- Ap. Les deux polynômes devant être de môme degré (18), on aura
mn = p.
Il faut donc, pour que le problème soit possible, que p soit un multiple de m. Si cette condition est remplie, n — — sera le degré de la racine,
et Ton connaîtra le nombre de ses coefficients a0» at, a2, . . ., a„.
En élevant cette racine à la puissance m, on obtiendra un polynôme de degré p comme le polynôme donné et, en égalant, pour les n -+- 1 premiers termes, les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux polynômes, on aura n -+- i équations pour déterminer les « + 1 inconnues. Les équations qui exprimeront l'identité des termes suivants des
deux polynômes, et dont le nombre sera égal à p — n, seront des équations de condition qui devront être satisfaites d'elles-mêmes.
Les n + 1 équations qui déterminent les coefficients de la racine onl une forme qui rend leur résolution très facile. La première équation ne renferme que a0; la deuxième équation ne contient que «o et at, cto« étant connu, elle donne at qui n'y entre qu'au premier degré; la troisième équation ne contient que a0, au as? et a© et at étant connus, elle donne as qui n'y entre qu'au premier degré; et ainsi de suite.
Remarquons, en effet, que, si l'on effectue le développement de
( OL0xn -h ZiXn~l -f- oit -zn~l -t- . . . -+• a/.r''-' -h ...+ aa )'«,
a/ ne peut appartenir à aucun terme dont le degré en x soit plus élevé que {m— i )/*-+-« — £ ou que mn — i (305). Les i premières équations d'identité (il y en a en tout mn-hi ou p-hi) ne contiendront donc pas a/. Quant à la (i-f-i)*"0 équation, elle renferme a, au premier degré; car, dans le développement ci-dessus, il n'y a qu'un seul terme du degré mn — i par rapport à x, et il a pour expression (306)
m a,-.r'ï-'(a0.r'*)'"-i ou wa/aj'-1 .r"*'*-'.
323. 5° Chercher, par la me'thodc des coefficients indéterminés 9 les conditions pour que le polynôme
soit un cube parfait.
La racine cubique, supposée exacte, de ce polynôme est de la forme zqx •+- a,. On posera donc
Ao~t3h- Xi jc* -h AiX-h A3
= (a0jc4-ai)'= aj.r3-h 3ac$at;r*-+- 3<Xoaf x -4- af.
On a, par suite, pour conditions d'identité,
aJ = A0, 3a5a! = Al7 3a0*î = Aj, a} = A,. On déduit des deux premières
a, a, a, vy0
a0 = /Ao et
3a5 3^A{ iAo
La racine cubique du polynôme donné est ainsi a/— Ai v Ao
Les deux autres relations d'identité sont les équations de conditions cherchées. En remplaçant a0 et at par les valeurs précédentes, elles deviennent
Aî^-.\, et A?A<,-\,
c'est-à-dire
A» = 3A„At!
A? = a7AJA3.
Soit un polynôme entier par rapport à x
ki)Xm+- kxxm *-+- As.r'n-8-h. . .-+- Am_iJP-h Am>
dans lequel les coefficients A0, A,, Aa, .. ., sont des constantes réelles quelconques, et x la variable dont la valeur du polynôme dépend. Ce polynôme est alors une/onction dex et peut être représenté par Y(x) {Alg. élém., 309).
Si Ton remplace x par x -+- h, h désignant une variation ou un accroissement quelconque de x> il vient
Y (x + h) = A0(x + h)m + A^x + h)'»-* -+- A^x + h)m-* + . . . -^AOT-1(j7H-/i)-i-Am.
On peut alors développer chaque terme du second membre suivant la formule dû binôme (255). On a ainsi
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Si l'on considère le second membre de celle relation, on voit que les termes indépendants de h forment le polynôme proposé luim-ême, comme cela doit être, puisque, pour A = o,on doit retrouver ¥(x).
Quant au coefficient de la première puissance de h, c'est ce qu'on appelle le polynôme dérivé ou Xdidérivée du polynôme proposé. On représente la dérivée du polynôme F(j?) à l'aide de la notation F'(.r).
Le polynôme
F/(j?)=zmA0^,"-1H-(m~ï)Al^m-24-(w — 2)AïJ7,w-3-H...-i-Am.1
se déduit du polynôme F(x) suivant une loi très simple : il suffit, pour l'obtenir, de multiplier chaque terme de ce polynôme par l'exposant de x dans ce terme, en diminuant en même temps l'exposant de x d'une unité.
Le premier terme deF'(.r)est ainsi mA0xm-1 et le dernier Am_i, car le dernier terme Am de F (x) doit être regardé comme contenant x°.
h} h3 En examinant les coefficients de — > =, . • • , on voit
facilement que chacun d'eux se déduit du précédent suivant
la règle qu'on vient d'énoncer. Il en résulte que le coefficient
h2 de — est la dérivée de F'(x) ou ce qu'on appelle la dérivée
seconde de F(x). Cette seconde dérivée est représentée par
la notation Y"(x). De même, le coefficient de 5 est la
dérivée de ¥"(x) ou la dérivée seconde de ¥'(x) ou la dérivée troisième de F(.r), de sorte que sa notation est Faf(x)m On continuera de la même manière, jusqu'aux derniers termes du second membre de la relation que nous étudions.
Il faut observer, à ce sujet, que, si l'on applique la règle aux deux derniers coefficients (seuls représentés ci-dessous), au lieu de les écrire directement d'après la formule du binôme (235), comme nous l'avons fait, ces coefficients, qui sont ceux de hm~l et de hmy prendront la forme
et
au lieu des expressions indiquées
mA0^+Al et A0.
Pour appliquer partout la môme notation, nous écrirons donc les deux derniers termes du développement comme il suit, en désignant par F^m-l)(x) et par ¥^m)(x) la {m — i)ièmo et la mième dérivée du polynôme F(.r) :
(On fera de même, s'il y a lieu, pour les termes précédents.) Nous aurons finalement
F(j? + A) = F(*)+F'(.r)*-i-Ff(ar) —
L'accroissement pris par le polynôme F (a?), lorsque la variable x subit elle-même V accroissement ou la variation positive ou négative h, a donc pour expression
-HF<w-!>(.r)
-f-F'^Cj?)
325. Il est important de remarquer que, d'une manière générale, lorsqu'on prend les dérivées successives d'un polynôme ¥(x), le degré de chaque dérivée est moindre d'une unité.
Ainsi, le polynôme proposé étant du degré m, sa dérivée première est du degré m — ï, sa dérivée deuxième du degré
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m — 2, sa dérivée troisième du degré /w — 3, etc., sa mièm* dérivée du degré m — m ou zéro.
Cette miime dérivée ne renferme donc plus x, elle se réduit à une constante, et les dérivées suivantes sont nulles ou n'existent pas.
A chaque nouvelle dérivée, il entre un coefficient de moins, parmi les coefficients les plus éloignés du polynôme donné, dans l'expression de la dérivée, et la wlèMe ou dernière dérivée ne contient plus que le coefficient A0 du premier terme du polynôme supposé ordonné suivant les puissances décroissantes de la variable x.
Prenons, par exemple,
il viendra (324)
F' (.r)— Sx3— 2i.r2H-io.r + 3,
F* (X)=Z2^X2 — !\1X -h IO,
¥m (x)— 48x —42, FIV(*) = 48=i.a.3.4.Ia.1
326. Nous terminerons par une remarque qui nous sera utile plus tard.
Dans la formule (i) du n° 324-, permutons x et h, ce qui ne modifiera pas l'expression du premier membre; nous aurons évidemment
■FW{h)
xn
Ce nouveau développement permet de calculer plus rapidement le résultat de la substitution de x -+- h à la place de x dans le polynôme ¥(x).
Cherchons, par exemple, ce que devient le polynôme cidessus (325), 207*— -jx% 4-5 x% -+- 3a? — i, lorsqu'on y remplace x par x -f- 3.
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Il suffit, d'après la formule (3), de former les différentes dérivées de ce polynôme et d'y faire x ■= 3. On a ainsi, d'après, les résultats précédents (325),
F'(3) — 6o, F"(3) — ioo, ¥'(î)=l02f FIV(3)^48.
On a d'ailleurs
On peut donc écrire, en renversant l'ordre des termes et en tenant compte des dénominateurs,
F(#4-3)~2J?*-hi7#s-f- 5o#1-t-6o.r -f- 26.
Cas de deux variables.
327. Nous devons d'abord donner quelques indications préliminaires.
Considérons un polynôdie entier par rapport à x etày, en désignant ainsi deux variables indépendantes ou deux quantités qui varient d'une manière arbitraire et indépendamment l'une de l'autre.
Ce polynôme entier sera alors une fonction de x et de j, et nous le représenterons par F(x,y).
On peut, dans cette fonction, regarder/ comme constante, et prendre le polynôme dérivé ou la dérivée de la fonction par rapport à la variable x (324). On obtient alors ce qu'on appelle la dérivée partielle de la fonction par rapport à x.
De même, si l'on regarde au contraire x comme constante, et si l'on prend le polynôme dérivé ou la dérivée de la fonction par rapport à la variable y, on obtient ce qu'on appelle la dérivée partielle de la fonction par rapport à ym
On représente ces deux dérivées partielles, qui sont des dérivées premières ou des dérivées du premier ordre, par les notations
Fx{*,y) et F'y(x,f)
ou, plus simplement, par les notations
f; et f;.
L'accent indique l'ordre de la dérivée partielle et, l f indice, la variable indépendante par rapport à laquelle on a pris cette dérivée partielle.
On peut former également les dérivées partielles des pre- , mières dérivées partielles obtenues, qui sont elles-mêmes, en général, des fonctions de x et de y. On trouve ainsi des dérivées partielles qui sont des dérivées secondes ou des dérivées partielles du second ordre de ¥(x, y).
Comme les deux dérivées successives peuvent être prises, soit deux fois par rapport à x, soit une fois par rapport à a: et une lois par rapport à /, soit deux fois par rapport à /, on a, de cette manière, trois dérivées partielles du second ordre représentées par les notations
*x«(^,/), ¥!rtï(x9y)f FJi(j?f >),
ou par les notations
On voit que Tordre de dérivation correspond à l'accentuation de la lettre F et que l'indice de cette lettre indique les variables par rapport auxquelles les dérivées partielles successives ont été prises. I/indice x% ou l'indice y% remplace simplement, par convention, l'indice x,x ou-1'indice y, y.
Si Ton forme encore les dérivées partielles des dérivées partielles du second ordre, on trouve des dérivées partielles du troisième ordre de F(x,y). Les trois dérivées partielles successives pouvant être prises, soit trois fois par rapport à x, soit deux fois par rapport à x et une fois par rapport à y, soit une fois par rapport à x et deux fois par rapport à y, soit trois fois par rapport à r, elles seront représentées par les notations
F':,(x,y), ¥:>,y(x,y), ¥l,Y*{x,y), F;,(jr,>),
ou par les notations
On continuera de la même manière.
328. Lorsqu'il s'agit d'une fonction entière, le degré des dérivées partielles des différents ordres va toujours en diminuant d'une unité (325). On arrive donc nécessairement à des constantes pour les dérivées partielles d'un certain ordre, et toutes les dérivées partielles suivantes sont nulles.
Soit, par exemple, la fonction entière du troisième degré
F(.r-, y) = A0x* 4- kxx-y 4- À, xy* 4- A, y2
Bo-rï-h Bj.rv 4- B, v« -h C0.r 4- C, >■ 4- l)u
On en déduit successivement (32i, 327)
F'JC=3\0xi-h aA,.ry 4- A* y5 4- 2B0x-+- B, V4- C0, F^=. A,.rs4- aAjj;v-f 3A3 v24- Brr -4- 2B1 y 4- C,,
Fxt = 6 \0.r 4- 2 A,y 4- 2B0, rrir=aA1.r + 2Asv+ B,, Fj« = 2 As x -+- 6 A3 y 4- 2B, ;
F?*— 6A0, F.rî,r=aAl, Fït)-t=2Af FJ> — 6AS.
Toutes les dérivées partielles du troisième ordre étant des constantes, les dérivées partielles d'ordre supérieur sont toutes nulles.
On peut remarquer que Ton a
F;, rn= 2 A, x 4- 2 AjJ 4-- B,= Kt>, f;,,8= 2 A»= FIV, F;,fJ.= 2 A2= FT.,..
11 en résulte que, pour le cas considéré, si les indices de F sont composés des mômes lettres affectées des mêmes exposants et que Ton prenne ces lettres dans un ordre quelconque, les dérivées partielles correspondantes demeurent identiques, c'est-à-dire que l'ordre suivant lequel on forme les dérivées partielles successives est indifférent. Nous reviendrons plus tard sur ce point important (voir Livre V).
329. Reprenons maintenant le polynôme entier quelconque F(^,j) et donnons respectivement aux deux variables x et y (327) les accroissements h et k. Il s'agit de trouver le développement de F(x 4- h9 y 4- k), pour en déduire ensuite l'accroissement correspondant
subi par le polynôme.
CQ
(Mi
es
as WD O
no cr
fa ce
S fi
fa +
fa
Un +
fa
fa
'"ta a
*- îï —
<y £ ou
G fe s
0 o es
s il
en O
?fa" +
fa
fa
iSU
fa
fa
fa
> J te.
fa
ÎS
fa
fa
fa'
en
fa
fa
en
fa
fa
fa
CO
ej
es
en
CO
fO
cô
cô
CO
ta»
es
es
u o o os
en
Es.
co _©
e ce
co
ro
in
ej
if
on
S fc-
On CO
on
etf
iî
fc?
CD
CD C
tf
eu
C ^ co
en
S es
eu
•~ * to
4) îâ s SB -o
es
bu
O co
280 ALGEBRE SUPÉRIEURE.
330. Remarquons que le terme général du développement obtenu, qui est le dernier écrit ci-dessus, revient à
En se reportant à la formule du binôme (255), on peut donc le mettre sous la forme symbolique
[F,(*,j)A + Fy(*f.r)*]-f
en convenant que les exposants qui doivent alors affecter successivement F'x(x,y) et F'y(x,y) indiqueront seulement le nombre d'accents de la lettre F et l'exposant de son indice. D'ailleurs, dans chaque terme du développement, les accents des deux lettres F devront s'ajouter, de manière que chacun d'eux contiendra F^(x,y)9 et l'on réunira en môme temps, pour F(n), les indices x et y dont la somme des exposants sera toujours égale à n.
331. D'après la formule (1) (329), l'accroissement pris par le polynôme entier F(x, y), lorsque les variables x et y reçoivent d'une manière indépendante les accroissements simultanés h et k> a pour expression
fF(x4-/j,j4-/0-F(^,7)
ou, symboliquement (330) et en abrégeant l'écriture,
332. La démonstration donnée pour le cas de deux variables x et y peut s'étendre sans difficulté au cas d'un plus grand nombre de variables.
On trouvera, par exemple, pour un polynôme entier F(x, y, z)9 fonction des trois variables indépendantes x, y-y z, ces trois variables recevant respectivement les accroissements A, k, l, et en abrégeant l'écriture dans le second membre (327),
= rJ + K. -^-4-f;.
^7+rç
hk
hl
-HF^.a
kl
Le terme général du développement serait ici, sous forme symbolique (330, 303),
333. Les développements précédents (32fc, 329, 332) constituent ce qu'on appelle la série de Taylor appliquée aux polynômes entiers, bien que Taylor n'ait donné sa célèbre formule que pour une suite illimitée.
L'utilité de ces développements, que nous généraliserons en les appliquant à une fonction quelconque, apparaîtra complètement lorsque nous étudierons la Théorie des dérivées et des différentielles (Livre V).
MÉTHODE DES LIMITES
Préliminaires.
334. Nous ferons précéder l'étude des séries de la démonstration de théorèmes sur les limites, qui nous seront fréquemment utiles par la suite, et qui, bien qu'à peu près évidents, nous permettront néanmoins d'insister sur quelques remarques importantes.
Nous avons déjà donné, sur ce sujet (Géom., 215 à 220), les indications qui nous étaient alors indispensables. Nous avons rappelé, dans la première Partie de ce Volume (111), la définition des limites, et nous avons ensuite prouvé (112) qu'une quantité variable ne peut avoir qu'une seule limite.
On énonce souvent ce principe, qu'on pourrait regarder comme un axiome, sous cette autre forme plus directement applicable :
Si deux quantités variables sont constamment égales entre elles dans tous les états de grandeur qu'elles affectent, et si l'une tend vers une certaine limite, Vautre tend nécessairement vers une limite égale.
335. II est bien entendu que, lorsqu'on pose, entre une quantité fixe À et une quantité variable X, la relation
limX^A,
qui signifie que la différence entre A et X doit devenir et rester moindre que toute quantité désignée, la variable X peut demeurer toujours au-dessus ou toujours au-dessous de A, ou bien se trouver tantôt supérieure et tantôt inférieure à A.
La seule condition imposée, c'est que, lorsque la différence entre A et X est devenue moindre que la quantité désignée, il faut qu'elle reste telle pour les variations ultérieures de X. Si cette différence, après être devenue plus petite que la quantité désignée, devenait plus grande et oscillait pour ainsi dire autour de cette quantité, en s'en rapprochant et en s'en éloignant successivement, A ne serait plus la limite de X dans le sens que nous attachons à ce mot.
336. Lorsqu'une quantité variable a pour limite zéro, on dit qu'elle devient infiniment petite, et on la nomme un infiniment petit.
Un infiniment petit n'est pas une quantité déterminée, c'est une quantité essentiellement variable tendant vers zéro.
La différence entre une quantité variable et sa limite, tendant vers zéro, est toujours un infiniment petit.
337. Lorsqu'une quantité variable croît indéfiniment (ou sans limite), de manière à pouvoir devenir et rester supérieure à une quantité désignée aussi grande qu'on voudra le supposer, cette quantité variable est dite infiniment grande ou, pour abréger, infinie, et on la représente souvent par le
symbole — ou 00 (Alg. élém., 115).
338. Ces termes à* infiniment petit et d'infiniment grand n'ont d'autre but que la rapidité du langage.
Il est indispensable, surtout, de ne pas se méprendre sur le sens du mot infini, qui signifie simplement l'absence de bornes quelconques, et qui, par cela même, exclut toute idée de comparaison, sous le rapport de la grandeur, entre plusieurs infinis.
Nous avons montré (Alg. élém., 206) que l'infini peut se présenter de deux manières : soit comme solution directe indiquant l'impossibilité du problème; soit comme solution auxiliaire admissible, lorsque la quantité principale dépend
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d'une autre quantité pouvant croître au delà de toute limite à mesure que cette quantité principale approche d'une certaine valeur fixe.
Soit l'expression
où a est une quantité positive donnée et x une quantité variable.
Assignons à x une valeur très peu différente de a, et posons
x=zazte,
e étant une quantité aussi petite qu'on voudra. On aura alors
€ étant un infiniment petit, /sera un infiniment grand, positif ou négatif. Ainsi, l'infini peut être positif ou négatif.
Théorèmes sur les limites.
340. I. Si la quantité variable X a pour limite A, et si P est un nombre fixe, le produit PX a pour limite PA.
Si nous multiplions la différence A — X par P, nous aurons constamment
P(À — X) = PA — PX
les deux membres de celte égalité ont donc la même limite (334).
Mais, puisque X a pour limite A, le premier membre à pour limite zéro (336), et il en est de même du second. On a, par conséquent,
lim (PA - PX) = o ou lim PX = PA.
341. IL La limite de la différence de deux quantités variables est égale à la différence des limites de ces quantités.
Soient X et Y les deux quantités variables, lt et /* leurs limites, a et (3 les différences qui existent à un instant donné
entre X et Y et leurs limites, différences qui sont des infiniment petits (336). On a d'abord
X = /, + 0c et Y = /t + p, d'où
A la limite, a et (3 s'annulent, et il reste lim(X- Y) -=/,-/,.
34-2. III. La limite de la somme de n quantités variables est égale à la somme des limites de ces quantités, pourvu que n soit un nombre fini.
Considérons les n quantités variables X, Y, Z, . . . , dont les limites sont ll9 /,, lz,
Les différences lx— X, /, — Y, /3 — Z, ... sont des infiniment petits (336).
La somme de ces n différences est moindre que n fois la plus grande d'entre elles, que nous désignerons par a; mais, la limite de a étant zéro, il en sera de même de celle du produit ncn (340) et, a fortiori, de celle de la somme des n différences considérées. On peut donc poser
lim[(/, - X) -f- (/, — Y) -h (/, — Z) -4- . . .] = o
ou
limft/, -+- /, -+- /, -4-. . .) — (X h- Y + Z + . . .)] = o,
c'est-à-dire
lim(X -4- Y -h Z -h . . .) = /t h- /, ■+- /, + . . . .
Ainsi, la limite d'une somme est la somme des limites de ses parties.
La démonstration et le théorème seraient en défaut, si n n'était pas un nombre fini. L'Algèbre l'indique en donnant au produit n<x, pour n =oo, la forme indéterminée ooxo (Alg. élém., 119).
On le voit d'ailleurs bien simplement, en partageant un
nombre donné a en n parties égales. On a alors, quel que
soit n,
a= — i 1 h... («fois).
Si Ton fait croître indéfiniment n, la limite de chaque partie
est zéro, et la limite de leur somme est cependant toujours égale à a.
343, IV, La limite du produit de n facteurs variables est égale au produit des limites de ces facteurs, pourvu que n soit un nombre fini.
Soient X, Y, Z, . . ., W les n facteurs variables, et /„ /„ h> •••. h* leurs limites respectives. En désignant par a, (3, y, . . ., v les différences qui existent à un instant donné entre ces facteurs et leurs limites, et qui sont des infiniment petits (336), on peut poser les égalités
X^/,4-a, Y^-Kp, Z = /3-4-y, ..., W:-i/« + v.
En multipliant toutes ces égalités membre à membre, il vient
XYZ. . .W = (/,+ a) (/, -h P) (/, + y). ..(/„ + v).
Le second membre de cette dernière égalité contient un nombre de termes représenté par 2" (Alg. élérn., 29). Le premier de ces termes est évidemment liltlz . . . ln. Tous les autres termes, en nombre égal à 2* — 1, renferment au moins un des infiniment petits a, (3, y, . . . , v, et tendent, par conséquent, vers zéro quand les facteurs variables tendent vers leurs limites (336, 340). Il en est donc de même de leur somme, à la condition expresse que in — 1 ou n soit un nombre fini (34-2). On a alors, à la limite,
limXYZ.-.W^/j/j /,.../„.
344. V. La limite du quotient de deux quantités variables est égale au quotient des limites du dividende et du diviseur.
Désignons par lv et /, les limites des quantités variables X et Y; soient Z leur quotient à un instant donné, et X sa limite.
De l'égalité
on déduit
X = YZ
On a donc (343)
limX = limYlimZ,
c'est-à-dire
/, — /,X ou ^ = 7"
345. VI. La puissance entière d'une quantité Variable a pour limite la même puissance de la limite de cette quantité, pourvu que l'exposant de la puissance soit un nombre fini.
Soient X la quantité variable élevée à la puissance p et / la limite de X.
X* étant le produit de p facteurs égaux à X, la limite de Xp sera le produit des p limites de ces facteurs, c'est-à-dire /', puisqu'on suppose p fini (343)* On aura donc
limX'' — /* = (limX)'\
346. VII. La racine d'une quantité variable a pour limite la même racine de la limite de cette quantité.
Soit X la quantité variable, dont on a à prendre la racine wiènjc. S0ient / la limite de X et l la limite de "s/%. On a identiquement
Les deux membres de cette égalité étant constamment égaux ont des limites égales (334). On a donc, en appliquant le théorème précédent (345) au premier membre,
>/* = / ou X = V?.
On voit que m doit être un nombre fini.
347. Ce qui précède permet de généraliser le théorème VI et de l'étendre aux cas où l'exposant de la puissance considérée est fractionnaire ou négatif.
Soit d'abord la quantité variable X dont la limite est /. Dé-
signons par X la limite de Xm ou de "s/Xp (140).
La limite de X* étant fr (345), la limite de 's/Xp sera "y/û' (346). On aura donc
i-="yip ou 1 = 1»*.
Soit maintenant la puissance négative X~*, dont nous désignerons encore la limite par X, celle.de X étant toujours /.
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Comme on a constamment (145)
on a aussi (334) c'est-à-dire (344, 345)
limX-? — lim^>
l — jf ou X = M.
Le théorème relatif aux puissances (345) est donc complètement généralisé, et la puissance d'une quantité variable a toujours pour limite la même puissance de la limite de cette quantité, que l'exposant de cette puissance soit entier ou fractionnaire, positif ou négatif, pourvu qu'il reste fini.
Principe fondamental.
348. Tous les théorèmes démontrés ci-dessus ne sont que des cas particuliers du principe fondamental qui constitue, en réalité, la méthode des limites et que nous avons déjà indiqué {Géom., 217).
Nous rappelons ici en quoi il consiste.
Quand on veut trouver une relation entre des grandeurs qui ne se prêtent pas immédiatement aux comparaisons nécessaires, on peut essayer de les remplacer par des grandeurs variables plus simples, dont ell)es soient les limites. Si Ton y parvient, le problème est résolu. C'est ce que nous avons fait constamment en Géométrie, pour la mesure des lignes et des surfaces courbes et pour celle des volumes terminés par des surfaces courbes.
Considérons, pour préciser, une équation quelconque entre des grandeurs variables x> yy z, . . . , qui tendent vers leurs limites a, b9 c, Cette équation sera de la forme
et nous admettons que les fonctions F et <p demeurent continues (Alg. élém., 310), au moins lorsque les variables x, y\ z, . . . sont voisines de leurs limites respectives a, b, c, .... Les différences de x,y, z, . . ., à leurs limites, pourront alors
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èlre assez petites pour que les fonctions F(a?, /, z, ...) et 9(,r, y, z, . . .) diffèrent elles-mêmes aussi peu qu'on voudra de F (a, b, c, ...) et de <p(a, 6, c, . ..), qui représenteront, par conséquent, les limites des deux membres de l'équation (1). Comme les limites de deux quantités égales sont égales (334), on aura finalement
Ainsi, lorsqu'on veut obtenir une relation entre des quantités considérées comme limites de quantités variables d'une espèce plus simple, on cherche d'abord une relation entre ces quantités variables; puis, on n'a plus qu'à y substituer aux quantités variables leurs limites, pour avoir la relation qui lie ces dernières.
En d'autres termes, lorsque des grandeurs variables tendent vers leurs limites, toute fonction de ces variables tend, en général, vers la même fonction de ces limites.
Celte proposition fondamentale résume la méthode des limites, et l'on voit qu'elle renferme tous les théorèmes précédents, qu'on aurait pu énoncer immédiatement comme il suit, en vertu de ce principe :
Lorsque des quantités variables tendent vers leurs limites, leur somme a pour limite la somme de ces limites, leur produit a pour limite le produit de ces limites, etc.
Théorème relatif aux moyennes.
3W. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant un théorème sur les moyennes, qui se rattache utilement aux applications de la méthode des limites.
On appelle, comme on sait, moyenne de plusieurs quantités données, une quantité formée à l'aide de ces quantités et comprise entre la plus petite et la plus grande (Arithm.. 198).
Soient a, a! , a", . . . des quantités de même signe, et bf b', b\ ... des quantités de signes quelconques, en nombre égal aux précédentes.
Désignons par y et par à le plus grand et le plus petit des
rapports -, — > hp
ALGEBRE
Les différences
bv
cï
'une part, et
d'autre part, seront toutes de môme signe (Alg. élém., 2lk).
En multipliant les termes des deux suites respectivement
par a9 a'y a\ . . . , on aura encore des termes de même signe,
savoir
ay — b, dy — W, any — b\ . ..,
b — aSy b'—a'd, bn—a"d, ....
Faisons maintenant la somme des termes de chacune des nouvelles suites obtenues et divisons chaque résultat par a -+- a'-f- a" -h. . ; . On aura, pour quotients,
V ; r et : :, Ô,
et ces quotients seront encore de même signe. Il en résulte que la quantité
est une moyenne entre les rapports -, — > — , • • -, comme si
les quantités b, b', b", ... étaient toutes de même signe (Alg. élém., 66); ce qu'on peut indiquer en écrivant
(i) r -, — moy. -, —, — ,, ••■ •
Si toutes les quantités a, a', a\ . . . , en nombre /i, deviennent égales à l'unité, on retrouve, en particulier, pour des quantités de signes quelconques, l'expression de la moyenne arithmétique (Arithm., 198)
(a) = moy. (6, b', 6',...).
Enfin, si l'on remplace, dans la relation (i), A, b', b\ ..., respectivement parles produits ab, a'b', anb\ . . ., ce qui est
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permis, puisque b, b', b% ... sont des quantités quelconques de signes quelconques, il vient, en chassant le dénominateur,
(3) ab + a'b'-h a"6"-K.!= {a -h a'+ a'-*-...) moy. (b, b', b", ...).
La somme des produits ab, a' b', a" b", ... est donc égale à la somme des facteurs de même signe a, af, a", . . . , multipliée par une moyenne entre les facteurs de signes quelconques 6, é', b\ . . . .
CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES SÉRIES
Définitions.
350. Une série est une suite indéfinie ou illimitée de termes , ou de quantités, qui se déduisent les uns des autres suivant une loi déterminée, quelle qu'elle soit.
Il en résulte qu'il suffit, pour former un terme de la série, de connaître son rang.
L'expression qui fait connaître un terme en fonction du rang qu'il occupe constitue le terme général de la série.
351. Nous représenterons, en général, une série par la somme des termes
«•+ "i-4- Ui-h 1/3-h. • •
Le rang du terme est alors en avance d'une unité sur son indice, le niiime terme étant un-t.
Nous désignerons par S* la somme des n premiers termes de la série, et nous poserons
Cela posé, nous aurons Crois cas, c'est-à-dire trois espèces de séries à distinguer.
352. i° Si la somme S„ des n premiers termes de la série tend vers une limite fixe et déterminée S, à mesure que n croît indéfiniment, la série est une série convergente.
La limite S est souvent appelée la somme môme de la série. La différence S — S* est le reste de la série, qu'on exprime par R„.
a0 Si la somme S„ des n premiers termes de la série peut croître, en valeur absolue, au delà de toute limite, lorsque n croît indéfiniment, la série est une série divergente.
3° Si la somme S„ des n premiers termes de la série, sans croître indéfiniment, ne présente aucune limite fixe, mais passe d'une valeur finie à une autre valeur finie, sans s'arrêter à aucune, lorsque n croît indéfiniment, la série est une série indéterminée.
353. Par exemple, toute progression par quotient, décroissante et illimitée, est une série convergente (Alg. élém., 3fc2).
Toute progression par quotient, croissante et illimitée, est une série divergente {Alg. élém.y 34-5).
La série
dans laquelle la somme des n premiers termes passe constamment de 1, lorsque n est impair, à o, lorsque n est pair, est une série indéterminée.
Emploi des séries.
35V. On emploie les séries, en général, pour remplacer certaines fonctions compliquées, dont elles doivent faire connaître les valeurs avec une approximation d'autant plus grande que Ton considère un plus grand nombre de ternies dans ces séries.
On arrive ainsi à calculer plus simplement et plus rapidement les valeurs numériques des fonctions, ou à étudier plus facilement leurs propriétés. Mais, pour que cette simplification soit permise, il faut que la série substituée ait réellement pour limite la fonction proposée, c'est-à-dire il faut que celte série soit convergente.
L'ensemble des termes qu'on néglige après les n premiers termes de la série, ou le reste de la série, représente Terreur commise ou l'approximation obtenue.
On voit par là que les séries divergentes et les séries indéterminées ne peuvent être, en général, d'aucun usage.
355. Lorsqu'une série est convergente, peu importe le nombre de termes qu'il faut y conserver lorsqu'il s'agit d'une
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démonstration indépendante de toute considération numérique. Au contraire, si Ton a en vue d'obtenir des valeurs numériques, suffisamment approchées, de la fonction, il est nécessaire, pour que les calculs ne deviennent pas impraticables, qu'on n'ait pas à conserver dans la série un nombre de termes trop considérable. C'est ce qu'on exprime en disant que la série doit être alors rapidement convergente.
356. Les premières séries qu'on ait rencontrées sont celles qu'on a obtenues en appliquant la règle de la division à la
fonction = — et celle de l'extraction de la racine carrée à
a -h bx
l'expression \Ja -+- bx. Elles se sont donc présentées naturellement comme ordonnées suivant les puissances entières et croissantes de la variable x.
Divisons, par exemple, i par i — x. Nous avons trouvé précédemment (n)
Si l'on a x<i9 la quantité xa peut devenir aussi petite qu'on voudra, pour n assez grand (Alg. élém., 336), et la
fonction peut être remplacée par la série convergente
{Alg. élém., 342)
1^^ + ^ + ^ + ..,+ Xn~l H- . . . ,
dont la limite est précisément la fonction
Si Von a, au contraire, ^c>i, la quantité xn peut devenir
aussi grande qu'on voudra, pour n assez grand {Alg. élém.,
336). La série
est alors divergente {Alg. élém., 345), et elle ne peut pas remplacer la fonction ^
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Exemples de séries convergentes.
L'identité suivante
1 H- ("t— "s) "H. . .-h (m«-, — un)
où w0, £/j, Wj, w,, . .., ««„_!, m,,, ... sont des nombres assujettis seulement à la condition que un devienne infiniment petit (336) pour n infiniment grand (337), renferme un très grand nombre de séries dont la somme est connue, c'està-dire de séries convergentes,
La somme de la série est le premier membre de l'identité; ses termes sont les différences indiquées dans le second membre. Cette série est convergente, car la somme des n premiers termes se réduit à u0— unf c'est-à-dire, à la limite à u09 puisque, pour n assez grand, un est un infiniment petit.
358. Nous allons faire quelques applications de l'identité (i). i° Soient
t/0=i, «i = jc, ttj = jrî, «3=x», ...,
et
L'identité (i) devient
ou, en divisant les deux membres par i —
. . -f- Xn~l H- . .
comme au n° 356.
2° Soient
l/0 = I , Ui= - j Ut — - * «3 = 7 »
• • • y Un~
L'identité (i) devient
-(--lMi-iMH)-+G-.-±7)*
c'est-à-dire
3° Soient
U0 = 1 m = - y Ut— -9 «3 = - , • • • ,
L'identité (i) nous. donne
' = (' - 0 ;- (s - 5) + (5 " -5) + "+ fcn=ï " ïïïtt) + "'
c'est-à-dire
et, par suite,
2 3 i5 35 "" ' (m — r)(2/* -h 1) 4° Soient, enfin,
ce c «o=arctang-> «j — arc lang — -j , //j = .arctang t»
//, ^ arc tang irL , . . . , //,»_! — arc tang — : -7 ,
La condition imposée (357) est toujours remplie; car, pour n infiniment grand,
un = arc tang 7
est infiniment petit (Trigon., 22).
L'identité (1) devient
arc tang - = ( arc tang arc tang — —r )
-r- (arc tang T — arc tang — - — T )
\ ° a-i- 0 na f- 20/
+ (arc *"« ïilù ~ arc lang -c^Tb) +■■■ + [arc «"«a -h J-.)A - arc ^TTHb] +
et, en remarquant que l'on a, d'une manière générale ( Trigon. 55 >,
arc tang
© 7 rr — arc tan& — : — 7
a -T- (n — 1 ) /; « -4- ///> : arc tang
: arc tang
[a-~ (n — i)b][a-rfiù]
bc .
[a-t-(st -i)b][a -/ib] -t-c*'
on peut l'écrire
c t bc arc tang - — arc tang — r - - — -
bc arc tang
arc tang
— arc tang-. t . , . . , - ..
0 [« h- (/* — \)b\ [a ■- nb] -:- c%
On peut maintenant faire dans cette formule les hypothèses qu'on voudra sur les quantités a, h, c.
Prenons, par exemple, « — i, b = 1, r = i, et nous trouverons (7>^o/i., 22)
arc tang 1
, — arc tang ^ 4- arc tang - -t- arc tang — 4 5 7 *<*
•arc tang — --...-- arc tang
21 /zs - - /< -r- 1
359. On peut ramener, dans certains cas, la série proposée à Ja forme affectée par l'identité (1) (357), et la sommer alors immédiatement.
Pi Soit la série
x(x-hi) ' (.v + i)(jc-t~i) ' (x+2)(.r+3)
(.v-hn — i)(.c -+-//)
On a évidemment, quel que soit ,r,
(.r--Hi)(.r-ha)
(.r-f- il — l)(.r -+-/*)
X -f- Il
- 1 X -t- Il
En ajoutant toutes ces identités membre à membre, on trouve évidemment
ii i i
x(x\-i) (x -i){x-h-i) (x-rî)(i' + 3)
(x -+■ n — i)(x-hn)
360. On peut aussi, dans certains cas, obtenir la somme d'une série en la décomposant, par le partage approprié de chacun de ses termes, en séries plus simples ayant des sommes connues.
Posons
S = i + 2.i-f- 3.r2-f- \xz-±-. . . -h tixn-l-'x-(n -+• i)x" -h. . .,
jt étant un nombre positif ou négatif, plus petit que î en valeur absolue. On peut mettre la relation précédente sous la forme
S — i -f- x -+- .r2 -h .r3 -t- . . . -4- xn~l -h x" - - . . .
-+- X -f- X- -h .r3 -n- . . . -r- Xn~l -+- X" -h . . .
-f- .r2 -f- .r3 -f- . . . - - xn~l -f- xn -r- . . .
La première ligne de la valeur de S représente (336); la deuxième
ligne, en mettant x en facteur commun, représente __ ; la troisième
ligne, en mettant x2 en facteur commun, représente -> etc.; la
xn (/* ■+• i)*lM ligne, en mettant xn en facteur commun, représente
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On a donc finalement (3o6)
I X X* x* xn
i -+■ x -f- ,r* -f- .r3 ■+- . . . -h xn -+- . . . i
361. Ces exemples suffisent pour montrer qu'il existe un nombre, pour ainsi dire indéfini, de développements que Ton peut effectuer ou de séries convergentes que Ton peut sommer par des procédés simples.
On en trouvera de très intéressants dans le beau Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral de M. J. Bertrand.
Premier caractère incomplet de convergence. — Exemple de série divergente : série harmonique.
362. I. Pour qu'une série soit convergente, il faut que, à partir d'un certain rang n, la valeur de ses termes tende vers zéro autant qu'on veut, à mesure que n augmente.
Considérons, en effet, la série supposée convergente
S =tf0+«l+ Ut-\- M3+. . .-+- M/j-t-h Un-+- H„-»-i-h
Si n est suffisamment grand, nous pourrons, par définition (352), poser à la fois
S = limS„ et S = limSn+1.
Il en résultera (341)
limSjn-!— limSw— lim(S/n_l— S„)~ o ou lim«„=o.
Pour qu'une série soit convergerite, il est donc nécessaire que ses termes aient pour limite zéro, puisqu'il en est ainsi pour toute série supposée convergente; mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante, comme nous allons l'établir pour une série remarquable, dite série harmonique, et comme on peut l'établir pour un grand nombre d'autres séries.
II. Considérons la série
H hs + 7 + ï+...H h 1 h...,
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dont les termes ont évidemment zéro pour limite : nous allons prouver que cette série est divergente.
Laissons de côté les deux premiers termes n — et groupons les autres termes en en prenant deux d'abord, puis quatre, puis huit, puis seize, etc., indéQniment, en doublant toujours le nombre des termes lorsqu'on passe d'un groupe au suivant. En remarquant que le dernier terme de chaque groupe est le plus faible, nous aurons alors les inégalités
II 12 10 \L\ 10 10 \IO
On voit que, k étant le rang du groupe qui commence par la
fraction > on ajp = 2* et que le groupe comprend
2* termes.
Il résulte des inégalités précédentes que, si l'on met à part les deux premiers termes de la série, on peut la décomposer
en groupes successifs, tous supérieurs à -• Comme la série se
poursuit d'ailleurs indéfiniment, on obtient autant de groupes que Ton veut, de sorte que la somme des termes de la série croît indéfiniment à mesure qu'on en prend davantage et que la série est, par conséquent, divergente (352).
36i. La série qu'on vient de considérer s'appelle la série harmonique. Il n'est pas inutile d'indiquer d'où lui vient ce nom.
Nous avons rappelé (Géom., 137) que trois quantités a, 6, c, rangées
par ordre de grandeur, forment une proportion harmonique lorsqu'elles
satisfont à la relation
Le second nombre b est la moyenne harmonique entre les deux nombres extrêmes a et c.
Ainsi, les trois nombres i5, 12, 10, forment une proportion harmonique, puisqu'on a
Or, si Ton se reporte aux notions d'Acoustique données en Physique, on trouve que les nombres i5, 12 et 10 sont précisément proportionnels aux longueurs des cordes sonores qui. sous la même tension, rendent les notes ut, mi, sol de l'accord parfait, ce qui justifie l'expression de proportion harmonique.
Cela posé, il est facile de voir que, lorsque trois quantités forment une proportion harmonique, leurs inverses sont en progression par différence et réciproquement.
De
on déduit, en effet,
ac — bc = ab — ac ;
et, en divisant par abc les deux membres de cette égalité, on a
Les quantités -> j, - sont donc bion en progression par différence (Jlg. élém., 322).
Réciproquement, si les quantités -j j , - sont en progression par différence, leurs inverses a, b, c constituent une proportion harmonique: car, de
on déduit immédiatement
a — /; __ l ~alT ~ '
D'une manière générale, des quantités a, &, c,d, c,f . . ., en nombre quelconque et rangées par ordre de grandeur, forment une progression harmonique quand trois termes consécutifs forment une proportion harmonique. J<es inverses de ces quantités forment alors, d'après ce qu'on vient de démontrer, une progression par différence.
Réciproquement, les inverses des termes d'une progression par différence forment une progression harmonique.
bac
, ou bc
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Or la plus simple des progressions par différence étant = i. a. 3. 4. 5. ..«.(/i-+- 1 ).(«-+- a). ..., la plus simple des progressions harmoniques est la série 1 1 1 1 11 1
a 3 4 5 " " n n -+- 1 n h- a d'où son nom de série harmonique.
Caractère général de convergence.
365. III. Pour qu'une série soit convergente, il faut et il suffit que, pour n assez grand, la somme des p termes qui suivent les n premiers soit inférieure, en valeur absolue, à une quantité donnée aussi petite qu'on voudra et ait pour limite zéro quand n croit indéfiniment, lors même que p serait infiniment grand.
Nous remarquerons d'abord que cet énoncé exige que, à partir d'un certain rang, les termes de la série tendent vers zéro (362). Cela posé, soit la série supposée convergente
S = u0 -f- ux -+- u% -+- «s -+- • •
-h Un-X + «„+ «n-M -+-...+ Un+p.{ -h Un+p-h Un+p+t "+-....
Pour n assez grand, on peut poser à la fois, par définition (352),
limS„r~S et limS„+^=:S;
on en déduit (341), Sn étant la somme des termes de la série jusqu'à a„_j et Sn+P la somme des termes de la série jusqu'à
lirnSn+j,— limSn=:lim(S^p — S„) = o,
c'est-à-dire
(1) lim(wn-+-^^l-hw^î4-...-hwn^_1)~o.
La condition énoncée est donc nécessaire , puisqu'elle est remplie par toute série supposée convergente.
Elle est suffisante; car, toutes les fois qu'elle est remplie, la série considérée est convergente.
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En effet, si, l'égalité (i) étant satisfaite, la série proposée n'était pas convergente, elle serait nécessairement divergente ou indéterminée (352). Nous allons montrer que l'une ou l'autre de ces hypothèses est inadmissible.
Supposons que la série soit divergente : la somme de ses termes doit alors croître indéfiniment à mesure qu'on en prend davantage. Or, S* est une quantité finie et la somme des p termes qui suivent les n premiers diminue et tend vers zéro, quel que soit p, à mesure que n augmente. La somme totale des termes ne peut donc pas croître indéfiniment et la série ne saurait être divergente.
Supposons que la série soit indéterminée. La somme de ses termes doit alors passer successivement et indéfiniment, à partir d'un certain rang, d'une valeur finie A à une autre valeur finie B, différente de la première. Or, quelque grand que soit p, on peut toujours faire en sorte que S„ corresponde à A et §n+p à B. Dans ce cas, la somme des p termes qui suivent les n premiers se trouverait égale à la différence finie B — A et n'aurait pas pour limite zéro, ce qui est contraire à l'égalité (i). La série proposée n'est donc pas indéterminée.
Puisque cette série ne peut être ni divergente, ni indéterminée, elle est convergente.
366. La proposition suivante est une conséquence immédiate du théorème général qu'on vient d'établir :
IV. Une série étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, si on les multiplie, à partir d'un certain' rang, par des nombres quelconques, positifs ou négatifs, mais finis, on forme une nouvelle série convergente.
Soit la série convergente
la condition (365)
lim ( un -+- wn_H -h un+t 4- ... -+- un+p-i ) — o
sera alors remplie.
Multiplions respectivement les termes de la série (i), à partir de un, par les nombres quelconques A, B, C, . . . , L, . . .,
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finis en valeur absolue. Nous obtiendrons une seconde série
dont il faut prouver la convergence.
Or on a, d'après le théorème relatif aux moyennes (349),
A un -+- B un+x -h C un+t -h ... -h L un+p-x
= ("« ■+• "«+1 + "*+!-+-• ■• +* w„+p-,)moy.( A, B, C, ..., L).
Par hypothèse, le premier facteur du second membre de cette égalité tend vers zéro, quel que soit p, pour n assez grand, et le second facteur a nécessairement une valeur finie. Ce second membre a donc pour limite zéro (340). 11 en est, par suite, de même du premier membre ; ce qui démontre (365) la convergence de la série (a).
367. Comme les nombres A, B, C, . . ., L, . . . peuvent être tous des fractions proprement dites, ou bien se réduire tous à l'unité en valeur absolue, on peut, d'après la proposition précédente (366), énoncer encore les théorèmes suivants :
V. Une série étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, toute série qui, à partir d'un certain rang, a des termes moindres en valeur absolue, est aussi convergente.
VI. Une série devenant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, elle l'est encore lorsque, à partir df un certain rang, on rend à ses différents termes les signes positifs ou négatifs qu'ils ont réellement.
Il est clair que, lorsqu'une série devient divergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, on ne peut plus rien affirmer sur sa véritable nature.
368. 11 est souvent difficile de reconnaître que la somme d'un nombre quelconque de termes de la série considérée, supposée convergente, tombe, à partir d'un certain rang, audessous de toute quantité donnée.
11 faut alors, pour se rendre compte de la nature de la série, recourir à des théorèmes spéciaux, plus aisés à appliquer que le théorème général (365).
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3o6 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
Nous allons indiquer, parmi ces théorèmes, les plus simples et les plus usuels, en étudiant d'abord les séries dont les termes ont tous le même signe. On peut alors, évidemment, les regarder comme tous positifs, quitte à donner ensuite le signe moins à la somme de la série supposée convergente, si tous ses termes sont en réalité négatifs.
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SÉRIES DONT LES TERMES SONT TOUS POSITIFS. RÈGLES DE CONVERGENCE
Indications préliminaires.
369. Lorsque les termes d'une série sont tous positifs, la somme de ces termes croît sans cesse à mesure qu'on en prend davantage. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une pareille série soit convergente est donc que la somme de ses termes, quelque loin qu'on la prolonge, ne puisse pas croître au delà de toute limite.
En effet, si les résultats croissants obtenus en prenant un nombre de termes de plus en plus grand ne peuvent pas dépasser toute limite, ils approchent nécessairement autant qu'on veut du plus petit nombre qu'ils ne peuvent pas surpasser, de sorte que la série a une limite déterminée.
Il suffît donc, pour prouver la convergence d'une série à termes positifs, de reconnaître que la somme de ses termes ne croît pas indéfiniment.
Une série à termes tous positifs ne peut pas être indéterminée (352) : elle ne peut être que convergente ou divergente.
370. Il est évident que, si la série donnée a ses termes, à partir d'un certain rang, constamment plus petits que les termes correspondants d'une autre série convergente à termes positifs, elle est elle-même convergente (369).
Si elle a, au contraire, à partir d'un certain rang, ses termes constamment plus grands que les termes correspondants d'une autre série divergente à termes positifs, elle est divergente (369).
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Nous disons : à partir d'un certain rang; car, si Ton donne à n une valeur finie, la convergence ou la divergence se manifeste seulement dans les termes qui suivent S„ et qui constituent R„ (351, 362). .
La comparaison s'établit, en général, pour les séries con- | vergentes, avec une progression par quotient décroissante et illimitée convenablement choisie et, pour les séries diver- j gentes, avec une progression par quotient croissante et illi- j mitée ou avec la série harmonique (353, 364). i
Théorèmes I, II, III, IV.
371. I. Si, à partir d'un certain rang, le rapport d'un terme au précédent est constamment moindre qu'un nombre fixe k plus petit que i, la série est convergente.
Soit la série
w0 -H «i -H u* 4- ut -+-... -H un-x -4- un 4- un+x -+-
Admettons que, à partir du (/i-+-i)ièmo rang, on puisse poser
<^ A, <^ A, <^ fi y ....
On en déduit
un+t < kun9
«/i+î< kitn+x et, a fortiori, un+t<k*un,
un+z< kun+s et, a fortiori, w„+*< k*un,
11 en résulte que, à partir du (n-\-i)ième rang, les termes de la série sont inférieurs aux termes successifs de la progression par quotient décroissante et illimitée
un~+- kun~+- k*un+k*uH-\-
La série proposée est donc convergente (370).
Ce théorème est important, en ce qu'il fournit immédiatement une limite supérieure de Terreur commise quand on s'arrête dans la série à un certain terme.
En effet, si Ton s'arrête inclusivement au terme «n_, ou si Ton conserve dans la série les n premiers termes, le reste
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R„~ S — S„ (352) est moindre que la limite de la somme des termes de la progression par quotient décroissante et illimitée
un -H kun-h ^«fl-h A3«„4-. ..,
c'est-à-dire que (Alg. élént., 3'*2)
Telle est donc la limite supérieure de Terreur commise en ne conservant dans la série que les n premiers termes : elle est égale au premier terme négligé divisé par l'excès de l'unité sur le nombre fixe Â.
372. II. Inversement, si, à partir d'un certain rang, le rapport d'un terme au précédent est constamment supérieur à un nombre fixe k plus grand que i, la série est divergente.
Admettons que, à partir du (n -+- i)ième rang, on puisse poser
un un-h\ un-hi
On en déduit évidemment
un^>kun9 m„+î>âîw„, / un+3>k*un,
Il en résulte que, à partir du (/i4-i)iimo rang, les termes de la série sont supérieurs aux termes successifs de la progression par quotient croissante et illimitée
un-±- kun-\- k*un-\- k*un-+-
La série proposée est donc divergente (370).
III. Lorsque, dans une série, le rapport — — tend
un
vers une limite déterminée /, à mesure qu'on fait croître n indéfiniment, la série est convergente ou divergente, suivant que cette limite l est plus petite ou plus grande que i.
En effet, dans le premier cas, on peut choisir entre / et i un
nombre û\e k, alors <i, au-dessous duquel le rapport — —
tombera nécessairement en tendant vers sa limite / : la série est donc convergente (371).
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Dans le second cas, on peut choisir entre i et / un nombre
fixe k> alors >i, au-dessus duquel le rapport -^ tombera
nécessairement en tendant vers sa limite / : la série est donc divergente (372).
374. La limite l peut être égale à l'unité. Il y a alors deux cas à distinguer :
i° Le rapport -^ peut s'approcher de sa limite / = i, en
lui restant toujours supérieur. Les termes de la série vont alors constamment en croissant, à partir d'un certain rang, et la série est nécessairement divergente (352, 362).
'J Le rapport -^ peut s'approcher de sa limite l = i9 en
lui restant toujours inférieur. On est alors dans le doute; car les termes de la série vont constamment en diminuant à partir d'un certain rang, mais leur somme va constamment en augmentant, et l'on ne sait pas d'avance si cet accroissement se produit sans limite.
Nous énoncerons donc ce quatrième théorème :
IV. Si, à partir d'un certain rang et n croissant indé
finiment, le rapport --£! tend vers une limite égale à V unité. un
la série est divergente lorsque ce rapport finit par rester constamment supérieur à sa limite; il y a doute, c'est-à-dire que la série peut être convergente ou divergente, lorsque ce rapport finit par rester constamment inférieur à sa limite.
Les théorèmes I, II, III, IV constituent, dans leur ensemble, l'une des propositions les plus utiles et les plus fréquemment employées pour l'étude des séries.
CAS OU LA SÉRIE EST ORDONNÉE SUIVANT LES PUISSANCES d'une VARIABLE.
376. La série considérée peut se trouver ordonnée suivant les puissances entières et croissantes d'une variable œ. La proposition précédente est encore applicable. Seulement, la variable x entre alors nécessairement dans l'expression du rapport dont on a à chercher la limite; et, par suite, la con-
vergence ou la divergence de la série dépend, en général, des valeurs spéciales attribuées à cette variable. Soit, par exemple, la série
A0 4- Ai x + A, x- H- A, x* -+- . . .
+ Afl.1^-1+Aflj»+Afl+1a:',+1-l-
On a, dans ce cas,
/ = iim îî-±l = Um A*x* = iim *2L x, un An-.ixn-1 An-i
c'est-à-dire, en désignant par X la limite du rapport -r— — quand
n croît indéfiniment,
/= Xo\
La série sera donc convergente pour "kx < i, ou tant qu'on aura x < =-; elle sera divergente pour X.a?> i, ow ta/i* ^a'o/i
aura *r > =- (373).
La série restera ainsi convergente pour toutes les valeurs
i . ii , . .
de x comprises entre -+- =- et — y; car une série, qui est convergente lorsque tous les termes sont positifs, Test encore lorsqu'on en prend un certain nombre négativement (367).
Il pourra y avoir doute, si Ton a \x—\ ou x = ± =-• Néan-
moins, si, à partir d'un certain rang, -r-^- reste toujours supé-
rieur à X, — — restera en même temps supérieur à >.# = i, et
la série sera divergente pour x =-t- r- (375).
La remarque que nous venons de faire, relativement aux séries ordonnées, subsiste aussi pour les théorèmes analogues aux précédents, que nous avons encore à démontrer.
Applications des théorèmes I, II, III, IV.
377. Nous nous proposons de vérifier, à l'aide de ces théorèmes, la convergence ou la divergence de quelques
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séries. Nous les rapporterons toujours à la série type «/o -4- w, 4- w24- «3 -h. . .4- «„._! + «„+ */„+, -f- —
i° Soit la série
a -+- aa* -f- 3«3-+- 4«4-H- • .-H/ifl"-*- {n -+- i)an+i-h. . .,
où a est un nombre positif quelconque.
Elle est évidemment divergente pour « = iou pour a > i (362), et il ne peut y avoir de difficulté que pour a < i.
On a ici (373, 375)
/ = lim-^^ = hm^ r-rrr = lim " = lira "•
*/„ (n + i)an+l «+i i
n Pour /i = », il vient / = «.
Pour « < i, la série est donc convergente.
La règle que nous appliquons indique aussi qu'elle est divergente pour a > i et pour a = i, comme nous venons de le dire. Dans cette dernière hypothèse, il ne peut y avoir doute, parce que la
fraction étant toujours plus grande que i, le rapport -^ reste
constamment supérieur à sa limite i.
2° Soit la série
.2 2.3 3.4 ' * {n — l)'l /i(//4-l) (« + l)(rt + 2)
On a ici
M/t-H _ (/ï-H2)(/H-3) __rt-+-T_ n
Un ~" I ~" /ï -f- 3 ~~ 3
(/l-rl)(rt + 2) fl
dont la limite, pour n = 00, est 1.
Comme — ^r reste constamment inférieur à 1, il y a doute (375). Mais, en se servant du procédé général indiqué au n°359, on peut poser
«(« + !) n et, par suite, la série donnée deviendra
Elle a donc une somme égale à 1 et elle est convergente, comme nous l'avons déjà trouvé (358, 20).
3° Soit la série remarquable
iii i
il* 2l* 31* 4^- '** «t* (/i-*-i)l* " '
sur laquelle nous reviendrons plus loin, et où jjl représente un nombre positif quelconque.
Si l'on suppose p. = i, on retrouve la série harmonique (363, 364) qui est divergente.
Si Ton suppose [i < i , les dénominateurs des termes de la série devenant moindres que ceux des termes correspondants de la série harmonique, tandis que les numérateurs ne changent pas, les termes de la série surpassent ceux de la série harmonique et, par suite, pour p< i. on a encore une série divergente (370).
Notre recherche est ainsi bornée au cas de \i > i.
On a alors
Pour n = oo, ce rapport a évidemment i pour limite; mais, comme il demeure constamment inférieur à l'unité avant d'atteindre sa limite, nous restons dans le doute (375).
Nous allons opérer comme il suit, pour établir la convergence de la série.
En laissant de côté son premier terme i, nous allons grouper ses termes en en prenant deux, puis quatre, puis huit, puis seize, . . ., en doublant toujours indéfiniment.
En remarquant que le premier terme de chaque groupe est le plus grand, on pourra écrire les inégalités suivantes :
5 ~*" 3Ê < [2 2Î* = 'If^J '
S y- "*" Toi* " 7ïl* "^ Ï2t*
Nous supposons que la dernière inégalité posée correspond au p*°* groupe, de sorte que le dénominateur de la première fraction du
Tâf "^T^^T^^ [ 8i* ~ 8i*-» ~ 23((*-1U
premier membre y est bien (a/')!* et, le dénominateur de la dernière. (2/»+i— i)|i. De plus, le nombre des termes du premier membre est égal à (ip+1 -i-2P) + i, c'est-à-dire à ip+i— %p ou à *p.
En ajoutant membre à membre toutes les inégalités précédentes, on voit que, sauf le premier terme i, la somme des termes de la série est inférieure à la somme des termes de la progression par quotient
qui a pour raison -£zî> c'est-à-dire qui est décroissante et illimitée. La
somme des termes de la série ne peut donc pas croître indéfiniment, et elle est bien convergente (369) lorsque \i est > i.
4° Soit la série ordonnée
x x1 .r3 .r* xn xn+l
12 0 4 n il — l
11 est clair que la série est divergente pour x = 1 ou pour x>i. puisqu'on retrouve alors la série harmonique ou une série dont les termes sont plus grands que les termes correspondants de la série harmonique.
11 reste donc à considérer le cas de x< 1, en valeur absolue (376).
On a ici
un+i __ // -+- 2 _ n -*- 1 __ n
un X"--*-1 n -h 2 ' ~~ 2
La limite de ce rapport, pour n — x, est x, La série est donc convergente pour x < r en valeur absolue.
La série restera, par conséquent, convergente quand on fera varier
x depuis — 1 jusqu'à -m, en excluant -: 1. Nous verrons plus tard que.
pour x == — 1, elle est encore convergente.
Admettons que l'on conserve dans la série, supposée convergente, les
ir/ï-+-i . . w î._ _.,_»._, • ^ et Ton aura
c'est-à-dire ou (336)
uc/giigu acio
ir/I+l
puisque x est moindre que l'unité.
5° Soit, enfin, la série ordonnée
1.3. 5.7. ..(g/i-i)^ , 1.3.5.7. ..(an^O ^+1 H 2. 4. 6. 8... 2// 2.4.6.8. . .(2/i-f- 2)
On a, dans ce cas, évidemment,
Un 2/4 -H 2 I
Pour « = », la limite de ce rapport est x.
La série est donc divergente pour x > i et, convergente, pour x < 1 en valeur absolue, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -4-1.
11 y a doute pour x = 1, parce que le rapport -^ reste alors con-
stamment inférieur à sa limite (375).
Pour lever ce doute, comparons la série proposée, en y faisant x = 1, à la série harmonique (363)
2 3 4 S Il II -î~ I
Pour passer du «uîmo terme de la série harmonique au suivant, il faut
multiplier - par •
Pour passer du ri*™ terme de la série proposée, qui est 1.3.5.7.. .(sm — 3)
au suivant, il faut le multiplier par —
Comme les deux premiers termes des deux séries sont les mêmes, il suffit alors de comparer les deux multiplicateurs. Or on a évidemment, quel que soit le rang n,
in — 1 ^ n 2// /i-t-i
puisque cette inégalité revient à n > 1 .
Ainsi, à partir du troisième terme, les termes de la série proposée sont constamment supérieurs aux termes correspondants de la série harmonique, et elle est, par suite, divergente (370).
3l6 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
Théorèmes Y, VI, VII, VIII.
378. V. Si, à partir d'un certain rang, l'expression «£ ou 'sfu~n est constamment moindre qu'un nombre fixe k plus petit que i, la série est convergente; elle est divergente si cette expression est constamment supérieure à un nombre fixe k plus grand que i .
En effet, on a, dans la première hypothèse,
\fu~n <k ou un <kn, v/ÛVm < k ou un+i < À-*-»-1,
Il en résulte que, à partir de un, les termes successifs de la série considérée sont inférieurs aux termes de la progression par quotient, décroissante et illimitée,
h kn : kn+x : kn+* : kn+3 :
Cette série est donc convergente (370).
La limite de l'erreur commise en s'arrêtant aux n premiers termes de la série est alors inférieure à
i — k Dans la seconde hypothèse, on a
nsjun > k
ou ou ou
Un >*",
n.+l>*»+lf
"*\/un+t > k
11 en résulte que, à partir de un, les termes successifs de la série considérée sont supérieurs aux termes de la progression par quotient, croissante et illimitée,
h kn : ka+l : **+« : *»+» : .
Cette série est donc divergente (370).
On applique, en général, ce théorème comme le pré
cèdent (373, 375); car, ordinairement, l'expression wj ou \/un tend vers une limite déterminée, lorsque n croît indéfiniment.
Nous nous bornerons donc à cet énoncé :
380. VI. Lorsque, dans une série, l'expression u% ou \/un tend vers une limite déterminée /, quand on fait croître n indéfiniment, la série est convergente ou divergente, suivant que cette limite l est plus petite ou plus grande que i. Lorsque cette limite l est égale à V unité , la série est divergente, si V expression ^u~^ reste, à partir d'un certain rang, constamment supérieure à V unité; lorsqu'elle reste constamment inférieure, il y a doute, et la série peut être convergente ou divergente.
381. Il est intéressant de montrer que la proposition que nous venons d'établir (378, 380) rentre, avec toutes ses conséquences, dans la proposition précédente (371, 372, 373,
375), c'est-à-dire que les deux expressions — — et y^ ont
précisément la même limite.
Soit, en effet, la série
u0-h «,+ «,+ tf3-b.. .H- M«-i-h ««+««+1 +
Admettons qu'elle donne
yltn^t±l^i et limv/^/j.
11 faut prouver qu'on a toujours /= l^
Pour cela, nous introduirons la variable x et nous considérerons la série auxiliaire
u0-h utx -+- U1Xt-\- U%Xz-*r. . .
-h w*-! xn-x -h unxn -h un+l x»-** -h
Il est clair que les deux limites / et lY se trouveront simplement multipliées par x (376).
Par conséquent, la série auxiliaire sera convergente, si
Ton a
Ix < i ou X< j]
et elle sera divergente, si Ton a
/,j,> i ou x> y
Or, si Ton n'avait pas y = -r ou /=: llf on pourrait attribuer
à # des valeurs comprises entre y et 7 et, pour ces valeurs
spéciales, la série auxiliaire serait à la fois divergente et convergente, ce qui est absurde.
On a donc nécessairement /= lt.
log^ 382. VII. Si, à partir d'un certain rang, le rapport - -
est constamment supérieur à un nombre fixe k plus grand que i , la série est convergente; si ce rapport est constamment inférieur à un nombre fixe k plus petit que i , la série est divergente.
Dans la première hypothèse, la condition
log~ "^ > k
logn
conduit successivement (Alg. élém., 353, 35i, 80, 350) aux relations
log — > klogn, log — > logtt*, — > n*. un un un
On peut donc écrire
un < znt ' "/i-hi < ,„ , fU » "«+1 <
Il en résulte que les termes de la série proposée sont, à partir de ull9 inférieurs aux termes de la série
nk (n -h i)* (n -f- 2)* ' '
qui est convergente puisque k est > i (377, 3°).
La série proposée est, par suite, elle-même convergenle (370).
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Dans la seconde hypothèse, la condition
log-
-ï— ^<k log/i
conduit successivement aux relations
log — <k\ogn, log — <\ognk, — < nk un un un
On peut donc écrire
/l* (rt-|-l)A (/l-h-2)*
Il en résulte que les termes de la série proposée sont, à partir de un9 supérieurs aux termes de la série
qui est divergente, puisque k est < i (377, 3°). La série proposée est, par suite, elle-même divergente (370).
VIII. Lorsque, dans une série , le rapport -. tend
vers une limite déterminée l, quand n croit indéfiniment, la série est convergente ou divergente, suivant que cette limite l est plus grande ou plus petite que j. Lorsque la limite l est égale à l'unité, la série est divergente si le rapport considéré finit par être constamment inférieur à i; lorsqu'il finit par être constamment supérieur, il y a doute, et la série peut être convergente ou divergente.
Théorèmes IX et X.
IX. Soient les deux séries
(i) M0-h Ux -+- M2 -h II, -+- . . . -h */*-! +«„+ «*-»-, "h . . . ,
(2) V0+vl + V1-T-v3-h...-+-vn-l-hvn+vn+l-+-.... 5/, à partir d'un certain rang, on a constamment
ta convergence de la première série entraîne la convergence de la seconde; si, à partir d'un certain rang, on a, au contraire, constamment
*'»-*- 1 ^ un+l .> — 9
la divergence de la première série entraîne la divergence de la seconde.
Soit, d'abord,
"*" ou *•+' < **.
Un "»4-i "n
On en déduit
un
vn+i<un^t^-
et, a fortiori, vfl^ < «„+, — ,
<ln
et, a fortiori, vn+2 < wn+, — >
La série (i), étant supposée convergente, le restera (366) quand on multipliera tous ses termes, à partir de un+u par le
facteur—5» Mais alors tous ses termes, à partir du terme //„+, — y deviendront plus grands, d'après les inégalités pré-
un
cédentes, que les termes correspondants de la série (2). La série (2) est donc, a fortiori, convergente (370).
Soit, maintenant,
Vn Ua Un+t Un'
On en déduit
*Vhi > «i»+i — - > un
vM > un+t ^^ et, a fortiori, va+1 > un+t ^ ,
un-hi Un
vn+% > un+z -^ et, a fortiori, vn+z > Mrt+8 -? ,
La série (i) étant supposée divergente, la somme de ses termes croît sans limite. Il en sera encore de même, et elle restera divergente, quand on multipliera tous ses termes, à
partir de un+lf par le facteur - n • Mais alors tous ces termes,
un
vn à partir du terme un+t — > deviendront plus petits, d'après
un
les inégalités précédentes, que les termes correspondants de la série(2). La série (2) est donc, a fortiori, divergente (370).
X. Si les termes d'une série
(1) Ki+Mt+«j+ a4-h...-h w„_,-}- a„+ wn+,-h. . .
vont constamment en décroissant à partir du premier, cette série est convergente ou divergente en même temps que la série
(2) ut-t-aua-h a* ua>-h a* ua% -+-... -H an~l ua*-x -+■ an uan -+-...,
quel que soit le nombre entier désigné par a, et les multiplicateurs et indices 1 , a, a1, a8, . . . , an9 . . . , formant une progression par quotient dont le premier terme est 1 et la raison a.
Supposons la série (1) convergente et considérons le terme général anua» de la série (2). Puisque les termes de la série (1) vont en décroissant, la somme des termes successifs de cette série
Uan-i+l 4- tfa»->4-î -+■ «a»-«_t-3 H- ... H- Uan
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est plus grande que le dernier terme ua» répété autant de fois qu'il y a de termes dans la suite considérée. Or, de wtf— vt à ua», il y a un nombre de termes égal à
an - an~x— - an~l(a — i).
On peut donc poser, en multipliant de part et d'autre par a,
( a — i ) an uan < a ( a8-«+1 -f- aa»-i+, 4- tf a*-»+a -+-... 4- ua») ;
et, a fortiori, puisque a — i est un nombre entier,
an uan < a ( tta^i+1 -h wa»-i+2 -+- «a— '-t-s -+- . . . -f- aa- ).
En faisant successivement, dans celte inégalité, /i = 2, 3, ...,«,..., on a, en écrivant d'abord les deux identités
auar-aua9 a* ua* < a ( «a+l -+^ «a+t -h wa^3 —...+- «a.)f a3 wa« < al */«»+! -+• ua*+i -h wa»4.s H- . . • -t- tfa»), • >
Si l'on ajoute toutes ces relations membre à membre, il vient évidemment, puisque les indices se suivent sans interruption dans les seconds membres,
«! -f- aua -t- a* uay -h a3 Ma> i-... + aB ua» -h . . .
< a1H-a(aaH- Wa-Hi4- ^a-j-j-H «a+8-r-- • •-+- «a» "H- ••)•
Comme la série (i), dont tous les termes, en dehors de i/„ figurent dans le second membre de l'inégalité obtenue, à partir de ua> est supposée convergente, ce second membre ne peut pas croître indéfiniment. Il en est donc de même, a fortiori, de la série (2), qui se trouve reproduite tout entière dans le premier membre, et cette série (2) est convergente (369).
Supposons, au contraire, la série (1) divergente. Puisque les termes de cette série vont en décroissant, la somme
Ua* -h Wa»+1 -t- Uan+% -H . . . -f- ttam-i..,
est plus petite que le premier terme ua» répété autant de fois qu'il y a de termes dans la suite considérée. Or, de ua» à
«a"+,-i> il y a un nombre de termes égal à
an+1— i — a" + i=: an(a — i). On peut donc poser
(a — I ) an Uan > Uan 4- «a"+i "H «a*+i H- • • • +a"+,-i.
En faisant successivement, dans cette inégalité, n = i, 2, 3, ..., 7i, ..., on a
(a — i)a ua >ua -h «a+l -4-tfa-M ■4-...+ aa«-if
(a— l)<Z* Wa»> Ua* -f- Ma]+l "H tffl»+j 4-. • .-H «a'-i, (a — l)a3 Ua? > Ma3 -4- «/«'-M -+- "a'+J -+-...+ W««-i, >
(a — i)a*aa»> ua^-\- ua»+i-\- uan+t-\-. . .-h i*a«+i_,,
En ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, il vient évidemment, puisque les termes des seconds membres se suivent sans lacunes,
(a — i)(aua+ a* ua*-t- a* ua*-+- . . . 4- an «a« 4- . . .)
> aa 4- «a+l ■+" "a+l H" "a+3 "H ... 4- tf an+,-t ~+~
Comme la série (i), dont tous les termes, à partir de ua9 figurent dans le second membre de l'inégalité obtenue est divergente, ce second membre croît indéfiniment et sans limite. Il en est donc de même, o/orlfbri, du premier membre, et, comme a — i est un nombre fixe, le second facteur de ce premier membre, qui représente la série (2), moins le premier terme uu croît lui-même sans limite. La série (2) est donc divergente (369).
En supposant successivement la série (1) convergente et divergente, nous avons épuisé les cas possibles. Les réciproques sont donc vraies (Géom., 40). Ainsi, les séries (1) et (2) sont toujours, ensemble, convergentes ou divergentes.
Applications des théorèmes IX et X.
i° Soit la série
1 3.5. ..(in — 0 1.3.5. . .(2/1-f- 1 )
déjà considérée (377, 5°). Nous allons démontrer sa divergence àFaide du théorème IX.
Si on la compare à la série harmonique
2 3 4 n n-hi «-ha "'
il est facile de voir qu'on a ici (385)
Vn-¥\ ^ Mfi-H >
En effet, le premier rapport est égal à et, le second, à — ; — •
Il faut donc prouver que l'on a
2/H-l AI -4- I -f ■ /l 72-1-1
ou - > .
in -h 2 « + 2 + « « + 2
C'est ce qui est évident, puisque est une fraction proprement dite
(Arithm., 196).
La série (U) étant divergente, il en est donc de même de la série (V).
2° Soit la série
2t* 3K- 4t* "* nV- (un-i)^ '"''
déjà considérée (377, 3°).
Nous allons l'étudier de nouveau, très rapidement, à l'aide du théorème X, qui est dû à Cauchy.
En supposant a = 2, on voit (386) que la série (i) sera convergente ou divergente en môme temps que la série
qui n'est autre chose que la progression par quotient, illimitée,
1 h 2^1 "*" altjji-i; ~*~ tfHp-i) "^ 2*^-1) "*"•••'
dont la raison est -j^zp Cette raison sera évidemment inférieure ou supérieure à Vnuité, et la progression sera décroissante ou croissante^ suivant que l'on aura jx > ou < i .
Par suite, la série (i) est convergente pour jjl > i et divergente pour
CHAPITRE IV
SÉRIES DONT LES TERMES ONT DES SIGNES QUELCONQUES. RÈGLES DE CONVERGENCE.
388. Lorsque les termes d'une série ont des signes quelconques, il semble plus difficile de trouver des règles de convergence. Les théorèmes suivants sont, par cela même, très importants.
Théorèmes I, IL
389. I. Lorsqu'une série, dont les termes ont des signes quelconques, devient convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, elle est convergente, et on peut la regarder comme la différence de deux séries convergentes formées par ses termes positifs d'une part, et par ses termes négatifs, d'autre part.
La série proposée, étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, est nécessairement convergente, puisqu'on a le droit de multiplier par — i quelques-uns des termes de la série à termes tous positifs ainsi obtenue, c'està-dire de revenir à la série proposée, sans que la convergence cesse d'exister (367, VI).
On peut donc appliquer aux valeurs absolues de ses termes toutes les règles de convergence démontrées pour les séries à termes positifs.
En second lieu, on peut considérer les termes positifs et les termes négatifs de la série comme constituant deux séries distinctes, convergentes toutes deux.
En effet, la série proposée étant convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, la somme des valeurs
absolues de ses termes reste au-dessous d'une certaine limite i\\e. Il en est donc de môme, a fortiori, de la partie de cette somme qui correspond aux termes positifs et de celle qui correspond aux termes négatifs.
Cela posé, considérons les n premiers termes de la séné donnée, et admettons que, sur ces n termes, il y en ait n! positifs et n" négatifs. Désignons par Sn, S*», S^les trois sommes correspondantes. Nous aurons alors
Sn = S„' — Srt-.
Si Ton fait maintenant croître n indéfiniment, il en sera de même évidemment de n' et de n". Par suite, les trois sommes indiquées marcheront à la fois vers leurs limites S, S', Sr, qu'elles atteindront ensemble, et l'on trouvera finalement
Cette conclusion est indépendante de l'ordre dans lequel on écrit les termes de la série proposée, et il est permis, par conséquent, de choisir celui qui paraîtra le plus convenable.
On peut d'ailleurs, si l'on en doutait, démontrer directement le théorème qui suit.
390. II. Lorsqu'une série, dont les termes ont des signes quelconques, devient convergente quand on les prend tous positivement 9 on peut intervertir arbitrairement V ordre de ses termes, sans que la convergence cesse d'exister et sans que la valeur de la série soit modifiée.
Ce théorème doit être signalé, surtout parce qu'il peut permettre, par un autre groupement des termes, d'obtenir des séries plus rapidement convergentes.
Désignons par (U) la série
(U) «o + "i -H "i H- "j 4-...-H w„ii-h w„ -H an+l-K..-H tt.+*-i +-
telle qu'elle est donnée, et par S sa limite. Désignons par (Q) la série
( 0 ) Ço -4- <7i -+■ Ci + q% H- . . . -f- qn-\ +Çn + 7«+i + • • • >
obtenue en prenant tous les termes de (U) positivement. Désignons enfin par (V) la série
( V ) v0 -h vx -h- v% -f- v% -h . . . -f- *'„_ t + ^ + vn+i -+-...,
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formée en disposant d'une manière différente et arbitraire les termes de (U), et soit 1 la limite de (V).
Si Ton considère la somme lm des m premiers termes de (V), on peut toujours prendre m assez grand pour que 2m renferme les n premiers termes de (U), plus m — n autres termes d'un rang plus élevé, de manière à avoir
2m — 8» -h W«-h «p-h Uy-h. . . -f- ax.
On peut admettre d'ailleurs que ces m—n autres termes, les uns positifs, les autres négatifs, soient compris, par exemple, entre ttfl_, et un+p.
11 en résultera successivement, les termes de la série (U) étant pris avec leurs signes,
(i) 2m — Sn=zua-±- «p-f- uy +-...-h«x=7a-^^p + 7T4'--H"<A» (a) q*+ qp-h qy + • • •+ qiiçn-+ ?*+t +?«+*-+-.• ~H ?»+/,-!.
Si l'on fait maintenant croître n indéfiniment, il en sera de même de m qui comprend n. Le second membre de l'inégalité (2) et, par suite, son premier membre, aura alors zéro pour limite, quel que soit/>, puisque la série (Q) est convergente (365).
On aura donc aussi, d'après l'égalité (1),
lim(2w-Sn)- o, c'est-à-dire (341)
lim2m— HmSn= o ou 2~S.
Il faut remarquer avec soin que la démonstration qui précède est fondée sur la convergence de la série (Q).
Influence de l'ordre des termes.
391. La réciproque du théorème I (389) . n'est pas vraie, c'est-à-dire qu'on ne peut pas affirmer qu'une série dont les termes ont des signes quelconques et qui devient divergente lorsqu'on les prend tous positivement est réellement divergente : elle peut être convergente.
Il y a ainsi deux espèces de séries convergentes. Dans les unes, la convergence n'est due qu'au décroissement convenable des termes; dans les autres, elle résulte seulement de
la succession des signes. Les premières restent nécessairement convergentes quand on prend tous leurs termes positivement, les secondes deviennent divergentes.
392. Il résulte alors de la démonstration du théorème II (390) que, dans une série convergente, qui ne reste pas telle quand on prend tousses termes positivement (391 ), on n'a plus le droit de modifier l'ordre des termes d'une manière quelconque. Ce serait s'exposer à changer la somme et même la nature de la série.
393. C'est ce que nous allons prouver, en prenant pour exemple la série même employée par Lejeune-Dimchlbt pour justifier cette intéressante et utile observation.
Cette série est la suivante :
w 234^678 in — 1 2/1
Elle est évidemment convergente, car on peut écrire
!~~2~"nV 3 — 4 — 374* 5~~6~~576' 1 1 1
et la série ainsi obtenue
identique à la proposée, est elle-même convergente (370), puisque ses termes sont respectivement inférieurs à ceux de la série
n(n-hi
dont nous avons déjà établi la convergence (377, 20).
Or la série (i)> dont nous venons de démontrer la convergence, devient divergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement. Elle est, en effet, remplacée alors par la série harmonique (363).
Cela posé, nous allons grouper autrement les termes de la
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série (1), en prenant constamment deux termes positifs et un terme négatif dans Tordre même fourni par les termes de la série. On obtient, de cette manière, une nouvelle série
où les termes positifs sont avancés et les termes négatifs reculés. Bien que les termes soient identiques de part et d'autre, nous allons montrer que les deux séries n'ont pas la même limite.
Remarquons que, lorsqu'on prend deux par deux les termes de la série (i), le /ilème groupe a pour expression
En faisant dans cette expression n = i, 2, 3, . . . , n} on obtient, deux par deux et dans leur ordre, les différents termes de la série. Par suite, on peut égaler la limite S de la somme de la série (1) à la somme des valeurs obtenues en donnant à n, dans l'expression (a), toutes les valeurs entières possibles depuis n = 1 jusqu'à n=zco. C'est ce qu'on exprime en posant
(A) sJyV-!— --LV
** \in — 1 in) « = 1
On peut également prendre quatre par quatre les termes de la série (1). Le nièmt groupe a, dans ce cas, pour expression
((3) 4^— "3 ~~ Çh~^ "*" ~Çn~~i "~ 4^'
En y faisant, de même, n — 1, 2, 3, . . ., n, on obtient, quatre par quatre et dans leur ordre, les différents termes de la série. Par suite, on peut égaler aussi la limite S à la somme des valeurs obtenues en donnant à n, dans l'expression ((3), toutes les valeurs entières possibles depuis n = 1 jusqu'à n = 00. On a donc encore
= 2d \£n~^-~3 ~~ 4/1 — 2 + 4/1-1 ~~ Jh~J
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D'autre part, si l'on prend trois par trois les termes de la série (2), le nième groupe a pour expression
' (\n — 3 \n - - \ in
En y faisant n — 1, 2, 3, . . ., n, on obtient, trois par trois et dans leur ordre, les différents termes de la série. Par suite, en désignant par S' la limite de la somme de la série (2), on peut l'égaler à la somme des valeurs obtenues en donnant à n, dans l'expression (y), toutes les valeurs entières possibles depuis n =. 1 jusqu'à n -— 00, et poser
_J _lY
n — 1 2/iy
Retranchons, à présent, l'expression ((3) de l'expression (y). Le résultat de cette soustraction est
n !\n \n — 2 4'* 2 \2/* — 1 in)
Ainsi, la différence des deux expressions (y) et ((3) est précisément la moitié de l'expression (a). On a donc identiquement, c'est-à-dire quel que soit n,
4/i — 3 t\n — t in
\l\n — 3 l\n—i (\n — 1 \n) i\in — 1 in)
Si nous donnons à n, dans cette identité, toutes les valeurs entières possibles depuis n=i jusqu'à n = oo, et si nous ajoutons membre à membre tous les résultats obtenus, nous aurons évidemment, d'après les formules (A), (B), (C),
quelle que soit S.
Comme la série (1) est convergente, il résulte de là que la série (2), tout en changeant de somme, est restée convergente : c'est ce qui n'arrivera pas toujours.
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Des séries à signes alternés (théorème III).
394. III. Lorsque les termes <Vune série sont alternativement positifs et négatifs, et qu'ils décroissent indéfiniment en valeur absolue en ayant pour limite zéro, la série est convergente.
Nous donnerons deux démonstrations de ce théorème remarquable.
Première démonstration. — On peut appliquer directement le caractère général de convergence des séries (365). Soit, en mettant les signes des termes en évidence, la série
Mo — Ml -h lli — tf, H- «4 — . . . ip Un-i ± Un =P M/H-t —
Pour qu'elle soit convergente, il faut et il suffit qu'on ait lim ± ( un — un+l -+- un+% — un+z -+-...— un+p-i ) — o,
quel que soit p, quand n croît indéfiniment. Mais, s'il s'agit de démontrer qu'une quantité dont la valeur absolue est A a pour limite zéro, son signe n'exerce aucune influence, puisqu'on a (340)
lim ±: A = ±:limA.
Il suffit donc de considérer l'expression
Un — MnH_| -+- M/i-m — M/n-3 H" ■ • • un+p- : •
Comme on a, par hypothèse,
Un > «„+, > Un+t > Un+3 > . . . > «a+p-i,
il est évident que cette expression est, à la fois, positive et plus petite que un. On peut, en effet, l'écrire des deux manières suivantes :
et
«„—(«*+!— Un+1) - {U^ — MjM-4) — • • -— "»-l-p-l*
Elle est donc comprise entre o et uny et c'est une moyenne entre ces deux extrêmes. Comme d'ailleurs un tend vers zéro quand n croît indéfiniment, elle a donc finalement zéro pour limite, et la série proposée est convergente.
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On voit que, lorsqu'on conserve seulement les n — i premiers termes de la série, Terreur absolue qu'on commet est inférieure à un.
Deuxième démonstration. — Soient S la somme de la série, supposée convergente, et S,, S,, S8, . . ., S* les. sommes partielles formées par le premier, les deux premiers, les trois premiers, . . ., les n premiers termes de la série.
En remarquant que les sommes d'indices impairs sont terminées par un terme positif et celles d'indices pairs par un terme négatif, on peut écrire ces sommes partielles comme il suit :
S,= w0 — uu
S*=(Ko—W|) + ("!—«»)>
S6— (k0 — ux) -h (ut—uz) -+- (w4— «i).
Comme on a, par hypothèse,
"o> ul>ui> w,> uk> ut> u6>.. .,
on voit que les sommes d'indices impairs vont constamment en diminuant, tandis que les sommes d'indices pairs vont constamment en augmentant. Les sommes d'indices impairs constituent donc une suite indéfiniment décroissante et, les sommes d'indices pairs, une suite indéfiniment croissante.
Il est d'ailleurs facile de prouver que les sommes d'indices impairs sont toutes plus grandes que les sommes d'indices pairs, quelles que soient les sommes que Ton compare.
n et n' étant des entiers quelconques, prenons, par exemple, les sommes
Nous distinguerons deux cas, suivant que n* sera < ou >n.
Soit n' < /i.
Les sommes d'indices pairs allant en augmentant, on a alors
Si/»> S8n'.
Mais, puisque S,rt+,=: Sîn-h uinf on en conclut, a fortiori,
Soit n'> n.
Les sommes d'indices impairs allant en diminuant, on a
Mais, puisque Stn'+i — Sj^-h uln>, on en conclut, a fortiori,
Il résulte de là que, si les sommes d'indices impairs vont constamment en diminuant, elles restent toujours supérieures à une somme quelconque d'indice pair. Elles tendent donc vers une certaine limite fixe, qui est le plus petit nombre audessous duquel elles ne peuvent pas tomber.
De même, si les sommes d'indices pairs vont constamment en croissant, elles restent toujours inférieures à une somme quelconque d'indice impair. Elles tendent donc aussi vers une certaine limite fixe, qui est le plus grand nombre qu'elles ne peuvent pas dépasser.
Nous n'avons plus qu'à prouver que les deux limites indiquées sont les mêmes et qu'elles représentent la somme S de la série.
En effet,d'après la loi de décroissance des termes, les sommes d'indices impairs étant terminées par un terme positif l'emportent toutes sur S, et les restes correspondants de la série sont négatifs.
De même, les sommes d'indices pairs étant terminées par un terme négatif sont toutes inférieures à S, et les restes correspondants de la série sont positifs.
En prenant deux sommes partielles consécutives, S,„ et Sîlt+i, on peut donc écrire, quel que soit n,
Or on a
et, par hypothèse, à mesure que n croît indéfiniment, utn tend vers la limite zéro. Les sommes partielles considérées, dont la différence est un infiniment petit (336), tendent donc constamment vers une limite commune et, comme elles com-
prennent toujours entre elles la somme S, cette limite commune est précisément S.
La convergence de la série est ainsi démontrée.
D'après ce qui précède, la limite supérieure de Terreur commise en s'arrêtant à un certain terme de la série est représentée en valeur absolue par le terme suivant. En prenant Sîrt au lieu de S, Terreur commise est, en valeur absolue, moindre que le premier terme négligé usn.
Si le premier terme négligé est positif, Terreur est par défaut; si le premier terme négligé est négatif, Terreur est par excès.
395. Nous avons supposé, dans notre deuxième démonstration, que la série commençait par un terme positif. La seule différence, si elle commençait par un terme négatif, c'est que la série et toutes les sommes partielles considérées seraient négatives au lieu d'être positives.
396. II n'est pas inutile de représenter graphiquement les résultats qu'on vient d'obtenir.
Sur une ligne droite indéfinie OX, à partir d'une origine fixe 0, portons, dans le même sens, des longueurs proportionnelles aux différentes sommes partielles.
Les longueurs OS,, 0S8, 0S5, ..., correspondant aux sommes d'indices impairs, vont en diminuant; les longueurs OSj, 0S4, 0S6, . . ., correspondant aux sommes d'indices pairs, vont en augmentant. Les extrémités de ces deux suites de longueurs occupent sur la droite OX des régions complètement distinctes et qui ne peuvent empiéter Tune sur l'autre; mais elles se rapprochent constamment, de sorte que, à la limite, il n'y a plus, entre les deux régions, qu'un simple point de démarcation S. La longueur OS est proportionnelle à la somme S de la série.
Applications.
i° Soit la série
D'après le théorème III (394), cette série est convergente, puisque ses termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent indéfiniment en valeur absolue en tendant vers zéro.
Si Ton prend, par exemple, les 1 1 premiers termes de la série, l'erreur commise ou le reste de la série est moindre que la valeur absolue du douzième terme
—y * ■ — tt — — 0,00000000016,
H.]*. ii
et elle est par excès.
On voit que cette série est rapidement convergente.
20 Soit la série
Cherchons si elle est convergente lorsqu'on prend tous ses termes positivement, en appliquant les théorèmes des n°* 373 et 376. On a ici
lln H -t- 2 2
La limite de ce rapport, quand n croît indéfiniment, est x. La série est donc convergente, tant que x est moindre que 1 en valeur absolue, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 et -+- 1.
Pour x = 1, la série est encore convergente, puisque ses termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent alors indéfiniment en valeur absolue et tendent vers zéro (394).
Mais, pour x — ~ 1, la série est divergente, car elle n'est alors que la série harmonique prise avec le signe moins.
Il en résulte immédiatement que la série est divergente pour toutes les valeurs de x inférieures à — 1. On a, en effet, dans ce cas, une série dont les termes, tous négatifs, sont respectivement plus grands, en valeur absolue, que les termes correspondants de la série harmonique changée de signe.
Il ne reste plus qu'à chercher ce que devient la série pour les valeurs de x supérieures à 1.
D'après la valeur du rapport -^±i, cette série est bien divergente
pour x > 1 , lorsqu'on prend tous ses termes positivement ; mais cela ne permet pas d'affirmer qu'elle est réellement divergente (391).
Si l'on essaye d'appliquer le théorème III (394), on voit facilement que les termes de la série, bien qu'alternativement positifs et négatifs, ne vont pas en décroissant en valeur absolue, et n'ont pas zéro pour limite, si x est > 1.
En effet, considérons la valeur absolue du terme général Je la
série. Supposons qu'on ait x = n- a. On en déduit (255)
.r*-i-i = (i +a)wl = i+(« + i)a+ ■•«>>4-...
ou, évidemment,
Ainsi, les valeurs absolues des termes de la série, à mesure que n augmente, restent supérieures à a.
Par suite, les termes de la série ne tendent pas vers zéro, et la série n'est pas convergente (362). Comme elle ne peut pas être indéterminée, elle est divergente.
En résumé, la série proposée est divergente depuis x = — » jusqu'à x= — i inclusivement; elle est convergente pour toutes les valeurs de x supérieures à — i, jusqu'à -+- 1 inclusivement; elle est de nouveau divergente pour toutes les valeurs de x supérieures à -h i , jusqu'à x = -H oo .
Soient les deux séries
. .(in -h 1)
xln+t
tfn+l
I . 2 . 3 ... 'À/l l.2.3...2/i(ï«-rl)(2«+2) "t
que nous retrouverons plus tard comme développements de sinx et de
C0SJ7.
Appliquons à ces séries le théorème du n° 373, en ne considérant que les valeurs absolues de leurs termes. Nous aurons, pour la première série,
Un (2W + 2)(2WH-3j
et, pour la seconde série,
un {'in n- \j(m ■+- 2)*
Ces deux rapports, pour toute valeur déterminée de x, tendent évidemment vers la limite zéro quand n tend vers l'infini.
Les séries proposées sont donc convergentes, pour toute valeur unie de x, lorsqu'on prend tous leurs termes positivement.
Il en résulte qu'elles le sont en réalité (389) pour toute valeur de x, positive ou négative, mais finie.
De C. — Cours. III.
CHAPITRE V
ÉTUDE DE LA SÉRIE e. - LIMITE DE (i-+-^)m QUAND CROIT INDÉFINIMENT. - SÉRIE e*.
Étude de la série e.
398. La série connue sous ce nom et qui joue un rôle si important en Analyse est la suivante :
iii i
Nous allons démontrer que cette série est convergente et qu'elle a pour limite un nombre incommensurable, qu'on peut calculer avec une approximation quelconque en prenant dans la série un nombre suffisant de termes.
i° Convergence de la série
Nous avons ici (373)
Ce rapport, plus petit que 1, tend vers la limite zéro, lorsque n croit indéfiniment : la série est donc convergente.
4-00. 20 Limite de V erreur commise sur la somme de la série, en s* arrêtant à un certain terme.
Supposons qu'on s'arrête au terme un inclusivement, et cherchons la limite de l'erreur que l'on commet alors sur la valeur de la série.
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On a
et, à partir de ce terme, le rapport d'un terme au précédent est égal, puis inférieur à On a, par exemple,
On peut donc prendre le nombre fixe k < i, au-dessous du-
quel le rapport — ^ finit toujours par tomber en tendant vers
sa limite (371, 373), égal à Alors, le premier terme
négligé wn+i a pour expression kun9 et les suivants sont moindres que k*un, kzun, . . ., de sorte que (371) la limite de Terreur commise en conservant les (/i -+- 1) premiers termes de la série est inférieure {Alg. élém.9 342) à
kun c'est-à-dire à
= -un n
Si Ton désigne par e l'erreur commise en s'arrôtant à un inclusivement, on a finalement
401. 3° La limite de la somme de la série est un nombre incommensurable compris entre i \ et 3.
La somme de la série est comprise entre les nombres 2 \ et 3.
En effet, les trois premiers termes de Ja série constituant une somme égale à 2 -£, la valeur de la série est supérieure à ce nombre.
D'autre part, les termes suivants de la série satisfont évi-
demment aux inégalités
TT27i<2^ 1.2.3.4 23' 1.2.3.4.5 < 2*'
Le reste de la série, au delà du troisième terme, est donc ! inférieur à la limite de la somme des termes de la progression par quotient, décroissante et illimitée, qui a pour premier
terme —t et, pour raison, -, c est-à-dire à
La limite de la série est, par conséquent, inférieure à 2 - -+- -
ou au nombre 3.
Il reste à prouver que celle limite est un nombre incommensurable.
Admetlons, pour un instant, qu'elle soit égale à un nombre
commensurable -• On aurait alors évidemment, p et q élanl des entiers,
iii 1
Multiplions les deux membres de cette égalité supposée par le produit 1 .2.3. . .7. Le* premier membre deviendra le nombre entier />. 1.2. 3. . .(7 — 1). Dans le second membre, tous les
termes, depuis 1 jusqu'à la fraction 5 , se transformeront en nombres entiers dont on représentera la somme par rentier N, et le multiplicateur de la parenthèse se trouvera réduit à l'unité. On aura donc finalement
Mais, à partir du second terme, les différents termes de la parenthèse du second membre sont respectivement inférieurs aux fractions
La parenthèse elle-même est donc inférieure à la limite de la somme des termes de la progression par quotient, décroissante et illimitée,
hi (7 + 0* (7+0* (7 + 0* c'est-à-dire à
quantité qui est une fraction proprement dite.
L'égalité supposée conduirait donc à admettre qu'un nombre entier peut être égal à un autre nombre entier augmenté d'une fraction proprement dite, ce qui est absurde. Cette égalité ne saurait donc subsister, et la limite de la série convergente que nous étudions, ne pouvant être un nombre commensurable, est nécessairement un nombre incommensurable.
C'est ce nombre incommensurable qu'on désigne en Mathématiques par la lettre e.
On a ainsi
e= lirnin 1 1 5 -h. . .H 5 h. .. .
402» Quand on s'arrête inclusivement au terme
ou au terme uq, on conserve q -+• i termes dans la série. Le reste R7+i de la série peut alors se mettre sous la forme
ÏX3T^ L'7 +~i" + (7 + 0(7 + 2) + (7+0(7 + 'O(7 + 3) +'" J ' et l'on a, la parenthèse étant inférieure à - d'après ce qu'on
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vient de voir (401),
Rq-ht < -
On retrouve, par cette autre voie, pour la limite supérieure de Terreur commise en s'arrêtant dans la série à un certain terme, le même résultat qu'au n° M)0.
403. Calcul de e. — Proposons-nous d'effectuer le calcul de e, de manière à obtenir C3 nombre incommensurable, dont nous connaissons déjà la partie entière (401), avec neuf décimales exactes.
Nous déterminerons alors, avec dix décimales, chacun des termes que nous devrons conserver dans la série, et nous ferons en sorte que Terreur commise sur chacun d'eux soit inférieure à une demi-unité du dixième ordre décimal, par excès ou par défaut. Lorsque Terreur sera par excès, nous l'indiquerons par un point placé au-dessus du dernier chiffre du terme calculé.
Nous obtiendrons ainsi le Tableau ci-après, qui montre comment on doit déduire chaque résultat du précédent et qui prouve qu'il faut s'arrêter dans la série, eu égard au degré d'approximation demandé, au i4e terme inclusivement, puisque le i5c terme, et les suivants a fortiori, ne peuvent donner aucune unité du dixième ordre décimal.
Les trois premiers termes 2,5oooo ooooo
4? terme, £ de \ o , 16666 66667
5e terme, \ du 4° terme o,o4i66 66667
6e terme, { du 5e terme o,oo833 33333
7e terme, { du 6e terme o,ooi38 88889
8e terme, j du 7e terme 0,00019 84127
9e terme, { du 8e terme 0,00002 48016
10e terme, £ du 90 terme 0,00000 27557
1 ie terme, -fe du 10e terme 0,00000 02756
12e terme, ^ du 11e terme 0,00000 oo25i
i3e terme, ^ du 12e terme 0,00000 00021
i4e terme, ^ du i3e terme 0,00000 00002
Le calcul représenté par ce Tableau est entaché de deux erreurs.
La première est une erreur par défaut, qui répond aux termes négligés dans la série; Puisque nous en conservons les i4 premiers termes, le reste correspondant Ru est moindre
(402) que -zuiz ou que
i3 i.2.3...n.i2.i3 80961270400 c'est-à-dire, a fortiori, moindre que
ou que le huitième d'une unité du dixième ordre décimal.
La seconde erreur provient de la manière même dont nous avons dirigé le calcul, en faisant sur chaque nombre du Tableau une erreur moindre qu'une demi-unité du dernier ordre, par excès ou par défaut.
En comptant les points on voit que, de ce fait, on a commis par excès une erreur moindre que 4* unités du dernier ordre, tandis q\xe9par défaut, Terreur est moindre qu'une unité du même ordre.
On est donc assuré, en ajoutant la première et la seconde erreur, que l'erreur commise sur le dernier chiffre décimal 6 de l'expression obtenue est une erreur par excès qui ne peut dépasser 4 unités du même ordre. Par conséquent, en négligeant ce dernier chiffre, dont la valeur vraie peut varier, d'après ce qu'on vient de dire, de 2 à 6, on est certain d'obtenir la valeur de e par défaut, avec neuf décimales exactes et, très probablement, à moins d'une demi-unité du neuvième ordre décimal.
Cette valeur est donc
En calculant la valeur de e avec vingt décimales exactes, on trouve, en effet,
La valeur de e9 avec neuf décimales, est facile à retenir,
les chiffres qui suivent 2,7 formant la date 1828 deux fois répétée.
Introduction de la variable x dans la série e.
r;> car, en décomposant ce terme en facteurs
XXX x .
on voit que, tant qu'ils sont plus grands que 1, leur produit va en augmentant à mesure qu'on en prend davantage, jusqu'à ce qu'on parvienne au maximum qui est le terme indiqué. Au delà et pour les termes suivants de la série, les
facteurs — : — > — '■ — > •••> étant moindres que l'unité, il y
aurait, au contraire, diminution du produit.
4-07. En faisant dans la série qu'on vient de considérer et dans les résultats obtenus x — 1, on retrouve la série e, ainsi que l'expression de l'erreur commise lorsqu'on s'arrête dans cette série à un certain terme (402).
Limite de f n — j quand m, entier et positif, croît indéfiniment.
408. Le nombre e représente aussi la limite d'une autre expression remarquable que nous allons étudier à son tour.
Désignons par m un nombre entier et positif, croissant indéfiniment, et cherchons la limite de l'expression
quand m tend vers l'infini.
La quantité 1 h tend alors vers 1; mais, en même temps,
le nombre des facteurs égaux an croit indéfiniment. On
ne peut donc pas appliquer le théorème connu (343) et dire que la limite du produit est égale au produit des limites des facteurs ou à l'unité; car ce théorème exige expressément que le nombre des facteurs considérés soit fini.
Nous devons donc chercher directement la limite de l'expression indiquée qui, pour /n = oo, se présente sous la forme indéterminée i*.
Nous établirons d'abord un lemme préliminaire
Si les quantités a, p, y, d, . . . sont des fractions proprement dites, on a la double inégalité
La première inégalité est évidente, le produit d'un nombre quelconque de fractions étant toujours inférieur à i (Arithm., 206).
Quant à la seconde inégalité, considérons d'abord les deux premiers facteurs. On a
(i-a)(i — (3)=i — a— (3-f-ap.
Si Ton néglige le terme positif «p dans le second membre de cette égalité, il en résulte
Multiplions les deux membres de celte inégalité par le troisième facteur i — y, ce qui est permis {Alg. élém., 215); nous aurons
c'est-à-dire
En négligeant dans le second membre de cette inégalité le terme positif (a -h P)y, on peut poser, a fortiori,
On continuera évidemment de la môme manière et Ton arrivera à un résultat analogue, quel que soit le nombre des facteurs.
4-10. Il résulte immédiatement du lemme qu'on vient de démontrer que le produit
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a pour limite Vunité lorsque) l'entier n étant quelconque, mais constant et fini, V entier m croit indéfiniment. En effet, on a (409), pourvu que m surpasse n — i,
-(-iX-iX-^-O-^)
\m mm m J
c'est-à-dire (274.)
Le produit P est ainsi compris entre l'unité et une quantité qui a l'unité pour limite lorsqu'on fait croître m indéfiniment,
puisque l'expression — — est un infiniment petit (336).
On a donc bien, pour m = ocy
limP = i.
411. Revenons maintenant à l'expression proposée. Supposons d'abord m très grand, mais fini, et développons
d'après la formule du binôme (255). Nous aurons
m (m — 1 ) ( m — 2 ) . . .(m — ra-t-i) 1
Remarquons que, dans les différents termes du développement, à partir du deuxième, le numérateur contient toujours autant de facteurs qu'il y a d'unités dans l'exposant de la puissance de m, qui se trouve en dénominateur. On peut donc, dans chacun de ces termes, effectuer la division par la puissance correspondante de m en divisant chaque facteur du numérateur par m; si l'on remplace alors partout— par 1, en n'écrivant pas ce facteur en dehors des parenthèses, l'exprès-
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sion considérée prend évidemment la forme
Supposons à présent que m augmente en restant fini.
Les fractions —>->—>■••> vont alors en diminuant, et il m m m
en résulte que les facteurs i > i , i > •••> qui
entrent dans les numérateurs des différents termes du développement, vont en croissant. Ces termes, tous positifs, augmentent donc eux-mêmes, et Ton peut dire, par conséquent,
que l'expression lu j croit en môme temps que m. Il
est facile de voir que c'est en s'approcbant d'une certaine limite fixe.
Observons, en premier lieu, que les numérateurs des termes du développement sont, à partir du troisième terme, tous moindres que i; car ils sont composés de facteurs moindres que l'unité (W9).
Cela posé, comparons l'expression (i) à la série e (400)
. , iii i
Les deux premiers termes sont les mêmes. Les autres termes ont les mêmes dénominateurs; mais les numérateurs des termes du développement sont inférieurs aux numérateurs des termes de la série, qui sont tous égaux à l'unité.
L'expression (i) est donc moindre que la série e, pour deux raisons : les termes de l'expression (i) sont moindres que les termes correspondants de la série, et la série est illimitée, tandis que l'expression (i) est composée d'un nombre fini de termes tant qu'on suppose m fini.
Si l'on fait croître m} l'expression (i) comprend plus de termes, et elle augmente ; mais le même raisonnement subsiste.
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Par suite, l'expression (h — - ] > à mesure que m augmente, tend vers une certaine limite fixe, inférieure à e ou, tout au plus, égale à e.
Il reste à démontrer que cette limite est rigoureusement e.
En effet, considérons à la fois les n-\- 1 premiers termes du développement (i) et de la série (2), et supposons nfini, mais assez grand pour que la somme de la série diffère de la somme de ses (n -+- 1) premiers termes d'une quantité moindre que rinfiniment petit a (336). Comme on a trouvé (402)
il suffît, pour que cette condition soit remplie, qu'on ait
Si nous désignons par en+x la somme des n 4- 1 premiers termes de la série, nous aurons ainsi
D'autre part, à mesure que m croîtra, les numérateurs des termes du développement tendront tous vers l'unité autant qu'on voudra, d'après le lemme du n° 409, et auront tous pour limite l'unité lorsque m deviendra infini, puisque, par hypothèse, n reste constant et fini.
Les n -h ipremiers termes du développement tendront donc, à leur tour, respectivement vers les n -+- 1 premiers termes de la série et en approcheront autant qu'on voudra, pour m assez grand.
Si nous désignons par 2,,+, la somme des n -h 1 premiers termes du développement, et si nous remarquons que, 2ni-i étant composée d'un nombre fini de termes, la somme de ces termes a pour limite la somme de leurs limites (342), on pourra toujours donner à m une valeur assez grande pour que la différence entre en+x et !„+, soit aussi moindre que <x, de manière à avoir, comme nouvelle inégalité,
(4) en-\\ — 2«+i < et.
On aura donc, par addition des inégalités (3) et (4), e — 2n+i < 2 oc.
Or nous avons montré que la limite de ( n — J est moindre
que e9 et cette limite est nécessairement supérieure à 2„+|. On peut, par suite, écrire a fortiori
e — limfn ) <2«;
et, comme 2* est un infiniment petit, on a rigoureusement, pour m — 00,
,==vm(i+'ày
Conséquences.
412. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que m était entier et positif. Nous allons prouver que, lorsqu'il reçoit des valeurs fractionnaires ou négatives, tout en croissant indéû-
niment en valeur absolue, la limite de l'expression fin )
reste toujours la môme.
413. i° Cas de m fractionnaire. — Admettons que m, positif et croissant indéfiniment, puisse recevoir des valeurs fractionnaires.
Soient deux entiers consécutifs/? et/?-t-i, qui peuvent croître indéfiniment. S'ils comprennent toujours entre eux m, c'est-à-dire si Ton a constamment
m remplira la même condition. On aura alors évidemment la double inégalité
(-,-ir)'<(-ir<("?n
car, dans la première, on élève une quantité moindre à une puissance plus faible et, dans la seconde, on élève une quantité plus grande à une puissance supérieure. Or cette double inégalité peut se meure sous la forme
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Lorsque le nombre fractionnaire m tend vers l'infini, il en est de môme des nombres entiers/? etp -+- 1 entre lesquels il
doit toujours tomber. Les deux puissances f i h 1 et
( n — j ont donc alors e pour limite commune (411); et, en même temps, l'unité est la limite commune du diviseur et du multiplicateur h Les deux expressions
extrêmes tendent donc vers la même limite e, de sorte que la quantité qu'elles comprennent remplit nécessairement la même condition, et qu'on peut poser, pour m = oo, dans l'hypothèse de m fractionnaire comme dans celle de m entier,
r = lim( i-h — )
klk. 2° Cas de m négatif. — Admettons que m puisse recevoir des valeurs négatives, tout en croissant indéfiniment en valeur absolue.
Nous poserons m=z — m', m' étant supposé positif. Pour m = — oo, il viendra m' = oo.
Nous aurons alors successivement {Alg. élém., 85)
En effectuant la division de m' par /n' — i, il viendra
\ m) \ m'—ij \ m'—ij \ m' — ij
Or, quand le nombre m', entier ou fractionnaire, mais positif,
tend vers l'infini, l'expression h rzr ) ten(* vers e
(Ml), et le multiplicateur i -\ j-— tend vers i. On a donc
encore, pour m ■= — oo,
e=lim(n- — ) •
415. En résumé, que m soit entier ou fractionnaire, positif ou négatif, si sa valeur absolue tend vers l'infini, la limite de
l'expression ( n J est toujours égale à e.
C'est là un résultat important, qu'on a souvent à appliquer sous la forme suivante.
Limite de (i -+- a)*, quand a tend vers zéro
Dans l'expression précédente, posons— =a, d'où m = -•
Lorsque m tendra vers l'infini, a tendra vers zéro, et réciproquement. On peut donc dire immédiatement que la limite
de l'expression (i-i- a)a, lorsque a va toujours en diminuant de manière à tendre vers zéro autant qu'on veut, est égale à c. C'est ce qu'on peut indiquer de celte manière :
Limite de (i^ j ou de (i j > quand m tend
vers l'infini.
Il peut arriver que, dans l'expression fin j > le dénominateur de la fraction comprise dans la parenthèse et l'exposant de la puissance soient de signes contraires. La limite de la nouvelle expression, pour m =oo, est alors l'inverse de
la limite précédente ou -• En effet, on a évidemment
c'est-à-dire (344, 415)
limi
De même,
on a
c'est-à-dire
lim
J\mz
Série e*.
418. Au lieu de l'expression (h — ) > considérons enfin l'expression
où m est supposé tendre vers l'infini et où la variable x a une valeur quelconque, mais déterminée.
En prenant d'abord m entier, positif et très grand, pour pouvoir appliquer la formule du binôme, on prouvera, en raisonnant comme on l'a fait au n° 411, puis aux n" 413 et 414, que l'expression proposée a toujours pour limite (415), au lieu de la série e, la série
x x1 je3 .rn
dont la série e n'est qu'un cas particulier et que nous avons étudiée au n° 404.
Cette série est convergente, comme on l'a vu, pour toutes les valeurs déterminées de x, quelles qu'elles soient.
On a d'ailleurs, identiquement (150),
On peut poser — = «, d'où — = -• L'expression précédente devient ainsi, en fonction de a,
Comme, par hypothèse, x a une valeur déterminée, a tend
vers zéro quand m tend vers l'infini, et réciproquement. A la
\_ limite, pour m = oo ou a = o, l'expression (i-ha)* devient égale à e (416). On a donc finalement (345)
/ x\m limlM ) —e0";
De C. — Cours. III. a3
c'est-à-dire que la série précédente a pour somme é* et qu'on peut écrire
x x* xs xn
développement important que nous retrouverons plus loin.
DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES
Emploi de la méthode des coefficients indéterminés.
419. Celte méthode (25) a fait connaître un grand nombre de développements en séries. Son application est simple et rapide; mais il ne faut pas oublier la remarque déjà faite relativement à son mode d'emploi (30), et Ton doit vérifier avec soin l'exactitude des résultats auxquels elle conduit.
420. Proposons-nous, par exemple, de développer en série une certaine fonction de la variable x. Admettons que cette fonction F (a?) demeure réelle et varie d'une manière continue (Alg. élém.y 310), lorsqu'on fait croître la variable x elle-même d'une manière continue à partir de zéro, et cherchons la série qui peut légitimement représenter la fonction, en la supposant ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, entières et positives.
Nous poserons alors
(i) F(a7)=A4-Ba?-hCar5-*-D^-+-Ea?4H-...,
en désignant par A, B, C, . . ., les coefficients indéterminés, indépendants de xy dont il faut calculer la valeur dans la série du second membre.
En ayant alors recours à une propriété de la fonction ¥(x) facile à mettre en évidence, on cherchera à exprimer cette propriété à l'aide de la série supposée, de manière à parvenir à une égalité telle que
(2) P h- Qx -+- Ra?*-h S^3 -h Tx> -+-... = o.
Dans cette nouvelle égalité, P, Q, R, ... seront des quantités indépendantes de x, composées avec les coefficients
indéterminés À, B, C, Mais l'égalité (2) devant subsister,
quel que soit x9 est une véritable identité (16, 17) conduisant aux conditions
Ces équations (3) permettent, en général, de trouver tous les coefficients A, B, C, 11 faut, dans certains cas, quelques-uns de ces coefficients demeurant inconnus, remonter à l'équation (1) pour les découvrir en faisant usage de propriétés spéciales de la fonction donnée F (a?).
421. On ne peut d'ailleurs opérer comme on vient de l'indiquer, que si, dans ia relation (1), la série représente légitimement la fonction, au moins pour certaines valeurs de j, qui seront ordinairement les petites valeurs de la variable, inférieures à l'unité. Il est donc indispensable que la série soit convergente pour ces petites valeurs de x (354.). Et, si cette convergence n'est pas établie a priori, il faut la vérifier après coup avec le plus grand soin et montrer que la série représente bien la fonclion dans les limites indiquées.
422. Il est clair qu'une même fonction F(x) ne peut correspondre qu'à une seule série convergente de la forme
A -+- Bx -h Cr*-4- D jr*-h. . . .
Si Ton trouvait un second développement de même forme,
A'+B'^ + W + DV + ..., il devrait être égal au premier, et l'on aurait
( A + Ba; + C^-i-D^ + ...
(4) ) = A' 4- B'x -h C'x*-h D\r3-t-. . . ou
\JL-A,) + {B-Bf)x-h(C-C')xi+(D-D')x* + ... = o.
Comme cette dernière égalité, vraie quel que soit x dans les limites convenables, est une identité, on en déduit immédiatement (17)
En d'autres termes, deux séries convergentes , ordonnées suivant les puissances ascendantes de x, entières et positives, ne peuvent être égales sans être identiques.
EXEMPLE
423. Pour bien fixer les idées sur les considérations précédentes, nous traiterons l'exemple suivant :
Développer en série ordonnée le produit indéfini
(i + jr)(i-f-.r«)(i-f-.r*)(i-+-.ii*)(i -+-.r16)
Désignons ce produit par $, et posons
$ = 14- Apr-h A3.r2H- A j*3 -+-...,
At, As, A3, ... étant les coefficients à déterminer dans la série supposée.
Si Ton change x en x* dans cette série, elle devient
i -h Ai j?j -h Aj .r* +A3^6 +
D'autre part, si Ton effectue le même changement dans le produit donné, il devient évidemment
c'est-à-dire
On doit donc avoir
...... i-f- A,.r-t- A2.r*-4- Aj-r*-*-..
i-h Ai.r*4- Aixv-4-A3.^6-H. ..=
Au lieu de former la relation
P -+- Q.r -4- R.r« -h Sx3 -h. . . = o
du n° 420, et d'égaler ses coefficients à zéro, il revient au môme de chasser le dénominateur i+j et d'égaler les coefficients des mômes puissances de x dans les deux membres de l'égalité qu'on vient d'obtenir.
On trouve ainsi, successivement,
Aj = i, Ai = Aî, Ai=A8, Ai=A4, Aj=A5, A8=A«, Aa=A7, ...,
c'est-à-dire Ai = i, Ai = A2j Aî=A3, A3 —A4, A4=A5, On a donc, finalement,
(1 -4- x) (i-f- .r*) (i-f- .r*) (1 -+- .r») (1 -+- xi6). . .
( =i + jr + x2+.r3+ .r* +.r5 + ili +
Le second membre de l'égalité (1) représente légitimement le quotient _ > lorsque x est <i (356); il représente donc aussi légitimement, sous la même condition, le premier membre de celte égalité. On a, en effet, identiquement,
I _ i-hx _ (i-h.r)O -H.r2)
Pour la /!*■• fraction, n entier tend vers l'infini et, x étant < 1, x1""' est un infiniment petit qui s'annule à la limite (336). On trouve donc
alors, pour valeur du premier membre de l'égalité (1), le quotient -—
ou le second membre de cette égalité.
Le développement en série est ainsi justifié.
Développements en séries des fractions continues dont les numérateurs des fractions intégrantes sont tous égaux à l'unité.
424. Nous rappellerons d'abord que, lorsqu'on réduit une quantité quelconque en fraction continue (151), les réduites de rang impair, inférieures à cette quantité, forment une suite croissante, tandis que les réduites de rang pair, supérieures à celte quantité, forment une suite décroissante (154, 155, 156). Ces deux suites se terminent quand la quantité considérée est commensurable, et la dernière réduite reproduit sa valeur. Quand cette quantité est un nombre incommensurable, la différence de deux réduites consécutives allant toujours en diminuant et tendant vers zéro, les deux suites indiquées se rapprochent indéfiniment et convergent vers une limite commune qui est ce nombre incommensurable (163).
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425. Soit X la quantité réduite en fraction continue. Représentons les réduites successives par
Pi P2 P3 P„
qV q2' q7 "■' o7 ••"
On peut écrire identiquement, comme valeur de la réduite P„
JQ-~Q. VQi QJ \Q. oJ
( +(&~&)+---+(fe-fe)'
En considérant les fractions renfermées dans les parenthèses du second membre de cette identité, on sait que le numérateur de la différence de deux réduites consécutives est toujours rb i suivant le rang de la première réduite (160, 161).
p Nous aurons donc à la limite, puisque r-p converge autant
qu'on veut vers X à mesure que l'entier n tend vers l'infini,
Jx=lim£
( -^VQ.^Q^, 0,0,^0,0, "^Qn-tQn"')'
X sera ainsi la limite de la série convergente écrite dans le second membre de l'égalité (2) et obtenue en fonction des éléments de la fraction continue qui correspond à X.
426. Tout développement en fraction continue pouvant ainsi donner lieu à un développement en série, il est naturel de chercher, réciproquement, à développer en fraction continue toute série convergente.
Mais alors on est conduit, comme nous le verrons bientôt, à des fractions continues dont les numérateurs des fractions intégrantes ne sont plus tous égaux à l'unité.
Avant d'aller plus loin, nous croyons donc nécessaire d'exposer succinctement les propriétés de ces fractions continues, plus générales que celles que nous avons considérées jusqu'à présent.
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Digression sur les fractions continues dont tous les éléments peuvent être des nombres quelconques.
427. Nous allons considérer des fractions continues de la forme
bx H — —
où les numérateurs ai9 au a3, . . ., des fractions intégrantes ax a4 a5
différents de l'unité
(151) -r-S 7-^ -t^j •• • > peuvent être des nombres quelconques 0i #i 0j
428. Calculons d'abord les premières réduites, pour chercher à découvrir leur loi de formation. Les quatre premières réduites sont les suivantes :
Première réduite :
Deuxième réduite :
a* abx-\- a,
bx bx
Troisième réduite :
ax axbt abxbt-\- axbt-\- aat
a, bxb%+at blbl+ai
Quatrième réduite :
6j H Gj
r/3 btbz + a%
bl+bz
a6t 6j £s 4- ax bt bi ■+■ aat b* -+- abx a8 -+- <7, a» bxbtb3 -+- at b3 -h ^a,
On aperçoit immédiatement, pour la troisième et la quatrième réduite, qu'il faut multiplier les deux termes de la dernière réduite calculée par le dénominateur de la nouvelle fraction intégrante introduite et ajouter le résultat obtenu terme à terme avec la réduite antéprécédente, en multipliant préalablement les deux termes de celle-ci par le numérateur de la nouvelle fraction intégrante.
Nous allons généraliser ce résultat, en remarquant que, si les numérateurs des fractions intégrantes sont tous égaux à l'unité, on retombe sur la loi connue (157).
Désignons symboliquement les réduites successives de la fraction continue par
Po P, P, Ps P
Q.' Qi' 07 0.' "" Q.
l'indice se trouvant ainsi en retard d'une unité sur le rang de
la réduite.
Si Ton applique l'énoncé précédent à trois réduites consé-
P _ P P cutives quelconques ~— -, t^> tt^1' on obtient la formule
où les termes des deux fractions sont séparément identiques, c'est-à-dire satisfont aux relations
P/H-i=Z P/l^rt+1^ P«-itt«+i>
Pour montrer que la formule (i) subsiste toujours, il suffit, suivant un tour de démonstration usité, de prouver que, si elle est vraie lorsque Ton considère les fractions intégrantes jusqu'à
y^j elle l'est encore lorsqu'on passe à la fraction intégrante
Or, en se reportant à l'expression de la fraction continue
p (427), on voit que, pour déduire la réduite ^r^ de la réduite
Tr^-y on n'a qu'à changer, dans le second membre de la for-
mule (i), &/M-i en &„+.-{- 7— • On trouve ainsi
Pn ( bn+t -r 7^ ) 4- Pw_, «,,h-i
Q/i f ^1 -H ^ J -H Q/1-1 "«-ni
ou, en chassant le dénominateur 6„+2î
P,i+* _ ( P„ bn+i -h Pn-, an+x ) 6„+a -h P„ an +?
On en déduit immédiatement, d'après la formule (1),
Q«-f 2 \J« + 1 ^//-l-2 ~+~ Qlt rt/lH-2
Ainsi,lorsque Ton considère une nouvelle fraction intégrante et une nouvelle réduite, la formule (1), supposée applicable jusque-là, se trouve encore vérifiée. Comme on l'a démontré directement pour la troisième et la quatrième réduite, elle se trouve établie pour la cinquième, et ainsi de suite. Elle est donc tout à fait générale et exprime la loi de formation des réduites.
429. On peut facilement, comme nous l'avons fait pour les fractions continues spéciales, étendre cette loi de formation à la deuxième réduite elle-même.
En introduisant, en dehors des réduites réelles, la réduite
fictive -y nous aurons la suite (428)
1 P0 _ a P± __ abj-ï- ax
ô' <^ — 7' Q, "" bx '
et la deuxième réduite ^- sera bien liée, suivant la même
P 1 règle, aux réduites 7^ et -• Qo o
430. Proposons-nous de déterminer la différence de deux réduites consécutives.
On a
11 faut trouver Y expression générale du numérateur de cette différence, qui se réduit à ±:i quand tous les numérateurs des fractions intégrantes sont égaux à l'unité (161). Prenons les relations (428)
En substituant ces valeurs de Pn+l et de Qn+1 dans le numérateur Pn+iQn— Qn+tPn, il vient
(PuA^t+P^-i^+iJQ,,— (Q/i^«-hl-i-Q/i-l«n-hl)I>«
On obtient donc la formule générale
(i) P.+tQJI-Q*+iPll = (-i)(PJiQJ.-1-QllPw-,)flJi,,.
En faisant successivement, dans cette formule (i), n — i, 2, 3, 4, . • ., n, on en déduit les relations
P, Oi-Q2 Pi = (-0(PiQ. -QiPq )«., P3 Q*-Q3 P« = (-0(PtQi Q2Pi )«», P* Q3-Q4 Pa = (-«)(P,Q2 -Q3P, )«*,
P-wQ,- Q«4-iPi,= (- 0 (P.Q.-i- Q.P*-i)**-h.
Remarquons que les deux premières réduites (4-28)
Po _ a Pj^ _ abi-hai
Qo " 1 Q, ~~ *,
ont précisément, pour numérateur de leur différence,
PiQo-QiPo^*,.
Il en résulte évidemment que, si Ton multiplie membre à membre toutes les relations précédentes, on obtient, après simplification,
(2) P«-hiQ«— Q,i-hiP« — (— i)nalasaiai...aH+l.
Si les numérateurs au au az, . . ., a/l4-i des fractions intégrantes sont tous égaux à l'unité, on retrouve bien la formule connue (161). En effet, l'indice /1-+-1 indique (428) qu'il s'agit, comme première réduite, de la réduite de rang n-\- 2. Or, n-\-i est pair ou impair en même temps que n.
Il suit de la formule (2) (430) qu'on a
/0X . Q/i-hl Q/i QnQn+\
J _ (— 1 )"«,«, tt3a4...a/t.H
Si l'on fait, dans cette formule (3), n = o, 1, 2, 3, ...,«, on trouve successivement
Q, Qo_
Ps P,
«, rt«a3at
En remarquant que la première réduite ^ est ~> on O^tient, en ajoutant toutes ces égalités membre à membre et en simplifiant, le développement
I P/i-1-1 ci ax axa, axafa3
,., ) Q^ " T + OTô; ~ Q^jj; + "(MÎT ~ "
qui, sauf un changement de notation, concorde avec celui que nous avons indiqué au n° 4-25, lorsqu'on suppose égaux à l'unité tous les numérateurs des fractions intégrantes.
Si la fraction continue générale, dont nous venons d'étudier les propriétés les plus simples, est illimitée, on fera tendre n vers l'infini, et l'expression (4) représentera le développement en série de cette fraction continue.
Nous allons maintenant traiter quelques cas de la question inverse (4-26). Nous y sommes mieux préparé.
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Transformation des séries en fractions continues.
I. Considérons d'abord une série S de la forme
at at a8 a±
On peut écrire identiquement
i i at — ax t
al a2 a-x at
a% — at
Remplaçons dans cette égalité — par , c'est-à-dire
par
asa3 #2^3
Cela revient évidemment à remplacer a„ dans — > ou a„ d'une manière générale, par
ata3 ==_g1_ = gi+_gi_= aï .
ûfj — as at a4 a3 — a%
En effectuant les deux changements correspondants dans les deux membres de l'égalité (i), nous aurons
» r- - - + zr =
a2 H — ax a% — ai -+-
a>z — o>% a3 — as
Nous pourrons de même remplacer, dans le premier membre de l'égalité (2), — par et, dans le second membre,
as par az-\ - —
La loi est évidente et, en continuant toujours la même transformation, on voit que la valeur de la série indéfinie S
en fraction continue illimitée est la suivante
La fraction continue présente la même convergence que la série, puisque le nombre des fractions intégrantes conservées dans le second membre de la formule (3) est égala celui des termes considérés dans la série.
Il est clair que, si la série donnée étçût divergente, la fraction continue correspondante, qui est une fraction continue générale (k27), le serait aussi.
EXEMPLES
i° Soit la série
Nous en avons démontré la convergence (397, 2°). Son développement en fraction continue sera, en faisant, dans la formule (3) du n°432, *i = i, at= i, az = 3, ak= 4. ...,
2° Soit la série
que nous retrouverons plus tard en traitant des séries circulaires. D'après la môme formule, elle devient, sous forme de fraction continue,
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Cette formule remarquable a été donnée pour la première fois, sans démonstration, par Brounker.
IL La série S pourrait être donnée sous la forme
S = ôi— 6,-4- b3 — bk-h
Il suffira évidemment, pour trouver sa représentation en fraction continue, de remplacer, dans la formule (3) du n° 432,
i i ii
ax par t-> «i par t-> «s par t-> aw par t->
On aura ainsi
bt
ou bien, en réduisant,
In
Ma
435. Nous avons supposé, dans ce qui précède (432, 434), les termes de la série alternativement positifs et négatifs. Cela ne change rien à la généralité des formules obtenues, puisque les lettres employées peuvent toujours représenter indifféremment des nombres positifs ou négatifs. C'est ce que montre l'exemple suivant.
EXEMPLE
Soit la série
S = I -4- x -+- .r1 -+- x* -+- . . . -4- J?"-1 -4- xn -h . . . , qui est convergente, comme on le sait, pour x < i (356) et qui représente alors le quotient » •
En appliquant la formule (4) du n° 434 et en y faisant At = i, b2 = — x, &, = x*, ^4 = — x8, ..., nous aurons
x*-hx*-h
c'est-à-dire
.rï-fi*-.
valeur qu'on peut facilement ramener à la forme plus simple
En s'arrêtant dans la fraction continue à la fraction intégrante de rang /*, il est facile de vériûer que la fraction limitée correspondante représente la somme des n premiers termes de la série.
fc37. III. Nous terminerons en considérant une série de la forme
a ab abc abcd abcde On a identiquement
ab ab
Mais la somme des trois premiers termes de la série a a6 abc a\ b ~bc)
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Jl faut donc, pour avoir le développement des trois premiers termes de la série, remplacer simplement, dans l'égalité (i),
^ par t — t- ou, dans le second membre de cette égalité, b par i bc , b
On a alors
b bc '
a ab abc
c — i De même, la somme des quatre premiers termes de la série
\_ i jl [_ — L[ — l J î—^
a ab abc abcd a \ b bc bcdj
Il faut donc, pour avoir le développement de ces quatre premiers termes, remplacer simplement, dans l'égalité (a),
- par -, ou, dans le second membre de cette égalité, c par
c c ca
cd c
i ~~rf-
' cd
i en résulte
i i i a ab abc
abcd
Soit la série
étudiée précédemment (397, i°).
Si l'on se reporte à la marche suivie (411) pour obtenir, à l'aide de
la formule du binôme, le développement de / n — j • quand m croit
indéfiniment, on voit facilement que cette série représente, dans les
mômes conditions, le développement de f i j • c'est-à-dire (4i7)
la quantité incommensurable - •
En faisant, dans la formule (3) du n° 437, a = 2, b = 3, e = 4, d=5, e = 6, /=7, ..., on aura donc, pour le développement de
- en fraction continue,
En prenant l'inverse de ce résultat, on obtient, comme développement du nombre e (403) en fraction continue, cette expression remarquable
NOTIONS SUR LA CONTINUITÉ
Variables et fonctions.
439. En Algèbre, où Ton emploie des symboles généraux, il semble qu'on puisse toujours substituer à ces symboles des valeurs quelconques. Mais il y a lieu de distinguer, dans chaque question, entre les variables et les constantes.
On appelle variable toute quantité qui, dans la question proposée, est regardée comme devant prendre successivement des valeurs différentes.
On appelle constante toute quantité qui, dans cette même question, est regardée comme devant conserver une valeur fixe.
Les variables sont, par cela même, indéterminées; les constantes sont déterminées.
C'est en étudiant l'énoncé de la question qu'on sépare dans chaque cas les variables et les constantes.
440. Toute quantité qui dépend, suivant une loi quelconque, d'une ou de plusieurs autres quantités, et qui varie en même temps qu'elles, par suite de leurs propres variations, est dite fonction de ces quantités.
441. Soient, par exemple, les deux quantités x et y, supposées telles, que si l'on donne à x une valeur déterminée,
y prenne à son tour et nécessairement une autre valeur déterminée, y dépendra alors de x et, quelles que soient la nature de cette dépendance et la série des opérations à effectuer pour déduire, de la valeur donnée à x, la valeur correspondante ou simultanée de y, cette quantité variable y sera une fonction de la quantité variable x. D'ailleurs, comme c'est x que Ton fait, dans cette hypothèse, varier directement et arbitrairement, on dit que x est la variable indépendante.
On conçoit que x est réciproquement une fonction de y regardée comme variable indépendante.
Cette fonction y de x et cette fonction x de y, qui ne sont que deux modes d'expression d'une liaison identique, sont dites inverses Tune de l'autre. Nous reviendrons sur ies/o/ictions inverses.
On peut avoir plus de deux variables à considérer
Si la quantité variable u dépend, comme on vient de l'expliquer pour y comparée à x} de plusieurs autres quantités variables x, y, z, . . . , c'est-à-dire si u est nécessairement déterminée lorsqu'on donne à x, y, z, ... des valeurs déterminées, on dit que u est une fonction de x, y9 z, ..., regardées comme variables indépendantes.
443. Pour indiquer d'une manière générale qu'une variable est fonction d'une seule variable x, sans préciser par quelles opérations elles dépendent l'une de l'autre, on emploie les notations
De même, on indique une fonction de plusieurs variables x9
y, z, ... par les notations analogues
F(^,j, -,...), f{-v>y9s,...)9 <t(x,y,*> ...), Ft(x,7,5, ...).
Nous en avons déjà vu de nombreux exemples.
On peut toujours employer les notations précédentes, dès qu'on est certain que les quantités considérées sont fonctions l'une de l'autre ou l'une des autres, lors même que la loi qui les lie n'est pas exactement connue ou n'est pas susceptible d'une expression analytique.
Comme on le sait déjà, si l'on attribue à x une valeur spéciale a, le résultat de la substitution de a à la place de x dans F(x) est représenté par F(a). De même, F(a, 6, c, . . .) repré-
sente le résultat de la substitution des valeurs a, b9 c, . . . , à la place de x, y9 z> . . . , dans la fonction F(x, y9 z, . . .).
Supposons qu'on ait
Si l'on conçoit cette équation résolue par rapport à x, on en déduit
Les deux fonctions désignées par les signes F et 9 sont ce que nous avons appelé des fonctions inverses. La remarque faite à ce sujet (441) acquiert une pleine évidence, lorsqu'on regarde y comme l'ordonnée de la courbe qui représente graphiquement la fonction y = ¥(œ) et x comme son abscisse (Alg. élém., 312 et suiv.). La courbe étant construite, il est clair que Ton peut aussi bien regarder l'ordonnée d'un de ses points comme fonction de l'abscisse, que l'abscisse elle-même comme fonction de l'ordonnée.
445. En général, les variables qui entrent dans une question sont liées entre elles par un système d'équations exprimant toutes les conditions de l'énoncé.
Il y a toujours plus de variables que d'équations; sans quoi, elles seraient, en général, déterminées, et ne joueraient plus le rôle de variables.
Supposons, par exemple, qu'on ait six variables et quatre équations. On choisira alors deux variables qu'on regardera comme devant recevoir des valeurs arbitraires et qui seront les variables indépendantes. Les quatre autres variables, déterminées par les valeurs des deux premières, à l'aide des quatre équations posées, seront des fonctions de ces deux premières variables.
Si l'on cherche l'aire d'un cercle, les deux variables sont l'aire du cercle et son rayon, liés par une seule équation (Géom., 259). On peut alors prendre le rayon pour variable indépendante, et dire que l'aire du cercle est fonction de son rayon.
De même, si l'on cherche le volume d'un cylindre de révolution, les trois variables sont le volume du cylindre, sa hauteur et le rayon de sa base circulaire, liés par une seule équation (Géom., 443). On peut alors prendre la hauteur et le
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rayon pour variables indépendantes et dire que le volume du cylindre de révolution est fonction de sa hauteur et du rayon de sa base.
Différentes espèces de fonctions.
446. Les fonctions appartiennent naturellement à deux catégories principales : elles sont algébriques ou transcendantes.
Dans le sens le plus général, y est une fonction algébrique de x9 quand chaque couple de valeurs correspondantes dextt de y satisfait à une équation de la forme
dont le premier membre est un polynôme entier et rationnel en x et en y.
Cette définition s'étend aux fonctions de plusieurs variables. Ainsi z est une fonction algébrique de x et de y quand chaque 1 couple de valeurs correspondantes, de z d'une part, et de x et 1 dey, d'autre part, satisfait à une équation de la forme j
F(tf,7,s) = o,
dont le premier membre est un polynôme entier et rationne! en x9 y 9 z.
Les fonctions transcendantes sont toutes celles qui échappent à{ la définition précédente, comme
y = ax, y = \ogx, j = sino:, 7 = tango?,
y £ = marctang — •
Tout polynôme entier en x, tel que
A0 xm -f- Aj x"1-1 -4- A, xm~% 4- . . . H- A,*-! x -4- A,„,
où m est un nombre entier et positif et A„, Al9 At, ..., À^des nombres constants, est une fonction entière de x. Le quotient de deux polynômes entiers en x, tel que
A0xm -4- At xm~l -\- A, xm~* H- . . . •+- km~x x + A» B0 a?* -+- Bi x*^ -f- B, xn~* -h... -h Brt_, x -+■ Ba '
est une fonction rationnelle de x.
Lorsque la fonction algébrique définie (446) par l'équation
est du premier degré en 7, on voit qu'elle donne précisément pour^ : ou un polynôme entier en x, c'est le cas de la fonction entière; ou le quotient de deux polynômes entiers en x9 c'est le cas de la fonction rationnelle.
kk8. L'étude des fonctions entières constitue précisément la Théorie générale des équations (Algèbre supérieure, II6 Partie). Quant aux fonctions rationnelles, nous examinerons également dans cette seconde Partie la décomposition importante à laquelle on peut toujours les soumettre (Décomposition des fractions rationnelles en fractions simples).
449. Une fonction est dite explicite, lorsqu'elle est exprimée immédiatement au moyen des variables dont elle dépend, c'est-à-dire lorsque les opérations à effectuer sur les valeurs des variables pour obtenir les valeurs correspondantes de la fonction sont indiquées immédiatement par les signes connus.
Ainsi les fonctions
y = x ± \Jx% — a*, y = logo?
sont des fonctions explicites de x : la première est algébrique, la deuxième est transcendante.
La forme générale des fonctions explicites est
450. Une fonction est dite implicite, lorsqu'elle est mêlée aux variables dont elle dépend dans des équations non résolues, de sorte que les opérations à effectuer sur les valeurs des variables pour obtenir la valeur correspondante de la fonction n'apparaissent pas; ou bien, lorsque la fonction est liée aux variables par des conditions non exprimées.
Si l'on a, par exemple,
hx* — 2xy ■+■ y* — 3a*rr o,
y est une fonction implicite de x, comme x une fonction implicite de y. En résolvant l'équation donnée par rapport
à Tune des variables y, on passe de la fonction implicite à la fonction explicite
y = x±yj$(a}— x1).
La forme générale des fonctions implicites est F(*,7,s, ...) = o.
Extension de ridée de fonction. Intervalles. Fonctions finies et non finies.
4-51. On peut étendre l'idée de fonction. Nous n'indiquons cette extension qu'à un point de vue absolument théorique, et pour faciliter la compréhension des notions qui suivront.
Nous dirons d'abord un mot de ce qu'on entend par un ensemble de nombres.
Quand des nombres satisfont exclusivement à une certaine condition déterminée, ils forment un ensemble : ils peuvent être rationnels ou irrationnels, égaux ou inégaux, en nombre fini ou infini.
L'ensemble de ces nombres est défini, lorsqu'on peut reconnaître que tel nombre donné appartient ou non à l'ensemble. Ainsi, les nombres entiers forment un ensemble, d'où sont exclus immédiatement les nombres fractionnaires et les nombres incommensurables.
Quand aucun des nombres considérés ne surpasse une certaine limite L, l'ensemble admet une limite supérieure L; quand aucun de ces nombres ne tombe au-dessous d'une certaine limite /, l'ensemble admet une limite inférieure L Ou bien les deux limites seront atteintes et feront partie de l'ensemble, ou bien on pourra en approcher autant qu'on voudra.
4-52. Cela posé, prenons un ensemble de nombres tous distincts et regardons-les comme les valeurs attribuées à une variable x. Si, à chacune de ces valeurs de x, on fait correspondre un nombre y, on peut dire que y est une fonction définie de x pour les nombres appartenant à l'ensemble choisi.
Soient maintenant deux nombres quelconques a et b (a<b). On peut appeler intervalle (a, b) l'ensemble de tous les nombres, rationnels ou non, compris entre a et à, les deux extrêmes a et b faisant aussi partie de l'intervalle.
L'étendue de l'intervalle est alors la différence 6 — a; et si les nombres a', b' appartiennent à l'intervalle (a, b), l'intervalle (a', b') lui-même est contenu dans l'intervalle («, b).
Pour qu'une fonction y de a? soit définie dans l'intervalle (a, 6), il faut qu'à chaque valeur de x représentée par un des nombres de l'intervalle corresponde une valeur déterminée de y, qu'on peut d'ailleurs assigner d'une manière complètement arbitraire.
On obtiendra par cette voie les fonctions les plus variées, sans grande utilité apparente, il est vrai; car ce sont les besoins et les développements de la Science qui ont conduit et qui conduisent, successivement et naturellement, à l'étude des fonctions présentant un véritable intérêt. Les considérations précédentes vont néanmoins nous servir à préciser des points délicats.
453. Une fonction yz=¥(x) définie dans l'intervalle (a, b) a, par hypothèse (4-52), une valeur déterminée pour chaque valeur de la variable x appartenant à cet intervalle.
Toute fonction entière de x est évidemment définie dans un intervalle quelconque. Il en est de même de toute fonction rationnelle de x, pourvu que l'intervalle considéré ne renferme aucune valeur de x annulant le dénominateur de la fonction (447).
Une fonction est dite finie dans l'intervalle (a, b), s'il existe un nombre positif A tel que, dans cet intervalle, chaque valeur de la fonction soit, abstraction faite du signe, inférieure à A.
Lorsqu'une fonction y = Y(x) est finie dans un intervalle (a, b), elle admet, en général, dans cet intervalle une limite supérieure L et une limite inférieure /, c'est-à-dire que chaque valeur de/, pour une valeur de x appartenant à l'intervalle considéré, est au plus égale à L et au moins égale à /. En effet, quelles que soient les variations de la fonction, elle ne pourra pas, par définition, s'élever positivement au-dessus de -+- A, et elle ne pourra pas descendre négativement audessous de ■— A.
Il est clair que A peut se confondre, en valeur absolue et sauf un infiniment petit, avec L ou avec /. Dans tous les cas, si L et / sont de mêmes signes, on a forcément L > /; et cette condition est remplie a fortiori, si L et / sont de signes contraires.
D'après cela, la différence L — /, où L et / entrent avec leurs signes, est toujours positive. Cette différence (qui peut être nulle) est Yoscillation de la fonction dans l'intervalle (a9 b).
Cette oscillation a évidemment 2 A pour limite supérieure, en admettant que L et / soient de signes contraires et aient môme valeur absolue; elle peut être beaucoup plus faible.
Si Ton divise l'intervalle (a, b) en n intervalles partiels et | si l'on désigne dans chacun d'eux, par Llf Ls, L,, . . ., L*, les limites supérieures de la fonction et par llf /,, /,, . . ., ln, ses | limites inférieures, L sera le plus grand des premiers nombres et /, le plus petit des seconds.
L'oscillation de la fonction dans un intervalle (a', b') contenu dans l'intervalle (a, b) (452), est au plus égale à l'oscillation L — /.
454. Soient une fonction y=zF(x) définie dans l'intervalle (a, b) et deux valeurs quelconques de la variable, œx et xt, appartenant à cet intervalle.
A étant un nombre positif donné, si l'on a, en valeur absolue, pour la différence des valeurs correspondantes de la fonction,
on peut affirmer que la fonction est finie dans l'intervalle considéré (453).
En effet, sa valeur absolue reste, dans cet intervalle, toujours inférieure à F (a) -h A.
Son oscillation est, en même temps, au plus égale à A (453).
455. Réciproquement, si une fonction / = F (#) est définie dans l'intervalle (a, b) (452), sans être finie (453), cela signifie que, quel que soit le nombre positif donné À, il y a, dans l'intervalle (a, b), au moins une valeur de x telle, que la valeur absolue de F(a?) surpasse A.
Si l'on divise alors l'intervalle (af b) en un nombre quelconque n d'intervalles partiels, il y aura au moins un de ces intervalles partiels (xt,&*) pour lequel la fonction ne sera pas finie et pqur lequel on aura, en valeur absolue (454),
F(ar1)-F(arf)>A.
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De la continuité des fonctions d'une seule variable.
456. On dit qu'une variable est continue dans un certain intervalle, lorsqu'elle ne peut passer de sa première valeur à la dernière sans parcourir toutes les valeurs intermédiaires (Alg. éléni., 310).
Il est entendu que ces valeurs peuvent être négatives ou positives, et que leur ordre de grandeur est toujours réglé d'après la définition adoptée précédemment (Alg. élém., 214, 218).
Par exemple, la variable x est continue dans l'intervalle ( — 5,-3), lorsqu'elle ne passe d'une limite à l'autre qu'en prenant toutes les valeurs négatives dont la valeur absolue est comprise entre 5 et 3. De même, elle est continue dans l'intervalle (—2,7), lorsqu'elle prend successivement la valeur — 2, toutes les valeurs comprises entre — 2 et 7, et la valeur 7. Les valeurs intermédiaires sont ici toutes les valeurs négatives de —2 à o, le nombre o lui-même, et toutes les valeurs positives de o à 7.
457. Il faut maintenant définir la continuité d'une fonction y=zF(x) dans un intervalle (a, b).
Soient xt et x* deux valeurs quelconques de x appartenant à l'intervalle, et k un certain nombre positif tel qu'on ait
(1) x^ xt<h.
Désignons par k un autre nombre positif. La fonction sera continue dans l'intervalle (a, b), si l'on a, en même temps que (1), et en valeur absolue,
(2) F(jr1)-F(d?1)<*.
458. Remarquons qu'une fonction continue dans l'Intervalle (a, b) est nécessairement finie (453) dans cet Intervalle.
On peut, en effet, choisir k arbitrairement et déterminer ensuite la valeur corrélative de h (457); puis, diviser l'intervalle (a, b) en un nombre n d'intervalles partiels, tel que chacun d'eux soit moindre que h. La valeur de la fonction restera alors (454) moindre que F(a)-hk dans le premier intervalle partiel, moindre que F (a) 4- 2 k dans le deuxième
38o ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
intervalle, ..., moindre que F(a)-t-nk dans le nième intervalle. Elle sera donc finie dans l'intervalle (a, b) (454).
On voit, en même temps, que l'oscillation de la fonction continue dans chaque intervalle partiel sera au plus égale à k; car, s'il n'en était pas ainsi, on aurait en même temps que œi — xt<h9 et contre l'hypothèse, F(#j) — F(xt) > Xr.
459. Réciproquement, si la fonction F(x) est finie dans l'intervalle (a, b)> elle est continue dans cet intervalle.
En effet, on peut alors diviser l'intervalle (a, b) en /* intervalles partiels tels, que dans chacun d'eux l'oscillation de la fonction soit moindre qu'un nombre positif donné A* (453). En désignant alors par h un nombre positif moindre que l'étendue du plus petil de ces intervalles partiels, on pourra prendre deux valeurs xx et xt de la variable x, appartenant à l'intervalle {a, b) et présentant une différence inférieure à h.
Si xï et xt appartiennent à un même intervalle partiel, on aura nécessairement (453)
F(«,)-FW<*,
en même temps que
xx — #,<//.
Si xx et xt appartiennent à deux intervalles partiels contigus, dont l'origine commune réponde à une certaine valeur X de la variable x, on aura
F(*i) - F(^) = [F(xt) - F(X)] + [F(X) - F(*,)],
c'est-à-dire
F(.r,) — F(.Tt)<aX\
La continuité de la fonction F(x) dans l'intervalle (a, b) est donc établie (457).
460. La fonction F(x) étant continue dans l'intervalle (a, b)} si, au lieu de prendre, dans cet intervalle, deux valeurs quelconques xx et xit on suppose que la variable x croisse d'une manière continue (456), il est clair que la différence xx — xt tendra vers zéro autant qu'on voudra, en même temps que le nombre positif A qui est simplement une limite supérieure de a?,— xt (457).
D'autre part, le nombre n des intervalles partiels pour cha-
cun desquels l'oscillation de la fonction est moindre que le nombre positif k (458) tendant alors vers l'infini, tandis que l'oscillation totalede la fonction dans l'intervalle (a, b) est une quantité finie qui a pour limite supérieure nk (458), le nombre k>Y(xx) — F(xt) tendra aussi vers zéro (Alg. élém. ,118). On peut donc dire encore que, si une fonction y = ¥(x) est continue dans un intervalle {a, b), elle est continue pour chaque valeur de x appartenant à cet. intervalle, en ce sens qu'à un accroissement infiniment petit (336) de la variable x correspond toujours un accroissement infiniment petit de la fonction y, de sorte que, la variable passant d'une certaine valeur à une valeur infiniment voisine, il en est de même de la fonction.
461. Réciproquement, si une fonction yz=F(x) est continue pour chaque valeur de x appartenant à un intervalle (a, b), dans les conditions qu'on vient d'indiquer (460), elle est continue dans ce même intervalle (457).
Il faut bien comprendre d'abord que celte proposition n'est pas évidente et qu'elle a besoin d'être démontrée.
Et, en effet, si la fonction y=. F (x) est continue dans l'intervalle (a, b) pour chaque valeur de x appartenant à cet intervalle, on peut, en se donnant le nombre positif k9 faire correspondre à chaque valeur de x un nombre positif A, tel que l'oscillation de la fonction soit moindre que k dans tout intervalle partiel moindre que A, qui comprend x. Mais on ne peut pas affirmer a priori que toutes les valeurs de A ainsi trouvées et qui sont seulement plus grandes que zéro soient supérieures à un certain nombre positif A' : ce qui permettrait de conclure immédiatement que, dans tout intervalle partiel moindre que h! compris dans (a, b), l'oscillation de la fonction est moindre que k9 et qu'elle est, par suite, continue et finie dans l'intervalle (a, b) (457).
Admettons donc que, de quelque manière que l'intervalle (a, b) ait été divisé en intervalles partiels, l'oscillation de la fonction, dans l'un, au moins, de ces intervalles, soit égale ou supérieure à k. Nous allons montrer que cette supposition entraîne nécessairement la non-continuité ou la discontinuité de la fonction pour une certaine valeur de x appartenant à l'intervalle (a, b).
Supposons qu'on divise cet intervalle en ioA parties égales.
Les valeurs successives de la variable x, qui correspondront aux extrémités des intervalles partiels obtenus, seront évidemment
a, a-\ -, a-f-2 — - > ..., a -4- (iort — i)— — -, b. ■
' iort 10" \on
A mesure qu'on poursuivra l'opération, c'est-à-dire qu'on fera ' croître rentier n, retendue d'un intervalle partiel, représentée
par y tendra vers zéro autant qu'on voudra. Il en résulte
1 io* !
que, dans celui où, quel que soit n, l'oscillation de la fonction est supposée égale ou supérieure à k, les deux extrémités se rapprocheront indéfiniment d'une certaine valeur de x comprise dans cet intervalle partiel et pour laquelle, par conséquent, la condition F(j?,) — F(#,) < k ne pourra plus être remplie. La fonction, pour cette valeur spéciale de a?, ne serait donc plus continue (457).
Mais, puisque, par hypothèse, elle est continue pour toute valeur de x appartenant à l'intervalle (a, b)} il est impossible d'admettre l'existence d'un certain intervalle partiel où l'oscillation de la fonction serait égale ou supérieure à k. Dans tous, cette oscillation est donc inférieure à k, et la fonction est continue dans l'intervalle (a, b) [457].
Exemples de fonctions continues dans le cas d'une seule variable.
462. I. Toute fonction entière de x est une fonction continue (447).
Nous considérerons d'abord la fonction (i) y — kxP9
p étant un nombre entier et positif, et A un nombre constant. C'est la fonction simple algébrique dans le cas d'un exposant entier et positif.
Supposons que la variable x, à partir d'une valeur quelconque, reçoive l'accroissement h. La fonction y deviendra
et prendra l'accroissement k, qui aura pour expression, en
retranchant les équations (i) et (2) et d'après la formule du binôme,
(3) j =A[^-^+^f^^^ + ...4-Ap].
Il est facile de prouver que chacun des termes du second membre de cette expression peut devenir moindre qu'une quantité donnée S aussi petite qu'on voudra, en donnant à h une valeur suffisamment petite.
Posons, en effet, le terme général
n On en déduit
hn<
A./>(/> — ■)(/> — 2). . .(/> — n-\-i)xP~n
et Ton voit qu'il suffit de donner à l'accroissement h une valeur moindre que la racine niim* du second membre de cette inégalité, pour que le terme général soit plus petit que d.
Mais, si l'on peut attribuer à h une valeur telle, que chacun des termes de l'accroissement k, dont le nombre est p, soit moindre que S, l'accroissement k lui-même sera alors inférieur hpd.
Par conséquent, pour que cet accroissement soit moindre, à son tour, qu'une quantité désignée e aussi petite qu'on voudra, on n'a qu'à poser />d < e et à prendre
Ainsi, lorsque, pour chaque valeur de la variable x, l'accroissement h assigné à cette variable reçoit une valeur suffisamment petite, l'accroissement k pris par la fonction y peut devenir lui-même plus petit que toute quantité donnée. La fonction y = kxp est donc une fonction continue de x (1160, 461).
Soit, maintenant, une fonction entière quelconque de x
y = A0xm-t- A1#m-,H-A1a:m-t + . . . + Am-t.T + Am.
Nous venons d'établir qu'on peut donner à x un accroissement
assez petit pour que l'accroissement correspondant de chacun des m termes variables de la fonction soit moindre que toute quantité donnée. Il en sera donc de même, d'après ce qui précède, de l'accroissement de la somme de ces m termes ou de l'accroissement total de la fonction ; ce qui démontre la continuité de toute fonction entière de x.
463. II. La somme algébrique ou le produit de fondions continues en nombre fini est encore une fonction continue.
Considérons, par exemple, ia démonstration étant analogue pour les deux cas, le produit de p fonctions continues, telles que
F1(*)F,(*)Fs(.20-..F/,(*).
Donnons à la variable x, à partir d'une certaine valeur, un accroissement A. L'accroissement correspondant A: du produit aura pour expression
k= F, {x -h h) F,(# + h) Yz{x h- h). . .Fp(x -h h) -Fi(x)F1(x)Fz(x)...Fp(x).
Les fonctions proposées étant continues, les facteurs qui composent le premier terme de cette expression tendent indéfiniment, à mesure que h diminue, vers Ft(x), F»(jf), F3 (x), . . ., Yp(x), qui sont alors leurs limites. Comme il y a un nombre fini p de facteurs, la limite de leur produit est égale au produit de leurs limites (343). Il en résulte que le premier terme de la valeur de A- s'approchant indéfiniment du second terme de cette valeur, k diminue autant qu'on veut et peut devenir moindre que toute quantité donnée pour h assez petit, ce qui justifie l'énoncé*
464-. III. Le quotient de deux fonctions continues est une fonction continue.
Cette proposition est soumise à une restriction (453).
Lorsqu'il y a continuité, la fonction a pour chaque valeur
de la variable une valeur finie et déterminée (458).
F (x) Si l'on a comme fonction le quotient *, !, il ne faut donc
considérer x, au point de vue du théorème à démontrer, que dans un intervalle où aucune de ses valeurs ne puisse annuler le dénominateur F2 {œ) ; car, pour une pareille valeur, l'exprès-
sion de la fonction n'aurait plus aucun sens, du moins par elle-même. Dans tous les cas, comme le quotient proposé croît alors sans limite à mesure que x s'approche de la valeur qui, laissant le numérateur fini, annule le dénominateur, ce quotient, dans cette hypothèse, ne peut plus être une fonction continue.
Le théorème ne peut donc être vrai que lorsque x se maintient dans un intervalle tel, qu'aucune valeur de x ne puisse annuler le dénominateur F2(#).
Cette condition étant supposée remplie, donnons à x, à partir d'une certaine valeur, un accroissement h. La fonction prendra un accroissement correspondant k, représenté par
Fjjx+h) F,(x) _Fi(x-hh)Fi(x) — Fl(x)Fi(x-hh)
Ft(x+h) F,(ar) " Fi(x)Fi(x -h h)
Or, à mesure que h diminue, le dénominateur de cette ex-
pression s'approche autant qu'on veut de F2(a?) , tandis que le numérateur converge évidemment vers zfcro, puisque les fonctions données sont continues. Il en résulte que la condi-
tion de continuité est remplie par la fonction -^ — '> sous la
ht(x)
réserve de la remarque précédente.
Le théorème subsiste quand le numérateur Ft(x) se réduit à une constante.
to>5. IV. Toute racine cT une fonction continue est une fonction continue, dans tout intervalle où cette racine conserve une valeur réelle (130, 131 ).
Soit la racine />ième d'une fonction continue F(x), considérée dans un intervalle où cette racine demeure réelle. Donnons à x, à partir d'une certaine valeur, un accroissement h. L'accroissement correspondant k pris par la fonction sera
11 faut prouver qu'on peut toujours rendre k aussi petit qu'on voudra, en donnant à h une valeur suffisamment petite. Nous emploierons ici la méthode de réduction à l'absurde (Géom.,$k).
Si k ne satisfaisait pas à la condition indiquée, il resterait supérieur à une quantité désignée d, quelque petit que fût h,
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de sorte qu'on aurait alors
tyFjx + ~h) - VF(x) > a
ou
F(jc+h)>(\/F(jr) + d)p.
Or celle inégalité est impossible; car, h tendant vers zéro, la limite du premier membre est F(x), puisque celle fonction est continue, tandis que le second membre est un nombre constant, évidemment supérieur à F(x).
k peut donc devenir aussi petit qu'on veut pour h assez petit, et la fonction fyF(x) est continue si elle est réelle.
466. La fonction donnée F(x) peut être une fonction entière de x ou, ce qui revient au même (302 et suiv.), une pareille fonction élevée à une puissance entière. Il est, par suite, permis de dire qu' une fonction entière de x élevée à une puissance fractionnaire quelconque est encore une fonction continue, pourvu que La condition indiquée (465) soit remplie.
11 en est de même d'une fonction entière de x élevée à une puissance négative (464).
En résumé, toute fonction entière de x élevée à une puissance quelconque, entière ou fractionnaire, positive ou négative, ne cesse pas d'être une fonction continue, sau f la restriction ci-dessus.
Cas des fonctions de plusieurs variables.
467. Les notions qui précèdent s'étendent aux fonctions de plusieurs variables.
Une fonction F(x, y} z), par exemple, peut être regardée comme continue dans un intervalle donné ou entre deux groupes de valeurs connues des variables x,y, z, si elle reste constamment réelle et finie dans cet intervalle, en variant par degrés insensibles, lorsqu'on fait varier x, y, z de la même manière dans les limites assignées.
Ainsi h, k9 l désignant les accroissements attribués respectivement à x, y, z, à partir d'un groupe de valeurs simultanées compris dans l'intervalle donné, l'accroissement correspondant de la fonction, représenté par
devra tendre vers zéro à mesure que h, k9 l diminueront, si la fonction proposée est continue.
En d'autres termes, dans cette hypothèse, si l'on fait tendre les variables x, y, z vers des valeurs limites a, b, c, la fonction F(x, y, z) devra approcher indéfiniment de F(a, b, c). C'est le principe général de la méthode des limites (348).
468. Nous croyons utile d'indiquer ici les propositions suivantes : la première se rapporte aux fonctions de fonctions et la seconde aux fonctions composées (voir Livre V).
469. I. Si y — F( x) est une fonction continue de x dans un certain intervalle, et si u = y(y) est une fonction continue de y dans cet intervalle, u est une fonction continue de x dans le même intervalle.
Car, si l'on donne à x, h partir d'une certaine valeur appartenant à l'intervalle considéré, un accroissement infiniment petit,/ prendra à son tour un accroissement infiniment petit, de sorte qu'il en sera de même de u. Par conséquent, lorsque # prend un accroissement infiniment petit dans les limites assignées, u prend aussi un accroissement infiniment petit. Dans ces limites, u est donc une fonction continue de x.
470. II. u et v étant des fonctions continues de x dans un intervalle donné, siF(u, v) est une fonction continue de u et de v dans le même intervalle, F(u, v) est, dans cet intervalle, une fonction continue de x.
Car, si l'on donne à x, à partir d'une certaine valeur prise dans l'intervalle considéré, un accroissement h, u et v prendront à leur tour les accroissements respectifs a et |3 et deviendront u 4- a et v -+- (3. L'accroissement correspondant de la fonction F(u, v) sera alors
En vertu de La continuité supposée et pour h assez petit, a et (3 tendront vers zéro autant qu'on voudra. 11 en sera donc de même de l'accroissement de la fonction F(u, v). Par conséquent, lorsque x prend un accroissement infiniment petit dans les limites assignées, F(u, v) prend aussi un accroissement infiniment petit et est une fonction continue de x dans les mêmes limites.
471. Si Ton voulait mettre en évidence la part de chaque accroissement de u et de v dans l'accroissement total de F(w, v), on écrirait cet accroissement (MO) comme il suit :
En faisant varier seulement u, on a, en effet, comme premier accroissement de la fonction ¥{u, r),
puis, en faisant varier e à son tour dans le premier résultat F(w-+- a, v), on a, comme nouvel accroissement de la fonction,
La somme des deux différences obtenues, dont la première s'annule pour a — o et la seconde pour (3 — o, est l'accroissement total de F( w, v), nul pour a = o et (3 — o.
Discontinuité.
472. En s'aidant du mode de représentation graphique, dont nous avons déjà donné un aperçu succinct en Algèbre élémentaire {Alg. élém., 312 et suiv.), on prend une idée très nette de la continuité d'une fonction dans un certain intervalle, aussi bien que des particularités qui peuvent se présenter et interrompre cette continuité, comme nous l'avons vu en traitant quelques exemples choisis {Alg. élém., 314 à 321). On dit alors que la fonction est discontinue.
Ainsi, pour une certaine valeur attribuée à x, les opérations par lesquelles on doit en déduire la valeur correspondante de la fonction peuvent conduire à des résultats n'ayant par euxmêmes aucun sens, comme — ou oo, -, o.oo, — Il faut, dans
oo
ce cas, faire tendre x indéfiniment vers l'une des valeurs qui entraînent ces résultats et chercher vers quelle limite converge la valeur simultanée de la fonction. Si cette limite existe ou est susceptible d'interprétation, elle fait connaître la valeur de la fonction pour la valeur spéciale de x qu'on a considérée.
Si l'on trouvait deux limites différentes de la fonction, comme ±:oo, par exemple {Alg. élém., loco cit.), pour une
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valeur x=xu la fonction s'approcherait indéfiniment de Tune ou de l'autre de ces deux limites, à mesure que la variable x tendrait verser,, en restant constamment plus grande ou plus petite que cette valeur xx.
473. Nous terminerons ces notions en citant encore un cas où il y a, pour ainsi parler, à la fois continuité et discontinuité. C'est celui où la fonction admet régulièrement plusieurs valeurs pour chaque valeur assignée à la variable dans un certain intervalle.
C'est ce qui a lieu, par exemple, en général, pour une fonction algébrique F(x, y)r= o (446), oùj entre à un degré supérieur au premier (449, 450).
La fonction est alors dite à détermination multiple.
Il faut, dans cette hypothèse, pour étudier la continuité réelle de la fonction, isoler les différents systèmes de valeurs ainsi associés, c'est-à-dire ne joindre à la valeur de x qu'une seule des valeurs correspondantes de 7.
Les remarques que nous venons de faire sur la discontinuité et que la Géométrie analytique (t. V) mettra dans tout leur jour s'appliquent à plus forte raison aux fonctions de plusieurs variables.
ÉTUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE
Définitions et théorèmes préliminaires.
Exposants incommensurables.
klk. Quand la variable est en exposant, la fonction est dite exponentielle.
Nous allons l'étudier sous sa forme la plus simple
y — ax.
Nous supposons que a est un nombre donné positif , et que la variable x peut parcourir toute l'échelle des grandeurs réelles, de — oo à -*-x (Alg. élém.y 218).
W5. Quand x est commensurable, l'expression a* a un sens parfaitement déterminé.
Le cas de x entier ne présente aucune difficulté (128).
Soit x — —, m et n étant des entiers positifs.
On a alors, par définition (HO),
ax—an = tyam .
Comme a est positif, si Ton convient de ne considérer que les valeurs arithmétiques des radicaux (131), am aura une valeur positive, et il en sera de même de s/a™. C'est cette seule valeur que nous conserverons. Il ne peut donc y avoir aucune ambiguïté.
Soit, enfin, x=—p9 p étant un nombre entier positif ou un nombre fractionnaire à termes positifs. On a, dans ce cas,
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par définition (145),
et aP ayant, d'après ce qu'on vient de dire, une seule valeur positive, la valeur de ax est encore parfaitement déterminée.
476. Avant d'aller plus loin, remarquons qu'il est nécessaire de supposer a positif.
Si ce nombre constant était, en effet, négatif, am serait négatif pour m impair, et )/a~"1 aurait alors une valeur imaginaire pour toute valeur paire de n (130, a0). En faisant varier la valeur commensurable de x d'une manière quelconque, la fonction ax pourrait donc être alternativement réelle et imaginaire, et nous ne voulons l'étudier ici que dans ses valeurs réelles et même positives.
477. Il nous reste à examiner l'hypothèse de x incommensurable. Que signifie, dans ce cas, l'expression ax et quelle interprétation doit-elle recevoir?
Quand x est un nombre incommensurable, on regarde ax comme la limite des valeurs déterminées qu'on obtient en remplaçant x par des valeurs comme nsurables de plus en plus approchées (116 et suiv.)
Pour justifier cette définition, il faut prouver que la limite indiquée existe et qu'elle ne dépend pas de la manière dont on fait tendre les valeurs commensurables auxiliaires vers leur limite x.
Nous y parviendrons à l'aide des théorèmes suivants, d'ailleurs très utiles à connaître en dehors même de la question que nous traitons.
478. 1. Les puissances entières successives d'un nombre positif plus grand que i , toujours supérieures à i , vont constamment en croissant et peuvent surpasser toute quantité donnée.
Les puissances entières successives d'un nombre positif plus petit que i, toujours inférieures à i, vont constamment en diminuant et ont zéro pour limite (Alg. élém., 336).
Au lieu de s'appuyer sur les propriétés des progressions,
on peut d'ailleurs démontrer directement cette importante
proposition en faisant intervenir la formule du binôme (255).
En effet, a étant une quantité positive, tout nombre positif
plus grand que 1 peut être représenté par i + « et tout
nombre positif plus petit que 1, par La formule du
binôme donnant
on a alors, évidemment,
(1 -h a)m+1 > (1 h- x)m et (1 -h <x)m > 1 -+- ma;
(_!_)""'<(_!_)- et (-L-)m<-J—.
En faisant croître indéfiniment l'entier /n, ces inégalités justifient l'énoncé.
W9. IL Les racines successives d'un nombre positif plus grand que 1 vont constamment en diminuant et ont l'unité pour limite inférieure.
Les racines successives d'un nombre positif plus petit que 1 vont constamment en augmentant et ont V unité pour limite supérieure.
i° Soit a : ..- 1.
Toute racine de a sera plus grande que 1; car il n'y a qu'un nombre plus grand que 1, qui, élevé à une certaine puissance entière, puisse donner un nombre plus grand que 1 (178).
Cela posé, on a (138, 135)
m/— mtm+ 1 )/-rr Y ,
y a ~.z \Jam^ ' ,
'«+1/— m[mhi)/——
\ja~-. \/am.
On en déduit
Ml/—
c'est-à-dire
ya
y/a <. va.
Désignons maintenant par S une quantité positive aussi
pelite qu'on voudra, et posons
11 en résulte (^/^. élém., 217)
Cette inégalité sera satisfaite a fortiori (478) si Ton a
11 suffit donc de prendre
pour que la racine mièmtâe a, toujours supérieure à i, diffère de i d'une quantité inférieure à d.
2° Soit a < i .
Toute racine de a sera plus petite que i; car'il n'y a qu'un nombre plus petit que i qui, élevé à une certaine puissance entière, puisse donner un nombre plus petit que i (478).
Cela posé et en suivant la même marche, on trouve comme précédemment (i°)
\ Cl mim+im\
S/a c'est-à-dire
«+i/— _ mr—
Remarquons maintenant que, a étant moindre que i, on peut poser, en désignant par <x une quantité positive quelconque (W8),
a = 11 en résulte (128, 129)
Ta =
Or, i + « étant supérieur à i, on peut prendre m assez grand pour que ^n- a, supérieure à i, diffère de i d'aussi peu qu'on voudra (i°). Il en sera donc alors de même de v/â, toujours inférieure à i.
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480. III. Si a est plus grand que i, ses puissances positives sont plus grandes que i, et ses puissances négatives sont plus petites. C'est l'inverse, lorsque a est moindre que i.
Soit a > i .
On a (479)
ol
an = tya"l> i
puisque aP est plus grand que i (478). Soit a < r .
On a (479)
ul
aP
puisque aP est plus petit que i (478).
481. IV. Quand on donne à V exposant x des valeurs cornmensurables croissantes, la fonction ax varie toujours dans le même sens, en augmentant quand a est plus grand que i. en diminuant quand a est plus petit que i.
Soit a > i et q > p.
Nous aurons (480)
r'est-à-dire
Soit a < i et q>p.
Nous aurons (480)
c'est-à-dire
— —aV"P>i9
aP '
rt?> aP.
— =zai-P<iy
aP
a*<aP.
482. V. La fonction exponentielle simple y — ax est une fonction continue (457, 460, 461).
Il faut démontrer que sî, à partir d'une valeur commensurable quelconque, la variables croît d'une quantité commensurable A, la fonction/ croît ou décroît d'une quantité k, qui tend vers zéro en même temps que h.
Les deux valeurs de la fonction étant
a* et ax+h,
l'accroissement k a pour expression , dans le cas de a > i
k — aXA-h— aT— a*(ah — i);
et, dans le cas de a < i (481),
k = a*—a*+h — a*(\ - ah).
Hais A, étant commensurable, peut toujours se mettre sous la forme -• On a alors
ah— ap=tya~.
Pour faire tendre h vers zéro, il suffit de faire croître p indéfiniment. Dans celte hypothèse, y a tend autant qu'on veut vers l'unité (479), en restant supérieure à i et en décroissant quand a est plus grand que i, en restant inférieure à i et en croissant quand a est plus petit que i.
ax ayant une valeur déterminée, k tend donc toujours vers zéro en même temps que /*, et la proposition est démontrée.
483. Nous pouvons maintenant définir rigoureusement la valeur de ax} lorsque l'exposant .test incommensurable, en supposant d'abord a > i .
a* est, dans ce cas (481), un nombre plus grand que ceux qu'on obtient en remplaçant x par des valeurs commensurables plus petites, et un nombre plus petit que ceux qu'on obtient en remplaçant x par des valeurs comme nsu râbles plus grandes.
A mesure qu'on resserre les deux suites de nombres commensurables, en faisant croître, d'une manière quelconque, les valeurs commensurables plus petites que x et en faisant décroître, de même, les valeurs commensurables plus grandes.
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on approche autant qu'on veut, pour ces deux suites, d'une limite commune et déterminée, qui est la valeur de la fonction ax pour la valeur incommensurable de x que Von considère.
En effet, si l'on donne à x des valeurs commensurables croissantes, plus petites que la valeur incommensurable dont il s'agit, on forme une suite de nombres que nous désignerons par (S) et qui vont en croissant (481) tout en restant plus petits que ax. D'autre part, si Ton donne à x des valeurs commensurables décroissantes, plus grandes que cette même valeur incommensurable, on forme une autre suite de nombres (S'), qui vont en décroissant (481) tout en restant plus grands que ax.
Les nombres (S), étant plus petits qu'un nombre quelconque de la suite (S'), augmentent en s'approchant d'une certaine limite. Les nombres (S'), étant plus grands qu'un nombre quelconque de la suite (S), diminuent en s'approchant d'une certaine limite. Les deux limites sont d'ailleurs les mêmes; car, si m et m! appartiennent respectivement aux deux séries d'exposants commensurables, les puissances am et a"1' appartiennent aussi respectivement aux suites (S) et (S'); et leur différence
a»*,— am=i{am — ax)-+-{ax—am)
peut être rendue aussi petite qu'on veut en rapprochant m et m' qui, par hypothèse, convergent vers x, puisque la fonction ax est une fonction continue (482).
484. Nous venons de définir (483) ax, pour x incommensurable, dans le cas de a > i.
Si a est plus petit que i, on peut toujours le ramener à la forme
a' étant plus grand que i.Ona alors
a'x et, comme a'x est défini, ax le sera par cette formule même.
485. 11 est évident, d'après ce qui précède (483), que toutes
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les règles démontrées pour les exposants commensurables s'appliquent sans changement aux exposants incommensurables.
Supposons qu'on ait, par exemple, à multiplier o* par a>\ x et y étant des nombres incommensurables. On a nécessairement (150)
On peut, en effet, considérer les deux suites indéfinies de nombres incommensurables, croissants ou décroissants (110 et suiv.),
***!> ***»> ^3» • • • » ^nt • ' • >
y\i y t> y%t •••♦ yn> ...,
dont x et y représentent respectivement les limites. Si l'on forme en même temps la suite
^îH-Vi, .ri-hVi, xz H- /„ ..., xn-t-yn, ....
la limite d'une somme étant égale à la somme des limites des parties (342), cette nouvelle suite indéfinie aura pour limite x+y.
11 en résulte que les trois suites
axt9 ax*, ax>, .... o*», ...,
auront pour limites respectives o*, a^, a*** et, comme on a constamment, et quel que soit n,
ax»a?»=iaxn+Yn,
et que la limite d'un produit est égale au produit des limites des facteurs (343), on aura aussi (334)
axay=zax+r.
Les autres règles connues s'ensuivront ou se démontreront de la même manière.
En d'autres termes, tout ce qui aura lieu pour des exposants commensurables s'étendra toujours au cas où ces exposants deviendraient incommensurables.
Propriété caractéristique de la fonction exponentielle.
4-86. Proposons-nous de trouver la forme la plus générale de la fonction f ', telle qu'on ait, pour toutes les valeurs réelles de x et de y y
La fonction exponentielle satisfait à cette condition, puisque, comme nous venons de le montrer (485), on a toujours
axar—ax+r.
11 faut prouver qu'aucune autre fonction continue ne jouit de cette propriété qui caractérise, par suite, la fonction exponentielle.
D'abord, si une fonction / satisfait à la relation (1), quels que soient x et j, elle y satisfera encore quand on remplacera
à la fois x et y par -> d'où
11 en résulte que la fonction / doit être positive, quel que soit x.
De môme, si une fonction / satisfait à la relation (1), quels que soient x et yy elle y satisfera encore en supposant y égal à un multiple quelconque de x, c'est-à-dire
y=x, 2xy 3j\ ..., mx, ...;
d'où, successivement,
ou
Ainsi, toute fonction /qui satisfait à la relation (1) satisfait aussi à la relation
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Nous allons étendre cette relation (2) à toutes les valeurs réelles de /w, qu'elles soient fractionnaires au lieu d'être entières, ou négatives au lieu d'être positives.
La relation (2) indique que la fonction/ se trouve élevée à la puissance m, quand la valeur arbitraire de la variable x est multipliée par m.
Il en résulte qu'en divisant, au contraire, la variable par un nombre entier m, on obtient la racine miéme de la fonction ;
car, si l'on part de la valeur -'-'- de la variable et de la valeur
correspondante/! — j de la fonction, on n'a qu'à multiplier
— par m pour obtenir la puissance //iième de /( — ) Or, on trouve alors x pour la variable; on doit donc trouver /(x) pour la puissance mième de/( — ]> c'est-à-dire que/( — ) est précisément la racine mième de/(.r). On peut donc écrire
C'est la détermination arithmétique qu'il faut prendre pour "\//(x) et il n'y a qu'une seule valeur à considérer, puisque,
d'après ce qui précède, /(— ) doit être positive aussi bien
quef(x).
On peut maintenant multiplier la variable x par un nombre
commensurable quelconque -•
En effet, en prenant pour point de départ la relation (3) sous la forme
on a, en multipliant la variable - par l'entier/? et en élevant
en même temps la fonction [f{x)\i à la puissance/?,
La fonction cherchée doit donc satisfaire à la relation (2 quel que soit x, et pour toutes les valeurs commcnsurables
positives de m; par conséquent, aussi, pour toutes les valeurs incommensurables positives de m, d'après la théorie générale des limites (34-8); car, si ml9 mif m3, ..., mn, ... forment une suite de nombres commensurables ayant pour limite le nombre incommensurable m, on aura, quel que soit l'indice choisi,
[f (*)]**-= f(mM*).
Lorsque n augmente indéfiniment, mn tend vers m par hypothèse et, en vertu de la continuité de la fonction exponentielle simple (W2), x ayant une valeur déterminée, [/(attend vers [f{x)]m; d'autre part, mnx tend vers mx et, la fonction cherchée étant supposée continue, f(mnx) tend en même temps vers /(mx).
Ainsi, quelle que soit la valeur positive de /w, on a
If {*)]"= f{mx).
Il reste à considérer les valeurs négatives de m. Si l'on remplace, dans la relation (i), y par — x9 on a
Pour connaître /(o), nous ferons 7=0 dans la relation (1), d'où
/(*)/(o)=/(*), c'est-à-dire
Il en résulte
Posons maintenant, m! étant un nombre positif quelconque,
Nous aurons d'après la relation (4)> puisqu'on peut multiplier la variable par un nombre positif quelconque,
Mais, d'après la relation (2), f(m'x) n'est autre chose que [ f(x)]m'* Par suite,
/(-^f*)=[7ïi5P = [/(*)]"-'•
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ce qui revient à
La relation (2) se trouve ainsi complètement généralisée.
Nous arrivons donc à ce résultat : toute fonction satisfaisant à la relation (1), quelles que soient les valeurs réelles de x et de y y satisfait à la relation (2), quelles que soient les valeurs réelles de x et de m. On a donc le droit d'échanger x et m dans cette relation (2). Comme son premier membre demeure alors identique à lui-même, on a
Si, en s'appuyant sur la relation (3), on extrait la racine mièmc des deux termes extrêmes de la relation (5), il vient enfin
II s'ensuit que la fonction /(x) ne peut être que la puissance x d'une quantité indépendante de x, celte quantité indépendante étant une constante positive. Si on la désigne par a, on retrouve
La substitution de la relation (2) à la relation (1) n'a introduit d'ailleurs aucune solution étrangère; car, si l'on remplace, dans la relation (i)9/(x) par a*,f(y) par ay,f(x-hy) par ax+y, cette relation est satisfaite identiquement, quelle que soit la constante positive a.
L'exponentielle ax est donc la fonction la plus générale répondant à la condition imposée.
Remarquons que, si l'on fait m — 1 dans la relation (6), on trouve
Cette constante est, par suite, la valeur de la fonction pour
Limite de -7 > quand x croît indéfiniment.
ax W$7. Si Von fait croître x indéfiniment, le rapport — a
pour limite V infini quand a est > 1 , et zéro quand a est < 1 .
N'oublions pas que, lorsqu'on dit qu'un rapport a pour limite
Di C. - Court. 111. 26
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Yinfini, cela signifie simplement (338) qu'il peut croître de manière à surpasser toute quantité donnée.
i° Soit a > i.
x croissant indéfiniment, il en est de même de ax (478. 485).
a étant un nombre positif convenable, on peut toujours poser
a — i -+- oc, d'où a = a — ■ i ,
On a alors, par la formule du binôme, en donnant à x des valeurs entières et positives,
(i -h a)*^ i -h ira h **-h. . .,
c'est-à-dire, évidemment,
Remplaçons dans le premier membre i -r « par a et divisons tout par #. Nous aurons
ar* i ^ — i .
et, a fortiori,
à* .r — i , __ > ai.
Comme x — i croît, en même temps que x9 au delà de
... . ax
toute limite, on voit que — va constamment en augmentant
à mesure qu'on fait croître x, supposé entier et positif, et que, pour x =i oc, on a
lim — — oo.
Si l'on veut, par exemple, avoir
il suffit de satisfaire à l'inégalité x — i
c'est-à-dire, « étant a — i, de donner à x une valeur entière égale ou supérieure à
Nous avons supposé x entier et positif; admettons qu'il devienne fractionnaire ou incommensurable, en restant positif.
Dans cette hypothèse, x croissant tombera toujours, à un instant quelconque, entre deux entiers consécutifs p et p -+■ i , qui croîtront en même temps que lui.
Mais, si Ton a
on a aussi, nécessairement (485),
aP<ax<ar+i et, a fortiori,
JT~i < x < p ;
ce qu'on peut écrire
i aP^ ax aP < — <a — .
p étant entier et croissant indéfiniment, les deux quantités extrêmes croîtront sans limites, comme on vient de l'établir. Il en sera donc de même de la quantité intermédiaire.
2° Soie a<i.
A mesure que x augmente, ax diminue indéfiniment et a
pour limite zéro (478, 485). Il en est donc de même, a for-
lion, du rapport —
Étude dea variations de la fonction a*.
488. Nous allons chercher la série des valeurs prises par la fonction continue y = ax, quand on fait parcourir à la variable x toute l'échelle des grandeurs réelles, depuis — oo
jusqu'à 4- oo.
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i° Soit ÛT> I.
On sait que la fonction reste positive et va constamment en croissant avec la variable (478, 481, 485). Pour x=z — oo, on a, évidemment,
lim y — lima—°= hm — =o.
Pour x = o, on a (Alg. élém., 42)
yr=a°=i.
Pour x —- -h oo, on a
lim/ — lima"" ce.
y croissant constamment avec x, chaque valeur de la fonction ne se présente qu'une fois. Lorsque la variable parcourt toute réchelle des grandeurs réelles, la fonction parcourt toute l'échelle des grandeurs positives. Lorsque la variable varie de — oo à o, c'est-à-dire reste négative, la fonction prend toutes les valeurs positives de o à i ou moindres que i; et. lorsque la variable varie de o à -h oo, c'est-à-dire reste positive, la fonction prend toutes les valeurs positives de i à oo ou plus grandes que i.
a0 Soit a < i .
On sait que la fonction reste positive et va constamment en diminuant, à mesure que la variable croit (478, 481, 485). Pour x ~ — oo, on a, évidemment,
hmy - lima— °r- iun — = ~ oc.
Pour x =: o, on a
Pour x— i- oo, on a
lim/^i lima" - o.
/ diminuant constamment avec .r, chaque valeur de la fonction ne se présente qu'une fois. La fonction parcourt encore toute l'échelle des grandeurs positives pendant que la variable parcourt toute l'échelle des grandeurs réelles, mais en sens inverse. En d'autres termes, la fonction prend toutes les valeurs positives de oo à i ou plus grandes que i, lorsque la
variable varie de — oo à o, c'est-à-dire reste négative; et elle prend toutes les valeurs positives de i à o ou moindres que i, lorsque la variable varie de o à -+-00, c'est-à-dire reste positive.
489. Cette discussion peut être utilement résumée dans le Tableau suivant et représentée par un tracé graphique correspondant (Jig. i), sur l'exécution duquel nous n'avons pas à insister après les détails donnés à ce sujet en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 312 et suiv.) :
— oc
croît
o croît
-H oo
croît
croît
croît
o croît
décroît
décroît
Fig. i.
La courbe qui s'élève à droite de la figure correspond à a > i; celle qui s'élève à gauche, à a < i. Ces deux courbes se coupent au point K situé sur l'axe des y et tel que 0K= i , puisqu'elles présentent toutes deux une ordonnée égale à j
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pour x — o. Elles ont l'axe des x pour asymptote commune. Pour la première courbe, c'est la partie négative de cet axe qui est asymptote; pour la seconde courbe, c'est sa partie positive. En effet, lorsque aest>i,ona/ = o pour x = — «; et, lorsque a est <i, on a y = o pour ^-— + 00. Nous avons
a* vu (WJ7) que, dans le cas de a>i, la limite du rapport —
ou — est égale à l'infini, lorsque x croît indéfiniment. L'or-
donnée de la première courbe croit donc beaucoup plus rapidement que son abscisse. Au contraire, dans le cas de a<i,
ax y la limite du rapport — ou — est égale à zéro, lorsque x croît x x
indéfiniment, et c'est l'abscisse de la seconde courbe qui croil
beaucoup plus rapidement que son ordonnée ne décroit.
THÉORIE DES LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME EXPOSANTS
Définition des logarithmes algébriques.
490. Nous avons déjà présenté, avec le plus grand soin et avec tous les détails nécessaires pour l'application, la théorie élémentaire des logarithmes (Alg. élém., Livre IV, Chap. II). Nous avons alors pris, pour fondement de notre théorie, le point de vue môme de l'inventeur (Nbpkr), c'est-à-dire la comparaison facile à établir entre une progression par quotient et une progression par différence où se correspondent les termes i et o.
En nous servant des propriétés de la fonction exponentielle, nous pouvons adopter une nouvelle définition qui offre de grands avantages.
491. Cette définition est la suivante : le logarithme d'un nombre est V exposant de la puissance à laquelle il faut élever un nombre constant et positif, appelé base, pour reproduire le nombre donné.
Si la base est a et si b représente le nombre donné, le logarithme x de ce nombre sera déterminé par l'équation (Alg. élém.,3n)
et Ton écrira
x — \ogab\
ce qu'on doit lire : x égale le logarithme de b, lorsque la base choisie est a.
Il résulte immédiatement de l'élude que nous venons de faire (488, 489) des variations de la fonction exponentielle ax
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que tous les nombres positif s ont des logarithmes positif s ou négatifs, tandis que les nombres négatifs n'en ont pas , ou plutôt n'en ont pas de réels.
Si a est > i , ce sont les nombres plus grands que i qui ont des logarithmes positifs, et les nombres plus petits que if des logarithmes négatifs. C'est l'inverse lorsque a est < i.
Quand a est > i, les logarithmes croissent en même temps que les nombres correspondants. C'est l'inverse quand a est <C i, les plus grands nombres ayant alors les plus petits logarithmes.
Pour chaque valeur de la variable x9 la fonction ax n'a qu'une seule valeur. Donc, lorsque deux nombres sont égaux, leurs logarithmes le sont aussi, et réciproquement.
M2. L'ensemble des logarithmes des différents nombres positifs pris dans une certaine base constitue un système de logarithmes.
Quand la base change, tous les logarithmes changent.
Il y a donc une infinité de systèmes de logarithmes, distingués entre eux par leur base; mais tous jouissent de propriétés générales fort importantes, que nous connaissons déjà, et que nous allons démontrer en faisant usage de la nouvelle définition adoptée.
Propriétés générales des logarithmes algébriques.
W3. I. Le logarithme d'un produit de plusieurs facteurs est égal à la somme des logarithmes des facteurs.
La base étant a, supposons
ax — b, c'est-à-dire x = iogab, ar'-.b', » a-' = logub',
a*~b\ » x"—\ogab\
Multiplions membre à membre les premières égalités. Nous aurons (4S5, 150)
OU
x + x'+arm= \oga(bb'bp).
Il en résulte immédiatement, d'après les secondes égalités (en supprimant l'indice a, qui est inutile, puisque nous ne
considérons qu'une seule base ou que tous les logarithmes sont pris dans le môme système, et en renversant les deux membres),
\og(bb'b") = \ogb -h log&' -h log£\
494. IL Le logarithme d'un quotient est égal à la différence des logarithmes du dividende et du diviseur.
Cette proposition découle immédiatement de la précédente, puisque le dividende est le produit du diviseur par le quotient.
Pour la démontrer directement, supposons
ax = b, c'est-à-dire x = log£, «*'=&', » #'=log&'.
Divisons membre à membre les premières égalités. Nous aurons (485, 150)
'-*' = log(|,)-
Il en résulte, d'après les secondes égalités et en renversant tes deux membres,
log(j,j = log&-log£'.
495. III. Le logarithme d'une puissance est égal au produit du logarithme du nombre élevé à la puissance par V exposant de cette puissance.
Supposons
ax -- b, c'est-à-dire x = iog b.
m étant une quantité réelle quelconque, élevons à la puissance m les deux membres de la première égalité. Nous aurons (485, 150)
amx-=am ou mx — \Ogbm.
Il en résulte, d'après la seconde égalité et en renversant les
deux membres,
logbm— mlogb.
Soit, en particulier, /n=. -> p étant un entier positif. Il
jIU ALGEBRE SUPÉRIEURE.
viendra alors (HO)
Le logarithme d'un radical est donc e^rt/ fl« logarithme de la quantité placée sous le radical, divisé par l'indice de ce radical.
IV. Dans tout système de logarithmes, le logarithme
de la base est i, le logarithme de i est o, le logarithme deo est =p oo et le logarithme de V infini est àz oo.
En effet, si, dans la relation a*= b qui définit le système de logarithmes adopté, on donne successivement à b les valeurs a. i, o, oo, on trouve successivement (488, 4-89)
ax — a y
'est
-à -dire
J" = logtf = I,
.r = logi =o,
afz= o,
* = logo = q:
x = logoo = ±
est >i ou<i.
497. On donne aux logarithmes, tels que nous les avons considérés en Algèbre élémentaire, le nom te logarithmes arithmétiques, pour les distinguer des logarithmes algébriques.
On voit que les propriétés des logarithmes arithmétiques et des logarithmes algébriques sont absolument les mêmes.
On se servira donc des logarithmes algébriques comme des logarithmes arithmétiques, pour simplifier les opérations numériques, en ramenant les opérations les plus compliquées aux opérations les plus simples, comme il a été indiqué précédemment (Alg. étém., 355).
Il suffit, pour cela, de construire des Tables, dites Tables de logarithmes. Nous sommes entré, au sujet de la construction et de V usage des Tables, dans les détails les plus circonstanciés (voir Alg. élém., 358 à 374, et Trigonom., 119 à 136). Nous y renverrons donc le lecteur.
Nous démontrerons seulement ici la parfaite identité, non seulement quant aux propriétés, mais en eux-mêmes, des logarithmes arithmétiques et des logarithmes algébriques. Les
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mêmes Tables peuvent ainsi servir, quel que soit le point de vue adopté.
Identité des logarithmes arithmétiques et des logarithmes algébriques.
498. I. Partons d'abord du point de vue arithmétique et considérons deux progressions, Tune par quotient, l'autre par différence, où se correspondent les termes i et o. Les nombres inscrits dans la progression par quotient ont alors pour logarithmes les termes correspondants de la progression par différence.
Ainsi, les deux progressions étant
:-: i :<? :</*: tf3:...:?m:...,
:o.r.2/'.3r mr. . . .,
4a définition élémentaire {Alg. élém., W7) donne pour logarithme, au nombre qm de la progression par quotient, le terme correspondant mr de la progression par différence. Posons
(i) mr — y.
Nous aurons, arithmétiquement parlant,
(2) \ogqm—y.
Mais, de (1), on déduit m = 2, et Von a, par suite,
On voit par là que, y étant le logarithme arithmétique
de qm, il faut, pour reproduire qm, élever précisément le
nombre constant qr a la puissance y .
Il y a par suite identité entre les logarithmes arithmétiques et les logarithmes algébriques (4-91).
La base du système se reconnaît, dans les deux cas (496 et Alg. élém., 356), à ce que son logarithme est égal à l'unité.
\t\9qr est la base do système des logarithmes arithmétiques, comme elle est celle du système des logarithmes algébriques;
car, au point de vue arithmétique, le logarithme de qr esi
4-99. II. Parlons maintenant du point de vue algébrique. On peut toujours considérer des nombres en progression par quotient tels, que
H a : aq : aq1 : aq* : ... : agn
Les logarithmes algébriques de ces nombres forment évidemment (4-93, Wô) une progression arithmétique correspondante
-. loga.(log<7 4- log<7).(loga t- 2 log<7).(loga -+- 3 log?) (loga -1- m\o%q)
Quand des nombres forment une progression par quotient, leurs logarithmes algébriques forment donc une progression par différence.
Si Ton suppose log</ -— /• et a = 1, c'est-à-dire loga = o, les deux progressions deviennent
: : 1 : q : gt : q* : . . : gm :
; o . r . ar.3/' mr
et Ton est ramené complètement à la définition des logarithmes arithmétiques (498).
Il y a par suite identité réciprogue entre les logarithme* algébrigues et les logarithmes arithmétiques.
Des différents systèmes de logarithmes.
500. Théorème fondamental. -- Le rapport des logarithmes d'un même nombre reste constant, lorsqu'on passe, en faisant varier la base, d'un système de logarithmes à un autre.
Il résulte de celte remarquable propriété que, une Table de logarithmes étant construite dans un certain système, on obtiendra la Table répondant à tout autre système en multipliant simplement les logarithmes insérés dans la prière Table par un facteur constant.
Soient deux systèmes de logarithmes, le premier rapporté à la base a, le second à la base À. Considérons un même nombre b, et désignons par x et par x' ses logarithmes dans les deux systèmes. Nous aurons, par définition (Wl),
ax—b et A**-^ c'est-à-dire
Prenons les logarithmes des deux membres de celte égalité, d'abord dans le système dont la base est a, ensuite dans le système dont la base est A, en nous rappelant que, dans toui système, le logarithme de la base est i (W6). Il viendra (495)
X l0ga a r- X' l0ga A
xlogAa-J?']ogAA On en déduit
ou
X ~ #'logaA,
ou
x\o%ka — x'.
ou
— ^logAa.
x loga A
Ainsi, le rapport des deux logarithmes x1 et x demeure bien constant, quel que soit le nombre considéré b.
Ce rapport constant est appelé le module relatif du système A par rapport au système a. C'est le nombre par lequel il faut multiplier tous les logarithmes du système a, regardé comme ancien système, pour avoir tous les logarithmes du système A, regardé comme nouveau système.
En résumé, le module relatif a pour expression l'inverse du logarithme de la nouvelle base pris dans l'ancien système ou le logarithme de l'ancienne base pris dans le nouveau système. L'expression pratique est, évidemment, la première.
On représente, en général, par M le module relatif. Nous aurons donc ici, pour les bases a et A,
logtfA bA
On voit que, si Ton connaît A, on peut déduire immédiatement le système À du système a. La base d'un système suffit donc pour le définir.
501. Il est facile de vérifier, a posteriori, l'identité qu'on vient d'obtenir, c'est-à-dire
= logA" ou logAa.logaA = K
log«A
Posons, en effet,
logA" = v, logaA = ^.
Il faut prouver qu'on a yz = i.
Lia première égalité signifie que, pour avoir a, il faul
élever la base A du second système à la puissance y (Wl).
On a donc
La seconde égalité revient de même à
az— A.
En élevant à la puissance y les deux membres de cette dernière relation, on trouve
c'est-à-dire, nécessairement, yz = i (W6).
502. Soient les deux nombres quelconques N et N;. D'après ce qu'on vient de démontrer (500), on a, en prenant leurs logarithmes dans les systèmes de base a et de base A,
log.N loggN' logAN-logxN''
relation qu'on peut écrire (Alg* élém.y 67)
JogaN _ logAN log^-logAlN'"
Le rapport des logarithmes de deux nombres quelconques reste donc constant, quand ort passe d'un système à un autre.
C'est une autre forme du théorème fondamental établi au n° 500(^1/^. «'«m., 357).
Des logarithmes népériens on hyperboliques.
503. Le premier système qui fut employé par Neper a reçu le nom de système naturel ou, mieux, de système népérien.
On lui donne encore le nom de système hyperbolique, à cause du rapport intime qui existe entre les logarithmes correspondants et la mesure des aires hyperboliques (voir Géom. anal.y t. V).
Neper, en considérant les logarithmes arithmétiques, partait de ces deux progressions {Alg. élém.f 3V7 et suiv.) :
Pour introduire autant de nombres que possible dans la progression par quotient, il faisait tendre a vers zéro, et il en était alors de même de (3; car, si (n- a) a pour logarithme (3 dans un certain système de base plus grande que i et si i + a diminue, il en est de même de (3 (4.81). Mais, quelque petits que soient les accroissements simultanés a et (3 des termes i et o à l'origine, on conçoit qu'on puisse néanmoins établir entre eux un certain rapport, d'ailleurs complètement arbitraire, et poser
fx sera le module du système de logarithmes constitué par les deux progressions considérées; et, en faisant varier jx, on fera varier ce système lui-même.
Neper choisit la relation la plus simple, en prenant (3 = a ou le module fx égal à i .
Son système de logarithmes se trouva ainsi représenté par les deux progressions
; o . a . 2a . 3a ma
5M. Cherchons, d'après cela, la base du système des logarithmes népériens.
Cette base est le nombre qui a pour logarithme l'unité.
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Si Ton suppose que l'unité fasse partie de la progression
par différence (503), la réponse est immédiate. j
Soit |
m ol = i , d'où m — - •
La base sera
(i + a)'w, c'est-à-dire (i-f-a)*.
Mais, d'après ce qui précède (503), a doit être regardé comme une quantité qui tend indéfiniment vers zéro. Par suite, la base du système népérien tend autant qu'on veut
vers la limite de (i -+- a)a pour a -~ o, c'est-à-dire (M6) vers le nombre e.
Si l'on suppose que l'unité ne fasse pas partie de la progression par différence (503), elle tombera du moins entre deux termes consécutifs de cette progression, et l'on aura, par exemple,
moL < i < {m -h i)a.
En désignant par x la base du système des logarithmes népériens, on aura en même temps (kSi)
Mais, d'après les premières inégalités, on a alors
c'est-à-dire a fortiori, en revenant aux secondes inégalités,
Or, pour faire tendre a vers zéro, il faut évidemment faire tendre m vers l'infini; et, alors, comme on l'a vu précédemment (4-13), les deux quantités qui comprennent x ont pour limite commune le nombre <?.
On parvient donc au même résultat.
505. On indique, en général, les logarithmes népériens par la notation L ou /; et les logarithmes vulgaires, dont la base est 10 {Alg. élém., 358), par la notation log.
506. On peut facilement passer des logarithmes népériens aux logarithmes vulgaires, et réciproquement.
Le module relatif M, qui permet le premier passage, a pour valeur (500)
M=: -. = loge — o,43429 448i9o325i
.Lj • IO
Le module relatif Ml9 qui permet au contraire de revenir des logarithmes vulgaires aux logarithmes népériens, a pour valeur
Mt= : --^L.io^ 2 , 3oa58 50929 94o45
Ainsi,
de /N = k, on déduit logN = /: loge
et,
A loge
de logNx = kx on déduit /Ni = j^ .
Fonction logarithmiqne.
Si Ton considère la fonction exponentielle
x = aY,
où x et a sont des nombres positifs et où y peut être positif ou négatif (488, 489), et si l'on prend les logarithmes des deux membres dans le système dont la base est a, en se souvenant que le logarithme de la base est toujours 1 (496), on a
y = loga&.
/est la fonction logarithmique, inverse de la fonction exponentielle x (441, 444).
508. Pour étudier les variations de la fonction logarithmique, on distinguera toujours les deux cas de a > i et de
i° Soit a>i.
y étant le logarithme du nombre xf on sait que la fonction y et la variable x croissent simultanément (491). En se reportant à l'étude des variations de la fonction exponentielle et en
De C. — Cour», III. 27
4l8 ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
faisant varier la variable x de o à -+- <x>, on a (488, 489, 496)
Pour.r = o, / = logo = — oo; Pourj? = i, x = logi =:o;
Pour x = co, y = log oo = -+- oo.
2° Soi* a <C i .
Dans cette hypothèse, la fonction y diminue quand la variable x augmente (491). On a
Pour# = o, j = logo =-f-oo; Pourj? = i, r=:logi =o; Pour x — oo, y = logoo =. — ».
509. Cette discussion peut être résumée dans le Tableau suivant et représentée par un tracé graphique correspondant {flg. 2).
(.r = iog«^.)
croît
croît
oo
croît
o croît
o croit
croît
jr>
décroît.
o décroît
Fig.
Une remarque est nécessaire. Les Tableaux des nM W9
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et 509 devraient être identiques, ainsi que les fig. i et 2 qui les représentent graphiquement, puisque, lorsqu'on considère deux fonctions inverses (441, 444), la relation entre les variables x et y reste toujours la même. Mais l'équation exponentielle étudiée au n° 4-89 est y = ax, tandis que celle adoptée au n° 509 est x — ay.
On a ainsi, en réalité, permuté x et y, et les résultats indiqués au n° 509 doivent présenter la même permutation relativement à ceux du n° 489. C'est ce qui a lieu, évidemment, pour les deux Tableaux et pour les deux figures.
Recherche de quelques limites.
510. Nous terminerons par la recherche de quelques limites, utiles à connaître, et qu'on peut trouver directement et simplement en s'appuyant sur les propriétés précédentes.
lo&r x
I. Quand x croit indéfiniment, le rapport — ^— dimi
nue ou croit, en tendant toujours indéfiniment vers zéro, suivant que a est plus grand ou plus petit que 1.
Pour x = 00, le rapport considéré prend la forme indéterminée db — (4-96). Nous allons lever cette indétermination
(Alg. élém., 119).
Si le nombre x &y pour logarithme dans le système dont la base est a, on a, par définition (4-91),
x — a* et = — •
x ay
1* Soit a>i.
x et y croissent ensemble indéfiniment (491, 496). Mais,
ax d'après la limite trouvée pour le rapport — , quand x, positif,
croît indéfiniment (487), on voit immédiatement que le rapport inverse -ou^- décroît et tend indéfiniment vers zéro, ax ay '
lorsque x ou y croît indéfiniment. Il en est donc de même du rapport -^^-
2° Soit a < I .
Pour que x croisse indéfiniment, il faut que y soit négatif et croisse indéfiniment en valeur absolue (509). Posons donc
<* = -, (*'>0 et y =—f (/>o). On a alors
a?~ ( iW "" a'f'
D'après ce qu'on vient de dire (i°), le rapport positif -^ diminue et tend indéfiniment vers zéro, quand y1 croît indéfini-
r' ment. Le rapport négatif — ^p croîtra donc, en tendant éga-
lofif x
lement vers zéro, et il en sera de même du rapport &" •
512. II. Quand x croit indéfiniment, la limite de V exprèss ion x* est V unité.
Pour x = oo, l'expression proposée prend la forme indéterminée oo°. Nous allons lever cette indétermination.
Si Ton prend le logarithme de x* dans le système dont la
base est a, on a (495) !
loga** = ilog.* = !2Ç£.
La limite de ce logarithme sera donc zéro (511), quand x croîtra indéfiniment.
Mais, si la limite du logarithme de x* est zéro, c'est que la limite de cette expression, pour a? = oo, est elle-même l'unité (496).
513. III. Quand x tend indéfiniment vers zéro, la limite de l'expression xx est l'unité.
Pour x = o} cette expression prend la forme indéterminée o°. Nous allons lever cette indétermination.
Posons
jc tendant vers zéro, y = — croîtra indéfiniment. On a d'ail-
leurs, en élevant à la puissance x les deux membres de la
relation précédente,
Mais, d'après ce qu'on vient de voir (512), la limite de/^, quand y croît indéfiniment, est égale à l'unité. Il en est donc de même de celle de x*.
NOTIONS SUR LES INFINIMENT PETITS
Définitions préliminaires.
514. Nous avons déjà indiqué ce qu'on devait entendre par une quantité infiniment petite ou par un infiniment petit (336). C'est une quantité ou une grandeur variable qui diminue indéfiniment en tendant vers la limite zéro sans jamais l'atteindre.
515. On a souvent, dans une même question, à considérer plusieurs infiniment petits qui dépendent, en général, les uns des autres.
Bien qu'ils tendent simultanément vers zéro, il y a lieu de les distinguer d'après les limites de leurs rapports mutuels.
On est ainsi conduit à choisir arbitrairement l'un d'eux comme infiniment petit principal, et c'est à celui-là qu'on rapporte tous les autres.
516. Cela posé, les infiniment petits du premier ordre sont ceux dont le rapport à l'infiniment petit principal tend vers une limite finie, différente de zéro, lorsqu'ils tendent en même temps que lui vers zéro.
Les infiniment petits du deuxième ordre sont ceux dont le rapport au carré de l'infmiment petit principal tend vers une limite finie; les infiniment petits du troisième ordre sont ceux dont le rapport au cube de l'infiniment petit principal tend vers une limite finie, et ainsi de suite.
D'une manière générale, on nomme infiniment petit du
ntème ordre tout infiniment petit dont le rapport à la ntème puissance de V infiniment petit principal tend vers une limite finie différente de zéro, lorsqu'ils tendent simultanément vers zéro.
517. On dit d'ailleurs que deux infiniment petits sont du même ordre, lorsque leur rapport tend vers une limite finie,
DIFFÉRENTE DE ZÉRO
518. Désignons par a l'infiniment petit principal, et par p un infiniment petit du nièna* ordre. On aura à la fois, par définition,
iima^o, limp = o.
Représentons par k une quantité finie quelconque, différente de zéro, et par w une quantité qui tend vers zéro en même temps que a. Nous aurons, par définition (516),
lim-H-
— k ou -£- = k -+- r,),
c'est-à-dire
p = <xn(k + «).
Telle est la forme générale de tout infiniment petit du n» ordre.
Si n — i, on a
p est alors du premier ordre ou du môme ordre (517) que l'infiniment petit principal.
519. On peut avoir à considérer des infiniment petits dont le rapport à une puissance fractionnaire de l'infiniment principal a une limite finie. Leur ordre devient, dans ce cas, fractionnaire.
Si Ton a, par exemple,
p pr=«7(A:H- w),
p est un infiniment petit de Tordre -•
Comparaison des infiniment petits d'ordres différents.
520. Il est évident que, de deux infiniment petits d'ordres différents, celui de l'ordre le plus élevé est infiniment petit par rapport à Vautre.
Soient les deux infiniment petits p et pt rapportés à Tinfiniment petit principal a et, n^ étant plus grand que n, supposons qu'on ait (518)
p = QLn(k+ w), pi = «M*i-l- «t);
on en déduit
p, _ a"t(*»-mi) = an_n *!-+-&), m p a"(A:-l-w) ' Xr-4-w "
La limite de ce rapport est évidemment zéro, puisque Ârt et k sont des quantités finies différentes de zéro, et que toute puissance positive de a, dont l'exposant est un nombre fini, tend vers zéro en môme temps que a (347).
Il résulte de là que pt finit par devenir un infiniment petit relativement à p, de manière à pouvoir être négligé devant lui dans les cas appropriés.
Opérations sur les infiniment petits.
521. Soient des infiniment petits p, pt, ps, ... d'ordres croissants n, nly nt, . . ., rapportés à l'infiniment petit principal a.
i° La somme de plusieurs infiniment petits est du même ordre que celui dont l'ordre est le moins élevé.
On a, en effet,
P + Pt+Pt-*---- _ P j Pt j pi _
Et le premier rapport du second membre tend vers une limite finie (516), tandis que tous les autres rapports tendent vers zéro (520); ce qui justifie l'énoncé.
On peut dire, de même, que la différence de deux infiniment petits est du même ordre que celui dont l'ordre est le moins élevé.
2° Quand on multiplie deux infiniment petits, l'ordre du produit est la somme des ordres des facteurs.
On a, en effet, l'égalité
L II— w< .
Chaque facteur du premier membre tendant vers une limite finie (516), il en est de môme du produit indiqué dans le second membre (343), et l'énoncé est justifié (516).
3° Quand on divise deux infiniment petits, l'ordre du quotient est la différence des ordres du dividende et du diviseur.
On a, en effet, l'égalité
El
Il • P — p .
Chaque rapport du premier membre tendant vers une limite finie, il en est de même du quotient indiqué dans le second membre (344), et l'énoncé est justifié (516).
4° Quand on élève un infiniment petit à une puissance, l'ordre de cette puissance est le produit de V ordre de V infiniment petit par l'exposant de la puissance.
Soit l'infiniment petit p, qui est d'ordre n. Nous aurons, en désignant par p l'exposant de la puissance, l'égalité
I-Y^IL
comme le premier membre tend vers une limite finie, quel que soit p, pourvu qu'il ne soit pas infini (347), il en est de même du second membre; ce qui vérifie l'énoncé (516).
522. Lorsqu'on remplace l'infiniment principal d'abord choisi par un autre infiniment petit du même ordre, tous les autres infiniment petits engagés dans la question conservent leur ordre.
Soient p un certain infiniment petit du nième ordre, et (3 l'infiniment petit du même ordre que a ou du premier ordre
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(518), substitué à l'infiniment petit principal a. On a, identiquement,
Chaque facteur du second membre tendant, évidemment, vers une limite finie (516, 517), il en est de même du premier membre (343), et p. comparé à a ou à J3, reste toujours de l'ordre #i.
523. Il n'est pas inutile de remarquer qu'un infiniment petit peut être d'un ordre indéterminé. C'est ce qui arrivera lorsque, en comparant deux infiniment petits a et (3, aucune puissance de l'un d'eux pris comme infiniment petit principal ne pourra être du même ordre que l'autre (516, 517). Le
rapport ^ ne peut, dans ce cas, présenter une limite finie,
différente de zéro, puisque les deux infiniment petits seraient alors du même ordre (517); et tout ce qu'on peut dire, c'est que, si ce même rapport a une limite nulle ou infinie, l'ordre de cl est supérieur ou inférieur à celui de |3 (520).
Exemples d'infiniment petits d'ordres différents.
524. La Géométrie et la Trigonométrie fournissent de nombreux exemples d'infiniment petits d'ordres différents pouvant coexister dans une même question.
L'aire d'un rectangle, dont les côtés sont des infiniment petits du premier ordre, est un infiniment petit du deuxième ordre (521, 2°).
Si l'arc de cercle infiniment petit x est choisi comme infiniment petit principal, sin.r et tang-r sont des infiniment petits du premier ordre (517), puisque l'on a alors (7W-
gon., 104)
sin.r _. tang.r
hm = lim — — = i .
La différence i — cosj? est, dans la même hypothèse, un infiniment petit du deuxième ordre (516); car on a, d'une manière générale (Trigon., 66),
sin* —
. .x i — cos.r 2
I — COSJ?;=2Sin2- ou z = 2 — j
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c'est-à-dire
i — C0SJ7 .. I 2 1 I
hm -5 — =hmT| — — I = -•
Enfin la différence x — sin# est, à son tour, un infiniment petit du troisième ordre (516); car on a, d'une manière générale (Trigon., 105),
d'où
o< x — sina? < -y-
x — sinjr i °<-p— <4;
jq sin j? i
et le rapport 5 > étant toujours compris entre o et -f
tend nécessairement vers une limite finie différente de zéro.
Nous verrons plus tard que cette limite est exactement^-
On pourrait multiplier ces exemples élémentaires. Nous ne nous y arrêterons pas ici; mais nous considérerons encore la question suivante, dont les résultats sont souvent utilisés.
Soit un triangle rectangle ABC (fig. 3), dans lequel
l'hypoténuse BC et l'angle aigu C sont des infiniment petits
de même ordre.
Désignons par a l'hypoténuse, par (3 et y les deux côtés de l'angle droit, et prenons a pour infiniment petit principal. Cherchons l'ordre des autres côtés du triangle, nécessairement infiniment petits.
On di(Trigon., Ui)
P^acosC, -=:cosC, lim-=i.
ol ex.
Le côté (3 est donc un infiniment petit du premier ordre (517).
On a, d'autre part,
y = asinC.
L'angle C étant du premier ordre, il en est de même de son sinus (521). Par suite, y, étant le produit de deux infiniment petits du premier ordre, est un infiniment petit du deuxième ordre (521, 2*).
Réciproquement, la relation
sinC = ^ a
prouve que si, dans un triangle rectangle infiniment petit, un côté y est du deuxième ordre tandis que l'hypoténuse a est du premier, l'angle C opposé au côté y est du premier ordre (521, 3°).
Si l'on abaisse la perpendiculaire AD sur l'hypoténuse, on a
BD = y cosB = y sinC, CD = (3 cosC, AD = (3 sinC.
Par suite, BD est un infiniment petit du troisième ordre; CD est du premier ordre et AD, du deuxième ordre.
Supposons, maintenant, que C restant infiniment petit du premier ordre, l'hypoténuse a ail une longueur finie quelconque. La relation
(3 = a cosC
montre que (3, projection de a sur (3, est alors une quantité Unie; mais la différence
a — (3 = a(i — cosC)-= 2asin*- (524)
est un infiniment petit du deuxième ordre, puisque sin - est
du premier ordre.
Il en résulte que, lorsqu'on projette une droite finie sur une autre droite gui fait avec elle un angle infiniment petit, la différence entre la droite projetée et sa projection est un injiniment petit du deuxième ordre, relativement à l'angle considéré comme injiniment petit principal.
Ce résultat est souvent invoqué en Mécanique.
Le triangle rectangle infiniment petit considéré plus haut conduit encore à une conséquence qu'il importe de signaler.
Sur une courbe AB (fig. 4), prenons deux points infiniment voisins M et M\ et menons la tangente MT au point M. Si l'on
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abaisse la perpendiculaire M'P sur MT, on a M'P^MM'sinM'MT.
Or, d'après la définition de la tangente (Géom., 96), l'angle M'MT est un infiniment petit, et il en résulte que la distance M'P est à son tour un infiniment petit d'ordre supérieur.
Ainsi, la distance de l'une des extrémités d'un arc infiniment petit à la tangente menée par Vautre extrémité est un infiniment petit d'ordre supérieur, quand on prend la dislance des deux extrémités pour infiniment petit principal.
Condition de substitution des infiniment petits dans des limites de rapports on de sommes.
526. Premier principe. — La limite du rapport de deux quantités infiniment petites reste la même, quand on leur substitue d'autres quantités dont les rapports avec les premières ont respectivement l'unité pour limite.
D'après l'énoncé même, les infiniment petits ainsi considérés sont deux à deux du môme ordre (517).
Soient les deux couples d'infiniment petits a et a,f (3 et j31? tels qu'on ait
lim^— i, lim^^i;
ii faut prouver qu'on a, nécessairement,
lim — = limerai Pi
C'est ce qui est, pour ainsi dire, évident; car (344) la relation
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lira g =1 revient (344) à
lima . .. .. a
- — Q=ï ou à lima=limp.
lim (3 r
De même, la relation lim ^ = i revient à
Pi
- — - l=i ou à limaj — limpt. lim (3, ri
On a donc, en divisant membre à membre,
lima lim(3 ,. a ,. S
p = r: — n- ou bien lim — =hmf •
limai hmpt a, pi
Appliquons ce premier principe à un exemple : x étant un arc infiniment petit et a et b étant des constantes, supposons qu'on ait à considérer les infiniment petits sïnax et sinbx. Comme le rapport du sinus à Tare a pour limite l'unité quand l'arc est infiniment petit, on aura le droit de substituer au
si n CL X CL X
rapport . , le rapport — > et il viendra immédiatement
oXJOi O X ox
.. sxnax .. ax a
lim . , = lim t— = r • smbx bx b
527. On peut donner une autre forme, souvent plus commode, à ce premier principe.
En effet, lorsque la limite du rapport de deux infiniment petits est égale à l'unité, la différence de ces infiniment petits est infiniment petite relativement à chacun d'eux; et, réciproquement, si la différence de deux infiniment petits est infiniment petite relativement à chacun d'eux, la limite de leur rapport est égale à V unité.
Soient a et (3 les deux infiniment petits, et <$ leur différence.
Si l'on a
lim g = i et a — p = o,
on déduit évidemment de la dernière égalité (341, 342)
liais =i + lim z et lim- = i — - lim -•
Ces deux relations justifient la proposition énoncée; car, si
l'on a lim ^ = i , ce qui entraîne lim - = i , on a, à la fois
lim-=o et lim -5=0;
et si Ton a, par exemple, - = o, il en résulte
h m - =1, lim 3 = '
et, par conséquent, lim ^ = o.
On peut donc énoncer comme il suit le premier principe:
La limite du rapport de deux infiniment petits n'est pas modifiée, lorsqu'on leur substitue d'autres quantités qui en diffèrent respectivement de quantités Infiniment petites par rapport à eux-mêmes.
528. Le m me. — Si la somme de quantités Infiniment petites, dont le nombre croit Indéfiniment, a une valeur déterminée S ou tend vers une limite finie S, et qu'on les multiplie respectivement par d'autres quantités infiniment petites, la somme des produits obtenus a pour limite zéro ou est infiniment petite.
Soient
les infiniment petits proposés dont la somme est S ou a pour limite S, quand n croît indéfiniment; soient
d'autres infiniment petits.
Formons la somme
«!&)!+ aîW*-+- a3wt-t-.. ,-f- xn<*>n.
Désignons par co, la valeur absolue de celui des infiniment petits de la seconde suite qui a la plus grande valeur absolue. Il est évident que la somme que nous venons d'indiquer sera
moindre, en valeur absolue, que le produit
Or la limite de ce produit est égale (340, 343) à
Slimu/, c'est-à-dire à zéro. Le lemme est donc démontré.
529. Deuxième principe. — La limite de la somme de quantités infiniment petites, dont le nombre augmente indéfiniment, reste la même quand on leur substitue d'autres quantités dont les rapports avec les premières ont respectivement l'unité pour limite.
Soient
oclf as, aj, ..., aft
les infiniment petits considérés, et
Pi, ft, P>, ...> Pn,
les infiniment petits dont les rapports aux précédents ont respectivement l'unité pour limite.
Le théorème est évident quand n est fini, puisque la limite d'une somme de quantités en nombre fini est égale à la somme des limites de ces quantités (342) et que, si Ton a
lim^^i, Pi on a aussi
limcxi = lim(3,.
Mais il ne Test plus quand n est infini. Il faut alors une démonstration spéciale, qui nécessite le lemme que nous venons d'établir (528).
Si l'on a
limjj!=i, limj^=r, lim^=i, ..., limj^«=i,
les rapports inverses ont aussi l'unité pour limite, et l'on peut poser
2l=H-wlf &=n-«aIf Eï=n-W|, ..., '§2=I+W «1 «î «I «/»
Ds C. — Cours. 111. a8
en désignant par co,, g>„ &>3, . . ., «„, d'autres infiniment petits tendant vers zéro en même temps que les précédents. On déduit évidemment de ces égalités
lim((3l-h(3î+(3,-h... + (3j = lim(a!-f- a,+ a3-+-. . .-I- <xn)
-f- lim(a1û)1 -+- a,Wi-4- a3wa-*-. . .4-aflwft).
Mais, en supposant que les conditions du lemme (528) soient remplies, la limite de la dernière somme du second membre de l'égalité résultante est zéro, et Ton a simplement
lim ( Pi + (3, H- (3, -f- . . . -h (3„ ) = li m ( «t ■+- a, + a, h- . . . -t- a*).
530. On peut appliquer à l'énoncé du deuxième principe la même modification (527) qu'à renoncé du premier principe.
On peut donc théoriquement les réunir, et leur ensemble constitue le principe fondamental suivant :
Principe fondamental. — Les limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits, dont le nombre augmente indéfiniment, ne sont pas modifiées, lorsqu'on leur substitue d'autres quantités qui en diffèrent respectivement de quantités infiniment petites relativement à eux-mêmes.
Cet énoncé général permet de supprimer respectivement, dans les quantités infiniment petites qu'on peut avoir à considérer, toutes les parties infiniment petites relativement à ces quantités elles-mêmes. Ainsi, un infiniment petit d'ordre supérieur est, en vertu de ce principe, négligeable devant tout infiniment petit d'ordre moindre (520). Les calculs peuvent être par là grandement simplifiés; et il n'en résulte aucune erreur dans la recherche des limites de rapports ou de sommes de ces quantités infiniment petites.
Nous en avons rencontré de nombreux exemples en Géométrie (t. II).
531. Les principes que nous venons de démontrer (526, 529, 530) ne sont autre chose, en réalité, que la Méthode infinitésimale elle-même, et celle-ci, comme on le voit, n'est qu'une des formes de la Méthode des limites (348).
Les quantités infiniment petites s'introduisent en effet, précisément, dans le calcul des grandeurs déterminées , soit en regardant une pareille grandeur comme la limite du rapport de deux infiniment petits, soit en la concevant comme décomposée en un nombre infiniment grand de parties infiniment petites. Le premier point de vue appartient aux modernes; le second point de vue a été celui des anciens et, notamment, d'AacmMÈDE.
Le Calcul différentiel découle du premier principe (526), tandis que le deuxième principe (529) se rapporte spécialement au Calcul intégral.
CHAPITRE II
DÉFINITIONS DE LA DÉRIVÉE ET DE LA DIFFÉRENTIELLE DUNE FONCTION DUNE SEULE VARIABLE.
Définition de la dérivée.
532. Nous nous sommes occupé précédemment de l'expression de l'accroissement d'un polynôme entier en x et de degré m, suivant les puissances ascendantes de l'accroissement de la variable x. En représentant ce polynôme par F(x) et en désignant l'accroissement de la variable par h, nous avons trouvé (324) l'importante formule
F(ar + *)-F(*)=F,(ar)* + F'(jt) —
Nous avons donné alors au polynôme F'(x) le nom depotynôme dérivé ou de première dérivée de F(x)> et nous avons indiqué suivant quelle loi simple il se déduit de F(^r). De même, F"(x) est la dérivée de F'(x) ou la dérivée seconde de F(x); F"(x) est la dérivée de Ff (j?) ou la dérivée seconde de F' (.r), ou la dérivée troisième de F(x); et ainsi de suite.
533. Cela posé, on peut vouloir chercher le rapport de l'accroissement de la fonction considérée à l'accroissement de la variable. Il suffit, pour l'obtenir, de diviser par h les deux membres de la relation (i). Il vient
(r(*+*)-FW _*_
+ F(,r)— q+...+FW(j) - • v ' 1.2.3 i.2. 3. ..m
ALGEBRE SUPÉRIEURE. 4^7
La fonction entière ¥(x) étant continue (462), si Ton fait tendre l'accroissement h de la variable vers zéro, en conservant à x une valeur fixe, il en sera de même (4.60) de l'accroissement de la fonction F(x -+- h) — F(#). Mais le rapport des deux accroissements ne sera pas indéterminé {Alg. élém., 116). En effet, la limite du premier membre de la relation (a) est égale à la limite du second membre (334). Dans ce second membre, tous les polynômes dérivés conservant des valeurs finies, tous les termes, à partir du deuxième, tendent vers zéro quand h tend vers zéro (340); et, comme ces termes sont en nombre fini, la limite de leur somme, égale à la somme de leurs limites (342), est zéro. On a donc, pour h infiniment petit,
(3) limF(.r + ^-F(.rW(a;)
Ce qui montre que la dérivée du polynôme entier ¥(x) est, pour une valeur quelconque de x> la limite du rapport de l'accroissement de ce polynôme à V accroissement correspondant de la variable x, lorsque celui-ci tend indéfiniment vers zéro [ou, plus rapidement, puisque la fonction entière ¥(x) est continue, la limite du rapport des accroissements infiniment petits correspondants de la fonction et de la variable].
534. C'est la définition précédente qu'on adopte pour toutes les fonctions d'une seule variable, lors même qu'il serait impossible de les développer suivant les puissances ascendantes de l'accroissement de la variable, comme nous avons pu le faire pour les fonctions entières, telles que F (a?). Et l'on dit que :
La dérivée d'une fonction quelconque de x telle que y—f(x) est, pour une valeur donnée de x, la limite du rapport de l'accroissement de la fonction à l'accroissement correspondant de la variable, lorsque celui-ci tend vers zéro.
On représente la dérivée par la notation
fr(x) ou Df(x) ou D/.
Quand il y a plus de deux variables, il peut être utile d'indiquer que la dérivée de la fonction y est prise spécialement
par rapport à la variable x, par exemple, et Ton emploie alors la notation
La dérivée première de la fonction y — f(x) peut admettre, à son tour, une dérivée (532) qui est la dérivée seconde de la fonction. La dérivée seconde peut admettre elle-même une dérivée, qui est la dérivée seconde de la dérivée première ou la troisième dérivée de la fonction; et ainsi de suite. Ces dérivées successives de la fonction, à partir de la deuxième dérivée, seront représentées par les notations
/' (*) ou Df/(*) ou D8/, f (x) ou D»/(*) ou D'j,
/<«>(.*) ou Da/(x) ou Vny.
535. 11 faut nous arrêter sur la définition que nous venons de donner de la dérivée d'une fonction d'une seule variable (53fc). Elle suppose implicitement que la limite du rapport des deui accroissements considérés est, en général, une quantité finie et déterminée; sans quoi, il n'y aurait pas lieu de s'occuper de cette limite.
Nous remarquerons qu'on a été conduit à la découverte du Calcul différentiel, qui n'est autre chose que la théorie des dérivées et des différentielles considérées dans leurs principes et leurs applications, en cherchant une méthode générale pour mener les tangentes aux courbes planes susceptibles d'une expression algébrique.
Supposons la fonction y =/(o?) et construisons la courbe AMB (Jig. 5) qui la représente graphiquement, d'après le procédé indiqué en Algèbre élémentaire (Alg. élém., 312 el suiv.), et en choisissant des axes rectangulaires Ox et Oy.
Les coordonnées x et y des points de cette courbe représentent les valeurs simultanées de la variable x et de la fonction y, et nous admettons que la courbe AMB est réelle et continue dans un certain intervalle, comme la fonction ellemême. Proposons-nous, dans cette hypothèse, de mener la tangente à la courbe au point M, dont les coordonnées sont *=zOPet7 = MP.
Les modernes, depuis Descartes, définissent la tangente en un point d'une courbe, comme étant la limite des positions
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d'une sécante variable passant par le point donné et par un second point d'intersection avec la courbe, qui se rapproche indéfiniment du premier (Géom., 96).
Prenons donc, sur la courbe AMB, un second point M' voisin du point M, dont les coordonnées soient #' = OP', y' = M'P', et menons par le point M, jusqu'à la rencontre de M'P', la parallèle MN à Taxe Ox.
Fig. 5.
Si nous désignons par h et par k les accroissements correspondants de la variable x et de la fonction /, quand on passe du point M au point M' de la courbe AMB, les coordonnées du point M' deviendront
OP' =OP + PP' =OP-+-MN = x-i-h,
M'P'= NP' + MN = MP +M'N=j'+ k,
et nous aurons
A = MN, * = M'N
Cela posé, le triangle rectangle MNM' donne (Trigon., 142)
UngM'MN=^=4
Quand le point M' se rapproche indéfiniment du point M, A diminue et tend indéfiniment vers zéro. En même temps, la sécante M'MS tend indéfiniment vers la tangente IMT au point M, et l'angle M'MN vers l'angle 1MN, qui représente celui que fait cette tangente avec l'axe Qx. Les limites de deux quantités toujours égales étant égales (334), on a donc
Jç
tangIMN = lim tangM'MN = lim r-
Ainsi, la limite de r ouf(x) (534) se trouve représentée par
la tangente trigonométrique de V angle que fait la tangente à la courbe AMB, au point M dont V abscisse est x, avec l'axe Ox, tangente trigonométrique, en général, parfaitement déterminée.
k Si l'on peut calculer la limite derà l'aide de l'équation de
la courbe, la tangente trigonométrique de l'angle IMN sera connue, et la construction de la tangente au point M s'en déduira immédiatement.
Réciproquement, si, la courbe AMB étant construite, on peut lui mener une tangente au point M, la tangente trigonométrique de l'angle IMN fera connaître la valeur de la dérivée de la fonction correspondante y =f(x)> pour x = OP.
Il y a donc identité entre la recherche des dérivées des
fonctions d'une seule variable et celle des tangentes aux
courbes planes qui les représentent, et les dérivées existent
comme les tangentes elles-mêmes.
k Ajoutons que la limite du rapport t ne dépend nullement
de A, mais seulement de la valeur attribuée à x. La dérivée de f(x) sera donc, en général, une nouvelle fonction de x (534).
Quand la limite du rapport j existe, c'est-à-dire
quand cette limite est finie et déterminée, il est clair que la fonction proposée est continue pour la valeur considérée de x (460). Car, si Ton prend h pour infiniment petit prin-
cipal, le rapport t tendant vers une limite finie quand h tend
vers zéro, k est alors un infiniment petit du même ordre
que h (517), et il ne peut y avoir d'exception que pour des
valeurs toutes particulières de la variable x.
k Lorsque limy =/'(#) s'annule pour une certaine valeur
de x, l'accroissement de la fonction est d'un ordre supérieur à celui de la variable. C'est le contraire lorsque /'(a?) devient infinie (520).
Réciproquement, lorsque f(x) est une fonction con
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tinue, on démontre que la dérivée f'(x) est, en général, ellemême une fonction continue, sauf pour des valeurs toutes spéciales de la variable x, pour lesquelles elle peut devenir infinie, indéterminée ou discontinue. Ces valeurs spéciales de x correspondent à leur tour à des directions particulières de la tangente à la courbe y=f(x).
Nous laissons de côté cette démonstration, longue et délicate, que les faits vérifient constamment.
Théorèmes généraux.
538. I. Une quantité constante, c'est-à-dire indépendante de x, a une dérivée constamment nulle, puisque, quel que soit l'accroissement h donné à la variable x, l'accroissement correspondant k de la fonction n'existe pas.
Mais il n'est pas évident que toute fonction dont la dérivée est constamment nulle se réduise à une constante.
Pour établir cette importante réciproque, nous démontrerons d'abord le théorème suivant :
539. II. Le rapport des accroissements simultanés et finis H et K de x et de y, dans un intervalle où la fonction y =f(x) est continue et où sa dérivée conserve des valeurs déterminées , est une moyenne entre toutes les valeurs prises par la dérivée f'(x)i lorsque la variable parcourt l'étendue renfermée entre ses valeurs extrêmes x et x -+- H.
Si nous donnons à x, en restant dans l'intervalle considéré, un accroissement fini H, il en résultera pour^ un accroissement également fini K (458).
Nous pourrons alors faire passer la variable de sa première valeur x à sa dernière x -+- H par une suite d'accroissements de même signe hu ht, hl9 . . . , hn. Les accroissements correspondants de la fonction y seront ku ku kt} . . ., kn. Nous aurons donc]
H = A1H-AîH-àJH-...H-A/l, K = Aj-f- *,-h *8 + . . .4- ka.
D'après un théorème connu (349), il en résulte
K__ki+ki+kt + ...+ kn m /*, *, k% kn\
et cette égalité reste vraie, quelque grand que soit n. Mais,
quand n croît indéfiniment, les éléments hl9 h» /*3, /*,
tendent vers zéro, et les rapports ~> -=^> ~> • • •* — tendent
ht ht hz hn
eux-mêmes, autant qu'on veut, vers les valeurs prises succès* sivement par la dérivée f'(x), pendant que x parcourt d'une manière continue l'étendue renfermée entre x et x -h H. On peut donc écrire à la limite, en employant une notation expressive,
(0 ïî = moy/' (•*•)•
540. III. Toute fonction dont la dérivée est constamment nulle se réduit nécessairement à une constante.
Supposons, en effet, en nous reportant au théorème que nous venons d'établir (Î539), que la dérivée f'(x) soit constamment nulle dans l'étendue considérée. Tous les rapports
T~' JTy TT* '"' ~T auroni al°rs respectivement zéro pour limite. Il en sera donc de même de leur moyenne; et, comme cette moyenne est une quantité constante, elle sera rigoureusement nulle. Il résulte, par conséquent, de l'équation (î) du n° 539 que l'accroissement K de la fonction sera aussi constamment nul pour l'étendue considérée ou pour toute partie de l'intervalle proposé, c'est-à-dire que, dans cet intervalle, la fonction y—f(x) se trouvera réduite à une constante.
Graphiquement, on voit que la fonction
y — const.
est représentée par une droite parallèle à l'axe Ox, et que
les rapports jr> -r> j*' '' m> ir sont rigoureusement nuls.
541. Si tous les rapports y^-y -r?> -r^> • • •> ~ tendaient vers
h\ /«i h* hn
l'infini, leurs rapports inverses jr> -tt> -r> •- •> jr tendraient
vers zéro.
D'après ce que nous avons dit des fonctions inverses (444), il est évident que, dans ce cas, c'est la fonction x (y étant regardée comme variable indépendante) qui devient une con
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stante, et qu'elle est représentée graphiquement par une droite parallèle à Taxe 0/. Les rapports ~> -tt> tt> • ••> tt
A- k sont alors rigoureusement nuls, et les rapports j1) -?!>
-ï-8 > • •> t^ rigoureusement infinis.
542. D'après ce qu'on vient de voir (540, 541), si le lieu de l'équation y =/(a?), supposé réel et continu dans un certain intervalle, ne renferme aucune portion de droite parallèle à
Fun des axes, le rapport t aura nécessairement une limite
finie différente de zéro quand h tendra vers zéro, et les deux infiniment petits h et k seront du même ordre, sauf peutêtre pour certaines valeurs particulières de la variable.
Les cas exceptionnels où Ton aura lim t=oou lim j = oo
correspondront précisément, comme on le verra plus tard (Géom. anal., t. V), les axes coordonnés étant rectangulaires ou, plus généralement, rectilignes, aux points où la tangente à la courbe qui représente y =/(# ) se trouve parallèle à l'un ou à l'autre axe.
543. IV. Lorsque deux fonctions f (x), F(x) ne diffèrent que par une constante, pour les valeurs de x comprises dans un intervalle donné ou elles sont continues, leurs dérivées sont égales pour ces mêmes valeurs de x.
Réciproquement, si les dérivées f'(x), ¥'(x) de deux fonctions f(x), ¥(x) sont égales entre elles pour les valeurs de x comprises dans un intervalle donné où elles sont continues, ces fonctions ne peuvent différer que par une constante pour ces mêmes valeurs de x.
Soit, en effet, d'une manière générale, y(x) la différence des deux fonctions considérées. De la relation
qui a lieu pour toute valeur de x comprise dans l'intervalle proposé, on déduit, en donnant à la variable l'accroissement h,
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Il en résulte évidemment, en retranchant l'égalité (i) de l'égalité (2) et en divisant ensuite par A les deux membres de l'égalité résultante,
En faisant tendre maintenant A vers zéro, on a, à la limite (534),
Si <p(#) est une constante, on a <?'(x) = 0 (538), et l'égalité (3) donne
Réciproquement, si Ton a f'(x)=iF,(x), l'égalité (3) donne
et Ton a y(x) == const. (540).
544. Remarque. — Nous terminerons ces généralités par une remarque qui n'est pas sans intérêt :
Si la dérivée de la fonction yz=f(x) est continue dans un certain intervalle comme la fonction elle-même, le signe qu'on donne à V accroissement h de la variable à partir d'une valeur de x comprise dans l'intervalle et telle que x 4- h et x — A y soient aussi renfermées n'influe pas sur la valeur que prend f (x) pour la valeur attribuée à x.
Donnons à A une valeur positive et soit lim £==/'(*).
Soit, maintenant, kx l'accroissement pris par la fonction y
quand on donne à x l'accroissement — A. Il faut trouver la
limite de — 7- • — n
Or, si, en partant de x— A, on donne à la variable l'accroissement A, on retombe sur x. Comme on retombe alors aussi sur y, il faut que la valeur de la fonction qui correspond à x — A croisse en même temps de — klm On a donc, à la fois,
lim jt =f(x) et lim ^ =* lim -^ = f(x - A).
Mais, par hypothèse, la fonction dérivée restant continue
dans l'intervalle considéré, /'( x — h) et f(x) diffèrent d'une
quantité infiniment petite, si h est infiniment petit. Par
suite (530), f\x) peut être regardée aussi bien comme la
limite de -jt que comme celle de t •
Définition de la différentielle.
545. L'accroissement, positif ou négatif, d'une variable quelconque, indépendante ou non, est appelée la différence de cette variable; et on le désigne, en général, par la caractéristique A suivie de la lettre qui figure la variable.
Ainsi, les accroissements ou les différences des variables &9y>z> • • • seront représentées par
A.r, ày, As, ....
Nous avons dit précédemment (534) que les fonctions /(x), F(x), <p(ar), . . . ont, pour notations de leurs dérivées,
ou, encore,
Vf(x), DF(*), »?(*), ..-,
ou, d'une manière générale, y étant la fonction de x dont il s'agit,
Dr.
Gela posé, d'après la notation des différences et la définition des dérivées (534), on peut écrire, pour toute fonction y = f(x), et bkX tendant vers zéro,
limË=//(*r) = D/(^) = D/-
Par conséquent, avant d'arriver à la limite qui conduit à la dérivée, c'est-à-dire avant de supposer A# infiniment petit ou aussi proche de zéro qu'on voudra, on aura, en désignant par a une certaine quantité, fonction de x et de \xf tendant vers zéro en même temps que lx,
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et
(2) &y = f (x) Ix -h a Ax.
C'est là une relation très importante et très utile.
Admettons à présent qu'on fasse tendre Aa? vers zéro
La relation (2) (545) montre que l'accroissement infiniment petit d'une fonction continue quelconque peut être regardé comme composé de deux parties
f'(x) &x et a Aj?.
Comme /'(#) est supposée avoir une valeur finie différente de zéro et bien déterminée, si l'on prend \x comme infiniment principal, la première partie est un infiniment petit du premier ordre et la deuxième partie est un infiniment petit d'ordre supérieur (521, 20).
Or, d'après le principe fondamental de la méthode infinitésimale (530), les limites de rapports ou de sommes d'infiniment petits ne sont pas modifiées lorsqu'on remplace ces infiniment petits par d'autres qui en diffèrent respectivement de quantités infiniment petites par rapport à eux-mêmes. 11 en résulte que, toutes les fois que A/ entrera dans un calcul comme terme d'un rapport ou d'une somme d'infiniment petits dont on cherche la limite, on aura le droit de le remplacer
par
f'(x)\xt
c'est-à-dire de lui substituer le produit de la dérivée de la fonction y par l'accroissement infiniment petit de la variable indépendante.
5W. On donne le nom de différentielles à ces quantités plus simples que l'on peut substituer aux différences infiniment petites des fonctions.
Elles sont évidemment plus simples, puisqu'on néglige dans ces différences, sans aucun inconvénient relativement à la recherche que l'on poursuit, le terme a Ax, en général extrêmement compliqué. Et ce sont, en réalité, les plus simples possibles, puisqu'elles sont le produit du facteur \x qu'on ne peut évidemment supprimer par une fonction où ce facteur n'entre pas.
Les différentielles, quantités infiniment petites substituées
aux différences infiniment petites des fondions dans les cas indiqués, sont désignées par la caractéristique d, substituée elle-même à la caractéristique A.
On a ainsi
(3) dy = f'(x)Ax ou
Par conséquent, le rapport de la différentielle dy à Vaccroissement A.r de la variable est égala la dérivée de lafonction y~j\x) ou à la limite du rapport de la différence ày de la fonction à ce môme accroissement A.r.
C'est ainsi que la recherche des différentielles et des dérivées ne forme qu'une seule et même question.
548. Supposons que la fonction/ soit la variable x ellemême, c'est-à-dire qu'on ait
ou la plus simple de toutes les fonctions. On aura alors constamment
AjzzzA*, /'(*) = i, dy = àx (5W).
La différentielle de y ou celle de x est donc, dans ce cas, identique à àx, et Ton a alors
dx = &x.
[Si l'on avait
on aurait constamment
Ajk = — àœ9 f'(œ)=i— i, dy = —àa?t
et la différentielle de y serait identique à — Aa?].
Comme il est naturel d'employer une seule caractéristique quand cela est possible, nous conviendrons, toutes les fois que nous aurons à prendre la différentielle d'une fonction de x, de représenter par dx l'accroissement arbitraire (mais infiniment petit) de x. Mais, lorsqu'il s'agira des accroisse-
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ments exacts ou des différences des fonctions désignées par la caractéristique A, nous représenterons par A.r l'accroissement de x9 qui pourra être alors fini ou infiniment petit.
D'après cette convention, on aura (3 bis) dy = f(x)dx
et Ubis) £=//(j?)-
cty Et Ton voit que l'expression -j- peut être considérée indifféremment, soit comme le quotient de dy par dx9 soit comme un symbole représentant (545) la limite du rapport -r— •
Sous ce dernier point de vue, la formule (3 bis) peut encore s'écrire
La dérivée f'(x) étant, d'après la formule (3 bis), le quotient de la différentielle de la fonction parla différentielle de la variable, on lui a souvent donné le nom de rapport ou de coefficient différentiel de la fonction.
D'après cette même formule, la différentielle de la fonction étant le produit de sa dérivée par la différentielle de la variable, qui ne peut pas être nulle, les théorèmes généraux relatifs aux dérivées, qu'on a démontrés aux not 538, 540, 543, s* étendent immédiatement aux différentielles.
550. La différentielle est susceptible, comme la dérivée (535), d'une représentation géométrique.
Reprenons \* fîg. 5 (p. 439), et soit la courbe AHB qui représente la fonction y = f( x) rapportée aux deux axes Ox et 0/. On a (535)
UnglMN = lim~=lim^=/,(o7).
On a aussi
IN = MN tangIMN = f'(x) Hx = dy (547).
Nous voyons par là que la différence de la fonction, Aj = /-, étant représentée par M'N, sa différentielle dy est représentée par IN.
Ainsi, remplacer la différence par la différentielle revient, lorsqu'on cherche quel est l'accroissement de l'ordonnée pour un accroissement infiniment petit de l'abscisse en parlant du point M, à substituer, dans une étendue infiniment petite, à la courbe elle-même, sa tangente (525).
I"ig. 5.
Mi
551. L'avantage que peut présenter l'emploi des différentielles sur celui des dérivées, c'est que, dans la formule (3 £w)(5V9), dy et dx figurent absolument de la même manière.
y étant une fonction de x, l'une des différentielles dy et duest arbitraire, et leur rapport est égal à celui des accroissements infiniment petits que peuvent prendre simultanément les deux variables.
Or, d'après ce que nous avons dit des fonctions inverses (444), rien n'oblige de prendre pour variable indépendante Tune des deux variables plutôt que l'autre, quand il s'agit des différentielles, tandis que l'emploi des dérivées exige nécessairement qu'on ait fait un choix, la dérivée n'ayant un sens déterminé que lorsqu'on sait par rapport à quelle variable on la prend.
Si Ton part de la relation
dy— f\x) dx et si c'est x qui est la variable dépendante, si c'est x qui est
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regardée comme une fonction de y, on en déduit immédiatement
C'est dy qui reçoit alors une valeur arbitraire infiniment petite, et dx s'ensuit.
On comprendra tout à fait l'importance de cette remarque, lorsque nous parlerons plus loin des dérivées et des différentielles des fonctions inverses.
552. Nous terminerons ces notions fondamentales en observant qu'on peut avoir à considérer, dans une môme question, une variable indépendante x et plusieurs fonctions^» z, u, v, ... de cette variable.
Représentons par A/, As, Ai/, Ae, . . ., les accroissements pris par ces fonctions ou leurs différences pour un même accroissement ou une môme différence \x ou dx de x. Leurs différentielles dy, dz9 du, dv, . . ., seront toutes dans des rapporls constants avec dx et, par conséquent, les unes avec les autres, quand dx tendra vers zéro (54-9). Ces rapports constants sont d'ailleurs les limites des rapports des différences correspondantes, qui ne diffèrent alors des différentielles que de quantités infiniment petites par rapport à eliesmômes (5V7).
On a, par exemple,
, ^ du lu „ .
dy Ay *
et -T- est la dérivée de u par rapport à y, quelle que soit
d'ailleurs la variable commune à laquelle on ait rapporté les différentielles du et dy.
Si Ton a u=f(x) ely — ¥(x), on a aussi (5W)
du =/' (x) dx, dy = F'(x) dx, c'est-à-dire (i)
(2) U'U-F'(ar)
On peut donc énoncer cette proposition : La dérivée d'une variable u par rapport à une autre va-
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riable y est égale au rapport des dérivées de u et de y prises relativement à une même variable quelconque a, dont elles sont regardées comme dépendantes.
553. Nous engageons le lecteur à bien s'assimiler avant tout les généralités qui précèdent. Ce n'est qu'à celte condition qu'il pourra étudier avec fruit les Chapitres qui suivent.
Nous allons, dans ces Chapitres, passer à la recherche pratique des dérivées et des différentielles, que les détails dans lesquels nous venons d'entrer nous permettront de ne plus séparer.
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CLASSEMENT DES FONCTIONS
55i. Trouver la différentielle d'une fonction, c'est exécuter l'opération désignée sous le nom de difjérentiation.
Il y a une infinité de fonctions; mais il en existe un nombre très limité auxquelles on donne le nom de fonctions simples. et c'est à ces fonctions que toutes les autres se trouvent ramenées au point de vue de leur différentiation.
555. Les fonctions simples correspondent aux opérations connues jusqu'à présent.
Elles sont au nombre de dix, du moins lorsqu'on représente chacune d'elles par son type le plus simple ou par ud seul type, et elles se partagent en fonctions algébriques el en fonctions transcendantes.
Les fonctions algébriques simples correspondent aux six opérations arithmétiques : addition, soustraction, multiplication, division, élévation aux puissances et extraction des racines.
Les fonctions transcendantes simples, dont l'emploi exige la construction de Tables calculées d'avance, sont les fonctions exponentielle et logarithmique, et les fonctions étudiées en Trigonométrie, c'est-à-dire les fonctions trigonométriques proprement dites ou circulaires directes et les fonctions circulaires inverses.
556. Les dix fonctions simples se partagent naturellement en cinq groupes, chaque groupe contenant une opération directe et l'opération inverse.
557. D'après cela, nous présenterons comme il suit le Tableau des dix fonctions simples, en désignant par x la va-
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riable indépendante, par y la fonction, par a et par m des constantes.
TABLEAU DES DIX FONCTIONS SIMPLES
Fonctions algébriques.
( Somme y — a -4- x
iergroupe. „.„, J
° ' ( Différence y — a — x
i Produit j^ ax
a' «POUpe* j QuoUeal y=l
I Puissance y = xm Racine y — "\fx (m, nombre entier et positif.)
Fonctions transcendantes.
l Fonction exponentielle y=zax, y — ex
4e groupe. | Fonction logarithmique.. . . y = \ogux, r= L.r ( (a, nombre positif.)
( Fonction circulaire directe. y= sinx * p '( Fonction circulaire inverse. / = arcsin»r (Trigon., 44.)
558. Pour les fonctions trigonométriques, directes ou inverses, nous n'avons indiqué qu'un seul type; et il est clair qu'on pourrait regarder aussi, comme fonctions simples de <:elte espèce,
y—cosx, / = arccos.r, >— lang.r, y = arc tangue, —
Mais, en considérant le cercle de rayon i et en supposant
Tare moindre que -> la connaissance d'un seul rapport trigo-
nométrique de cet arc entraîne celle de tous les autres ( Trigon., 9). On peut, par suite, en partant du sinus, par exemple, ne voir dans les autres rapports que des fonctions dépendantes. Ainsi, l'on a
cos-r ~sm
sincT tans.r= :,
yi — sins,#
( x \ — y7! — sin*#,
559. Dans chaque fonction simple, sauf dans les deux premières, on peut remplacer la seule lettre x par une fonction simple. On obtient ainsi ce qu'on appelle une fonction de fonction. La même transformation peut être répétée plusieurs fois, de manière à conduire à des fonctions de fonctions. On superpose ainsi évidemment les opérations qui correspondenl aux fonctions simples.
Prenons la fonction produit y=zax et remplaçons x par Lx, nous aurons la fonction de fonction y=zaLx. Remplaçons de nouveau x par sina?, nous aurons la fonction defonctions j = aLsinj?. Dans le premier exemple, deux opérations se trouvent superposées; il y en a trois dans le deuxième exemple.
560. D'une manière générale, toute fonction qui dépend de plusieurs fonctions de x est une fonction composée.
C'est le cas ordinaire des fonctions explicites (449), où les opérations à effectuer sur la variable pour calculer la fonction sont directement indiquées.
561. On peut trouver facilement, bien qu'un peu longuement, les dérivées des dix fonctions simples et, par suite, leurs différentielles, en suivant une marche parfaitement uniforme, que nous indiquerons ici immédiatement.
Soit la fonction
Il suffit de donner à x un certain accroissement Aa\ Il en résulte pour y un accroissement Aj, et l'équation (1) devient
(2) y h- Ay=zf(x -h bx).
On a alors, en retranchant (1) de (2),
et, en divisant par Aj?,
,3, A/ _ f(x-hïx) —f(x)
(ô) Ai?"" A*
Si l'on fait tendre maintenant Ax indéfiniment vers zéro
dans le second membre de la relation (3), ce second membre
Av tend lui-même indéfiniment vers la limite de -g- pour Ar in-
Animent petit, c'est-à-dire vers la dérivée /'(#) que Ton cherche.
Une fois qu'on connaît l'expression de la dérivée /'(#), on a la différentielle dy par la relation fondamentale (5i9)
dy =z /' (x) dx.
562. Dès que Ton connaît les dérivées et les différentielles des dix fonctions simples, on peut passer à celles des fonctions de fonctions et des fonctions composées qui en dépendent nécessairement, en établissant certains théorèmes généraux.
Mais il est plus simple et beaucoup plus rapide de suivre la marche inverse.
Nous commencerons donc par démontrer les principes ù l'aide desquels on peut ramener la détermination des dérivées et des différentielles de toutes les fonctions à celle des dérivées et des différentielles des dix fonctions simples; et nous nous occuperons ensuite des fonctions simples elles-mêmes. La question se trouvera d'ailleurs résolue pour quelques-unes d'entre elles, par suite de nos premières recherches.
Soit la fonction (0 j
Admettons qu'en la résolvant par rapport à x, on en déduise
Les fonctions indiquées par les signes / et 9 sont, comme nous l'avons déjà dit (444), des fonctions inverses l'une de Vautre.
Comme les équations (1) et (2) sont la même équation sous deux formes différentes, elles donneront toutes deux les mêmes accroissements correspondants pour les variables x et/. En d'autres termes, si l'accroissement A# conduit dans la première équation à l'accroissement Aj, l'accroissement Aj* conduira nécessairement dans la seconde équation à l'accroissement A.r.
Cela posé, on aura (534)
_ nm *L -
/' (^) = lim -^ -= lim -e- =
àx àx .. A.T
A/ Ay
On arrive donc à cette proposition importante (551), connue sous le nom de théorème des fonctions inverses.
Quand deux fonctions sont inverses au point de vue algébrique, leurs dérivées sont inverses au point de vue arithmétique.
Supposons qu'on sache trouver la dérivée de la fonction 9 (y) et qu'on ne connaisse pas encore la dérivée de la fonction /(a?). Il suffira, pour obtenir f'(x), de prendre l'inverse -y- — de y' {y) et d'y remplacer/ par /(#).
Différentiation des fonctions de fonctions.
564. Considérons une fonction de fonctions de x (559) définie par les équations
On voit que y dépend de w, qui dépend de v, qui dépend de x. Finalement, y dépend donc de x et est une fonction de fonctions de x. En éliminant v et u, on pourrait obtenir cette fonction sous la forme
mais il est facile d'éviter cette substitution.
Supposons, en effet, qu'on donne à a? un accroissement Ax. Il en résultera pour v, u et y, les accroissements correspondants Av, Au et Ay. On aura alors, identiquement,
Ay Ay Au Av
Si l'on fait tendre maintenant Ax indéfiniment vers zéro et si le nombre des fonctions superposées dans l'expression de y est fini, la limite du premier membre de l'identité (i) sera égale au produit des limites des facteurs du second membre (342), et il viendra, par définition (534),
(2) Dxy = F'(u)f'(v)9'(x).
On peut donc énoncer cette règle fondamentale :
La dérivée d 'une fonction de fonctions est égale au produit des dérivées des fonctions successives, chacune de ces dérivées étant prise par rapport à la variable dont la fonction considérée dépend im m édiatem en t.
Si Ton veut passer à la différentielle de /, on a
En substituant dans la relation (2) du n° 564 et en multipliant par d.v, il vient
(1) dy=Y\u)f'(v)<f\œ)dx.
Telle est l'expression du principe de la dijférentiation des fonctions de fonctions. Comme on a (553, 549)
on peut encore écrire
ou, plus simplement, j
dy du
(a) dy=tud^dv'
Il faut remarquer avec soin que dy et dv sont les différentielles de y et de v prises par rapport à x9 tandis que -j- et -7-
sont des symboles représenlant les dérivées de y par rapport
dy à u et de u par rapport à v . Dans -j-<> u représente la variable
indépendante; dans -y- > u représente la fonction.
Expression de l'accroissement infiniment petit d'une fonction de plusieurs variables.
566. Nous avons déjà indiqué ce qu'on devait entendre par les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables, quand cette fonction était entière (332). Nous allons généraliser cette notion fondamentale, en y ajoutant celle des différentielles partielles et en considérant une fonction composée quelconque.
Nous prendrons d'abord une fonction y dépendant de deux variables u et v9 et nous allons voir que l'accroissement inO-
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niment petit d'une pareille fonction peut s'exprimer comme celui d'une fonction d'une seule variable, à l'aide d'une expression simple qui n'en diffère aussi que d'une portion infiniment petite de sa propre valeur.
Soit donc la fonction
Nous allons donner à u et à v des accroissements infiniment petits Ah, Av, qui seront ou non indépendants l'un de l'autre, suivant que les variables u et v seront ou non elles-mêmes indépendantes l'une de l'autre;/ prendra alors un accroissement correspondant A/, et l'on aura
j+ A/ — /O -+■ A//, v -h Ai>),
c'est-à-dire, par soustraction,
A/ = /( a -h An, p + Ac)-/(m,^).
En ajoutant et en retranchant dans le second membre la même quantité /(a -h Ah, v), on peut évidemment mettre cette valeur de Aj sous la forme suivante (471) :
A7=/(tt-hAa, v)—/(u, v)
-+-/(" H- ^u> *' -+■ À*') — /(u -h Ah, r).
Cela posé, désignons pour un instant par/i(n, v) la dérivée partielle de /(h, v) ou de y par rapport à u, c'està-dire la dérivée de la fonction prise en regardant u comme une variable indépendante et v comme une constante.
L'accroissement de la fonction, quand on donne à u seulement l'accroissement Ah, étant
nous pourrons alors écrire (545)
(2) /(h -f- Ah, v) —/{u, v) = [/'tt(u, «0 -+- a] Ah,
a étant une quantité qui tend vers zéro et qui s'annule en même temps que Ah.
De même, désignons par/'„(H -+- Ah, v) la dérivée partielle de la fonction /(u -+- Ah, e) />a/* rapport à v9 c'est-à-dire la dérivée de cette fonction prise en regardant v à son tour comme une variable indépendante et hh-Ah comme une constante.
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L'accroissement de la fonction /(w 4- Ai/, *>), quand on donne à r seulement l'accroissement Ae, étant
/(#/ -h A//, v -h Ac) — /(// -+- An, *>)>
nous pourrons écrire encore (545)
f(u -+- Ai/, ph- A<<) -/(// -h Au, r) = [/U« "+- *", *') "+- P] Ar,
(3 étant une quantité qui tend vers zéro et qui s'annule en même temps que Ar.
Il est clair d'ailleurs que, si /'„("> v) est la dérivée partielle de f(iijv) ou de y par rapport à v9 elle ne peut différer def'v(u-\- Ai/, r) que d'une quantité infiniment petite y qui s'annulera avec Ai/. En posant (3 4- y = a', l'expression précédente deviendra donc
(3) /(« 4- Ai/, r 4- Ar) -/(// h- Ai/, t>) = [/,(*, r) + a'] Ar.
En ajoutant membre à membre les équations (i), (a), (3) et en simplifiant, il reste évidemment
Ar = [/'.( «> ") + «] A" + [/r(«, ") + «'] Ar.
a Ai/ est infiniment petit par rapport à la première partie de la valeur de A/, et il en est de même de a' Ai> par rapport à la seconde partie de cette valeur (520, 530). Par suite, en désignant par w une quantité infiniment petite par rapport à A/, on peut poser
w = «Atf + a' Ar et écrire
(4) Ar =f'u(u, c) Ai/ -h/v(i/, v) Ar 4- w.
C'est l'expression que nous voulions obtenir.
On représente ordinairement les deux dérivées partielles f'u(u, v) etf'v(u, r) par les notations
df(Ut<')f d/(u9v)^ ou dy^ dy du 9 dv 9 du ' dv
Seulement, il faut bien remarquer que, dans les expressions
■j-, -}-•> les deux dy sont différents, puisqu'ils représentent
respectivement les différentielles de y relatives à la variation d'une seule des variables u> v, ou les différentielles partielles de y par rapport à u et par rapport à v.
Pour éviler toute ambiguïté, on pourrait écrire les deux dérivées partielles en les enveloppant ainsi de parenthèses :
On les a supprimées, en comptant sur l'attention du lecteur bien prévenu.
Avec cette notation des dérivées partielles, on a
(5) Ar=&A«+^> + W.
D'après ce qui précède, l'infiniment petit d'ordre supérieur w se compose d'une première partie a Aw qui, divisée par A«, devient encore nulle pour Aw = o, et d'une seconde partie a! &v ou (P + y) Ae qui, après avoir été divisée par Ar, contient des termes s'annulant, les uns pour Am = o, les autres pour Ar =i_ o.
On aurait des résultats analogues, comme il est facile de s'en assurer, pour un nombre quelconque de variables, dépendantes ou non les unes des autres ou d'autres variables.
Ces résultats vont nous conduire immédiatement à la différentiation des fonctions composées.
Difîérentiation des fonctions composées.
Soit la fonction
y— /(«, •%»", ...) et
m = F(j?), i' = o(.rj, ir='!(jc),
y sera alors une fonction composée de x.
Nous aurons, d'après ce qu'on vient de démontrer (566), en supposant toujours des accroissements infiniment petits,
* dy K dy A dy K
Ay — -y- lu -f- -j- Ai> -h -i- At*> -f- . . . -+- w, "' au dv clKv
w étant infiniment petit relativement à Aj. En divisant par Aj? les deux membres de cette relation, il
vient
Ay dy A?/ dy Ac> dy Aiv r,>
Aj? du \x dv Ax d\v A# ' " " \jl-
En passant alors aux limites (534-), ce qui est permis si le nombre des variables u, v, w, . . ., est limité (34-1), on trouve
évidemment (34-3), puisque (566) ^— devient nul,
dy dy du dy dv dy dw
dx du djc dv dx dw dx
dy Il ne faut pas oublier (566) que, dans cette expression, /,
7/^' H S " 'y sont ^es ^wées partielles de la fonction y par rapport aux différentes variables u, v, w, . . ., tandis que ^->
-t-> -s— } —y sont les dérivées des variables ou des fonctions dx dx
u, v, w, . . . , par rapport à x.
Quant au premier membre de l'expression (i), c'est, si Ton veut, la dérivée complète de la fonction y, dans laquelle on fait varier toutes les quantités dépendantes de x.
On peut observer îi ce sujet que, s'il arrivait qu'on eût, par
exemple, u r= x, -j- deviendrait, dans le second membre de
l'expression (i), -f- et serait la dérivée partielle de la fonction par rapport à x seulement, le premier membre représentant toujours sa dérivée complète.
En résumé :
La dérivée de la fonction composée y est la somme de toutes ses dérivées partielles par rapport aux variables dont elle dépend, chaque dérivée partielle étant multipliée par la dérivée de la variable correspondante par rapport à x.
En multipliant les deux membres de l'égalité (i) par dx, on a (549)
(2 ) dy = -/- du -h -£• dv -h -f- dw -4-
x ' J du dv dw
Si l'on regardait u comme seule variable, on aurait (549), pour la différentielle dy,
On peut donc dire, dans le cas de plusieurs variables, que
rfv
-f-du est la différentielle partielle de la fonction r relalivetlu
ment à u.
D'après l'expression (2), le principe de la différentiation des Jonctions composées s'énoncera alors comme il suit :
La différentielle d'une fonction composée est égale à la somme de ses différentielles partielles par rapport à chacune des variables qui y entrent explicitement.
Soil la fonction composée
(l) jr=zti-t-v—tf
où m, v, t, sont des fonctions de x dont les différentielles sont supposées connues et dont le nombre peut être quelconque, pourvu qu'il soit fini.
Si Ton donne à x un accroissement \x, il en résulte pour les autres variables les accroissements simultanés
lu, Ar, A*, lv, et l'on a
( 2 ) y -h A v — u -h lu -t- v 4- Ar — t —1t.
Si l'on retranche la relation (i) de la relation (2), il vienl Av ~ Aw 4- Ai' — It et, en divisant par lx9
Av _ Au Ar 11
Ix Ix A.*- Ix
En passant aux limites, ce qui est permis si le nombre des termes, soit positifs, soit négatifs, du second membre est limité, on trouve (549)
dy du dv dt
dx dx dx dx
et, en multipliant de part et d'autre par dx,
dy — du -+- dv — dl.
La dérivée ou la différentielle d'une somme algébrique de fonctions de x est donc égale à la somme algébrique des dérivées ou des différentielles de ces fonctions.
Si Tune des fondions considérées se réduit à une constante, sa dérivée est nulle ainsi que sa différentielle (549). Ainsi, dans la dérivation ou la diflërentialion de la fonction somme entendue dans un sens général, toute constante disparait.
Soient les deux premières fonctions simples
a étant une constante, nous aurons, pour la fonction simple somme,
~- =. i , dy =r dx dx
et, pour la fonction simple différence^
—r- — — i , dy —— dx, dx
Dans le cas de cette dernière, la dérivée et la différentielle sont négatives parce que, lorsque la variable augmente, la fonction diminue. Les accroissements des variables sont alors de signes contraires, et leur rapport est négatif.
On aurait directement, en suivant la marche indiquée au n*56i,
y-\-\y = a-hx-\- A.r ;
d'où, par soustraction,
A y = Ax, -j- = j , dy — dx. dx
On aurait, de même,
d'où, par soustraction,
Ay = — A>, -j-— — i, dy — ~dx. ax
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Biftérentiation d'un produit.
Soit d'abord la fonction composée (i) f=uv
où u et v sont des fonctions de x.
Si Ton donne à x un accroissement bx, u, v et y prennent les accroissements simultanés
Au, Ac, Av.
On a donc
l v ~\- Av— (u -f- A*/) (v H- Ar) (2) 1 "
/ - UV -r C Am -H U Ai' -H Am Ap.
Si Ton retranche la relation (1) de la relation (2), il vient
A )- — v Am -+- h Ar -h lu ùlv
ou, en divisant de part et d'autre par A.r,
A v _ Aw Ae Aw Ar .
A./- Ax ' Aj? Âx A^
En passant aux limites, ce qui est permis lorsque le second membre ne renferme qu'un nombre limité de termes (342), le dernier terme de ce second membre s'évanouit à cause de liai A.r = o, et l'on trouve
dy du dv
dx dx dx
ou, en multipliant les deux membres par dx,
dy — v du •+- u dv.
La dérivée ou la différentielle du produit de deux fonctions est donc égale à la somme des produits obtenus en multipliant chaque fonction par la dérivée ou la différentielle de l'autre.
57J . Supposons que la fonction u devienne une constantes et que l'on ait
/ = cw
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11 faudra faire dans les résultats précédents (570, 54ô) -j— =10, au = o, et 1 on aura
-j— — c -7- el dy — c dv. dx dx J
La dérivée ou la différentielle d'une fonction multipliée par une constante est donc égale à la dérivée ou à la différentielle de cette fonction multipliée par la même constante.
Si Ton considère spécialement la troisième fonction simple (557)
y z=z ax,
on a immédiatement
-j- ■= a, dv — a dx.
dx
On aurait directement, en suivant la marche indiquée au no 561,
y-ax,
y -+- Aj — a(x 4- Ax) ;• d'où, par soustraction,
Av = a Aa-, ~- — a, dy= a dx.
572. Revenons au produit de deux fonctions u et v (570) et à la formule
dy — r du -f- u dv.
En divisant les deux membres par le produit r = uvy on en déduit
dy du dv
Le rapport de la différentielle d'une fonction à cette fonction a reçu le nom de différentielle logarithmique de la fonction.
On peut donc dire encore que la différentielle logarithmique du produit de deux fonctions est égale à la somme des différentielles logarithmiques de ces fonctions.
Cette propriété, analogue à la propriété fondamentale des logarithmes, explique la dénomination employée.
Elle va nous permettre de trouver rapidement et élégamment la règle de différenlialion du produit d'un nombre quelconque de fonctions, pourvu que ce nombre soit fini (570).
Soit, par exemple
yz=z uxutuz. .. //„,
// étant fini et «,, w„ u3t . . ., un représentant des fonctions de x.
Nous pourrons considérer le produit donné comme un produit de deux facteurs, ux d'une part, et utu2...un d'autre part; puis, ce dernier produit comme un produit de deux facteurs us et //3 . . . un; et ainsi de suite. Nous aurons alors successivement (572)
dv __ dttx d( ut uz . . . u„ ) y ~~ ut </,£/,...//„
dux du* d{u3. . . u„)
"l Wt "3 . . . «„
dux dtt2 du3 d(. . . un)
La dernière égalité ainsi obtenue sera
dv du, du* du 2 du„
y </, u2 //3 un
et elle exprime que la différentielle logarithmique du produit d'un nombre quelconque de fonctions, ce nombre étant fini, est égale à la somme des différentielles logarithmiques de ces fonctions.
En multipliant les deux membres de cette égalité par v cl en les divisant par dx, on a
dy y dux y dut y du*
, Y du„
dx ux dx ut dx m5 dx
ua dx
Si l'on multiplie seulement par/ les deux membres de la même égalité, on trouve
dy •= ^- du, -+- — diu -h — duz -t- . . . -h — du„.
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On peut donc dire que la dérivée ou la différentielle du produit d'un nombre quelconque n de fonctions, n étant fini, est égale à la somme des produits obtenus en multipliant la dérivée ou la différentielle de chaque fonction par le produit de toutes les autres fonctions.
Si l'une des fonctions se réduit à une constante, le terme qui contient sa dérivée ou sa différentielle disparait du second membre (538, 549); mais cette constante se retrouve dans tous les autres termes et peut être mise en facteur commun. Ainsi, dans la dérivation ou la différentiation de la fonction produit, entendue dans un sens général, toute constante persiste (568).
Différentiation d'un quotient.
Soit la fonction composée
où u et v sont des fonctions de x.
On en déduit
yv ■= u
et, en appliquant le théorème des différentielles logarithmiques (572),
11 en résulte
La différentielle logarithmique du quotient de deux fonctions est donc égale à la différentielle logarithmique du dividende moins la différentielle logarithmique du diviseur.
Multiplions par y=- les deux membres de la relation précédente. Nous aurons
dy = - du -dv •
ou
, v du — u dv
dy- — 7* — ;
dv
du
<iy
du u
dv
et, en divisant par dx les deux membres de cette égalité,
du dv i
dx v1
dy dx ' dx
La dérivée ou la différentielle d'un quotient de deux fonctions est donc égale à la dérivée ou à la différentielle du dividende -muitipliée par le diviseur moins la dérivée ou k différentielle du diviseur multipliée par le dividende, le -tout divisé par le carré du diviseur..
Si l'on considère spécialement la fonction simple
quotient (557)
on doit faire le dividende u égal \ une constante et le diviseur v égal à x. On a ainsi (5W)
dy a , adx
dx x1 ' * x1
x -+- A.r ' d'où, par soustraction,
* X -H Ax X
— a àx
On en déduit évidemment, en divisant par bx et en passant aux limites,
dy a .adx -/-=. et dr = r-
dx x* " x1
La dérivée ou la différentielle est ici négative, parce que la l fonction diminue quand la variable augmente. Les deux ac- | croissemertts sont ainsi de signes contraires., et leur rapport est négatif. |
On aurait directement, en suivant la marche indiquée au n° 561,
Différentiation d'une puissance quelconque. 576. Soit la fonction composée
où u est une fonction de a: et m une constante.
Pour arriver à une règle complètement générale, nous devons distinguer plusieurs cas :
i° m est entier et positif.
y étant alors le produit de m facteurs égaux à w, sa différentielle logarithmique (573) est égale à la différentielle logarithmique de tt répétée m fois. On a donc
dy du
et, en multipliant de part et d'autre par y = «'", il vient
dy •=. mum~x du.
q° m est fractionnaire et positif.
Soit m = —, p et q étant entiers et positifs. II en résulte
p_ y = un.
En élevant à la puissance q les deux membres de cette égalité, on a
y<*—uP.
Ces deux fonctions étant constamment égales, leurs différentielles le sont (5W), et il en est de même de leurs différentielles logarithmiques (572). On ;peut donc poser
dyi __ duP ~yï ~~ Hp'
c'est-à-dire, puisque p et q sont entiers et positifs (i°),
dy du
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On en déduit, en divisant par q et en multipliant par
J <l « </ ou encore
dy •=. mu"'-1 du.
3° m est un nombre négatif, entier ou fractionnaire.
Soit m .---. — n, n étant un nombre positif, entier ou fractionnaire. Il en résulte
ou
yun-=. i.
En appliquant au produit yun le théorème de la différentielle logarithmique (573) et en remarquant que i est une constante dont la différentielle est nulle (5W), il vient
dy dun
c'est-à-dire, puisque n est entier et positif (ift),
dy dun _ du
En multipliant les deux membres de cette égalité par >-._ u-n, on trouve
i du . »
«y — - — nu n — — — nu- n~l du.
ou encore
dy — mum l du.
Cette dernière formule est donc complètement générale et reste vraie, que l'exposant m de la puissance um soit entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
En divisant par dx les deux membres de la formule, on a, également d'une manière générale,
dy m i du
-f- = mum~x — • dx dx
La dérivée ou la différentielle de la puissance miime d'une
fonction est donc égale à m fois le produit de la puissance (m — iyème de la fonction par sa dérivée ou sa différentielle.
577. La diiïérentiation des radicaux est comprise dans la règle précédente.
Soit la fonction composée
y = "\/lt r= um.
Nous aurons
dy~ — um dt/,
c'est-à-dire
, I —zr- , dit
dy= —u m du = — r
J m '" T..1 mu "l
ou
dy =
el, en divisant par dx de part et d'autre,
du dy dx
La dérivée ou la différentielle de la racine miéme d'une fonction est donc égale à sa dérivée ou à sa différentielle divisée par m fois la racine mième de la puissance (m — i )'*'«<■ de la fonction.
Dans le cas particulier de m = 2, qui se présente fréquemment, on a _
y = \fu
et
du
, du dy dx
dy— — j=> -4- = — t=-
2 SJ U ax 2 V u
La dérivée ou la différentielle de la racine carrée d'une fonction est donc égale à sa dérivée ou à sa différentielle divisée par le double du radical.
D'après ce qu'on vient de voir (576, 577), si l'on con
sidère la cinquième jonction simple (557)
r — xmy on a, pour sa différentielle et sa dérivée,
dy — mxm~l dx, ~- — mxm~x.
dx
Si Ton considère la sixième fonction simple (557)
mi —
on a, également, pour sa différentielle et sa dérivée, dx dy i
dy.
y#ï=i dx - m y~a
Solution des questions précédentes par le principe de la différentiatkra des fonctions composées.
579. On peut résoudre facilement toutes les questions précédentes, à l'aide du principe de ia dfifférentiation des fonctions composées (567).
Somme algébrique. - Soit la fonction composée
où u, c, t, sont des fonctions de x. Nous .aurons immédiatement (567)
, dy . dy , dy . dy — -—dit -h -y- dv -+- -r- dt.
J du dy dt
dy Mais-—* dérivée partielle de la fonction par rapport à w,
dy dy
est égale à i, et Ton a, de même (569), -j- = i et -^ =— i.
Il vient, par suite, comme précédemment (568),
dy=du-i- dv — dt.
Produit. — Soit la fonction composée
où m, r, t, sont des fonctions de x. On a toujours (567)
dy = -^-du -H -/ rfi> -h -zrAdt\ du dv dt
• . r»+,A x dy dv dy ~
mais, ici (o71), -7- = vt, -f- — ut, -~ = wr. Par suite, on <fo w dt
retrouve la formule (573)
dy =zvtdu-\~ ut dv -h uv dt.
Quotiknt. — Soit la fonction composée
où u et p sont des fonctions de x. On a encore (567)
dy=^~du^~ -£dv..
J du dv
D'ailleurs, ^ = i (571 ) et $■' = — 4 (JB5). On retrouve
donc aussi la formule (574)
, 1 , u . v du — w dv dy=-du--.dv
Nous nous servirons encore du même principe pour démontrer un théorème important qui est d'un usage fréquent en Géométrie analytique (t. V).
Théorème des fonctions homogènes.
580. On dit qu'une fonction de plusieurs variables est/iomogène et du degré m lorsque, en multipliant chaque variable par une variable auxiliaire quelconque ou une indéterminée t, la fonction elle-même se trouve multipliée par tm.
Soit une pareille fonction représentée par
D'après sa définition même, on aura
(1) /(«a?, ty, tz9 ) = t'»f(a:,y, ;,...).
On peut alors différentier ou dériver les deux membres de cette expression, en regardant t comme seule variable. Le second membre est, dans ce cas, le produit de .La puissance tm par une constante^; le premier membre est une Jonction composée de t, car on peut .poser tœ =«a, -ty = u, tz = «\ — .
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En appliquant, d'une part, le principe des fonctions composées sous la forme (i) [567], en remarquant qu'on a (571 1
dtx
dly
dlz
— - — jt\
dt
dt
et, d'autre part, les règles relatives à la dérivation d'un produit et d'une puissance (571, 576), il viendra, en désignant, pour simplifier, la fonction par/ dans le premier membre,
df df dt
Cette relation ayant lieu, quel que soit t, on peut supposer t — i, et elle devient
dt df df
Cette égalité (2) constitue le théorème des fonctions homogènes. On peut donc l'énoncer comme il suit :
La somme des dérivées partielles d'une fonction homogène par rapport aux variables dont elle dépend, chaque dérivée partielle étant multipliée par la variable correspondante, est égale au produit de la fonction par son degré.
581. Désignons par y(x,y, z, . . .) la dérivée partielle (066, 567) de la fonction homogène /(r, 7, z, . . .) par rapporta*. Nous aurons
df(x,y,z,...)
yiXfftS* •..)--
dx
En considérant x comme seule variable dans le second membre, on peut donc écrire successivement, d'après ce qui précède (580),
df(tx9 tyytz, . . .)
= €ft«/(art y,s,...) _ im_x df(x%y%z%..:\ tdx dx
— tm~l y(x,y,z, ...).
Il en résulte immédiatement (580) que les dérivées partielles du premier ordre d'une fonction homogène de degré m sont des fonctions homogènes de degré m — 1 .
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Exemples et applications.
582. Nous venons d'exposer les règles de dérivation et do diflférentialion qui concernent les fonctions. algébriques explicites, et il nous resle à considérer les fonctions transcendantes. Mais, auparavant, et pour habituer le lecteur à la pratique de ces premières règles, nous présenterons quelques exemples et applications.
i° Soit une fonction entière de x (ii7)
y = A0.r'" 4- Ai .* '" -1 -4- A2 ./'" 2 -+- . . . -i- Am _ 1 x -h \m.
En appliquant les règles relatives à l'addition, à la multiplication et a l'élévation aux puissances (308, 371, 576), on a immédiatement pour sa différentielle
d\ =[mA0a:/',-,+(/«-i)Ai^"|-J+(w — a ) A» .«•"'- 3 -i-... -t-A,„_i ]</./•.
2° Soit une fonction rationnelle de x (147)
On remarque que les deux termes de cette expression s'annulent pour .r = i, ce qui prouve qu'ils sont tous deux divisibles par x — i (14) ou qu'ils admettent ce facteur commun. Si on le supprime, il vient
En appliquante règle relative à un quotient (574), on a
__ d.r{x— 5)— dx(x — j) _ _ a ,
3° Soit la Jonction comptée
En appliquant les règles relatives à l'addition, à la multiplication, à la division et à l'extraction des racines, il vient
L?. \/x œ ixyx\
On peut aussi transformer l'expression à l'aide des exposants fractionnaires et négatifs et écrire
) =a -h bx* — cx-l-\-gx 2.
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Jl en résulte, d'après la règle relative aux puissances (576)
dy = - bx 2 dx -+- ex-1 dx gx * dx,
ou, comme précédemment,
L2v/r x ixyx}
4° Soit la fonction composée
y = ^ax*-t-bx-hc ou
y — y/ u t on posant u = ax* -+- b x -r c.
En appliquant la règle relative à l'extraction des racines (377), ainsi que les autres règles nécessaires, on a
, du , ia.r -h /;
dy = — — ou dy = — — . dx.
2 y u 'j. ^axx-r- bx-r- c
On trouvera de même, pour la fonction composée,
y = yax^-i-bx* -r- ex -+■ g ou
y -- i/u . en posant u — ax* -+- bx1 -\- c x -+• g,
dy = — ~ ou dy — -— dx.
3 y/tt* 3 y/(ax*->r £.r2-+-cr -+-«•)*
3° Soit la fonction composée
En appliquant la règle relative à la différentiation d'un quotient (374). nous aurons (561)
ii - i.
( rt2 —./•*) 2 r/r x ( à1 — .r 2 ) * ( — 2 .r /£r )
c'ost-à-diro, en simplifiant,
(«2 — .r2)2-h.r2(tf2 — .r2) â ,
«r = r - — dx.
En multipliant les doux termes de la fraction du second membre par («* — •'*)*, on trouve finalement
dy = a-"**1 = j-o-r.
(«* — .r2)2 (rt2— .r2)2
ou
6° Soit la fonction composée
y -- (axm-\ b)P y = uf>, en posant a xm -+• b =u. Nous aurons (576)
dy=puP-*du ou dy = p(ax'n-h b)i,~i d(axnt-h 0), c'est-à-dire
ou
dy —p(a.vm-h b)P~i maxm~x dx dy = pmaxm~l (axm -h b)P~l dx.
583. 70 Chercher quelles sont les courbes où la sous-normale est, en tous les points, une quantité' constante p.
Nous avons vu (Géom., 751) ce qu'on appelait sous-normale et soustangente d'une courbe.
Sort (/îg. 6) la courbe quelconque AB, rapportée à des axes rectan-
Fig. 6.
gulaires Ox, Oy. Menons, en un point quelconque M, l'ordonnée MP, la tangente MT et la normale MN.
La projection PN sur l'axe Ox de la portion de normale comprise entre le point de contact M et le pied N de la normale sur l'axe, s'appelle la sous-normale au point M; de même, TP est la sous-tangente au même point.
Soient x et y les coordonnées du point quelconque M. Il s'agit du trouver l'équation y — f(x) de la courbe AB, c'est-à-dire la relation qui lie .^es coordonnées variables x et y d'après la condition imposée.
La figure donne
PN = MP langPMN = MP tangMTx.
dr
Mais tangMT.r représente précisément (53.)) la dérivée -r- de la fonction y = J(x), MP est l'ordonnée y et PN est la quantité constante
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donnée p. On a donc
ou, en renversant Tordre et en multipliant do part et d'autre par idx.
ir dy — ipdx.
Il est évident que le premier membre de cette égalité représente la différentielle dejr* ot, le second membre, la différentielle de ipx. Les différentielles de ces deux fonctions de x étant constamment égales, ces fonctions elles-mêmes ne peuvent différer que par une constante arbitraire C (543, 5 i9), et l'on a
V2 = ipx -h C.
Telle est l'équation cherchée. Elle représente, à cause de la constante arbitraire, toutes les paraboles qui ont p pour paramètre (Gebm.y 738. 755, 756) et pour axe l'axe des x.
En effet, si une parabole, de paramètre />, est rapportée à son axe et à la tangente au sommet (Gëom., 754, 756). son équation est
y*=. ipx.
Si, maintenant, sans changer l'axe des x, on déplace Taxe des y parallèlement à lui-même en le transportant, vers la gauche par exemple, à une distance quelconque A- de sa position primitive, il faut évidemment changer x en x — À-, et l'équation de la courbe prend la forme
y* = 7.p(x —k) = ipx — a/?A-,
c'est-à-dire, en posant G = — a/?A-,
5S4. 8° Chercher les courbes où la longueur MN de la normale (Jîg. 6 j est, en tous les points, égale à une constante a.
En 80 reportant à la figure, on doit avoir ici
(i) MN2 = MP*-f-PN\
Mais nous venons de trouver, dans la question précédente.
* dx Nous aurons donc, en substituant dans la relation (i),
Cette équation est satisfaite pour
puisque cette condition entraîne (535)
Une première solution du problème est donc donnée par les deux droites menées de part et d'autre do Taxe des x\ parallèlement à cet axe, à la distance a.
Laissant de côté cette solution, on déduit do l'équation (2)
ou
, y dr a r dr
dx = ' = — ' •
y/tf1 — jr* 2 ya> — j*
Le premier membre do cette égalité représente la différentielle de x, tandis que le second membre représente évidemment (577) la différentielle de — ^a* — y* . Ces deux quantités ne peuvent donc différer que par une constante arbitraire c, et Ton a
x = — \Jax — jr%-+- c, c'est-à-dire
Telle est Péqualion cherchée. Elle représente tous les cercles do rayon a, ayant leurs centres sur l'axe dos x.
En effet, quand le centre du cercle de rayon a est à l'origine des coordonnées, son équation est (Gcbm., 75 i)
Si Ton déplace, maintenant, l'axe des j, comme dans lo cas précédent, vers la gauche par exemple, en le transportant à la distance c, il faut changer précisément x en x — c, et l'on a, pour l'équation du cercle,
(x — c)îH-j,= a*.
Remarquons que les deux droites de la première solution sont les tangentes indéfinies, parallèles à l'axe des x, qui enveloppent tous les cercles de la seconde solution. Cette seconde solution renferme d'ail* leurs évidemment la première.
De C. — Cours. III. 3i
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Soit la fonction logarithmique simple (557) yz=logx
Les logarithmes sont rapportés à une base positive quelconque a.
En suivant la marche indiquée au n° 561, si l'on donne à x, à partir d'une valeur déterminée quelconque, un accroissement Aâ?, y prend un accroissement A/, et l'on a
j-hA/=:log(4?-hA,r).
On en déduit, par soustraction,
Aj = log(.z-H A.r) — loga? = log- = log( n — -\
et, en divisant par Ax,
Ay ■"(■"-£)
U} Ax~ A*
Si Ton fait tendre Ix vers zéro, il en est de même delà
fraction — • Le numérateur du second membre de l'en-
lité (i) tend donc vers legi ou vers zéro (496). Par suite, la limite de -r- se présente sous la forme -•
ùkX r o
Pour lever cette indétermination, qui n'est qu'apparente,
nous poserons
— =z a, d'où Aa? = aa?,
et a tendra vers zéro en même temps que Ax.
En substituant dans le second membre de l'égalité (i), il viendra
Av _ log(i-j-g) __ « *^ *' _ log(i H- a)* Aa? aa? x x
Pour passer à la limite, il faut faire tendre a indéfini-
ment vers zéro; mais alors (416) la limite de (i + a)a est le nombre e, base du système des logarithmes népériens (504). Comme la limite du logarithme d'un nombre est évidemment égale au logarithme de la limite de ce nombre, on a finalement
rk i dy loge
Dlog* = - = —
et
d loga? = dy = — — dxf
quel que soit le système de logarithmes considéré.
On voit que la dérivée de \o%x est égale à l'inverse de la variable, multiplié par le module relatif M = loge, à l'aide duquel s'effectue le passage des logarithmes népériens aux logarithmes employés (500).
586. Dans le cas oùa = io, c'est-à-dire où Ton emploie les logarithmes vulgaires, on a (506)
M = loge = j— — = 0,4342944819. . . .
D'une manière générale, et L désignant les logarithmes népériens (505), on a (500)
On peut donc encore écrire
dy i _, dx
et dy =
dx xLa xLa
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Si Ton suppose a = e, il vient
et Ton a
nr dy r dx
dx x J x
Ainsi, quand on fait usage du système népérien, la dérim
de Lx est simplement égale à l'inverse de la variable.
dx On donne à la différentielle — le nom de différentielle
logarithmique de x (572).
587. Lorsque la variable x est remplacée par une fonction de x, on n'a qu'à appliquer le principe de la différentiation des fonctions de fonctions (565).
Soient
y=i\ogu et u = y(x).
Nous aurons
dy \ose du . loge ,
-:- = — — -t-> dy=—£-du.
dx u dx J u
Si l'on a, par exemple, u = xm, il vient (576)
dx xm x J x
588. La règle de différentiation de la fonction logarithmique peut être très souvent appliquée à la recherche des différentielles d'autres fonctions.
Soit, par exemple, la fonction
où u est une fonction de xf et que nous avons déjà considérée (576).
En supposant m quelconque et en prenant les logarithmes des deux membres dans le système népérien (505), il vieut
// = mlu ;
d'où, en prenant les différentielles des deux membres de cette nouvelle égalité (586, 571 ),
dy du
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Il en résulte, en multipliant de part et d'autre par y = «w, dy = d( um ) = mum-1 du,
comme précédemment, mais bien plus rapidement (576)*
Soit encore le produit
y = uvt,
où m, i», t9 sont des fonctions de x.
Supposons qu'il puisse y avoir des facteurs négatifs. Pour tourner cette difficulté, puisque les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes réels (Wl), élevons les deux membres de l'égalité au carré et prenons leurs logarilhmes népériens. Nous aurons (493)
En différentiant les deux membres de cette nouvelle égalité, il vient (586, 576)
dv* __ du^ ds^ dP y1 ur v1 t*
OU
2 Y dy 2 u du iv dv itdt
c'est-à-dire, en divisant par i et en simplifiant,
dv du dv dt
comme précédemment (573).
Différentiation de la fonction exponentielle.
Soit la fonction exponentielle simple
où a est un nombre quelconque positif.
Nous déterminerons d'abord directement sa différentielle en suivant la marche indiquée au n° 561.
Donnons à x, à partir d'une valeur déterminée quelconque, un accroissement A,r. Il en résultera pour y un accroissement Ayy et l'on aura
y -+- A/ — ax+àx,
d'où, par soustraction,
Ay — a**^ - ax— ax(alx— i) et, en divisant par Ax,
Av „aAar-i
Si l'on fait tendre Ax vers zéro, que a soit plus grand ou
plus petit que i, la limite de aAx est i (k82). Par suite, la ii-
Av o
mite de -— se présente sous la forme -•
Ax l o
Pour faire disparaître cette indétermination, qui n'est qu'apparente, posons
a tendant vers zéro en môme temps que Ax. De cette relation on déduit d'ailleurs
et, en prenant les logarithmes des deux membres dans uo système quelconque,
Ax loga = log(i -h a), d'où
log(i-t-a)
Ax =
loga
En remplaçant, dans l'égalité (i), aA:c— i et Ax par les valeurs que nous venons d'indiquer, nous trouverons
Ar=a* " =a» ]°za -~* loga
Ax log(i-t-a) ' i / v -
loga -log(i-Ha) log(n-a)»
a et Ax tendant simultanément vers zéro et la limite de log(i -+- a)a pour a = o étant e, nous aurons finalement
ax loge ^ loge
Remarquons que ces expressions subsistent, quel que soit le système de logarithmes adopté; car le rapport des logarithmes de deux nombres quelconques demeure constata quand on passe d'un système à un autre (502).
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On voit que la dérivée de la fonction exponentielle est égale à, la fonction elle-même, multipliée par le rapport des logarithmes du nombre a et de la base népérienne,
Si Ton emploie le système vulgaire, on a
loga = i et Mt= y^t = L. 10 = 2,3025850929. . .,
Mt étant le module relatif qui permet de revenir des logarithmes vulgaires aux logarithmes népériens (506).
Si Ton emploie le système népérien, ona /e = i et, par suite,
Dax= -j~ = ax la, dax= dy = ax la dx.
591. Si a devient égal à e, la fonction exponentielle devient
y = ex, -et l'on a
dy
Bex = -j- — &*, de* =zdf — e*dx.
Il en résuite ce fait remarquable : la fonction ex est égale à sa dérivée, de sorte qu'elle se reproduit indéfiniment par dérivations successives.
592. Lorsque la variable x est remplacée par une fonction de x, on n'a qu'à appliquer le principe de la différentiation des fonctions de fonctions.
Soient
yz=au et a = <p(j?).
Nous aurons, en prenant les logarithmes népériens,
Bau = -f-=a»la -.-, dau— dy — a" la du. dx dx
593. Cherchons maintenant la différentielle de la fonction exponentielle, en la ramenant à celle de la fonction logarithmique. Le résultat sera presque immédiat.
Soit la fonction
y = ax.
Prenons les logarithmes des deux membres, dans le sys-
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tème népérien pour plus de simplicité. Nous aurons ly — lax=z x la.
En différenciant les deux membres, il vient
— '— z=z la dx%
d'où, en multipliant de part et d'autre par y= ax,
dy dy = ax la dx et -j- = ax la,
comme précédemment (590).
594. Supposons, inversement, qu'on veuille déduire la différentielle de la fonction logarithmique de celle de la fonction exponentielle.
Soit la fonction
y =l \ogx}
les logarithmes étant pris dans le système dont la base est a. On en déduit la fonction inverse (507)
dont la dérivée est (589)
dx yl°£a
dy ~~ loge '
Les logarithmes étant rapportés à la base a et a? étant s,
il vient
dx x
dy ""loge* c'est-à-dire (563), pour la fonction logarithmique,
£=' Î££f et dy=l^îdx,
dx dx x J x
dy
comme précédemment (585).
Différentiation de uv.
Soit la fonction composée
Il en résulte
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où u et v sont des fonctions de x. Nous nous servirons encore de la règle de différentiation des fonctions logarithmiques, en l'associant à celle d'un produit.
En prenant les logarithmes népériens des deux membres,
l'égalité posée devient
ly — V lu*
La différentielle du premier membre est alors une différentielle logarithmique et celle du second membre, la différentielle d'un produit. On a donc (586, 570)
dy j . du
— = dvlu-\- v —
ou, en multipliant de part et d'autre par y=. uvy
dy =■ uv idv lu -h v — ] •
dy __ / dv. v du\
dx \dx u dx )
Si l'on suppose u = v = x, la fonction devient
et Ton a, en renversant l'ordre dans la parenthèse,
dy = xx{i -H Ix) dx}
Si l'on veut employer les logarithmes vulgaires, on n'aura qu'à remplacer lu ou Ix par y-^— ou par —^— (506).
EXEMPLES
i° Différent ter la fonction
y = ar*.
Posons — x = u, d'où du = — dx. Il viendra (387)
y = ar* = a", c'est-à-dire
dj=auladu=—a-*ladx et -j- = — arxla.
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Si Ton a a = e ou si la fonction est
y = *-■*, on trouve donc
dr = — e~xdx et — = — e~x. dx
La fonction e~x et sa dérivée sont donc égales et de signes contraires.
2° Différentier la fonction
y — ainx.
En posant mx = «, d'où du = mdx, on a
dr dr = auladu — mamxladx et -f- = maniXla.
J dx
Si la fonction donnée était
r = a~mx, on aurait de môme
*(>* = — ma~mxladx et -r- = — ma~mxla.
3° Différentier la fonction
y = Aemx-t-Be-mx.
D'après ce qui précède, on a immédiatement
dy = mke'nxdx — mBe-mxdx = w( A*?'»*— B<r»'*)rfj:
et
dr
-jf- = m(Aemx— B<?-'»*).
4° Différentier la fonction
ee* J' = e .
Nous appliquerons ici le théorème des fonctions de fonctions, en posant
u = c«* et p = **.
Nous aurons alors
j> • =. eu, u = ev, v = ex.
Il en résulte (565)
dy = euevexdx = e€ e^c^dx
et
-f- = e ec cx.
dv 5° Différentier la fonction
Nous aurons, en posant x -+- /•*-— 1 = «,
djr = — et du — (i-\ ~^~ — ) dr,
a s/jc
c'est-à-dire
d — (/•*'— I H- .r)rf.r _ dr
{x -h /•** — 0/-r2 — ' V^* — * et
6° Différentier la fonction
. a-^-bx
jr = log 7- •
' ^a — bx
Dans cet exemple, la fonction logarithmique est superposée à la fonction quotient. Nous aurons donc immédiatement, d'après le théorème des fonctions de fonctions et sans passer par aucune variable intermédiaire, ce qui est inutile dès qu'on a pris un peu d'habitude et qu'on s'est exercé à séparer mentalement les fonctions,
, _ l°£e b(a — bx)-*-b(a-hbx),
a — bx
c'est-à-dire, en simplifiant,
» _ aaftloge . dr _ ictbloze
** ~ a*— b*x* ^ et Tîx ~ a*-b*x* '
70 Différentier la fonction
=^vw,-
Dans cet exemple, la fonction logarithmique est superposée à la fonction racine. Nous aurons donc encore immédiatement (577)
./inf ai/— y i-+- x y i-hx
c'est-à-dire, en simplifiant.
— lof/? lo<*<?
dy = —^4dx = -^- dx
et
dr _ loge
dx ~~ u- — i
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On peut opérer autrement, en mettant y sous la forme
y = - log ~~ " = -log(i — x) log(i -4- x).
On a alors
, 1 logtf .. l loge . dy~ — ?L-d(i — x) 2— rf(n-.r)
— logtf ( ! ) (lx%
c'est-à-dire, comme précédemment,
8° »SWf <y différentier la fonction
.T = log log* = logt.r.
Nous aurons toujours, d'après le même principe (565),
log.r x -t'Iogx
et
dr _ (logg)»
dx .rlog^c
Si Ton donnait à différentier la fonction
j = loglogïog.r = log3.r, on aurait de môme
(fr = J°l£_ (lQgg)' dx = (logg)* dx log log. c xïogx .rlog.rlogjX
et
((y __ (logg)8 tLc ~~ .r log.r log j.f
I-i loi est évidente. Si la fonction donnée est
y = log log log. . .log.r = log„.r,
on peut écrire immédiatement
dy = —. ; — v * ' ; dx.
x log.r logjx logs-c. . .logw-i x
9° Soit à différentier la fonction
On a évidemment ( 493, 495)
y — ml(x-a) h nl(x — b)-r-pl(x — c)-t-
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Par suite,
dr — m — ■ -h n -. h p h . . .
dr m n p
Si Ton pose
on a (573)
Il' en résulte
l'est-à-dire, d'après le résultat précédent.
dr ^dlf(x) _ f(x) ilx dx j \x)
4q4 algèbre supérieure.
DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES
Différentiation des fonctions circulaires directes.
597. Les fonctions circulaires directes sont ( Trigon., 7) sina: et cos#, tang.r et cot x> séc:r et coséc#, en désignant par x la longueur de Tare correspondant aux rapports trigonométriques considérés. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que le rayon de Tare a été pris pour unité, c'est-à-dire nous considérerons le cercle trigonométrique (Trigon., 10).
Nous allons chercher les différentielles de ces fonctions, en les associant deux à deux ( Trigon. , 8).
Soit la fonction
y — sin.z\
Si Ton donne à x un accroissement A.r, y prendra l'accroissement Aj, et l'on aura
/ + Aj=i sin(# -+- A#), d'où, par soustraction,
Aj = sin (x -h Ax) — sin x et, en divisant par Ix, /x Av sin(.r-h A*r) — sina?
(,) si- âï
Lorsque Ix tend vers zéro, il en est de même du numérateur
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Ay
du second membre de l'égalité précédente. La limite de —
se présente donc sous la forme -•
Pour lever cette indétermination apparente, remarquons que, d'une manière générale (Trigon., 81), on a
p-\-q . /> — q sm/> — sinq = 2 cos sin - - •
En posant
p=zx -+- Aa?, q — x,
on a ici
jP + y , Ar p — q_àx
On peut donc remplacer, dans l'égalité (i),
• / a v / Aj?\ . A# sin(.r ■+■ Ix) — sma? par 2 cosl 4? h jsm
11 en résulte, en divisant par 2 les deux termes de la fraction du second membre et en séparant les facteurs,
. Ar
4 , . v sm —
- •<_ PAC I r» _1_ l
■<- z= COS J7 h
Au? \ 2 / Ax
En passant à la limite et en se rappelant que la limite du rapport du sinus à Tare quand l'arc tend vers zéro est l'unité (Trigon., 104), on trouve
-j- = cosj:, dy=zcosxdx* ax
Ainsi, la dérivée du sinus d'un arc est égale au cosinus du même arc.
On voit par là que le sinus augmente quand l'arc croît de o
à -> qu'il diminue quand l'arc croît de - à tc, etc. (Trigon.,
599. Nous indiquerons encore le procédé suivant pour trouver la dérivée de sin.r.
Soient A l'origine des arcs dans le cercle trigonométrique OA et AM l'arc x (fig. 7). Donnons à cet arc l'accroissement MM'= Ax.
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En menant par le point M la parallèle MN à OA, l'accroissement correspondant Ar de la fonction
y = sin-z = MP sera évidemment représenté par M'N.
Fijj. 7.
Les deux triangles rectangles OPM, MNM', étant semblables, on a
M'N _ OP MM' ~~ OM
% D'ailleurs, plus Ax tendra vers zéro, plus la corde MM' tendra à se confondre avec Aj; (Géom., 226). En passant à la limite (530), on aura donc, comme précédemment, puisque le rayon OM = 1,
dy
dx
= OP = cos x, dy s= cos x dx.
600. Une marche analogue (598, 599) conduirait à la dérivée de cos:?. Mais il est plus simple de se servir, comme il suit, du résultat qu'on vient d'obtenir.
On a (Trigon., 8)
y = cosx = smi x).
11 en résulte immédiatement, en appliquant la règle des fonctions de fonctions,
dy =: d cosx = d s\n( x ) = cos( x \ d( x)>
c'est-à-dire
d[j- = — sinxdxt
dy
= — sin-r.
La dérivée du cosinus d'un arc est donc égale à son sinus changé de signe.
On voit par là que le cosinus diminue quand Tare croît de o à 7r, qu'il augmente quand Tare croît de 7i à 271, etc. (Tri- *on.,2i).
DEUXIÈME GROUPE : TANGENTE ET COTANGENTK
601. Nous chercherons d'abord directement la différentielle de la fonction
y = tango:.
En donnant à x l'accroissement A07, on fait prendre à y l'accroissement A7, et Ton a
y-Jr A/ = tang(jF 4- A#);
d'où, par soustraction,
A/ = tang(o? h- Ao?) — tango?
et, en divisant par Ao?,
A/ __ tang(o- 4- Ao?) — tango?
(l) 55 ~~ Ao?
Quand Ao? tend vers zéro, le numérateur du second membre
Ay de l'égalité (1) tend aussi vers zéro. La limite de -~- se présente donc sous la forme -•
Pour lever cette indétermination apparente, remarquons que, d'une manière générale (Trigon., 55),
, .. tanga — tangft
tang(a — 6) = f ° •
ox i-h tangatangà
Si l'on pose
a = o: -h Ao?, 6 = o?,
il en résulte
A tang(o? -h Ao?)-— tango?
tang Ao? = ^ — \ x. ° — ,
D i-h tang.(£?-h Ao?) tango:
et l'on en déduit
tang(o; -+- Ao?) — tango? = [1 -+- tang(o? ■+- Ao?) tapgo:] tang Ao:,
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c'est-à-dire
5j = [i + tang(* -h bx) tang*] -^-
Si l'on fait tendre A,z vers zéro, le rapport — ^ tend vers
l'unité (Trigon., 104), et Ton a, par conséquent, en passant
à la limite (Trigon., 36)
-r- = i-h tang'a* = séc1^ = — r— dx ° cos* a?
et
La dérivée de la tangente d'un arc est donc égale au carré de cette tangente augmenté de i ou à l'inverse du carré du cosinus de cet arc.
On voit par là que la tangente croît constamment avec L'arc sauf les points où la fonction est discontinue (Trigon., 28). j
602. On peut, plus simplement, recourir à la règle de différentiation d'un quotient; car on a (Trigon., 34)
sina?
y = tanga? =
J COSJ?
Il en résulte (574)
cosxds\nx — sin.a:tf*cosa? (cos*^r H-sin*â?)c£r
' ~~ cos*a? cos*#
ou, comme précédemment,
j __ dx dy i
' ~~~ cossa?' dx ~~ cos*a:
603. On peut aussi employer les considérations géométriques (599). Soit A l'origine des arcs dans le cercle trigonométrique OA, et AM
l'arc x (Jig. 8). Donnons à cet arc l'accroissement MM' = Ax et menons la droite OM'T. L'accroissement correspondant 6y de la fonction
y — tangj? = AT
sera évidemment représenté par TT\ En décrivant Tare TN conceo-
trique à Tare MM', on a (Géom., 231, Trigon., 141) TN OT i
MM' OA cosx
D'autre part, quand on fait tendre Anvers zéro, il en est de même de l'arc TN qui tend à se confondre avec sa corde, et le triangle TNT' s'approche de plus en plus de devenir rectangle en N et semblable au
Fiff. ».
triangle OAT. On a donc, à la limite, TN = TT' cosx et, par suite,
d'après la relation (i),
dy cos.r i
dx
cosar
ou, comme précédemment,
dx C08*.r
60V. On peut suivre une marche analogue (601, 602, 603) pour trouver la dérivée de la cotangente. Mais il est plus simple d'opérer comme nous l'avons fait pour le cosinus.
Ona(7W#o/i., 8)
y = coix = tang f x \ •
Il en résulte
c'est-à-dire (Trigon., 36, 3fc)
dx dy = — (i-t- cot*#) dx = — coséc1.* dx = — —
et
-r- =— (l-hCOtsJ?)= r-=— •
rfx sin'o;
La dérivée de la cotangente d'un arc est donc égaie à moins le carré de cette cotangente augmenté de i ou à moins l'inverse du carré du sinus de cet arc.
On voit par là que la cotangente décroît constamment à mesure que l'arc augmente, sauf les points où la fonction est discontinue (Trigon., 31).
TROISIÈME GROUPE : SÉCANTE ET COSÊCAKTE
605. Pour différentier la fonction sécante, il suffit de poser (Trigon.,Zk)
y = séc X =
J COSJ7
On n'a plus alors qu'à appliquer le théorème des fonctions de fonctions, en remarquant que les fonctions superposées sont ici la fonction quotient et la fonction cosinus. Il vient donc
dy =.[ r— ) ( — sin x dx) ■=. ^- dx
J \ cos1xj ' cos'a?
ou encore
dy dy = séc# tango: dx, ^- = séc a? tango:.
La dérivée de la sécante d'un arc est égale au produit de cette sécante par la tangente du même arc.
On voit que la sécante croît quand l'arc croît de o à x, qu'elle décroît quand l'arc croît de 7r à arc, etc. (Trigon., 31), sauf les points où la fonction est discontinue.
606. Pour avoir la 'dérivée de sécr, on peut aussi avoir recours aux considérations géométriques.
Reportons-nous (603) à la fig. 8. Si l'on a AM = x et MM'= Ax, on aura* pour la fonction
• y = sécr = OT,
l'accroissement correspondant Aj = NT'. D'ailleurs, la relation (603)
TN _ OT __ __i_ MM' ~~ OA ~ cosar
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existe toujours. De plus, à la limite, le triangle TNT', semblable au triangle OAT, donne (Trigon,, Ii2)
NT' TN NT' = TN tango: ou ^> = ^ tangx,
c'est-à-dire
dy tang.r ,
-j- = — — = sécr tanex,
dx cosx n
comme précédemment.
607. Pour différentier la fonction cosécante, nous poserons de même
y z= coséc x = —.
' sino;
Il en résulte
I , COS
dy =z r-r— cos xdx = r— — d X
J siii'j? si n'a;
ou encore
dy dy — — coséca? cota? dx, -j- = — cosécr cotx.
Za dérivée de la cosécante d'un arc est égale à moins le produit de cette cosécante par la cotangente du même arc.
On voit que la cosécante décroît quand Tare croît de o
à -i qu'elle croît quand Tare augmente de - à — > elc.
(Trigon., 31), sauf les points où la fonction est discontinue.
Différentiation des fonctions circulaires inverses.
608. Les fonctions circulaires inverses sont (Trigon., kk) arcsinj? et arc cos a:, arclang.r et arc cota?, areséco? et arc cosécr. Nous allons chercher les différentielles de ces fonctions, en les considérant deux à deux.
Remarquons auparavant que les expressions précédentes ne sont pas entièrement déterminées, parce que, à un même rapport trigonométrique, répondent une infinité d'arcs ( Trigon. f 41, 4-2, 43). Il y aura donc lieu d'insister sur ce point.
Nous ferons ici usage du théorème des fonctions inverses (563) combiné avec les résultats que nous venons d'obtenir successivement.
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J COS
c'est-à-dire (T/igon., 3fr)
dy- dx
dx dy
■+■ i/i — sin*v -+-
i/l— /r* dx
Pour justifier le double signe, il faut remarquer que, si Ton désigne par y0 l'un des arcs qui ont j? = MP pour sinus (fis* 9)> lous les autres sont compris dans les formules (Trigon., M)
aArtr-h/o et (aA:4-i)7r — y0,
ces arcs se divisant en deux séries, les uns terminés en M, les autres terminés en Mt.
Suivant que Tare y9 considéré spécialement, appartiendra à la première ou à la seconde série, sa différentielle, égale à dy0 ou à — dy0 puisque les constantes disparaissent dans la différentiation, sera donc positive ou négative. Le double signe répond ainsi à la généralité de la question.
Mais, dans la pratique, si l'arc y est désigné d'avance, il n'y a plus d'ambiguïté; car le radical y/i — x* ou >J\ — sin*r, remplaçant cosj, doit recevoir le signe de ce cosinus qui est positif pour les arcs terminés en M et négatif pour les arcs terminés en M,.
610. On peut trouver la dérivée de arc sin par des considérations géométriques.
Soient (Jîg. 9) MP = x et arcAM = y.
Si Ton donne à y l'accroissement MM'= Aj, il en résultera pour/ l'accroissement M'N = Ax; et si by tend vers zéro, l'arc MM' tendra de plus en plus vers sa corde MM'.
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On a d'ailleurs, d'après les triangles semblables MNM', OPM,
MM' _ OM
M'N ~~ DP'
c'ost-à-dire, en passant à la limite,
dr 1 i i
dx cos^ y/i — sinV )/i — x*
comme précédemment.
Si l'on mène MMi parallèle à 0.r, tous les arcs terminés en M et en Mi
Fiff. 9-
ont x pour sinus. Pour un accroissement dx, les arcs terminés en M augmentent et ont une dérivée ou une différentielle positive en môme temps qu'un cosinus positif, tandis que les arcs terminés en Mt diminuent et ont une dérivée ou une différentielle négative en môme temps qu'un cosinus négatif.
Soit la fonction 11 en résulte Par suite
dxz=z— -s\ny df et dy —
j=zarccos#.
x =z cosj.
c'est-à-dire
sïïï/'
dx
dx
±\/i — cos*y y/i — x1
rfy
dx
yi — x* Le double signe est justifié par les mêmes considérations
on déduit
arcsinjr = arccosa?,
arcsmj?d:arccos^F=: -•
La somme ou la différence de arcsina? et de arc cosses! donc égale à une constante. Dans le premier cas, leurs dérivées sont égales et de signes contraires, puisque la dérivée
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que précédemment (609). Si Ton désigne par y0 l'un des arcs qui ont # = OP pour cosinus (fig. 9), tous les autres soni compris dans les formules ( Trigon., 4-2)
2Â*7r-t-jo et ikn— j0,
ces arcs se partageant en deux séries, les uns terminés en 11, les autres terminés en Mt.
Suivant que Tare y, considéré spécialement, appartiendra à la première ou à la seconde série, sa différentielle sera donc positive ou négative. Le double signe répond ainsi à la généralité de la question.
Mais, dans l'application, si l'arc/ est indiqué, il n'y a plus d'ambiguïté; car le radical \Ji — x1 ou y/i — cos*/, remplaçant sinj, doit recevoir le signe de ce sinus qui est positif pour les arcs terminés en M et négatif pour les arcs terminés en M,. Dans ce cas, la dérivée et la différentielle de arecosjont un signe contraire à celui de sinj.
612. On peut aussi trouver la dérivée de arc cos par des ! considérations géométriques (610). Nous ne nous y arrêterons pas.
Nous remarquerons seulement que, pour une même valeur de x, les dérivées des deux fonctions arc sina? et arc cos* sont, d'une manière générale, égales et de signes contraires ou égales et de même signe. Il est facile d'expliquer ce fait.
Soit y l'un des arcs dont le sinus est x. Les deux arcs
y et y auront alors tous deux x pour cosinus
(Trigon., 8, 19). Des deux relations
arc sm^c = arc cos x,
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d'une constante est nulle; dans le second cas, leurs dérivées sont égales et de même signe.
Soit la fonction
y z= arc tango;.
Il en résulte
x = tang/.
Par suite (601),
dy
dx = ^} = (f "*" tang^) d*' d'où
. . , dx dx dy \
dy = cos1/ dx :
i -h tang*/ i ■+■ ** dx i-h x*
On voit que la dérivée ou la différentielle de la fonction arc tang ne présente pas de double signe, bien qu'il existe aussi une infinité d'arcs répondant à une tangente donnée. Mais, si l'on désigne par yQ l'un des arcs qui ont x pour tangente, tous les autres sont renfermés dans la formule unique (Trigon., 43)
de sorte que tous ces arcs ont pour unique différentielle dy0,
614. On peut aussi trouver la dérivée de arc tang par des considérations géométriques.
Soient (fîg. 10) AT = x et arc A M =y. Si Ton donne à y l'accroissement MM'= A/, il en résulte pour x l'accroissement TT= Ar; et, si Attend vers zéro, l'arc TN, concentrique à l'arc MM', tend de plus en plus vers sa corde TN.
On a d'ailleurs, d'après les arcs semblables MM', TN, et d'après les triangles TNT', OAT, qui deviennent semblables à la limite,
MM' OA TN OA
— = -=COsy et -=-=cosr,
d'où, en multipliant ces deux égalités et à la limite,
dy . i i
-z- = cos'y = = 9
dx ' i -*- tang1/ i -+- x*
comme précédemment.
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f? Si Ton mène le diamètre MM,, tous les arcs terminés en M et en M, ont x pour tangente. Si Ton donne à x l'accroissement dr, les deux
Fig. io.
séries d'arcs augmentent à la fois et ont, par conséquent, une môme différentielle ou une même dérivée positive.
t-co
dx
i-hx-
Tous les arcs répondant à une cotangente donnée ont la même différentielle pour la raison indiquée à propos de la tangente (613). Mais, tandis que la tangente croît avec Tare, la cotangente décroît quand Tare augmente. La différentielle ou la dérivée de arecot doit donc bien avoir une valeur négative.
616. On peut aussi trouver la dérivée de arecot par des considérations géométriques. Nous laissons au lecteur le soin de s'en assurer.
Nous remarquerons seulement que, pour une même valeur
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de x, les dérivées des deux fonctions arctanga? et arccotj?
sont, d'une manière générale, égales et de signes contraires.
En effet, soit y l'un des arcs dont la tangente est x; l'arc
y aura alors x pour cotangente (Trigon., 8). De la relation
on déduit
arc tango: =z arc cota?,
arctanga:4-arccot^=: ~;
et, la somme de arc tango? et de arc cota: étant égale à une constante, leurs dérivées sont nécessairement égales et de signes contraires.
Soit la fonction
y — arcséca?.
II en résulte
x = séc y.
Par suite (605),
dx = S/ dy = Sécj tang7 dy'
d'où (Trigon., 36)
dx dx dy
(l'y — — ** dx *~~ ■ __ ■ ___ — — — --
J sinv séc/tangy xsJxî^V dx xsjx* — i
Nous avons encore ici un double signe, en raison du radical s/x*— i. Et, en effet, si Ton désigne par y0 l'un des arcs qui ont x pour sécante, tous les autres sont compris dans les formules (Trigon., 42)
2kit-\-y0 et 2À:7r— y0.
Hais, dans l'application, si l'arc y est indiqué, il n'y a plus d'ambiguïté, car le radical sjx* — i ou v^séc*/ — i, remplaçant tangj, doit recevoir le signe de cette tangente.
618. On peut aussi trouver la dérivée de arc séc par des considérations géométriques.
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Reportons-nous à la/tg. 10. Si AM représente l'arc jet OT,par conséquent, séc y ou x, on a MM' = Aj et NT = £lv. On peut alors poser, d'après les explications précédentes (614),
COS V
dx = ^-f- dy — — cosécj col/ dy,
d'où (Trigon.,36)
, sin'y . dx dx
cosj coséc/cotj x)/x*~^-i
et
dy ï
dx
x six1 — ï
Nous avons un double signe dans ces formules, en raison du radical \Jx* — i% En effet, si Ton représente par y0 l'un des arcs qui ont x pour cosécante, tous les autres sont compris dans les formules (Trigon., kl)
2kn~hy0 et Qàk -+- i)tt — /0.
Mais, dans l'application, si l'arc/ est indiqué, il n'y a plus d'ambiguïté ; car le radical s/xi— ï ou v^coséc1^ — ï, remplaçant col/, doit recevoir le signe de cette cotangente. Dans ce cas, la dérivée et la différentielle de arccosécx ont un signe contraire à celui de cot/.
620. On peut aussi trouver la dérivée de arccoséc par des considérations géométriques. Le lecteur s'en assurera facilement, d'après ce qui précède.
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Nous remarquerons seulement que, pour une même valeur de x, et en tenant compte du double signe du radical^?* — i, les dérivées des deux fonctions arcsécr et arc cosécr sont, d'une manière générale, égales et de signes contraires ou égales et de même signe.
En effet, soit y l'un des arcs dont la sécante est x. Les
deux arcs y et y auront alors tous deux x pour co-
sécante ( Trigon., 8, 19, 29). Des relations
arc séc x = arc coséc #,
arc séca? = arc coséc x,
on déduit
arc séc x ± arc coséc x — - •
La somme ou la différence de arc séc j? et de arccosécr étant égale à une constante, les dérivées des deux fonctions doivent bien être égales et de signes contraires ou égales et de même signe.
EXEMPLES
i° Chercher les différentielles des fonctions
y = sinmxy y = arcsin - , y = sin*.*:1.
En appliquant les résultats trouvés dans ce Chapitre, concurremment avec le théorème des fonctions de fonctions, on a immédiatement
. . . dsmmx d sinmx = mcosmxdx, — ^ =mcosm.r;
. » il arcsin -
. x i dx dx a \
//arcsin - = — — = ■ ,
a- / x\ a yja> — x** <** y/àï—x*9
rfsin* x1 = 4 sin* x* cosx8 îx dx = 8 x sin'x* C08x*dx,
dr
-r- = Sx sin'-r* cosx1.
dx
a* Chercher les différentielles des fonctions
y = log sin-r, y = log cos x, y — log tang*.
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Nous aurons recours, de môme, au théorème des fonctions de fonctions et à la différentiation des fonctions logarithmiques. Il viendra
d log sin-r = -£— cobx dx = loge cota: dx
* sin a: *
ot
et
<?logsin.r
%- — = logecotx;
d\o% cos-c = — — (— sin x dx) — — loge tangx dx
et
d log cos x .
— ^ — = - loge tang*;
,. 4 loge dx i loge .
alog tang-r = —2 — = . * dx
° ° tang-r cos*x sinix
rflogtangx _ ?. loge __ loge
dx ~~ sina-r ~~ sinxcosx
3° Chercher les différentielles des fonctions
y = log tang î, y = log tang ^ ï + f V
On a
,, 4 x loge t dx loge , rf log tang - = — = -t2L- dx
et
x „jc i 8i nx tang- cos
rflogtang-^|og dLr sin.
<*log tang (? + ?) = J2S£ «
dLr sin-r* i
dx
. , COSX
sin(
et
rftogtmg(=-hf) !og6
c£r cosx
4° Chercher les différentielles des fonctions y = log arc sinx, y = log arc cos x, y = log arc tangx.
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On a successivement logaresin* - log<? — ^—- ^ogarcsinx _ loge
arc sm x
loge
-dx
arc cosx
loge
dx
*x arc sinx./i — x»'
logarceosx = lo«e -"^fË., rflogarccoa* loge
Iogarclangx = -J2£ï_ _*L, ^ogarc tangx = loge
arctangx n-x* <£r arc tangx.(i + x»)
5° Chercher la différentielle de la fonction D'après la différentiation des fonctions exponentielles, on a
lOgC? /i^^i y/i — Xl
et
f/^arc sliur ^aro «In »•
6° Chercher la différentielle de la fonction
y = log [x h-(x« — a1)2] •+- arc séc - .
Nous aurons, d'après les formules connues,
dx
dy = ]^ frf[x + (x>-<0\U Z
Gomme
rf [x -+-(x* — a»)* J = dx -h i (x* — «»)~ï 2x dx
■k-jh
dx
et que
= — 7 — ax
adx
iJ
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il vient, en simplifiant,
loge a "I , x\ç\*e-\-a , 1 dx = - 1» dx.
. r loge a "I
Si les logarithmes sont pris dans le système népérien, loge = i, et Pex-
pression devient, en divisant ses deux termes par (x + a)*,
dx = ifi±f f ^ *: = if£±f f.
x\_x — aj dx x\^x — a\
7° Chercher la différentielle de la fonction
y — arc tang ■ •
J ° i — ax
On a, en simplifiant,
<v = ; rr = / ^ — t h dx
/ rt + .r\» (î \ i — axj
_ -ha* __ dx
On voit que cette différentielle est la même que celle de arc tang x (613). Il est facile d'indiquer la raison de cette coïncidence. D'après la formule (Ttigan.,1S&) !
/ 1.x tanga-f-tangfc
tang(a-h6)= = r-^-p
DV ' î — tanga tango
Tare dont la tangente est égale à est la somme des arcs qui ont
pour tangentes a et x, et Ton a
a-\-x jr = arc tang — ■ — = arc tanga -+■ arc tang x.
Si Ton regarde alors, comme nous l'avons fait, a comme une constante, tous les arcs correspondants, en désignant l'un d'eux par A, seront compris dans la formule X it + A, et l'on aura, d'une manière générale,
y = kn -+- A -+- arc tangx, d'où
djr = d arc tang j:.
8° Trouver la différentielle de la fonction composée
tt-f- o r= arc tang - — -,
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où u et t> sont des fonctions de x. Cet exemple est la généralisation du précédent. On a évidemment
, u -\-v gi — f — uv _ (i — ui>)(du-ï- dv)~h(u-+- v)(udv-hvdu)
X ~~ rTTTTTTi ~ (, — Wp)«-h(ïTr<>)ï
Ce résultat pouvait être prévu, puisque, d'après ce que nous venons de rappeler (70),
X = arc tang — — — arc tan g u -+■ arc langp. 90 Chercher la différentielle de la fonction
y = arc sina x /i — x*.
On a
, dix i/i — x* 21/1 — x* , dy = , = , = Ar.
v/i — 4*'(i — **) ^1 — 4x«-+-4jt*
Il en résulte, en simplifiant,
. 2(1 — x1) — ix* j a(i — îx1) . idx
dy= , : dx = —— dx =
/i — x* v(ï— ax*)* V1"- *f(i— ix*) v1" x*
Cette différentielle est le double de celle de arc sinx. Voici la raison de ce fait. Désignons arc sinx parjr0. Nous aurons
x = sin/o) v^1 — ** = C08^o> ix \/i — x* = sin a^0.
L'arc y, dont le sinus est représenté par ax sf\ — x*, a donc le môme sinus que Tare a/©, c'est-à-dire qu'il est compris dans l'une des formules
et que sa différentielle est égale à =fc a^r©- C'est ce qu'exprime le résultat trouvé plus haut.
io# Étant donnée la relation
sin x -+- 8in( x •+- h) -+- sin (x -+- a //;-+-. . .-hsin[x -+-(/»—- 1)/*| (m — i)/H
. mh . r sin — sin I a;
sin-
en déduire la somme des cosinus des mêmes arcs.
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Il suffit de différentier par rapport à x les deux membres de l'égalité. En supprimant ensuite dx de part et d'autre, on a
cosx-f- cos(x -h /*)-HCOS(-r-+-a/*)-h...-f-cos[.r-h(m — i)/i] (/n — i)/n
sin
mh r
— cos I a.
sin-
C'est le résultat déjà obtenu ( Trigon., 90).
ii° Chercher la différentielle de la fonction
e*— er~* J = arctang___.
On a
de*—e-* e*+-e-* _ (e*-+- g-*)(g*-+-g-*)— (g*— e-*)(e*— g~x» .. ,
ou, en effectuant et en remarquant que e*e~x = c«= i,
12° Chercher la différentielle de la fonction
Ja* — />*sin.r
y = arc tang ~
J ° />-4-acosJ7
On a
,/#* — £*sin.r
, ^H-tfCOSX
(a*— ^*)sin1J-
(6-haCOSx)*
/a1 — ft1 cos *•( £ H- # cos.r) -4- a yja* — b* sin1 x ~~ (ù-h «cosx),-i-(aî — ^î;sin*x
ou, en effectuant et en simplifiant,
, ^a*—b*(a -+- à cosx) , da*—b* ,
a)" — ; -7 rr — dx = 7 ctx.
J (a -h 6 cos x)* a-h&cosx
i3° Chercher la différentielle de la fonction
b -\-a cos x
r = arc cos ; •
J a-\-b cos-r
dx
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Oa a
,b -*-a cos.r
, a-hb cos.r
dy =
/ /b-+-acoax\t y 1 \a-hb cozx/
. asinx(a-h b cosx) — bsinxfb -+-acosx) ,
dy = ax
(a-t- b cos.r)/(a -h b cosx)* — (b -+-acosx)x
bu, en effectuant et en simplifiant,
dy = (a*—b*)8ïnx ^ = ^a»— 6» ^
(a-hbcosx))/a*—b*s\nx a + bcosx
On remarquera que cette différentielle a la môme expression que la précédente (ia°). Voici la raison de ce fait. Si l'on désigne par y l'un des arcs dont la tangente est égale à
b -\~a cos a:
on a en même temps
cosj
\/i -+- tang* ^ 4 / _!_ (a* — b*)s\n*x
Y ' (^H-^COSX)1
- a cos x
/(fc-+-acos.r)*4-(a« — 6*)sin*x « -+- * «w* Ainsi l'arc j est aussi l'un des arcs dont le cosinus est égal à
b -+- a cos j: •
a-t- b cos x
Tous ces arcs seront alors compris dans les formules aA:ir-hj et %ktz — y\
et les deux différentielles calculées (22° et i3°) doivent bien être égales et de même signe ou égales et de signes contraires, comme l'indiquent les formules obtenues.
1 4° Chercher la différentielle de la fonction
y = cos x*lnx.
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En appliquant le théorème des fonctions composées, nous aurons
loc cosx djr = cos.z*,llx — | cosxdx-^-sinx cosx^ajp-l(—iânxdj:).
j .i« ^ T l°g c°8«r sin*xT ,
dy = cosx*,nx — ? cosx \dx.
J L *°%e cosxj
On peut vérifier ce résultat à l'aide de l'expression générale de la différentielle fojr = u? (595).
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DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES
Cas d'une seule fonction.
622. Nous avons vu qu'on appelait fonctions implicites celles qui sont liées aux variables dont elles dépendent par des équations non résolues ou par des conditions non exprimées analytiquement
Nous ne considérerons que celles qui sont définies par des •équations non résolues.
623. Le cas le plus simple est celui où la fonction implicite y est définie par une seule équation entre cette fonction et la variable x.
Soit cette équation
v, quoique inconnue, étant une fonction déterminée de x, on peut regarder f(x, y) comme une fonction composée de 47 (567). Cette fonction, par hypothèse, est constamment nulle; elle est donc constante, et sa différentielle est égale à zéro (54-9). Or, d'après le théorème des fonctions composées (567), cette différentielle a pour expression
On a donc
fdx+fdy.
dx dy J
df . df , -±dx + +dy = o,
Ton en déduit dy — -
df
— dx et d-L-df dX et dx -
dy
EL dx
dy
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Ainsi, la dérivée d'une fonction y, liée à la variable x par V équation f(x,y)=zo, est égale au quotient, changé de signe, de la dérivée partielle du premier membre de l'équation relativement à x par la dérivée partielle de ce premier membre relativement à y.
Remarquons que ces dérivées partielles sont, en général, exprimées à la fois en fonction de x et de y, et qu'elles ne peuvent l'être en fonction de x seulement, que si Ton peut résoudre l'équation f(x,y) = o par rapport à y. Mais, lors même que cette résolution est impossible, le résultat obtenu n'en est pas moins d'une très grande utilité, comme on le verra surtout en Géométrie analytique (t. V).
62k. Soit, par exemple,
(qui est l'équation d'une ellipse rapportée à ses deux axes a a et a b).
Nous aurons
df 2x df iy
dx à1 dy b-
et, par suite,
dy a* b*x
dx 2 y a} y
L'équation donnée étant résoluble par rapport à y, on peut facilement vérifier ce résultat. On déduit, en effet, de cette équation
y ~ -s/az— x* a v
et, par conséquent,
dy b 2x
dx~~ a 2 y£«~Z~
625. Voici un second exemple s'appliquant à une fonction transcendante.
Nous avons trouvé ( Trigon., 72) l'équation suivante, pour
déterminer cos ~- en fonction de cosa?,
4 cos8 -« — 3 cos 5- — cosa? = o.
Posons y = cos -? • L'équation deviendra
f(x>?) = 4j8— 3j — cosa? = o.
On a ici
4f df t o
Par suite,
^K sin a?
*te 1 a/* — 3
oc Il est facile de vérifier ce résultat, puisque Ton a;' = cos -~ •
On en déduit
dy 1 . x
et il reste à démontrer l'identité
Soit, enfin, l'équation
A*fy)=y*— xr=o,
qu'on ne peul pas résoudre par rapport à Tune des variables. On a
-J- =y*ly— yxr~l et -£- = xyx~x — x* Ix,
c'est-à-dire
dy y* ly — yx**1
dx xyx~x — x^lx
On peut simplifier ce résultat en remarquant que, d'après l'équation elle-même, on a
En divisant par cette quantité les deux termes de l'expression et en changeant le signe, il vient
dy__. *.
dx , x
Cas de plusieurs fonctions.
627. Soient maintenant y et z deux fonctions implicites de x, liées à la variable par les deux équations
y et z étant des fonctions déterminées de x, on peut regarder les fonctions / et <p comme des fonctions composées de x9 et leur appliquer séparément le raisonnement précédent (623). On a donc, d'après le même théorème (567), les différentielles des deux fonctions composées devant être nulles, parce que ces fonctions sont constamment nulles,
-f-dx->r if-dy-ï- -fdz=io, dx dy J dz
-~-dx -f- -r-dy -+- -^ dz = o.
dx dy J dz
On obtient ainsi deux équations du premier degré en dy
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et en dz qui feront connaître ces différentielles en fonction de dx et de x, y, z. Il est commode de mettre les résultats trouvés sous la forme
dx dy dz
dy df dy df ^9 ^f_ _ ^9 ^f dy df dy df TfyTîz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx
dy dz On en déduira dy et dz ou les dérivées -^- et ->-•
628. On généralisera facilement ce qui précède. Si l'on a m— -i équations entre m variables, on peut prendre l'une d'elles pour variable indépendante, et les m — i autres variables deviennent des fonctions implicites de cette seule variable indépendante.
Soient les m — i équations
ft(x>y>z,u, ...) =o,
où x est la variable indépendante et y, z, a, . . . , les m — i fonctions implicites de x.
Les différentielles des premiers membres de ces équations devant être nulles, on aura
dAdx +pdy +dJ±dz +pdu +...= o,
dx dy J dz du
P^ +pdf +d£dz +pdu dx dy •* dz du
(M^dx+^^dy^^^dz^d-^du^...^^ dx dy J dz du
En résolvant ce système de m — i équations du premier degré, on pourra obtenir les différentielles dy, dz, du, . . . , en fonction de dx et de x, y, s, u9 ... ; puis, les dérivées dy dz du dx dx dx
Elimination des constantes.
629. Ce qui précède nous conduit à dire un mot de l'élimination des constantes arbitraires qui peuvent faire partie d'un système d'équations.
Soit d'abord l'équation
où C représente une constante arbitraire.
La différentiation du premier membre de cette équation, où y peut être regardée comme une fonction implicite de xy nous a donné
-/-dx-h -y-dy = o dx dy J
ou, si Ton veut, en divisant par dx,
(2) iL + *f*y=0
dx dy dx
En éliminant la constante C entre les équations (i) et (2), j- étant la dérivée partielle du premier membre de l'équation (1) par rapport à xy et -~ la dérivée partielle de ce premier membre par rapport à y, on obtiendra une équation
(3) V^'J'Tu)^0'
entre la variable indépendante x, la fonction y et sa dérivée
dx
L'équation (3) ainsi déduite de l'équation (1) est une équation différentielle.
x et y désignant les coordonnées d'un point rapporté à des
axes rectangulaires, si Ton donne à la constante arbitraire C
une infinité de valeurs, l'équation (1) représente une famille
dy de courbes; et, comme -^- est alors (535) la tangente trigo-
nométrique de l'angle formé par la tangente à la courbe avec l'axe des x, l'équation (3) exprime, dans cette hypothèse,
une propriété de la tangente, commune à toutes les courbes de la famille considérée.
Nous retrouverons ces considérations en Géométrie analyique.
Nous traiterons deux exemples très. simples
i° Nous avons vu précédemment (583) que l'équation
i ) j1 = ap;r h- C ou y1 — ip x — C = o
représente toutes les paraboles de paramètre p ayant leur axe conondu avec l'axe des x.
Si Ton différence le premier membre de l'équation (i), il vient
a) tydy — zpdx = o ou y~- —p.
La constante C disparaît ainsi d'elle-même, et l'équation (2) remplace l'équation (3) du n° 629. C'est Y équation différentielle déduite de la proposée.
On voit qu'elle exprime (583) que la sous-normale est constante pour toute la famille de courbes représentée par l'équation (1).
a° Soit l'équation
(1) jr*—ipx ou y* — a/?.r=o,
dans laquelle p est supposé avoir une valeur arbitraire, et qui représente une parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet (583).
En différentiant le premier membre de l'équation (1), il vient
(a) lydy — ipdx = o ou jr-^—p-
En éliminant alors la constante arbitraire/? entre les équations (1) et (a), nous obtenons l'équation différentielle (3)
/*\ dy dy
(3) jrt-.zjr^Lx = 0 ou j = ax^.
Si l'on se reporte à la 7%. n, la sous-tangente TP satisfait précisément à la relation
L'équation (3) prouve donc que, dans toutes les paraboles qui ont
même axe et même sommet, la sous-tangente est toujours double de l'abscisse du point de contact, propriété connue (Géom., 755).
l'ig.
631. D'une manière générale, soient m équations entre une variable indépendante x, m fonctions implicites yt z, u9 ...
de celte variable, et m constantes arbitraires C,, C„ C„
Ces m équations seront de la forme
1 A {x,y,zfu, .. .,Ct,Ct,
• • » ^«1> ^ît *-«i> • • • ) — o,
En différentiant les premiers membres de ces équations et en égalant les résultats obtenus à zéro, on a, en divisant par dx, un nouveau groupe de m équations de la forme
dl± -4- iùi £&.' .+. $li d- df* du
dx dy dx dz dx du dx dx dy dx dz dx ~* du dx
LO
dfm df_m dy Ç(fm dz _^ dfjn du dx dy dx dz dx ' du dx
En éliminant entre les a m équations des groupes (i) et (2) les m constantes arbitraires Ct, C„ C3, ...,on constituera un
nouveau groupe de m équations de la forme (629)
/ dy dz du \
(dy dz du \
/ dy dz du \
Le groupe (3) ainsi formé est ce que Ton nomme un système d'équations différentielles simultanées.
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CHAPITRE IX
PROPOSITIONS RELATIVES AUX DÉRIVÉES DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.
632. Avant de passer à l'étude succincte des propriétés relatives aux différentielles d'ordre supérieur, nous démontrerons quelques théorèmes qui nous seront nécessaires par la suite. Nous aurions pu les établir dès le début du cinquième Livre; mais, plus rapprochés des applications que nous aurons à en faire, leur importance sera sans doute mieux appréciée.
633. I. Soit la fonction f (x) gui admet une dérivée f\x) pour toutes les valeurs de x comprises dans un intervalle (a, b)9 et qui s'annule pour x = a et pour x = b. La dérivée f'(x) s'annule alors nécessairement pour une certaine valeur xx de x, comprise dans l'intervalle {a, b).
Puisque f(x) a une dérivée déterminée pour toutes les valeurs de x renfermées dans l'intervalle (a, b)9 elle est continue dans cet intervalle (536).
En laissant de côté le cas où f(x) serait constamment nulle dans l'intervalle considéré et où sa dérivée serait, par conséquent, égale à zéro (538), cette fonction commencera par croître, depuis zéro, en prenant des valeurs positives, ou à décroître en prenant des valeurs négatives, soit à partir de x = a, soit à partir d'une valeur de x comprise entre a et b.
Admettons que/(.r) prenne des valeurs positives. Comme elle doit s'annuler pour x = b, il faut qu'elle diminue après avoir augmenté, c'est-à-dire qu'il existera, entre a et b9 une valeur xx telle, que/(a?t) sera supérieure ou au moins égale aux valeurs voisines
f(xt—h) et /(*!-*- A),
en désignant par h une valeur assez petite pour que xl— h et xx •+- h restent renfermées dans l'intervalle (a, b).
Si f(x) prend au contraire des valeurs négatives, il faut qu'elle augmente après avoir diminué, et il existera, entre a et b, une valeur xv telle, que f(xv) sera inférieure ou au plus égale aux valeurs voisines
f(xl — h) et /(#!-+-/*).
[On pourrait dire aussi que f(x) étant continue admet, dans l'intervalle (a, b), une limite supérieure ou une limite inférieure qu'elle atteint nécessairement pour une valeur xx comprise dans l'intervalle (458, 453)].
Que la fonction prenne des valeurs positives ou négatives, on voit que les différences
/(*!-*)-/(*,) et /(*!+*)-/(*!)
seront nulles ou de même signe.
Les rapports
-A ei A
seront donc nuls ou de signes contraires.
Si l'on suppose que h tende indéfiniment vers zéro, ces deux rapports tendront, par hypothèse, vers la même limite /'(otj). Cette limite /'(a?,), ne pouvant être à la fois positive et négative, est nécessairement nulle, et l'on a
Cette proposition n'est autre chose que le théorème de Rollb, que nous retrouverons plus tard (Alg. sup., a6 Partie).
On remarquera que la démonstration précédente ne suppose pas la continuité de la dérivée f\x); mais seulement que, pour chaque valeur de x comprise dans l'intervalle considéré, elle a une valeur unique et déterminée.
634. II. Soit la fonction /(x) qui admet une dérivée f'(x) pour toutes les valeurs de x comprises dans un certain intervalle. Si x0 et X sont deux valeurs de x comprises dans cet intervalle et si xt est une autre valeur de x comprise entre x0 et X, on a
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En effet, considérons la fonction de x représentée par l'expression
/(*> -/(*.) - (* - *.) /(Xxll(x,) •
Elle s'annule évidemment pour x = x0 et pour x=X. D'ailleurs, pour les valeurs de x comprises entre œ — x% et x = X, elle a une dérivée égale à
A. ~^~ Xq
c'est-à-dire bien déterminée (539). D'après le théorème précédent, cette dérivée doit donc s'annuler pour une valeur xt de x, comprise entre x0 et X. On a, par suite,
(0 ^ifâ^ =/*<*.)•
Nous avons supposé, dans notre démonstration, X>^#; mais la formule trouvée est indépendante de cette hypothèse, puisque la permutation de X et de x0 la laisse identique.
On peut poser
X = x0 4- hy
en désignant par h la différence des deux valeurs X et x0. La quantité xu comprise alors entre x0 et x0-\- h, peut être représentée par x0-{-6h, 0 étant un nombre compris entre o et i, sans être ni l'un ni l'autre. La formule (i) devient ainsi
(a) /(*,+ h) -/(*•) = hf'(x0+ Oh).
635. La proposition qu'on vient d'établir conduit, d'une autre manière, à ce théorème important, déjà démontré
Lorsque la dérivée d'une fonction est constamment nulle dans un certain intervalle, cette fonction se réduit à une constante dans le même intervalle.
En effet, d'après la relation (a) [634], si l'on a/,(j?)=o pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle considéré, on a aussi /'(d?0-*- Oh) = o. Il en résulte
quel que soit h, pourvu que les deux valeurs x0 et x^ + h
soient comprises dans l'intervalle; f(x) conserve donc la même valeur dans cet intervalle et se réduit à une constante.
636. III. Soient f(x) et F(x) deux fonctions qui restent continues pour toutes les valeurs de x renfermées dans un certain intervalle et ont, pour ces valeurs, des dérivées parfaitement déterminées f (x) etFl(x). Si x0 et X sont deux valeurs de x comprises dans cet intervalle et si xt est une valeur de x comprise entre xQet\, on a
/(XJ_-/(xL) _ f'{x{) F(X)-F(*0)-F'(Xif
[Il est entendu que F'{x), qui peut être nulle ou infinie pour x — jr0 ou pour x — X, ne Test pas pour les valeurs intermédiaires.]
Considérons la fonction de x
Elle est nulle évidemment pour x =r: xQ et pour a:-X, et elle admet, dans l'intervalle de ces deux valeurs, la dérivée bien déterminée
J U) * WF(X)-F(*0)
Cette dérivée doit donc s'annuler (633) pour une valeur xt de x, comprise entre x0 et X, de sorte qu'on a
En posant comme précédemment
et en désignant par 0 un nombre compris entre o et i, la formule (i) devient
Puisque X peut être plus grand ou plus petit que x0 (634), h peut être une quantité positive ou négative. Les démonstrations précédentes sont dues à M. Ossian
B05.NET
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637. IV. Lorsqu'une fonction f(x , p)9 contenant un paramètre arbitraire p, reste continue dans un intervalle donné et tend vers zéro, quelle que soit la valeur de x dans cet intervalle, lorsqu'on fait tendre p vers une valeur particulière p0, toutes les dérivées def(xyp) par rapport à x tendent aussi vers zéro, dans le même intervalle, lorsqu'on fait tendre p vers p0.
En effet, on a (634), pour toutes les valeurs de x et de h compatibles avec l'intervalle donné,
f{x -+- h, p) -f(x,p) -= hf\x + dh,p).
Par hypothèse, les deux termes du premier membre de cette relation deviennent nuls pour/? — />©. On a donc, quelles que soient les valeurs de x et de /i, sous la réserve indiquée,
ou, en faisant h = o,
On déduit évidemment de ce résultat que f'{^fp9) est aussi nulle, quelle que soit la valeur de x choisie dans l'intervalle, et, de proche en proche, qu'il en est de même, d'une manière générale, defln>{x,p0).
La fonction donnée de x pourrait renfermer plusieurs paramètres variables, et s'annuler pour des valeurs particulières de ces paramètres. La conclusion serait encore la même*
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CHAPITRE X
DES DIFFÉRENTIELLES ET DES DIFFÉRENCES DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE.
Des différentielles des divers ordres des fonctions explicites.
638. Nous avons vu précédemment (532) que, si/(#) est une fonction de la variable x, sa dérivée f'(x) est aussi, en généra], une fonction de x admettant à son tour une dérivée désignée par /"(a:) et appelée la dérivée seconde de /(x). De même, /'"(#) est la dérivée def'(x) ou la troisième dérivée éef(x), et ainsi de suite.
En poursuivant, on obtient une série de fonctions représentées par
ou par
et dont le nombre est illimité, à moins que /(a?) ne soit une fonction entière et rationnelle.
La fonction f(n)(x) ou Dnf(x) est dite la dérivée du niime ordre ou, plus simplement, la nième dérivée def(x).
A ces dérivées successives correspondent, comme nous allons l'expliquer, les différentielles successives de la fonction 7 =/(*)•
639. Nous avons défini la différentielle de la fonction (0 . 7=/(*)
par la formule (54-9) (2) dy=.f\x)dx.
Dans cette formule, dx désigne l'accroissement arbitraire
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donné à la variable indépendante x. Jusqu'à présent, nous n'avons fait aucune hypothèse sur la valeur de cet accroissement. Nous allons maintenant le regarder comme constant, c'est-à-dirè comme indépendant des valeurs attribuées à xei de la série des opérations effectuées.
Si Ton différentie l'équation (2) dans celte hypothèse, il vient
ddy=zdxdf,{x)—dx[ff,(x)dx]=fff(x)dx*9
en indiquant le carré de dx par la notation dx*.
Le premier membre ddy de la relation «obtenue est la différentielle deuxième de y ou la différentielle du deuxième ordre de la fonction. On la représente par la notation d*y,
de sorte qu'on a
d*y=f'(x)dx*.
En différentiant encore les deux membres de celle nouvelle égalilé, on a
. dd*y — dx2df"(x) = dx*[fm(x)dx]~f*(x)dx*
ou
,% d>y=fm(x)dx*.
En poursuivant, on obtiendra une suite de différentielles
dy, d'y, d'y, ..., d*y, ...,
dont chacune est la différentielle de la précédente. La différentielle dn y est la différentielle du nième ordre ou, simplement, la nitme différentielle de y ou def(x), et l'on a, d'une manière générale,
(3) dny—fW(x)dxn et ^£ =/*>(*).
La nième dérivée def(x) est donc égale à sa niime différentielle divisée par la niime puissance de la différentielle constante de la variable indépendante.
On peut, par suite, mettre encore la relation (3) sous la forme
Si l'on prend dx comme infiniment petit principal ou comme infiniment petit du premier ordre (515, 516), on voit que d\v est, en général, un infiniment petit du nUme ordre.
Celle correspondance entre dn y et dxn dans le premier membre de la formule (3) est nécessaire. Si ces deux infiniment petits étaient d'ordres différents, f{n){x) serait constamment nulle ou infinie (520) et ne serait plus une fonction de x.
Le rapprochement indiqué précédemment entre la dérivée et la différentielle d'une fonction (547) se poursuit quand on considère les dérivées et Les différentielles des divers ordres.
640. 11 n'est pas inutile de remarquer que les résultats seraient tout autres, si l'on ne regardait plus dx comme une constante, mais comme une variable ayant ses différentielles successives dx, d*x, d*x,
Pour le montrer, reprenons la formule
dy — f\x)dx.
La différentiation des doux membres, dans l'hypothèse où dx varie, donne
d*/ z= d[f (x)dx]=:f (x)dx* +f {x)d*x.
En effet, on a à différentier dans le second membre un produit de deux facteurs variables. La différentielle du premier facteur /'(x) est fff(x)dx,. qu'il faut multiplier par l'autre facteur dx, et la différentielle du second facteur dx esld*x qu'il faut multiplier par l'autre facteur/'(a?).
Nous n'insisterons pas sur ce point ni sur les nouvelles formules qui représentent alors les différentielles successives de r.
EXEMPLES
641. Nous allons donner quelques exemples de différentielles ou de dérivées des divers ordres.
i° Soit la fonction
y = xm.
On a
dx
et, en généra],
Si #2 681 entier, on parvient à
dmr
Cette m*** dérivée est une constante, et les dérivées suivantes sont toutes nulles.
a° Soit la fonction
On a, en prenant les logarithmes dans le système népérien,
et, en général,
Si l'on suppose a = e, /a = /*? = 1, et l'on a
<ïr ~~ 5? *~ dx* ~~ ilxn ~~
3° Soit la fonction
y = logx.
On a
dr lo?r '
_^_ =-,.x-Moge?, ^ =i.a.x-»logc,
-~ = ( — i)«-».i.a.3-..(/z — i)x-*log*.
4° »S!w/ la fonction
y = sinx.
On a
dr d*y dzr d*j
-;- = C08.r, 3 '- = — Sinx, -j-V = — COS.r, -r^r = Sinx.
Les dérivées de sin.r reprennent donc périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
cos.r, — sinx, — cosx, sinx.
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On trouverait, de même, que les dérivées de cosx reprennent périodiquement et indéâniment los quatre valeurs
— sin.r, - - cosj:, sin.r, cos-r.
5e Soit la fonction
y -- sin(.r -\-a),
où a est une constante.
On *(T*gon., 32)
dr . . /ir \ . / k \ -^- .— cos(a: -;- a ) — - sin ( — ; x -. - a \ — sin I x ~t hû).
La dérivée de y s'obtient donc, dans ce cas, en ajoutant le quadrant a la constante a. Il en résulte évidemment, d'une manière générale,
dns\n(x -T-a) Pour a = o, on a donc
- sin ( x h- n y -+- a \ .
rf* sin.r . I n\
j=-r8injr et __- = gin^x-+-/i- j;
et, pour « = - ? on a
dacoxx
= sin ( x -t- n - -h - \ = cos ( x -h « ^ \ •
— cos.r et
Nous terminerons ces exemples par la recherche de la formule remarquable qui fait connaître la nièm* dérivée d'un produit.
Expression de la «l,,,mc dérivée d'un produit.
6fc2. Considérons le produit uv des deux fonctions u et e. Nous aurons d'abord (570)
d( uv ) — v du -h u dv ; puis (568)
d*(uv)=id(vdu) -hd(udç)
— {vd*u-hdvdu) -h(dvdu-h ucPv)
d*(uv) =r i>d*u-\- idvdu-±- u&w
De même, en différentiant de nouveau, on Irouve
d*(uv) — d(y «[*«) + d(i dv du) -h d(udiv)
— (vd^u-^-dvd^u)
-h ( 2 dv d i u -h 2 dl v du ) -h (d* v du -h u d* v } ou
dz(uv) — vd*u -h $dv&u-\- Zd-vdu -t- ud*i\
On voit que, dans ces formules, Tordre des différentielles de u diminue d'une unité, tandis que celui des différentielles de v augmente d'une unité, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, de sorte que la somme de ces deux ordres demeure constante et égale à Tordre de la différentielle du produit **<\ De plus, les coefficients numériques des différents termes reproduisent ceux du développement du binôme pour un exposant égal à Tordre de cette différentielle.
L'analogie conduit donc à penser que Ton a, d'une manière générale,
d'»(uv) = vdmu-i-- tfr d'"-1 u -+- -(/"~"!) d*v dm~* a -h . . .
H — ~ -dns>dm~*u-{-...-h udmv.
Ce résultat ayant été vérifié pour m = i, 2, 3, il suffit, pour prouver sa généralité, d'établir, suivant Tusage, que, s'il est vrai pour Tordre m, il subsiste encore pour Tordre m -±- 1. C'est ce dont on s'assure immédiatement en différentiant la formule ci-dessus, où les termes du second membre représentent tous un produit de deux facteurs variables.
643. La formule remarquable ainsi vérifiée peut s'écrire symboliquement
dm(uv) = (du-h dv)m,
à la seule condition d'ajouter en facteur, dans le premier terme du développement de (du -+- dv)m, (dv)* et, dans le dernier terme de ce développement, (du)0; puis, de remplacer respectivement les puissances
(du)a et (dv)n
par les différentielles
dnu et. d"v
et, dans les termes extrêmes, (dv)* et (du)0 par e et u.
644. On peut aussi représenter symboliquement la différentielle d'ordre m d'un produit de p facteurs //, v, «% . . ., par la formule
dm ( uvw. . . ) — (du -+- dv ~h d\v -\- . . . )/w,
à la condition d'ajouter en facteurs, dans les termes du développement du second membre, la puissance zéro des différentielles du, dv, dw, . . ., qui n'y entrent pas; puis de remplacer ensuite respectivement les puissances
(dur, w, {<**)*, ...
par les différentielles correspondantes
dnu, dnv, daw, ...,
celles-ci devant être remplacées à leur tour par u9 r, w, . . ., dans le cas de n — o.
Il suffit, pour comprendre cette extension, de se reporter au développement de la puissance mième d'un polynôme (303, 305).
Des différences des divers ordres.
645. Il est très utile de rapprocher les différentielles et les différences successives (545) d'une même fonction.
La différence A/ de la fonction y=f( x) étant elle-même une fonction de x a aussi une différence A ày qui en admet une AAAv à son tour; et ainsi de suite indéfiniment.
En supposant qu'on donne toujours à x le même accroissement ou l'accroissement constant Ax, les différences des divers ordres seront désignées par les notations
(Les puissances de Aj seront représentées par A/, Ar1, Aj>, ..., Aj* )
646. Il s'agit de démontrer que la dérivée d'ordre n de la fonction y=zf(x) est la limite du rapport de Any à &xn> c'est-à-dire de la différence nième de cette fonction à la puissance n<ime de la différence* ou de l'accroissement de la variable.
Il est entendu que la fonction donnée et les dérivées successives qu'on en doit prendre restent continues dans l'intervalle qu'on a à considérer.
Cela posé, on a (54.5)
« = ©(x, Aa:) étant une fonction de x et de Ax qui s'annule pour àx — o, quelle que soit la valeur de x choisie dans l'intervalle proposé.
Si Ton prend les accroissements ou les différences des deux membres de la relation (i) pour un nouvel accroissement lx donné à xy et si on les divise ensuite par A~r, il est clair que le premier membre deviendra
A»r lx*'
Le premier terme du second membre deviendra
(3 étant encore une quantité qui tend vers zéro et s'annule avec Ax.
Quant au second terme a du second membre, il deviendra
j^=?'(jrf A*)-4-yf
en désignant par y une troisième quantité qui s'annule avec Aj% quelle que soit la valeur donnée à x dans l'intervalle. On a, par suite,
*£ =/'(*) + 0 -h ?'(x, Ax) + y.
Mais la fonction y(x9Ax) s'annule pour Ax=o quelle que soit a?; il en est donc de même de sa dérivée <p'(x» Ax) [637], et l'on peut écrire
i, étant une quantité qui s'annule avec Ax.
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En prenant les accroissements ou les différences des deux membres de cette nouvelle égalité pour un nouvel accroissement Aa? donné à a? et en les divisant ensuite par Aj?, le même raisonnement conduit à
dt étant une quantité qui s'évanouit avec Ix.
La loi est évidente, et l'on peut poser d'une manière générale
celte dernière quantité s'évanouissant avec Ix. En passant aux limites, on a
(3) tofë =/'"'(*)= g [639],
ce qu'on voulait démontrer.
On voit qu'on peut mettre la relation (a) sous la forme
D'ailleurs, on peut faire tendre Aj? vers zéro en prenant àjc=zdœ (548). Il vient, dans cette hypothèse,
A*^ = d*y 4- Sn.-t dxny d'où
dny (i\v '
dxn
dnv Si la /i1*™6 dérivée -r-~ reste finie, on a alors
dxn 9
.. Anr
c'est-à-dire (530) que la différentielle d'ordre n d'une fonction de x peut remplacer la différence de même ordre de
celle fonction, dans la recherche des limites de sommes ou de rapports, en négligeant une quantité infiniment petite relativement à cette différence. C'est la généralisation de ce que nous avons dit au n° 5V7.
Des différentielles des divers ordres des fonctions implicites.
648. Soit une fonclion y de la variable x définie par l'équation
En égalant à zéro la dérivée du premier membre de celle équation, nous avons trouvé (623)
/ v df df dy
dx dy dx
dy Celte équation (2) donne ~ en fonction de x et de r, ou
en fonction de x seulement si Ton peut éliminer/ entre les équations (1) et (2), et Ton en déduit ensuite dy\
En combinant convenablement les équations (1) et (2) ou en conservant cette dernière telle qu'elle est, on a une équation de la forme
Son premier membre étant constamment nul, la différentielle de ce premier membre est constamment nulle (5W), et Ton a
dx dy " -dy dx
dx
c'est-à-dire, en divisant par dx,
/0. d. do dy do dly
dx dy dx _.dy dx1 dx
d1y Cette équation (3) fait connaître -7-^ en fonclion de x, de/
dy et de -~-> ou en fonction de .r seulement si l'on peut éliT
dy miner y et -j- entre les équations (a)» (2 6w) et (3); et Ton
en déduit ensuite d*y.
<P y d%y On pourra trouver de même -^> -t-^> • ••• Mais nous n'insisterons p.as davantage sur cette méthode, parce que nous en indiquerons plus loin une autre plus rapide, qui s'appliquera également au cas où l'on a à considérer plusieurs fonctions implicites. Un exemple, cependant, ne sera pas inutile pour bien éclaircir ce qui précède.
649. On demande de trouver la deuxième différentielle de la fonction implicite définie par l'équation
(i) /» — 3xj +jc*=o.
L'équation (2) du n° 648 est alors, en divisant ses deux membres par 3,
et l'on en déduit
dr _ y — x%
dx ~~ y* — x L'équation (2) est do la forme
(a bis) *(*'•>■' 2ï) = °'
L'équation (3) du n° 618 est donc ici
OU
dr /dry f , _d*r
<3> "-aE + v(s) +CT*— r)aJ5=of
et elle va nous permettre do déterminer y*£ • En remplaçant -^ par valeur, en effectuant les calculs et en simplifiant, elle devient
Mais l'équation (i) exigeant que le trinôme y1 — 5xy-\- x» soit constamment nul, l'équation (3 bis) se réduit à
ixy , . Kd*y
et l'on en tire
d2l - _ a-y «1 </«> - - — i^— rfr*
ALGEBRE SUPÉRIEURE. 543
CHAPITRE XL
DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.
Dérivées et différentielles partielles successives d'une fonction de plusieurs variables indépendantes.
650. Nous considérerons, pour fixer les idées, une fonction de deux variables indépendantes x et /. Les raisonnements seraient les mêmes pour un plus grand nombre de variables. Cette fonction de deux variables peut être différentiée par rapport à chacune d'elles, partiellement et successivement (566, 638, 639), et ces différentiations peuvent être en nombre, quelconque. Ce nombre est l'ordre de la différentielle, de la différence et de la dérivée correspondantes; et leur formation ne peut présenter aucune difficulté, puisque, à chaque opération, on n'a à tenir compte que d'une seule variable indépendante. Mais certaines remarques spéciales relatives aux notations doivent être soigneusement indiquées.
Soit
la fonction des deux variables indépendantes x et y. Nous désignerons, d'une manière générale, par
STyXT.:ru ou par D;+^;-ii
le résultat de m 4-/1 + /) -h. . ., dérivations partielles effectuées sur la fonction ci, les m premières se rapportant à x, les n suivantes se rapportant à 7, les/? suivantes ayant lieu de nouveau relativement k x, ....
I* différentielle et la différence partielles de même ordre
seront représentées par les notations
Pour simplifier, on prend les accroissements &x, Aj, dx, dy constants ou respectivement indépendants des variables x et y.
Cela posé, nous aurons d'abord (639), puisqu'il ne s'agit que de la variable x,
d'ï " ^fx " dxm = D™ u dxm.
De même, en regardant/ comme seule variable et en prenant la différentielle d'ordre n des deux membres, il viendra
d™+yH u =f™+yn u dxm dyn = D£7 u dxm dyn .
Enfin, si l'on regarde de nouveau x comme seule variable et si l'on prend la différentielle d'ordre p des deux membres de la relation précédente, on trouvera
<*Ty"xp u —fSïïx9 u d*"1 dya d*9 - l>l\y,xpu dx'n dy» dxP;
et ainsi de suite.
On déduit de là, d'une manière générale,
~dx>»dy»àxi>—Jx^jr— u ~u**y>*>- "'
Les dérivées partielles des fonctions de plusieurs variables s'expriment donc, au moyen des différentielles partielles correspondantes, d'une manière analogue à celle adoptée pour les fonctions d'une seule variable.
Enfin, d'après ce qui précède, on a, en regardant x comme seule variable (6WÏ),
-£Pï —fxtt-r<*U
o)i s'annulant avec &x.
Si l'on prend maintenant la différence nième des deux membres de cette égalité par rapport à y, le premier membre deviendra évidemment
Axm Ayn Quant au second membre, il deviendra la nièmè dérivée
partielle du second membre précédent par rapport à y, augmentée d'une quantité &>, s'annuiant avec A/. D'ailleurs, puisque &>! s'annule avec Aa?, sa niim* dérivée par rapport à y s'annule aussi en même temps que Aa? (637). On a donc, en désignant la somme de cette dérivée et de <*>, par £,
\m+nu
tixm A/"
C étant une quantité qui s'annule quand tix et A/ s'évanouissent ensemble.
En prenant la différence d'ordre p des deux membres de la dernière égalité par rapport à x et en continuant le même raisonnement, on obtient, d'une manière générale, comme pour les fonctions d'une seule variable,
Axm Ayn &xp . . . —/*.**.... U ' A>
X devenant nul quand Ax et ày s'évanouissent ensemble.
En passant aux limites, on en conclut, comme pour tes fonctions d'une seule variable,
nmA^A/"A^... -■/*•*.*.•• K— dafdy'dx*...'
652. Théorème fondamental. — L'ordre dans lequel on effectue les différentielles partielles successives, pourvu que le nombre de celles qui sont relatives à une même variable ne change pas, est indifférent.
Soit toujours la fonction
Faisons d'abord varier x seulement en le remplaçant par x -+- &x. La fonction u deviendra
u-\-Axu.
Dans ce résultat, faisons maintenant varier / seulement en le remplaçant par y-\- A/. Nous aurons, comme nouveau résultat,
u + Aa?w + Arw-f- AjAjçU,
c'est-à-dire
«-+• Axu 4-AyW -h àXt}u.
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Effectuons les opérations en ordre inverse. En faisant varier y seulement, nous aurons
puis, en faisant varier x seulement dans ce résultat,
u -+- &yU-t-&xu -h A* Ayw,
c'est-à-dire
a4-Ay« + A^tt + A£%JC u.
Les deux résultats définitifs doivent être identiques, puisque tous deux représentent ce que devient la fonction u lorsqH'on y change à la fois x et y en x -h Aa? et y -+- A7. D en résulte, identiquement,
(0 àltyu=A^xu.
Si Ton divise les deux membres de l'identité (1) par le produit A# A/ ou A/ Aa?, [et si Ton passe aux limites en faisant tendre àx et A/ vers zéro, on a évidemment, d'après ce qui précède (651),
fl.yu=fy,x* OU Difya = D£iXii;
et, par conséquent, on a aussi
,xy, = / * ou d* Yu — d*u.
dxdy dydx x%y *tX
Nous n'avons considéré que deux variables et deux opérations; mais le théorème est complètement général; car, de ce qu'on vient d'établir, il résulte qu'on peut toujours, sans rien changer au résultat final, intervertir V ordre de deux diffèrentiations successives. Par conséquent, si l'on a un nombre quelconque de variables et d'opérations, il sera toujours possible, en agissant de proche en proche, d'amener telle différentiation qu'on voudra à tel rang désigné, c'est-à-dire d'intervertir à volonté V ordre des différenciations successives.
653. Ce théorème fondamental permet de simplifier les notations indiquées précédemment, en n'ayant qu'une seule indication pour chaque variable.
Supposons, par exemple, qu'on ait dérivé successivement la fonction
de manière à obtenir une dérivée partielle du cinquième ordre, telle que
»*-*-**'*" dxdzdydxdz
Nous supposerons que Ton ait effectué successivement toutes les opérations qui se rapportent à la même variable, ce qui ne modifie pas le résultat, et nous écrirons
m __ dï\y,**u
11 est clair que l'expression de cette dérivée partielle peut être encore simplifiée et mise sous la forme
d*u dx1 dy dz*
parce que les exposants de dx, de dy et de dz au dénominateur suffisent pour indiquer le nombre des dérivations relatives à chaque variable.
Mais si, pour avoir la différentielle partielle correspondante, on multipliait la dérivée précédente par dx*dydz* en supprimant le dénominateur, il resterait d* u, expression qui ne renfermerait plus aucune trace des différentiations effectuées successivement. Il faut donc, dans ce cas, conserver le dénominateur et représenter cette différentielle partielle par l'expression
La notation (651)
dx\y, s» «
est alors beaucoup plus simple.
EXEMPLES
i° Ètatit donnée la fonction
u — xmya,
trouver
dit du d*u dx dy dxdy
On a immédiatement
du », * » du - - 4
— = mxm-iyn, -j- = nxmyn~i,
d*u ' dtu dïu
<*rrfr ~ y ' <(r<*r ^ - dxdj
2° Étant donnée la fonction
u = arctang-,
trouver
du du dïu
dx dy dxdy
On a immédiatement, en appliquant d'abord le théorème des fonctions do fonctions (564),
du __ x* _ — y du x
dx ~ y* ~ x*-hy*' dy ~ r1
d>u __ — (x*-+-y*)-\-iy* y* — x* dxdy ~~ (x*-+-y*)* ~~~ (x*+y*)*9
d*u (x1 -+- y* ) — ix* y1 — x* dydx ~ (ar*H-^a)« "" (,r*-+-t>*)* "
dxd)
i° Étant donnée la fonction
xxy a* — z* uver
du du du d*u dïu d*u 3x9 dy9 dz9 dxdy7 dxdz* dydz9
dïu dxdydz
On a immédiatement
du __ ixy du ^ x* du ^ ix*yz
dx~a* — z*' dy "" «* — z*' dz " (a*— s*)*'
dxdy ~~ a* — z*' dydx ~ d*^z* ~~ dxdy'
d*u _ 4«Çrg ***<* __ 4^'« ___ rff«
tf*a __ a.r*s dxu __ ix*z __ rf*a
dydz ~" (û« — 2*)»' 3?3r ~~ (**— s«)* " 2F<E'
cfitf jxz d*u
dxdydz ~~ (a1— z*)1 "" dydzdx ■*••••
Étant donnée la fonction
trouver
dxdydz On a immédiatement
du
d>u dxdy
= ze*y*-hxyz*e*rz,
-= exyz _+. XjZ exyz .+_ 2 xyz e*rz -+- x*y* z* e*y*
dxdydz
= e*y*(\ -f- Zxyz-v- x*y*z*).
5° appliquer le théorème des fonctions homogènes à la fonction
u =' (x -hy -h z)*— (x -{-y — z)* — (x —y -+- 2)'— (y H- z — x)*.
Ce théorème consiste ici (580) dans l'identité
. x du du du n
Remarquons que la fonction u ne change pas quand on y permute x et y ou quand on y permute y et z sans toucher aux signes. En effet, on a, dans le premier cas,
« = (X -+■ * -*- *)' — Cr -H * — s)3— (7 — x -h s)s — (x -H z — y)*\ et. dans le second,
*i*i*> , du , du
U en résulte qu on pourra passer de -7- a -7- en permutant x et y et,
de -T- à -y- > en permutant y et z. Il suffit donc de calculer -.- • Or on a évidemment
■£■ = 3(x-hx-h3)*— 3(x-hj— s)* — 3(x — j+2)i-t-3(j-+-z— x)*,
c'est-à-dire
— x* — y*—z% — 2XT-4- %xz -h ars f
/ = a4 rz.
— X* — y* — S*-H2XJ — 2X2-4-2JZ *
-t-X*-*-^*-»-*1 — 2X/ — 2XS-*-a/S
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Par suite,
du du
-j- = 24x3 et ^ = 24-rr.
En substituant, dans l'équation (i), il vient donc
On doit, par conséquent, obtenir, toute réduction faite,
u r: 24x73, et c'est ce qu'il est facile de vérifier. 6° Étant donnée la fonction
u = /rï+y1, démontrer que l'expression
md*u d*u mdtu
est égale à zéro.
On a successivement
au
^Xx-\~y*
du
dr
y/x^M-jr1
dx* "" -c1-*- r* ~~~ , # ±'
j^-Herf
^x*-hy* — xy __ d*u
dxdy j"+ r* , _ ± <frdx
En substituant ces valeurs dans l'expression indiquée, on trouve bien x*y* — ix*y*-\- x*y% (x*+y*)*
Différentielle totale d'une fonction de plusieurs variables indépendantes.
Soit la fonction
des deux variables indépendantes x et y\ u est continue dans un intervalle donné, lorsque, les valeurs de l'une des varia-
bles étant fixées, u est une fonction continue de l'autre variable.
Nous avons démontré précédemment (566) la relation suivante
, v a du A du .
dans laquelle &> est une quantité infiniment petite par rapport à àx, Àj, Aw, quand Aa? et A/ tendent ensemble vers zéro.
La somme des deux premiers termes du second membre de la relation (i) est donc égale à la différence totale Au, sauf une quantité infiniment petite par rapport à cette différence.
On a été conduit, par analogie, à donner le nom de différentielle totale de u à l'expression
où dx et dy sont des quantités indéterminées et indépendantes qu'on appelle les différentielles de x et de y.
Lorsqu'on regarde ces différentielles comme les accroissements infiniment petits donnés h x et h y, l'expression proposée peut être considérée comme l'accroissement total correspondant du de la fonction u, sauf une quantité infiniment petite par rapport à du, et l'on a
/ x i du . du ,
(3) du = Txdx+dydy-
Dans la formule (a), il faut avoir soin de ne pas confondre les du du second membre avec le du du premier* Pour cela, il suffit de ne pas supprimer les facteurs communs dx et dy.
On pourrait aussi, pour éviter toute ambiguïté, adopter la notation très simple
du — J-dx-\-4- dy
dx dy K
ou encore
du —dzu-\-dy u,
puisque -r- dx et -r- dy représentent les différentielles partielles de u par rapport aux variables x et y> comme -7- et
du
-r- représentent ses dérivées partielles.
Quoi qu'il en soit, ces considérations pouvant s'appliquera une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes, comme la relation (i) elle-même, on peut dire, d'une manière générale, que la différentielle totale dune fonction de plusieurs variables indépendantes est toujours égale à la somme des différentielles partielles de la fonction, prises par rapport à chaque variable.
Si Ton a
on a aussi
, du . du , du , du .
du = — dx -h -r- dy -H -7- dz -+- . . .4- -r- dt. dx dy J dz dt
656. Comme pour les fonctions d'une seule variable, si une fonction de plusieurs variables indépendantes est constante dans un intervalle donné, sa différentielle totale est constamment nulle dans cet intervalle; et réciproquement.
En effet, si u se réduit à une constante, les dérivées partielles t-> -r > ~r > * "* -n> s°nt toutes nulles, et il en résulte dx dy dz dt
rftf = 0.
Réciproquement, si l'on a du=o dans un certain intervalle, on a aussi, dans cet intervalle,
du . du , du . du .
-5- dx -h -y- dy -h t- dz -+- . . . -4- — dt = o. dx dy J dz dt
Puisque dx} dy, dz, . . ., dt, sont des quantités indéterminées, on a alors, séparément,
du du du du
Ces conditions montrent, successivement, que u est indépendant de x, y, z, . . ., t9 ou de toutes les variables. On a donc nécessairement u = const.
657. Comme pour les fonctions d'une seule variable, si. pour les valeurs des variables indépendantes x, y, z, ...,/, comprises respectivement entre certaines limites, deux fonctions u et v ne diffèrent que par une constante, leurs différentielles totales sont égales entre ces mêmes limites; et, réciproquement, si les deux fonctions remplissent cette dernière condition, elles ne peuvent différer que par une constante.
En effet, si Ton a
u — ^=zconst.f
il en résulte (656)
d(u — c)z:o, du — dv — o, du = dv.
Et, réciproquement, si Ton a
du — dv9 il en résulte
du — dv -- o, d(u — v ) = o, u — v~ const .
Différentielles totales des divers ordres d'une fonction de plusieurs variables indépendantes.
658. Il nous reste à considérer les différentielles totales des divers ordres de la fonction u.
Si du est la différentielle totale de u9 nous désignerons par dïu la différentielle totale ddu de du, par d*u la différentielle totale dd}u de d%uy etc. Dans la suite
u, du, d1uy cPu, ..., dn u, ...,
chaque terme exprime ainsi, à partir du second, la différentielle totale du terme précédent.
Ces différentielles sont les différentielles totales du premier ordre, du deuxième ordre, . . . , du nième ordre, . . . , de la fonction u.
Cela posé, considérons cette fois trois variables, et prenons
Nous aurons d'abord (655)
, du , du , du , dur=. — dx h — j- dy H — r dz.
djc dy J dz
Cherchons la différentielle totale d* u. Elle sera égale à la somme des différentielles totales de chacun des termes du second membre. Il viendra donc, par exemple, pour le premier terme de ce second membre,
jdu , jdu , .du .
, d-.-dx d — dx d-f-dx
.du , dx . dx , dx .
d — dx = — -, dx H -, dy H -. dz,
dx dx dy J dz
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c'est-à-dire
d-j-dx — -t— - dxx -h - — r- dxdy -4- —. — =- dxdz. dx dx1 dxdy J dxdz
En faisant de même pour les autres lermcs et en se rappelant le théorème général relatif à Tordre des différentiations (652), ainsi que la constance des différentielles dx, dy, dz (651), on trouvera évidemment
dïu~ -=—- dx1 -h -. — =- dxdy -f- —, — r- dxdz
dx1 dxdy % dxdz
d*u j j dlu . . d*u , .
-h j — -z-dxdz -h . . dydz -f- -7-, dz* dxdz dydz J dz1
ou
-+- 2 -, — j- dx dy -h 2 -7 — -y dxdz^r 2 -= — =- dy dz. dxdy ^ dxdz dydz ^
On voit qu'on obtiendra d*u en multipliante par du ou en élevant du au carré, à la condition de remplacer partout dans le développement (du)2 par d*um On a ainsi la formule symbolique
^u = (^dœ+^dy^^zdzy^(dxu^dyu^dzuy.
Cette même loi se poursuivra pour la formation de d*u, etc. On peut donc écrire finalement la formule générale symbolique
dmu= l-r-dx-\- -r-dy -\- — dz\ =(dxu-+-dyu -\-d.u)m,
où Ton devra toujours remplacer dans le développement du second membre (du)m par dmu, en laissant invariables les puissances de dx, dy, dz, ou celles des indices x, y, z.
On prouvera la généralité de la formule, en montrant que, si elle est vraie pour l'ordre m, elle l'est encore pour Tordre m-\-i.
659. Comparons la différentielle totale dmuh la différence totale Amu.
Reprenons la formule connue (655, 566), en la supposant appliquée au cas de trois variables
/ v a du a du a du A
Nous savons que co est infiniment petit par rapport à Ax, Ay, Az, Au, quand Ax, Ay et As tendent vers zéro.
Pour calculer A*u, il faut calculer l'accroissement du second membre quand on donne à x> à y et à -s, les mêmes accroissements Ax, Ay, Az, que précédemment.
Rappelons que co se compose de trois parties : une première partie qui, divisée par Ax, s'annule encore pour A.r = o, ainsi que ses dérivées (637); une deuxième partie qui, divisée par Ay, comprend des termes s'annulant, les uns pour Ax- o, les autres pour A/ = o, et dont les dérivées, par conséquent, s'annulent toutes pour Ax = o et Ay = o ; une troisième partie qui, divisée par Az, comprend des termes s'annulant, les uns pour Ax =. o, les autres pour Ay — o, les derniers pour As = o, et dont les dérivées, par conséquent, s'annulent toutes pour Aa? = o, A/ = oet As = o. L'accroissement de w sera donc (520) infiniment petit relativement à Ax%> AxAy, Ayt,AxAz9 A/ As, As*.
D'autre part, d'après la formule (i), on a
Kdu . d* " A * d*u . A <Pu .
Ad£A*=^A* + a£#A*Ar-»-SSA*A« -*-*,„
A du . (Pu A . d%u . . (Pu . A
. du A (Pu A . (Pu . . d*u A .
A5JAa = 3^Aa:A5 +5^A^As + 5?Aa +w"
w,, o),, co, étant des quantités infiniment petites par rapport aux carrés et aux produits deux à deux des accroissements Ax, Ay, Az, comme l'accroissement de o> lui-même.
On peut donc, en désignant par Ct ce dernier accroissement, augmenté de a)t-f- w,-h wa, et en réunissant les résultats précédents, écrire symboliquement
^ étant infiniment petit relativement aux carrés et aux produits deux à deux des accroissements.
En continuant de la même manière, on parviendra à la formule générale
a- (du A du A du A \m -
étant entendu que, dans le développement du second membre, les puissances de du seules seront remplacées par les différentielles de même ordre, et que Cm.t est une quantité infiniment petite par rapport au produit de m facteurs Ax, Aj ou Az.
Comme on peut faire tendre Ax, Aj, As vers zéro, en posant Ax = dx, Ay = dy, Az — dz, la différentielle totale d'ordre m d'une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes ne diffère de la différence correspondante de même ordre, que d'une quantité infiniment petite par rapport à cette différence elle-même.
La substitution dedmu à Amu sera donc permise, toutes les fois qu'il s'agira de la recherche d'une limite de somme ou de rapport (530).
EXEMPLES
660. i° Chercher la différentielle totale du premier ordre de la fonction
On a
u=r l tang - •
, du , du .
du— -y- dx H — =- dy.
dx dy ^
du i i i __ 2
dx ^ x m x y . 2X
tang-cos1- rsm —
du __ i i / x\__ — *x
dy ~ x ,j;\ r*/ ~ â . ax
' tang - cos1 - x ' ' rf sin —
Par suite,
rfw== ijydx — xdjr)
r*sin —
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a° Chercher la différentielle totale du deuxième ordre de la fonction
u = xmjn.
On a d'abord
du du
• — = mxm-ijrnj -y- = « xmyn-%i
c'est-à-dire
du = m xm~lj-n dx-^-n xmyn~l djr.
On a ensuite
j. t<Lu j du - \* d*u j _ d*u , , <**« , .
D'ailleurs,
Par suite, rf*« = .rOT-îj»-*[m(/îi — i)y*dx1-+-zmnxydxdjr -t-/i(« — ijor'rfr2].
3° Chercher la différentielle totale du troisième ordre de la fonction
u = xt-+-y*+-zt.
On a d'abord
du du du
Il en résulte
du = ixdx -4- a^«?r ■+- izdz.
On a ensuite
d*u __ dxu __ ***"__ rf*« _ rf*« __ rf*« _
s»~~a' ^""2> s»*-2' dxdy-*' 5*^"-°' ^s~0.
Par suite,
<fcr, $% <2z étant des constantes, d*u et toutes les autres différentielles totales successives sont nulles.
4° Chercher la différentielle totale du quatrième ordre de la fonction
u — .ryz.
On a successivement
du du du , . , *
~dx " J2' dr^**' dz i =J^» du=yzdx-*-xzdjr-rxydz,
d*u __ d%u __ d*u __ fft« __ d>u _ d*u _
Sx*"0' !fyt~~0' dz~2~°' cù^aj *> d£dz~~X' ayTz~Z° d*u — it(zdxd) -ydrdz-*- xdydz).
On a ensuite
i, /dit , du , du , \* d3u-\didt -dydïhdzdz)>
d?u __ dïu _ rf*« __
Z^""0' •"■' à^^0' '"' dxajrdz-1'
Il en résulte immédiatement, d'après la loi de formation du cube (fan polynôme (309),
dzu = Gdrdydz.
dx, dy, dz étant des constantes, d*u et toutes les autres différentielles totales successives sont nulles.
Différentielles totales des divers ordres d'une fonction composée de fonctions de plusieurs variables indépendantes.
661. Il peut arriver que les variables qui entrent dans la fonction considérée soient elles-mêmes des fonctions d'auties variables indépendantes.
Supposons, par exemple, qu'on ait
ç et w étant elles-mêmes des fonctions de certaines variables indépendantes x et y.
11 est facile de voir d'abord qu'on a
. du , du ,
d u — —. - dv -\- -,— dw, dv dw
comme si i> et w étaient des variables indépendantes.
En effet, si l'on remplace v et w par leurs valeurs en fonction de x et de y, on a l'expression de u en fonction de ces
mêmes variables et, d'après ce qui précède (655), on peut
alors poser
, du j du ,
du — -7- dx -| — j- dy.
dx dy J
Or -7- dx est la différentielle partielle de u regardée
comme fonction de la seule variable x dont dépendent v et tp. On aura donc, d'après la règle de différentiation des fonctions, composées de fonctions d'une seule variable indépendante (567),
du . du / dv , \ du fdw \
dx dv \dx J dw\dx )y
et, de même,
du , du I dv . \ du ( dw , \
Tyd*=irAirydy) + -d^\Tydyy
En ajoutant ces deux résultats, on trouve pour valeur de du
. du f dv , dv , \ du fdw , dw , \
du=-d;{7&d* + iïdr) + dï[tedx+dïdr)'
Or les quantités entre parenthèses, qui multiplient les dérivées partielles -7- et -j-> sont précisément (655) les valeurs
des différentielles dv et dw quand on considère v et w comme des fonctions de x et de y. On a donc bien
.x j du , du .
(1) du = — dv 4- -7— dw.
Cette démonstration, qu'on étend facilement à un nombre quelconque de fonctions dépendantes et de variables indépendantes, prouve que la différentielle totale du premier ordre de u ne change pas de forme, que les variables v et w dont cette fonction dépend explicitement soient ou non indépendantes.
On voit de plus par là, puisque le théorème des fonctions composées se trouve ainsi généralisé, que les règles de différentiation relatives aux sommes, aux produits, aux quotients et aux puissances des fonctions d'une seule variable, subsistent pour les fonctions de plusieurs variables, dépendantes ou indépendantes (579).
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662. Mais il faut bien remarquer que les différentielles totales des autres ordres de la fonction u changent de forme, parce que les facteurs dv et dw qui remplacent dx et dy dans l'expression de la différentielle totale du premier ordre ne sont plus constants.
Ainsi, en différentiant les deux membres de l'équation (i) [661], on aura, puisque les règles de différenliation des sommes et des produits sont applicables et que v et w sont des fonctions de x et de y,
En appliquant toujours la formule (i), puisque -7- et jsont des fonctions de v et de w9 on a
ffdu\ _ dru \dï) ~ dï*
dv+dTdZ>dw'
*{du\ d*u , cPa ,
\dw) dw* dw dv
En substituant ces valeurs dans la relation (2), on trouve
j, d*u , , dïu , , d*u , m
dru— -— dvx -+- 2 . , dv dw -+- -j—z dw% dv% dv dw dw*
du « du „ dv dw
ou, si Ton veut, en employant la forme symbolique pour les trois premiers termes,
j« (du j du j \ du j, dïu — K-rdv-tr-î-dw} ■+- -y-d}v- \dv dw ) dv
' du , du , V du ^ du „
-f- -j—cPw.
dw
. En comparant avec le résultat obtenu au n° 658, on voit
qu'il s'introduit ici deux nouveaux termes -y-cPv, -r-<Pw. et
dv dw
qu'il restera à calculer d*v et d*w en fonction des variables
indépendantes x et y et de leurs différentielles.
663. On pourrait continuer de même pour calculer d*u, dku, — Mais les calculs se compliquent et, au delà de rf1*,
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les résultats ne sont guère utiles dans les applications ordinaires.
Le plus souvent, il est préférable de chercher séparément et directement les différentes dérivées partielles qui doivent entrer dans les différentielles totales qu'on a à former, ce qui ramène au cas des fonctions d'une seule variable.
Veut-on, par exemple, calculer la dérivée partielle
dmu on différentie la fonction
n fois par rapport à la variable indépendante x7 ce qui donne
dn u #
puis on différentie ce premier résultat p fois par rapport à la variable indépendante y, ce qui conduit à
dn+Pu dxn dyP
664. Il est important de signaler un cas particulier : p et w peuvent être des fonctions linéaires des variables indépendantes x et y, c'est-à-dire des fonctions de la forme
v —a-\-bx-\- cyf
dv et dw sont alors des quantités constantes quelles que
soient les valeurs de x et de /, pourvu qu'on prenne comme
à l'ordinaire dx et dy constants. Toutes les différentielles
de p et de w sont, par suite, nulles à partir de <Ps> et de <Pw,
et Ton retombe nécessairement sur la formule symbolique
(du , du , y
qui s'étend à un nombre quelconque de fonctions linéaires dépendantes.
De C.— Cours. 111. 36
Reprenons les formules des nos 661 et 662, c'esl-à-dire
j» ^mj* . d*u j j dïu , ,
<T u — -T-r- a c1 H- a , , ac a w -h -r- = ««* dv- dvdw dw1
du ^ du ^ -
H- -7- d1 v -h ^— ûf* cv.
ap au?
On désigne souvent par une seule lettre chacune des dérivées partielles du premier et du deuxième ordre, et l'on pose
du dv
du = * dw
ePu dv*
dïu
dv dw '
dru dw*
Les équations (i) et (a) deviennent ainsi
(i bis) du — p dv -h q dw,
(2 bis) dru — r dv% -\-2sdv dw -h t dw1 -hpcPv-T- qd*w.
Les mêmes formules s'appliquent au cas où v et w se trouvent remplacées par les variables indépendantes xety et la fonction u par la fonction s. On a alors, dx et dy étant supposés constants, c'est-à-dire d*x et cPy étant nuls,
(i ter) dz — pdx-\-q dy,
{2 ter) diz — rdxi-\-2sdxdy-t-tdy*.
666. Admettons enfin que v et w soient fonctions d'une seule variable indépendante x. Il en sera de même de «, et Ton aura
dv ~ T-dx9 dw =z -.— dx, du = -^-dx%
dx dx dx
j. <&v , . ., <Pw . _ ._ d*u , m
*v = d&**' *"=d^dx> *" = £?''*■
En substituant dans les formules (i 6w) et (a bis) du numéro précédent et en divisant, la première par dx et I* seconde par dx*, on a d'abord
du dv dw
dx ~~ ^ dx ~r ^ dx }
ce qui est l'expression du théorème des fonctions composées; et, ensuite,
dtu _ (dv\* dv dw (dw\* dlv d}w
rf.r* \dx ) dx dx \dx ) " dx* ^ dx*
Différentielles des divers ordres des fonctions implicites.
667. Considérons d'abord le cas d'une fonction y de la variable indépendante x, définie par l'équation
Il s'agit de trouver les différentielles successives de y.
y étant une fonction de x9 f(x,y) est une fonction composée, de valeur constante zéro; et, par suite (656), ses différentielles de tous les ordres sont aussi nulles. En regardant dx comme une constante, d'où il résulte
drx—âïx — . . .= o,
on n'a donc qu'à égaler à zéro les différentielles successives du premier membre de l'équation (i). En se reportant au n° 662 et en remarquant que les différentes dérivées partielles sont des fonctions de x et de y, il faut observer avec soin que chaque terme des équations considérées doit être différentié par rapport k x et par rapport à y, dx étant constant, mais non dy.
On trouve d'abord (567, 623)
d'où l'on déduira dy.
Il vient ensuite
car le second terme de l'expression qu'on différentié est un produit composé des deux facteurs variab cette deuxième relation, on déduira d* y.
produit composé des deux facteurs variables -j- et dy; et, de
En poursuivant de même, on a encore
et, de cette troisième relation, on déduira d*y, etc.
On pourrait simplifier l'écriture en réunissant sous la forme symbolique (658) les trois premiers termes de la formule (3) et les quatre premiers termes de la formule (4).
Les formules indiquées feront connaître successivement les différentielles dy, d%y, d*y, ..., et, par suite, les déri-
, * dy d*y <&y
vees correspondantes —-> ~^ -7—» —
Soit encore l'équation
x et y étant choisies comme variables indépendantes et dx et dy étant supposés constants, z sera une fonction implicite de ces variables. Le même principe (667) permet de poser, pour la différentielle totale de la fonction /,
d'où Ton tirera dz différentielle totale de z9 en fonction de x, y, z, dx, dy.
De même, la différentielle totale du premier ordre de la fonction / étant nulle, la différentielle totale du deuxième ordre le sera aussi; et, en différentiant le premier membre de la relation (1), on aura, en employant immédiatement la forme symbolique (658),
équation d'où Ton tirera d*z en fonction de x, yy z, dx, dy, puisque dz est connue.
Remarquons, en effet, de nouveau, que les dérivées partielles -j-> -4-^-jZ^ sont des fonctions de x, yy z, et que chaque terme de la relation (1) doit être différentié par rap-
port à x, par rapport à y et par rapport à z, dx et dy étant constants, mais non dz.
On différentiera le premier membre de l'équation (2) pour trouver d* z, etc.
669. Au lieu de calculer les différentielles totales, on pourrait chercher comme il suit les différentes dérivées partielles qui y entrent.
Reprenons l'équation
Posons, comme nous l'avons indiqué (665),
dz d:
Il viendra (655)
E=* dï = q-
dz=^dx + Tydy=pdx^qdy'
Nous poserons de même (665)
d*z __ d*z _ cPz __
dx~*~r' dx~dy~S' dp"t%
de sorte que nous aurons (658), dx et dy étant constants,
ou
d* z = r dx* -h 2s dx dy -h tdy*;
et ainsi de suite.
On voit que la question est ramenée, pour obtenir dz et d*z, à trouver^, q9 r, s, f.
Pour avoir/? et g, on différentiera l'équation (1) en y regardant successivement comme seule variable x et y dont z . est une fonction. On aura ainsi (567), en divisant respectivement les deux résultats par dx et par dy,
a]f dfdz_ df df dz__
s/**? • ri", riv * ri \s ri r. riv
dx- dz dx
" dy^dzdy '
c'est-à-dire
df df (2) dJ+PdJ="°
df df 61 dj+<*±=°
d'où Ton déduit
dx A dy
dz dz
Pour avoir ensuite r, s, t, on différentiera de nouveau ei dans les mêmes conditions les équations (2) par rapport à j\ puis par rapport à y. Comme la différentiation de la première de ces équations par rapport à y conduit à la même expression que la différentiation de la seconde par rapport à x, nous n'aurons que trois équations distinctes qui seront, en divisant encore respectivement les résultats trouvés par dx et par dy9
ePf d^j dz t d\f dz ^ffdzy ^l^±
dx* dxdz dx ~r dzdx dx dz1 \dx ) dz dx* — *'
d*f ^ <Pf_ dz ^ d*f_ dz d>fdz dz^ df d*z
dx dy ' dx dz dy ' dz dy dx dz1 dy dx dz dx dy ~
d}f d\f dz d\f dz ^f(d£\% <iL<P±
dy1 dy dz dy dz dy dy dz1 \dy ) dz dy1
c'est-à-dire
I d-f dy ^d*f df
laSi ^^dAz+Pdï "Hr i = °'
<3> \<sip+i dx^z+Pd^z+^dï+'à^ d*t d}f ,</*/ A d/
dy* ^^d^^^d? +< t* = °-
p et q étant déterminées, les équations (3) donneront successivement et sans élimination les dérivées partielles 'lu deuxième ordre r, s, t.
On pourra continuer de la même manière en différentiant les équations (3).
Il est utile de remarquer qu'on a (567)
dp=l£dx --■£%■<*?= rdx+s d*d<i = dïdïdx + d?dy =*<**+ tdy-
Le cas le plus général est celui où Ton a m équation
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et p variables (m<p). Dans cette hypothèse, m variables pourront être regardées comme des fonctions implicites des p —m autres variables considérées comme indépendantes et dont les différentielles resteront constantes.
Les seconds membres des équations proposées étant réduits à zéro, les premiers membres de ces équations seront constamment égaux à zéro et leurs différentielles des divers ordres seront toutes nulles.
La différentielle totale d'une fonction étant toujours la somme des différentielles partielles de la fonction par rapport à toutes les variables, indépendantes ou dépendantes, qui y entrent, nous différentierons une première fois les premiers membres des m équations données, et nous obtiendrons les différentielles du premier ordre des m variables prises pour inconnues à l'aide d'un système de m équations du premier degré. Une seconde différentiation nous conduira à un nouveau système de m équations du premier degré renfermant comme inconnues les différentielles du deuxième ordre des variables désignées, etc.
Soit, par exemple, le système
/(■*>/> *)=o, F(x,y,z)=zo.
y et z seront alors des fonctions implicites de la variable x prise comme variable indépendante, dx étant supposé constant.
Une première différentiation nous donnera
df , df , df .
-y- dx -4- — dy -+- -f- dz — o,
dx ay J dz
dF, dF . dF.
-,- dx -h -y- dy -+- -y- dz -~. o, dx dy J dz
et Ton déduira dy et dz de ces deux équations.
En différentiant de nouveau les équations précédentes, en distinguant bien la variable indépendante x des variables dépendantes y et z, il viendra (662), en employant la forme symbolique pour écrire plus rapidement les résultats,
(dF , dF , dF.y dF »
(te* + tydr+lZd°)'k-dy**
.- cPz — o.
dz
Ces deux nouvelles équations feront connaître <Py ei d*:, puisque dy et dz sont déterminées, et Ton pourra continuer en suivant toujours la même marche.
EXEMPLES
i° Soit V équation
J1 + JÏ+3Ï — à1 = o,
ou z est regardée comme une fonction de x et de y et où a est une constante. On demande de calculer dz et d%z.
En employant les formules du n° 669, nous aurons
dz =pdx-h qdy, d*z = rdx*-+-zsdxay -htdy*.
Il viendra successivement
df
dx
dz df
as ~~
dy __ ' df — dz
HZ
Nous aurons ensuite
Les équations (3) du n° 669 deviendront donc, en divisant par % le» deux membres de chacune d'elles,
i-h/j'-f- rz = o,
pq -+- sz = o, j
I -h <7*-r- tZ = O
et l'on en déduira, en faisant intervenir l'équation donnée, !
i = — El = — 5£
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On trouvera finalement, d'après ces valeurs,
, _ xdx-hydy
d*z = - [(a* — y*)dx*-+-9.xydxdy -4- (a1 — x*)dy*\.
2° Soient les deux équations
où y et z sont des fonctions implicites delà variable indépendante x et où k et a sont des constantes. On demande de déterminer dy et dz, d*y et d*z.
En opérant directement et en différentiant une première fois les deux équations, on a
dx -r- dy -+- dz — o,
xdx -^ydy -h z dz = o.
En résolvant ces deux équations du premier degré en dy et en dz, on trouve facilement
, __ zdx — xdx , _ xdx — ydx
et, par suite.
dy z — x dz _ x — y
dx ~ y — z ' dx ~~ y — z
En différentiant de nouveau les résultats précédents et en se rappelant que dx est constant, on a
dx*-~- dy*-\- dz*-+-yd\y -f- zdïz — o.
La première équation donne d*z = — d*y. La deuxième devient alors, on remplaçant dy et dz par leurs valeurs,
dx*+ y kd** + r- — ^dxt + ir — z)d*y = o;
d'où Ton conclut
• gr=(r-Q»+(«-«),+<*---r>,x£r.
= ^ i' — , - -dx*.
dïy
la*— X*
rfx*
de*
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Une transformation évidente conduit à
a* > = . — au», d ou
On a ensuite
rf«r. =- <zdx*, d'où
673. Il nous resterait, pour terminer ce qui constitue à proprement parler les principes du Calcul différentiel, et avant de passer à ses applications analytiques les plus usuelles, à traiter le problème du changement de variables. Mais celte question, importante surtout en Mécanique et en Physique mathématique, n'étant d'aucune utilité en Algèbre supérieure, nous la renverrons à la fin de ce Cours.
ALGEBRE SUPERIEURE.
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURÏN
Formule de Taylor.
674. Cette formule célèbre, dont nous avons déjà trouvé l'expression finie dans le cas des polynômes entiers (324 el sniv.), permet de développer toute fonction d'une seule variable en série ordonnée suivant les puissances de l'accroissement qu'on lui donne à partir d'une valeur fixée arbitrairement.
Cette formule n'est pas complètement générale, les conditions de convergence indispensables n'étant pas toujours satisfaites, et son emploi se trouvant ainsi restreint; mais elle n'en est pas moins d'une utilité incontestable.
Quand la fonction F (a?) est supposée entière et de degré m, on obtient, pour le développement de F(^r-t- A) suivant les puissances entières et positives de l'accroissement h, la formule finie (324)
F(i + A)^FW+F'W-
h} hm
Le développement du second membre s'arrête à la mièae dérivée, puisque les suivantes sont nulles.
Nous allons montrer que la même forme de développe^ ment, sauf les restrictions indiquées, peut s'appliquer à une fonction quelconque, pourvu qu'elle soit continue dans un certain intervalle; mais, alors, le développement du second
membre se poursuit indéfiniment, et Ton a à considérer une série.
675. Désignons par F(x) une fonction quelconque de x, finie et continue pour toutes les valeurs de la variable allant d'une valeur donnée x0 à une autre valeur donnée ^0 + Azra?,.
Supposons que la même condition soit remplie par les (/i + i) premières dérivées de la fonction.
Nous poserons
F(*,+ A)=:F(*l) + *F^)H~F'W+r^jFr(/l)+.| +- —l F»(j.)-î- ^—. rR.
p est un nombre entier quelconque. R est une quantité inconnue qu'il faut déterminer de manière à satisfaire à la relation (i) et qui dépend évidemment de x0 et de A.
Substituons ^àx0+/i dans le premier membre de la relation (i), et mettons dans le second membre xx — x9 à la place de h; en réduisant ensuite ce second membre à zéro, nous aurons
î F(*,)-F(*,)-^— eF'(*0)
(2) - <£!=^IV(,gf)- (*'~*° V(*,)-...
\ 1.2.3. ..,1 (%r°> 1.2.3. ..rtQ*-H,)
Si nous substituons maintenant à -r0> dans le premier membre de l'égalité (2), excepté dans R, une valeur de la variable x comprise dans l'intervalle (#<>, #1), ce premier membre deviendra une fonction de x qui ne sera plus nulle. En la désignant par/(#), nous aurons
/(jO=F(*i)-F<*)-S^F'(*)
i.a.3...n i.a.3.. .n(p-hi)
Cette fonction f(x) est continue et finie dans l'intervalle (j?0, #,), d'après les conditions indiquées. Elle s'annule évidemment, d'après l'égalité (2), pour x = x0] et elle s'annule encore pour xz=xi. Puisqu'elle est continue dans l'intervalle considéré, elle admet une dérivée dans le même intervalle; et il résulte de ce qu'on vient de dire et du théorème de Rolle (633) que cette dérivée s'annulera nécessairement pour une valeur de x comprise entre x0 et xt.
D'ailleurs, pour trouver la dérivée de f(x), nous remarquerons que F(#t) est une constante et que, à partir du troisième terme du second membre de la relation (3), on a à prendre la dérivée d'un produit de deux facteurs. En écrivant alors sur des lignes séparées les termes où figurent les dérivées de F(x), F'(x)y ¥"(x), ..., ceux où figurent les dérivées de (#1 — x), (xi — x)*, ..., et enfin la dérivée du dernier terme où entre R, il viendra
/'(jt) = -F'(*)-^p?F(*) -lïi=££. F (*)-...
(£.-*)-' FMW_(£i^£llF^(^)
En simplifiant, on trouve
(4) •/^)=Cfiç5ZR_iiv=^:F»-(-).
/'(x) devant s'annuler pour une valeur de x comprise entre x0 et xl9 et qu'on peut représenter par conséquent par x0-+-dh, 0 étant un nombre posilif compris entre o et 1, nous aurons, en remplaçant x par cette valeur dans l'équation (4),
(*t-*.-0h)'R_(xl-x.-0hY> x9+gh
c'est-à-dire, en remettant h à lai place de x^ — x0 et en mul-
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tipliant les deux membres de l'égalité par i .a.3. . .n.
o-^(i-^R- hn (i — *)* F*"-1 (xq-±- 9A), d'où
(5) R — A*-*(i — 6)n-PFn+l(x0-t- 9h).
Le terme complémentaire de l'égalité (1) devient ainsi
ou
En reportant cette valeur dans la môme égalité et en écrivant x à la place de x0 pour mieux marquer que la valeur de la variable prise pour point de départ est arbitraire, sous Us conditions indiquées, nous obtiendrons finalement
La formule (A) est la formule de Taylor, dans le cas gé- 1 néral.
Lorsque le terme complémentaire, c'est-à-dire le dernier terme du second membre, tend vers zéro autant qu'on veut, j quand n croît indéfiniment, le second membre de la formule se change en une série convergente ordonnée suivant les puissances entières, positives et croissantes de l'accroissement A : c'est la série de Taylor. Le terme complémentaire devient le reste de la série, et fait connaître l'erreur commise quand on s'arrête dans la série au (n -+- i)»**» terme.
Si, dans la formule (A), on change A en —A, il vient
Les formules (A) et (B) sont applicables, sauf les remarques que nous présenterons ultérieurement, à toutes les fonctions qui restent finies et continues, ainsi que leurs ( n -+- i) premières dérivées, entre les limites x — h et x -+- h.
677. Autres formes du reste. — p étant un nombre quelconque, on peut faire p = n. Le terme complémentaire (675) prend alors la forme très simple, indiquée pour la première fois par Lagrange,
frn+l
Fn+*(x-h9h).
Si Ton fait/? =o, on obtient cette autre forme du reste de la série (675)
— ^-1 (i - 0)* F«+« (x -h dh),
qui a été donnée par Caccht et qui peut être utile dans les applications.
678. Les différentes formes du reste contenant le facteur Fn+*(x-+- Oh), où 0 est un nombre indéterminé compris entre o et î, la difficulté pour s'assurer de la convergence de la série de Taylor est de reconnaître si Yn+t(x-+-9h) conserve une valeur finie quand n croît indéfiniment.
Prenons le reste de la série sous sa forme la plus simple (677)
hn+x
i.a.3. . ./i(n-i-i) et remarquons que le premier facteur
tend toujours vers zéro, qnand n croît indéfiniment. En effet, lorsque n + u dépassé la valeur de h et que Ton continue à faire croître n, on doit multiplier l'expression précédente
par les fractions proprement dites , 5> - • -, qui deviennent de plus en plus petites. Lors même qu'elles seraient toutes égales à la première, on sait que leur produit aurait pour limite zéro (V78). Il en sera donc de même a for-
tiori du premier fadeur du reste, et ce reste tendra alors vers zéro autant qu'on voudra, si la fonction F(x) et toutes ses dérivées jusqu'à Fn+l(x) demeurent continues et unies entre x et x-hhy lorsque « croît indéfiniment.
Dans cette hypothèse et en ne conservant que les (n-pi) premiers termes de la série, si Ton désigne par m et par M la plus petite et la plus grande valeur de Fn-*-,(j?) quand x varie de x à x h- /i, le terme complémentaire sera lui-môme compris entre
et
et Ton obtient ainsi deux limites de Terreur commise.
679. Il n'est pas inutile de faire observer que, sauf la forme du reste, la fonction F(x -+- h) ne peut pas être développée, suivant les puissances croissantes de A, d'une autre manière que par la formule (À) [675]; car nous avons démontré (422) l'identité de deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières et positives d'une même variable, lorsque leurs sommes sont égales.
680. Si, dans l'équation (A) [675], en donnant au reste la forme la plus simple (677), on fait successivement /* — o et n = i, la formule de Taylor se réduit à ses deux ou à ses trois premiers termes, et devient successivement
F(x -h h) = F(x) h- - F'(x -T- Oh),
F(x + A)= F(x) -+- * F'(x) +- — F"(x -h Oh).
On l'emploie souvent sous l'une de ces deux formes.
681. Si l'on pose/ = F(#), la formule de Taylor peut s'écrire, en adoptant toujours pour le reste la forme la plus simple, •
Mais, h étant l'accroissement constant arbitraire donné à x, les quantités
hF'(x), hm-F"(x), ..., h"Fn(x), hn+lFn+l(x)f
sont précisément, par définition (639), les différentielles successives
fyt &y, ..., dny9 d*+*y,
de la fonction y. On peut donc écrire, en désignant par
la valeur de la différentielle du (« + i)ième ordre, qui répond, non plus à x, mais à une valeur de x comprise entre x et
i ' ** i iv j dry d*y
F(x + h) = y + dy + --f -H -^ + ...
fA') J
Si Ton suppose maintenant h infiniment petit et égal à dx, les termes successifs du second membre deviennent des infiniment petits (639) dont Tordre va en augmentant et, par suite, Terreur commise en s'arrêtant à un certain terme est un infiniment petit d'ordre supérieur relativement au dernier terme conservé.
On présente souvent ainsi la formule de Taylor; et, dans ce cas, les termes de la série permettent d'approcher de la valeur de F(x-\- h) par une suite d'approximations dont Tordre est de plus en plus élevé, Terreur qui persiste après Taddition de chaque terme étant infiniment petite par rapport à ce terme lui-même.
682. Il faut bien remarquer que la formule (A) [675] peut être exacte jusqu'à une certaine valeur de /i-t-i et devenir inexacte pour une valeur plus grande, parce que les dérivées qui suivent la (n -h i)ième dans le développement deviennent infinies pour la valeur spéciale attribuée à x. On doit alors ne poursuivre le développement que jusqu'à la /iièœe dérivée et le compléter par le reste. II est clair d'ailleurs que le
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développement peut se trouver en défaut dès le premier terme.
683. De même, il ne suffit pas que le second membre de la formule (A) soit une série convergente, pour pouvoir affirmer que la formule est exacte; car cette série peut avoir une limite différente du premier membre F(«r -+- h).
Si Ton a, par exemple, F(o?) —f(x) -+- <p(aO, el Que h fonction f(x) soit développable par la formule de Taylor pour la valeur x=zœ09 tandis que, pour cette valeur, la fonction <p(#) demeure nulle, ainsi que toutes ses dérivées, sans être pour cela identiquement nulle, le développement de F(x0H-A) donnera précisément lieu à la série convergente qui a pour limite f(x0 H- h) et non F(#0-b /1).
L'exactitude de la série de Taylor ne peut être établie qu'eo prouvant que le reste qu'il faut ajouter à la somme d'un nombre quelconque de termes de la série. pour obtenir F(a? -h h) tend vers zéro autant qu'on veut, quand le nombre des termes considérés augmente indéfiniment.
Formule de Maclaurin.
68i. On peut, clans la formule (A) [675], permuter j: et h. On a alors, puisque le premier membre ne change pas,
F(*-hA) = F(/i) + *F'(A)-t- f^F'(A)
JC1
(i — Q)*-pF*+i{h-\-9x).
1.2.3. . .n{p -H 1) Si l'on suppose maintenant A = o, il vient
JFW=F(o)+JP(o)+^P(o)
(°) ! -H-^rF'(0)H-...-h ~ F"(o)
I 1.2.3 1.2.3. ..rt w
(i — 9)«-''F"+i(ex).
On donne à ce résultat le nom de formule de Maclaurw,
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bien qu'elle ne soit, comme on le voit, qu'un cas particulier de la formule de Taylor, et que Maclaurin lui-même, dans son Traité des Fluxions, l'attribue à Taylor.
La série, ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de x, qu'on obtient dans le second membre de la relation (C) quand on fait croître n indéfiniment, a F(x) pour limite, toutes les fois que le terme complémentaire ou le reste de la série a lui-même zéro pour limite.
Ce reste, pour /*=/>, prend la forme simple
pour/? = o, il devient
xr ■'
Fn^(6x);
— ^ (1 — e)nFn^l{6x).
iN
Comme nous l'avons déjà observé pour la série de Taylor (679), tout développement d'une fonction F(x) en série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de a? se confond nécessairement avec celui qui est donné parla formule de Maclaurin.
Les remarques des n08 682 et 683 s'appliquent également ù la série de Maclaurin.
685. Si l'on avait trouvé d'abord la formule de Maclaurin, on en aurait déduit immédiatement celle de Taylor, en considérant F (j? -h h) comme une fonction de A et en la développant suivant la formule de Maclaurin. On obtient ainsi, en effet, puisque, lorsque Ton suppose h — o dans F(a; + A), il reste F(x),
F(x -H h) = F(J?) -+- - F'(jr) -h — F"(x)+...;
ce qui est la formule de Taylor.
Extension des formules de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables.
686. Nous considérerons une fonction de deux variables. Le raisonnement que nous allons présenter s'étend sans difficulté au cas oii la fonction proposée contient trois ou un plus grand nombre de variables.
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Nous pourrions suivre la marche indiquée pour le développement des fonctions entières, dans le cas de deux variables (329).
Ainsi, prenant la fonction quelconque F(&, y), nous commencerions par développer F (x -+- h9y), suivant les puissances de A et d'après la formule de Taylor (675), en regardant i comme seule variable. Dans le résultat obtenu, nous changerions y en y -+- k, et nous développerions chacun de ses coefficients d'après la même formule et suivant les puissances de k. Nous parviendrions de cette manière au développementde F(j?-+-A, .y-H k). Mais il est préférable de suivre une autre marche due à Càuchy, et qui conduit à une expression plus simple du reste.
Remplaçons F(a? -h A, y -\- k) par
F(*-4-A*f<yH-*0=/(0.
et développons cette dernière fonction suivant les puissances de t, en appliquant la formule de Maclaurin (68b). En faisant ensuite t = i dans le résultat trouvé, nous obtiendrons évidemment le développement cherché.
11 viendra, en adoptant la forme la plus simple du reste,
F(^ + A/,j-H kt) (i)| =/(0^=/(o)+ 7/(0)+ ï^/'(°> + 7X3^(°)+-
( + rr3^7/"(0) + ,.2.3...(.-M)/"(W)-
Pour calculer les termes de ce développement, nous allons chercher l'expression générale (\ef*n(t)f et nous y ferons ensuite t = o.
Nous avons trouvé précédemment (658), pour représenter la différentielle du mièmo ordre d'une fonction de deux variables, H = <p(#, /), l'expression symbolique
(du . du , \f> U = (dJcdx+dj>d>y)
où il suffit de remplacer les exposants des puissances de du par les mêmes indices de différentiation.
Or nous pouvons poser ici
x H- ht= uy y-\-kt = r,
et regarder u et v comme deux variables distinctes pour les*
quelles on aura
du = hdty dv = kdt>
en supposant dt constant et en remarquant que les valeurs de x et dey sont indépendantes de t. Il en résulte
f(i) = F(x + hi9y + ki) = ¥(u,ç)9
c'est-à-dire, symboliquement,
{dF d¥ \m
Si Ton divise par dtm les deux membres de la relation précédente, on a évidemment, en tenant compte des valeurs de du et de dv,
car, en divisant chaque terme de la parenthèse du second membre par dt9 on le divise lui-même par dtm.
Faisons maintenant t = o, ou u = xt\.9-=y9 dans les dérivées de F (m, v) par rapport aux variables u et v. Ces dérivées deviendront les dérivées correspondantes deF(.r, y) par rapport à x et à y. On peut donc écrire
en entendant toujours l'expression au sens symbolique.
La valeur de/*4"1 (6^), qui entre dans le terme complémentaire de l'égalité (i), s'obtiendra aussi à l'aide de la relation que nous venons d'employer. On formera l'expression
/dF dF \n+l
On remplacera ensuite les exposants de dF par les indices correspondants; et l'on substituera enfin à u et à c les valeurs x+hQt et y-\- kQt, qui deviendront x -h 6 h et y h- 0 k pour « = i.
Ce qui précède permet d'écrire symboliquement, comme il
suit, l'égalité (i), en y faisant d'ailleurs t=zi,
N /rfF. rfF.N i /rfF, d¥,V
i /rfF, rfF.V i /rfF. rfF,»
i .2.3 \rfa? aTy / i . 2 . 3 . . . /i \dx dv
i /rfF/t ^AAn+1
l-f-l)\rf# * rf/ J(x=.r + U, y=y + Hl
Les indices inférieurs signifient que, après avoir régulièrement formé le dernier développement, on devra y remplacer x et y par x -\- Bh et y •+- Bk, B étant une fraction positive proprement dite
Lorsque le dernier terme du second membre a pour limite zéro, quand n croît indéfiniment, F (x -+- h, y -+- k) se trouve développée suivant une série convergente indéfinie.
C'est ce qui a lieu nécessairement, lorsque aucune des dérivées qui entrent dans le terme complémentaire ne peut devenir infinie par la substitution de x -h Bh et de y -+- Bk à la place de x et de y. Admettons, en effet, que P soit un nombre supérieur en valeur absolue à chacune de ces dérivées. Le terme complémentaire sera alors évidemment inférieur à
r Ah + ky**\
et cette expression a pour limite zéro lorsque n croît indéûniment (678).
688. Si l'on suppose que h et k deviennent les infiniment petits dx et dyy on a
(^+^)'"==rfmF(*'-r)-
La formule (D) [687] prend alors la forme
SF(x -+- dx9y -f- dy)
I rf'F(x,y) [<*"•' F(g,jO]tir+ft<!,,y+*w
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la valeur de la différentielle du (/i + i)ièffle ordre répondant, non plus à x et à /, mais à une valeur de x comprise entre x et x -hdx et à une valeur de y comprise entre y et y -H dy.
La formule (D') montre que l'expression de l'accroissement infiniment petit d'une fonction de deux variables est identique à celle de l'accroissement infiniment petit d'une fonction d'une seule variable (681).
Si dx et dy sont infiniment petits principaux ou du premier ordre, chaque terme du développement obtenu est infiniment petit par rapport à celui qui le précède, et l'erreur commise en s'arrôtant au terme d'ordre n est un infiniment petit d'ordre /i + i.
689. Pour étendre maintenant la formule de Maclaurin (684.) aux fonctions de deux variables, il suffit de faire à la fois x=o et 7 = 0 dans la formule (D) [687]. En désignant
Par \7F~) y \d~) ' \d~*) y " *' ce {*ae deviennent a*ol's *es différentes dérivées, on a ainsi, en effectuant,
f(».*,=fh^+*(g)t+*(*)>
Comme h et k sont complètement arbitraires, on peut les remplacer par x et par/, et il vient
C'est la formule de Maclaurin étendue au cas de deux variables.
Le terme complémentaire devient
i fdF dF 1 «+1
i.2.3...(/i-m) \dxX^~ dyy\{x==toXty^yS
c'est-à-dire que, dans les différentes dérivées qui y entrent,
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on doit remplacer x par 6x et y par Qy, 9 étant toujours un nombre indéterminé, positif et moindre que i.
690. Il ne faut pas perdre de vue que les formules de Taylor et de Maclaurin ne peuvent être étendues ainsi aux fonctions de deux ou de plusieurs variables, qu'autant que la fonction proposée et toutes ses dérivées partielles restent ! continues et finies jusqu'à l'ordre n -+- 1 inclusivement, pour j toutes les valeurs de x et de y comprises dans l'intervalle considéré (675).
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CHAPITRE XIII
APPLICATION DE LA FORMULE DE MACLAURIN A QUELQUES DÉVELOPPEMENTS IMPORTANTS.
Développement de la formule du binôme pour un exposant quelconque.
691. Proposons -nous de trouver le développement de (a -+- b)my dans le cas où l'exposant m est quelconque.
L'expression (a+è)'n est alors susceptible de plusieurs
valeurs, dès que m n'est pas un nombre entier, positif ou
négatif (128, 129, UO, 145). Mais, si a -+- b est une quantité
positive, Tune de ces valeurs est réelle et positive, et c'est la
seule que nous considérerons ici.
b En posant - = x, nous écrirons
(a 4- b)m=zam ( n — Jm= am(i -+- x)m,
et la question est ramenée à développer
Or nous avons trouvé précédemment, d'une manière générale, pour la dérivée du nièm* ordre de xm (6M, i°),
m(m — i)(w— 2)(/n— - 3). . .(m — n -+■ \)xm-n.
Nous n'avons évidemment qu'à remplacer, dans ce résultat, x par i -+- x (564), pour avoir
Tn(x)=:m(m — i)(tft— 2) (m — 3)...(w — n-\- i){i + x)m-n
et
Il en résulte immédiatement, d'après la formule de Mac-
laurin (684-), et en écrivant le résultat de manière à loi donner l'aspect du développement habituel (255),
m(m — i) (m — 2). . .(/w — w-hi) _l _ xn
»(m — )(m-a)...(»-W) ,(( + gj)B...., i.2.3. . .(/n- 1) v '
Quand x est plus grand que i e/i valeur absolue, la série obtenue, abstraction faite du terme complémentaire, est divergente.
En effet, le rapport de deux termes consécutifs, tels que
et
m(m — i) (m — 2)...(m-n + 2) nl
un = — — y- *n
est représenté par
Ce rapport a donc pour limite — x quand n croît indéfiniment; et, par suite, quand la valeur absolue de x est plus gi\nde que 1, la série est divergente (362).
voit qu'iï ne peut y avoir convergence que si x est mài\lre que 1 en valeur absolue; et ce n'est que dans ce cas (Vil est nécessaire de s'assurer que le reste de la série a pour limite zéro.
Supposons d'abord x compris entre o et 1, c'est-à-dire positif.
On peut mettre le reste sous la forme (145)
] [ïT*]""-
La première parenthèse tend vers zéro, quand n croît indéfiniment; car, lorsque n croît d'une unité, elle se trouve multipliée par le facteur
quantité qui, pour n assez grand, se rapproche autant qu'on veut de — x (ce qu'on voit en divisant les deux termes de la fraction par n), c'est-à-dire devient moindre que i en valeur absolue. On a donc à considérer dans cette parenthèse, et à partir d'un certain point, une suite de facteurs dont le nombre augmente indéfiniment, qui sont plus petits que i et décroissants, et dont, par conséquent, le produit a pour limite zéro, de sorte que cette limite est aussi. celle de la parenthèse (478, 3M)).
La seconde parenthèse est évidemment moindre que i et sa limite est zéro pour n assez grand, à moins que 0 ne tende vers zéro en même temps que n tend vers l'infini; dans cette hypothèse, elle tend vers la limite i en restant moindre que i.
Le reste de la série a, par conséquent, zéro pour limite dans tous les cas, et cette série est convergente lorsque x, positif, est compris entre o et i .
Supposons maintenant x compris entre o et — i , e'estk-dire négatif.
Le raisonnement précédent n'est plus applicable, parce que Ja seconde parenthèse indiquée dans l'expression du reste devient plus grande que i pour n assez grand et croît indéfiniment en môme temps que n9 à moins que 0 ne tende simultanément vers zéro; et, alors, elle tend vers la limite i, en restant supérieure ai.
Il faut donc avoir recours à la seconde forme du reste, qui est ici (684)
[m(m — i)(m — 2)... (m — n) „J_1lr/ Aw, , r Xm „ <n I.2.3.../I J J
On voit, comme ci-dessus, que la première parenthèse a pour limite zéro lorsque n croît indéfiniment. Quant à la seconde parenthèse, on peut l'écrire, en remplaçant x par — z, puisque x est négatif,
• La fraction 7— est une fraction proprement dite, et sa
1 — Uz
puissance niime tend vers zéro ou vers l'unité à mesure que /:
augmente, tandis que la puissance (m — i)»»« de la fraction i — Qz demeure toujours une quantité finie.
Le reste de la série a donc encore zéro pour limite, el cette série est aussi convergente lorsque x, négatif, est compris entre o et — i.
En résumé, pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et -h i, on a
H - xn -f- . . . .
Le développement de (a -+- b)m suivant la formule habituelle (255), lorsque l'exposant m n'est plus entier mais quelconque, n'est donc permis que dans V hypothèse où a est plus grand que b en valeur absolue.
692. Il nous reste à examiner les cas particuliers où Ton a x = ±i9 pour lesquels les raisonnements précédents ne sont plus admissibles.
La formule qu'on vient de démontrer ayant lieu pour toutes les valeurs de x comprises entre -f-i et — 1 et, par conséquent, pour des valeurs de x aussi proches qu'on voudra de ■+• i ou de — 1, sera encore vraie pour j;=+i ou pour # = — 1, à la condition que les séries correspondantes du second membre demeurent convergentes; car les deux membres de la formule étant toujours égaux dans l'intervalle indiqué, si chacun d'eux tend vers une limite déterminée pour x = -+-i ou pour x=— 1, ces deux limites seront nécessairement égales entre elles (334-).
Or, pour # = ±1, on obtient les deux développements suivants :
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Le rapport d'un terme au précédent est (691)
Un
5/m + i est un nombre négatif, c'est-à-dire si m est compris entre — i et — oo, ce rapport est plus grand que i en valeur absolue, et la convergence est impossible pour les deux développements à la fois, puisque leurs termes ne tendent pas vers zéro (362).
A la limite, pour m = — i, le rapport — — est égal
Un-\
à =pi, de sorte que les termes des deux séries considérées ont tous la même valeur absolue et que la convergence est encore impossible. La première devient la série indéterminée ï — i -m — i ~h ... , et la seconde, la série divergente 1 + 1 + 1 + 1 +
Il faut donc supposer m + i positif, c'est-à-dire m compris entre — i et + oo.
Considérons d'abord le premier développement. Le rapport d'un terme au précédent est ici
un __ m + i __ wrt_, ~~ n ~~ '
de sorte que, pour m + i positif et pour n assez grand, ce rapport finit toujours par être moindre que i en valeur absolue. Les termes de la première série finissent donc par diminuer de l'un à l'autre, en étant alternativement positifs et négatifs, ce qui entraîne la convergence de la série (394). Finalement, on a
tant que m + 1 est positif.
Considérons le second développement. On a alors
un __ (m +1 \_ m + i
Ce rapport, pour n assez grand, finit toujours par rester inférieur à 1; mais sa limite, pour n — cc, est égale à l'unité : on est donc dans le doute (375).
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Pour décider, désignons par (U ) le développement
/¥TV m m(m — i) m(m — i)(m — 2)
et coin parons -le à la série (V)
On a, en même temps, pour le rapport d'un terme au précédent dans les deux séries,
et
x ou - étant ici moindre que 1, on peut appliquer à cette dernière expression la formule du binôme (691 ) et écrire, en se bornant à trois termes,
_ /tt-hi 1 (m -h 1) (m -h 2) 1
i(-ir-
'On a donc, puisque /w -+■ i est positif, |
ou
Un Un-\
Il en résulte (385, 367, VI) que la convergence de la série (V) doit entraîner celle de la série (U). Or la série (V) est convergente, lorsque m est positif (377, 3°); il en est donc de même de la série (U).
Ainsi, V on a
, xm m m{m—\) m(m — i)(m — 2)
tant que m est positif.
Il est clair, d'ailleurs, que le premier membre de la formule devient infini, lorsque m est négatif, et que, par suite, la série du second membre est alors divergente.
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Développement des fonctions exponentielles.
i° Soit d'abord
Toutes les dérivées de la fonction e? sont égales à cette fonction. Elles restent donc finies pour toute valeur finie de x, et elles se réduisent à l'unité pour xz=zo9 comme la fonction elle-même. Quant à la (n-\-i)ième dérivée Fn+l(9x), elle devient eôx, et Ton a, en prenant la forme la plus simple du reste (684),
X X* xz
Le facteur
peut devenir plus petit que toute quantité donnée, lorsqu'on fait croître n indéfiniment, comme on Ta déjà démontré (678). D'ailleurs, e*x est une quantité finie. Le terme complémentaire du second membre ou le reste de la série a donc zéro pour limite. Par suite, cette série est convergente, et l'on peut écrire
X X1 X* xn
résultat déjà obtenu par une autre voie (418).
Soit maintenant
Y(x)=za*.
On a, d'une manière générale (641, 2°), en indiquant par lna la nièm* puissance de la,
Fa(x)=zaxlna.
Par suite,
F(o)=i, F'(o)=-fa, Fff(o)— ./*«, ..., F*+l(6x) = a**l*+la.
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Il en résulte
xla x%lta x3Pa
ax—\
xtllna x^H^a
Le reste tend évidemment vers zéro à mesure que n augmente (678), et la série est convergente. On a donc, pour toute valeur finie de x,
x la x-lla x*lla xnlna
695. En faisant dans l'égalité précédente a = e, d'où la= le = i, on retombe sur le développement de e* (693).
On peut, réciproquement, déduire le développement de a* de celui de e*.
En effet. dea = ela ( toi ), on tire
ax=(eia)x=e*ia.
D'après cela, dans le développement de e*, changeons jt en x la, ce qui est permis puisque x est quelconque. Le facteur e*x du terme complémentaire deviendra e**,a , c'està-dire
et Ton retrouvera exactement le développement du n° 694.
Développement de /(n-.r).
Soit
Nous ne prenons pas directement la fonction lx9 parce que nous voulons appliquer la formule de Maclaurin et que, pour x = o, la fonction Ix et toutes ses dérivées seraient infinies (196, 586).
D'après le résultat obtenu d'une manière générale (611, 3°), on peut évidemment écrire, pour le cas considéré de F(x) = /(i-t- x) et en se reportant au théorème des fonctions de fonctions (56V),
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Ou trouvera donc directement la première dérivée de la
fonction
F'(œ)=— i_=(n-jp)-i;
et l'on aura ensuite, en faisant successivement n — 2, 3, ... />, dans la formule ci-dessus
F*(aO-=(--02i.2(iH-^)-3,
F» ( J? ) -- (— 1 )n~l 1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) ( 1 4- x )-« = qzi.a.3...(/i — i)(i -h jr)-",
:db j .2.3. . .n
Il viendra donc, en faisant x— o dans la fonction et dans ses dérivées successives, sauf la dernière, et en se rappelant (>96) que Z.i'= o,
x x* x3 .rv
/(I+jr)=7-T + -3--T+...
Nous avons déjà étudié cette série (397, 20), abstraction faite du terme complémentaire, et nous avons reconnu qu'elle était divergente lorsque x était supérieur 5 1 en valeur absolue ou égal à — 1, et qu'elle était convergente lorsque x était inférieur à 1 en valeur absolue ou égal à -t- 1.
Nous allons vérifier de nouveau cette convergence, en considérant le terme complémentaire qu'on peut écrire
1 / x yi+>
n -f- 1 \ 1 -H OxJ Si x a une valeur positive moindre que 1 ou égale à 1, est une fraction proprement dite dont la puissance
Qx
{n 4- i)ièœe peut devenir moindre que toute quantité donnée. Le reste de la série à donc alors zéro pour limite, et la série est convergente.
Dk O. — Cours. III. 38
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Si x a une valeur négative comprise entre oet-i, posons x——z. Le terme complémentaire deviendra, en laissant son signe de côté (340),
i zn^ _ i / z Y*1
n 4-1 (i — Ozy+i "rt + i \ i — 5x?/
Sous cette forme, on ne peut pas affirmer que le reste de
la série tende vers zéro, parce qu'on ne sait pas si — ^-y- est
i — Vz
une fraction proprement dite. Pour lever la difficulté, nous
aurons recours à la forme plus générale du reste (684)
{i-6)nFn+l(6x).
On trouve alors, pour le terme complémentaire qui répond à la fonction /(i 4- x), en remplaçant toujours x par — z sans tenir compte du signe du résultat,
Comme z est moindre que i, - — ^~ est une fraction pro-
prement dite inférieure à i, et sa puissance ntim* a zéro pour limite quand n croît indéfiniment; — ^- est d'ailleurs une
quantité finie inférieure à ■■ J^ ^ Le terme complémentaire
de la série a donc zéro pour limite, et la série est encore convergente.
En résumé, pour toutes les valeurs de x comprises entre — i et 4- i , et aussi pour x = i , on a
., x xx x* a*
Pour x =i — i, le premier et le second membre de celle égalité deviennent tous deux égaux à — oo; car le premier membre se réduit à l.o — — oo (W6), et la série du second
membre se confond avec la série harmonique (363) changée de signe.
Le développement que nous venons d'établir va nous conduire aux formules relatives au calcul des logarithmes.
Calcul des logarithmes népériens.
La série
. . ,. x X X1 X* xk
étant convergente (696) pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 exclusivement et -t-i inclusivement, on peut
d'abord y changer x en ^ en désignant par N et par z < N
deux nombres positifs quelconques. Il vient ainsi
de sorte que Ton peut écrire
(a) /(N+a) = IN + g-s5i + 5£,-5£î+....
On peut aussi changer x en — x dans l'égalité (1), à la condition que x demeure toujours compris entre o et 1 . On obtient alors la nouvelle égalité
X X1 X* xk
En retranchant l'égalité (3) de l'égalité (1), on a
Comme est plus grand que 1, on peut poser, en dési-
gnant par z et par N deux nombres positifs quelconques,
d'où il résulte
Le premier membre de la relation (4) devenant
/NL±i = /(N + 5)_/N,
on peut écrire, en remplaçant x par sa valeur dans le second membre,
(5) (/N-+-5) = /\-»-ar^
3(aN -+-z)* o(2yS-hz)i "\
On voit que les formules (2) et (5) permettent de calculer le logarithme népérien du nombre N + 5 lorsque Ton connaît celui du nombre N.
En faisant, en particulier, z=i dans ces deux formules, on a
(6) /(N + 1) = ZX -h ~ - ~ -+- 3 L - ~ 4-. . .,
(7) /(N -T- l) — /N 4-2 -^ h .. , J r2 -h .-T-J- TS ■+-•--!•
698. Les séries (2) et (5) sont très convergentes, dès que N est un peu considérable relativement à z.
Proposons-nous, par exemple, d'évaluer le degré d'approximation que l'on obtient en s'arrêtant dans la série (5) à un certain terme.
.Négligeons, dans la parenthèse du second membre, tous les termes qui suivent le terme de rang/? -h i ou le terme
VZ-V+1
L'erreur commise sera égale à
2/>-h3)(2N-+-r)2/'-» + ia/>-i-5)(2N-!-s)t|,'Hi 4",**j:
elle sera donc moindre que
^»[IH" nS-H;)« "*" (aX + s)* ~*~" J
ou, la parenthèse formant une progression indéfiniment dé-
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croissante dont la raison est .— ^ -r> moindre que (Alg.
e/em., 342)
En désignant par E Terreur commise et en simplifiant, on aura donc, d'une manière générale,
(ip +- 3) aN(N -h :)(aN+^+l
Si Ton ne conserve que le premier terme de la parenthèse du second membre de l'égalité (5) [697], il faut faire dans ce qui précède p = o et Ton a, à la fois
N + 5) = /PH- E
et
6.\(N-+-~)(2JN +:) ou, afortioriy en négligeant s au dénominateur,
699. C'est en réalité au moyen de la série (7) [697] que Ton calcule les logarithmes népériens. En faisant d'abord dans cette série N = i,ona, puisque /. 1 = o,
2 2 On commence par réduire en décimales les fractions ô> ôï>
5î> «7 > • • •> en divisant par 9 les résultats successivement obtenus à partir du premier; puis, on divise respectivement les quotients correspondants par la suite des nombres impairs
En prenant les dix premiers termes du second membre, on obtient, avec dix décimales exactes,
En supposant N = 2, dans la même série (7), on a
On réduit d'abord en décimales les fractions *♦ êi> ^p
7^> •♦•? en divisant par 25 les résultats successivement obtenus
à partir du premier; puis, on divise respectivement les quotients correspondants par la suite naturelle des nombres impairs. On abrège le calcul en remarquant que, au lieu de diviser par 25, on peut diviser par 100 et multiplier par 4*
On a ainsi, avec la môme approximation et en conservant huit termes dans le second membre,
On obtient /.4, en doublant 1.2, et Ton trouve
En faisant N = 4 dans la série (7), il vient
, tf . , 2 2 2 2
On obtient les fractions -> —.> — > —.> • • •> en divisant par 3 9 93 95 97 les fractions déjà calculées ô> ôé> 09» 07?' • • •> et l'on n'a plas ]
qu'à diviser les quotients correspondants par la suite des nombres impairs. En conservant les six premiers termes du second membre, on a, avec dix décimales exactes, i
On a ensuite
En faisant N = 6 dans la série (7), on trouve l.y\ etc.
Calcul des logarithmes vulgaires.
700. Pour passer des logarithmes népériens aux logarithmes vulgaires dont la base est 10, il suffit de multiplier les pre-
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mi ers par le module relatif (506)
On a d'ailleurs
/. io — 1(2 . 5) = /. 2 -h l. 5,
c'est-à-dire, d'après ce qui précède (699),
/. io — 2,3o2585ck)3o
Il vient donc
Nous avons déjà donné (506) les valeurs de /. 10 et ~. — avec
l.io
quinze décimales exactes.
Si Ton multiplie maintenant par M les deux membres de l'égalité (7) [697], on a évidemment
I) log(N4-l) = l0gN4-2M -^ h ., , ' :+— - 4-,
' ov / o |_aN H- 1 3(2iNh-i)* 5(2N + i)j
et c'est à l'aide de cette dernière série qu'on a établi les Tablés usuelles.
Les premiers calculs seuls sont pénibles.
En effet, lorsqu'on ne conserve que le premier terme de la parenthèse du second membre, il suffit évidemment, pour avoir une limite supérieure de l'erreur commise E,, de faire z — 1 dans la limite indiquée pour E au n° 698 et de la mulliplier par M. On a ainsi
Et<
Lorsqu'on ne conserve, dans la parenthèse du second membre de l'égalité (8), que les deux premiers termes, Terreur commise Et est moindre que
aM ["
5(2N-f-i)5L (aN-t-i)1 (aN + i)* ou que
aM 1 aM
5(aiNH-i)s 1 5(aN-hi)a(4Ni-h4iN)
ÔOO ALGÈBRE SUPÉRIEURE.
On a donc, en simplifiant,
ioN(N-hi)(2N-hi)3 et, a fortiori,
M étant moindre que -> il résulte de la valeur de E, que,
dès qu'on est parvenu au nombre 101, il suffit de conserver les trois premiers termes du second membre de l'égalité (8), pour obtenir log(N -h i) avec dix décimales exactes; car on a
alors, en remplaçant M par ->
E,<~ nrj ou E,< -i--
ibo io10 io11
11 résulte de môme de la valeur de Ei que, dès qu'on est parvenu à 1001, il suffit de conserver les deux premiers termes du second membre de l'égalité (8), pour obtenir log(N +i) avec huit décimales exactes; car on a alors, en
remplaçant M par -*
E,<-7— z ou L,<— v 14 ioJ ioiw
Justification directe de l'emploi de la règle des parties proportionnelles dans les calculs par logarithmes.
701. Nous avons admis, en traitant des logarithmes arithmétiques (Alg. élém., 364 et suiv.), qu'il y avait proportionnalité entre les petits accroissements donnés aux nombres ei les accroissements correspondants de leurs logarithmes; et nous avons montré que, lorsqu'on opérait à l'aide de la partie la plus élevée des Tables, on arrivait ainsi à un résultat exact, à la condition de ne pas conserver plus de sept décimales dans l'expression des logarithmes et plus de sept chiffres significatifs dans celle des nombres.
C'est sur ce point que nous voulons revenir ici.
Nous avons trouvé (696), pour l'expression du reste de la
série (i) [697], dans le cas de x positif,
Ce reste a donc le signe de (— i)n, et sa valeur absolue es!
xn~*~l moindre que ; en désignant par 0t une quantité comprise entre o et i, on peut, par conséquent, le représenter encore par la formule
Qxxn+V
Il -+- ï
Si Ton se borne aux deux premiers termes de la série, en supposant x compris entre o et ï, on a donc, en faisant n = i,
En remplaçant x par ^ [équation (a), 697], il vient
(io) /(N -u 5) = /N 4-^-^1
ou, en multipliant les deux membres par le module relatif M pour passer aux logarithmes vulgaires (700),
(,i) iog(N + 5)-IogN = MQ-^.
Si Ton fait z = i dans cette relation, il faut substituer à 0, une nouvelle valeur Q\ aussi comprise entre o et ï, et Ton a
(i2) i0g(N + i)-logN = MQ-^).
Cela posé, représentons par <$ l'accroissement du logarithme du nombre N, quand ce nombre prend l'accroissement s, et par À la différence tabulaire correspondante. Nous aurons
log(N + 5)- logN = d et log(N -h i) — logN = A.
La proportionnalité admise (Alg. élém., 367) conduit»
c'est-à-dire à
0 = sA et s=T-
Si Ton désigne par £ l'erreur commise dans le calcul de log(N -h s) à l'aide des Tables et par Ç Terreur commise, réciproquement, dans le calcul du nombre N -h z si son logarithme est donné, on devra avoir en réalité
3 = s A -ne, s = j+Ç.
Remplaçons dans ces égalités 5 et A par leurs valeurs déduites des équations (i i) et (12), et il viendra
el, en simplifiant immédiatement la fraction -r>
Ç-~ A- " _^i ~ aiN-9; — saN— y,'
Puisque M est moindre que - et que les quantités s, 9„ 5,
sont comprises entre o et i; on a nécessairement, en représentant par ± e et ± Ç les valeurs absolues de s et de Ç,
±s<^ et ±R<^-
On voit donc que, si N est égal ou supérieur à 1000, comme dans le cas où Ton se sert des Tables de HoObl à cinq décimales (Trigon.9 122), Terreur ±.t est moindre que le quart d'une unité du sixième ordre décimal, tandis que Terreur
r relative ± « (Alg. élém., 370) est inférieure à une demiunité du même ordre, de sorte que Temploide la proportion
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est légitime lorsqu'on se borne à cinq figures» soit qu'il s'agisse du calcul du logarithme d'un nombre donné ou de celui du nombre qui répond à un logarithme donné.
Si N est égal ou supérieur à 10000, comme dans le cas où l'on sert des Tables de Callet ou des Tables de Schrôn, édition française (Alg. élém.f 362), les erreurs dont il s'agit deviennent respectivement moindres que le quart et la moitié d'une unité du huitième ordre décimal; et l'on peut compter sur sept ligures exactes dans les deux calculs qu'on a à effectuer.
Développement des fonctions sin.r et eosx.
702. Nous avons démontré précédemment (641, 5°) que la dérivée d'ordre n de sina? était égale à
sin I x -\- /i- U
et que la dérivée d'ordre n de cosa? avait pour valeur
COS (a? -4- /l- J.
Il en résulte que les dérivées de sinx et de cosa? restent finies, quel que soit x.
D'ailleurs, on a vu (641, 4°) que les dérivées de sin.r reprennent périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
cos a?, — sin#, — cosj:, sin a?,
tandis que celles de cosa? reprennent périodiquement et indéfiniment les quatre valeurs
— sina?, — cosa?, sina?, cosa\
Les dérivées d*ordre impair sont, dans le premier cas, ±: cosa?; les dérivées d'ordre pair sont, dans le second cas, ^ cos x.
Pour x = o, les valeurs de la fonction sin a? et de ses dérivées forment donc une suite périodique ayant pour période
tandis que les valeurs de la fonction cos a: et de ses dérivées
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forment une suite périodique ayant pour période i, o, —i, o.
En appliquante formule de Maclaurin (684), on aura donc
(x x% xl smx = - h —.— — . . .
± ^—. =ji T : F"+l ( 9 JP).
cos.r=n i —
I.2.3...(/? — i) ~*~ l.2.3...(/iH- l
Comme on Ta déjà vu (678), le facteur ^ ;
tend vers zéro autant qu'on veut pour n assez grand. D'autre part, dans le développement de sin^r, toutes les dérivées d'ordre pair disparaissent, n -+- i est donc alors un nombre impair et Ton a, d'après la remarque faite plus haut,
F«+l(0.r)=:±cos0.r,
quantité finie, quel que soit x.
Dans le développement de cos.r, toutes les dérivées d'ordre impair disparaissent, n -h i est donc alors un nombre pair. et l'on a
Fn+l{Qx)=zzï:cosQx.
Le resle a, par conséquent, zéro pour limite dans les deux séries, et l'on peut écrire, quel que soit x9 les deux séries convergentes (397, 3°)
Sinx = r -H
cos X = I 1
Si l'arc x est compris sur la circonférence de rayon
entre o et -> les termes des deux séries vont constamment en
diminuant, à partir du premier pour le sinus, à partir du se-
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cond pour le cosinus, et l'on peut écrire les inégalités
.r5 . .rs x*
sinj?<o7, sin.r>.r ^-> sin^r<^c ^- -\ , • ••»
x% œ1 xk cosa;<i, cosx>i » cos#<i 1 — 7>
On obtient ainsi, pour le sinus et le cosinus d'un arc compris entre o et -> des limites plus resserrées que celles indiquées en Trigonométrie (Trigon., 105, 106). En particulier, la différence entre Tare et le sinus est moindre que le sixième du cube de Tare, et la différence entre le cosinus et l'excès de l'unité sur la moitié du carré de Tare est moindre que le vingt-quatrième de la quatrième puissance de Tare.
Développement de la fonction arc tangx.
Considérons encore la fonction
y = ¥(x) = arc tango:,
et cherchons d'abord l'expression générale de la nième dérivée.
En prenant les dérivées successives, on a immédiatement (613)
puis, de proche en proche (574),
(*) — ~(r+x*Y ~ fn-j?*)»'
Il est facile de continuer; mais la loi générale n'apparaît pas d'elle-même, et il faut suivre une autre marche pour la découvrir.
Partons de
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et posons
x = cotcp.
Nous aurons, en même temps,
9 = arc cota?, d'où — = r = — sin1*
T dx i -4- x* T
et
j = rr- =810*9.
dx i4-cot*<p T
Nous trouverons donc successivement
d*Y dq> . • .
-r^ = 2 sui<pcos<p-T- = — sin'^amaf,
rf*r <afo . dm . _
-t^3 =— 2S1119 cos(p^I-sin2(p — cos2 9.2-j-!-sin,9
= 2 sin*9[2 sin*9 cos*9 -4- (cos29 — sin*9) sin*9] = 2 sin39[3sin9COSs9 — sin*9],
c'est-à-dire (Trigon., 61)
cPy
-t-^ =1.2 sin*9 sin3<p,
d^ y d<D do
--t-~i = 1.2.3 sin,9COS9-jLsin39 4-1.2 cos 39.3-^- sin*©, -
= —1.2.3 sin*9[cos9sin3© -4- sin9 cos3?],
c'est-à-dire (Trigon., 53)
dky ^=-i.2.3sin*9sin49.
En poursuivant, on arrive évidemment à la formule générale
da y
-r-^ =Fn(x) = (— i)71-1 1.2.3. . .(/i — i)sinn9sin/i9.
D'ailleurs, de
dy 1 • ,
on déduit
sinn<p- - — -n,
et Ton peut écrire finalement
Fn(x)~ ^ sin(/i arc cota?),
(i-hx*)*
relation dans laquelle on fera /i = 2, 3, 4» • • -, n. On a directement F(o) = o et F'(o) = il
Cela posé, comme arc coto= - et que sin/i- est égal à o
ou à zhi suivant que n est pair ou impair (Trigon., 29, 11, 12), la formule de Maclaurin conduit ici au développement
(f) \ __ .r*»-*-1 sin[(a/i -hi) arccotô.r]
Il nous reste à chercher les conditions de convergence de la série.
On a, pour la valeur absolue du rapport d'un terme au précédent,
an + i 2/1
A mesure que n augmente, ce rapport, toujours moindre que x*9 tend donc vers x1 autant qu'on veut et est égal à xpour n infini.
Par suite, la série est convergente (389) lorsqu'on a x*< 1, c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 et -4-1; et comme, dans cette hypothèse, le terme complémentaire de la série a zéro pour limite, lorsque n croît indéfiniment, le développement (1) représente bien arctang^.
La série est encore évidemment convergente pour les deux valeurs limites j? = — 1 et x=-hi (394).
Lorsque l'on a, au contraire, x1 > 1, c'est-à-dire lorsque x est plus grand que 1 en valeur absolue, les termes de la série ne diminuent pas en ayant zéro pour limite (397, 20) : le terme complémentaire n'a donc pas lui-même zéro pour limite, el la série ne peut pas être convergente (362).
Il faut remarquer que, à une valeur donnée de x, répon-
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dent une infinité de valeurs de la fonction considérée, arclangx (Trigon., 43); mais, parmi ces valeurs et dan* l'intervalle où la convergence existe, une seule se réduit à zéro quand x approche de o d'une manière continue : c'est
la valeur de arc langer comprise entre et h — > et c'est
celle-là que nous devrons choisir.
La série (i) a été donnée par Leibnitz, et elle porte souvent son nom.
Nous allons nous en servir pour calculer le rapport de la circonférence au diamètre (Géom., 227, 233 et suiv.)
Calcul de t.
Dans la série
x .rz jr° .r7
(i) arctangir = ^ -+- h. . .,
supposons x-:i. La série demeure convergente (704), et Ton a
arctang.£=2 -•
Par suite,
Mais cette série converge trop lentement pour qu'on puisse l'employer au calcul de 7r. Nous allons donc déterminer d'autres expressions qui, par leur combinaison, nous permettront d'opérer beaucoup plus rapidement.
Posons, d'une manière générale,
arc lang/ — a, arc tang~ ~ b ou
tanga =J'9 langà = z.
11 en résulte
tanga -+■ tango v -+- ^
tang(a h- b) ■=.
oV~ „, j — tanga tang^ i — yzl c'est-à-dire (s) arc (a -î- b) ^ arc lang/ -h arc tang* — arc tang
Nous voulons avoir, par hypothèse,
arc tang/ -+- arc tang-s = 7 = arc tang i ;
ce qui, d'après la relation (2), entraine la condition
(3) - =1 ou y+-z = \ — VZ.
i—yz J
Par exemple, si Ton fait y = -, on trouve z = ^ , et l'on a
y = arc tang- -h arc tang y*
On obtiendra, comme il suit, la combinaison la plus avantageuse.
Désignons par Y l'arc dont la tangente est ^- Il viendra
( Trigon., 63)
2 tangY __ 5 __ 5
tang2Y=i
1 — tang- Y i_ 12
/v 2tang2Y G 120 1
tang4Y= . . v = = — =iH •
0 1 — tang* 2 Y _ _?_2. !î9 ,f9
Ce résultat prouve que Tare 4 Y doft surpasser Tare T d'une
très petite quantité.
1 20 Remplaçons y dans la relation (3) par tang4Y ou par
On trouve alors
et, à cette tangente négative, correspond Tare — Z. On peut donc écrire
7 = 4Y — Z = 4arctangg —arc tang -5-.
Dfi C. — Cours. III. 39
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La série (i) donne d'ailleurs
(4) 4Y==4ircUngJ = 4[5-^î + 5^i-^+...].
(5) Z = arc tang-*- = -s 5
Les séries (4) et (5), convergentes puisque les quantités T
et -5- sont moindres que 1 (70fc), le sont très rapidement,
surtout la seconde. Pour avoir 7c avec quinze décimales exactes, il suffit, en effet, de conserver onze termes dans la première série et d'en prendre trois seulement dans la seconde. On pourrait, dans cette hypothèse, aller jusqu'à la dix-septième décimale; mais, comme il faut multiplier deux fois par le facteur 4, d'abord pour avoir 4 Y, et ensuite pour avoir tt, on ne comptera que sur les quinze premières décimales, et l'on trouvera comme précédemment {Géom.)
it = 3, 1 4i 59 26535 89793
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Soit une fonction de x de la forme
I! peut arriver que les deux termes de cette fraction deviennent ensemble nuls ou infinis, pour une certaine valeur de œ égale à x0. La fonction prendra alors la forme indéterminée - ou - (Alg. élém., 116 et suiv.). Nous nous proposons de calculer sa véritable valeur, c'est-à-dire la limite vers laquelle elle converge, lorsque x tend vers la valeur spéciale X0.
La difficulté peut être levée très souvent à l'aide du théorème suivant, auquel on donne habituellement le nom de règle de l'Hospital. On la trouve dans son Analyse des infiniment petits, publiée en 1696, et elle lui appartient sans aucun doute malgré une réclamation singulièrement tardive de Jean Bernoulli.
Voici l'énoncé de cette règle remarquable :
Si les deux fonctions /(x) et ¥(x) tendent simultanément vers zéro ou vers l'infini, lorsque x tend vers une valeur spéciale x0, et si les dérivées de ces fonctions restent en même temps déterminées, les deux rapports
tendent vers la même limite lorsque x s'approche indéfiniment de Xq.
707. i° Admettons d'abord qu'on ait/(x0) = oe*F(.r0) •= o. Nous avons démontré (636) la relation générale
/(*,+ h) -f(x0) _ f'(x>+ Oh) F(.r0-H h) — ¥(x0) ~~ F;(^0h- 0/i) '
où 0 est un nombre compris entre o et i. Elle s'applique précisément dans les conditions supposées, et elle devient, dans l'hypothèse indiquée,
F(x0+h) F'{x0-hQh)
Les fonctions /et F étant continues et leurs dérivées déterminées dans l'intervalle (xQ9 x0-\- h), faisons tendre h vers zéro. Les deux membres de l'égalité précédente resteront constamment égaux et auront, par conséquent (334), les mêmes limites pour h = o. On peut donc écrire
ce qui justifie l'énoncé précédent (706).
708. La démonstration que nous venons de donner exige que x0 soit une quantité finie, l'infini ne pouvant figurer dans les calculs comme une quantité déterminée (338).
11 faut donc examiner à part le cas de x0=qq. Nous changerons alors de variable en posant
et nous aurons
Si x tend vers l'infini, s tendra vers zéro, valeur déterminée. On peut donc écrire, d'après ce qui précède (707), en
6i3 sont des fonctions de fonc-
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remarquant que /(-) et F f - J tion de x (56k),
lim (M- Hm
:lim
c'est-à-dire
[pour -s = o],
f(x) ff(x)
limf&) = limFW) [P°«r * = <*]•
La règle reste donc la même.
a0 Admettons, en second lieu, qu'on ait /(a?0) = 00 et
On peut poser
et Ton voit que, pour x = x0i les fonctions v, v et -77 — - de-
viennent nulles toutes les deux. On peut donc encore appliquer la règle précédente (707) et écrire (564)
limfêHm
= lim
ÏÛflT
Si, pour a? = a?0, 1,; ; tend vers une limite finie L, diffé- *(<*) rente de zéro, on a donc (344)
" -.-ii-Z^-L)
lim
ou
L = Hm y'(Z) tpour * = x°^
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Le théorème énoncé au n° 706 est, par conséquent, encore vérifié.
710. Il est nécessaire de montrer que la même conclusion subsiste, lorsque la limite L est nulle ou infinie.
Supposons-la d'abord nulle. Désignons alors par K une constante quelconque, et considérons la fonction
Puisque, par hypothèse, la limite de i,, : est nulle, la li-
mite de la fonction qu'on vient de former doit être égale à K. On peut donc appliquer la règle (709) et écrire
lim/(*) + KF(*)_ ,. /'(x) + KF'(,)
1,m F(x) -lim F(ï) -K*
II en résulte évidemment
f(x) Si la limite L de irj—4 est égale à l'infini, la limite du rap-
port inverse est zéro. On a donc, d'après ce qu'on vient de démontrer,
1,m7^)=1,rn77T^)=0>
et l'on en déduit immédiatement
,imF^)=00 = hmfej-
. 711. La règle de l'Hospital ne fait, en réalité, que reculer la difficulté; car il peut arriver que les dérivées /'(x) et F' (a;) soient aussi, ensemble, nulles ou infinies pour x=zx9f comme les fonctions f(x) et F(#) elles-mêmes.
On doit alors répéter l'application du théorème relativement à la nouvelle fonction
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en la remplaçant par le rapport
et continuer de la même manière si l'indétermination subsiste toujours.
Il faut donc généraliser comme il suit l'énoncé du théorème (706) :
Si les fonctions / (x) et ¥(x) sont simultanément nulles ou infinies pour x = x0} et que l'on soit obligé de poursuivre le calcul de leurs dérivées respectives Jusqu'à celles de l'ordre n9 afin d'en trouver au moins une qui ait une valeur finie différente de zéro pour x = x9, on a
1,mF(î)=limfc(F) tP°ur* = *o].
EXEMPLES
i° Soit l'expression
On demande sa véritable valeur pour x = a.
En appliquant la règle précédente, il vient (576)
xm — am mxm~l
hm = (pour x = a\
x — a i xr "
c'est-à-dire que la valeur cherchée est
mam~K
On peut facilement vérifier ce résultat, puisqu'on connaît le quotient de xm— am par x — a et qu'on a (14)
— — _ = xm-1 -+- axm~% h- a*xm-* -+-...-+- am~*x -+- am~l. x — a
Si l'on fait x = a, le polynôme du second membre se réduit bien à mam~l,
a0 Chercher la limite des deux rapports
sinx tango?
pour * = o,
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On a ici (598, 601)
.. sin.r .. cos.r _ _
hm = lim [pour j- = o]= i,
lim — — = lim — ~[pour.r = o] = i.
Ce sont les résultats obtenus en Trigonométrie (Trigon., 104).
3° Soit l'expression
e* — er-* — a.r .r — sin.r
On demande sa véritable valeur pour x = o.
Nous serons forcé ici (711) d'appliquer successivement la règle jusqu'aux troisièmes dérivées. On a, en effet,
.. e*— e~x— ix .. ex-\-e~x — a_ _ o
hm : = lim [pour x = ol = - ;
x — sin.r î — cos.r Lr J o
puis,
v ex-he-*— i ,. ex — e~x o
hm = hm — : [pour x = o]= -;
i — cosx sinx Lr J o
et enfin
.. ex— c-x cx+e-x 2
hm — : = hm -» f pour x = o] = - •
sm.r cos-r Lr J i
La vraie valeur cherchée est donc égale à a.
4° Soit le rapport
ax
où a est une constante positive et n un entier positif. On demande sa véritable valeur pour x = oc.
Il faut appliquer successivement la règle (711) jusqu'aux dérivées d'ordre n.
On a, en effet, en supposant a plus grand que i,
.. ax axla . x
hm — =hm — -— - [pour x = x] = -; xn «x'*-1 Lr J 00
.. axla ,. ax(la)* r , oo
lim — — — hm — ' _ [pour x = x] = - ;
nxn~l n(n — i).r'*-* Lr J «
.. ax(lay-i .. ax(la)" r ,
hm —. r^ — '- — = hm \ ' [pour x = x] = x.
n(n — i)(n — a)., .ix i.a.3.../i Lr J
La véritable valeur cherchée est donc l'infini.
Si l'on suppose a plus petit que i, cette véritable valeur devient rfro.
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5° Soit la fonction rationnelle (447)
axm-\- bxm-*-\- cxm-*-\-..:
Aar» ■+- Bar'1"1 -+- Cr"-* +. . . *
On demande sa véritable valeur pour x = oo (v/i£. dfe/w.t U9).
Il faut encore appliquer la règle (711 ) jusqu'aux dérivées d'ordre convenable, en distinguant trois cas.
i° On a m > n.
On prendra le rapport des dérivées d'ordre n des deux termes de l'expression. Le dénominateur sera devenu un nombre constant (325). et le numérateur contiendra encore x. La vraie valeur de la fonction, pour x = », sera donc l'infini.
2° On a m < n.
On prendra le rapport des dérivées d'ordre m des deux termes de l'expression. Le numérateur sera devenu un nombre constant, et le dénominateur contiendra encore x. La vraie valeur de la fonction, pour x = oc, sera donc zéro.
3° On a m = n.
On prendra le rapport des dérivées d'ordre m — n des deux termes de l'expression. Le numérateur sera devenu i.a.3.../na, et le dénominateur sera devenu i. a. 3. . .m A. La vraie valeur de la fonction, pour
x = », sera donc r- • A
En résumé, suivant que le degré du numérateur de la fonction rationnelle sera supérieur, inférieur ou égal au degré du dénominateur, la vraie valeur de la fonction, pour x = oc, sera l'infini, zéro ou le rapport des coefficients des premiers termes du numérateur et du dénominateur ordonnés suivant les puissances décroissantes de la variable.
Antres symboles d'indétermination.
713. Les autres symboles d'indétermination (Alg. élém., 118) peuvent, en général, se ramener aux précédents. C'est ce que nous allons montrer.
I. — Cas ou la /onction se présente sous la forme o.oo
On a à considérer l'expression
et l'on suppose que, pour x = a, on a/(a) = o et F(a) = a>.
6l8 ALGEBRE SUPÉRIEURE.
La fonction y prend alors la forme indéterminée
Or, on peut écrire
— =-^ — =- ou J=rï =r»
et Ton a, sous cette nouvelle forme et pour x = a,
y = - OU y = — •
Il suffit donc d'appliquer la règle de l'Hospital (711) à la fonction proposée mise sous la forme (1).
II. — Cas oà la fonction se présente sous la forme
On a à considérer l'expression
et Ton suppose que, pour a? = a, on a f(a) = 00 et F(a) = ». La fonction y prend alors la forme indéterminée
y = op — 00.
Or, on peut écrire
(1) y= ' ' = Vît*)! ^ UW)\
\j{x)\ \JW)\ L/(*)F(*)J
et Ton a alors, pour x = a,
Il suffit donc encore d'appliquer la règle de l'Hospital à la fonction proposée mise sous la forme (1). Il est parfois préférable d'écrire
et de chercher la véritable valeur du quotient -^ — ^ qui,
pour x = a, se présente sous la forme — •
Si, en opérant ainsi, on trouvait que la véritable valeur de -~ — est l'unité, y se présenterait sous la forme o.oo, et Ton serait ramené au cas précédent (71&.).
716. III. — Cas où la fonction se présente sous l'une des formes o° 9 oo°, i".
On a à considérer l'expression
Si Ton suppose que, pour x = a, on ait F (a) = o et f{a) = o, la fonction y prendra la forme indéterminée
si Ton suppose F (a) = 00 et /(a) = 0, elle prendra la forme
enfin, si l'on suppose F(a) = i et /(a) = 00, elle prendra la forme
Pour trouver les vraies valeurs cachées sous ces nouveaux symboles, nous prendrons alors les logarithmes des deux membres de l'égalité (1). Il viendra
(2) log/=/(^)logF(^).
La question sera donc ramenée à chercher la limite de logy qui se présente évidemment, pour x = a et dans les trois hypothèses successivement indiquées, sous la forme
o(— 00) ou O.OO,
puisque l'on a (496)
logo = zpoo, logoo = ztoo, logi = o.
Nous rentrerons ainsi dans le premier cas (714).
EXEMPLES
Soit l'expression
y = xlx.
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = o. On a alors
Nous écrirons donc (714)
et la fonction, mise sous cette forme, devient pour x = o. Par
suite (711),
lim y = lim -p-7^ =lim| -£^ |[pour x = 0]= lim( — ^)(^.=oj = 0-
limj = lim -=— Tr = lim I — - I [po [.rj L~ÏTJ
2° Soit l'expression
y = COt.r .
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = o.
On a alors ( Trigon., 29)
y = ao — 00.
On écrira donc (715)
1 1 x — tang.r
i x x tang.r
cota:
et la fonction, mise sous cette forme, devient - pour x = o.
Par suite (711)
.. .. x — tang.r ,. cos*.r
lim y = lim — : — = lim
* xtangx . x B tangxH —
,. cos'jt — 1 r - o
= lim-: [pour x = o]= -•
smx cosx -+■ x Lr J o
Comme la limite de y se présente encore sous la forme -> il faut passer
aux dérivées du deuxième ordre, et Ton a
C08*x — 1 ,. — asinxcosx r ,
hmr = lim -: = lim — r r-r [pour x = o] = o.
J sinxcosx-f-x cos,x— sm1^-*- 1 Lr J
3° Soit l'expression
jr = e*—x.
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = x.
On a alors
/ = » — », et Ton peut écrire
Pour x = », la fraction -^ se présente sous la forme — > et Ton a (71 1)
lim —i = lim — [pour x — »]= o.
11 en résulte (343)
lim/ = lime* lim I i -\ [pour x r = oc] = lim^"^--,, = *•
4° «&*/ l'expression (i) J = ^.
O/i demande la véritable valeur de la fonction pourx = o.
On a alors
Nous prendrons donc (710) les logarithmes népériens des deux membres de l'égalité (i), et il viendra
Ijr = je lx.
Mais, pour x = o, on a, d'après le premier exemple traité (i°).
lim./;/.r = o.
On a donc aussi
lim// = o.
c'est-à-dire, pour x = o,
lim y = i , comme au n° 513.
5° Soit l'expression
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = *>. On a alors ! .
Nous prendrons donc (716) les logarithmes des deux membres de l'égalité (i), et il viendra
logj = ilog.r.
Pour x = oc, logj se présente sous la forme — • On peut donc poser (711, 585)
lim logj = lim — — =lim —2- [pour x = x] = o.
On a, par conséquent, pour x = oc,
Iimj = i, comme au n° 5 là.
On voit, en môme temps, que la vraie valeur de la fonction — — pour x = oo, est égale à zéro, comme on l'a déjà trouvé au n° 511. 6° Soit l'expression
y = VC08'r-
On demande la véritable valeur de la fonction pour x = o. Pour x = o, la fonction devient
mais on peut récrire
(i) j = cos-x',«r,
et, pour x = o, la fonction se présente alors sous la forme
En prenant les logarithmes népériens des deux membres de l'égalité (i) (716), on a
et la question est ramenée à trouver la limite de Ijr pour .r =s o. Comme on trouve, pour cette valeur de x,
Icosx o
on a (711)
— 8in.r
lim — r— sa hm " [pour o: — o]
lim
[sinx i 1 r t i
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Si la limite de ljy pour x = o, est ? on a
limj = tf »=: — •
Cas particnlier8.
718. Il peut arriver que le rapport des dérivées se présente toujours sous forme indéterminée, à quelque ordre de dérivation qu'on parvienne, et que la règle ordinaire (711) demeure, par conséquent, impuissante. C'est ce qui aura lieu, notamment, lorsqu'il s'agira d'un rapport de radicaux.
Soit, par exemple, la fonction
mt
dont on veut trouver la véritable valeur pour x=i a. La fonction se présente alors sous la forme -• On a donc (711)
"six — a .. mVtx — a)"1-* v=:lim^= =hm — ^ '-
py(x*—a*y-1
.. /^(tf*— a1)*"1 r , o
= hm rvv [pourg = a] = -;
2mx v(a? — a)m~' .°
et, en continuant d'appliquer la règle habituelle (711), il est évident qu'on trouvera toujours le même symbole d'indétermination, puisque les radicaux ne disparaîtront pas.
Mais, si l'on cherche d'abord à simplifier l'expression de la fonction en la mettant sous la forme
(x — aY (x -+- a)P (x -+- ay
on voit immédiatement que la limite de y est zéro ou l'infini, suivant que/? est plus grand ou plus petit que m.
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719. Certaines fonctions deviennent indéterminées d'une manière complète, pour des valeurs spéciales de la variable, de sorte que la règle de l'Hospilal (711) est encore en défaut si Ton parvient, en l'appliquant successivement, à une fonction de cette nature.
Il faut alors avoir recours aux artifices que peut suggérer l'habitude du calcul.
Soil, par exemple, la fonction
x -h cos#
' v x — sm#
Pour 37 = 00, elle se présente sous la forme — > bien qu'on
ne puisse assigner alors aucune valeur à cos;r et à sina% qui demeurent, évidemment, complètement indéterminés.' Tout ce que Ton sait, c'est que, pour x = 00, cosa? et sinj? restent toujours compris entre — 1 et -4- 1.
Si Ton applique la règle (711) à l'égalité (i), il vient
.. .r-Hcos,r ,. 1 — sina? r _
limy=lim : = hm [pour a? = ao],
J x — sina? 1 — cosa? Lr J
et, d'après ce que l'on vient de dire, on se trouve en face
d'un rapport absolument indéterminé, sans que ce rapport se
o 00 présente sous la forme - ou — •
11 faut, dans ce cas, reprendre directement l'expression (1) et la traiter par le procédé élémentaire, en divisant son numérateur et son dénominateur par x, avant de faire x = cc (Alg. élém.y 119). On a ainsi
coso?
sma?
et, comme smx et cosx ne peuvent pas surpasser 1 en valeur absolue, on trouve immédiatement, en faisant x = 00,
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Fonctions implicites.
Soit la fonction implicite
Nous avons trouvé (623), en égalant à zéro la dérivée du premier membre,
df df dy
d'où
dy dx
dy
Il peut arriver que, pour certaines valeurs conjuguées de x et de y, les deux cférivées partielles -—• et -J~ de la fonction/
s'annulent à la fois. La dérivée -~ se présente alors sous la
forme - • o
Le moyen le plus simple de lever cette indétermination consiste à dériver une seconde fois l'équation (a), en regardant dx comme une constante, mais non dy. On a ainsi (667)
*f x z *f dy ^ d>fdy* { dfd*y^Q dx% dx dy dx dy2 dx1 dy dx1
Mais, pour les valeurs attribuées à x et à y} le coefficient
de ~-i est nul. On trouvera donc la vraie valeur de -^- à l'aide dx2 dx
de l'équation du second degré
K } dy2 \dx) ^ dxdy \dx) ^ dx2 ~~ '
dans le premier membre de laquelle on devra, bien entendu, substituer les valeurs spéciales attribuées à x et à y.
Soit, par exemple, l'équation
y* — 96^ ■+- IOOiC* — Xk=z o, De G. — Cours. III. 4°
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qui représente la courbe connue sous le nom de courbe du diable (voirt. V), dont l'origine des coordonnées est un point multiple.
Cherchons la véritable valeur de la dérivée -r£ pour a?=o
et y = o. Nous aurons, dans cette hypothèse,
dy dx ^xz — aooj7 o
dx df (\y% — 192/ o
Appliquons alors l'équation (3) du numéro précédent. Il viendra, le coefficient du second terme de cette équation s'annulant de lui-même,
200 — i2a?,zno.
On en déduit, en faisant dans le premier membre de cette équation x et y égaux à o et en divisant par 8,
dx y 24
On obtiendra ainsi (535) les inclinaisons sur Taxe des x des deux tangentes à la courbe en son point multiple.
CHAPITRE XV
THÉORIE DES MAXIMUMS ET DES MINIMUMS (»).
Croissance on décroissance d'une fonction d'une seule variable.
722. Nous commencerons par rappeler l'expression qui nous a conduit à la définition de la différentielle d'une fonclion/=/(^r).
Cette expression est (5i5)
(1) ky=f'(x) Aa?H-aAa?.
Supposons que, pour une valeur donnée de x, f'(x) ait une valeur finie et bien déterminée, différente de zéro.
Si l'on fait alors tendre Aj? vers zéro en le prenant pour infiniment petit principal, a tendra aussi vers zéro, et le produit a&x disparaîtra devant f'(x)ùix comme infiniment petit d'ordre supérieur (521, 20). Il en résulte que A/ aura le signe du produit f(x)kx ou le signe de /'(#), si Von convient de prendre l'accroissement Hx positif .
Par suite, si la dérivée f(x) est positive, l'accroissement Ay est aussi positif, c'est-à-dire que la fonction va en croissant. Si la dérivée /'(a?) est négative, l'accroissement A7 est aussi négatif, c'est-à-dire que la fonction va en décroissant.
En général, une fonction y =/(#) croit ou décroît, à par tir
(*) D'après le Dictionnaire de l'Académie, les mots maximum et minimum sont des substantifs masculins. Nous croyons qu'il ne faut pas les décliner comme en latin, et qu'on doit les employer de la même manière que les mots pensum, factum, factotum, etc. Nous ne dirons donc pas des maxima et des minima, bien que ces locutions aient été souvent adoptées par d'illustres auteurs, que nous sommes loin d'ailleurs de critiquer.
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d'une valeur déterminée de x, suivant que sa dérivée est, pour cette même valeur de x, positive ou négative. La réciproque est vraie (Géom., 40).
Sïf(x) s'annulait pour la valeur choisie de x, l'égalité (1) deviendrait A/ = alx. L'accroissement de la fonction se réduirait donc à un infiniment petit d'ordre supérieur et, sauf cet infiniment petit, on pourrait regarder la fonction comme stationnaire dans un intervalle infiniment petit comprenant la valeur considérée de x.
723. L'interprétation géométrique de la dérivée (535) concorde avec ce qui précède.
Si l'on construit la courbe représentative de la fonction y -j=f(x) (Jîg. 5), l'ordonnée j croît évidemment, en général, à partir d'une valeur de x, pour laquelle on a/(j-) > o; cette ordonnée décroît, au contraire, si l'on a/'(j?)<o. Si l'on a f\x) =0, la tangente à la courbe au point considéré est parallèle à l'axe des x, et l'on peut regarder l'ordonnée y comme stationnaire dans un intervalle infiniment petit.
724. Si la fonction y=f(x) admet dans un intervalle (x09 X) une dérivée f(x) et que, dans cet intervalle, cette dérivée ne soit ni constamment nulle pour les valeurs de œ comprises dans un certain intervalle renfermé dans le premier, ni négative, la fonction est constamment croissante dans l'intervalle (x0, X).
En désignant para?, une certaine valeur de x comprise dans l'intervalle (x0, X) et par xm, xp, deux valeurs quelconques de x appartenant au même intervalle et comprenant .r,, on a, en effet (634),
La quantité f'(x\) étant, par hypothèse, positive ou nulle sans changer de signe, on a, en supposant xp> xm,
f(xm)<f(xp).
Mais, dans l'intervalle (xmt xp), la fonction f(x) ne peut être constante, puisque f'(x) n'est pas constamment nulle. Il existe donc une valeur xn comprise entre xm et xpi telle que /(a») diffère au moins de l'une des quantités f\xm) et
f(xp). Par suite, on a, en même temps et nécessairement
fi*M)<A*»)îf(xP).
D'ailleurs, si f(xn)=f(xm), il diffère de f{xP), et si f(xn) =f(xp), il diffère de /(#,„). On a donc forcément
et la fonction f(x) est constamment croissante dans Tintervalle (x09 X). t
On démontrera de même que, si la fonction y=f(x) admet dans un intervalle (x0, X) une dérivée f(x), qui ne soit ni constamment nulle pour les valeurs de x comprises dans un certain intervalle renfermé dans le premier, ni positive, la fonction est constamment décroissante dans V intervalle (*.. X).
Maximums et minimums des fonctions d'une seule variable.
725. La question des maximums et des minimums se pose nécessairement pour les fonctions finies et continues, soumises à des oscillations limitées (453, 458).
Nous avons déjà défini {Algèbre élémentaire, 283) ce qu'on doit entendre par le maximum et le minimum d'une grandeur variable.
Lorsqu'une grandeur variable, après avoir augmenté d'une manière continue dans un certain intervalle, diminue ensuite de la même manière, elle atteint nécessairement une valeur plus grande que celles qui précèdent et qui suivent immédiatement, c'est-à-dire qu'elle passe par un maximum.
Lorsque la grandeur variable considérée, après avoir diminué au contraire d'une manière .continue dans un certain intervalle, augmente ensuite de la même manière, elle atteint nécessairement une valeur plus petite que celles qui précèdent et qui suivent immédiatement, c'est-à-dire qu'elle passe par un minimum.
D'après cela, soient y =f(x) une fonction de la variable x et x0 une valeur particulière de x. Désignons par h une quantité positive, d'ailleurs aussi petite que l'on voudra et pouvant varier de o à £•
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Si l'on a, constamment et à la fois,
/(*o) >/(*o — A) et /( j?f) >/(*„ + /i),
pendant que h parcourt l'intervalle (o, C) ou que x parcourt l'intervalle (x0 — C, x0 -h C), la fonction y atteint un maximum quand la variable x passe par la valeur xQy et f(x0) est un maximum de y.
Si l'on a, au contraire, constamment et à la fois,
/(■*•)</<*•--*) et /(*,)</(«! + *),
dans les mêmes circonstances, la fonction' j atteint un minimum quand la variable x passe par la valeur x09 et/(x9) est un minimum de y*
726. Une fonction peut évidemment présenter plusieurs maximums et plusieurs minimums qui devront, d'après ce que l'on vient de dire (725), se succéder alternativement. Il en résulte qu'un maximum peut être moindre qu'un minimum qui ne le précède ni ne le suit immédiatement.
Quand on fait abstraction de leurs signes, un maximum négatif devient un minimum absolu, et un minimum négatif devient au contraire un maximum absolu.
Fig. iq.
Lzjig. 12, qui est censée représenter graphiquement la fonction y=zf(x) et où les maximums correspondent à la lettre M et les minimums à la lettre m, rend ces remarques évidentes, ainsi que celles faites aux nc8 722, 723, 724, 725.
727. Lorsque l'on fait croître x dans un certain intervalle, la fonction y =/(#) croît continuellement si sa dérivée/^*)
reste constamment positive; elle décroît continuellement, si sa dérivée /'(a?) reste constamment négative (724-).
Par conséquent, la fonction y=f(x) ne peut atteindre aucun maximum ni aucun minimum, tant que, x croissant, la dérivée f\x) conserve le même signe.
Mais, si cette dérivée /'( x) change de signe lorsque x atteint et franchit une certaine valeur x0, la fonction y=f(x) passe nécessairement par un maximum ou par un minimum /<*o).
Si f'(x) passe ainsi du positif au négatif, la fonction y=f(x) diminue après avoir augmenté, et f(x0) est un maximum de la fonction.
Sif'(x) passe, au contraire, du négatif au positif , la fonction y =f(x) augmente après avoir diminué, et/(a?0) est un minimum de la fonction.
D'ailleurs, f'(x) ne peut changer de signe qu' 'en s' 'annulant, si cette fonction dérivée reste finie et continue, ou bien encore en devenant discontinue ou infinie (Algèbre élémentaire, 318 et suivants.)
On arrive donc à ce premier théorème : Les valeurs de x qui conduisent aux maximums et aux minimums de la fonction y =/(j?) doivent être cherchées uniquement parmi celles qui annulent la dérivée f (x) ou qui la rendent discontinue ou infinie, en la faisant changer de signe.
728. Le plus souvent, les maximums et les minimums de la fonction répondent aux valeurs de a?, pour lesquelles f'(x) change de signe en s'annulant et en restant finie et continue, c'est-à-dire aux racines réelles de Véquation dérivée
On distingue alors les maximums et les minimums à l'aide du caractère déjà indiqué (727).
La fonction atteint un maximum lorsqu'elle diminue après avoir augmenté, c'est-à-dire lorsque /'(a?) passe du positif au négatif; la fonction atteint un minimum lorsqu'elle augmente après avoir diminué, c'est-à-dire lorsque f\x) passe du négatif au positif.
Mais, si f'(x) passe du positif au négatif, /'(a?) décroît, et sa dérivée /"(a?) est négative; si f'(x) passe du négatif au positif, f'(x) croît, et sa dérivée /'(a?) est positive (724).
On peut donc dire encore que le double caractère du maximum est
/'(a?) = o, en même temps que /f(a?)<o,
et que le double caractère du minimum est
f'(x) = o, en même temps que f(x)>o.
La première règle (727) est souvent plus simple à appliquer.
729. L'emploi de la série de Taylor, lorsqu'il est permis, fait retrouver les mêmes résultats, et conduit ensuite à une généralisation nécessaire.
Si l'on se borne aux deux premiers termes de la série (680), on peut écrire, pour la valeur spéciale x = x0,
(i) F(*o + A)-F(*o)=AF'(a:o-*-0/i).
0 étant compris entre o et i et h étant supposé infiniment petit, F'(x0-h 6 k) diffère infiniment peu de F'(x9), en raison de la continuité supposée de la fonction dérivée F'(-r). Si F'(x0) n'est pas nulle, F'(a?0-f- Oh) a donc le même signe que F'(4?0), quel que soit le signe de h. Il en résulte que le second membre de la relation (i) et, par suite, son premier membre, change de signe en même temps que /*. Si F'(a?0) a une valeur positive, on a alors
F(*0— h)< F(x0)< F(xQ + h) ;
et, si ¥f(x0) a une valeur négative, on a
La fonction F(x) est, par conséquent, constamment croissante ou décroissante entre x0 — h et x0+ h, et x=x9ne peut correspondre à aucun maximum ni à aucun minimum.
Pour que a? = a?0 puisse correspondre à un maximum ou à un minimum de la fonction, il faut qu'on ait, comme précédemment,
Mais, dans cette hypothèse, la série de Taylor, réduite à ses trois premiers termes, devient
(2) T(x0 + h)-F(x0) = ^F'(x0+Oh):
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Et Ton voit, par le même raisonnement, que, si Fff(x9) n'est pas nulle, le second membre de la relation (2) et, par suite, son premier membre, ne change plus de signe en même temps que h et conserve, dans l'intervalle considéré, le signe
deF"(tf0).
Si la dérivée seconde F"(#0) çst négative, ¥(x0) surpasse à lafoisF(#o— A) et F(x0 + h), de sorte que F(#0) est un maximum de la fonction.
Si la dérivée seconde Fff (a?0) est positive, F(x0) est moindre à la fois que F(a?0— h) et que F(#0-h /1), de sorte que F(a;0) est un minimum de la fonction.
On retombe ainsi sur les résultats des n°* 727 et 728. On voit, de plus, que, si Ton avait, en même temps, F/(x0) = o etF*(d70) = o, on ne pourrait rien décider. Il faut donc compléter le premier théorème obtenu, de la manière suivante.
730. Considérons la série de Taylor, sans limiter le nombre des termes du second membre. Nous aurons (676, 677), toujours pour x = j?0,
nn à/14-1
•F*(x0)H f—, rF*+l(*.+ 8A).
n v i.2.3...(/ih-i
Supposons que la valeur x = x0 annule les n premières dérivées de F(x), sans annuler la (n -+- i)ièmo. La formule (1) . se réduira à
(2) F(jgfH-A)^F(jgO=1>aa3*^(1w + l)F^H^o + 9*)>
Puisque F*+1(«0) n'est pas nul, F**1^©-*- Oh), qui en diffère infiniment peu en raison de la continuité supposée de Fn+1(j?) dans l'intervalle étudié, sera de même signe que Fn-,"t(d?o), quel que soit le signe de h.
Cela posé, si n 4- 1 est impair, ha+l changera de signe en même temps que h> et il en sera de même du premier membre de la relation (2), de sorte que, pour j? = j?0, F(a?) n'atteindra aucun maximum ni aucun minimum.
Si, au contraire, /1 + 1 est pair, h**1 ne changera pas de
signe en même temps que h et demeurera positif. Le premier membre de la relation (a) conservera donc le signe de Fn-*-l(œ0), que h soit négatif ou positif. Et, par conséquent, ¥(x0) ter* un maximum de F (a?) si Von a F*+l(^To) <ort, un minimum, si l'on a ¥n^'l{xfi) > o.
Nous résumerons ce qui précède dans l'énoncé suivant : En général, si une valeur x0 de la variable x annule les n premières dérivées de la fonction ¥(x) sans annuler la (n-{-i)iime9 cette valeur x0 ne fait atteindre à la fonction ni maximum ni minimum lorsque n + i est un nombre impair, tandis que, sin-+-i est un nombre pair, ¥(x0) est un maximum ou un minimum de¥(x), suivant que Fi*"*"1(x0) a une valeur négative ou positive.
Ainsi, il faut que la première dérivée qui ne s'annule pas soit d'ordre pair pour qu'il y ait maximum ou minimum.
731. Il n'est pas inutile de remarquer que la fonction proposée étant y = F(#), on peut mettre la série de Taylor soos la forme (681)
¥(x-h h) — ¥(x) = dy + -d*y-t- ^7 + .,
d*+xy ■
On peut donc dire encore que, pour qu'il y ait maximum ou minimum, il est nécessaire que la valeur x = x9 annule un nombre impair de différentielles successives dy, d*y, d*y> . . ., et qu'il y a maximum ou minimum, suivant que la première différentielle d'ordre pair qui subsiste est, pour x = x0, négative ou positive.
Applications.
732. Nous commencerons par retrouver quelques résultats déjà obtenus en Algèbre élémentaire.
I. Chercher le maximum de la fonction
On a ici
/'(*)=« — ax.
Cette dérivée s'annule pour x = -• Elle est positive pour une valeur
de x un peu plus petite et, négative, pour une valeur de x un peu plus grande. Elle passe donc du positif au négatif, quand x croît en traversant la valeur -• Cette valeur - répond donc à un maximum de/(.r),
et ce maximum, f( - j9 est égal à y (Alg. élém., 285).
II. a étant une constante positive donnée et p et q étant des entiers positifs, chercher les maximums et les minimums de la fonction
jr=f(x)=xP(a — x)v.
La dérivée de la fonction est
f'(x) = pxP-*(a — #)?— q xP(a — x)v~K
En l'égalant à zéro et en mettant xP-*(a — x)*-1 en facteur, on obtient l'équation
xP~x{a — xyi-^lpa — (p-{-q)x]=z o.
Elle se partage immédiatement en trois autres
x = o, a — x = o, pa — (p-h q)x = o,
qui donnent
x = o, x = a* x = -^- — ot a — x = — ^ — • p + q p+q
Les deux valeurs x = o et x = a répondent à/(.r) = o.
Pour une valeur de o? un peu moindre que o, c'est-à-dire négative, f\x) a une valeur négative si p > i est pair, et cette fonction dérivée a une valeur positive pour une valeur de x un peu plus grande que o, c'est-à-dire positive. La dérivée passe ainsi du négatif au positif, ce qui est le caractère d'un minimum.
En donnant à x une valeur un peu moindre que a, puis une valeur un peu plus grande, on arrive à un résultat analogue, si q >i est pair.
f(x) passe donc par un minimum pour x =a o, quand p est pair et, pour x = a, quand q est pair, et ce minimum est o.
Enûn, pour une valeur de x un peu moindre que -*- — > la dérivée
f'(x) est positive, et elle devient négative pour une valeur de x un peu
plus grande que — — • Elle passe ainsi du positif au négatif, ce qui
est le caractère d'un maximum, /(x) passe donc par un maximum pour
x=— ^ — et pour a — x=— 2 — . p+q * p + q
Les deux facteurs x et a — x sont alors proportionnels à leurs exposants respectifs p et q et, pour obtenir leurs valeurs, il suffit de partager leur somme a proportionnellement à ces exposants {Al%. élén.9 297). Le maximum de F (a:) est alors
III. Chercher le maximum et le minimum de la fonction rationnelle (Jlg. élém., 315 et suiv.).
Nous aurons, pour la dérivée de la fonction, en simplifiant et en ordonnant,
/'/ \^(ab' — ba')x*-h 2(ac'— ca)x-\-(bc'—cb')
Les valeurs de x qui annulent f'(x) annulent aussi le numérateur de l'expression (2). Nous poserons donc
(3) (ab'— ba')x*+*(ac' — ca')x-+-(bc'— cb')=o.
II faut, bien entendu, que les racines de cette équation n'annulent pas en même temps le dénominateur de l'expression (3).
Nous devons considérer en outre les valeurs de x qui rendent ce dénominateur infini, sans faire prendre une valeur analogue au numérateur.
Or, pour x = ± 00, f'(x) se présente sous la forme - • Mais cette indétermination répond en réalité à la valeur zéro, puisque le degré du numérateur de l'expression (a) est inférieur à celui du dénominateur (712, 5°). Nous mettrons donc à part cette valeur particulière x=rtx qui annule f'(x) sans correspondre à un maximum ou à un minimum.
Revenons à l'équation (3). Si l'on désigne par xt et xt les racines de cette équation, elles feront connaître respectivement un maximum et un minimum de/(x), qui auront pour expressions f(xt) et/(xt).
Pour décider entre le maximum et le minimum, il restera à déterminer les signes pris par/'(x) pour des valeurs de x un peu plus petites et un peu plus grandes que xx et que xt.
Cette méthode est, au fond, identique à la méthode élémentaire. Nous allons l'appliquer à l'exemple numérique déjà traité (4lg. elem., 320). c'est-à-dire à Ja fonction
J JK ' X* + X + l
Nous en déduirons
r ax(f + a)
On voit que f(x) s'annule pour x = — 2 et pour x = o.
Lorsque x atteint, en croissant depuis — », la valeur — a et la dépasse, f(x), positive jusque-là, devient négative, x = — 2 répond donc
à un maximum de/(.r), qui est/(— 2)= -•
Lorsque *r atteint, en croissant toujours, la valeur o et la dépasse. /'(■*), négative depuis x = — 2, redevient positive, x = 0 répond donc à un minimum de/(x), qui est/(o) = — 1.
Pour montrer combien l'emploi de la dérivée simpliûe les discussions de cette espèce, construisons la courbe représentative de la fonction Cfc i3).
Pour x = q:oo, on a évidemment (712, 5°) r = i. La droite H'H menée parallèlement à Taxe des x, à la distance OB = 1, est donc une asymptote de la courbe.
Pour des valeurs négatives de x, très grandes en valeur absolue et
jusqu'à x = — 2, la dérivée f'(x) est positive. La fonction y va donc en croissant constamment (724), et la courbe commence par s'élever audessus de son asymptote. Elle atteint ainsi son point maximum M, qui
répond à x = OA = — 2 et dont l'ordonnée MA = ^- Au delà, la dérivée f\x) devient négative et le demeure tant que x reste négative. y diminue donc, et la courbe descend vers l'axe des x. Comme on a y = 1 pour
c'est-à-dire pour x = OC = — 1, elle coupe son asymptote au point correspondant D. Elle la rencontre aussi à l'infini, puisque, le coefficient du terme en x% dans l'équation précédente étant égal à zéro, cette équation admet encore pour racine x = ± » (Alg. élém., 241). Gomme .r =±» rend /'(^) = o, l'asymptote H'H est, en réalité, une tangente à la courbe à l'infini et dans les deux sens. La courbe continue à descendre au delà du point D, jusqu'à ce
qu'elle parvienne à son point minimum /», qui répond à x = o et à y s= 0/w =—i.
Après ce point minimum, x devenant positive, la dérivée f(x) redevient elle-même positive, et la fonction recommence à croître indéfiniment, puisque sa dérivée ne change plus de signe. .
La courbe, en descendant après son point maximum et en remontant après son point minimum, coupe nécessairement deux fois l'axe des x.
On a, en effet, pour y = o,
idry^
X* — X — 1=0 ou x = - — •
Les points où la courbe traverse Taxe des x ont ainsi pour abscisses j:=--OI= '""^ = -0,618 et x = OJ=i^_V^ =i,6i8.
L'ordonnée y redevient positive à partir du point J ; mais la courbe, en montant, ne pouvant plus rencontrer son asymptote qu'à l'infini, reste constamment au-dessous en s'en rapprochant indéfiniment dans le sens H.
733. IV. Chercher le nombre x dont la racine x est un maximum.
La fonction dont il faut chercher le maximum est
y = tfx = x*.
Mais les logarithmes croissant en même temps que les nombres quand la base est plus grande que i, il revient au même de chercher le maximum de la fonction
f(x) = lxxz=z — lx.
On a alors
Cette dérivée s'annule pour lx = i ou pour x=ze.En remarquant que, si Ton passe, pour x, d'une valeur plus petite que e à une valeur plus grande que e,f'(x) passe du positif au négatif, on voit que x = e répond à un maximum.
Par suite, la fonction proposée xx a pour maximum t*.
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734. V. Problème de Vitiani. — On donne les deux parallèles AB, CD, et la sécante BC. Mener par le point déterminé D la sécante DXY telle , que la somme des triangles BXY, CXD, soit un minimum (fig. i4)«
Nous poserons CD = a, CB = b, CX = x} et l'angle BCD = a.
Fig. i/,.
L'aire du triangle CXD a pour expression (Trigon., 153)
CXD = -axsina.
L'aire du triangle BXY a de môme pour expression BXY=i(fc-;r)BYsina.
La similitude de ces deux triangles donne d'ailleurs
BY BX „ , _v b — œ
CD = CX' d0U BY = a"F-
11 en résulte
BXY=I«£=^.'ilii«.
La fonction dont on a à chercher le minimum est donc
-chî+ - sina
ou. en laissant de côté le facteur constant -a sina,
En égalant à zéro la dérivée /'(a?), on trouve
l - - — 2 =0 OU 2X*—b*=:0.
64o On en déduit
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Cette valeur, qui est représentée par la moitié de la diagonale du carré construit sur b, répond bien à un minimum ; car, pour une valeur un peu plus petite de x, la dérivée f'(x) est négative, et, pour une valeur un peu plus grande, elle devient positive.
Ce minimum a, d'ailleurs, pour expression
ab(sji — i) sina.
735. VI. Étant donné un tronc d'arbre de longueur suffisante, on demande de le transformer en poutre rectangulaire présentant le maximum de résistance à la flexion
{fig. i5).
w e Fig. i5.
Supposons que le cercle 0 représente la section de l'arbre à l'état primitif. Soient b la base et A la hauteur de la section rectangulaire qu'on veut obtenir en enlevant les dosses. D'après la théorie de la flexion plane des solides, on sait que la résistance de la poutre est proportionnelle au produit bh*m C'est donc ce produit qu'on doit rendre maximum. En appelant D le diamètre de la section circulaire de l'arbre, on a
&* + AI = DI et le produit bh* devient
Af=Df — ft8,
6(DJ- ft1).
En prenant la dérivée de cette expression par rapport à b et en régalant à o, on trouve évidemment
ou
en
résulte
et
ou
Ce rapport s'éloigne très peu, comme on le voit, des rap-
5 7 ports pratiques - et — habituellement établis entre la base b
et la hauteur h des poutres rectangulaires placées sur champ. La construction géométrique qui permet de tracer immédiatement sur la section circulaire les traits de scie qui doivent transformer l'arbre en poutre rectangulaire de résistance maximum, est très simple. On mène (Jig. i5) le côté AB du carré inscrit, on le reporte par un arc de cercle sur la tangente AB', et l'on joint le point B7 obtenu au centre O, La perpendiculaire CD abaissée, du point de rencontre C
de B'O avec la circonférence, sur le rayon OA, représente et OD représente -• On a, en effet,
OD
OA
AB
OA^a
736. VIL Problème de Fermât. — On suppose deux milieux physiques différents séparés par un plan indéfini P et, dans chacun de ces milieux, un point A et un point B. Un mobile, partant du point A et aboutissant au point B, se meut dans le premier milieu avec une vitesse uniforme u et, dans le second, avec une vitesse uniforme p. On demande de déterminer le chemin que doit suivre le mobile pour se rendre du point A au point B dans un temps qui soit un minimum (fig. 16).
On sait que, dans un mouvement uniforme, l'espace parcouru dans un temps donné est égal à la vitesse multipliée par le temps.
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Il est évident, d'après cela, que, dans chaque milieu, le chemin parcouru, doit être rectiligne, puisque, les vitesses correspondantes étant constantes, les temps employés sont proportionnels aux chemins décrits. Le chemin total qu'on veut découvrir est donc une ligne brisée.
Fig. 16.
Il est facile de voir que cette ligne brisée est nécessairement dans le plan ACBD déterminé par les perpendiculaires AG et BD au plan P.
En effet, admettons que cette ligne brisée soit la ligne AEB non située dans le plan ACBD, et abaissons du point E où elle rencontre le plan P la perpendiculaire EF sur CD. Si Ton joint le point F aux points A et B, les triangles AFE, BFE, rectangles en F, montrent que le mobile parcourra le chemin AFB en moins de temps que le chemin AEB.
Supposons donc que la ligne brisée décrite par le mobile dans le temps cherché soit la ligne brisée AHB située dans le plan ACBD.
Nous poserons AC = a, BD =s b9 CD = c, CH = œ. Nous aurons, par suite,
AH = \Ja*+x\
et le temps employé à parcourir AH sera exprimé par
De même, nous aurons
HB = ^61+(c — a?)1,
et le temps employé à parcourir HB sera exprimé par
La fonction dont on doit trouver le minimum est donc
En égalant à zéro la dérivée de cette fonction et en simplifiant, on a évidemment
Pour résoudre cette équation, il faut la mettre sous la forme
uya*-\-xi vyb2-i-(c — x)1
et élever ses deux membres au carré. En chassant les dénominateurs, on obtient ensuite l'équation complète du quatrième degré
(us — V>*)xk — 2c(u* — v*)x*
*+■ [(a* + c1)^— (6, + c,)f!]^- 2ca*u*x-\- alcsw*=o,
qui est l'équation du problème.
Au lieu de chercher à la résoudre, menons par le point H la normale NN' au plan P. Désignons par i l'angle d'incidence AHN et, par ;•, l'angle de réfraction BHN'. La figure donne alors
. n.n • • CH X
sinCAH =smi == t™ = ■
AH sjaï + x*'
• TkTVTY • BH 'C X
smDBH = sinr = rrr= =
BH ^é»+(c_a.)i L'équation (2) revient donc à
/OX sint sinr . sini u
(3) z= ou à -s — = ->
u v sinr v
et telle est la condition du minimum.
Il s'agit bien d'un minimum; car, en se reportant à l'équa-
tion (i), on voit immédiatement que, pour une valeur de x plus petite que celle qui répond à la condition exprimée par la relation (3), sini diminue en même temps que sinr augmente, tandis que l'inverse se produit pour une valeur plus grande de x; f'(x) passe donc du négatif au positif en iraversant zéro.
Il peut être intéressant de rapprocher cette solution des lois de la réfraction de la Lumière.
Maximums et minimums des fonctions implicites d'une seule variable.
Nous considérerons d'abord la fonction implicite
où y est une fonction de la variable x. En différentiant l'équation (i), on trouve (623), en divisant par dxf
df df dv ^ lï + Tyd-x = °-
La condition du maximum ou du minimum étant, dans le cas le plus habituel (727),
dy l'équation (a) se réduit à
En combinant les équations (i) et (3), on obtiendra donc, en général, les valeurs de x qui répondent aux maximums ou aux minimums de la fonction y.
Remarquons que Ton a, d'après l'équation (a
4L dy dx
dlè~ ~df_'
dy 11 en résulte que, si les dérivées partielles -p- et -p s'an-
nulaient simultanément pour des valeurs de x et de y satisfaisant à l'équation (1) [737], les équations (2) et (3) se trouveraient à leur tour satisfaites, sans qu'on eût pour cela
dv
-£- =0, et les valeurs correspondantes de x ne répondraient
plus, en général, à la question.
739. Pour distinguer un maximum d'un minimum, il faut recourir aux dérivées d'ordre supérieur.
En différentiant l'équation (2) et en divisant par dx, on trouve (667)
dx* dx dy dx dy* dx* dy dx* 9
dy c'est-à-dire, puisque ~- est supposée égale à zéro,
dx* dy dxx
On en déduit
dv
d'y _ dx1
dx* ~ dJT'
dy
Le signe de cette secondé dérivée -r^» pour les valeurs
de x et de y qu'on étudie, tranchera la question. Le minimum
de y répondra à -3-^ > o et le maximum, à -j—^ < o [728].
d*f d*f Il est entendu que les quantités , J, et -j— [équation
(2 bis)] ne s'annulent pas pour ces mêmes valeurs de x et de /(738).
Si l'on avait -7-4=0, il faudrait consulter les dérivées ax*
d'ordre supérieur suivant la règle du n° 730.
7W). Exemple. — Soit la fonction implicite (0 f(x>y) =y*— 3*/ 4- x* = o,
dont on demande les maximums et les minimums.
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On en déduit (737)
En combinant les équations (i) et (2) et en éliminant entre elles la fonction 7, on obtient évidemment
c'est-à-dire
x •=. o et x = y/ai.
Les valeurs correspondantes de y sont
/ = o et 7 = ^.
L'équation (1) donne d'ailleurs
Le premier système de valeurs {x = 0,7 = 0), annulant -j-> doit être rejeté (738). Quant au second système
(x=yi,y=yi),
qui n'annule pas -~-> il répond à un maximum ou à un minimum.
En formant (739) l'expression
d}y dx* 6x 20?
dx* ~~ ^~ "~~~ 3/* — 3# """"7* — x dy
on voit que la fonction y passe par un maximum pour
a? == {/a et que ce maximum est y/4«
741. Passons au cas général, et admettons qu'on ait à considérer m variables x, y, z, u, . . ., liées entre elles par les m — - 1 équations
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Si Ton veut trouver les valeurs maximums et minimums de Tune des variables, y par exemple, on prendra Tune quelconque, x, des autres variables comme variable indépendante. La condition d'un maximum ou d'un minimum sera alors, dans le cas ordinaire,
dx
D'après cela, en différentiant les équations (i), en divisant
par dx et en supprimant tous les termes où entre -^-> on
aura
dx dz dx du dx '
( 2 ) [ dx dz dx du dx
dfm-x 4/V-i ffe + dfm-x du ^_ z=Q dx dz dx du dx
En éliminant les m — 2 quantités ^-> -r-> • ••> entre les
m — 1 équations qui forment le système (2), on arrivera à une relation
entre les m variables considérées; et cette relation, jointe aux m — 1 équations qui forment le système (1), permettra de déterminer les valeurs de x, y, z, u, . . ., qui peuvent répondre à des maximums ou à des minimums dey.
1V1. Si Ton avait à chercher les maximums et les minimums d'une fonction explicite de m — 1 variables, telle que
(1) ç^zFiXyy^z, u, ...),
ces m — 1 variables étant liées par les m — 2 équations
Ift(x9y,z,u9 ...) =0, /«(*•/,-,", .-.) =0, • 9 fm-t(x,y9z,u, ...)—o,
ce cas particulier rentrerait dans le cas général (741).
En effet, on n'aurait qu'à joindre aux m — • 2 équations (2) l'équation (1) mise sous la forme
On aurait ainsi, comme dans le cas précédent, m variables *'» &>?> z> u> • • •> liées entre elles par m — 1 équations, avec cette unique différence que la variable v dont on veut chercher les maximums et les minimums ne se trouve que dans une seule des équations considérées.
743. Exemple. — On donne le volume d'un cylindre de révolution, et Von demande de déterminer ses dimensions de manière que sa surface soit un minimum.
Résoudre cette question, c'est obtenir pratiquement une capacité donnée sous forme cylindrique, avec la moindre dépense de matière.
On peut distinguer deux cas, suivant que le cylindre est ouvert ou fermé à sa partie supérieure.
i° Le cylindre n'a pas de couvercle.
Nous désignerons par V le volume donné du cylindre, par S sa surface, par x le rayon de sa base et par y sa hauteur. Les deux équations du problème seront
( iTixy-^-nx*— S = 0.
On a ainsi trois variables S, x, y, liées entre elles par les deux équations (i>, et il s'agit de trouver le minimum de S en prenant, par exemple, x comme variable indépendante. La condition du minimum sera alors
— = dx
Nous différentierons donc les équations (1), nous diviserons ensuite par dx et nous n'écrirons pas les termes conte-
nant -7- (741). Il viendra, en supprimant les facteurs communs 7T et 27T,
dy
2 xy -+- x* -f- = o, J dx
(2) < dy
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dy En éliminant -j- entre les équations (2), on trouve facilement
(3) xy — x*=o ou x=y.
L'équation (3), jointe aux équations (1), permet de trouver les valeurs de x, de y et de S, qui répondent au minimum de S. Par suite de l'équation (3), les équations (1) deviennent
3nxi— S = o, et Ton en déduit
i = y = ^ 8 = 3,r^=3frV-
Pour vérifier qu'il s'agit bien d'un minimum , reprenons les équations (2), en conservant dans la seconde le terme
d'abord négligé ^-» et différentions-les de nouveau,
en divisant ensuite par dx. Nous aurons
dy dy _ d} y
J dx dx dx1
dy dy d*y 1 d*S _
dx dx dx% 27: dx* '
c'est-à-dire
dy d*y 1 cPS
dx dx* 2 7T dx1
En éliminant -7-^ entre ces deux équations, on trouve
D'après la première des équations (2), on a <*r____27
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L'équation (5) donne donc ou, d'après l'équation (3),
Cette valeur étant plus grande que zéro, les résultats précédents répondent bien à un minimum.
Ainsi, la surface du cylindre ouvert est un minimum quand sa hauteur est égale au rayon de sa base.
2° Le cylindre a un couvercle.
Les équations (i) sont ici
KX*y — Vmo,
KXy -+- 2 7T#2 — S^O
En différentiant ces équations comme dans le premier cas et en supprimant le terme -r- qui doit être nul pour tout maximum ou minimum, on a
dx
dy
dy En éliminant -—• entre ces équations, on trouve
Les équations (i) deviennent donc
2 7T#Ï— V = 0, 4tc#*-J- 27^* — S — O,
et Ton en déduit
<*> * = ï = tfïï' 8 = 6,^ = J^iVS. En rétablissant dans la seconde des équations (2) le terme
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d'abord supprimé -;-> en différentiant ensuite ces
rr 27T dx
équations et en éliminant entre les résultats obtenus -j^L,
dx*
on trouve finalement
J dx lit dx1
dy En remplaçant -p par sa valeur tirée de la première des
équations (2), on a donc
ûPS 27Tr , -
relation qui devient, d'après l'équation (3),
C'est donc encore à un minimum que conduisent les résultats précédents.
Ainsi, la surface du cylindre fermé est un minimum, quand sa hauteur est égale au diamètre de sa base.
Maximums et minimums des fonctions de plusieurs variables indépendantes.
744. Supposons une fonction de plusieurs variables indépendantes x, y, z, . . . , que nous représenterons par
vz=zF(x,y,z, ...)•
Soient x0, y0, zQl ..., des valeurs particulières de x9 y,
z, Désignons par h, k, l, . . . , des quantités aussi petites
qu'on voudra en valeur absolue, et pouvant varier de — C à -H C, en représentant par C une quantité positive aussi petite qu'on voudra.
Si l'on a constamment
F(*o, yo,z<» ...)>F(^o-+-A,.yo-t-Â:, -o-t-'> •••),
pendant que les accroissements h, k, l, . . . , parcourent l'intervalle (— C, -t- C) ou que x9 y, z, . . ., parcourent les inter-
valles (#o— C, #0+£)> (7o — ■ £$?•-*- Q> (*o — C, *<>-+-£),
la fonction v atteint un maximum, quand les variables xy y, z, ..., passent par les valeurs spéciales x0, y09 z0, ..., et F(x0, y0, z0} . . .) est ce maximum de v. Si Ton a, au contraire, constamment
dans les mêmes circonstances, la fonction v atteint un minimum, quand les variables x, y, s, . . . , passent par les valeurs spéciales x0, y0f z0, . . ., et ¥(x0f y0, ~o> • • •) est ce minimum de v.
Il est facile de trouver la condition générale, commune aux maximums et aux minimums, en revenant, comme il suit, aux fonctions d'une seule variable.
Admettons que v ou la fonction F atteigne un maximum
ou un minimum pour x~a, y = b, z=.c, ...; on pourra,
pour un instant, supposer que y, z, . . ., sont des constantes
b, c, . . ., et que x seule varie. La fonction F deviendra une
fonction d'une seule variable x; et, puisque, par hypothèse,
elle passe par un maximum ou par un minimum pour x = a,
dF on devra avoir pour cette valeur Fi ou -r- nulle, infinie ou
discontinue (727). Le plus souvent (728), la dérivée -r-
change de signe, en s'annulant et en restant finie et continue. Le même raisonnement pouvant être répété pour les autres variables/, z, . . ., on voit que les valeurs de x, y, s, . . ., qui rendent v ou la fonction F un maximum ou un minimum, doivent être cherchées parmi les valeurs qui rendent les dé-
. „ dF dF dF /,./.• j.
nvees partielles -j-y -t-> -j^> •••> nulles, infinies ou discontinues ou y le plus souvent, parmi celles pour lesquelles ces dérivées changent de signe en sy annulant et en restant finies et continues.
74.5. Lorsque ces dérivées partielles demeurent continues dans Tintervalle considéré, on peut retrouver le même résultat par la série de Taylor, et s'en servir ensuite pour distinguer entre les maximums et les minimums.
Pour plus de simplicité dans récriture, nous supposerons seulement trois variables indépendantes.
La série de Taylor peut s'écrire (686, 687), en n'allant pas au delà des premières puissances des accroissements,
F(jPH-/i>^ + *,5H-/)-F(^,/f5) = ^AH-^* + ^/+R.
Pour des valeurs absolues infiniment petites de A, ky l, le reste R est négligeable devant les termes qui le précèdent, toutes les fois que ces termes ne sont pas nuls. Or , ces termes, dont l'ensemble détermine alors le signe du second membre et, par suite, du premier membre de la formule, changent de signes sans changer de valeurs quand on remplace A, k, l, par — A, — k, — /. Il en résulte que le premier membre change lui-même de signe, quand on traverse les valeurs supposées de x, y, z, et que ces valeurs ne peuvent répondre à aucun maximum ou minimum.
Pour que la fonction F puisse atteindre un maximum ou un minimum, il faut donc qu'on ait, à la fois,
dF dF dF
dx dy dz
C'est la conclusion déjà énoncée (744).
Il nous reste à chercher à quels caractères on peut reconnaître un maximum ou un minimum.
Nous considérerons successivement une fonction de deux variables et une fonction de trois variables indépendantes,
746. Cas d'une fonction de deux variables. — Soit la fonction
En n'allant pas au delà des deuxièmes puissances des accroissements, la série de Taylor peut s'écrire
= ["— A-h— *l + -["— A* a d}¥ hk —kA R ~~[^dx dy J 2 L dx* dx dy dy% J
Supposons que x et y reçoivent des valeurs telles, que l'on
ait à la fois
dF __ dF_
dx ' dy
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Ces valeurs pourront correspondre alors à un maximum ou à un minimum de la fonction F.
Pour décider, nous remarquerons que le signe du second membre de la formule et, par suite, de son premier membre, sera, dans l'hypothèse admise, le même que celui du trinôme du second degré
Il faut donc, pour qu'il y ait maximum, que la valeur de ce trinôme reste constamment négative, quels que soient les signes et les valeurs absolues des accroissements h et k, pourvu que ces valeurs soient suffisamment petites; pour qu'il y ait minimum, il faut que la valeur de ce trinôme reste, dans les mêmes conditions, constamment positive (7b&).
Pour n'avoir qu'une variable, nous poserons k = ph, en désignant par p le rapport algébrique, d'ailleurs arbitraire, établi entre k et h. Le trinôme (i) pourra alors s'écrire, en faisant abstraction du facteur h* toujours positif et en renversant l'ordre des termes,
cPF . rf*F d*Y
(»> dpP'^2a^ày^^'
Or ce trinôme, du second degré par rapport à p, n'aura que des valeurs négatives, si le coefficient de son premier terme est négatif et si, lorsqu'on l'égale lui-même à zéro, les racines de l'équation correspondante sont imaginaires (Alg. élém., 252).
Les conditions du maximum sont donc (Alg. élém.y 237)
dy* < °' \dx~ay\ ^T* ^i < °-
rf»F d*F dy1 dx1
Le même trinôme (2) n'aura que des valeurs positives, si le coefficient de son premier terme est positif et si, lorsqu'on l'égale lui-même à zéro, les racines de l'équation correspondante sont encore imaginaires.
Les conditions du minimum sont donc
rf»F [ d*F H» d»F d*F
dy*>0' Idxdy] dy*dx*<0*
On voit aisément que, dans les deux hypothèses, -r-^ et
et1 F
-t— , ont nécessairement le même signe.
Si les trois dérivées partielles du deuxième ordre
d*V d*F d*F dx** dx dy* dy1*
devenaient nulles en même temps que celles du premier ordre, pour les valeurs attribuées à x et à y, les raisonnements précédents (745) montrent qu'il n'y aurait ni maximum ni minimum de la fonction, si les termes du troisième ordre subsistaient.
Si les quatre dérivées partielles du troisième ordre
d>F d*F cPF d*F
dx* ' dx1 dy ' dx dyi dy* *
s'annulaient, il faudrait considérer les dérivées partielles du quatrième ordre, et il y aurait maximum ou minimum, si l'ensemble des termes correspondants conservait un signe invariable.
En poursuivant, on formulera aisément une règle analogue à celle qui a été donnée pour les fonctions d'une seule variable (730). Nous ne nous y arrêterons pas.
748. Cas d'une ponction de trois variables. — Soit la fonction
Supposons que x, y, z, reçoivent des valeurs telles, que l'on ait à la fois
dF _ dF_ dF _
dx ' dy ' dz
Ces valeurs pourront correspondre alors à un maximum ou à un minimum de la fonction F.
En n'allant pas au delà des termes du deuxième ordre et dans l'hypothèse admise, la série de Taylor pourra s'écrire,
en effectuant (687), F{x -I- /*, y 4- ky z + /) — F(.r, /, s)
2 L dx% dy% dz*
d*F dsV d*F 1
-+- 2 -i -7- hk + 2 - - fil -h 2 -7—7- * :i "+• Rt
a x a/ aa? a 5 ay a z J
R disparaissant encore devant les autres termes du second membre, pour des valeurs absolues de h, k, /, suffisamment petites.
Pour qu'il y ait maximum ou minimum, il faut donc que le polynôme qui précède R dans le second membre de la formule conserve, dans ces conditions, un signe invariable.
Posons, pour simplifier,
<*F -a ±1 -A' tl -A' 1& —A' dy* _A' dz* — A'
«(yrfs ' dxdz ' dxdy
et écrivons en même temps
Nous aurons ainsi, pour le polynôme considéré, en mettant h} en facteur,
iA2[A4-A/p2-hA'rcr,+ 2B,rpH-2B,cr-H2Bpa]
ou, en laissant de côté le facteur \h* dont le signe est invariable et en ordonnant par rapport à p,
Ay+2(B<x + B')p-+-(AiV.4-2B'cr-+-A).
Quels que soient les rapports arbitraires p et ?, il y aura maximum ou minimum, suivant que la valeur de ce polynôme sera constamment négative ou positive.
Or, en le regardant comme un trinôme du second degré en p, il en sera ainsi si Ton a
A'< o (pour le maximum), A' > o (pour le minimum),
en même temps que
(B* + B')«— À'(À'**+aB'flr-HÀ)<o. .
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Or, la seconde inégalité, qui doit avoir lieu quel que soit <j, revient à
(BI-A,A/f)(7,-H2(BB,r-A,B/)c7-t-(Bfî-AA')<o.
En regardant le premier membre de cette inégalité comme
un trinôme du second degré en <r, elle sera satisfaite, si Ton
a à la fois
(ce qui entraîne, d'après le signe de A', la condition A,;<o pour le maximum et A* > o pour le minimum), et
(BB'— À'B')1 — (B* — A'A")(B"*-ÀA')<o
(ce qui entraîne Bffî — ÀÀ'<o et, par suite, A<o pour le maximum et A > o pour le minimum).
La dernière inégalité développée donne, en simplifiant et en divisant ensuite tous les termes par le facteur commun A',
ABî-t-A'B"-hA'rBffî-AA,A" — 2BB'B">o,
suivant qu'il s'agit d'un maximum ou d'un minimum; car, dans le cas du maximum, on a A'< o, et il faut, en divisant par À', renverser le sens de l'inégalité (Alg. élém., 215). Ainsi, les conditions du maximum sont
À'<o, B1— À'À'<o, AB» 4- A'B" -h A'B"1 -A A' A" — 2BB'B">o,
et celles du minimum sont
A'>o, B»-A'A'<o, AB«4- A'B' + A'B"*- AA'A'- 2BB'B"< o.
On voit donc que la condition
doit être remplie, aussi bien pour un maximum que pour un minimum; et, ensuite, que les trois coefficients A, A', A", doivent avoir ensemble un signe contraire à celui de l'expression
AB» + A'B'»4-AirB"-AA'A'-2BB'B',
leur signe commun étant moins pour un maximum et plus pour
un MINIMUM.
Di C. — Court. III. 4a
658 ALGEBRE SUPÉRIEURE.
Nous ne considérerons pas un plus grand nombre de variables indépendantes.
Il arrive d'ailleurs souvent qu'on décide entre le maximum et le minimum, en s'aidant de considérations particulières fournies par la nature du problème à résoudre.
749. Il n'est pas inutile de remarquer que, si toutes les dérivées partielles d'un certain ordre sont nulles, la différentielle totale du même ordre est nulle, puisqu'elle est la somme des produits respectifs des mômes dérivées par les accroissements arbitraires attribués aux variables correspondantes.
Réciproquement, ces accroissements étant indépendants les uns des autres, si la différentielle totale d'un certain ordre est nulle, toutes les dérivées partielles de cet ordre sont également nulles.
On peut donc résumer tout ce qui précède (747) en disant que, pour qu'une fonction atteigne un maximum ou un minimum, il faut que la première différentielle totale qui ne sf annule pas pour les valeurs attribuées aux variables soit d'ordre pair, et qu'elle conserve un signe invariable, qui sera le signe moins dans le cas du maximum et le signe plus dans le cas du minimum.
Applications.
750. i° Inscrire dans une sphère donnée, de rayon r, un para lié lipipède rectangle dont le volume soit un maximum.
Désignons par 2x, 2y, 2z, les arêtes latérales du parallélépipède. Son volume V aura pour expression
(i) \=Sxyz.
Chacune de ses diagonales étant un diamètre de la sphère circonscrite, on a, en divisant par 4 les deux membres de l'égalité,
Il en résulte
Si V est maximum, il en est de même de V*. La fonction dont on doit chercher le maximum est donc finalement, eu
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supprimant le facteur constant 64,
(3) F(x,y) =zx*yi(ri — x*— y*) = r* x1 y* — x'* y* — x* yK
C'est une fonction de deux variables indépendantes x et y.
Pour appliquer les résultats précédents, nous commencerons par chercher ses dérivées partielles du premier et du deuxième ordre. Nous obtiendrons ainsi
= 2 r* xy1 — 4 «^ 3 v2 — 2 a?j* ,
dxdy dTY
= 2r*y* — 12 x* y* — 2j4, — {\r*xy — 8x*y — %&yl,
Égalons à zéro les dérivées partielles du premier ordre. On peut supprimer, dans la première équation, le facteur commun 2xy* et, dans la seconde, le facteur commun 2x*y. Les solutions correspondantes, #=o et y — o, ne conviennent pas, évidemment, à la question proposée.
Nous aurons donc simplement à considérer le système
/•* — 2X1 — y*=of r* — x* — 2y* — o.
Il conduit, en tenant compte de l'équation (2), à *=, = *= -J-.
Le parallélipipède rectangle inscrit dans la sphère donnée, et dont le volume atteint un maximum, est donc le cube qui a pour arête le tiers du côté du triangle équilatéral inscrit dans un grand cercle de la sphère.
C'est ce que nous allons vérifier. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que les valeurs trouvées pour x, y, z satisfassent aux deux inégalités (746)
*I f <**F ~12 ^F rf»F
dy* K °' L^ <*y J dy* dx* < °'
d¥ dx dF
rf»F
2rxx*y — 2x% y — ^xlyzy \
-j—ji z=z2r*X* — 2X% — V2X"Yt.
dy~ J |
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On trouve, successivement, pour ces valeurs,
rfy1 rfj?2 9 ' dxdy 9
La seconde inégalité se réduit donc à _7.8__,.s<0>
et Ton a bien un maximum.
751. Le théorème connu sur le maximum du produit d'un nombre quelconque de facteurs positifs variables dont la somme est constante (Alg. élém., 292) nous aurait conduit bien plus rapidement à la solution de la question, que la méthode générale que nous venons d'appliquer.
Nous avons, en effet (750),
x* -H y* -+- ~* = r- = const., et la fonction dont il faut déterminer le maximum est V*
Il faut donc, d'après le théorème rappelé, qu'on ait
c'est-à-dire, puisqu'il s'agit de quantités essentiellement positives,
On peut d'ailleurs retrouver comme il suit, en les étendant, les deux théorèmes si utiles démontrés précédemment sur les maximums d'un produit dont la somme des facteurs simples est constante {Alg. élém., 292, 297).
752. 20 Partager un nombre A en m parties x, y, z, ..., r, telles que le produit
(1) Q = xPy*zr...vi
soit un maximum, les exposants p9 q, r, . . . , t, étant des nombres positifs donnés, entiers ou fractionnaires.
On a l'équation de condition
et, pour que le produit 9 atteigne un maximum, il faut qu'on ait (7W)
(3) d9=zo.
En appliquant le théorème des différentielles logarithmiques (573) à l'équation (i), il vient évidemment
Jt% . . . d9 dx dy dz dv
(3 bis) -7ë- — p h?— 4-r h.. .4-* — •
l On a, en effet, en simplifiant, — - = p ]
D'ailleurs, l'équation (2) peut s'écrire
y — A — x — y — z— ..., d'où
. , N dv — dx — dv — dz — ...
La valeur de -75- devient donc
/Ef. d9 dx dy dz dx 4- dy 4- dz 4- . . .
(5) ^=P^^lf + '--+...-tK_/_y_z_ ^
et l'on a en même temps, en différentiant de nouveau (3 bis),
Si l'on fait maintenant d9 = o dans l'équation (5), pour arriver au maximum ou au minimum de 9, on a
, x cfo? */r dz dx -h dy -\- dz 4- . . .
y" r x ly z k — x—y-—z — ...
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Cette équation sera évidemment satisfaite si Ton a
ou, en renversant et d'après la relation (2),
(8) -=Z = -z=...= j=z - (Alg.élém.,Ga).
Il faut donc, pour avoir les valeurs de x} y, z, . . ., v, qui répondent au maximum de <P, partager le nombre donné A en parties proportionnelles aux exposants respectifs p, q, r, . .., t [Arithm., 430].
C'est bien un maximum de $ qu'on obtient ainsi (749); car, pour ces valeurs, en vertu de l'équation (6) et à cause de d<£ = o, on a nécessairement
Si l'on suppose /? = ^ = r = ... = f = i, le maximum du produit
<?, =zz xyz . . . v
s'obtient donc en prenant les m facteurs égaux entre eux et à — (Alg. éUm.,992).
Maximums et minimums des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes.
Supposons n équations renfermant n-\-p variables
x, y, z9 .. ., v, w, Ces équations formeront un premier
système
!' f\{x,y, -,-.., r, w, . ..} = o, A UN/» *,..., «>, «s . .) = o, j
\ fn(x,y> -,.-., i% <*, ...) — O.
Parmi les n-k-p variables, nous pourrons alors en regarder /?, telles que x, y, z, . . ., comme indépendantes, et les n autres variables, telles que v, «% . . ., seront des fonctions des premières, définies par le système (1).
Admettons qu'on veuille trouver spécialement les maximums ou les minimums de la fonction v.
Nous différentierons les équations qui forment le système (i), et nous obtiendrons un nouveau système de n équations, qui sera
dx dy J dz dv dw
(2) ^ dx dy J dz dv dw
dx dy s dz dv dw
Dans ces équations, dx, dy, dz, .. ., sont des constantes, et dv, dwy . .., sont les différentielles totales des fonctions v, w, ....
Entre les n équations (2), nous éliminerons les n — 1 différentielles totales des fonctions w, ..., autres que la fonction v, en tenant compte immédiatement de la condition dv = o, qui répond aux maximums ou aux minimums de cette dernière fonction (749).
Nous. parviendrons de cette manière à une équation de la forme
(3) pdx-hQdy+Rdz-h... = o,
où P, Q, R, . . . , seront des fonctions des variables indépendantes x, y, z, Comme les constantes dx, dy> dz7
n'ont entre elles aucune dépendance, l'équation (3) se résout en un nouveau système dep équations
En réunissant les systèmes (1) et (4), on obtient n-\-p équations pour déterminer les valeurs des n-{-p variables, ;
qui répondent aux maximums ou aux minimums de la fonc- !
tion v spécialement considérée.
Pour reconnaître si les valeurs trouvées ainsi pour v sont des maximums ou des minimums, il faudra calculer la différentielle seconde d*v et voir si elle conserve toujours le même signe et quel signe (749). i
Il est clair que l'analyse précédente renferme le cas j
où Ton a à considérer des fonctions de plusieurs variables !
indépendantes liées entre elles par d'autres équations. j
En faisant tout passer dans le premier membre de chaque équation, on transformera, en effet, les premières fonctions en fonctions implicites, et Ton obtiendra un système analogue au système (i) [753], avec cette seule différence que les équations qui lient les variables indépendantes ne renfermeront pas les fonctions proposées de ces variables.
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PREMIÈRES NOTIONS SUR LES INTÉGRALES
Définitions et théorèmes fondamentaux.
755. Dans ce qui précède, nous avons étudié les différentielles des divers ordres des fonctions quelconques d'une ou de plusieurs variables, et les questions analytiques qui s'y rattachent. Nous ne pouvons terminer sans dire quelques mots des intégrales.
Le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différentiel, et il a pour but, d'une manière générale, la recherche des fonctions d'après leurs différentielles.
Nous nous bornerons, dans ce Chapitre, à exposer les principes fondamentaux de ce calcul inverse et à indiquer rapide* ment les méthodes d'intégration les plus simples, afin de pouvoir les appliquer au besoin en Géométrie analytique (t.V).
Il ne s'agira, bien entendu, que de fonctions d'une seule variable.
756. Considérons d'abord une courbe quelconque AB, rapportée à des axes rectangulaires Ox et Oy (fig. 17).
L'aire comprise entre une ordonnée fixe AC, une ordonnée quelconque MP, Tare de courbe correspondant AM et l'axe 0 x, est nécessairement une fonction de l'abscisse a? = OP du point M, puisqu'elle varie avec la position du point P, le point M variant alors lui-même sur la courbe.
Si l'on désigne par u l'aire ACPM, l'aire MPP'M', qui répond à l'accroissement ùlx = PP' de x, sera à son tour A«.
Menons respectivement, par les points M et M', des parallèles MI' etM'I à l'axe Ox, jusqu'à la rencontre des ordon-
nées M'P' el MP, et supposons, sans que cela soit absolument nécessaire à la démonstration, que les points M et M' sont assez rapprochés pour que l'ordonnée y de la courbe varie toujours dans le même sens de l'un à l'autre. Nous aurons évidemment I'M' = A/, et Taire A« sera comprise enlre
Fig. i-
les aires des deux rectangles M PPT et IPP'M'. On pourra donc poser (dans le* cas de la figure)
y Ax < ùlu <(y -h ÙLy) ùlx,
c'est-à-dire, en divisant par ùlx,
ùlu A
ou, en passant à la limite, et ùlu comme ÙLy tendant vers zéro en même temps que ùlx (534-),
du
di ~y
et
du — y dx.
On arrive ainsi à ce résultat qu'il importe de retenir :
Les axes étant rectangulaires, la dérivée de l'aire d'une courbe, entendue dans le sens indiqué, est, d'une manière générale, égale à l'ordonnée de cette courbe.
Si, au lieu d'employer des axes rectangulaires, on employait des axes obliques faisant entre eux l'angle 0, les deux rectangles qui comprennent l'aire ùlu seraient remplacés par deux parallélogrammes ayant leurs côtés parallèles aux axes et ayant pour aires respectives ( Trigon., 153)
yAxsind et (y -+- Ay) A#sin0.
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On trouverait donc, dans cette hypothèse,
— — ysinô et du =z y dx sin 0.
757. Passons à la recherche de Taire totale comprise entre les deux ordonnées fixes AC et BD, Tare de courbe correspondant AB et Taxe Qx (Jîg. 18).
Fi$. 18.
VP'
Divisons la portion CD de Taxe Qx en n parties, égales ou inégales, mais devenant toutes infiniment petites quand n devient infiniment grand. Sur ces divisions comme bases et avec les ordonnées correspondantes de la courbe, construisons des rectangles intérieurs et extérieurs à cette courbe AB, comme l'indique la figure. Par exemple, sur la division PP' qui répond à l'aire curviligne MPP'M', nous obtiendrons le rectangle intérieur MPPT et le rectangle extérieur IPP'M'.
L'aire ACDB est, à la limite, la somme d'un nombre infiniment grand de parties infiniment petites, telles que MPP'M'.
Or, les deux rectangles MPPT et IPP'M', qui comprennent entre eux Taire curviligne MPP'M', ont même base, et leur rapport est celui de leurs hauteurs MP ou y et M' P' ou y -h A/. Ce rapport, à la limite, est donc égal à Tunité, et il en sera de même, a fortiori, du rapport de Taire MPP'M' à celle de l'un des deux rectangles.
On a, par conséquent, le droit, d'après le second principe fondamental de la Méthode infinitésimale (529), de remplacer, dans la recherche qu'on poursuit, Taire MPP'M' et toutes les aires analogues par celle de Tun des deux rectangles qui les comprennent respectivement. En choisissant,
par exemple, le rectangle intérieur dont Faire est exprimée par/ ùlx, on aura
jc=OD
aire ACDB = u = lim V y Ax.
x = OC
La caractéristique V indique, comme à l'ordinaire, la
somme de toutes les quantités analogues au produit ybx contenues dans l'intervalle déterminé par les valeurs extrêmes de x, c'est-à-dire par OC et par OD.
Nous avons supposé (Jîg* 18) que l'ordonnée de la courbe AB croissait constamment dans l'intervalle considéré. Si l'ordonnée était constamment décroissante, le même raisonnement subsisterait. Comme on peut, d'ailleurs, partager Taire totale à évaluer en portions pour lesquelles l'ordonnée de la courbe varie toujours dans le même sens, le raisonnement précédent s'applique finalement à un arc de courbe présentant, relativement à son ordonnée, des alternatives quelconques de croissance et de décroissance.
Reprenons l'expression
r=OD
u =z lim V y Ax,
jr=OC
et faisons croître n indéfiniment.
ùlx deviendra infiniment petit, et l'on pourra le remplacer par dxy puisque ce sera l'accroissement infiniment petit de l'abscisse. On aura ainsi ydx, différentielle de u [756], au lieu de y ùlx. En même temps, on remplacera la notation
par la notation
lim V y kx >c
ydx,
x = OC =OD
jr=OC
qu'il faut lire somme intégrale ou Intégrale de tous les éléments différentiels de Taire u.
.r=OD
L'expression V y ûlx n'indique qu'une valeur approchée
x=OC
de l'aire ACDB, et elle ne devient exacte qu'à la limite. L'ex-
pression / ydx représente exactement l'aire ACDB ou
la somme complète de ses éléments, et c'est pour cela qu'on donne le nom à? intégrale à cette seconde expression.
L'ordonnée y de la courbe AB étant aussi une fonction de x que l'on désignera par f{x), on peut, en posant en outre OC = x9 et OC = xu écrire l'intégrale précédente sous la forme
f(x)dx.
Comme les limites en sont indiquées, cette intégrale est dite une intégrale définie, prise depuis l'abscisse x0 jusqu'à l'abscisse xlm
Par convention, on place la limite inférieure au bas du
signe / et, la limite supérieure, au haut de ce signe.
Calculer, au point de vue où nous nous sommes placé, une intégrale définie, c'est effectuer une quadrature, puisque c'est déterminer une aire telle que ACDB, ou le carré équivalent à cette aire.
759. Le problème qu'on vient de traiter donne la solution de la question posée par le Calcul intégral (755), solution qui, d'une manière générale, existe toujours.
En effet, si/(#) est une fonction réelle de la variable indépendante x, supposée continue entre les limites fixes x0 et a?,, on pourra toujours trouver une fonction ayant pour différentielle/(a:)fifce ou pour dérivée /(^c), entre les mêmes limites. Il suffira pour cela de construire (yi^. 19) la courbe AB, dont l'équation ou l'ordonnée est
Si Ton mène alors les ordonnées CA et PM qui répondent à l'abscisse fixe x0 et à une abscisse variable x comprise entre #0= OC et xx= OD, l'aire ACPM sera (756, 758) une
fonction F(x) ayant pour différentielle f(x)dx ou pour dérivée/(a?), entre les mômes limites.
Fig. 19.
Nous énoncerons donc ce premier théorème : 1. La limite de somme représentée par
f(x)dx
est une fonction de la variable x ayant pour différentielle f(x)dx ou, pour dérivée, f(x).
On peut l'exprimer en écrivant (1) df f(x) dx — f(x) dx ou D f f{x)dx—f{.r\
La limite inférieure x0 étant fixe, on a une intégrale définie (758), si la limite supérieure xt est également fixe. Si cette limite supérieure demeure variable, on dit, simplement, que l'intégrale est prise à partir de x0.
760. Quand on donne une fonction, quelle qu'elle soit, sa différentielle ou sa dérivée est, comme on Ta vu, complètement déterminée.
Le problème inverse admet, au contraire, un nombre illimité de solutions; et Y intégrale d'une différentielle f(x)dx est susceptible d'une infinité de valeurs.
Supposons, en effet, qu'une fonction F (x) ait pour différentielle f(x)dr. Si Ton ajoute à cette fonction une constante arbitraire C, la nom elle expression
Y(x)-hC
aura la même différentielle, puisque toute constante disparaît dans la différentiation d'une somme (568). Et, comme deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent précisément différer que par une constante (549, 543), toutes les fonctions qui répondent à la question seront comprises dans l'expression générale
On pouvait s'attendre, d'après ce qui précède, à cette indétermination spéciale; car nous avons choisi, aussi arbitrairement (759), l'abscisse fixe x0 ou OC. En partant {fig. 19) de l'abscisse OC, on aurait obtenu une aire différente A'C'PM, ayant encore pour différentielle f(x)dx.
L'expression générale
est dite I'intégrale indéfinie ou, simplement, I'intégrale de la différentielle f(x)dx9 et on la représente, sans indication de limites, par la notation
' f(x)dx.
Nous résumerons ce que nous venons de dire dans ce deuxième énoncé :
II. Lorsque l'on a trouvé une fonction V(x) dont la différentielle est f(x)dx ou la dérivée f(x), pour toute valeur de x comprise dans un intervalle déterminé, on obtient toutes les' fonctions qui jouissent de la même propriété en ajoutant à la première ¥(x) une constante arbitraire C.
Des intégrales définies. — Élimination de la constante.
761. Toute intégrale définie est évidemment comprise dans l'intégrale indéfinie correspondante, et répond à une certaine valeur de la constante arbitraire C.
Ordinairement, le problème posé permet de connaître quelle valeur X0 la fonction générale F(x) + C doit prendre pour une certaine valeur x0 de la variable x. On peut alors éliminer immédiatement la constante, puisque l'on doit avoir
F(*0)-+-C — X0, d'où C = X0— F(*0)f
et la fonction générale devient
Le plus habituellement, elle doit s'annuler pour x = x9t on a alors X0= o, et elle prend la forme
On peut écrire, dans ce cas, sans constante arbitraire
V(*)*p = F(j?) — F(ar.)f
et cette expression est celle de Taire ACPM {fig. 19), xQ répondant à l'abscisse fixe OC, et l'abscisse x = OP restant variable.
Si l'on donne à x la valeur déterminée xx = OD, l'intégrale devient elle-même complètement déterminée, c'est-à-dire que l'on a l'intégrale définie de la différentielle f(x)dx
f '/(*)*» =F(*,)-F(ar,),
prise depuis x —x^ jusqu'à x=zxlf et avant pour valeur l'aire ACBD.
Nous pouvons donc énoncer ce dernier théorème fondamental, conclusion de tout ce qui précède :
III. L'intégrale définie de la différentielle f(x)dx, prise de x = x0 à x = xiy est la limite vers laquelle tend la somme des valeurs de la différentielle f{x)ÙLX ouf{x)dx, lorsque x varie d'une manière continue, c'est-à-dire en prenant des accroissements successifs infiniment petits, dans l'intervalle considéré.
762. Ainsi, en se plaçant au point de vue du calcul, et V accroissement fini d'une fonction étant égal à la somme des accroissements infiniment petits qu'elle prend successivement dans l'intervalle proposé (5W), on voit que, pour déterminer une intégrale définie telle que (3) [761], il faut trouver la fonction F(x) dont la dérivée estf(x) ou la différentielle f(x)dx9 remplacer dans cette fonction ¥(x) la variable x par sa limite supérieure xl9 puis par sa limite inférieure x9, et retrancher le second résultat du premier.
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II est entendu, pour le moment, que/(.r) conserve une valeur finie et continue depuis x = x0 jusqu'à x — xu et que les deux limites x0 et xx sont elles-mêmes finies.
763. Voici quelques remarques essentielles au point de vue •des applications :
i° Les signes d et f représentent des opérations inverses l'une de l'autre et se détruisent mutuellement lorsqu'on les superpose.
On a donc, par définition même et en laissant la constante •de côté,
<4) d Cf(x)dx=f(x)dx et fdF(x)=zF(x).
a0 Quand on intervertit V ordre des limites, on change le signe de V intégrale définie.
On a, en effet, par convention (758, 762) et ¥r(x) étant •égale à /(*r),
f9f(x)dx=F{x0)-F(x1), <et il en résulte
<5) f lf(x)dx=:^f9/(x)dx
3° Une intégrale peut présenter des éléments négatifs, -chaque produit f(x)&x ou f(x)dx étant, dans tous les cas, positif ou négatif, suivant que ses facteurs sont de même signe ou de signes contraires.
Au lieu d'avoir une courbe telle que AB, la courbej =/(#) peut (fg. 20) affecter la forme AKMLB. Elle coupe alors -deux fois l'axe 0 x en K et en L.
Les deux portions d'aire ACK et LDB, situées au-dessus de l'axe Ox} sont positives, tandis que la portion d'aire KML, située au-dessous de cet axe, est négative.
De G. — Cours. 111. 43
En posant OC = x0, OD = xu Taire totale ÀCK-KML + LDB sera toujours représentée par
A*)dx = E{a;l)-F(x0)f
et elle pourra être nulle, si la partie négative KML est égale, en valeur absolue, à la somme ACK -+■ LDB des parties positives.
Fig. ao.
4° La dérivée f(x) de F(x) restant finie et continue quand x varie de x0 à xu de x% à xx> de xt à xiy . . . , de xn^l à x , on a la formule
f nf(x)dx=f lf(x)dx+f %f{x)dx+...+ rmf{x)djr. J*o J** J*x *4._t
En effet, la formule (6) revient à l'identité
La formule (6) subsiste, lors même que les limites ne sont pas rangées par ordre de grandeur, les éléments du second membre qui ne se retrouvent pas dans le premier se détruisant nécessairement deux à deux. On peut le vérifier facilement, en ne considérant, par exemple, que les limites x0, xl9 xty xZ} disposées dans l'ordre x0} xs, xz, a?,.
50 Sif(x) ety(x) sont deux fonctions qui restent continues pour les valeurs de x comprises entre les limites x0 et xx > x0 et si, dans cet intervalle, on a toujours J (x) > y(x), on a aussi
f(x)dx>l y(x)dx.
Les deux intégrales définies sont des limites de sommes, et chaque élément différentiel de la première somme est, par hypothèse, supérieur à l'élément différentiel correspondant de la seconde. L'inégalité indiquée est donc vérifiée.
Cette remarque permet de renfermer une intégrale définie entre deux limites.
En effet, si la fonction f{x) demeure comprise entre les fonctions ty(x) et o(x)y dans l'intervalle (x0, ^i), et que ces fonctions soient continues dans cet intervalle, on a, d'après ce qu'on vient de dire,
<b(x)dx> f(x)dx> <f{x)dx.
Si l'on ne sait pas intégrer f{x)dx et si l'on sait, au contraire, intégrer ty(x) dx et y(x)dx9 on obtiendra donc deux limites de l'intégrale inconnue.
764. Nous terminerons ces préliminaires, en montrant que le théorème fondamental sur les intégrales définies (761) peut être établi directement par l'Analyse, à l'aide des principes du Calcul différentiel.
Admettons que F(^) soit Tune quelconque des intégrales t\e f(x) dx (760) : on WLT*f(œ) = T(x).
Par suite, a étant une fonction de x et de ùlx qui s'annule en même temps que Ax, on pourra écrire (54-5)
(.)'■ "'^-"".iwh
c'est-à-dire
(2) AF(o?) = [/(aO + a]A*;'
Si l'on fait maintenant varier x par degrés de plus en plus rapprochés, depuis x = x0 jusqu'à x-=zxu la continuité de f(x) étant supposée, on obtiendra, pour chaque valeur at-
tribuée à x, une équation analogue à l'équation (?). En ajoutant toutes ces relations membre à membre, le premier membre de l'égalité résultante, somme des accroissements AF(.r), représentera l'accroissement total de F(o?) entre les l limites indiquées ou F^j) — F(a?0), et Ton aura
x-xt x=jr,
(3) V(xl) — V(*9) = lim£f(x)A* + \\m2à air.
x =z .r0 x = xQ
Mais 2 A.r a ici pour limite finie .r, — j?0. Par conséquent,
les valeurs de a étant à la limite infiniment petites, on a, d'après un théorème précédemment démontré (528),
lim \* «A,r = o,
et il reste
X=Xt ^xt
(4) F(*,)-F(*i) = lim2/(*)A*=J /(*)«**.
Ainsi, l'intégrale définie est bien la somme des valeurs infiniment petites de la différentielle (547), entre les limites indiquées.
Procédés d'intégration les pins simples.
765. L'opération par laquelle on passe de la différentielle d'une fonction à cette fonction elle-même porte le nom cT/#itégration.
Puisque. les deux opérations, Différentiation et Intégration, sont inverses l'une de l'autre, chaque proposition relative à la différentiation a sa réciproque dans l'intégration.
On trouvera, à la fin de ce Volume, deux Tableaux parallèles, qui se répondent et se complètent mutuellement. Le premier renferme les différentielles et les dérivées les plus simples et les plus usuelles; le second fait connaître les intégrales qui résultent spontanément, pour ainsi dire, de la lecture des différentielles inscrites dans le premier.
Nous allons entrer dans quelques développements sur ce point, et indiquer ensuite les autres procédés les plus élé-
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mentaires. Nos lecteurs n'auront pas besoin, en général, d'aller plus loin, lorsqu'ils étudieront la Géométrie analytique (t. V),
INTÉGRATION IMMÉDIATE
766. Nous remarquerons d'abord que, lorsque l'intégrale indéfinie d'une différentielle est connue (759, 760), la relation (3) fournit ensuite son intégrale définie entre les limites données (761, 762).
Cela posé, l'intégration est absolument immédiate, lorsqu'on retrouve, sans changement, sous le signe / > la différentielle d'une fonction connue.
Nous allons parcourir quelques exemples.
i° Si l'on a à chercher
on n'a qu'à se souvenir que la différentielle de Ix est égale à
dx
— [586]. On peut alors écrire, en désignant par C la constante arbitraire, l'intégrale indéfinie
dx ., n — — lx H- C,
Si les limites données sont x = a et x = b > a, on a donc (762)
a0 Si l'on a à chercher
cosx dx,
fi
il suffit de se rappeler que la fonction sina? a pour différentielle cosxdx [598], pour écrire
cosa? dx = sina? -+- C.
Si les limites sont, pour Tare x, o et -> il vient
1 cosa? dx = sm sino :
3° La fonction tanga? ayant pour différentielle — *
[601], on a de même
Ç dx _ J cos*# ~~
tanga; -h C
et, pour les limites x — - et x = ^->
I — — =tangT — tangz = i F = — 5-^- =0,4226.
5 cos».z &4 °6 y/3 3
Soit encore
r dx J v/i — x*
La différentielle de arcsina? est précisément (609) celle qui est placée sous le signe / . On a donc
/' dx
= arcsina:-t-C.
Mais il se présente ici, pour le passage à l'intégrale définie, une difficulté dont il faut être averti.
Supposons que les limites données soient x =— 1 et x = 1. Nous aurons
rl dx • , x
I — = = arc sin 1 — arc sin(— 1).
J—iSjl — x2
Or, à un même sinusa?, correspondent une infinité d'arcs compris dans les formules (Trigon., 12)
2kit-hx et (2À:-f- j)tt — x,
k étant un entier quelconque. La fonction arc sin x n'est donc
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pas complètement déterminée, et il en est de même des deux termes arcsini et arc sin — i, lorsqu'on les considère séparément; mais leur différence n'est pas indéterminée. C'est ce que nous allons montrer.
Les deux arcs (arc sin i et arc sin — i) peuvent faire partie, soit de la première formule générale que nous venons de rappeler, soit de la deuxième, soit, respectivement, de Tune et de l'autre. Le résultat demeurant identique, comme il est facile de le vérifier, nous admettrons que les deux arcs appartiennent à la première formule
$kiz -+-x.
Nous pourrons alors écrire
arc sin i = 2 kiz -+- - , arc sin — 1 = 2 À- 7: >
k conservant, bien entendu, la même valeur dans les deux égalités, puisqu'il s'agit d'un arc variant d'une manière continue depuis la valeur pour laquelle son sinus est — 1 jusqu'à celle pour laquelle son sinus est 1.
Il en résultera finalement
/ — : = [2ki:-\ ) — ( 2ÀT7T— - ) = 7T.
Si l'on donnait
on aurait, de même (613),
Ç dx __
arc tanga? -+■ C.
Il s'ensuivrait
^ dx
j x + xi = arctangi — arctang(— 1).
A une même tangente x correspondent une infinité d'arcs compris dans la formule (Trigon., 23)
ki: h- x.
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Le plus petit arc dont la tangente est i étant -. > on pourra
donc écrire, sans ambiguïté (767), et en supposant l'entier k quelconque,
769. La comparaison des deux Tableaux indiqués (765> conduira sans peine à d'autres résultats analogues, qu'il faut, autant que possible, retenir par cœur.
11 est essentiel de remarquer, à ce sujet, que la fonction logarithmique (766) et les fonctions circulaires inverses (767, 768) sont des intégrales de différentielles algébriques» Ces fonctions se seraient donc présentées nécessairement, dès le début du Calcul intégral, comme des éléments analytiques nouveaux, lors même que l'Algèbre et la Trigonométrie n'en auraient pas donné d'avance la théorie. On comprend par là, sans insister, qu'il est dans la nature même de l'intégration de donner naissance à de nouveaux types de fonctions en nombre illimité et que, par conséquent, les Mathématiques trouvent dans ce calcul inverse une mine inépuisable de recherches.
THÉORÈMES DE TRANSFORMATION ET DE DÉCOMPOSITION
770. I. On peut, à volonté, faire sortir un facteur constant du signe I ou le faire entrer sous ce signe.
On a, évidemment, (i) / <*f{*) dx—al f(x) dx,
a étant un facteur constant.
En effet, tout facteur constant persiste dans la différentiation (573), et deux fonctions qui ont la même différentielle ne peuvent différer que par une constante arbitraire additionnelle (760).
On peut dire encore qu'il revient au même de multiplier par un facteur constant chaque élément d'une somme ou la somme tout entière.
Ainsi, l'expression a I f(x)dx a pour différentielle af(x)dx
et, comme elle renferme implicitement une constante arbitraire, elle représente bien l'intégrale indéfinie de a/(x)dx. On aura donc, entre les mômes limites x0 et xu
I a/(x) dx = a I f(x) dx.
"771. II. L'intégrale d'une somme algébrique de différentielles est égale à la somme algébrique des intégrales de ces différentielles.
En effet, u, v et l, étant des fonctions de x, on a (568)
d (u -h <> — t) = du-\- dv — dt.
On a donc aussi
(a) jd{u -)-v—t)= (du -h ldv — jdt;
car les deux membres de cette égalité ont même différentielle, et chaque intégrale indéfinie entraîne avec elle une constante arbitraire additionnelle.
On aura, par suite, entre les mêmes limites x0 et xl9
I d(u + v — t)z=l du -h l dv— I dt.
772. Le plus ordinairement, l'expression qui est sous le signe
n'est pas une différentielle connue ; mais il suffit souvent
d'une simple multiplication par un facteur constant convenablement choisi pour faire apparaître cette différentielle, el l'on peut alors regarder encore l'intégration comme immédiate. Le théorème I (770) a donc des applications très nombreuses, puisque l'on n'aura qu'à diviser ensuite le résultat obtenu par le facteur auxiliaire employé.
i° Soit, par exemple
xmdx.
La quantité xmdx n'est pas une différentielle connue;
mais, en multipliant sous le signe par m-\- i, on voit que (m-\- i)xmdx
est précisément la différentielle de xm+l (576). Il en résulte qu'en multipliant sous le signe par m -+- 1 et,
en dehors du signe, par > les deux opérations se détruiront (770),. en donnant
xmdx= / {m-*r\)xmdx
Il est utile d'énoncer ce résultat sous forme de règle ; car il n'en est pas de plus usuel.
Lorsque la fonction dérivée placée sous le signe f est une
puissance, on obtient immédiatement l'intégrale, sauf la constante, en augmentant d'une unité l'exposant de la puissance et en divisant le résultat par l'exposant ainsi modifié.
En appliquant cette règle et le théorème II (771), on peut écrire immédiatement l'intégrale qui correspond à une fonction dérivée exprimée par un polynôme rationnel en x.
On a ainsi
/ (5#4-+- 2xz— 7<rî-h 5x — 3)dx
= / 5xkdx-+- I 2x3dx — / jx* dx -+- I 5xdx — / 3dx
. Xk HX* Sx* 0 ~
= x*-{ ^-5- -\ Sx H- C.
Les lecteurs feront bien, dans les commencements, de vérifier toujours le résultat de l'intégration effectuée, en prenant les différentielles des deux membres.
Nous ne devons pas terminer ce paragraphe, sans faire remarquer le cas d'exception qui se présente, lorsqu'on suppose dans la formule générale (3), m = — 1. On trouve alors
"dx 1 r
au lieu de lx-\-C que l'on devrait obtenir (766, i°). Il ne faut pas d'ailleurs s'étonner que la formule générale devienne illusoire dans cette hypothèse, puisque l'intégrale Ix -+- C, ces-
sant d'être algébrique, ne peutplus être représentée par l'expression
Un artifice de calcul peut conduire au résultat exact. C étant une constante arbitraire, on peut, sans rien modifier,
retrancher dans le second membre la fraction ? et écrire
xmdx = hC.
Pour m =— i , la fraction du second membre prend la forme -• Mais, si Ton applique la règle de L'Hospital (711), en prenant le rapport des dérivées des deux termes relativement à
m, on trouve d'abord
xm+x lx
et, ensuite, pour m = — i, lx. On retombe bien ainsi sur la formule connue
Soit encore
axdx.
La quantité placée sous le signe n'est pas une différentielle connue; mais elle deviendrait celle de ax [589], si on la multipliait par j-^J« C'est ce que l'on a le droit défaire, à la con-
dition de multiplier hors du signe par le facteur inverse j
Il vient ainsi
J . logaj loge loga
775. Le théorème relatif à la difFérentiation des fonctions de fonctions (565) peut être souvent invoqué, soit seul, soit combiné avec le théorème I (770).
3° Ainsi, la différentielle d'un logarithme conservant la fonction intacte au dénominateur (587) et la dérivée de la
variable indépendante étant l'unité, on a, évidemment, f-§- =/(* + «) 4- C.
On a, de même
J xlx On a aussi (773)
En multipliant et en divisant par 2 (770), il vient également (565, 587)
/xdx . r ixdx . ,. , _. „
De même
Enfin (565, 013)
/» «te /» dx
= - arc tang ( — ) 4- C.
776. En décomposant la différentielle placée sous le signe en une somme de plusieurs autres et en appliquant le théorème 11 [771], on parvient fréquemment à tourner la difficulté et à effectuer l'intégration. Le théorème 11 joue donc, lui aussi, un rôle important, bien qu'il faille quelquefois uûe habileté toute particulière pour le mettre en œuvre.
Considérons l'intégrale
J sin2.r cos1^
En la multipliant et en la divisant par sin'.r 4- cos*.r== 1, et en effectuant, on trouve successivement (601, 604)
/sin'-r -hcos*.r , __ Ç dx Ç j£
sin'xcos1^ ' "J cos'o? J sin* = tang.r — cot-r -+- C.
6° Prenons, en dernier lieu, l'expression
/dx __ r dx a1 — b*x* J (a— bx)(a+>bx)'
Si Ton a l'idée d'inlroduire au numérateur la somme
a — bx -\-a-hbx = 2af
il vient, en effectuant et en faisant usage de la remarque du n° 775,
/dx __ 1 (*(&— bx) 4- (a-H bx) à1 — b*x* ici J (a — bx)(a~+-bx)
— j_ ( C dx Ç dx \
~~ 2a\J a-\-hx J a — bx)
— _i_ f f bdx — C-—bdx\ ___ __ï_ ja-^bx r 2ab\J a-\-bx J a — bx) 2 ab a — bx
On peut se reporter au n° 596 (6°).
dx
INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION
779. Supposons que l'expression différentielle f(x )dx ne soit pas immédiatement intégrable, et que la variable x soit liée à une autre variable indépendante t par la relation
Il en résultera et, par suite.
dx=2y'(t)dl
f{x)dx-
On aura donc
/(x)dx— fF(t)di.
Si Ton peut déterminer immédiatement l'intégrale du second membre, ou si elle est plus simple que celle du premier membre, l'emploi de ce procédé de substitution sera avantageux. Dans le résultat obtenu finalement, on devra remplacer t par sa valeur en fonction de x.
Lorsque la première intégrale doit être prise entre les limites x0 et xl9 il faut prendre l'intégrale substituée entre les limites t0 et tu qui sont les valeurs de t pour lesquelles on a
X ^^ Xq Cl X — x^ .
Quelques exemples éclairciront ce qui précède
i° Soit d'abord
dx
s/tf—x*
La quantité placée sous le signe / n'étant pas une différentielle connue, nous poserons, en désignant par t une nouvelle variable indépendante,
x = at, d'où dx = ad t.
Il viendra, en substituant
/dx r adl r dt _
, = / , = / , = arc sin* -+- C,
c'est-à-dire, en revenant à x,
dx . x -,
= arc sin - -+- C.
Il est clair, d'ailleurs, qu'on aurait pu éviter l'emploi du procédé par substitution, en s'appuyant sur le théorème relatif à la différentiation des fonctions de fonctions (775), et en posant directement
/dx — t = arc sin |-)+C.
11 en sera souvent ainsi dans les exemples simples, où le procédé dont il s'agit aura surtout pour objet de soulager l'attention.
2° Soit encore
f(ax + b)mdx.
Posons
ax -+- b = t.
Il en résultera
t—b 4 , dt
x= et dx= — •
En substituant, on aura donc
(ax + b)mdx = - ! tmdt = hC
aj a ttch-i
ou, en revenant à x9
Puisque la différentielle de ax + b est adx, on aurait pu aussi, dans cet exemple, éviter toute substitution et écrire immédiatement
f(ax + b)mdx=:- f(ax -h b)'*adx = 1 ^aX + b^1 4- C. 3° Considérons, en dernier lieu, l'intégrale fréquemment
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rencontrée
r dx
en supposant que les racines de l'équation j?!+6a: + c = o sont imaginaires, auquel cas on a {Alg. élém., 237)
T — C < O OU C — 7- > O
On a aussi x*
v*+bx + c=(x+ïy+(c-jy
t étant une autre variable indépendante, posons
x+ - =ti/ c — j> d'où dx = dti/c — y -
Nous aurons évidemment, en substituant et en simplifiant,
r dx I 5
J x*+bx + c I (c_&
vA^I
dt
i Ç dt i
Ve" Vc-J
ou, en revenant à x,
-r — r = — / arc tang -
x%-\-bx + c / p
vA-S V--Ï
Si les deux racines imaginaires de l'équation d?*4- ftx+ c = o sont mises sous la forme at ± p« (4/^. e'A'm., 237), on a
et p = y/c-£,
et l'on peut écrire
/dx i 4 a; — a , ~ — — t = 3 arc tang — h C,
INTÉGRATION PAR PARTIES
781. Ce procédé d'intégration est très important. 11 est très fréquemment mis en œuvre et offre de précieuses ressources.
u et v étant deux fonctions de x, nous avons trouvé pour la différentielle de leur produit (570)
(i) duv z=z u dv -h v du .
On a donc, en intégrant les deux membres (771),
uv ■= / udv -4- / v du et, par suite, (2 ) / u dv _- uv — / v du.
Nous n'avons pas ajouté de constante, parce que chaque membre de l'équation (i), intégré, comporte une constante arbitraire.
Puisque uv est une partie intégrée, on ramène de cette
manière la recherche de l'intégrale / udv à celle de l'intégrale I vduy qui peut être plus simple, ou mieux se prêter
aux exigences de la question à traiter.
On voit que, dans les deux intégrales substituées ainsi Tune à l'autre, les fonctions et les différentielles sont permutées : on a, dans la seconde, v à la place de u et du à la place de dv.
Ce procédé pourrait s'appeler aussi intégration par facteurs, puisqu'il est fondé sur la décomposition du produit qu'on veut intégrer en deux facteurs, dont l'un soit une différentielle connue : dans le produit udvf dv est la différentielle connue de la fonction v.
782. Si l'on veut appliquer la formule (i) [781] à la recherche d'intégrales définies, on a, en appelant u0 et i'0, wt et «',, les valeurs des fonctions u et v pour x — x0 et ar-=a-l9
(3) / udv = [/^i i'i — «o(,o] — / vdu.
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783. Nous allons appliquer l'intégration par parties à quelques exemples choisis.
i° Soit l'expression
/ Ix dx.
Si Ton se reporte à la formule (2) [781], on a ici
u = lx. V — x9 du=: —
Par suite,
/ Ix dx — xlx — lx — ■= xlx — x -t- C.
20 Soit l'expression
/arc tango; dx.
On a ici
dx
u = arc tango?, c-j, du =
j:1 Par suite
/ arc tango? dx = x arc tango? — / x j
= x arc tango? /(i + x*) ■+- C.
?j° Soit l'expression
I xé* dx.
Ici, e* tfo? est la différentielle connue de ex. On a donc
u ■=. x9 v = é*) dw=i dxy et, par conséquent,
/ xe*dx=:xex— I exdx = xe*— e*H- G.
4° Soit l'expression
/ avcsmxdx.
On a ici
, dx a = arc sin .r, i> = #, du — -- •
yi — x1
par suite,
/nrcsinxdx — xdLVcsina; — / x .
On peut d'ailleurs écrire
/dx r — ix dx , -
x —— I — —-- yi — x*,
\/i — x* J isjv — x1
et Ton a, finalement,
/ arcsinor dx — .rarcsina?-*- vA — x* -t-C.
784. On peut avoir à appliquer le même procédé plusieurs fois et successivement, jusqu'à ce que Ton parvienne à une dernière intégrale, immédiatement connue.
5° Soit l'expression
I x*ex dx.
On a ici
u — jc3, v — é*y du— 3x*dx.
Par suite,
/ xzexdx^= x*e*— f e*3xsdx.
On devra calculer la seconde intégrale par le môme procédé et en posant
u = 3x*9 c» z=z e*, du =r. 6x dx. On aura ainsi
Ç$x1exdx=.Zx*ex— fe*Ç>xdx.
En opérant encore de même et en posant une troisième lois u r= 6xf v = é*y dut=6 dx, il viendra enfin
Çbxexdx^Qxe*— fe*6dx — 6xe*—6ex.
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On trouvera donc, finalement, en substituant dans la pre mière formule les résultats successivement obtenus,
fx*e*dx = e* (a?8— 3#s-f- 6a? — 6).
6° Soit, encore, l'expression
/ xm cosx dx.
cosxdx étant la différentielle de sin*r, on peut poser
u = xmf r = sin x, du =r m xm~l dx. Par suite,
/ xm cosxdx ■== xm sin x — m j xm~l sïnxdx. On peut mettre la seconde intégrale sous la forme — / x"1-1 sïnxdx ■=■- I j:7"-1 (— sin.r dx)
et poser, puisque — sxnxdx esl la différentielle de cos.r,
u — xm-lt v — cos x9 du = ( m — i ) xm ~- dx. On a ainsi
— / xm~l sïnxdx = xm~x cosa? — (m — i) I a?7"-* cosxdjr.
La question est donc ramenée à la recherche de l'intégrale
I xm-* cosxdx,
qui esl de même forme que la proposée, sauf l'exposant de j. On devra, par conséquent, poursuivre l'application du procédé jusqu'à ce que, m étant supposé entier et positif, et diminuant d'une unité à chaque opération, on parvienne à l'intégrale connue
/ cosxdx ou / — sinxdx,
suivant que m sera pair ou impair. L'opération sera alors terminée.
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Prenons, pour fixer les idées, m = 4- Nous aurons successivement
/ x* cos x dx — x% sin x — 4 / x* sin x dx,
— I x3 sin x dx — x% cos.r — 3 / x1 cosa? dx, I x1 cos x dx = J7S sin a? — 2 f x sin# ûfcr,
— / x s\nxdx~x cosj? — I cosxdx = xcosx — sin.r, c'est-à-dire, finalement,
/ x*cos.r££r = sin.r[j7v— i2.r*-h 24] H- 4 & cos ^[x* — 6]-hC,
Cas particuliers des intégrales définies (')•
I. Les limites de l'intégrale peuvent être infinies
Nous avons supposé, jusqu'à présent, que, dans l'intégrale définie
f(x)dx,
la fonction dérivée /(x) restait finie et continue entre les deux limites x0 et xXy ces limites étant des quantités déterminées quelconques. Nous allons montrer que,/(^r) demeurant toujours finie et continue, tandis que l'une des deux limites ou toutes les deux deviennent infinies, l'intégrale correspondante peut conserver une valeur finie, ou bien devenir elle-même infinie ou indéterminée.
786. Remarquons qu'une intégrale prise entre les limites xQ et 00 n'est autre chose que la limite vers laquelle tend la même intégrale prise entre les limites x0 et xu lorsqu'on fait
(*) En disant ici quelques mots de cette question délicate, nous voulons seulement indiquer au lecteur les difficultés qui peuvent se présenter dans le calcul des intégrales définies.
tendre xx vers l'infini. On a ainsi
/ f(x)dx = l\ml f(x)dx [pour a?i = oc]. On a, de même,
/ f(x)dx = V\m I f(x)dx [pour #0= — 00]
et
/ f(x)dx = Y\m ( f(x)dx [pour ,r0=n — 00 et jr,~x].
i° Soil, par exemple
/ e~x dx.
On aura d'abord
/ e~xdx=z — e~*-\- C; puis
/ e~x dx = e-^o — e~xi.
Si Ton fait tendre a*, vers l'infini, la limite de e-*i= —-
est zéro, et Ton a
e-x dx — erx»\
ce qui est une valeur finie.
Si Ton fait tendre, au contraire, x0 vers moins l'infini en donnant une valeur déterminée à l'autre limite xu il vient
/ erx dx = e~ — e~xt = 00.
Soit, encore
Çm dx
On aura d'abord (775, 3°) dx
puis,
/dx i A x n
—, 5 = -arc tang- -h C; a* -h x* a D a
rXi dx 1 / A xx A x0\
I = - arc tang — — arc tang — •
Si Ton fait tendre xx vers l'infini, arc tang— tend vers l'arc
dont la tangente est égale à l'infini, c'est-à-dire, si l'on veut,
vers l'arc - > et l'on a
rm dx I (iZ t x0\
Soit, en dernier lieu
/ cosxdx.
On aura d'abord
/ cosxdx —s\nx + C;
Xcosx dx = sin^i — sin.r0.
puis.
Si l'on fait tendre maintenant xt vers l'infini, la valeur de sina?! ne peut tendre vers aucune limite déterminée. La valeur de l'intégrale
f cosxdx est donc elle-même complètement indéterminée.
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790. IL La fonction dérivée placée sous le signe / peut détenir
INFINIE POUR L'UNE DES LIMITES DE l/lNTÉGRALE OU ENTRE SES LIMITES.
Supposons d'abord que la fonction dérivée /(a:) demeure finie pour les valeurs de x comprises entre les limites ~r0 et xl9 mais qu'elle devienne infinie pour x—xx. La valeur correspondante de l'intégrale peut être alors finie, infinie ou indéterminée.
En supposant toujours xt> x0 et en désignant par £ un infiniment petit positif, on pourra poser
f f(x)dx— lim / f(x)dx [pour£ = o].
Si la fonction/(o?) devient, au contraire, infinie pour x = x9f on pourra écrire d'une manière analogue
J/(x)dx =.- lim / f(x)dx [pour£ = o].
791. Supposons, en second lieu, que la fonction /(x) devienne infinie pour une certaine valeur de x comprise entre les deux limites x0 et xx de l'intégrale. Cette dernière peut alors être finie, infinie ou indéterminée.
En désignant par X la valeur de x qui rend, dans l'intervalle (x0, xv), /(x) infinie, nous pourrons écrire, d'une manière générale et d'après un théorème démontré précédemment (763, 4°),
f{x)dx— f /(x)dx-hf f(x)dx.
Comme on a, par hypothèse, /(X) =ao, il faudra chercher les limites des intégrales du second membre d'après les indications données au n° 790. En désignant par £ et par n deux infiniment petits positifs, sans corrélation aucune, nous poserons donc
et
Jf(x)dx=z\\m I f{x)dx [pour£ = o] ■r. «/»o
Xf(x)dx~ Mm f f(x)dx [pourYj = o].
La somme des deux limites obtenues fera connaître la valeur de l'intégrale proposée.
i° Soit l'expression
x~kdx,
rrt
x0 et x{ étant des quantités positives. On a d'abord
—1 ' ~~ dx puis
x-kdx= —ç+C= —+C,
I x~*dx~ — - — - —
Celte valeur est négative. Cependant, tous les éléments dif-
dx férenliels de la forme x~*dx ou — sont positifs à cause de
l'exposant pair de x*. Le résultat obtenu n'est donc pas exact; En effet, nous sommes dans le cas d'exception qu'il s'agit d'étudier, puisque f{x) = — devient infinie pour x = o, valeur
comprise entre — x0 et xx. Nous devons donc poser (791) £^ar>dx=\im£^ *-l^ = [-37S~ -).-âïj] [pour. = o]
= (3? ~ 3-i»)fpoure=°]=ao
et
rx-^dx = lim / x~\dx — — ^— -h -- — - [pour n — o]
= (-3^ + 3^) [Pour»» = o]=oo.
Les deux intégrales partielles dont la somme représente l'intégrale proposée sont donc infinies de même signe, et cette intégrale a elle-même une valeur infinie.
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a0 Soit, encore, l'intégrale
ldx
On a, comme on le sait,
%dx
d'où
1 dx '__ .xx
X Xq
Si les deux limites sont de même signe, il n'y a aucune difficulté; mais, si elles sont de signes contraires, le second membre se présente sous forme imaginaire. Nous nous trouvons dans le même cas d'exception ; car, dans l'intervalle de ces
deux limites de signes contraires, la fonction /(or) = — passe
nécessairement par l'infini pour x =o.
Pour bien faire apparaître la différence de signes des deu\ limites, nous désignerons par x0 et par xt deux nombres positifs et, pour lever la difficulté, nous poserons (791)
J..Xo x V-.r0 x J*+n X J
£ et yj étant des infiniment petits arbitraires, sans aucune corrélation.
On aura alors
.. C ~*dx ,o — £ .6 lim / — =/ =/-
Xq Xq
et
j dx uni
La somme des deux limites sera donc
ri x0 xQ n
Mais, £ et y) étant arbitraires, leur rapport est indéterminé, et l'intégrale proposée a elle-même une valeur indéterminée.
Si Ton suppose £ = yj, on a / - = / 1 = o, et la valeur de l'intégrale se réduit à /— • C'est ce que Cauchy appelle, dans les
Xq
cas analogues, la valeur principale de l'intégrale indéterminée.
Cette valeur principale a donc pour expression générale (791)
lim f f(x)dx +J ' /( x) dx .
Nouvelle démonstration de la série de Taylor.
79fc. Les propriétés des intégrales définies et l'application du procédé d'intégration par parties (781) conduisent à une démonstration simple et élégante de la série de Taylor (675).
Soient, en effet, x et h deux quantités données et t une variable. Considérons la fonction
et supposons-la continue, ainsi que ses n -+• i premières dérivées, pour les valeurs de t comprises entre o et A; ce qui revient à dire que /(.a?) et ses n -t-i premières dérivées sont continues dans l'intervalle (x, x -+- h). La différentielle âef(x -hh — t) par rapport à /étant égale
—ff(x-t-h — t)dty
nous aurons, identiquement (763, 2°)
f —f'(x H- h — t)dt — f f'(x + h — t)dt =f(x -+- k) —f{x).
Cela posé, si l'on veut appliquer l'intégration par parties (781) à l'expression
f\x^r h — t)dt>
on aura ici u =/'(# H- li — t)y v — ty du=—flf(x 4- h — t)dt,
et il viendra, par suite, f f'{* -h h — t)dt—tf'(x + h — 0 -h f tf(x + h-t
)dt.
En opérant de même pour l'intégrale du second membre ei en poursuivant l'application de la méthode, on aura, successivement,
f tf(x-r-h — t)dt= —f(x^h-t)^- f il/-(x-+-/i-/)rf'. Jo i • 2 «/o l • 2
Ajoutons toutes ces égalités membre à membre. Nous aurons, en simplifiant,
fr(x+h-t)dt= if(x+h-t)+ £-rt*+h-t)+ -Z-r^+k-u-
J V J JQ
En faisant t = h dans cette égalité résultante et en tenani compte de Pidentité (t), il viendra évidemment
[ i.a.3.../i'/ ' i.a.3. ../iJJ, ^ v
Pour que ce développement coïncide exactement avec la série de Taylor (675), il faut et il suffit que les conditions relatives à la continuité soient remplies, et que le reste R ou le dernier terme du second membre de la formule (2) tende vers zéro autant qu'on voudra à mesure que n augmente.
Si Ton désigne par M la plus grande valeur et par m la plus petite valeur que prend la dérivée continue/*"^1 (a: -h /1 — Oi
quand t varie de o à h, on a nécessairement
r< — 5 — / m»dt< — * ,
i.2.3...nj9 i.a.3...(/i + i)
et
R> 5 / mt"dt> fï- --
La véritable valeur de R correspondra donc à une valeur de/*+l(;r-f-A — *) telle, que t soit compris entre o et h et égal à /i — 0A, en désignant par 9 une certaine fraction positive, et Ton trouvera ainsi, comme précédemment (677),
ce qui achève la démonstration.
Intégration par séries.
795. Le développement d'une intégrale en série convergente repose sur le théorème fondamental suivant :
Si une série
u0 -h «i H- u% -+- . . . -h tt„-t -H R„,
do/** les termes sont des fonctions continues de la variable x, est convergente pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle (x0, xx)> et sif(x) représente sa limite, la série
u0dx -h I uxdx -+- I uxdx -h . . .
-h f un-tdx-\-l Rndx
est aussi convergente dans le même intervalle, et elle a pour limite l'intégrale définie I f(x)dx.
En effet, puisque, sous les conditions indiquées, on a, pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle (x0i xx)y
et Rn tendant vers zéro à mesure que n augmente,
on a aussi (771), en multipliant par dx et en intégrant entre les limites x0 et xi9
1 / f{x)dx=\ u0dx~+-l uvdx-\-\ i/,<£r-h...
] ^jr0 . •/ro ^.r0 Jx<
-h / un-xdx-h I Rnrf*r.
D'ailleurs, si Ton représente par £ un infiniment petit, on pourra toujours poser, par hypothèse et pour n assez grand,
et, par suite,
/ Rndx < / idx<Zt{xi — x0).
Le dernier terme du second membre de la relation (2) devient donc nul à son tour pour n infini, et Ton a rigoureusement
I f(x)dx=z I uQdx 4- / uxdx-{-f tiidx-
796. Si la série (1) [795], convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre x0 et xu devenait divergente pour x = xu la formule (3) serait encore vraie pour x = xx — s, en supposant xx>x0 et en désignant par £ un infiniment petit positif. En faisant tendre £ vers zéro, la formule (3) subsisterait toujours, pourvu que la série (2) demeurât convergente. En effet, ses deux membres représentant alors des fonctions continues de x qui ont constamment la même valeur, leurs limites, pour e — o ou pour x = xl9 seraient encore égales.
797. 11 résulte du théorème précédent (795) que, si la formule de Maclaurin (684) donne pour/(.r) une série convergente telle que
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on pourra, en multipliant de part et d'autre par dx et en intégrant, en déduire l'intégrale indéfinie
j j%f(x)dx = C+jf(o) + -^/'(o)
Si l'on veut que l'intégrale soit nulle pour x = o, il en résultera C — o, et l'on aura (762).
798. Nous terminerons ces notions par quelques exemples. i° La division donne (n)
i — x -+- x* — x* - h . . . zt xn z~
et la série du second membre est convergente tant que x est moindre que i en valeur absolue. En multipliant par dx et en intégrant, il vient
/dx ,, x x* j?s x*
hX
^ xn+v __ rxn+xdx ~~~ n-t- 1 ""*" J i-f-x
Tant que la valeur de x reste comprise entre — i et h- i, on a donc (696)
2° La division donne également
et la série du second membre est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre -1 et +1. En multipliant par dx, en intégrant, et en prenant pour arclangj? le plus
petit des arcs positifs qui ont x pour tangente, on a donc
dx x% x5 x1 , = arc tang^r = x ~- -h — r ...
rxia+*dx
Tant que la valeur de x reste comprise entre — i et -h i, ou peut écrire, par suite (704),
arclangvT = x — V + "ë T ~*~
3° La formule du binôme (691) donne, en supposant a* compris entre — i et 4-1, la série convergente
(1 — ar1) ,= i + -^îf
En multipliant par dx et en intégrant les deux membres de celte relation, il vient
= arc sin.r
Ce développement est applicable tant que x reste compris entre -1 et +1 et, même, pour xz=noi, en raison delà remarque faite au n° 796, parce que, bien que la première série devienne alors divergente (692), la seconde série demeure convergente (*). On aura ainsi, en faisant x = 1 daus le développement trouvé et en prenant pour arcsinx le plus petit arc positif qui réponde à cette condition,
(') Voir les Questions proposées sur les séries (124 et 125).
Décomposer
en cinq facteurs.
9. Chercher la relation qui doit exister entre p et q, pour que le trinôme
x*-hpx-+-q
soit exactement divisible par le carré d'un certain binôme (x — /i)1.
10. Déterminer les valeurs des coefficients A et 8, de manière que le polynôme
À**— (2À*-+- 3B)x»-h(A»-+- 6AB).r — 3A»B
soit un cube parfait.
i 1 . Retrouver la règle de l'extraction de la racine carrée d'un polynôme (Alg- élém., 226), à l'aide de la méthode des coefficients indéterminés (Chap. III).
12. Chercher quelle est la condition nécessaire pour que le polynôme
Ax*4- Bxy -+- Cj*-h Dx -t- Ej -r- F puisse se décomposer en deux facteurs du premier degré en x et en j.
13. m étant entier et positif, retrouver, par la méthode des coefficients indéterminés, la loi du développement de (x + a)m, c'est-à-dire la formule du binôme (Alg. c'Iém., 416).
Démontrer que les six relations
a* -r- a'1 -r- a* = 1 , ab + a'b'-+ a?b'=o, b* -u V* -+- b'* = 1 , ac -i a'c' + a'c' = o, 6.s 4. c'i ^- c^s = , f £c ^ $v +. 6*c" = 0j
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entraînent les seize suivantes :
aa' -+• bb' -r- cd = o,
a'1 -+- b'* -«- c'1 = r , aa* -h bb0 -+■ ce" = o.
a'î H- £'! 4- c"t = i , *V -h b'b'-ir dd = o,
fcV — c'b* = db «, c^ - ^ = dt a', fo' — ob' = =b a*,
c'a" — de = z:z £, ad — ca* — ±: b\ cd — ad = dz 6".
«' £* — & V = rfc r, ta' — û&" = ±c', a&' — - ta' = ±l c\
ab'd- adb'+ca'b' - taV 4- taV - cb'a" = =h i .
( Dans les dix dernières relations, les signes supérieurs ou les signes inférieurs des seconds membres doivent être pris ensemble. )
Calculer la valeur du déterminant
Rép. (a—b)(a — c)(a—d)(b — c)(b — d)(c—d). 20. Démontrer l'identité
i a% b2 ct
i a% b% cz
I i ak Z>4 Ci
i ûs h- Xj b% -h Xj ^ -4- Xj
1 «3-4- X3 &3-f-Xj C3H- Xj
i «v -h Xv bK -4- X* r* -h X*
21. Lorsqu'on échange les lignes et les colonnes d'un déterminant de manière que les deux diagonales de ce déterminant s'échangent ellesmêmes, le déterminant conserve la même valeur absolue et change on non de signe, suivant que le plus grand nombre pair contenu dans son degré est pair ou doublement pair.
22. Si, dans un déterminant du /ik;me ordre, on remplace les différents éléments par les déterminants mineurs qui leur correspondent, le nouveau déterminant, dit réciproque du déterminant donné, est égal à la (n — î)*"* puissance de ce dernier.
23. Le déterminant du troisième degré dont on forme les lignes en prenant, dans leur ordre naturel, neuf termes consécutifs d'une progression par différence ou d'une progression par quotient, a une valeur nulle.
24. Démontrer que la suite de Lamé, relative à la recherche de la limite du nombre de divisions à effectuer dans le calcul du plus grand commun diviseur de deux nombres entiers {Arithm., 125), c'est-à-dire la suite
i, 2, 3, 5, 8, i3, ai, 34, 55, 89, ....
jouit de la même propriété.
25. A* termes consécutifs de la suite obtenue en remplaçant, dans l'expression [2"-1 — 1], n par la suite naturelle des nombres, constituent un déterminant d'ordre A, dont la valeur est toujours nulle.
26. On peut décomposer la valeur d'un déterminant d'ordre n en une somme de produits ayant chacun pour facteurs la valeur d'un déterminant mineur d'ordre p ou de classe n — p et celle d'un déterminant mineur d'ordre n — p ou de classe p.
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27. Lorsque, dans un déterminant, les éléments de la première ligne sont tous égaux à l'unité, et que les éléments des autres lignes sont respectivement égaux à la somme de ceux qui, dans la ligne précédente, sont aii-dessits et à gauche de l'élément considéré, la valeur du déterminant est égale à l'unité.
28. Lorsque, dans un déterminant, les éléments de la première ligne sont respectivement égaux aux éléments correspondants de la diagonale qui descend de gauche à droite, et que tous les éléments situés au-dessous de cette diagonale en reproduisent, dans chaque colonne, les termes correspondants changés de signe, la valeur de ce déterminant est égale à celle de son terme principal, multipliée par une puissance de 2 marquée par le degré du déterminant moins i .
Chercher la valeur du déterminant
| sin a sin p sin y ! .
j cosa cosp cosy |
Rep. 4sin}(a — p)siniO — Y)sin{(7~ a) (voir Trigon., 99).
32. Vérifier, par la théorie des équations linéaires et homogènes, que la connaissance des angles d'un triangle est insuffisante pour déterminer ses côtés (voir Trigon., 149, 98).
On a à considérer le déterminant
î — cosC — cosB cosC — i cosA
cosB cosA — i
Chercher ce que do vient l'expression
i — ax y i -t- ojc
lorsqu'on suppose
. /îîâ i
Rép. — i.
4o. Chercher ce que deviennent les deux expressions
lorsqu'on y suppose
*=î(flH-i) el ^ï(i+i)'
Rép. ab -i r et y h — *
^ ab b a
46. Remplacer la fraction r£%rï par des fractions approchéos, exprimées aussi simplement que possible, eu égard au degré d'approximation obtenu.
Montrer que, si
y«— 1 Qn Ua-H
représentent trois réduites consécutives d'une fraction continue, on a
(P^1-P/1-1)Q/.= (0«-hi-Q«-i)P«.
49. Démontrer qu'une fraction donnée jz est nécessairement Tune des
réduites de la quantité quelconque .r développée en fraction continue.
si la différence x — ^ est, en valeur absolue, moindre que — — • Q ' aQ*
KO. Soient les réduites successives d'une fraction continue Po Pi_ Pt P^ P«— t \Jt_ P«-n
Qo' Ui' «t1 &' '"' U-.V q*' tu'
Considérons séparément les réduites de rang pair et celles de rang impair. Deux réduites consécutives de Tune ou de l'autre suite seront alors représentées par
?*=± et ï^-.
an étant le quotient incomplet do rang n -t- 1, les valeurs de ces deux réduites seront comprises dans l'expression générale
xy«-r-g„_i
et elles répondront aux valeurs X == o et X = an de l'indéterminée À. Lorsque le quotient an est supérieur à î et que l'on donne à X les valeurs successives
o, i, a. 3, ..., an— i, a„,
l'expression générale (i) donne, outre les doux réduites considérées, an— î autres fractions dont les dénominateurs sont compris entre Q„_i et Q/i-4-i. Ces fractions ont reçu le nom de fraction^ convergentes ùitermédiairex.
Cela posé, on demande do prouver que les fractions convergentes intermédiaires jouissent des mêmes propriétés que les réduites, c'està-dire do démontrer les propositions suivantes :
i° Les fractions convergentes intermédiaires sont des fractions irréductibles.
2° La différence de deux fractions convergentes intermédiaires consécutives est égale à l'unité divisée parle produit des* dénominateurs des deux fractions.
3° Si l'on prend la suite des réduites de rang pair et celle des réduites de rang impair, et si l'on écrit dans chaque suite toutes les fractions convergentes intermédiaires qui se rapportent à chaque couple de réduites consécutives, de manière que leurs dénominateurs aillent en
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croissant) on forme deux nouvelles suites, la première décroissante, la seconde croissante, convergeant toutes deux vers la valeur de la fraclion continue.
4° Si une fraction ordinaire approche davantage de la valeur do la fraction continue qu'une certaine fraction convergente intermédiaire, ses termes sont respectivement plus grands que ceux de la fraction convergente.
51. En s'appuyant sur les propriétés des fractions convergentes intermédiaires, déterminer, parmi toutes les fractions dont le dénominateur ne surpasse pas une certaine limite L, celles qui approchent lo plus, par défaut et par excès, d'une quantité incommensurable ou irrationnelle donnée.
52. Si la fraction rationnelle tc supérieure à l'unité est telle, que le
quotient ^~ry — soit un nombre entier, la suite des quotients incomplets
p de la fraction ^ réduite en fraction continue est réciproque, c'est-à-dire
que les quotients extrêmes et les quotients a égale distance des extrêmes sont respectivement égaux entre eux.
53. Déduire de la proposition précédente que tout nombre entier qui divise la somme de deux carrés premiers entre eux est lui-même la somme de deux carrés (J.- A. Serrkt, Journal de Mathématiques pures et appliquées , in série, t. XIII).
Si. Pour que deux quantités incommensurables ou irrationnelles positives .r* et jf se développent en fractions continues, pouvant se terminer à des quotients complets égaux entre eux, il faut et il suffit qu'elles soient liées par une relation de la forme
„,ry i
où a, h. a', b\ désignent des entiers positifs ou négatifs satisfaisant à
la condition
ab'—l>a' = dzi.t
SS. Les fractions continues périodiques qui expriment les racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients rationnels sont inverses l'une de l'autre, c'est-à-dire que les quotients incomplets qui composent la période de Tune reproduisent en ordre inverse les quotients incomplets qui composent la période de l'autre.
(Dans le cas d'une fraction périodique mixte, il est entendu que Ton peut faire commencer la période à l'un quelconque des quotients qui viennent après la partie réellement non périodique . )
7l6 QUESTIONS PROPOSÉES
56. Les numérateurs ou les dénominateurs des quotients complets, qui répondent respectivement aux racines irrationnelles d'une équation du second degré à coefficients rationnels exprimées en fractions continues, forment de môme des suites dont les périodes sont inverses l'une de l'autre.
57. a étant la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans l'entier F, non carré parfait, l'irrationnelle /F se développe toujours (voir le n° 177) suivant une fraction continue périodique mixte, présentant un seul terme à la partie non périodique. Le dernier terme de la partie périodique est toujours égal à a a, et les autres termes de cette période forment une suite symétrique, c'est-à-dire dans laquelle les termes également éloignés des extrêmes sont respectivement égaux entre eux. Enfin, les numérateurs et les dénominateurs des quotients complets obtenus constituent de même des suites périodiques dont les périodes sont symétriques.
58. Trouver l'expression générale des équations du second degré à coefficients rationnels, dont les racines irrationnelles se développent suivant des fractions continues terminées par un même quotient complet.
59. Chercher l'équation du second degré dont la racine positive a pour expression
x = tf H ■
60. Convertir en fractions continues les racines de l'équation du second degré
io4^f* — 1076 x -+■ I783 = o.
61. Chercher l'équation du second degré dont Tune des racines a pour expression •
et vérifier ensuite le résultat obtenu.
Remarquons qu'il est commode de simplifier l'expression des fractions continues périodiques, en plaçant entro crochets la série des quotients incomplets, et en convenant de surmonter d'un trait ceux qui forment la période et, d'un point, le premier quotient si la quantité développée en fraction continue est plus grande que 1 .
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La valeur de x deviendra ainsi, dans l'exemple indiqué,
Chercher l'expression de ^53 en fraction continue
Rép. /.53 = (7, 3, 1, 1, 3, 14, . . A
64. Écrire immédiatement, d'après les calculs effectués au n° 177, sur les deux formules générales x = /«i-r- 1 et x = /«M-^*, les développements en fractions continues de
63. Diviser 200 en deux parties telles que, si Tune est divisée par 6 et l'autre par 11, les restes respectifs soient 5 ot 4.
Résoudre en nombres entiers l'équation
2.r2-h 3.ry -— ^.c — 5 y — 5 = o, et indiquer les solutions positives.
68. Trouver un nombre tel, qu'eu le divisant par 7, par 1 1 et par i3, on ait respectivement pour restes 4) 2 et 3.
69. Démontrer quo, si a, 6, c, ... , /, sont des nombres premiers entre eux dans leur ensemble et si. en même temps, a, (S, y, ..., \ représentent des nombres respectivement inférieurs et premiers à «, b, r, ..../, il existe un nombre et un seul, moindre que abc.J, et multiple à la fois do a -h a, b -+- jî, c -+- y, ...,/-+- X.
70. Retrouver, en s'appuyant sur la proposition précédente, les formules connues relatives à la quotité des nombres, premiers et inférieurs à un nombre donné (Aric/im., 164).
LIVRE DEUXIÈME
COMBINAISONS. — BINOME. — PUISSANCES, RACINES ET ACCROISSEMENTS D'UN POLYNOME.
71. De combien de manières peut-on permuter les lettres du mot Héliopolis ?
72. Le nombre d'arrangements de n objets pris 5 à 5 étant égal à 8 fois le nombre d'arrangements de ces mêmes objets pris 3 à 3, trouver n. %
73. Le nombre de combinaisons de n objets pris p — p' à p — p' étant égal au nombre de combinaisons de ces mômes objets pr'isp-^-p' à p^rp\ trouver /*.
74. Une urne contenant 12 boules rouges et 16 boules noires, de
combien do manières pout-on en tirer 7 boules comprenant 3 rouges et
4 noires?
Aép. Cî,.C}6.
75. Si Ton a à distribuer p objets à n personnes, le nombre de manières de faire cette distribution est hp.
76. Le nombre de combinaisons de m objets pris p à p étant égal au nombre de combinaisons de ces objets pris/? + 1 à p -f- 1, et le rapport
de ce même nombre à celui des combinaisons des m objets pris p — 1
g à p — 1 étant égal à - > on demande de trouver p et m.
77. Déterminer le rapport du nombre de combinaisons de 4 m objets pris zm kim, au nombre de combinaisons de a m objets pris m à m.
Rep' [.. 3.5... (>/» -i)]«-
78. Si Ton forme les permutations de 7 objets, combien y en a-t-zl qui commencent par 1 objet désigné ou par 2 ou par 3 objets désignés?
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79. Dans un jeu de 52 cartes contenant i3 trèfles, on tire 3 cartes au hasard. Quelle est la probabilité que ces trois cartes soient des trèfles?
80. Une urne renferme 45 boules : 18 rouges, i5 bleues, 12 blanches. Sur 6 boules tirées à la fois, quelle est la probabilité d'en amener 3 rouges, 2 bleues et 1 blanche?
81. Une urne contient n boules rouges et //' boules noires. On tire successivement m boules, en remettant la boule tirée après chaque tirage. On demande, en supposant p-±~q = /w, la probabilité de voir sortir ainsi p boules rouges et q boules noires.
82. Résoudre la même question, en supposant que les boules tirées ne sont pas remises dans l'urne et que l'ordre de succession des boules rouges et noires est imposé.
Vérifier que l'expression
(x -ha)m -+- (x — a)m
est, en valeur absolue, plus grande que ix,n. En déduire la condition du maximum de x h- j, lorsque la somme xm -±-ym est donnée.
85. Si A est la somme des termes de rang impair et B la somme des termes do rang pair, dans le développement de (x-\-a)m, on a la relation
86. Écrire immédiatement le coefficient de la première puissance de x dans le développement de
87. Développer la somme ou la différence des puissances semblables des deux binômes a •+- b et a — b.
88. Vérifier la formule suivante, due à Abel, et qui, pour b = o, reproduit celle du binôme :
(x-htf)»»= xm -h ma(x ■+■ b)m-x H — ^—? a(a — *b)(x -\-ib)m-*-*- m . .
H i - ^ - -7 a(a — nb)n-i (x -+- nb)m-n ^_ m m
ma[a — (m — i)t]«»-î[x-i-(/w — i)b] 4- a(a — mb
89. Si Ton joue le domino à deux avec 28 dés, combien peut-il se
présenter de parties réellement différentes, chaque joueur prenant 7 dés
à chaque partie ?
Rép. 137680171200.
90. Même problème, en supposant qu'on joue à quatre et que chaque joueur prenne 6 dés à chaque partie.
tll . Calculer SJ, ou la somme des cinquièmes puissances dos m premiers nombros entiers.
Calculer de môme S,6,,.
Démontrer la formule
(m -+■ i)(m-f- 2)(/w-h 3). . ,im — 2.6. 10.14. . .(im— 2).
93. Trouver, d'après cette formule, les valeurs de a, 6, c, qui rendent identique l'égalité
(rt-+-/w-i-i)(«-f-/w-r-2)(a-T-/n-i-3).. .{a-r-im) = b(b-+-c)(b+-2c)...[b-ï-(m — i)c]J
m étant un entier quelconque.
94. Déterminer le plus grand terme du développement de («-*- bf, m étant un entier donné et fini.
(Comparer le résultat obtenu avec celui trouvé au n° 293.)
95. On a k urnes renfermant : la première, n boules blanches et ri boules noires; la deuxième, «1 boules blanches et ri% boules noires; la troisième, /;s boules blanches et rit boules noires; et ainsi de suite. En prenant une urne au hasard parmi les urnes données, quelle est la probabilité d'en extraire du premier coup uno boule blanche?
(Se reporter aux n0* 2i6, 251.)
96. Une première urne renferme a boules rouges et 1 boule noire; une deuxième urne renferme b boules rouges et 1 boule noire; une troisième urne, c boules rouges et 1 boule noire; et ainsi de suite.
On tire une boule dans la première urne; si l'on n'amène pas une boule rouge, on tire une boule dans la deuxième urne; si Ton n'amène pas une boule rouge, on tire une boule dans la troisième urne; et ainsi de suite.
Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge, suivant qu'on accorde une seule épreuve, deux épreuves, trois épreuves, ...,/* épreuves?
97. S£ désignant la somme des jo*0"* puissances des n premiers nombres entiers, démontrer que cette expression est un polynôme du degré p -+- 1 par rapport à «, toujours exactement divisible par /*, c'est-à-dire sans terme constant.
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Si Ton ordonne ce polynôme par rapport aux puissances décroissantes
de //, le coefficient du premier terme est toujours égal à et le
coefficient du deuxième terme, toujours égal à - •
98. Calculer la somme des carrés des n premiers nombres impairs.
99. n étant un entier quelconque, calculer la somme dos produits
i.a.3-t-a.3.4-+-3.4.5-H...-f-«(//-hi)(/i-f-a). n(n -+- 1)(/* + 2)(// -+- 3 )
Hep.
100. Trouver la somme des p premiers nombres figurés du /i*1"* ordre. ( Se reporter au n°273.)
Chercher la condition pour que l'expression
x*-+-px* -hqx -+• r
soit un cube parfait. (Se reporter au n° 323. ) De G. — Cours. III.
Trouver le développement de
Rep.
Résoudre l'équation
p*-hq* | 3(p»-4-9«)
P*qHp-*-q? pq(p-+-q)k
/te/>. x = p -x- q.
109. Chercher si Ton peut toujours déterminer les coefficient* z. 3. 7, 8, de manière à mettre le polynôme donné
A-ri-haB-rz-f-Cr* sous la forme
(a.r-4-3/-)*-f-(YJ7-f-o/)*.
110. Déterminer les coefficients a, t3, 7, 0, de manière à remplacer le polynôme donné
\j*-h 3Bj?V -f 3Cxr*-f- D>»
par la somme dos deux cubes parfaits
111. Si j, z, u sont trois fonctions rationnelles de x(Ai'u telles qu'on ait
et que le degré de u par rapport à x soit moindre que celui de 3, b deux fonctions rationnelles y et z ont même partie entière.
1 12. Trouver un triangle tel, que ses trois côtés et la hauteur qui correspond au plus grand d'entre eux soient en progression par quotient.
(Si Ton désigne par y et x les deux plus petits côtés par ordre de
grandeur, la raison de la progression par quotient sera - > et le plus
x2 grand côté sera représenté par — • La hauteur qui correspond au plus
grand côté, plus petite que chacun des deux autres, sera représentée à
r% son tour par — • Il en résulte que le trianj
aire ayant pour valeur - — — ou - xy. \
Y1 son tour par — • Il en résulte que le triangle cherché est rect<wçle,&M ♦ x
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1 13. Chercher l'expression de l'accroissement du polynôme
lorsque la variable .z subit, à partir d'une valeur quelconque, un accroissement égal à 4 (se reporter au n° 324).
1 1 i. Chercher l'expression de l'accroissement du polynôme
LIVRE TROISIÈME
NOTIONS SUR LES SÉRIES
\ 15. Démontrer que Ton a, quel que soit x, ii i i
•>, ./•(x-f-i) ~~ x(ar-+-i)(j7-f-a) (,i+i)(j; + 'i)(j+3)
"^ (ar-+-2)(x-f-3)(j:-f-4) ""•-•-
(On emploiera un mode de décomposition analogue à celui indiqué an n° 339.)
1 16. Démontrer que Ton a, quel que soit x,
3 ï(x + i)(j: + a) "" .r(.r-hi)(.r-+-2)(x-f-3)
(jr-+-2)(x-+-3)(jr-+-4)(*-*-5) 117. Démontrer que Ton a, quel que soit x,
ri* -f- i)(*-+-a)(* +3) x(.r-f-i)(j:-f-2)(x-f-3)(x-f
(*-+- 2)(x -H 3)(xh- 4)(* H- 5)(ar -r- 6) 1 18. Démontrer la formule
- =acota.r-f-tangx-f- rlanSr -+- T^ng7 -*- - tang^ -+-
sur l'algèbre SUPÉRIEURE. ^9.5
(On prendra pour point de départ l'identité
tangx = cotx— 2 cot îx,
et l'on y remplacera successivement x par -> 7 ,-,.... )
119. x étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité, trouver la somme de la série
190. x étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité, trouver la somme de la série
l-r- \X + !OX*+ 10X*-+-. . .-'r - ^ -X*-h. . ..
Hep. 1—~ .
121. x étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité et n étant un entier quelconque, trouver la somme de la série
■ Jl(»-H) /*(/t-f-l)(/I-f-2)^ t
i -i- nx n *i,a H = -r* ■+- . . .
RCp.
122. x étant, en valeur absolue, inférieur à l'unité, trouver la somme de la série
ih- 4^4- gx*-+- l6x*-h. ..-*-(/* -r- l)1.*"-^ . . .
(Pour les quatre derniers exemples, on peut se reporter au n° 360.)
123. Prouver, d'après le théorème de Duhamel, démontré dans la Note qui termine ce Volume, que la série
1 1 i.3 1 1.3.5 1 1 .3.5. . .(in — 1) 1
7'*(> QUESTIONS l'JROPOSÉES
est convergente, et que la série
est divergente.
Démontrer que toute série à termes positifs
dans laquelle le produit nun ne tend pas vers zéro lorsque n croit indéfiniment, est nécessairement divergente.
(La réciproque de ce théorème n'est pas exacte, c'est-à-dire que si. dans la série précédente, le produit nun tend vers zéro, lorsque n croit indéfiniment, cette série n'est pas nécessairement convergente. >
123. S'appuyer sur le théorème précédent, pour prouver la divergence de la série
Démontrer que la série
l_+~ »(loga)i* "*" 3(log3)t* ~*~ 4(log4)H- _+"'--"H n(\ogn)\>- "4"""
est convergente ou divergente, suivant que l'exposant \j. est ou non supérieur à l'unité.
(On appliquera le théorème de Cauchy [386].)
130. La convergence ou la divergence d'une série no dépendant pas (le ses premiers termes, démontrer que la série dont le terme général «,, a pour expression
*"""" //log/iGoglogw)11
est convergente ou divergente, suivant que l'exposant y. est ou non supérieur à l'unité.
Règle de Gauss. — Soit une série à termes positifs
«! + «,+ «, + ...+ Un-\ -+■ U„ H- «»-H -+-
dans laquelle le rapport -^ d'un terme au précédent s'exprime par une fonction rationnelle du nombre /i, de la forme
«n-n _ nk h- A «*-'-*- B /!*-»-*■ C/i*-»-f- .... «„ ~~ /i* -+- ««*-* -h 6/i*-* -+- cnk~* -h . . .
k est entier et positif; A, B, C, a, b, r, . . . , sont des nombres constants donnés.
Cela posé, si la première des différences A — «, B — bv C — c\ . . . , ^£M /œ s'annule pas est positive, la série est divergente. Pour qu'elle soit convergente, il faut et il suffit, les premiers coefficients A et a étant inégaux, que A — a -+- 1 soit une quantité négative.
(Consulter le Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral de H. J. Bertrand.)
Démontrer que la série
v/2 ^3 /4 /5 est convergente, et que la série
composée des mêmes termes placés dans un ordre différent, est divergente.
(Se reporter aux noa 392, 393.)
139. m étant un nombre donné, entier et positif, chercher dans quel cas la série
est convergente ou divergente.
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I iO. Chercher si la série
est convergente ou divergente et, si elle est convergente, trouver su limite.
Trouver la limite de la série
«i ■+" ut -+- «3 h- ... -+- //„ -f- . . . , dont le terme général a pour expression
* ~~ «(/iH-2)(// -+- 3)(/i-f-4)#
146. «, b, 8, étant des quantités positives quelconques, satisfaisant à la relation
0 = b — a — 1, la limite de la série #
est égale à <7.
(M. Catalan, Mélanges mathématiques.)
147. Si Ton groupe d'une manière quelconque, mais sans changer leur ordre, les termes consécutifs d'une série convergente, la nouvelle série obtenue est convergente, et présente la même limite que la première.
(La réciproque de ce théorème n'est pas exacte, c'est-à-dire que la nouvelle série peut être convergente, sans que la première le soit: mais, si la seconde série est divergente, la première l'est nécessairement.)
148. Démontrer que le nombre e ne peut être racine dune équation du second degré à coefficients entiers.
1 19. Soient les deux séries convergentes
//o-w/i- «,- ...4 //,,-i-hlf* -h //„+! -:
i'o -f- i'i -}■ i'i -i . . . -f- i«-i-i <'„ -+- iVt i ■+-
<jui ont S et S' pour limites respectives.
Si ces séries ont tous leurs termes positifs, ou si elles demeurent convergentes lorsqu'on remplace les termes négatifs par leurs valeurs absolues, la série
ri'o— H'i-'-ii',^-.. .--«•„-, -*-«'« -f «Vu-*-
dont le terme général a pour expression
<%'„-r tioV,t-*-lliVn -lH- «li'ii-t-H. • • ^««-i^ + w»^
e4 convergente, et elle a pour limite le produit SS1 des limites des séries proposées.
150. Développer en série ordonnée suivant les puissances croissantes de r, à l'aide do la méthode des coefficients indéterminés, le produit indéfini
(i — .r)(i — ./:*)( i -,r'»)(i - •**)(! — -rl6)
( Se reporter au n° 423. )
I T> 1 . Obtenir le produit .rcot.r en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x, à laide de la même méthode, et en se servant des développements de sinx et de cos.r indiqués au n° 397, 3°, et démontrés plus loin (702).
(On posera d'abord .r cotx = A0-f- Ai.r*-+- Aj.r*-f- Ajx*-+- 1
K>2. Obtenir, en série ordonnée suivant les puissances croissantes (U* 3, le produit indéfini
(l .- XZ)(l -+- X*z)(l -i-.r3s)(l -t-.l*3). . .(I -r.CaZ)
( Se reporter au n° 423.)
1î»3. Même question pour le produit indéfini
( i -f- jcz)(i -i- i*:)(n- a*s).. .(i -h j*»~13). . . .
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154. Écrire, sous forme de série convergente, la fraction continue
X=^(â.i7i7i74. ■'•■)• {Voir la question 61. )
Développer en fraction continue la série
S = i -: r.c -h rv.r* -; r* jr* - . . . -* rn'x'1 -4- . . . . (On appliquera la formule du n° 434).
156. Supposons qu'on ait à considérer un produit composé d'un nombre illimité ou infini de facteurs, variables avec leur rang n suivant une loi donnée.
Le terme général de rang n, exprimé par une fonction de /*, pourra avoir une limite supérieure, inférieure ou égale à l'unité, lorsqu'on fera croître n indéfiniment. •
Dans le premier cas, les facteurs du produit finissent par être toujours supérieurs à un nombre fixe plus grand que i, et le produit correspondant croit indéfiniment et a l'infini pour limite.
Dans le deuxième cas. les facteurs du produit finissent par être toujours inférieurs à un nombre fixe plus petit que i, et le produit correspondant diminue indéfiniment et a zéro pour limite.
Dans le troisième cas, c'est-à-dire quand le terme général de rang ir a pour limite l'unité, on dit que le produit proposé est convergent, lorsque le produit de ses n premiers facteurs tend vers une limite déterminée différente de zéro, lorsque n croît indéfiniment.
D'après ce qui précèdo, il n'y a lieu d'étudier que les produits composés d'un nombre infini de facteurs, qui sont do la forme
et dans lesquels a„ tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini.
Cela posé, les quantités at. a*. a3, ..., a„, étant supposées
toutes de même signe, c'est-à-dire les facteurs du produit (i) étant tous plus grands ou plus petits que l'unité, on demande de démontrer que le produit P est convergent ou divergent en même temps que la série
157. Démontrer, plus généralement, que les quantités a,, *2. a:l. a„, . . ., étant des quantités réelles quelconques, le produit
est convergent, lorsque les doux séries
al "+" X| ■+■ «3 -H . . . -i- 0Ln - - . . . ,
ol] h- a| -+- ocJ -h . . . -i- a)} -f-
sont convergentes l'une et l'autre.
j'i'Â QUESTIONS PROPOSÉES
Le produit P n'est pas convergent et tend vers zéro, lorsque, la première série étant convergente, la seconde est divergente.
(Il faut remarquer d'ailleurs que, lorsque les quantités «i, z2, z3
a„, . . . , sont de môme signe, la convergence de la première série entraine nécessairement celle de la seconde. )
Démontrer directement que le produit
n'est pas convergent, et en conclure la divergence de la série connue iii i
159. Démontrer que le produit infini, c'est-à-dire composé d'un nombre infini de facteurs,
(-S)O-SK-l)-(-S)-
ost convergent, et que le produit infini
("^(-^(■-^•••(•■"•bK1-^)-
ost divergent et a zéro pour limite.
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LIVRE QUATRIÈME
CONTINUITÉ. - FONCTION EXPONENTIELLE. — LOGARITHMES CONSIDÉRÉS COMME EXPOSANTS.
160. Chercher la forme la plus générale de la fonction / telle qu'on ait, pour toutes les valours réelles do x et de y,
[ En se reportant au n° 486 et on suivant une marche toute semblable, on trouvera /(jr) = «x, a étant une constante arbitraire.]
161. Chercher la forme la plus généralo de la fonction /telle qu'on ait, pour toutes les valours positives de x et dotr,
' /(^)/0) = /(.rr).
|On trouvera /( x) = xm, tn étant une quantité réelle arbitraire.]
162. Chercher la forme la plus générale de la fonction / telle qu'on ait, pour toutes les valeurs positives de x et dey,
[On trouvera f(x) = log.r, la base du système demeurant arbitraire, mais positive.]
163. Dans tout système de logarithmes où la base est un nombre entier, il n'y a que les puissances commensu râbles de la base qui aient des logarithmes commensu râbles.
164. Calculer directement le logarithme d'un nombre donné dans un système donné, en exprimant ce logarithme en fraction continue.
165. Quelle est la base du système dans lequel un nombre donné est égal à son logarithme ?
166. Chercher quelle est la caractéristique du logarithme de 7 dans le svstème dont la base est 2.
167. Si P est le nombre des entiers dont los logarithmes ont p pour caractéristique, et si Q est le nombre des entiers dont les inverses ont — 7 pour caractéristique de leurs logarithmes, on a
logP — l0gQ=/> — q — I.
Résoudre l'équation
Résoudre le système
log.r-4-logj = £-
Résoudre le système
.r* h- j* = a\ log.r4-log/ = £.
Résoudre le système
.ri — y*,
Résoudre le système
lof?
RéP. , = [j|£]to,"-",,'/, ,- = |"|£g£j"«'-^''.
173. «, /;, p, q étant des nombres donnés, chercher les conditions pour quo les valeurs de x qui satisfont à l'équation
aX*-hpX-hq = i,
soient commensurables.
Chercher dans quel cas les séries
l0g(l-1-.r)-4-l0g(C-r-X*)4-l0g(l -T-JC3)-r-. . .-HlOg(i - >- JUn )
log(i — x)-hlog(i — .r*)-+- log(f—-.r3)-r . . .-l-log(i — x»)-f-. . . sont convergentes.
178. Si l'on appelle points correspondants sur la courbe y = ax (489) les points qui ont des abscisses égales et de signes contraires, trouver sur la courbe doux points correspondants tels, que la corde qui les joint soit vue de l'origine des coordonnées sous un angle droit.
179. En supposant a positif, discuter l'équation y =(— af et montrer que y représente alors une fonction essentiellement discontinue.
LIVRE CINQUIÈME
ÉTUDE DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES
181. Démontrer que la différence enlre un arc infiniment petit et sa corde est un infiniment petit d'un ordre supérieur.
182. La tangente on un point M d'une courbe est, par définition, la limite de la sécante MM', lorsque la distance des deux points M et M' pris sur la courbe tend vers zéro ou devient un infiniment petit, qu'on peut prendre comme infiniment petit principal (515).
Démontrer que la direction limite de MM' ne change pas, lorsqu'on substitue au point M' un point M' pris hors de la courbe et tel, que la distance M' M" soit un infiniment petit d'ordre supérieur au premier ou à MM'.
183. Si une courbe AB est déduite d'une courbe ab, de manière que. à chaque point m de ab corresponde un point M de AB, la dislance de deux points infiniment voisins de l'une des courbes est de même ordre que la distance des points correspondants de l'autre courbe.
184. Si une surface 2 est déduite d'une surface S, de manière que, à chaque point de l'une corresponde un point déterminé de l'autre, la dislance de deux points infiniment voisins de l'une des surfaces est de même ordre que la distance des points correspondants de l'autre surface.
185. Étant donnée une courbe plane AB, si l'on abaisse des perpendiculaires (telles que OP) d'un point ou d'un pâle fixe 0 sur des tangentes (telles que MP) à la courbe AB, le lieu des projections du pôle sur les tangentes constitue une nouvelle courbe AB', qu'on appelle la podaire de la première par rapport au pôle choisi. La courbe AB est. à son tour, Ya/iti-podairc de la courbe A'B'.
Cela posé, on demande de mener la tangente en un point P de la podaire de la courbe AB, en démontrant que la normale en P à la podaire passe par le milieu du rayon vecteur OM qui correspond au point de contact M de la tangente MP à la courbe AB.
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186. Retrouver, par les propriétés "des infiniment petits, la construction connue de la tangente en un point donné d'une ellipse dont les foyers sont déterminés (Géom., 670).
187. Quelle est la podaire de l'ellipse par rapport à l'un de ses foyers pris pour pôle ?
188. Quelle est la podaire de la'parabole par rapport à son foyer pris pour pôle ?
189. Construire par points l'anti-podaire d'une courbe donnée par rapport à un pôle donné.
Application à l'ellipse, le pôle étant en son centre
191. Lorsque, sur chaque normale à une courbe ab, l'on porte, à partir du point de contact de la tangente correspondante, une longueur constante, le lieu des points ainsi construit est une courbe AB qui a les mômes normales que la courbe ab (k cause de cette propriété, les courbes ab et AB sont dîtes parallèles).
Différentier (*) la fonction
y = ex(\ — x3).
dr
Rép. j- =ex(i — 3a?*— x3).
Différentier la fonction
Différentier la fonction
xn
Rdrs dY - nrn~l
r' dx (i + x)^1
Différentier la fonction
jr = 1 - -+..T-ï-(a-'r-bx-T-.vi)1
Rép. LZ=(a-^bx-h jc*)~ « •
( » ) La différentielle de la fonction étant le produit de sa dérivée par la différentielle de la variable (549), nous nous bornerons, dans les exemples suivants, à indiquer cette dérivée.
De C. — Cours. III. fa
Diffé rentier la fonction
Différentier la fonction
y = afà— x*.
Rép' dx= »'
Différentier la fonction
y = tang a?.
D , dy séc*a; ±
/tep. ~ = . — à* la.
r dx x1
Différentier la fonction
y = sinmx sinm x.
dy . ,
-r- = m sinm-1xsin(^n- i)x.
Différentier la fonction
a -+- 6 tang -
« — b tang -
Jfcto ^r - ah
dx .x , . .,r aacos* o*sina-
Différentier la fonction
Rép. ^=yx*(i + lx).
On a les relations
et Ton demande de différentier la fonction
2/7 sin .r
Rép.
Les fonctions
pl ' xz= yx\
fXX%y
ai u tai
arc tan
fe/w-+-/i-h(/n — n) cosx aosinx
'° m — « -h (m -f- /* ) cosx
b cos-r-f- ccosao;
. , xn étant définies par les relations
Xi = \X \JxX\ ,
: *n = \x *Jx*n-\ ,
on demande de différentier la fonction vers laquelle tend xn, lorsque n croit indéfiniment.
y q — pq+2
_^ dxn q-hi v y .
222. Un mobile parcourt la droite AB, de longueur d. Si sa vitesse initiale au point A demeurait constante, la distance d serait parcourue par lui en une seconde. Mais la vitesse du mobile diminue à mesure qu'il se rapproche du point B, en restant proportionnelle à la distance variable x du mobile à ce point. On demande à quelle distance x du point B sera parvenu le mobile, au bout du temps t.
Rép. * = jr
COS
prouver qu'on a
T /f^Yl^— du du dtu r /^Vlï?Lw- L \*V -]<*** *<** # ^rf/4" ['^{dx) \djï ~°'
244. Trouver la différentielle totale du premier ordre de la fonction
7fcf/?. <& = 3(3x — 2j)*(3d:r — acÇr).
245. Trouver la différentielle totale du premier ordre de la fonction
« = arcsin^r+— .
246. Trouver les différentielles totales successives de la fonction
u = arc tang
^ Ll. . 1 _f r(n-rI)^H-^(i-+--rï)^r /tép. On obtient, pour la première, du— - - — ' / '=-.•
( 1 -+- x2) ( 1 -h j*) /Thh^h- j1
247. Calculer directement (665, 669) les dérivées partielles/?, q, r, s, t de la fonction précédente.
Trouver la n*™* dérivée de la fonction
n. dneJr Na c* f n.
RéP- S*r = <r-*r 2*1' +~t ("-')*
(Consulter l'excellent Recueil complémentaire d'Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. F. Tisserand.)
250. Se servir du résultat précédent pour trouver la n1*9* dérivée de la fonction
.-(^(h-oCi.-.)^,-.^)-*....].
251. Trouver les valeurs des dérivées successives de arcsinx, pour x = o.
Étudier les variations de la fonction
lorsque x passe d'une manière continue de o à h- ».
278. Trouver les valeurs de x qui répondent au maximum et au minimum de la fonction
Rép. # = i(max.), x — — i(min.).
279. Trouver la valeur de x qui répond au minimum de la fonction
La fonction admet-elle un maximum?
Rép. .r = o(min.).
280. Un point lumineux, situé sur une verticale donnée, éclaire une surface horizontale infiniment petite dont la position est connue. A quelle hauteur, par rapport à cette surface, doit-on placer le point lumineux, pour que l'éclairement de la surface soit un maximum?
On sait que l'éclairement (ou la quantité de lumière reçue) varie proportionnellement au sinus de l'angle de la direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et en raison inverse du carré de la distance du point lumineux à cette surface
Rép. En désignant par a la distance de la verticale du point lumineux à la surface infiniment petite qu'il éclaire, on trouve, pour la hauteur
qui correspond au maximum d'éclairement, x = — — et, pour le maximum de la quantité do lumière reçue, y =
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Trouver le maximum de la fonction implicite
iyx*-\-y*-\-\x — 3 = 0.
La fonction admet-elle un minimum?
Rép. Le maximum est 7 = 2, pour x = — \.
283. Trouver le maximum et le minimum de la fonction implicite
x* -+-jr 3 — 3 axj = o.
Rép. Le maximum est y = a /4 , pour x = ayji\ le minimum est y = o, pour .r = o.
284. Trouver, sur la circonférence d'un cercle donné, les points dont la distance à un point pris dans le plan du cercle est un maximum ou un minimum.
285. Les longueurs a, b, c étant rangées par ordre de grandeur décroissante, on a la relation
et Ton demande de trouver le maximum et le minimum de la fonction
Rép. u = a (max.), u = c (min.).
286. Un point lumineux, appartenant à la circonférence d'un cercle donné, éclaire une surface infiniment petite dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle et passe par son centre. Cette surface étant supposée située au point d'intersection des deux plans et intérieure au cercle, quelle position doit occuper le point lumineux pour que la surface qu'on vient de définir reçoive le maximum d'éclairement?
287. Parmi tous les segments circulaires terminés par des arcs de môme longueur 2a, quel est celui dont la surface est un maximum, c'est-à-dire quel est le rayon du cercle correspondant?
Rép. Si x est ce rayon, on trouve x— — • Le segment cherché est donc un demi-cercle.
288. Parmi tous les segments sphériques terminés à des zones à une seule base d'aire constante na*, quel est celui dont le volume est un maximum, c'est-à-dire quel est le rayon de la sphère correspondante ?
Rép. On trouve que ce rayon doit être égal à la hauteur du segment sphérique. Le segment cherché est donc un hémisphère.
289. Trouver, sur la droite qui joint deux points lumineux, le point qui reçoit le maximum d'éclairement (Alg. élém., 258).
290. Parmi toutes les Niches de même surface, quelle est celle dont le volume est un maximum?
291\ Trouver, parmi tous les cylindres de révolution inscrits dans une sphère donnée, celui dont la surface totale est un maximum?
292. Môme problème pour les cônes de révolution inscrits dans une sphère donnée.
293. Le moment de la résistance étant donné, quel doit être, dans un levier du second genre, le bras de levier de la puissance pour qu'elle soit un minimum?
294. Étant donné un cône circulaire droit, on demande de le couper par un plan parallèle à Tune des génératrices, de manière que Taire du segment parabolique obtenu soit un maximum (Géom., 768, 769, 3°).
295. Étant donné un cône circulaire droit, quelle est, parmi toutes ses sections elliptiques, celle dont l'aire est un maximum î(Géom., 702, 769, i°.)
296. Quel est le rayon de la sphère dans laquelle Faire totale d'un secteur sphérique de volume donné est un minimum?
297. Parmi tous les vases tronconiques de môme capacité, dont l'arête fait un angle donné avec l'une ou l'autre base, trouver celui dont l'aire totale est un minimum? (Le vase peut être ouvert ou fermé.)
298. De tous les tétraèdres de même base et de même hauteur, quel est celui dont l'aire totale ou l'aire latérale est un minimum?
Trouver le minimum de la fonction
z = x*-+- xjr -\-y*-\ ! -.
Rép. Le minimum a lieu pour x = y = — f — •
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300. a et p étant des angles donnés, trouver le maximum de la fonction
ç = cosj?cosa-hsinj?sinaco8(/ — p).
Rép. Le maximum a lieu pour x = a et y = p.
30i. Trouver les maximums ou les minimums do la fonction
z = e-(*,+r,)(flx»+ by*\
en supposant le nombre donné a supérieur, inférieur ou égal au nombre donné b.
Trouver les maximums ou les minimums de la fonction
__ (ax ->r-by — //) {ax -h by — k)
306. Diviser un nombre A en trois parties x, j, z, telles, que la somme
XV XZ YZ
JL H h •^— soit un maximum ou un minimum.
itàp. — = *- = = -— (max.).
307. Un triangle étant donné, trouver, à l'intérieur de ce triangle, un point tel, que le produit de ses distances aux trois côtés soit un maximum.
Rép. Le maximum a lieu lorsque les droites qui joignent le point cherché aux trois sommets du triangle le divisent en trois triangles équivalents. Os C. — Cours. III. 48
308. Trouver un point tel, que la somme de ses distances aux 1 mets d'un triangle donné soit un minimum.
(Ce problème a été proposé à Fermât par Torricelli, et Fermât en donna trois solutions.)
Le point cherché est, d'une manière générale, à l'intersection des trois segments capables de 1200 décrits sur les côtés du triangle. Examiner le cas où le triangle donné a un angle égal à 120% et celui où il présente un angle plus grand que iao°.
Trouver le maximum et le minimum de la fonction
a«= xl -+-/*-+- aJ, les variables indépendantes étant liées par les relations x* r1 z*
Zx-t- my-hnz = o.
313. Déterminer, parmi tous les quadrilatères qu'on peut former avec les quatre côtés a, p, -y, 8 pris dans l'ordre indiqué, celui dont raire est un maximum.
Rép. Le quadrilatère cherché doit être inscriptible.
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Calculer l'intégrale définie
Jf cos*mxdx.
Rép. 1.
326. Déterminer par l'intégration (795) la limite de la série
X* X3 X* X* Xe X1 X9 X9
x-\ T-+--7 + T — tH H 5 H..
en supposant les valeurs de x comprises entre — i et -4- 1. ^ 3/ • ,-x •
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327. En effectuant la division — y trouver le développement de
arc tango:, dans le cas où x est plus grand que 1 (798).
328. Interpréter géométriquement la règle qui constitue le procédé d'intégration par parties (78i, 758).
THÉORÈME DE DUHAMEL SUR LES SÉRIES A TERMES POSITIFS
Nous avons vu (371 à 375) que le théorème usuel sur la convergenco des séries à termes positifs, fondé sur l'examen du rapport d'un terme au précédent, est en défaut lorsque ce rapport, tout en ayant pour limite l'unité, finit par rester constamment inférieur à sa limite.
Le théorème de Duhamel permet, en général, de résoudre cette difficulté, et devient ainsi le complément nécessaire du premier théorème, bien qu'il présente, lui aussi, un cas douteux.
Soit la série (U) à termes positifs
(U) «1-+- Ut-h ttj-h. . .-+-«„-! -+- ua-h */*+!-+-
Admettons qu'on ait
lim
lim^±i=i,
et que le rapport -^ demeure constamment inférieur à l'unité, à partir d'un certain rang. On peut alors mettre ce rapport sous la forme
un i -+- a '
a étant un infiniment petit positif (336).
Cela posé, la série (U) est convergente ou divergente, selon que la limite du produit n% est supérieure ou inférieure à l'unité. Si la limite du produit /ia est égale à V unité et si ce produit, à partir d'un certain rang, reste inférieur à sa limite, la série est divergente.
i° Supposons d'abord
lim/ia = A: et A>i.
Si m est une quantité quelconque, mais déterminée, comprise entre i
et k et, par suite, plus grande que 1, on a évidemment (691)
en désignant par 8 une quantité qui tend vers zéro, à mesure que n augmente.
Pour qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de /1,
il suffit donc qu'on ait
c'est-à-dire
(a) a>— (i-f-S) ou «a>/n(i-HS).
Or, à mesure que n augmente, le premier membre de la dernière inégalité tend, par hypothèse, vers k qui est plus grand que m, tandis que le second membre tend vers m, puisque S tend vers zéro. Par conséquent, à partir d'une valeur déterminée de n, l'inégalité (1) sera satisfaite. D'ailleurs, cette inégalité revient à
ou a
I-hC
Un
Si l'on considère alors la série (V) 1 1 1
!/« 2//i 3m ••' nm (n^_,)/n '"•'
qui est convergente (377, 3°), puisque m est plus grand que i, on voit que, dans cette série, le rapport -2±* d'un terme au précédent a pour expression générale
{n -hi)wt _ / n \m_ 1
nm \ n}
II est donc plus grand que le rapport analogue -^ dans la série (U)
un
qui est, a fortiori, convergente (385).
a° Supposons maintenant
lim/ia = A: et k<i.
Si m est une quantité quelconque, mais déterminée, comprise entre k et 1 et, par suite, plus petite que 1, on a, comme précédemment (i°),
Pour qu'on ait, à partir d'une certaine valeur de #t, (1 bis) i-f-a < (i-t- - J ,
il suffit qu'on ait (zbis) «<— (i-r-8) ou /*a<m(n-8).
Or, à mesure que n augmente, le premier membre de la dernière inégalité tend, par hypothèse, vers k qui est plus petit que m, tandis que le second membre tend vers /», puisque 8 tend vers zéro. Par conséquent, à partir d'une valeur déterminée de «, l'inégalité (1 bis) sera satisfaite. D'ailleurs, cette inégalité revient à
ou à
1 Vn
Un+l
Si Ton considère alors la série (V) [i°], qui est ici divergente (377, 3°), puisque m est plus petit que 1, on voit que, dans cette série, le
rapport — l d'un terme au précédent est moindre que le rapport analogue -^ dans la série (U), qui est, a fortiori, divergente (385).
Un
3° Lorsqu'on a
lim«a = i,
on reste dans le doute. Néanmoins, si l'on a constamment, à partir d'un certain rang, n% inférieur à l'unité ou ct< - > la série (U) est diver-
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gente. On a, en effet, dans cette hypothèse,
, Le rapport -^ est donc, à partir d'un certain rang, constamment
supérieur à
ou à
rapport qui répond précisément (363) à la série harmonique
Le théorème de Duliamel ne présente ainsi qu'un cas douteux, celai où l'on a lim/ia = 1 et où le produit n* n'est pas, à partir d'un certain rang, constamment inférieur à l'unité.
TABLEAU DES DIFFÉRENTIELLES FONDAMENTALES
Fonctions.
jr = a ± x,
.r = /*> y = log*,
jr=lx,
y = 8inx, y = cosjr,
j = tango?,
j = cota:,
j = sécx, ,/■ = cosécr,
Différentielles.
djT = ±:dx, djr = adx, , adx
djr = mxm-ldx,
dx
s/xm~
, dx
rfr = log<?— >
dlr
y loge
dy = axfo Ac,
djr = e*dx,
djr = cosxd-r,
*(r = — sin x dx%
dx
^ "" cos*.r'
dx
sin**; rfy = tangx sécr £*r, rfp = — cota: cosécr dx,
TABLEAU DES DIFFÉRENTIELLES FONDAMENTALES
Ponctions. y = arc sinx,
y = arc cos x,
y = arc tang.r,
y = arc cota:,
y = arc sécr,
y = arc cosécr,
y = l sinor, y = IcOSX,
y = /tang.*,
r = /tang|,
Différentielles.
rfr =
dx
dx
rfr =
dx
rfr =
<ir
dy =
dx
x yx1 — 1
dy =
cot-r dx.
dr =
— tangx dxj
dy =
dx
sinx cosx>
dy =
dx
sinx'
dy =
^ du ^ ds> ^ dt dy — du~+-dv~—dt.*.y dy = vt du -+- ut dv -+- uv dt -4- .
dy = mum-ldu,
(') «, »», f, ... désignent des fonctions de ar.
TABLEAU DES INTÉGRALES INDÉFINIES CORRESPONDANTES
dx
^a1 — X* — dx
dx
- dx
hx* dx
Si
J x ^x% — a1 I cotxdx
I — tongx dx
x^x* — à1 dx
SIXÏX COS.T
dx
smx
Ç dx
yjx*±.a* dx
: arc 8in - 4- C,
= arccos- -+-C,
- arc tang - -f- C,
- arecot — hC, a a
- arc séc — h C, a a
- arc coséc - -f- C, a a
= /sin.r -4- C,
= /C0SX-4-C,
= /tangx -hC, = /tangï-*-C, = aang(^f)+C,
-l-F=^= -HC,
f(du -f- dv — dt) = idu -4- fdv— fdt.
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