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PRÉFACE
Lé Cours de Mathématiques, dont le premier Volume parvient à sa troisième édition, est en grande partie le résumé d'un enseignement de trente années (1852-1882) au Collège ChaptaU
Notre première édition comprenait trois Volumes et un Atlas. Nous avons élargi peu à peu notre plan en revoyant nos Leçons, et nous avons comblé les lacunes qui résultaient forcément des obligations imposées par les programmes d'examens au professeur de Mathématiques spéciales; mais l'esprit qui nous inspirait et le but que nous cherchions à atteindre n'ont pas varié.
Les Mathématiques forment aujourd'hui un ensemble des plus vastes. Il est indispensable de les étudier en en faisant ressortir les grandes lignes, en en marquant les principaux détails, mais sans se perdre dans une minutie qui risque de fatiguer et d'égarer les jeunes intelligences, f.es Mathématiques sont à la fois une science et une méthode de raisonnement : c'est ce qu'il ne faut jamais oublier si on veut les mettre à leur vraie place.
Les programmes officiels ont leurs exigences, et. ils ne sont pas toujours d'accord avec les nécessités didactiques. Nous nous sommes efforcé de répondre aux uns et de satisfaire aux autres. En nous adressant aux candidats aux grandes Écoles de notre pays, nous avons
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pensé que notre Ouvrage devait, pour leur être réellement profitable, leur offrir en même temps le cadre un peu élastique des programmes d'examens, variables de leur nature, et les initier aux idées générales, en les familiarisant avec leur mise en œuvre.
Pourquoi ne l'avouerions-nous pas? Notre ambition serait de renouveler à notre époque le travail que S.-F. Lacroix a su si bien exécuter k la fin du siècle dernier, en composant son Cours de Mathématiques à l'usage de V École Centrale des quatre Nations, On sait quel esprit philosophique, quelle finesse d'interprétation, quelle clarté de style ont mérité à ce cours un succès longtemps continué et qui n'est pas encore près de s'éteindre.
Mais la Science s'est transformée sur bien des points, des théories nouvelles ont pris naissance, et il nous a paru qu'on pouvait tenter utilement de marcher sur les traces de Lacroix.
Comme nous le disions ailleurs, est-il donc opportun qu'il y ait un monde entre la science des Instituts et celle des Collèges? Au commencement du siècle. Les candidats reçus à l'École Polytechnique avaient tous entendu parler de Lagrange, de Laplace, de Monge, dont ils avaient essayé de lire les Ouvrages, et la génération qu'ils ont donnée à la France n'a pas été indigne de ces grands modèles. Nous n'avons donc pas craint de dépasser les programmes là où nous l'avons cru nécessaire. Nous avons cherché à élucider toutes les questions délicates ou fondamentales du texte et, suivant les conseils de Pascal, nous avons attaché le plus grand prix à la netteté et à l'exactitude des définitions.
Nous allons indiquer rapidement les divisions de notre Cours, qui se partage naturellement en trois Sections.
Les deux Volumes, déjà parus en deuxième édition,
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comprennent : le premier, V Arithmétique et V Algèbre élémentaire; le deuxième, la Géométrie élémentaire, plane et dans V espace, et la Trigonométrie rectiUgne et sphérique.
Ces deux Volumes constituent le domaine principal des Mathématiques élémentaires. Les trois Volumes suivants, qui forment à leur tour un ensemble, traitent des matières réservées aux Mathématiques spéciales.
Le Tome III, tout entier consacré à V Algèbre supérieure, doit paraître dans un délai rapproché.
Le Tome IV renfermera la Géométrie analytique plane, avec tous les développements désirables.
Le Tome V doit réunir la Géométrie analytique dans V espace et la Géométrie descriptive : ces deux parties se prêtent, en effet, un mutuel appui. Tune permettant de calculer ce que l'autre dessine. Un Atlas d'épurés accompagnera le Tome V.
Deux Volumes complémentaires accompagneront les précédents, et ils s'adressent aux candidats aux grandes Écoles, aussi bien qu'aux élèves de ces Écoles.
Le Tome VI renfermera les éléments si importants de la Géométrie supérieure et l'exposé des différentes méthodes de résolution des problèmes . Après avoir étudié les mêmes sujets au point de vue de la Géométrie pure dans le Traité (*) que nous avons publié avec notre collègue et ami, M. Eugène Ronché, et auquel le public savant a bien voulu faire un accueil si favorable depuis i865, le lecteur pourra les revoir dans notre nouvel Ouvrage en se servant des ressources de l'Algèbre et de la Géométrie analytique.
Enfin, nous avons cru que, dans un Cours que nous
(') Tbaité de GfioM^RiE, par Eugène Rouché et Ch. de Comberousse, c/Viquième édition, revue et augmentée (i883).
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cherchions à rendre aussi complet que possible, nous ne pouvions laisser de côté le Calcul infinitésimal.
Notre Tome VII et dernier contiendra donc le Cakul différentiel et le Calcul intégral^ avec leurs applications les plus importantes à l'Analyse et à la Géométrie.
Mais, cette fois, nous avons écrit ce Volume en nous préoccupant surtout des personnes qui ont besoin de recourir sérieusement aux Mathématiques, sans pouvoir et sans vouloir se consacrer exclusivement à la Science pure. C'est, pour nous, une large et nécessaire Introduction à l'étude de la Mécanique générale et, pour résumer notre pensée, nous prendrions volontiers pour titre de ce Volume : le Calcul infinitésimal de V Ingénieur.
Nous souhaitons vivement qu'il nous soit donné de terminer ce long travail (où chaque Volume forme d'ailleurs, heureusement, un tout complet et indépendant en lui-même) comme nous l'avons commencé, c'est-à-dire avec l'appui si bienveillant que nos collègues ont bien voulu nous accorder jusqu'ici. Nous pourrons murmurer alors, avec un espoir modeste et bien relatif, notre Exegi monumentum, et nous consacrer désormais, si le temps ne nous est pas trop mesuré, à la publication de nos Leçons de Mécanique à V École Centrale.
Nous ne terminerons pas cette courte Préface sans remercier notre éditeur et notre ami, M. Gauthier-Villars, dont les soins et les encouragements nous ont été si précieux, et auquel nous devons exprimer publiquement toute notre gratitude.
Mars 1884.
DD TOME
Cette deuxiëme édition du Tome I*»' du Cours de Mathématiques est, en grande partie, un nouveau travail. Nous pensons avoir amélioré, et nous avons beaucoup ajouté. Le lecteur pourra s^en convaincre en parcourant la Table analytique des matières.
Nous demandons la permission de signaler spécialement :
En Arithmétique^ tout ce qui a rapport à la Théorie des nombres premiers, à celle des fractions décimales, au calcul des nombres approchés, aux grandeurs proportionnelles et inversement proportionnelles, aux applications;
En Algèbre élémentaire, les Chapitres consacrés aux quantités négatives, à la Théorie des Déterminants, à la Discussion des Problèmes, à la recherche des Maximums et des Minimums, aux premières notions relatives à rÉtude des Fonctions, à la Théorie élémentaire des Logarithmes.
Nous avons cru devoir, comme dans la première Édition, terminer l'Algèbre élémentaire par l'exposition de la formule du binôme. Nous nous réservons d'ailleurs
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de revenir avec plus de détails sur ce sujet important dans le Volume qui traite de l'Algèbre supérieure.
Les énoncés de nombreux exercices, deux Notes, dont Tune très étendue sur la Règle à calcul, et d'utiles Tables numériques, terminent ce premier Volume, qui n'est pas indigne, nous l'espérons, de la bienveillance habituelle de nos collègues.
J lin 1876.
CHAPITRE V
THfiORËHES RELATIFS AUX QUATRE OPÉRATIONS. — DES PUISSANCES.
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TBÉOBIB DES NOMBRES PREMIERS
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PROPORTIONNELLES
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COURS
NUMÉRATION
Notions préliminaires.
1. On appelle grandeur tout ce qui est susceptible d'augmentation ou de diminution.
Les Malh/'matiques sont la science des grandeurs. A ce point de vue, tout serait du domaine des Mathématiques, car tout est susceptible d'augmentation ou de diminution; mais les Mathématiques ne traitent que des grandeurs mesurables. Le génie, le courage, la bonté échappent, par leur nature même, à tout procédé exact de mesure.
2. Mesurer une grandeur, c'est la comparer a une grandeur de même espèce prise pour unité, c'est chercher combien de fois elle contient cette unité.
Quand on a ainsi mesuré plusieurs grandeurs de même es-
De C. — Court. '
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pèce, on peut les comparer entre elles d'une manière précise en rapprochant les résuliats obtenus.
Le choix de Tunité, c'est-à-dire de la commune mesure des grandeurs proposées , est arbitraire; il faut seulement que cette unité soit parfaitement définie.
3. Le résultat de la comparaison d'une grandeur à son unité s'appelle rapport. On représente le rapport au moyen du nombre.
Nous ne nous occuperons d'abord que du cas où la grandeur à mesurer contient exactement son unité : on dit alors que le rapport obtenu et le nombre qui le représente sont entiers.
Quand on remplace ainsi la considération des grandeurs par celle des nombres correspondants, elles prennent le nom de quantités.
k. L'idée de nombre a son origine naturelle dans la réunion de plusieurs objets à la fois distincts et semblables; mais une remarque est ici nécessaire.
Si l'on pose cette question : Combien ce régiment renfermet-il d'hommes? le choix de l'unité est forcé. L'idée de pluralité domine alors celle de mesure.
Si Ton cherche, au contraire, à exprimer la capacité d'un réservoir, le choix de l'unité devient arbitraire et fait varier l'expression du résultat obtenu.
Dans les deux cas, l'indication de l'unité adoptée est indispensable. Seulement, dans le premier cas, cette unité représente simplement l'opération de compter ou de prendre un certain objet une fois; et ce n'est que dans le second cas qu'elle est un véritable terme de comparaison. On pourrait donc, pour éviter toute confusion entre l'idée de pluralité et celle de mesure, appeler module [*) d'une espèce de quantités celle qu'on aurait choisie comme mesure commune de ces quantités.
5. Quand on fait connaître la nature de l'unité adoptée, le nombre considéré est dit concret; quand on ne fait pas connaître la nature de cette unité, il est dit abstrait.
Le nombre abstrait est le véritable nombre, le nombre con-
(') F. Vallès, Science du Calcul.
crel se composani toujours d'un nombre abstrait et du module
choisi.
\J Arithmétique comprend Tétude des opérations à effectuer
•^iir les nombres abstraits (c'est le calcul proprement dit) et
l'étude de leurs propriétés élémentaires (c'est le point de déart d'un vaste ensemble constituant la Théorie des nombres).
6. Il y a une infinité de grandeurs, une infinité de manières de les comparer; par suite, une infinité de rapports et une infinité de nombres.
Il faut pouvoir nommer et écrire tous ces nombres. L'ensemble des procédés employés pour le faire le plus simplement possible constitue ce qu'on appelle un système de nu-mé rat ion.
On distingue entre eux les différents systèmes de numération par leur base, c'est-à-dire par le nombre de caractères qu'on y emploie.
Numération parlée.
7. Nous ne traiterons ici que de la numération décimale, et nous commencerons par exposer les règles de la numération parlée. Les principes trouvés s'appliqueront ensuite sans difficulté aux autres systèmes de numération. {Foir Chapitre VL)
Les premiers nombres ont reçu des noms indépendants les uns des autres; ce sont :
un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf.
Le nombre suivant, qui est la base du système, a été appelé dix ou une dizaine.
8. On ne donne ensuite de nouveaux noms qu'à des collections d'unités de dix en dix fois plus grandes :
Ainsi l'on forme une collection de dix dizaines, et on l'appelle cent ou centaine;
Une collection de dix centaines, et on l'appelle mille ou unité de mille ;
Une collection de dix unités de mille, et on l'ar^.elle dix mille ou dizaine de mille;
Une collection de dix dizaines de mille, ei on l'appelle cent mille ou centaine de mille;
Une collection de dix centaines de mille et on l'appelle million ou unité de million;
Une collecllon de dix millions, el on l'appelle dix millions ou dizaine de millions;
Une collection de dix dizaines de millions, et on l'appelle cent millions ou centaine de millions;
Une collection de dix centaines de millions, et on l'appelle billion ( * ) ou unité de billion, etc.
Ces collections successives, formées de nombres de dix en dix fois plus grands, portent le nom alunites des différents ordres. Un est l'unité du premier ordre, dix l'unité du second ordre, cent l'unité du troisième ordre, mille l'unité du quatrième ordre, dix mille l'unité du cinquième ordre, cent mille l'unité du sixième ordre, un million l'unité du septième ordre, etc.
Cette création des unités des différents ordres constitue en réalité toute la numération parlée et, par suite, la numération elle-même.
II faut remarquer que les mots unité, dix, cent se répètent constamment de trois ordres en trois ordres ou de trois rangs en trois rangs, et qu'un nouveau nom n'apparati que lorsqu'il s'agit des unités du quatrième, du septième, du dixième ordre, etc., qui deviennent ainsi des unités d'ordi-es ternaires, de mille en mille fois plus grandes.
9. Nous pouvons maintenant énoncer un nombre quelconque; car un nombre quelconque peut être décomposé en ses unités des différents ordres, le nombre de ces unités étant, pour chaque collection particulière, inférieur à dix.
Supposons qu'on veuille compter combien un sac contient de billes.
On rangera ces billes dix par dix, et l'on Onira par trouver une dernière collection inférieure à dix, qui comprendra, par exemple, sept biiles.
On rangera ensuite les collections de dix billes en les réunissant dix par dix à leur tour, et l'on finira par trouver une collection inférieure à dix dizaines de billes, qui comprendra, par exemple, neuf dizaines de billes.
On rangera ensuite les collections de cent billes en les réunissant dix par dix, et l'on finira par trouver une collection
(') Ou milliard.
înrérieure à dix centaines de billes, qui comprendra, par exemple, trois centaines de billes.
Supposons qu*il resie alors seulement cinq collections de dix centaines de billes; le nombre de billes contenu dans le sac pourra s'énoncer :
cinq mitle trois centaines neuf dizaines sept unités.
10. Si des unités d'un certain nombre viennent à manquer, on l'exprime en disant qu'elles sont en nombre zéro. Si le nombre précédemment énoncé ne contenait pas de ceniainesy par exemple, on pourrait dire qu'il est égal à
cinq mille zéro centaines neuf dizaines sept unités.
Numération écrite.
11. Les neuf premiers nombres sont représentés par les caractères ou chiffres
I, 2, 3, 4» 5» fii 7» 8, 9,
qu'on appelle chiffres significatifs, pour les distinguer du dixième caractère o qui représente le zéro.
12. Puisque, pour énoncer un nombre, il suffit d'énoncer combien il renferme d'unités des différents ordres (9), pour l'écrire il suffira aussi d'écrire les chiffres correspondant aux collections qui le composent.
II faut seulement pouvoir représenter par l'écriture adoptée la i^ucccssion établie entre ces collections;
La convention suivante résulte immédiatement du principe fondamental de la numération parlée :
Tout chiffre placé à la droite d'un autre vaut dix fois moins que s'il était à la place de cet autre, ou, en d'autres termes, exprime des unités de V ordre immédiatement inférieur.
D'après celte convention, pour écrire le nombre cinq mille trois centaines neuf dizaines sept unités, nous écrirons un 5 pour représenter les mille, un 3 à la droite du 5 pour représenter les centaines, un 9 à la droite du 3 pour représenter les dizaines, un 7 à la droite du 9 pour représenter les unités; et nous obtiendrons le nombre 5397.
S'il n'y a pas de centaines, on écrira 5097.
On voit que le zéro sert seulement à donner aux différents chiffres significatifs la valeur relative convenable.
Les unités des différents ordres sont représentées par
Xy lO, lOOy lOOO, lOOOO, lOOOOOy....
Lecture et écritnre des nombres.
14. Pour lire un nombre écrit, lorsqu'il ne contient pas plus de quatre chiffres, on lit chaque chiffre significatif en
. commençant par la gauche et en indiquant l'espèce d'unités qu'il représente*
L'usage a prévalu de dire onze, douze ^ treize^ quatorze, quinze ^ seize, au lieu de dix un, dix deux, dix trois, dix quatre, dix cinq, dix six.
De même, au lieu de dire deux dix, trois dix, quatre dix, cinq dix, six dix, sept dix, huit dix, neuf dix, on dit: vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, soixante-dix, quatrevingts, quatre-vingt-dix.
D'après ce qui précède, le nombre 8412 s'énoncera : huit mille quatre cent douze. De même, le nombre 6325 s'énoncera : six mille trois cent vingt-cinq.
15. Lorsque le nombre considéré a plus de quatre chiffres, on le partage en tranches de trois chiffres, à partir de la droite et en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière tranche à gauche peut n'avoir qu'un ou deux chiffres. La première tranche, qui renferme les unités, dizaines et centaines, est la tranche des unités ;\2i deuxième tranche, qui renferme les unités de mille, les dizaines de mille et les centaines de mille, est la tranche des mille; la troisième tranche, qui renferme les unités de millions, les dizaines de millions et les centaines de millions, est la tranche des millions; la quatrième tranche est la tranche des billions; la cinquième celle des trillions, et ainsi de suite.
Cela posé, on lit chaque tranche comme si elle était seule, en commençant par la dernière à gauche, et en faisant suivre cet énoncé du nom qui convient à la tranche considérée ou à l'ordre ternaire du chiffre qui la termine.
Ainsi l'on énoncera le nombre 3578009217305
trois trillions, cinq cent soixante^d x-huit billions, neuf millions, deux cent dix-sept mille, trois cent cinq.
16. Pour écrire un nombre énoncé, on n'a qu'à écrire chaque tranche énoncée au rang qui lui convient, en ayant soin de remplacer par des zéros les tranches ou parties de tranche qui manquent.
Ainsi le non^bre
sept billions, trois millions, deux cent trente-neuf
est représenté par
17. Les principes sur lesquels la numération est fondée (8, 12) sont très-importants. Tout l'art du calcul repose sur cette décomposition d'un nombre en unités de différents ordres, décomposition qui peut s'opérer d'une infînité de manières. On peut partager, par exempte, un nombre en deux groupes : ses centaines d'une part, et de l'autre le nombre formé par ses dizaines et ses unités.
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CHAPITRE IL
ADDITION ET SOUSTRACTION
Addition.
18. L'addition a pour but de réunir plusieurs nombres en un seul, c'est-à-dire de trouver un nombre qui contienne à lui seul autant d'unités que plusieurs nombres donnés.
Le résultat de Topération s'appelle 5om/i26 ou total.
19. L'addition repose sur ce principe fondamental : Pour ajouter plusieurs nombres ou les réunir en un seul, on peut les concevoir décomposés en unités, dizaines, centaines, etc.; ajouter alors les unités avec les unités, les dizaines avec les dizaines, les centaines avec les centaines, etc., et réunir tous ces résultats partiels.
20. Nous ne nous arrêterons pas aux cas simples de l'addition : nous supposerons que l'habitude a appris à additionner immédiatement deux nombres d'un seul chiffre ou un nombre de plusieurs chiffres avec un nombre d'un seul.
Supposons qu'on cherche la somme des trois nombres
Le principe énoncé (19) conduit immédiatement à écrire ces trois nombres l'un au-dessous de l'autre, de manière que les unités de même ordre se correspondent dans une même colonne verticale :
On additionne alors colonne par colonne, en commençant par celle des unités. jJ résulte de la numération aue, si le résultat
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donné par une colonne ne surpasse pas 9, on doit récrire lel qu'on le trouve sous la colonne correspondante, en séparant par un trait horizontal les chiffres du total de ceux des nombres à ajouter. Si le résultat trouvé surpasse 9, on doit a écrire sous la colonne considérée que les unités de ce résultat, en ayant soin d'ajouter avec la colonne suivante autant d'unités que ce résultat contient de dizaines : ces unités forment ce qu'on appelle la retenue»
Ainsi, dans l'exemple proposé, la colonne des unités donnant 12 pour somme partielle, on pose 2 sous cette colonne» Cl Ton retient i pour l'ajouter avec la colonne des dizaines.
La colonne des dizaines donnant alors 6 pour somme partielle, on pose 6 sous cette colonne.
La colonne des centaines donnant 21 pour somme partielle, on pose I sous cette colonne, et Ton retient 2 pour l'ajouter aux raille de la colonne suivante.
La colonne des mille donnant alors i5, on pose 5 sous cette colonne, et l'on retient i pour l'ajouter aux dizaines de mille de la colonne suivante : on pose donc 2 sous cette dernière colonne, et la somme des nombres proposés est 25162.
22. On doit commencer l'opération par la droite; en effet, si on la commençait par la gauche et si quelques-unes des colonnes ajoutées fournissaient des retenues, on serait obligé, pour en tenir compte, d'effacer ou de modifier des chiffres déjà écrits.
23. On appelle preuve d'une opération une seconde opération ayant pour but de contrôler l'exactitude de la première.
Lorsque la preuve d'une opération réussit, l'exactitude du résultat est probable, elle n'est pas certaine.
L'addition étant la plus simple de toutes les opérations, sa preuve consiste en une autre addition. Si l'on a, par exemple, additionné en descendant, c'est-à-dire en allant de haut en bas, on recommence le calcul en montant, c'est-à-dire en allant de bas en haut(').
(') Quand on rGCommence de la même manière une addition fautive, il est *H«z ordinaire de refaire la même faute : si Ton a dit 3; et 9 font /|.î, il a été remarqoé qu'on était sujet a le répéter. En recommençant Taddition en sens iorerse, on rompt la consonnance, et Ton ne commet plus d'erreur, parce qu'on Ba plus à ajouter 87 et g.
lO ARITHMÉTIQUE.
On peut aussiy surtoui si l'on a beaucoup de nombres à ajouter, partager l'addition donnée en additions partielles. La somme des totaux partiels obtenus doit reproduire le total général trouvé d'abord.
Sonstraction.
24. La soustraction a pour but» deux nombres étant donnés, de chercher de combien d'unités le plus grand surpasse le plus petit.
Le résultat de l'opération s'appelle reste, excès ou différence.
La définition adoptée prouve que le plus petit nombre augmenté du reste trouvé doit reproduire le plus grand nombre.
On peut donc dire encore que la soustraction a pour but, étant donnés la somme de deux nombres et l'un de ces nom' bres, de trouver l'autre.
25. De même que pour ajouter plusieurs nombres on peut ajouter leurs différentes parties» pour soustraire deux nombres, on peut aussi retrancher successivement les unités, dizaines, centaines, etc., du second nombre, des unités, dizaines, centaines, etc., du premier, et grouper ensuite les résultats partiels obtenus.
26. Nous ne nous arrêterons pas aux cas simples de la soustraction, et nous admettrons que Phabitude a appris à soustraire immédiatement un nombre d'un seul chiffre d'un nombre d'un seul chiffre ou d'un nombre de plusieurs chiffres.
27. Passons au cas générai, et supposons qu'on ait à soustraire 357816 de 910549.
Nous nous appuierons ici sur ce principe évident :
La différence de deux nombres ne change pas quand on
les augmente tous les deux d'une même quantité.
La remarque faite plus haut (25) conduit à écrire le plus
petit nombre sous le plus grand, de manière que les unités
(le même ordre se correspondent dans une même colonne
verticale.
On retranche alors colonne par colonne en commençant par celle des unités. Si le chiffre inférieur est plus faible que le chiffre supérieur qui lui correspond, on écrit immédiatement le résultat trouvé sous la colonne considérée^ en séparant par\ un trait horizontal les chiffres du reste de ceux du nombre à soustraire. Si le chiffre inférieur l'emporte au contraire sur le chiffre supérieur^ on augmente ce dernier de dix, de manière que la soustraction soit toujours possible, mais par compensation on augmente d*une unité le chiffre inférieur de la co^ tonne suivante.
De celle manière, les deux nombres croissani d'une même quaniilé, leur dilTérence ne change pas, el la souslraciion peui se poursuivre jusqu'à la fin, comme dans le cas particulier où tous les chifïres du plus petîl nombre lombenl au-dessous de ceux qui leur correspondent dans le plus grand nombre.
Ainsi, dans l'exemple proposé, on dira 6 de 9 reste 3, qu'on pose sous la colonne des uniiés; i de 4 reste 3, qu'on pose sous celle des dizaines.
\rriv8 à la colonne des centaines, on ne peut retrancher 8 de 5. On dira alors 8 de i5, reste 7, en augmentant le chiffre supérieur de 10, c'est-à-dire le nombre supérieur de dix centaines ou d'un mille, et l'on écrira 7 sous la colonne des centaines.
Passant à la colonne des mille, on augmente par compensation le chiffre inférieur 7 d'une unité, ce qui revient à augmenter d'un mille le nombre inférieur, et Ton dit, en employant le même procédé, 8 de lo reste 2, qu'on écrit sous la colonne des mille.
On continue en disant 6 de 1 1 reste 5, ^ deg reste 5, et le reste demandé est 552733.
28. 11 faut commencer la soustraction par la droite; en effet, si on la commençait par la gauche et si l'on rencontrait dans le plus petit nombre quelques chiffres qui l'emportassent sur ceax qui leur correspondent dans le plus grand nombre, on serait obligé, pour faire croître les deux nombres donnés <i'ane même quantité, de modifier ou d'effacer des chiffres <i6jà écrits au résultat.
29. La preuve de la soustration s'effectue en ajoutant le nste trouvé au plus petit nombre : on doit ainsi reproduire le plus grand (24).
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Notions BUT les compléments.
30. On appelle complément arithmétique d'un nombre ce qu^ il faut ajouter à ce nombre pour former une unité de l'ordre immédiatement supérieur à celui de ses plus hautes unités, en d'autre termes, ce qu'il faut ajouter à ce nombre pour obtenir Vunité suivie d'autant de zéros qu'il contient de chiffres.
Pour avoir le complémenl d'un nombre, on le retranchera donc de l'unité suivie d'autant de zéros quMI a de chiffres. D'après cela, le complénieni de 682817 sera 317183.
3i7ib3
Pour faire cette soustraction, on peut regarder 1 000000 comnrïo égal à 999990 plus 10 unités, c'est-à-dire retrancher de 9 tous les chiffres de 682817, sauf le dernier que Ton retranchera de lo.
S'il y a des zéros à droite du nombre proposé, ils se retrouvent en nombre égal à droite de son complément : le complément de 6670 est 433o.
lOOOO
En résumé, la règle sera de retrancher de 9 tous les chiffres du nombre donné, excepté le dernier chiffre significatif à droite qu'on retranchera de 10, en ayant soin d'écrire à la droite du complément tous les zéros qui, à partir de ce chiffre, peuvent se trouver à la droite du nombre donné,
31. On peut transformer la soustraction en véritable addition au moyen des compléments. En effet, puisqu'on nr change pas la différence de deux nombres en les augmentant d'une même quantité, on peut ajouter à ces deux nombres le complément du plus petit: mais le plus petit nombre ai.gmente de son complément donne une unité de l'ordre immédiatement supérieur à celui de ses plus hautes unités. La soustraction sera donc ramenée à retrancher cette unité de In somme obtenue en ajoutant au plus grand nombre le complément du plus petit.
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Soit à soustraire 57S190 de 1417813. On ajoutera 1417813 el^^iSio, complément de 678190, et, arrivé à la colonne des niiilions, on aura soin de diminuer d'une unité le résultat luurni par cette colonne :
3S. Quand il s'agit seulement de la soustraction de deux Dombres, Tusage des compléments n'offre aucun avantage; mais, si Ton doit ajouter et retrancher successivement pluisieurs nombres, il est bon de les employer. Nous verrons plus loin comment on simplifie les calculs par logarithmes, en s'appuvani sur ce qui précède.
Supposons qu'on ait en même temps à additionner les nombres 32843, 6S12, 25714» et à retrancher les nombres •*^i7, i34i5, 7216. Pour obtenir le résultat, il faut ajouter à pan \es trois premiers nombres et à part les trois derniers, puis retrancher l'un de l'autre les deux totaux obtenus.
Si l'on emploie ies compléments arithmétiques, on aura une seule opération à effectuer au lieu de trois. Il suffira, en ofei, d'ajouter aux trois premiers nombres les compléments des trois derniers, en ayant soin de retrancher, pour chaque amplement, une unité de l'ordre immédiatement supérieur 3 celui de ses plus hautes unités. On peut d'ailleurs, pour plus de commodité, écrire immédiatement cette unité souslractive a ia gauche de chaque complément, en la surmontant du si^ne —, qui indique qu'elle doit être retranchée du résultat fourni par les autres chiffres de la colonne correspondante. Uiableau ci-dessous permet de comparer les deux procédés:
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CHAPITRE III
MULTIPUCATION.
33. La multiplication a pour but de répéter ou d* ajouter un nombre appelé multiplicande autant de fois qu'il jr a d* unités dans un autre nombre appelé multiplicateur.
Le résultat de Topération s'appelle produit. Le multiplicande et le multiplicateur sont \%s facteurs du produit.
Multiplier 5 par 3, c'est répéter 5 trois fois.
La multiplication est une addition où tous les nombres à ajouter sont égaux.
Hnltiplication de deux nombres d'an seul chiffire.
34. Supposons d'abord qu'on ait à multiplier Tun par l'autre deux nombres d'un seul chiffre. On arrivera facilement au produit, en suivant la règle donnée pour l'addition. Mais, comme on ramène à ce premier cas tous les autres, il est essentiel de savoir par cœur les produits des nombres d'un seul chiffre par les nombres d'un seul chiffre. Ces produits sont renfermés dans une table appelée table de multiplication^ qu'on forme de la manière suivante :
lO
On écrit sur une ligne horizontaleles neuf premiers nombres ;
en les ajoutant a eux-mêmes, on obtient une seconde ligne qui renferme les produits des neuf premiers nombres par a; en ajoutant les nombres correspondants de ces deux premières lignes, on obtient une troisième ligne qui renferme les produits des neuf premiers nombres par 3; en ajoutant les nombres de la première ligne à ceux qui leur correspondent dans la troisième ligne, on obtient une quatrième ligne qui contient les produits des neuf premiers nombres par 4; on continue ainsi jusqu'à la neuvième ligne, en ajoutant toujours la première ligne avec la dernière formée, ce qui revient évidemment à augmenter chaque fois le multiplicateur d'une unité.
Il suit de la formation de la table que chaque ligne horizontale renferme les produits des neuf premiers nombres par le nombre qui la commence, et que chaque ligne verticale renferme les produits du nombre qui la commence par les neuf premiers nombres.
Cela posé, soit demandé le produit de 6 par 8 : ce produit devra se trouvera la fois dans la ligne horizontale commencée par 8 et dans la ligne verticale commencée par 6; il se trouvera à la rencontre de ces deux lignes et sera 48.
Multiplication d'un nombre de plusieurs chiffres par un nombre
d'un seul chiffre.
35. Soit à multiplier 4887 par 5. On a pour but de répéter 4837 autant de fois qu'il y a d'unités dans 5, c'est-à-dire d'ajouter 5 nombres égaux à 4887. On sera donc conduite répéter 5 fois chacun des chiffres du multiplicande. Mais, puisqu'on connaît les produits partiels correspondants d'après la table de multiplication, on pourra se dispenser d'indiquer l'addition, et écrire immédiatement les diiTérents résultats en tenant compte des retenues comme pour l'addition.
241 85 Ainsi, disposant le calcul comme il est indiqué, on dira :
5 fois 7 foni 35 : je pose 5 unilës et je reliens 3 dizaines; 5 fuis 3 font i5 ei 3 de retenue font i8 : je pose 8 dizaines et je retiens i centaine; 5 fois 8 font ^o et i de retenue font ^i : je pose I centaine et je retiens 4 mille; 5 fois 4 ^ont 20 et 4 de retenue font 24 : je pose 24 mille» c'est-à-dire 4 mille et
2 dizaines de mille.
11 est nécessaire de commencer l'opération par la droite, puisqu'elle n*est autre chose qu'une addition abrégée (22).
Multiplication de deax nombres de plnsienrs chiffres.
36. Passons au cas général de la multiplication; il repose sur le principe suivant :
Pour multiplier un nombre par un chiffre significatif suivi d'un ou plusieurs zéros, il suffit de multiplier ce nombre par le chiffre significatif et d* ajouter à la droite du résultat autant de zéros qu'il y en a à la droite de ce chiffre.
Si le chiffre significatif est l'unité, si l'on a par exemple 584 à multiplier par 100, le produit de 584 P^^ < étant 584, le résultai sera égal à 584oo. En effel, chacun des chiffres de 584 se trouve ainsi placé deux rangs plus loin vers la gauche, c'est-à-dire exprime des unités cent fois plus grandes et acquiert par conséquent une valeur centuple. La valeur d'un nombre étant formée de la somme des valeurs relatives des chiffres qui le composent, 584 ^^^^ Vi^ïi été multiplié par 100.
Soit maintenant à multiplier 584 P^^* ^^o* ^^ faudra additionner 3oo nombres égaux à 584. ^^^i^ ^^^ P^^^ partager une addilion en plusieurs additions partielles, et les sommes partielles ajoutées donnent le total demandé. Or, 3oo étant égal à
3 multiplié par loo d'après ce qui précède, on pourra additionner trois nombres égaux à 584, ^^ ^1 faudra répéter 100 fois la somme trouvée : ce qui se fera en écrivant deux zéros à la droite de celle somme; on obtiendra ainsi le même résultat qu'en effectuant l'addition de 3oo nombres égaux à 584. l^onc, pour multiplier 584 P^^ ^^^i î' suffit de multiplier 584 P^i* ^ et d'ajouter deux zéros à la droite du résultat; c'est ce que nous voulions établir.
37. Cela posé, proposons-nous de multiplier deux nombres quelconques l'un par l'autre : 9752 par 846, par exemple. Nous avons pour but de répéter le multiplicande 97^2 autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur^ c'est-à-dire
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846 fois, OU encore 6 fois^ plus 4o fois, plus 800 fois. Nous
sommes donc conduits à mulliplier 9762 successivement
par 6, par 4o et par 800, puis à ajouter les produits partiels
obtenus:
Nous savons multiplier 9752 par 6, et le produit correspondant sera 585i2. Pour multiplier 9752 par 40, nous multiplierons 9752 par 4 6t nous ajouterons un zéro à la droite du résultat : nous obtiendrons ainsi 890080. Mais il est inutile d'ajouter ce zéro à la droite du produit de 9752 par 4* En effet, nous devons, pour préparer l'addition des différents produits partiels, les écrire Tun au-dessous de l'autre, en faisant correspondre les unités de même ordre. Le zéro ne comptant pas dans Taddition, il suffira alors d'écrire le produit 39008 sous le produit précédent, de manière que le chiffre de ses unités soit au rang des dizaines, c'est-à-dire corresponde au chiffre du multiplicateur employé pour le former. De même, pour multiplier 9752 par 800, on multipliera 9752 par 8, et l'on écrira le produit trouvé 78016 sous les produits précédents, de manière que le chiffre 6 de ses unités soit au rang des centaines : ce sera le reculer d'un rang vers la gauche par rapport au produit précédent, comme celui-ci l'a déjà été par rapport au preniier produit.
On ajoutera les trois produits partiels, et l'on obtiendra pour produit total le nombre 8250192, qu'on séparera des produits partiels qui ont concouru à le former par un trait horizontal; un autre trait doit séparer le multiplicande et le multiplicateur de ces mêmes produits partiels.
Pour multiplier deux nombres quelconques l'un par l'autre, la règle générale sera donc celle-ci : Multiplier successivement le multiplicande par tous les chiffres du multiplicateur en commençant par le premier à droite, écrire les produits obtenus les uns au-dessous des autres en reculant chacun d'eux d*un rang vers la gauche par rapport au précédent, ajouter tous ces produits.
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38. Il est essentiel (35) d'opérer les muUipHcalions parlielles en commençant par la droite du multiplicande; mais on peut employer les chiffres du multiplicateur dans un ordre quelconque, la seule précaution à prendre étant de faire exprimer à chaque produit partiel des unités de même ordre que le chiffre correspondant du multiplicateur.
Remarques sur la multiplication.
39. Remarque I. — Si les deux facteurs sont terminés par des zéros, il suffit de les multiplier, abstraction faite de ces zéros, puis d'en écrire un pareil nombre à la droite du résultat.
Ainsi, pour multiplier 327000 par 4200, on multipliera 827 par 4^, et Ton écrira cinq zéros à la droite du résultat.
En effet, multiplier par 4200 revient (36) à multiplier par 42, puis à ajouter deux zéros à la droite du produit obtenu; multiplier 827000 par 42 revient à multiplier 827 unités de mille par 4^» 6t ce produit contiendra autant d'unités de mille que le produit de 827 par 4^ contient d'unités. Il faudra donc^ à ta droite du produit de 827 par 4^^ écrire d'abord trois zéros, parce que le multiplicande représente des unités de mille, et ensuite deux autres zéros, parce que le multiplicateur représente des centaines.
40. Remarque II. — Le nombre des chiffres du produit est ai. plus égal au nombre des chiffres des deux facteurs réunis et, au moins t à ce nombre diminué de i.
Soit 2345 à multiplier par 889. 889 étant compris entre 100 et 1000, le produit sera compris entre 2345ooet a845ooo : il aura donc au moins six chiffres, et au plus sept chiffres.
La démonstration est générale, car l'unité de même ordre que les plus hautes unités du multiplicateur renferme toujours un zéro de moinà que ce multiplicateur ne contient de chiffres, et l'unité de l'ordre immédiatement supérieur renferme le même nombre de zéros.
On n'a souvent besoin que de connaître les plus hautes unités d'un produit : on y parvient en s'appuyant sur ce qui précède, et en considérant les chiffres des plus hautes unités des deux facteurs.
Dans l'exemple indiqué plus haut, le produit des deux chiffres qui représentent les plus hautes unités des deux fac-
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leurs étani égal à 16^ le produit partiel correspondant au der- Dîer chiffre à gauche du multiplicateur contiendra 5 chlfifres et, comme il doit être reculé de deux rangs vers la gauche, le produit total renfermera 7 chiffres : ce produit est égal à 1967455.
Si l'on a a345 à multiplier par 289, le produit des chiffres extrêmes des deux facteurs étant égal à 4» on peut affirmer que le produit total n'aura que 6 chiffres : ce produit est égal à 560455.
41. Renâbque III. — On ne change pas un produit de deux facteurs en reni^ersant l* ordre de ces facteurs.
Soit 5 à multiplier par 3; ce produit est égal à celui de 3 par 5. En effet, multiplier 5 par 3, c'est répéter 5 unités 3 fois. Ecrivons trois lignes horizontales renfermant chacune 5 unités, ce tableau représentera le nombre d'unités contenues dans le produit de 5 par 3 :
Mais si, au lieu de considérer les lignes horizontales, on con* sidère les lignes verticales» on voit que ce tableau représente aussi 3 unités répétées 5 fois, c'est-à-dire le produit de 3 par 5. Les deux produits sont donc identiques.
tô. De même que pour faire la preuve de l'addition il faut la recommencer d'une autre manière, pour faire la preuve de la multiplication il faut la recommencer d'une autre manière. D'après ce qui précède (41), on renversera l'ordre des facteurs, et l'on devra trouver le même produit.
On pourrait encore faire la preuve de la multiplication, en évitant de former les différents produits partiels et en écrivant immédiatement les chiffres du produit total. Il sufGt pour cela de considérer successivement dans les deux fac* teurs les chiffres qui influent directement sur les différents chiffres du produit. Ainsi le chiffre des unités du produit provient seulement du produit des chiffres des unités des deux facteurs. Celui des dizaines est fourni à la fois par les dizaines du multiplicande multipliées par les unités du multiplicateur, et par les unités du multiplicande multipliées par les dizaines du multiplicateur. Le chiffre des centaines du produit
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correspond à trois produits élémentaires : centaines du multiplicande multipliées par les unités du multiplicateur, dizaines du multiplicande multipliées par les dizaines du multiplicateur, unités du multiplicande multipliées par les centaines du multiplicateur. On poursuivra facilement. Il est bien entendu qu'on doit toujours tenir compte des retenues.
SiSoiga
Si Ton prend l'exemple du n" 37, on dira : 6 fois a font 12, je pose 2 unités et je retiens i. 6 fois 5 font 3o, plus 4 fois 2 font 38, et i de retenue font Sg; je pose 9 dizaines et je retiens 3. 6 fois 7 font42» plus 8 fois 2 font 58, plus 4 fois 5 font 78, plus 3 de retenue font 81 ; je pose i centaine et je retiens 8. 6 fois 9 font 54, plus 4 fois 7 font 82, plus 8 fois 5 font 122, plus 8 de retenue font i3o; je pose o mille et je retiens i3. 4 fois 9 foritr36, plus 8 fois 7 font 92, plus i3 de retenue font io5; je pose 5 dizaines de mille et je retiens 10 Enfin, 8 fois 9 font 72 et 10 de retenue font 82; je poseS^cen taines de mille ou 2 centaines de mille et 8 millions.
CHAPITRE IV
DIVISION
43. La division a pour but de chercher le plus grand nombre de fois qu*un nombre appelé dividende en contient un autre appelé diviseur : ce nombre de fois s'appelle quotient.
Sous ce point de vue, la division peut s'effectuer au moyen de ia soustraction.
Soit à diviser 23 par 5. Retranchons 5 de 23, nous trouve-* 23 rons i8; 5 de i8, nous trouverons i3; 5 de i3, nous 5 trouverons 8; 5 de 8, nous trouverons 3, quantité ^ plus petite que 5. Nous avons dû faire 4 soustractions 5 pour arriver à ce résultat; 23 contient donc 4 fois 5, -r et un reste 3 plus petit que 5, ^ 4> ou le nombre des soustractions effectuées, est
-- donc le quotient cherché.
^ Le reste 3 s'appelle le reste de la division de 23
— par 5 : le reste d'une division est toujours plus petit
^ que le diviseur. On voit que c'est la quantité qu'il faul
ajouter au produit du diviseur par le quotient pour reproduire
le dividende. Ainsi, dans toute division, le dividende est égal
au produit du diviseur par le quotient y plus le reste,
U. Il peut se faire que le reste soit nul. Dans ce cas, le dividende est simplement égal au produit du diviseur par le quotient. On peut dire alors que la division a pour but, étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs, de trouver l'autre. Nous généraliserons plus tard cette définition. On dit souvent dans ce cas que la division est exacte.
Pour qu'un nombre soit le quotient d'une division exacte, il suffit donc que, multipliant le diviseur, il reproduise le di^ vidende.
Si, dans le cas indiqué, on regarde le diviseur comme tenant la place du multiplicateur, on peut dire encore, en se re-
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portant à la déflnîtion de la multiplication, qu'on veut partager le dividende en autant de parties égaies qu'il jr a d'unités dans le diviseur: l'une de ces parties est le quotient qui joue alors le rôle de multiplicande. Celle remarque justifie les dénominations de dividende et de diviseur.
45. On comprend sans peine que le procédé indiqué (43) est en général tout à fait impraticable. Nous allons donc chercher une autre méthode. Nous distinguerons deuiP cas» suivant que le quotient aura un ou plusieurs chiffres.
Cas oà le quotient n'a qu'un chifflre.
46. Supposons que le quotient et le diviseur n'aient qu'an chiffre. Le dividende sera au plus égal à 9 fois 9 plus 8 ou à 89; il ne pourra donc avoir qu'un ou deux chiffres, et Ton obtiendra le quotient en se servant de la table de multiplication.
Soit 39 à diviser par 5. En descendant dans la ligne verticale commencée par 5, on verra que 89 tombe entre les produits de 5 par 7 et par 8.
39 contient donc 7 fois le diviseur 5, plus un reste 4» diffé* rence entre 89 et le produit 35 qui en approche le plus par défaut : 7 est donc le quotient demandé, et 4 est le reste de la division.
47. Supposons maintenant que le diviseur ait plusieurs chiffres, le quotient n'en ayant toujours qu'un seul.
Soit 6843 à diviser par 839. On voit immédiatement que le quotient n'a qu'un chiffre, parce que le dividende, étant plus petit que 10 fois le diviseur ou 8390, ne contient pas 10 fois ce diviseur.
Cela posé, au lieu de diviser 6843 par 839, divisons 6843 par 800. Puisque nous employons un diviseur plus petit que le diviseur donné, nous pourrons trouver un quotient pi us grand que le quotient cherché, mais seulement plus grand.
Diviser 6843 par 800 revient à diviser 6800 par 800. En effet, si l'on divise 68 centaines par 8 centaines, on trouvera pour reste un nombre de centaines inférieur à 8 centaines au moins d*une centaine; pour que le dividende contint une fois de plus le diyiseur, il faudrait donc Taugmenter au moins d'une centaine, et non pas seulement de 43 unités.
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Enfin diviser 6800 par 800 revient à diviser 68 par 8; car 68 unités de centaines renferment autant de fois 8 unités de centaines, que 68 unités renferment 8 unités.
On est par suite conduit à divisery par les plus hautes unités du diviseur, les unités de même ordre du dividende; et l'on obtient ainsi ou le quotient exact ou un quotient supérieur au quotient exact.
Il faut donc vérifier l'exactitude du chiffre trouvé : il faut Vessajrer,
Pour cela, on multiplie le diviseur'par ce chiffre, et, selon que le produit trouvé est plus petit ou plus grand que le dividende, le quotient obtenu est exact ou trop fort.
Si le quotient obtenu est trop fort, on le diminue d'une unité et l'on recommence l'essai jusqu'à ce qu'il réussisse (').
Dans l'exemple proi)Osé, en divisant 68 par 8,
on trouve 8 pour quotient (46). Le produit du diviseur 839 par 8 est égal à 6712; ce produit peut se retrancher du dividende 6843, et Ton obtient i3i pour reste. Le quotient demandé est donc 8, et le reste de l'opération est égal à i3i (').
48. On peut effectuer à la fois la multiplication et la sous-
(') Si l'on obtenait pour quotient un nombre plua grand que 9, on ne démit évidemment commencer les essais qu'au chiffre g.
(') De même qu'on a divisé en réalité 6800 par 800, on aurait pu diviser (iSoopar 900 on 68 par 9; on augmente ainsi le diviseur : on peut donc trouver on quotient plus petit que le quotient cherché, mais seulement plus petit. On essaye le chiffre trouvé comme il est dit plus haut et, suivant que la soustraction donne un reste plus petit ou plus grand que le diviseur, on en conclut que le quotient obtenu est exact ou trop faible; s'il est trop faible, on l'augmente du nouveau quotient que donne le reste divisé par le diviseur.
On a intérêt à augmenter ou à forcer ainsi d'une unité le chiffre des plus hautes unités du diviseur, lorsque le chiffre qui vient après surpasse 5. Soit, par exemple,
à diviser iSog par 276. En divisant i5 par 2, on trouve 7; en divisant i5 par 3, on obtient immédiatement le véritable quotient qui est 5. Ici le diviseur est bien plus près de 3oo que de 200.
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traction que l'essai du chiffre 8 exige. On y parvient en augmentant chaque chiffre du dividende d'autant de fois dix qu'il est nécessaire pour qu'on puisse en retrancher immédiatement le produit partiel correspondant, et en augmentant d'autant d'unités le produit partiel suivant.
Multiplions le diviseur 889 par 8. On dira d'abord 8 fois 9, 72. Il faudra alors augmenter le chiffre 3 des unités du dividende de 70, et dire 72 de 73, reste i et je retiens 7. En passant au produit partiel suivant» qui représente des dizaines» il faudra par compensation l'augmenter de 7 unités, et dire 8 fois 3 font 24 et 7 de retenue font 3i. On continuera de la même manière, en disant 3i de 34, reste 3 et je retiens 3; 8 fois 8 font 64 et 3 de retenue 67; 67 de 68, reste i.
L'opération présentera alors une forme plus simple.
En suivant la marche qu'on vient d'indiquer, on pourra faire l'essai d'un chiffre sans rien écrire.
La vérification sera souvent plus rapide, si l'on commence la soustraction par la gauche. Ainsi, en disant dans l'exemple précédent, 8 fois 8, 64; 64 de 68, reste 4 centaines, on est immédiatement sûr du chiffre 8; car, le chiffre suivant du diviseur étant 3, le produit partiel suivant ne peut contenir plus de 3 centaines.
Cas on le quotient a plnslenrs chiifirea.
49. Soit à diviser 4^^782 par 785. On voit immédiatement que le quotient a plusieurs chiffres; car 10 fois le diviseur 785 donnent un nombre 7860, inférieur au dividende.
Séparons alors sur la gauche du dividende autant de chif*-
* fres qu'il est nécessaire pour former un nombre compris entre
une fois et dix fois le diviseur. Ce nombre sera 4267; ses unités
correspondant aux centaines du dividende, les plus hautes
unités du quotient seront des centaines.
En effei, 4^^? contenant au moins une fois le diviseur, 4257 centaines contiendront au moins cent fois ce diviseur, et il en sera de même à plus forte raison du dividende 42^782.
D'autre part, 4^57 est Inférieur à dix fois le diviseur d'au moins une unité. Par suite, 42^7 centaines seront inférieures
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à cent fois dix fois ou à mille fois ce diviseur d'au moins une centaine. Le dividende tout entier, qui ne surpasse 42^7 centaines que de 82 unités, sera donc lui-même inférieur à mille fois le diviseur.
Le diviseur étant contenu dans le dividende plus de 100 fois et moins de 1000 fois, les plus hautes unités du quotient sont des centaines.
Ainsi, lorsqu'on sépare sur la gauche du dividende un nombre compris entre une fois et dix fois le diviseur, le chiffre auquel on s'arrête sur la droite marque l'ordre des plus hautes unités du quotient.
Cela posé, si l'on divise les 42^7 centaines du dividende par le diviseur 785 (ce qu'on sait faire [W]), le chiffre 5 obtenu est le chiffre exact des centaines du quotient.
Car, puisque 4257 contient 5 fois le diviseur 785, 4^57 centaines contiennent 5oo fois ce diviseur, et il en est de même à plus forte raison du dividende 425782.
D'ailleurs, 4^^? étant inférieur à 6 fois le diviseur 785 au moins d'une unité, 4^^7 centaines sont inférieures à 600 fois le même diviseur au moins d'une centaine, et, par conséquent, le dividende 425782 ne contient pas 600 fois le diviseur 785.
Le dividende étant compris entre 5oo et 600 fois le diviseur, le quotient lui-même est compris entre 5oo et 600, c'est-à-dire contient 5 centaines et un certain nombre de dizaines et d'unités, qu'il reste à déterminer.
On voit donc qu'on obtient exactement le chiffre des plus hautes unités du quotient, en divisant les unités de même ordre du dividende par le diviseur.
50. Si l'on retranche 5 fois 785 de 42^7, il reste 332, Donc, en retranchant 5oo fois 785 de 4^*57 centaines, il restera 332 centaines ; et en retranchant 5oo fois le diviseur du dividende tout entier, on obtiendra pour reste 33282.
il faut donc chercher maintenant combien de fois ce reste contient le diviseur, c'est-à-dire qu'on a à effectuer une nouvelle division où le nouveau dividende est le reste 33282 et où le diviseur 785 est conservé.
D'après ce qui précède (49), on séparera sur la gauche de ce reste assez de chiffres pour former un nombre compris entre une fois et dix fois le diviseur. Si l'on est conduit ainsi à séparer les dizaines du reste, c'est que le quotient contient des dizaines; si l'on est forcé d* aller jusqu'aux unités, c'est que le quotient ne contient que des unités, et il faut alors mettre un zéro au quotient pour tenir la place des dizaines manquantes.
Dans l'exemple proposé, les 3328 dizaines du reste 33282 conienant4 fois le diviseur, le chiffre des dizaines du quotient est 4* £1^ retranchant 4 fois 785 de 3328, on trouve pour reste 188. Donc, en retranchant 4o fois 785 de 33282, on trouvera pour reste 1882.
Ainsi le nouveau dividende 33282 contient ^o fois le diviseur 785, plus un reste 1882. 11 faut donc chercher combien de fois ce reste 1882 contient le diviseur 786, en regardant à son tour 1882 comme un nouveau dividende.
1882 contient 2 fois le diviseur 785, plus un reste 3i2.
Le dividende 4^^782 renferme donc 5oo fois, plus ^o fois, plus 2 fois, le diviseur 785, avec un reste égal à3i2. Le quotient demandé est donc 54^, et le reste de l'opération est 3 12.
51. En relisant attentivement la démonstration précédente, on est conduit à cette règle pratique pour la division de deux nombres quelconques : Il faut séparer le dividende du diviseur par un trait vertical, le diviseur du quotient par un trait horizontal; marquer ensuite sur la gauche du dividende un nombre compris entre une fois et dix fois le diviseur, diviser ce nombre par le diviseur : le quotient obtenu est le chiffre des plus hautes unités du quotient. On multiplie le diviseur par ce chiffre, on retranche le produit obtenu de la partie séparée à gauche du dividende, qu'on appelle premier dividende partiel; et Von forme un second dividende partiel en abaissant à côté du reste trouvé le chiffre suivant du dividende. En divisant le second dividende partiel par le diviseur, ontrouve le second chiffre du quotient. On multiplie le diviseur par ce second chiffre.
et l'on retranche le produit correspondant du second dividende imrtieL On obtient un second reste à côté duquel on abaisse unnouveau chiffre du dividende, et l'on opère sur le troisième dividende partiel ainsi form^ comme sur les précédents. On continue jusqu'à ce qu'on ait abaissé le dernier chiffre à droite du dividende.
Si quelques-uns des dividendes partiels obtenus sont infé rieurs au diviseur, on met pour chacun d'eux un zéro au quotient et l'on abaisse le chiffre suivant du dividende.
En employant la simplification déjà indiquée (i8)> on dispose l'opération comme il suit. — Dans le second exemple» le quotient présente plusieurs zéros.
Reinarques snr la division.
5^. Rbmabque I. — Lorsque le diviseur n'a qu'un chillre, Topération se simplifie, parce que, les dividendes partiels successifs n'ayant qu'un ou deux chiffres (W), on peut se dispenser de les écrire. On note seulement les chiffres du quolieni, qu'on écrit sous le dividende à mesure qu'on les trouve, et le dernier reste.
Soit, par exemple, ^5Q>Z^ à diviser par 7.
On dira: en 45, 7 est contenu 6 fois pour 4^» et î' reste 3; en 38, 7 est contenu 5 fois pour 35, et il reste 3; en 33, 7 est contenu 4 fois pour 28, ei il reste 5; en 59, 7 est contenu 8 fois pour 56, et il reste 3. Le quotient est donc 6548 et le reste est 3.
La marche qu'on vient d'indiquer peut être utilisée d'une manière générale, lorsqu'on essaye un chiffre du quotient [Viy i8, 49). Soit à diviser, par exemple, 28239 par 73i5. L'application de la règle ordinaire conduit à essayer le chiffre 4- Ce chiffre, quotient de a8 par 7, est exact ou trop fort. S'il est
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exact, le dividende est au moins égal à 4 ^ois le diviseur et, par conséquent, son quart estau moins égal à 'j3i5. On prendra alors le quart du dividende et, si ce quart est moindre que le diviseur, on en conclura que le chiffre 4 ^sl trop fort. On n'aura donc qu'à comparer les chiffres qu'on trouvera successivement avec les chiffres correspondants du diviseur.
Le quart de a8 est 7, et il reste o. Le quart de 2 est o, tandis que le chiffre suivant du diviseur est 3. Le chiffre 4 est donc trop fort, et il faut essayer le chiffre 3.
Ce procédé est surtout avantageux lorsque les chiffres successivement obtenus sont tous égaux aux chiffres correspon* dants du diviseur, parce qu'on obtient alors immédiatement le reste de la division partielle entreprise.
Soit à diviser 65652 par 9378. Il faut essayer le chiffre 7, quotient de 65 par 9. Le septième de 65 est 9, et il reste 2; le septième de 26 est 3, et il reste 5; le septième de 55 est 7, et il reste 6 ;le septième de 62 est 8, et il reste 6. Le quotient 7 est donc exact, et le reste de l'opération est 6.
53. Remarque IL — Quand le quotient doit avoir un trèsgrand nombre de chiffres, on a intérêt à former d'avance les produits du diviseur par les neuf premiers nombres. En comparant ensuite ces produits aux dividendes partiels successifs, on trouve immédiatement les différents chiffres du quotient et les restes qui leur correspondent.
I fois 576. . . 576
Il 52
Reharqub III. — Il suit des démonstrations précédentes
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que diviser 54817 par 2700, par exemple, revient à diviser 548 para;.
En effet, diviser 54817 par 2700 revient d'abord à diviser 54800 par 2700 : car^ quand on divise deUx nombres de centaines l'un par l'autre, il faut au moins ajouter une centaine au dividende pour faire varier le quotient d'une unité (V7); et diviser 548 unités de centaines par 27 unités de centaines revient évidemment à diviser 548 par 27.
On trouve alors pour quotient 20 et pour reste 8. En divisant 548 centaines plus 17 unités par 27 centaines, on trouvera pour quotient 20 et pour reste 8 centaines et 17 unités ou 817.
Donc, quand le diviseur est terminé par des zéros, on les néglige en même temps qu'un pareil nombre de chiffres sur la droite du dividende : on ne modifie pas le quotient en opérant ainsi; seulement, à côté du reste trouvé, il faut abaisser les chiffres négligés à droite du dividende.
55. Remarque IV. — Le nombre des chiffres du quotient esi égal à la différence des nombres de chiffres du dividende et du diviseur augmentée de i ou à cette différence elle-même.
En effet, le premier dividende partiel renferme autant de chiffres que le diviseur, ou autant plus i, puisque le produit du diviseur par un nombre d'un seul chiffre doit être contenu dans ce dividende partiel (51, 40). Si le premier cas a lieu, le nombre des chiffres à abaisser au dividende étant égal à la différence qui existe entre les nombres de chiffres du dividende et du diviseur, et chacun d'eux devant fournir un chiffre au quotient, ce quotient contient un nombre de chiffres égal à la différence indiquée plus i, puisque le premier dividende partiel fournit aussi un chiffre au quotient.
Si le premier dividende partiel contient un chiffre de plus que le diviseur, le nombre des chiffres à abaisser au dividende étant diminué de 1, il en est de même du nombre de chiffres du quotient, qui est alors égal à la différence indiquée.
56. Pour faire la preuve de la division, il suffît de vériOer la relation fondamentale : le dividende égale le produit du diviseur par le quotient, plus le reste.
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57. On peut faire la preuve de la multiplication au moyen de la division. En divisant )c produit, considéré comme dividende, par l'un des facteurs, considéré comme diviseur, on doit trouver pour quotient le second facteur avec un reste zéro (4i).
R^TH MEXIQUE. 3l
DES PUISSANCES
Notations correspondant aux quatre opérations.
58. Les quatre opérations que nous venons d'étudier ont chacune leur signe représentatif.
L'addition s'indique au moyen du signe -h; l'expression 5 f 3 signifie 5 plus 3.
La soustraction s'indique au moyen du signe — ; l'expression 7 — 2 signifie 7 moins 2.
La multiplication s'indique au moyen du signe X ; l'expression i5 X g signifie i5 multiplié par g,
La division s'indique au moyen du signe :; l'expression 12: 3 signifie 12 divisé par 3.
59. Quand on veut soumettre à une certaine opération le résultat d'une opération qui n'est elle-même qu'indiquée, il faut employer un signe particulier; on met alors entre paren^ thèses l'indication de la première opération, et le signe de la seconde opération porte sur toute la parenthèse»
Soit la somme 5+ 3 à multiplier par 7; il faudra mettre 5 + 3 entre parenthèses et écrire (5 -h 3) x 7. Si l'on ne prenait pas cette précaution, et si l'on écrivait simplement 5 h-- 3 x 7, au lieu d'indiquer le produit de la somme 5 + 3 par 7, on indiquerait la somme de 5 et du produit 7X3.
De même, si l'on veut indiquer la division de la différence i5— 3 par la somme 2 -f 7, on écrira (i5 — 3) :(2 -f- 7).
GO. Quand deux expressions sont égales ou doivent donner des résultats égaux lorsqu'on exécute les calculs qui y sont indiqués, on les réunit par le signe = ; ainsi 14X2 = 4X7 veut dire que le produit de i4 par 2 est égal au produit de 4 par 7. i4 X 2 est le premier membre, 4X7 est le second membre de l'égalité 14x2 = 4x7.
Quand deux expressions sont inégales, on Tindique en les séparant par le signe >•, Touverture du signe devant être tournée du côté de la plus grande quantité. Ainsi, on écrira i5 X 2 > 3 X 9, pour indiquer que le produit de i5 par 2 surpasse celui de 3 par 9, ou 3X9"< i5 X a pour indiquer que ie premier produit est plus petit que le second. Dans le preniier cas, on dit î5x 2 plus grand que 8X9; et dans le seco nd, 3X9 P^^^ p«/i/ que i5 X 2.
Cl. On remplace quelquefois en Arithmétique les nombres par des lettres quelconques, pour rendre le raisonnement plus rapide ou l'expression d'une vérité plus facile à retenir.
Le produit de deux nombres représentés par les lettres a et b s'indique alors en écrivant ces deux lettres à côté l'une de l'autre. Ainsi axb = ab; de même «x5 = 5a.
Si l'on représente, par exemple, par D le dividende d'une division quelle qu'elle soit, par d le diviseur, par Q le quotient, par R le reste de l'opération, on se rendra très-nettement compte de la composition du dividende en écrivant :
D = dQ H- R.
Lorsque plusieurs nombres ont une propriété commune ou un mode de formation analogue, on les représente souvent par la même lettre, et on les distingue entre eux en accentuant successivement celte lettre d'un, ou deux, ou trois accents. Ainsi, pour représenter une série de quotients se déduisant les uns des autres, on écrira q, q', q'y el l'on énoncera les lettres affectées d'accents, en disant q primer q seconde, etc.
On peut démontrer, sur les opérations précédentes, plusieurs théorèmes (*) qui facilitent beaucoup les calculs et qui sont essentiels à connaître : nous allons les parcourir.
Théorème relatif à la sonstraction.
62. Pour retrancher d'un nombre ta différence de deux autres, il faut lui ajouter le plus petit de ces deux nombres, et retrancher le plus grand du résultat.
(*) On entend par théorème l'énoncé d'une vérité qui a besoin do démon»- Iration; corollaire signifie : conséquence d'un théorème. Un proàlhne est un« question à résoudre.
Soil 8 dont on veut retrancher i5 — lo : on ne changera rien è la dififérence demandée en augmentant 8 et i5 — lo d'une même quantité lo; mais alors il reste i5 à retrancher de la somme 8 -h lo. On exprime ce théorème par l'égalité
8 — (i5 — io)=8-f-io — i5.
Théorèmes relatifs à la multiplication.
63. 1. Pour multiplier une somme par un nombre, il faut multiplier chaque partie de la somme parce nombre et ajouter les produits partiels obtenus.
Soit (4 -H 5 -h 7) X 3. Il faut répéter 3 fois la somme 4-^5-1-7, et le résultat renferme 3 fois chaque partie de cette somme. On a donc bien
Il est évident que, pour multiplier un nombre par une somme f il faut de même multiplier ce nombre par chaque partie de la somme, et ajouter les résultats partiels obtenus; car (M)
et, dans chacun des résultats 4x3, 5x3, 7X3, on peut renverser l'ordre des deux facteurs.
Enfin, pour multiplier deux sommes l'une par l'autre, il faut multiplier chaque partie de la première somme par chaque partie de la seconde, et ajouter les résultats partiels obtenus.
Soit (4 -h 5 -h 7) X (^ -i- 9). On pourra regarder la première somme comme effectuée : le résultat sera alors égal à
c'est-à-dire en réalité à la somme obtenue en multipliant chaque partie de la première somme par chaque partie de la seconde.
Gî^.Ii. Pour multiplier une différence par un nombre, il faut multiplier chaque partie de la différence par ce nombre et retrancher le plus petit produit du plus grand.
Soil (i5 — 10) X 2. La différence i5 — 10 étant égale à 5, on a
i5 =rio -H 5 (24), d'où i5x2 = ioX2-h5Xa (63),
De C — Cours. 1. 3
Puisque i5x2 est la somme des deux produits 10x2 et 5 X 2, le produit 5 x a ou (i5 — 10) x 2 est bien égal à son tour à la différence des deux produits i5 x 2 et 10 x 2.
Il est évident que, pour multiplier un nombre par une différence, il faut multiplier ce nombre par chaque partie de la différence et retrancher le plus petit produit du plus grand.
Soîl,eneffet, 2X(i5— 10). Ce produit est égal à (i5 — io)X2 et, dans chacun des résultats i5 x 2 et 10 x 2, on peut renverser Tordre des deux facteurs.
65. Soit l'expression 6x3x7X2x9, qu'on appelle produit de plusieurs facteurs. Elle signifie qu'il faut effectuer le produit de 5 par 3, puis muUiplier ce résultat par 7, le nouveau résultat obtenu par 2, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait employé tous les facteurs 5, 3, 7, 2, 9 (^).
66. III. Étant donné un produit de plusieurs facteurs, on peut intervertir leur ordre de toutes les manières possibles, sans que le produit varie.
Ce théorème est fondamental; nous partagerons sa démonstration en trois parties.
1** Dans un produit de trois facteurs, on peut changer l'ordre des deux derniers sans changer le produit.
Soit 6 X 3 X 5. On peut poser
En effet
6x3 = 64-64-6 et
d'où
On en déduit immédiatement que, dans un produit d'un nombre quelconque de facteurs, on peut changer l'ordre des deux derniers sans changer le produit.
(■) n est évident que si, au lieu de deux facteurs, on en a un nombre quelconque, le nombre des chiffres du produit est ou plus égal au nombre des chiffres de tous les facteurs réunis et au moins à ce môme nombre diminué de celui des facteurs moins un (40).
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On aura^ par exemple,
aX7X9X 3x8=2X7X9X8x3.
En effet, pour former ces deux produits^ il faudra toujours commencer par multiplier entre eux les trois premiers facteurs qui sont identiques de part et d'autre, et la question sera ramenée à prouver que 216 X3x8 = 2i6x8x3.
a** Dans un produit d'un nombre quelconque de facteurs, on peut changer l'ordre de deux facteurs consécutifs quelconques sans changer le produit.
On aura, par exemple,
En effet, puisqu'on a, d'après ce qui précède (i*),
on obtiendra encore des produits égaux en multipliant successivement ces deux produits égaux par les mêmes facteurs 6 et 9.
3* On peut faire passer un facteur quelconque à tous les rangSf sans changer le produit.
Dans le produit 2X9X7x4x6, on peut, par exemple^ sans modifler le produit (2^'), échanger le facteur 7 d'abord avec le facteur 9, puis ensuite avec le facteur 2, ou bien l'échanger avec le facteur 4» et ensuite avec le facteur 5. On peut répéter pour tout autre facteur ce qu'on vient de dire pour le facteur 7. I) en résulte que Tordre des facteurs n'influe en rien sur le produit.
67. On déduit du théorème fondamental que nous venons d'établir les remarques suivantes.
RsMARQCB I. — Pour multiplier un nombre par un produit de plusieurs facteurs, il suffit de former un produit unique avec ce nombre et tous les facteurs du produit.
Soit 35 X (2 X 3 X 4)« Ce produit est égal à
Eo effet on peut écrire
36 AEITHMÉTIQUE.
Qu'on laisse ou qu'on enlève les parenthèses dans le second membre de cette égalité, rien ne sera changé au résultat, puisqu'il faudra toujours former le produit 24 ^^s trois premiers facteurs et le multiplier ensuite par 35. On aura donc
35x(ax3x4) = 2X3x4x35 = 35X2X3x4.
Remàrqub II. — Pour multiplier deux produits de plusieurs facteursy il suffit déformer un produit unique avec tous les facteurs de ces deux produits.
(3x4X7)X(5x9) = 3x4X7X5x9; car, en regardant le premier produit comme effectué et en s'appuyant sur la remarque précédente, le premier membre de l'égalité revient d'abord à(3x4X7)x5X9;ei cette dernière expression donnera toujours le même résultat, qu'on conserve ou qu'on enlève les parenthèses.
Remarque III. — Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut en remplacer un nombre quelconque par leur produit effectué.
Soit 2X7x5x4x9. On pourra remplacer les facteurs 7 et 4 par leur produit 28 et écrire
En effet on a
Remarque IV. — Pour multiplier un produit de plusieurs facteurs par un nombre, il suffit de multiplier Vun des facteurs du produit par ce nombre.
Soit (2 X 3 X 7 ) X 5. On pourra écrire
(2X3X7)X5 = 2Xi5X7.
On a en effet, d'après les remarques II et III,
^2X3X7)x5 = 2X3X7X5 = 2Xi5X7.
Théorèmes relatif à la divisioii.
68. I. Lorsqu'on multiplie le dividende et le diviseur d'une division par un même nombre, le quotient ne change pas et le reste est multiplié par le même nombre.
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Soit 38 à diviser par 5. On trouve pour quotient 7 et pour reste 3. On peut donc écrire (b3)
Multiplions les deux membres de cette égalité par 2, par exemple. I) viendra (63)
Pour multiplier le produit 5X7 P^'* ^» ^^ P^^^ multiplier lo facteur 5 par a (67, IV) et écrire
De plus, le reste 3 étant plus petit que le diviseur S, on aura nécessairement 3 x 2 <; 5 x 2. L'égalité (2) signifie alors que le produit 5X2 est contenu 7 fois dans le produit 38X2, avec an reste 3X2; c'est ce qu'il fallait établir.
69. II. Pour diviser un produit de plusieurs facteurs par Vun d'eux, il suffit de supprimer ce facteur.
Soit (3x5x7): 5.
Le quotient sera bien égal à 3 x 7 {kk)^ puisqu'on peut écrire
Il suit de là que, pour diviser un produit de plusieurs fae^ leurs par un nombre, il suffit de diviser Vun des facteurs du produit par ce nombre, lorsque cette division est possible exactement.
Soit (17X28x5): 4.
De même qu'on peut remplacer deux facteurs 4 ^^ 7 P^^ leur produit effectué 28 (67, III), on peut remplacer 28 par les deux facteurs 4 et 7. On a alors
(i7X4X7X5):4 = i7X7X5, ce qu'il fallait établir.
70. m. Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs, la division étant supposée exacte^ oh peut diviser ce nombre par le premier facteur, le résultat obtenu par le second facteur, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs.
38 AKITHMÉTIQUE.
Soit 38o : 38. Le quotient sera égal à lo et l'on aura
38o=38x lo.
38 étant égal à 2 x 19» on pourra écrire
38o = aXi9X 10,
Si l'on divise les deux membres de cette égalité par 2, on aura
car a étant facteur du second membre, pour diviser ce second membre par 2, il suffira de supprimer 2 (69). Divisons par 19 les deux membres de la nouvelle égalité, nous aurons
Le quotient reste donc le même, qu'on divise directement par 38 ou successivement par les facteurs de 38; l'ordre des divisions partielles est d'ailleurs indifférent (').
(*) Si la division ne s'eflTectuait pas exactement, les deux procédés conduiraient encore au même quotient, mais les restes définitifs ne seraient pas les mêmes. Si l'on divise 385 par 38, le quotient est lo et le reste 5. Si Ton divise 385 par 3, le quotient est 192 et le reste i ; si l'on divise ce quotient par 19^ le quotient définitif est encore 10, mais le dernier reste est égal à a.
Désignons en effet, d'une manière générale, par D le dividende, par d le diviseur, par a, by e les facteurs qui le constituent. Si l'on divise directement D par d, on obtiendra un certain quotient Q et un reste R. On pourra donc éerire
Si l'on divise, au contraire, D par a, puis le quotient q obtenu par b, puis le nouveau quotient ç' obtenu par c, on obtiendra un dernier quotient ç^, H faut prouver que ç'= Q. Désignons par r, r', r' les restes des divisions sncoessives. On pourra poser les égalités
Si l'on substitue à ç et à ^ leurs valeurs, il vient
D = a[*(<?y''-+-r*) H- r'] -T-r ou D = aAcy"-!- «^r'-hor'-H r.
r^ est au plus égal à c — 1, r' au plus égal k b — i, r au plus égal à a — i. La somme abr" -^ ar' -^ r est donc an plus égale à
ab{c — i)-+-a{h — i)-4-fl — i ou à abc — i.
La dernière égalité posée prouve par suite que le plus grand nombre de fois que D contient abe = d est q" , La première prouve que ce plus grand nombre de fois est Q. On a donc bien q^=^ Q. On voit en môme temps que le dernier raste r' est toujours inférieur à R, puisqu'on a nécessairement
R = €ibr'-k- ar'-^ r.
AHITHMéXIQUE 39
Des puissances
71. On appelle puissance d'un nombre le produit qu'on obtient en prenant ce nombre plusieurs fois comme facteur.
On dit que la puissance est une puissance m'^^ lorsque le nombre est pris m fois comme facteur : m est alors le degré de la puissance.
On appelle, en particulier, carré la seconde puissance et cube la troisième puissance d'un nombre.
72. On indique le degré de la puissance au moyen de Vexpo* sont : l'exposant est un nombre égal au degré de la puissance, qu'on écrit sur la droite et un peu au-dessus du nombre élevé à ia puissance.
Ainsi l'on indiquera que 5 est élevé à la puissance i3, en écrivant 5".
La notation de l'exposant est extrêmement importante, et bon emploi facilite beaucoup les calculs.
Par analogie, on dit que 5 est la première puissance de 5; on n'écrit pas Texposant i.
Les opérations sur les puissances se ramènent à des opérations plus simples sur les exposants de ces puissances.
73. I. Pour multiplier deux puissances d'un même nombre, '' *"j9?^ d'ajouter leurs exposants.
Soil 7^ X 7'. Le résultat cherché est égal à 7""^* ou 7*. En effet, 7* représentant le produit de trois facteurs égaux à 7 et 7' le produit de deux facteurs égaux à 7, le produit 7'X 7* T^nierme cinq facteurs égaux à 7.
74. II. Il suit de là que, pour diviser deux puissances d'un même nombre^ il suffît de retrancher leurs exposants.
Soit 7* : 7'. Puisqu'on a
oo a aassi
SI l'on applique le résultat précédent au cas où le dividende et le diviseur sont égaux, si l'on divise, par exemple, 7* par 7»,
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on trouve
D'autre pan, 7*:^» = !. On est ainsi conduit à regarder tout nombre affecté de l'exposant zéro comme équivalent à t unité.
75. III. 11 suit encore de là que, pour élever une puissance à une autre puissance, il suffit de multiplier les exposants des deux puissances.
Soit 7' à élever au cube, ce qu'on indique ainsi : (7=)*. Il faut faire le produit de trois facteurs égaux à 7% ce qui revieni à ajouter trois fois l'exposant 2. On a donc
76. IV. Enfin, pour élever un produit à une puissance, il suffit d^ élever tous ses facteurs à cette puissance.
Soit le produit 5 x 7^ X 4 ^ élever au cube. On a
On peut enlever les parenthèses (07, II) et remplacer autant de facteurs que Ton voudra par leur produit effectué (67, III). En réunissant les facteurs 5, les facteurs 7' et les facteurs 4* on peut donc écrire
77. Extraire la racine /îi'*~ d'un nombre, c'est chercher un nombre qui, élevé à la puissance m^^^, reproduise le nombre donné.
Pour terminer ce qui a rapport au calcul proprement dit, il faudrait exposer l'opération inverse de l'élévation aux puissances, au moins dans ses deux cas les plus simples. Mais, pour ne pas trop nous écarter des habitudes de l'enseignement, nous renverrons l'étude de l'extraction des racines carrée et cubique au livre IV.
Nous ferons seulement remarquer que nous avons été successivement conduit à la considération de six opérations particulières sur les nombres, opérations qui n'ont jamais pour but que la composition et la décomposition de ces nombres. Les nombres se composent au moyen de l'addition, de la multiplication et de l'élévation aux puissances. Dans la multipli-
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cation les nombres à ajouter sont égaux; dans Télévation aux puissances, les facteurs employés sont égaux. Les nombres se décomposent au moyen de la soustraction, de la division, de Textraction des racines. Dans la division, les nombres à sous< traire sont égaux; dans Textraction des racines, les facteurs qui, par leur produit, doivent reconstituer le nombre donné sont égaux. Les trois premières opérations ont pour inverses 'es trois dernières.
DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE NUMÉRATION
Principes fondamentaiiz.
78. Les principes sur lesquels repose la Numération décimale ont été démontrés dans le Chapitre premier. Ces principes, qui se réduisent à deux y s'appliquent sans modifications à tout autre système; et comme les procédés de calcul sont fondés eux-mêmes sur l'ensemble de la Numération, il en résulte que, quel que soit le système choisi, les règles posées dans les Chapitres précédents demeurent intactes. R suffit de remplacer, dans les raisonnements et les énoncés, la base dix par la nouvelle base adoptée.
Désignons cette nouvelle base par a. Les deux principes fondamentaux pourront être formulés comme il suit :
Tout nombre est composé de collections successÎQCs qui représentent ses unités des différents ordres; a unités d'un certain ordre formant une unité de l* ordre immédiatement supérieur y chaque collection est en valeur absolue inférieure à a.
Tout chiffre placé à la droite d'un autre vaut a fois moins que s'il était à la place de cet autre,
79. Comme le zéro est toujours indispensable pour tenir la place des unités manquantes, le nombre des chiffres significatifs (il) est toujours a ~ I dans chaque système.
Ainsi, dans le système octaval, c'est-à-dire dans celui dont la base est huit, les caractères employés sont
Dans le système binaire, c'est-à-dire dans celui dont la base est dcttx, les caractères employés sont
Quand la base dépasse dix, il faut imaginer de nouveaux caractères pour représenter les nombres compris entre neuf et la base considérée. Dans le système duodécimal, c'est-à-dire dans celui dont la base est douze, on prend les lettres grecques a et p pour représenter les nombres dix et onze. Les caractères employés sont alors
80. Parmi tous les systèmes qu on pouvait choisir, on s'est arrêté au système de Numération décimale, sans doute à cause des dix doigts de nos deux mains qui ont naturellement servi, dans les temps primitifs, soit d'indicateurs, soit de points de repère pour figurer la série des nombres.
La Numération duodécimale présente cependant des avantages particuliers à cause du plus grand nombre de diviseurs de la base douze. La base dix n'eSl divisible exactement que par 2 et par 5, tandis que la base douze Test à la fois par a, par 3, par 4 et par 6. Aussi les anciennes mesures se rapportent-elles souvent, par leur mode de divisiou, à la base douze.
II est clair que, dans le système binaire, les multiplications et les divisions reviennent à de simples additions et à de simples soustractions. I est, en effet, le seul chiffre significatif de ce système; mais les nombres les plus simples s'y trouvent exprimés par un trop grand nombre de chiffres pour qu'on puisse penser à l'employer d'une manière usuelle.
Passage d'un système à im antre.
81. Deux questions se présentent naturellement : passer d*un système quelconque au système décimal; passer du système décimal à un système quelconque.
Le nombre 32 a 78 étant exprimé dans le système duodécimal, proposons-nous d'abord de récrire dans le système décimal. D'après le premier principe fondamental (78) et en effectuant les cal- 3 culs dans le système décimal, on voit que le nombre donné con- 12 tient 3x12 + 2 ou 38 unités du quatrième ordre duodécimal. 36 II renferme, par suite, 38 x 12 + 10 ou 466 unités du troisième ^ ordre duodécimal; puis 466 x 12 -h 7 ou 5599 unités du 38 deuxième ordre duodécimal ; et enfin 5599 x 12 + 8 ou Jl 67196 unités du premier ordre duodécimal et, par conséquent, ^^^ du premier ordre décimal, car les unités simples sont identiques dans tout système.
Nous avons indiqué ci-contre la série des opérations. En met- ^^ tant chaque base eu indice, on obtiendra comme résultat l'égalité
i£ qu'on énoncera en disant que le nombre duodécimal 32 a 78
67188 équivaut au nombre décimal 67196.
■ Ce qui précède conduit à cette règle : Pour passer d'un nombre
' ^ écrit dans un système quelconque à ce' même nombre écrit dans le système décimal, on multiplie te premier chiffre à gauche du nombre donné par la base qui lui correspond et l'on ajoute au produit le second chiffre à gauche; on multiplie le résultat obtenu par la même base et l*on ajoute au protiuit le troisième chiffre; on continue ainsi Jusqu'à ce qu'on ait été amené à ajouter le dernier chiffre à droite du nombre proposé.
82. Étant donné le nombre décimal 67196, proposons-nons inversement de récrire dans le système duodécimal.
En opérant toujours dans le système décimal, divisons par 12 le nombre donné. Le quotient trouvé représentera (78) la quotité des unités du second ordre du nombre proposé écrit dans le système duodécimal, et le ' reste correspondant fera connaître les unités simples du même nombre. En divisant encore par 12 ce premier quotient, on obtien(fra un second quotient égal aux unités du troisième ordre duodécimal et un reste égal aux unités du second ordre. On continuera de la même manière jusqu'à ce qu'on parvienne à un dernier quotient inférieur à 12. Ce dernier quotient représentera le chiffre des plus hautes unités du nombre duodécimal demandé et le reste correspondant, Tavant-dernier chiffre à gauche de ce nombre. L'opération offrira la disposition suivante :
En remplaçant le reste (10) par a, le nombre demandé sera donc 3a a 78.
On peut évidemment énoncer celte règle : Pour passer d^un nombre écrit dans le système décimal à ce nombre écrit dans un système quel' conque, on divise le nombre donné par la nouvelle base, puis le quotient obtenu par cette même base, et ainsi clc suite, jusqu^à ce quon arrive h un quotient inférieur au diviseur constant employé. Si Von écrit alors, à côté les uns des autres et de gauche à droite, le dernier quotient et les restes successivement trouvés en les prenant de droite à gauclte, on a le résultat cherché.
Si l'on voulait, en appliquant cette règle, écrire le nombre décimal 87 dans le système binaire, on parviendrait à l'égalité
87j,.j = 10101 ii(,).
Il faudrait donc, dans le nouveau système, sept chiffres là où deux suffisaient (80).
83. Pour passer d'un nombre écrit dans un certain système à ce nombre écrit dans tout autre système, le plus simple est de prendre pour intermédiaire le système décimal. Ainsi, pour passer du système a au système </, on écrira dans le système décimal le nombre donné dans le système a, en suivant la règle du n"* 81 ; puis on transformera dans le syslème d le nombre décimal obtenu, en suivant la règle du n° 82.
81. Si Ton désigna par A, B, G,.. ., L les différents chiffres de droite à gauche d*un nombre donné N écrit dans le système dont la base est x (ce qui entraîne les conditions A < x, B < x, C <x,. . .. L <x), et si les plus hautes unités de ce nombre sont de Tordre /» +1, on pourra,
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d'après le second principe fondamental (78), poser l'égalité N = A -H Bx H- C-r'-»- Djc*-^. , .-4- Lx«.
Cette égalité résume évidemment les théorèmes établis précédemment
Numération grecque et numération romaine.
85. Le système décimal nous a été transmis par les Arabes ; mais on oe sait pas exactement à quel peuple on doit reporter Thonneur de l'idée, aussi simple qu'admirable, d'attribuer aux différents chiffres des valeurs relatives ou de position indépendamment de leurs valeurs propres ou absolues.
La supériorité de la Numération décimale a rejeté complètement dans l'ombre les procédés de calcul des anciens, rendus pénibles et prolixes par le mode même de représentation qu'ils avaient adopté.
Nous nous bornerons à indiquer rapidement la notation employée par les Grecs et celle qui était usitée chez les Romains.
La numération des Grecs était toute littérale
Au lieu des caractères i, a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
ils employaient les lettres. . • a, p, 7, ^, «, C , K, «, 9.
Ils représentaient les dizaines. 10, ao, 3o, 40, 5o, 60, 70, 80, 90,
par les autres lettres i, x, \ P, v, g, 0, tt, Ç ;
et les centaines 100, 200, 3oo, 400, 5oo, 600, 700, 800, 900,
parcelles-ci p, o", t, u, ç, x* +» «^1 ^'
Ainsi, ils se servaient comme chiffres des vingt-quatre lettres de leur alphabet et de trois signes particuliers (^ ou 6, Ç) ou 90, 3^ ou 900) correspondant à d'anciennes lettres disparues.
Les mille, depuis une unité de mille jusqu'à neuf unités de mille, étaient indiqués à l'aide des mômes lettres que les unités simples; et, pour distinguer, on affectait les lettres représentant les mille d'un accent placé au-dessous.
La lettre initiale M correspondait à une myriade ou à une dizaine de mille. Pour indiquer un nombre quelconque de myriades compris entre i et 9999, on écrivait ce nombre au-dessus du signe M ; ou bien on plaçait après ce nombre les deux lettres initiales Mu, qu'on remplaçait encore souvent par un simple point.
Remarquons enfin que, pour distinguer les nombres des mots que l'ensemble de leurs chiffres pouvait former, on surmontait en général d'un acornt leur dernier chiffre à droite.
D'après cela, ^f on' représentait ^5yB unités. frXp.taifB' représentait 5332 myriades et 8089 unités, c'est-à-dire 533:ï8o89 unités.
On voit que les Grecs pouvaient s'élever de cette manière jusqu'au
nombre 99999999. Le suivant (i 00000000 ou 10 000') était une myriade carrée.
Archimède imagina des nombres du second, du troisième, du quatrième ordre, etc. L*unité des nombres du second ordre était la myriade carrée; Tunité des nombres du troisième ordre était la quatrième puissance de la myriade; Tunité des nombres du quatrième ordre était la sixième puissance de la myriade, etc. Par là, Archimède partageait en réalité les nombres en collections successives correspondant à nos tranches de huit chiffres. ÂpoMonius, après lui, se rapprocha davantage de notre système en composant ses tranches ae quatre chiffres seulement. La première à droite était celle des unités, la seconde celle des myriades simples, la troisième celle des myriades doubles ou du second ordre, et ainsi de suite indéfiniment. Les différentes tranches étaient marquées par un trait, de sorte qu'Apollonius leur attribuait bien une valeur de position. Si ce grand géomètre avait fait pour les simples dizaines ce qu'il avait été conduit à faire pour les dizaines de mille, il aurait créé notre système actuel. Il est bien singulier que de profonds génies aient passé ainsi à côté de la Numération décimale sans en apercevoir les principes et les avantages.
87. Pour représenter les nombres, les Romains employaient les caractères suivants, dont l'usage est encore très-fréquent et qu'on qualifie toujours du nom de leurs inventeurs supposés :
Ud, deux, trois, cinq, dix, cinquante, cent, cinq cents, mille.
I, n, in, V, X, L, C, DouID, MouQD.
Une convention spéciale permettait d'écrire tous les nombres à l'aide de ces caractères.
Si deux ou plusieurs chiffres romains sont placés à la suite l'un de t autre de manière que leurs valeurs numériques aillent en décroissant de gaucïie à droite ou restent égales entre elles, on doit ajouter leurs valeurs propres; mais, lorsqu'un chiffre est précédé d'un autre de valeur moindre, il doit être diminué d'autant.
D'après cela quatre était représenté par IV, six par VI, sept par VII, huit par Vni, neuf par IX, onze par XI, vingt par XX, trente par XXX, quarante par XL, soixante par LX, soixante-dix par LXX, quatre-vingts par LXXX, quatre-vingt-dix par XC, cent-dix par CX, deux cents par CC, quatre cents par CD, six cents par DC, neuf cents par CM.
Pour changer les unités en mille, on plaçait un trait au-dessus des chiffres employés. Ainsi, X représentait loooo, MM représentait a 000 000.
On remplaçait souvent M par le signe 00 . On pouvait donner au symbole D (ou mieux 13) une valeur dix, cent, mille fois plus grande, en ajoutant à sa droite un, deux, trois 0. Pour doubler chacune de ces valeurs, on plaçait à gauche du signe I autant de C qu'il avait de D à sa droite. Ainsi, ID, IDD, DDD, représentant 5oo, 5ooo, Soooo, CD, CCIDD, CCCD33, vaudront 1000, loooo, looooo.
Si Ton veut représenter la date 1875 en chiffres romains, on écrira CI3IXCCXXXV ou, plus simplement, MDCCCLXXV.
88. La notation romaine a été employée en Occident jusqu'à l'introduction des chiffres arabes. On fixe cette introduction vers la fin du X' siècle. Encore parait-il qu'on employa d'abord seulement les neuf chiffres significatifs et qu'on no se servit du zéro que dans la dernière moitié du douzième siècle. On voit par là combien l'adoption du système décimal s'opéra lentement. Il ne devint d'un usage commun en France que vers i5oo. On continua pendant un certain temps à mêler les deux systèmes. On écrivait, par exemple, X', X', X' pour 11, 12, i3. La forme des chiffres subit elle-même des variations, et ne fut définitivement arrêtée que vers i65o.
THÉORIE DE LÀ DIVISIBILITÉ
Théorômes sur les diviseurs.
89. Lorsqu'un nombre en divise un autre sans reste, on l'appelle diviseur exact ou simplement diviseur de cet autre.
Lorsqu'un nombre admet un diviseur exact, on dit qu'il est divisible par ce diviseur ou qu'il en est un multiple ('); le diviseur^ à son tour, est un sous^multiple ou un facteur de ce nombre.
11 est utile de pouvoir juger, à certains caractères particuliers, si un nombre est diviseur exact d'un autre nombre, au moins dans les cas où le diviseur considéré est très-petit et la condition correspondante facile à vériner. On ramène la question à la recherche des restes fournis par un nombre quelconque, lorsqu'on essaye les diviseurs dont il s'agit. En l'fTet, si ce nombre divisé par 9, par exemple, donne un reste nul, ce nombre sera un multiple de 9.
Avant d'indiquer les conditions de divisibilité nécessaires à connattre dans la pratique, nous démontrerons plusieurs théorèmes essentiels sur les diviseurs.
(*) On f)cut dire, d'après cela, que la division a ponr but de chercher le plus grand mulUple du diviseur contenu dans le dividende.
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So ARITHMÉTIQUE.
90. I. lorsqu'un nombre est diviseur de chaque partie d'une somme y il est diviseur de cette somme.
En effet, puisqu'il est contenu exactement dans chaque partie de la somme, cette somme en est nécessairement un multiple.
Par la même raison, tout diviseur d'un nombre divise les multiples de ce nombre,
91. II. Lorsqu'un nombre en divise deux autres, il divise leur différence.
En effet, puisqu'il est contenu exactement dans chaque partie de la différence, cette différence en est nécessairement un multiple.
Il résulte de là que tout diviseur de deux nombres divise le reste de leur division; car, si Ton écrit l'égalité fondamentale (Gl)
D = dQ -4- R,
on voit que tout diviseur de D et de d l'est de dQ multiple de rf (90) et, par suite, de la différence D — <fQ == R.
On peut dire, d'après cela, que lorsqu'on divise le dividende et le diviseur d'une division par un même nombre, le quotient ne change pas, et le reste est divisé par le même nombre (68).
92. III. On ne change pas le reste d'une division en faisant varier le dividende d'un multiple du diviseur^ ce qui revient à dire que, lorsque deux dividendes ne diffèrent que d'un multiple d'un certain diviseur, ils donnent des restes égaux quand on les divise respectivement par ce diviseur.
En effet, le reste d'une division, représentant l'excès du dividende sur le plus grand multiple du diviseur qui y est contenu, ne dépend en rien de ce plus grand multiple, qu'on peut augmenter ou diminuer à volonté sans influer sur le reste.
On le voit encore en écrivant l'égalité
D = rfQ-4-R.
Si l'on augmente le dividende D d'un multiple md du dîviseur, le nouveau dividende B' satisfera à la nouvelle égalité
D'=rfQ + R-4-iii(/ = rf(Q-4.|n)+R,
qui prouve que le quotient de la seconde division est augmenté de m sans que le reste R varie.
93. IV. Réciproquement, si deux nombres divisés par un troisième donnent des restes égaux y leur différence est un multiple de ce troisième nombre.
Des deux égalités
D = rfQ-4-R et D'=rfQ'-4-R, on tire en effet immédiatement, en supposant D >> D^
D-.D' = rf{Q-Q').
94. V. Si l'on divise un produit P de plusieurs facteurs par un certain nombre, on obtient un certain reste ; si Von divise ensuite chaque facteur par le même nombre^ si Von multiplie entre eux les restes successivement obtenus, et si l'on divise encore leur produit par le même nombre, on trouve le reste déjà donné par le produit P.
On énonce plus rapidement ce théorème en disant : Le reste d'un produit est égal au reste du produit des restes desfac^ leurs, le diviseur employé restant le même.
Soient le produit P = ABC et le diviseur d. Divisons respeciîvemenl les facteurs A, B, C par d. Si nous représentons, d'une manière générale, par mult. de d le plus grand multiple du diviseur renfermé dans chaque dividende, et si nous désignons par r, r', r" les restes correspondant aux divisions successives, nous aurons les égalités suivantes :
A = mult. de rf-h r, B = mult. de rf-i- r', C = mult. de rf-i- r".
Ces égalités montrent (63) que le produit AB se compose de quatre termes dont les trois premiers sont multiples de d et dont le dernier est rr', de sorte qu'on peut écrire
AB = mult. de rf 4- rr\
De même le produit ABC se compose à son tour de quatre termes, dont les trois premiers sont aussi multiples de d et dont le dernier est rr'r". On a donc finalement
ABC=:P = mult. derf-^-^^'/•^
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Les deux produits P et rr' r*^ différant d'un multiple de d donneront des restes égaux quand on les divisera respectivement par d (92).
Caractères de divisibilité par 2, 5, 3, 9, il, 7.
95. I. Pour qu'un nombre soit divisible par 2" ou 5"*, il faut et il suffit que le nombre formé par ses m derniers chiffres à droite soit divisible par 2" ou 5".
En effet, tout nombre peut se décomposer en ses unités du (/n-4-i)''*" ordre, plus le nombre formé par ses m derniers chiffres à droite. Les unités du (m ■+- 1)'*"* ordre sont suivies de m zéros, c'est-à-dire qu'elles sont toujours (76) un multiple de io'"ou de s^xS*, puisque 10 = 2x5. Il en résulte que la première partie du nombre donné est toujours divisible par 2* ou 5*", et que le reste de sa division par 2" ou 5" né peut provenir que du nombre formé par ses m derniers chiffres à droite (92).
En particulier, supposons d'abord m = 1 . Nous en déduirons la règle suivante : Pour qu'un nombre soit divisible par 2 ou par 5, il faut que son dernier chiffre à droite, c'est-à-^ire le chiffre de ses unités, soit divisible par 2 ou par 5.
Quand un nombre est divisible par 2, on dit qu'il est pair: il est impair dans le cas contraire. On regarde o comme le premier nombre pair. Donc un nombre est divisible par 2 quand le chiffre de ses unités est pair; il est divisible par 5 quand le chiffre de ses unités est o ou 5.
Supposons m = 2. Nous en déduirons cette seconde règle : Pour qu'un nombre soit divisible par 7} ou par 5*, c'est-à-dire par^ ou par aS, il faut que le nombre formé par ses deux dertiers chiffres à droite soit divisible par 4 ou par 25.
Supposons encore m = 3. Nous en déduirons cette troisième règle : Pour qu* un nombre soit divisible par 2} ou par 5^, c'est-à-dire par 8 ou par i25, il faut que le nombre formé par ses trois derniers chiffres à droite soit divisible par 8 ou par 1 25.
96. II. Pour quun nombre soit divisible par 9 ou par 3, il faut et il suffit que la somme de ses chiffres soit divisible par 9 ou par 3,
Nous partagerons la démonstration en trois parties.
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1* L' unité f suivie d'un nombre quelconque Je zéros, est un multiple de Q ou de 3 j plus i.
En effet, un nombre formé seulement de 9 est un multiple de g ou de 3, car, divisé ps^r 9 ou par 3, il donne au quotient autant de i ou de 3 qu'il renferme de 9 (52). De plus, si Ton ajoute I à ce nombre, on obtient l'unité suivie d'autant de zéros qu'il contient de 9.
2* Un chiffre significatif autre que l'unité , suivi d'un nombre quelconque de zéros, est un multiple de 9 ou de 3, plus ce chiffre.
On a, par exemple»
5ooor=iooox5,
d'où (63)
5ooo = (un mult, de 9 ou de 3 -1- 1 ) x 5 == un mult. de 9 ou de 3 + 5.
3° Soit maintenant un nombre quelconque 8^643. On peut le décomposer en ses unités des différents ordres et poser
On pourra écrire alors, d'après ce qui précède, les égalités suivantes ;
80000 = un mult. de 9 ou de 3 + 8
2000 = un mult. de 9 ou de 3 -^ 2
Goo = un mult. de 9 ou de 3 -f- 6
40 = un mult. de 9 ou de 3 -f- 4 3 = 3
Si on les ajoute membre à membre, on trouve
82643 = un mult. de 9 ou de 3 -h (8 -I- a 4- 6 -4- 4 + 3)«
Le reste de la division de ce nombre par 9 ou par 3 ne peut 'lonc provenir que de la somme de ses chiffres (92) : le théorème est, par suite, établi.
Dans la pratique, on fait la somme des chiffres en supprimant 9 successivement, et Ton dit ; 8 et 2, 10; i et 6, 7; 7 et 4» 1 1 ; ^ 61 3) ^* ^ 6S^ 1^ reste de la division du nombre considéré par 9. Si Ton essaye te diviseur 3, on fait la somme des chiffres, et on la divise directement par 3. On dit : 8 et
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2, lo; lo et 6, i6; i6 et 4> 20 et 3, 28. 23 divisé par 3 donne 2 pour reste. 2 est le reste de la division du nombre considéré par 3.
97. III. Pour qu'un nombre soit divisible par 1 1, il faut et il suffit que V excès de la somme de ses chiffres de rang impair à partir de la droite, sur la somme île ses chiffres de rang pair, soit divisible par 1 1 .
Nous partagerons la démonstration en trois parties.
I* L'unité suivie d'un nombre impair de zéros est un multiple de 1 1 moins 1, et l'unité suivie d'un nombre pair de zéros est un multiple de 11 plus i .
En effet, divisons par 11 l'unité suivie d'un nombre quelconque de zéros, et prenons successivement pour dividendes lOy 100, 1000, loooo, 1 00000, etc..
loooooo. . .
Les chiffres o et 9 se reproduiront périodiquement au quotient, et les restes correspondants seront alternaiivement 10 et I.
Il en résulte (61) que Tunité suivie d'un nombre impair de zéros est un multiple de 11 plus lo, c'est-à-dire, puisque 10=11 — I, un multiple de 11 moins i, tandis que l'unité suivie d'un nombre pair de zéros est un multiple de ii plus i.
2® Un chiffre significatif autre que l'unité ^ suivi d'un nombre impair de zéros, est un multiple de 11 moins ce chiffre; et un chiffre significatif autre que l'unité, suivi d'un nombre pair de zéros, est un multiple de ii, plus ce chiffre.
Soit 5ooooo. On aura
SoDooo = 1 00000 X 5 = ( un mult. de 11 — 0 X 5> c'est-à-dire (64)
Sooooo = un muli. de 11 — 5.
Soit 8000000. On aura
8000000 = loooooo X 8 = (un mult. de 1 1 + 1) X 8»
c'est-à-dire (63)
8000000 = un mull. de i n- 8,
3^ Soîi mainlenani le nombre 487569. On pourra le décomposer en ses unités des diflFérenls ordres ei poser
487569 = 4^0000 H- 80000 4- 7000 -h 5oo + 60-4-9.
On pourra alors écrire, d'après ce qui précède, les égalités suivantes :
400000 = un mult. de n — 4
80000 = un mult. de 1 1 + 8
7000 =r un mull. de 1 1 — 7
5oo = un mult. de 1 1 + 5
60 = un mult. de 1 1 — 6
Si on les ajoute membre à membre, on trouve
487569 = un mult. de 11 — 4-*-8 — 7-f-5 — 6-4-9
ou
487569 = un mult. de m-(9-f- 5-f- 8)— (6 + 7 +4);
ce qui démontre le théorème (92).
Le reste de la division du nombre propose par 11 ne peut provenir que de l'excès de la somme 9 + 5 -t- 8 sur la somme 6 -h 7 -4- 4 j 'J est donc, dans l'exemple considéré, égal à 5.
Il peut arriver que la somme des chiffres de rang pair l'emporte sur la somme des chiffres de rang impair. Dans ce cas, on augmente la somme des chiffres de rang impair d'autant de fois II qu'il est nécessaire pour que la soustraction soit possible. En effet, on peut toujours détacher ce nombre de fois 1 1 du multiple de 11 qui forme la première partie du nombre donné. Soit 35291. On aura
35291 = un mult. de ii-h 6 — 14.
Si l'on détache une fois 11 du multiple de 11, on aura
35291 = ^^ mult. de 1 1 -h II -h 6 — i4
= un mult. de in- 17 — i4 = un mult. de 11 -H 3.
98. Indiquons maintenanl la marche à suivre dans un cas quelconque, et prenons pour exemple le diviseur 7.
Divisons par 7 l'unité sijivîe d'un nombre quelconque de zéros, et examinons si la série des restes obtenus en prenant pour dividendes successifs l'unité et les différentes puissances de 10 présente une loi qui permette de substituer à la division directe du nombre proposé par 7 une suite d'opérations conduisant plus rapidement au résultat cherché.
3o ao 5o
On a successivement pour restes les nombres i, 3, 2, 6, 4» 5. La septième division ramène le reste i . Se retrouvant ainsi au point de départ, on voit que, si l'on continue la division, les restes primitifs se reproduiront périodiquement et dans le même ordre. D'ailleurs
On a donc les égalités suivantes :
1 = 1, 10 = mult. de 7 -4- 3, 10' = mult. de 7 -+- 2,
10' = mult. de 7 — 1 , 10* = mult. de 7 — 3, 10* = mult. de 7 — 2 ,
io*= mult. de 7 -+- 1, 10' = mult. de 7 -f- 3, lo' = mult. de 7 -h a,
io*= mult. de 7 — I, io'*= mult. de 7 — 3, 10" = mult. de 7 — 2,
et ainsi de suite indéfiniment.
II en résulte que les unités des différents ordres sont des multiples de 7 augmentés respectivement, en allant de droite à gauche, des nombres i, 3, 2, pour chaque tranche ternaire de rang impair, et diminués respectivement des mômes nombres potir chaque tranche ternaire de rang pair.
D'ailleurs, si l'on remplace l'unité d'un certain ordre par un chiffre significatif quelconque suivi du môme nombre de zéros, on obtiendra un résultat analogue, le multiple de 7 devant être augmenté ou diminué, d'après le rang considéré, du produit du chiffre significatif par l'un des nombres périodiques i , 3, 2.
D'après cela, soit le nombre 94675813. On écrira au-dessous, de droite à gauche, les chiffres i, 3, 2, en les répétant autant de fois qu'il sera nécessaire.
On multipliera respectivement par ces chiffres les chiffres immédiatement supérieurs du nombre proposé, on ajoutera les produits corres-
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pondant aux tranches ternaires de rang impair à partir.de la droite, on en retranchera ceux qui sont fournis par les tranches ternaires de rang pair, elle résultat ainsi obtenu donnera le môme reste que le nombre considéré, quand on le divisera par 7. On parvient ici à ]5 qui, divisé par 7, donne le reste i. Tel est donc aussi le reste de la division de 94675813 par 7.
Ce procédé est évidemment beaucoup trop compliqué pour qu'on le suive dans la pratique. II est beaucoup plus simple de prendre le septième du nombre donné (52).
On simplifie un peu en remarquant que, d'après ce qui précède,
io'= mult.de 7 — I, io*= mult. de 7-hi, io'= mult.de 7 — i,....
On en conclut que, dans un nombre entier quelconque, les différentes tranches ternaires de rang impair à partir de la droite sont des multiples (le 7 augmentés de la valeur absolue de la tranche, tandis que les tranches ternaires de rang pair sont des multiples de 7 diminués de la valeur absolue de la tranche.
Par suite, tout nombre est un multiple de 7 augmenté de la somme de ses tranches ternaires de rang impair et diminué de la somme de ses tranches ternaires de rang pair.
Donc, pour qiCun nombre soit dmsihle par 7 , il faut et il suffit que y st on le partage en tranches de trois chiffres, de droite à gauche y V excès de la somme des tranches de rang impair sur la somme des tranclics de ning pair soit divisible par 7.
Dans (exemple ci-dessus, on obtient pour cet excès le nombre aSa qui, divisé par 7, donne i pour reste.
On pourrait opérer de la même manière pour tout autre diviseur et arriver ainsi à des règles plus ou moins curieuses, plus ou moins pénibles à appliquer. Mais, sans nous arrêter à ces cas particuliers, nous allons montrer ce qu'il y a de général dans les caractères de divisibilité trouvés jusqu'à présent.
Généralisation des résnltats précédents.
99. On peut appliquer à tout système de Numération les raisonnements qui ont conduit aux caractères de divisibilité par 9 (qui est la base décimale moins 1) et par 11 (qui est la base décimale plus 1).
Par conséquent, dans tout système dont la base est a, T uni té suivie d'un nombre quelconque de zéros, c'est-à-dire une puissance quelconque r/" de la base, est un multiple de (a — i), augmenté de i. On a alors
«*= mult. de [a — i) -+- 1,
c'est-à-dire
ff— I = mult. de [a — i).
On peut donc énoncer ce premier théorème :
Quels que saient la base a et V entier w, û*" — 1 est towours divisible para — i»
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De même, dans tout système dont la base est a, l'unité suivie d'un nombre impair de zéros, c'est-à-dire une puissance impaire quelconque ^7k+i ^Q |g hBse, est un multiple de (a + 1) diminué de i ; et Tunité suivie d'un nombre pair de zéros, c'est-à-dire une puissance paire quelconque a^ de la base, est un multiple de (/i + 1) augmenté de i. On a alors
/i»*"*^'= mult. de (/î-hi) — I ou fl"*'-»-i= mult. de |<n-i) et
/?** = mult. de (û -f- 1) -h I ou à^ — i» mult. de (û-m).
On peut donc énoncer ce second théorème :
Qtiels que soient la base a et rentier /w, fl"-+-i est toujours divisible par (fl -4-i) quand m est impair, et c^ — i est toujours divisible par a -»- 1 quand m est pair.
100. Soit maintenant un nombre quelconque N écrit dans le système dont la base quelconque est a. Partageons-le en tranches de m chiffres, en aHanl de droite à gauche; la dernière tranche à gauche pourra avoir moins de m chiffres. Désignons par A, B, G, D,. . . les valeurs absolues des tranches obtenues. On peut évidemment (81) mettre N sous Tuno des trois formes suivantes :
N = A -h (B -*- C^i*-i- Dû*-H-. . .)rf",
N=A-hBH-C-+.D-h...-4-B(a-— i)-f-C(fl«— i)-hD(a^— i)-i-.,.,
L'examen de ces différentes formes conduit à trois théorèmes généraux, dont nous n'avons vu jusqu'à présent que des applications particulières.
101. pREiiiÈRB FORME. — Tout divisour de rf divise un multiple de cT. Donc, pour quun nombre soit divisible par un diviseur quelconque de la m^ puissance île la base, il faut et il suffit que le nombre formé par ses m derniers chijjfres à droite admette ce diviseur (95).
102. Deuxième forme. — Nous venons de voir (99) que a"— i est toujours divisible par a — i. n en résulte que â^— i est toujours divisible par a^—i,x étant un entier quelconque. En effet, si l'on remplace a^ par a, if^ devient a* (74), et la division indiquée revient à celle de «'— i par a — i. D'ailleurs tout diviseur d'un nombre divise ses multiples. Donc, pour qu*un nombre soit divisible par un diviseur de la nfi^ puissance de la base, diminuée de i, il faut et il suffit que la somme des valeurs absolues des tranches de m chiffres formées dans ce nombre, en allant de droite à gauche, admette ce diviseur (96).
Par exemple, si l'on divise looo par 87 en revenant au système décimal, on trouve i pour reste. Par suite, 37 est un diviseur de lo"*— i. Donc, pour qu*un nombre soit e/ivisible par 37, // faut et il suffit que la somme des valeurs absolues de ses tranches ternaires soit divisible par 37.
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Le nombre 4^^37819 donne 1 101 pour somme de ses tranches ternaires. Cn appliquant la même règle à iioi, la question est ramenée à diviser 102 par 37. Le reste de la division du nombre proposé par 37 est donc a8.
103. Troisième forme. — Nous venons de voir (99) que a"+i est toujours divisible par a + 1 quand m est impair, et que a* — i est tou* jours divisible par le même diviseur quand m est pair. Il en résulte que fl"-Hi est toujours divisible par fl*-Hi quand rentier x est impair, et que ûT* — I est toujours divisible par le méime diviseur quand l'entier x est pair. En effet, si Ton remplace «* par a, a^ devient a* (74), el l'on a à diviser par a+i : dans le premier cas, a'+i, et dans le second af—i.
D'ailleurs tout diviseur d'un nombre divise ses multiples. Donc, pour qu*un nombre soit divisible par un diviseur de la nfi^ puissance de la base augmentée de 1, il f tua et il suffit que, le nombre proposé ayant été partagé en tranches de m chiffres comme nous V avons dit, r excès de la somme des ^valeurs absolues des tranches de rang impair sur la somme (les valeurs absolues des tranches de rang pair admette le diviseur consi' (téré{97).
Par exemple, si Ton divise 1000 par 7, en revenant au système décimal, CD trouve pour reste 6 ou 7 — i. Si Ton divise de même 1000 par i3, on trouve pour reste 12 ou i3 ~ i. Par suite, 7 et i3 sont des diviseurs de 10* -h I.
Donc, pour qu'un nombre soit divisible par 7 ou par i3, il faut et il suffit qur r excès de la somme des valeurs absolues de ses tranches ternaires de rang impair sur la somme des valeurs absolues de ses tranches .ternaires de rang pair soit divisible par 7 ou par i3.
Le nombre 82678213927 donne pour cet excès le nombre i3io. En appliquant la même règle à i3io, la question est ramenée à diviser 309 par 7 ou par i3. Le reste de la division du nombre proposé par 7 est donc i ; le reste de sa division par i3 est 10.
Preuves des qnatre opérations, an moyen des caractères
de divisibilité.
i04. Pour faire ces preuves, il vaut mieux employer un diviseur tel que 9, parce que tous les chiffres du résultat concourent alors à la preuve 96), ce qui n*aurait pas lieu pour les diviseurs qui sont des puissances de 2 ou de 5 (9S).
105. AnornoN et soustraction. — Soit à additionner les nombres 8457,
2392, 1547; leur somme est égale à 12396. On aura les égalités sui-
vaoïes (06] :
8457 = un mult. de 9 H- 6,
2392 = un mult. de 9 -h 7,
1547 = ^^ mult. de 9 -h 8,
12396 = un mult. de 9 ~h 3.
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En comparaot les trois premières égaillés et la dernièro, on voit qae la somme des restes partiels 6 + 7 -4- 8 ne doit différer du reste 3 que d'un multiple de 9 ; ce qui a lieu en effet.
Soit à soustraire les nombres 82357 et 19863 : leur différence est 62504. Il faudra, d'après ce qu'on vient de dire pour Taddition, que la somme des restes fournis par le plus petit nombre 19853 et la différence 62604 ne diffère du reste donné par le plus grand nombre 82357 que d'un multiple de 9. Le reste de la division de 82357 par 9 est 7, celui de la division de 62604 est 8, comme celui de la division de 19863. La somme 8 + 8 ou 16 diffère bien de 7 d'un multiple de 9.
106. M1TI.TIPLIGAT10N. -^ La preuve de la multiplication par 9 résulte immédiatement du théorème démontré au n*^ 94. Nous indiquerons donc seulement la marche à suivre sur un exemple. Sost 4832 à malUpIier par 627. Le produit est 3029664. Le reste de la division de ce prodait par 9 est 3. Les restes de la division du multiplicande et du multiplicateur par 9 sont 8 et 6. Le produit de ces deux restes est ^Syei le reste de la divL^ion de ce produit par 9 est 3, comme on l'a déjà trouvé pour le produit 3029664 : l'exactitude de la multiplication est donc probable.
107. Division. — S'il s'agit de vériBer une division, on n'a qu'à appliquer ce qu'on vient de dire pour l'addition et la multiplication, puisque je dividende doit être égal au produit du diviseur par le quotient, plus le resté. Soit à diviser 3031991 par 4832; on trouve pour quotient 627 et pour reste 2327^ Le dividende divisé par 9 donne pour reste 8. Le produit du diviseur par le quotient donne, d'après ce qui précède, le même reste que le produit 8x6 des restes obtenus en divisant séparément par 9 le diviseur etje quotient : ce reste est donc 3. Enfin le reste 2327 de l'opération, divisé par 9, donne pour reste 5. Il faut donc que la somme des deux derniers restes 3 + 5 soit égale au premier reste trouvé 8 ou n'en diffère que d'un multiple de 9.
108. Si l'erreur commise dans une opération était juste égale à un multiple du diviseur employé, la marche indiquée ne pourrait la faire découvrir.
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THÉORIE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR
Pins grand commun diyisenr de denx nombres.
109. Deux nombres peuvent admellre un diviseur commun ; ils peuvent en admettre plusieurs : le plus grand de tous ces diviseurs s'appelle \eur plus grand commun diviseur. Ainsi 36 et 24 ont pour diviseurs communs 2, 3> 4i ^ ^^ 12 • ^^ ^st leur plus grand commun diviseur.
110. I. Le plus grand commun diviseur de deux nombres divisibles l'un par l* autre est le plus petit d'entre eux.
Si 36 divise exactement 180, il est le plus grand commun diviseur de 36 et de 180; car le plus grand nombre qui puisse diviser 36 est 36.
On sera donc conduit, pour chercher le plus grand commun diviseur de deux nombres, à essayer leur division. Si la divir sien réussit, la recherche du plus grand commun diviseur est terminée; sinon on s'appuie pour la continuer sur le théorème suivant,
111. IL Le plus grand commun diviseur de deux nombres est le même que celui du plus petit d'entre eux et du reste de leur division.
Soit à chercher le plus grand commun diviseur des nombres 672 et 276. En effectuant leur division, on trouve a pour quotient et 120 pour reste. On remarque alors que tous les diviseurs communs à 672 et à 276 divisent 120, reste de leur division (91), c'est-à-dire sont diviseurs communs de 276 et de 120»
On remarque ensuite que 672 = 276 X 2 -h 120 et que, par conséquent, tous les diviseurs communs à 276 et à 120, divisant 276 X 2, divisent aussi la somme 276 x 2 h- 120 ou 672, c'esi-à-dire sont diviseurs communs de 672 et de 276.
On en conclut que les deux groupes 672 et 276 d'une part, 276 et 120 de l'autre, admettant la même série de diviseurs communs, ont en particulier le même plus grand commun diviseur.
112. Reprenons l'exemple proposé. On est conduit à diviser 276 par 120 : on trouve 2 pour quotient et 36 pour reste. La recherche est donc ramenée à celle du plus grand commun diviseur des nombres 120 et 36. On divise 120 par 36, on trouve 3 pour quotient et 12 pour reste. Enfin on cherche le plus grand commun diviseur des nombres 36 et 12. En divisant 36 par 12, on trouve 3 pour quotient et o pour reste : 12 est donc le plus grand commun diviseur demandé.
On remarquera que les quotients successifs doivent être écrits au-dessus des diviseurs correspondants.
On voit q\x*il faut diviser le plus grand nombre par le plus petit, le plus petit par le reste trouvé, ce premier reste par le second, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on trouve un reste qui, divisant exactement le reste précédent, soit le plus grand commun diviseur cherché.
113. L'opération se terminera nécessairement; car, puisqu'il s'agit de nombres entiers et que tout reste doit être plus petit que le diviseur correspondant, les restes iront toujours en diminuant; il faudra donc qu'on arrive au moins au reste i qui divise tous les nombres.
Lorsque deux nombres ont pour plus grand commun diviseur l'unité, on dit qu'ils soni premiers entre eux.
Si, dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres, on arrive à deux restes qu'on sache être premiers entre eux, le plus grand commun diviseur des deux nombres proposés est aussi i, puisque ce plus grand commun diviseur est celui de deux restes consécutifs quelconques(112).
Théorèmes relatifs au plus grand commiin diviseur
de deux nombres.
114. I. Tout commun diviseur de deux nombres divise leur plus grand commun diviseur.
En effet, lout commun diviseur de deux nombres divise le reste de leur division.
Reportons-nous à l'exemple précédent (112), et considérons 4 qui divise 672 ei 276. II divisera alors 120; divisant 276 et 120, il divisera 36; divisant 120 et 36, il divisera 12.
On voit par là que» pour obtenir tous les diviseurs communs de deux nombres, il suffit de trouver tous les diviseurs de leur plus grand commun diviseur.
115. IL En multipliant ou en divisant deux nombres par un troisième nombre, on multiplie ou Von divise leur plus grand commun diviseur par ce troisième nombre.
En effet, en multipliant ou en divisant deux nombres par un troisième nombre, on multiplie ou Ton divise le reste de leur division par ce troisième nombre (68, 91).
Reprenons encore l'exemple du n"112. En multipliant ou en divisant 672 et 27G par 3, on multipliera ou Ton divisera le reste 120 par 3. Le dividende 276 et le diviseur 120 étant multipliés ou divisés par 3, le reste 36 sera lui-même multiplié ou divisé par 3. Entin, le dividende 120 et le diviseur 36 étant multipliés ou divisés par 3, le reste 12 sera lui-même multiplié ou divisé par 3. Le dividende 36 et le diviseur 12 donnaient o pour reste : il en sera de même de ces deux nombres multipliés ou divisés par 3, c'est-à-dire que le plus grand commun diviseur sera 12 multiplié ou divisé par 3.
116. Ce qui précède permet de simplifler dans certains cas la recherche du plus grand commun diviseur de deux nom* bres. Si l'on demande, par exemple, le plus grand commun diviseur des nombres 368oo et 24000, on pourra diviser ces deux nombres par 100 et chercher le plus grand commun diviseur 16 des quotients 368 et 240. Pour avoir ensuite le plus grand commun diviseur des nombres proposés, il suffira de
j multiplier 16 par loo.
117. IIL Les quotients de deux nombres divisés par leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux.
En efTct, en divisant deux nombres par leur plus grand commun diviseur, on divise ce plus grand commun diviseur par lui-même (115), de sorte que le plus grand commun diviseur des deux quoiienis obtenus «si l'unité.
La réciproque (*) de ce théorème est évidente.
Soient, en effet, les nombres A et B qui, divisés par D, donnent les quotients a ei b premiers entre eux. û et 6 a^anl 1 pour plus grand commun diviseur, les produits rt 13 el 6D, c'est-à-dire A et B, auront i X D ou D pour plus grand commun diviseur (115).
118. £n Arithmétique, Tutilité de la théorie que nous venons d'exposer est bornée à la recherche des quotients de deux nombres par leur plus grand commun diviseur. Il est donc bon d'indiquer une règle pour trouver rapidement ces quotients, au moyen de l'opération même qui fournit le plus grand commun diviseur.
Reprenons encore l'exemple du n**112. 12 se contient luimême I fois : écrivons i au-dessous de 12. 36 contient 3 fois 12 : écrivons 3 au-dessous de 36. 120 contient 3 fois 36 + 12, c'està-dire un nombre de fois 12 représenté par 3x 3 -h i ou 10 : écrivons 10 au-dessous de 120. On voit qu'il faut, pour obtenir ce résultat, multiplier le résultat précédent 3 par le quotient qui est placé au-dessus, et ajouter à ce produit le nombre i placé à droite de 3. 276 contient 2 fois 120 plus 36, c'esi-à-diro un nombre de fois 12 représenté par 10 x 2 -+- 3 ou 23 : écrivons 23 au-dessous de 276. Ce résultat s'obtient encore en multipliant le précédent par le quotient 2 placé au-dessus, et en ajoutant au produit le résultat anté-précédent. EnQn 672
(*) Dans l'énoncé d*un théorème, il y a toujours une hyp tihèse et une conclusion; la démonstration a pour but de passer de Thypothèse à la conclusion, à l'aide d'une série de déductions évidentes. Le théorème réciproque s'obtient en prenant la conclusion <]u théorème direct pour hypothèse, et Thypolbcse de ce théorème pour conclusion. Dans le cas considéré, l'hypot'aèse du théorème direct est que l'on divise deux nombres par leur plus (;rand commun diviseur; la conclusion est que les quotients obtenus sont premiers entre eux. Le théo* rème réciproque s'énonce en disant : Si l'on divise deux nombres par un troisième nombre et que les quotients obtenus soient premiers entre eux, le troisième nombre est le plus grand commun diviseur des deux premiers. Les réciproques ne sont pas toutes vraies, parce que l'hypothèse et la conclusion n'ont pas toujours le môme degré de généralité : nous eu verrons des exemples en Géométrie»
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conlienl 2 fois 276 plus 120, c'esi-à-dire un nombre de fois 12 représenté par 23 x 2 4- 10 ou 56 : écrivons 56 au-dessous de 672. Les quotients clierchés sont 56 et 23.
On voit sans peine la règle à suivre. Après avoir écrit i sous le plus grand commun diviseur, et avoir placé le quotient qui lui correspond à gauche de i , il faut multiplier successivement le dernier résultat obtenu par le quotient qui est audessus et ajouter au produit V avant-dernier résultat. On trouve ainsi la série des quotients des restes conséculifs et des deux nombres proposés par leur plus grand comn)un diviseur.
Plus grand commun diviseur de plusieurs nombres.
119. n nombres peuvent admettre un diviseur commun, ils peuvent en admettre plusieurs : le plus grand de tous ces diviseurs s'appelle Xeuv plus grand commun diviseur.
On peut ramener la recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs nombres à celle du plus grand commun diviseur de deux nombres, à l'aide du théorème suivant :
Soient n nombres a, ^f y,. - .,1; si d est le plus grand commun diviseur de deux d'entre eux a et (3, le plus grand commun diviseur des n nombres a, (3, y, . . . , X est le même que celui des [n — i) nombres rf, y, . . . , A.
Éa effet, tout diviseur commun des nombres a, |3, y, . . ., X est diviseur commun des nombres dy 7, .., \ puisque tout nombre qui divise a et (3 divise leur plus grand commun diviseur d (114). Réciproquement, tout diviseur commun des nombres £f, y, . . ., X est diviseur commun des nombres a,, |3, />•.., ly puisque tout nombre qui divise d divise ses muK liples a et p. Le plus grand commun diviseur est donc le même pour les deux suites.
D'après ce théorème, la recherche du plus grand commun
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diviseur de n nombres, ramenée d'abord a celle du plus grand commun diviseur de (n — i) nombres, le sera de môme à celle du plus grand commun diviseur de (n — 2) nombres, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à deux nombres seulement, dont le plus grand commun diviseur sera le plus grand commun diviseur cherché.
Si Ton a, par exemple, les quatre nombres a, (3, y, d, on cherchera le plus grand commun diviseur d des nombres a et p, et la série des nombres a, p, 7, d sera remplacée par celle des nombres d, y, i. On cherchera ensuite le plus grand commun diviseur d' des nombres d et y, et les nombres d, y, d seront remplacés par les nombres d' et d. Le plus grand commun diviseur d" des nombres d' et d sera donc le plus grand commun diviseur cherché. On peut représenter la suite des opérations par le tableau ci-dessous :
120. Dans la pratique, on a intérêt à exécuter le calcul précédent en opérant toujours sur les plus petits nombres. Il peut arriver, en effet, que le plus grand commun diviseur cherché soit le plus petit des nombres considérés. En prenant la précaution indiquée, on diminue d'ailleurs généralement le nombre des divisions à effectuer.
Lorsque le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres est égal à l'unité, ces nombres sont dits premiers entre eux dans leur ensemble,
121. D'après ce qui précède, les théorèmes démontrés aux n*"* IH, 115, 117 s'étendent immédiatement au cas de plusieurs nombres. Ainsi :
Tout diviseur commun de plusieurs nombres est diviseur de leur plus grand commun diviseur. Il en résulte que, pour trouver les diviseurs communs de plusieurs nombres, ii sufGt de déterminer tous les diviseurs de leur plus grand commun diviseur.
Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise plusieurs nombres par
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un certain nombre, leur plus grand commun diuiseur est multiplié ou dii/isé par le même nombre.
Lorsqu'on divise plusieurs nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre eux dans leur ensemble. Réciproquemenl, lorsque les quotients obtenus en divisant plusieurs nombres par un même nombre sont premiers entre eux dans leur ensemble^ le diviseur employé est le plus grand commun diviseur des nombres considérés.
Simplification dans la recherche dn pins grand commun diviaenr.
122. On peut simplifier la recherche du plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres, à l'aide des considérations suivantes.
Dans toute division non exacte (44), le dividende est compris entre deax mulliplcs consécutifs du diviseur. Le multiple inférieur représente le quotient pHs par défaut, le multiple supérieur représente le quotient pris par ejrcès. Dans le premier cas, le reste est Texcès du dividende sur le produit du diviseur par le quotient : il est additif. Dans le second cas, le reste est l'excès du produit du diviseur par le quotient sur le dividende : il est soustractif. Le reste soustractif est évidemment l'excès du diviseur sur le reste additif. Par suite, quand le reste additif est plus pvnd que la moitié du diviseur, le reste soustractif est plus petit que cette moitié.
Eo effet; si l'on se reporte à l'égalité fondamentale
D^dQ-i-Vi,
00 voit que le dividende D est compris entre les deux multiples consécutifs £^0 et </(Q + 1) ; et si Ton veut prendre le quotient par excès, 00 a nécessairement (6i)
D = rf(QH-i)-(rf-R).
Cela posé, dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres, on a intérêt à rendre chaque reste moindre que la moitié du diviseur correspondant. Cherchons, par exemple, le plus grand commun divi-* £eur des nombres 624 et 216.
sG 9 8 I 26 9 I
La première division donne pour quotient 2 et pour reste 192 qui surpasse la moitié du diviseur 216. Si Ton prend alors le quotient par excès,
c'est-à-dire égal à 3, le reste devient 216 — 19a oa 24. On a, dans ce cas,
Cette égalité montre d'abord que tout diviseur commun de 624 et de 216, divisant 216 x 3, divise la différence 216x3 — 624 ou 24, c'est-à-dire est diviseur commun de 216 et de 24. Elle montre ensuite que, réciproquement, tout commun diviseur de 216 et de 24, divisant 216 x 3, divise la différence 216 x 3 — 24 ou 624} c'est-à-dire est diviseur commun de 624 et de 216. Donc les nombres 624 et 216 d'une part, 216 et 24 d'autre part, admettant la même série de diviseurs communs, ont en particulier le même plus grand commun diviseur.
On arrive par suite au même plus grand commun diviseur, en divisant 216 par le reste additif 192 ou par le reste soustractif 24. De plus, comme le reste additif 192 est ici plus grand que la moitié du diviseur 216, hi division de 216 par 192 donne 1 pour quotient et 216 — 192 ou 24 pour reste. En d'autres termes, la différence entre les deux procédés, c'est que le reste soustractif sur lequel on opère immédiatement dans la seconde méthode n'est autre chose que le reste additif fourni par la division suivante quand on applique la première méthode.
A chaque transformation d*un reste additif plus grand que la moitié du diviseur en reste soustractif correspond donc une division de moins,
123. L'algorithme développé au jf 118 peut encore être suivi quand on pratique la simplification qu'on vient d'indiquer, à la condition de retrancher de chaque produit le terme précédent de la série (au lieu de l'ajouter), lorsqu'on emploie comme facteur un quotient pris par excès- C'est ce que les calculs ci-dessus mettent suffisamment en évidence.
lii. Passons maintenant au cas de plusieurs nombres a, ^,7, ^, et supposons-les rangés par ordre de grandeur croissante.
Divisons successivement p, 7, ^ par a, en opérant de manière que chaque reste soit inférieur à la moitié de a (122). Si l'on désigne ces restes, additifs ou soustractifs, par r, r', r', il résulte de ce qui précède ({ue les groupes a et p, a et 7, a et ^ admettent respectivement les mêmes diviseurs que les groupes a et r, a et r', a et r". Donc les deux séries a, P, 7, (î, d'une part, et a, r, r', r", d'autre part, ont les mômes diviseurs communs et, en particulier, le môme plus grand commun diviseur.
En opérant sur la série a, r, r', r" de la même manière que sur la série a, p, 7, ^, on obtiendra une nouvelle série de nombres moindres admettant toujours le môme plus grand commun diviseur ; et, en continuant ainsi, on mettra rapidement en évidence le plus grand commun diviseur cherché, qui sera le plus petit des quatre nombres obtenus lorsque ce plus petit nombre divisera les trois autres.
Prenons, par exemple, les nombres,
En divisant successivement i32o, 2712, 6208 par 672, on obtient les restes 24, 24, 168. Le second reste est additif, le premier et le troisième
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sont soustractifs. Deux des restes obtenus étant égaux, la question est ramenée à trouver le plus grand commun diviseur des trois nombres
24, divisant exactement i68 et 672, est le plus grand commun diviseur demandé.
Limitas dn nombre de divisions à eifectner dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres.
125. Nous donnerons deux limites différentes. La première suppose qu'on a cherché le plus grand diviseur sans modifier les restes; la seconde, qu'on a appliqué la simplification du n"* 1S2.
Première limite. — Quand on divise deux nombres par leur plus grand commun diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre eux (117); et, pour trouver le plus grand commun diviseur i de ces quotients, il faut évidemment (il5) effectuer le mtoie nombre de divisions que pour obtenir le plus grand commun diviseur des deux nombres donnés. On peut donc supposer immédiatement que les nombres considérés a et 6 sont premiers entre eux.
Soit
la série des diviseurs consécutifs, qui se termine par le plus grand com- Dun diviseur i. Le nombre des divisions effectuées est alors égal à /i + i* Dans toute division où le quotient est pris par défaut, le dividende est au moins égal au diviseur augmenté du reste. D'ailleurs, r„., est au moins égal à 2, sans quoi la recherche du plus grand commun diviseur aurait exigé une division de moins. Il en résulte que : r,., ^^ ^^ moins égal à 2 -f-i ou 3, r„_3 est au moins égal à 3 -h 2 ou 5, r„_^ est au moins égal à 5 -f- 3 ou 8, r^_4 est au moins égal à 8 n- 5 ou i3, r,_, est au moins égal à i3 + 8 ou 21. On peut donc poser
'•«^ > 10 et r^_, > 2 X 10.
Les multiplicateurs de 10 sont ici 1 et 2, et ces multiplicateurs repré^ sentent également les limites inférieures de r^ et de r^,. Si l'on continue à remonter dans la série des diviseurs, les nombres 3, 5, 8, i3, 21, qu'on vient d'obtenir comme limites des différents diviseurs à partir de l'antépénultième, se reproduiront donc nécessairement comme multiplicateurs de 10, et l'on aura
'■—7 > 3 X 10, r„_, > 5 X 10, r,.9 > 8 X 10, '•«-io>i3xio, r„.„> 21x10,
d'où l'on déduira encore
r„_^^>ïo' et r^„>2Xio'.
fJO ARITHMÉTIQUE.
Ces deux derniers résallats peuvent s'écrire
En poursuivant, les nombres 3, 5, 8, i3, 21 reparaîtront de nouveau comme multiplicateurs de 10^, et Ton sera conduit à
'•«-»x»>ïo* et ^.(3x*+.) > ^ X ïo'- Là loi est évidente. On aura donc, en général,
Pour que r„^^ se confonde avec b ou r,, il faut que n ~ Sp. On a alors
^>io'. '
Mais 10' est le plus petit nombre de /? h- i chiffres. Donc, pour qu'on ait à effectuer n -^i divisions, c'est-à-dire plus de /i = 5/?, il faut que b renferme au moins (/' + 1) chiffres.
En d'autres termes, si b renferme seulement p chiffres, le nombre des divisions aura Sp pour limite supérieure.
On peut donc énoncer ce théorème dû à Lamé :
Dans la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres, Ir nombre des divisions à effectuer ne peut pas dépasser 5 fois le nombre des chiffres du plus petit nombre.
Quand on applique la simplification indiquée au n^ 132, la limite précédente peut se trouver beaucoup duninuée, puisque certains groupes do deux divisions consécutives peuvent être remplacés par une seule division.
Seconde LiMrrE. — Supposons en effet qu'on ait cherché le plus grand commun diviseur des nombres A et B, en employant la simplifica-> tion connue (122). Admettons qu'il ait fallu n divisions pour arriver à ce plus grand commun diviseur, et désignons les restes successivement obtenus par R|, Rî, R3, • • -, R»-i» o. L'avant-demier reste R^_, sera en même temps le plus grand commun diviseur des nombres A et B.
Chaque reste devant être inférieur à la moitié du diviseur correspondant, chaque diviseur à son tour est supérieur au double du reste correspondant, et l'on a les (/i — 1) inégalités
B>2Ri, Ri>2Rî, Rï>î»Rj, ..., R»-i>2R«_,.
En les multipliant membre à membre et en supprimant les facteurs communs aux deux membres de l'inégalité résultante, on trouve
Or, le plus grand commun diviseur R^-i est au moins égal à l'unité (113) et, par suite, dans le cas le plus défavorable, si l'on a eu /z divisions à effectuer, B l'emporte sur 2»-*.
ABITHMÉTIQUE.
Dans notre hypothèse, la limite supérieure du nombre des divisions exi^ ^ées par la recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres ne ]}€ut donc surpasser que d^une unité V exposant de la plus haute puis~ sance de 1 contenue dans le plus petit de ces nombres.
Et en effet, si B, plus grand que 2"'', est moindre que 2", le nombre des divisions effectuées ne peut dépasser n\ car, si ce nombre était seulement égal à (/i +1), on aurait, en se reportant aux notations adoptées el d'après ce qui précède,
B > 2". R„ c'est-à-dire B > 2".
Considérons, par exemple, les nombres 17838 et
Le plus petit nombre ayant 5 chiffres, la méthode ordinaire ne pourra pas donner lieu à plus de 25 divisions. D'ailleurs, si Ton remarque que les deux nombres donnés sont divisibles par 18, qu'en opérant cette division on ne modifie en rien (115) le nombre des divisions à effectuer dans la recherche du plus grand commun diviseur, et que le plus petit nombre présente alors 3 chiffres seulement, on peut remplacer immédiatement la limite 25 par i5.
D'autre part, on vérifie facilement que la plus haute puissance de 2 contenue dans le diviseur 12906 est 2*'. Par suite, la seconde limite est égale à 14.
La règle ordinaire- conduit ici à effectuer réellement 12 divisions; la règle simplifiée abaisse ce nombre à 8. Nous indiquons ci-dessous le tableau des opérations, et nous donnons en môme temps dans les deux cas (118, 123) la série des quotients des nombres proposés et des restes consécutifs par leur plus grand commun diviseur :
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CHAPITRE III
THÉORIE DU PLUS PETIT œMMUN MULTIPLE.
Définition.
127. Un nombre peut êlre divisible par plusieurs nombres donnés. Il est alors un commun multiple de ces nombres. Parmi tous les communs multiples de plusieurs nombres, le plus petit est ce qu'on appelle leur plus petit commun multipie. Quand on Ta déterminé, on peut, comme nous le verrons, en déduire immédiatement tous les communs multiples des nombres proposés.
Théorèmes relatifs an pins petit commun mnltiple.
128. I. Tout commun multiple M de plusieurs nombres a, b, c, est un multiple de leur plus petit commun multiple m.
En effet, si M n'était pas un multiple de m, la division de M par m donnerait un quotient 9 et un reste r, et Ton aurait
M = mq -*- r.
Chacun des nombres a, 6, c, divisant M et m, devrait, d'après cette égalité (78), diviser r, qui serait alors, contre Thypothèse, un multiple commun, moindre que m, des nombres a, b, c.
129. II. Lorsque les quotients 9,9', q", obtenus en diviscuit un commun multiple M de plusieurs nombres a, 6, c, par chacun d'eux, sont premiers entre eux dans leur ensemble ( 120), ce commun multiple est le plus petit commun multiple des nombres donnés.
Les quotients q, q', q", ont, par hypothèse, Tunité pour plus grand commun diviseur.
Or, si M n'est pas le plus petit commun multiple des nombres donnés, soit m ce plus petit commun multiple. Nous au-
rons alors, d'après le ihcoréme précédent (128) et h étant un enlier quelconque, M = km. Mais on a aussi
M = km z=aq:= bq\= cq".
Par suite,
qzzz/f—i q'=:k-r^ q''=k — -
Les quotients -—» -7 ? - > étant entiers, les quotients q, q\ q",
admellraient, contrairement à l'énoncé, un diviseur commun A- supérieur à l'unité. M est donc nécessairement le plus petit commun multiple des noml^res donnés.
III. Réciproquement, lorsqu*on divise le plus petit
commun multiple m de plusieurs nombres a, b, c, par chacun
d'eux, les quotients obtenus q, q\ q" y sont premiers entre eux
dans leur ensemble.
On a, en effet,
m = aq= bq' = cq" ,
Si g, ^', g^, n'étaient pas premiers entre eux dans leur ensemble^ ils admettraient un certain diviseur commun /r différent de l'unité, et l'on aurait (69)
-r9 inférieur à m, serait donc, contrairement à l'énoncé, un commun multiple des nombres a, 6, c.
Plus petit commiin multiple de deux nombres.
131. Le plus petit commun multiple de deux nombres \ et B s*obtient en divisant le produit AB de ces deux nombres par leur plus grand commun diviseur D.
En effet, pour diviser le produit AB par D, on peut diviser
AB
kouB par D (69). Le quotient r=r- a donc pour expression
Agor/Bg.
B A , j . AB
g et 1= étant des entiers, ce quotient jr- est un commun
multiple des nombres A et B, D'ailleurs, si on le divise successivement par A et par B, les quotients obtenus fi et ^r
sont premiers entre eux (117). Par suite (129), -jr- est le plus
petit commun multiple des nombres A et B. Dans la pratique, on obtient le plus petit commun multiple
en multipliant Tun des nombres donnés A par le quotient rr
de Tautre nombre donné B par leur plus grand commun diviseur D.
Soient, par exemple, les deux nombres 852 et 192, qui ont 12 pour plus |?rand commun diviseur. Leur plus petit commun multiple est égal à
132. Tout commun multiple de deux nombres étant un multiple de leur plus petit commun multiple [ 128], on forme tous les communs multiples de deux nombres en multipliant leur plus petit commun multiple par la suite naturelle des nombres entiers^
Quand deux nombres sont premiers entre eux y leur plus petit commun multiple est égal A leur produit^ puisque leur plus grand commun diviseur est égal à l'unité.
Quand deux nombres sont exactement divisibles l'un par Vautre, leur plus petit commun multiple est le plus grand d'entre eux^ puisque leur plus grand commun diviseur est alors égal au plus petit d'entre eux.
PI118 petit commim multiple de plasieurs nombres.
1^8. On peut ramener la recherche du plus petit commun multiple He plusieurs nombres à celle du plus petit commun multiple de deux nombres, à l'aide du théorème suivant:
Soient n nombres a, p, y 9. . .,1; si m est le plus petit com^ mun multiple de deux d 'entre eux a et (3, le plus petit com^ mun multiple des n nombres a, [3, y, . . . , X est le même que celui des (n — 1) nombres m, y,. . ., "k.
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En effet, loul commun multiple des nombres a, (3, y, . . . , X est commun multiple des nombres m, y, . . ., X, puisque tout commun multiple de a et de p est multiple de m (128). Réciproquement, tout commun multiple des nombres m, y, . . ., X est commun multiple des nombres a, (3, y, ..., X, puisque tout multiple de m est commun multiple des nombres a et p. Le plus petit commun multiple est donc le même pour les deux suites.
Cette démonstration prouve que, si deux des nombres considérés se divisent mutuellement, on doit supprimer le plus petit de ces deux nombres qui ne peut avoir aucune influence sur le résultat cherché. En effet, si p divise a, ce dernier nombre est immédiatement le plus petit commun multiple de a et de (3 (132), et la suite a, [3, y, . . . , X, se trouve remplacée sans calcul par la suite a, 7, . . ., X.
D'après le théorème précédent, la recherche du plus petit commun multiple de n nombres, ramenée d'abord à celle du plus petit commun multiple de (n — i) nombres, le sera de même à celle du plus petit commun multiple de (n — 2) nombres, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à deux nombres seulement dont le plus petit commun multiple sera le plus petit commun multiple cherché.
Soient, par exemple, les quatre nombres a, (3, y, i. On cherchera le plus petit commun multiple m des nombres a et p, et la série des nombres a, (3, v* 0 sera remplacée par celle des nombres m, y, d. On cherchera ensuite le plus petit commun multiple m' des nombres m et y, et les nombres m, y, 5 seront remplacés par les nombres m' et à. Le plus petit commun multiple m" des nombres m' et i sera donc le plus petit commun multiple cherché.
On peut représenter la suite des opérations par le tableau ci-dessous :
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Pratiquement, soient D le plus grand commun diviseur des nombres a et p, et Q le quotient ((3 : D); on aura (131)
m = aQ,
De même, soient D' le plus grand commun diviseur des nombres m et y, et Q' le quotient (7 : D'); on aura
Soient enfin h" le plus grand commun diviseur des nombres m' et d, et Q'^ le quotient (ô : D''); on aura finalement
m'' = m' Q" = ocQQ' Q\
13^. On forme tous les communs multiples de plusieurs nombres, en multipliant leur plus petit commun multiple par la suite naturelle des nombres entiers ( 128]»
iRITHMÉTIQUE. ^^
THÉORIE DES NOMBRES PREMIERS
Notions préliminaires •
135. Un nombre est premier lorsqu'il n'a pas d'autres diviseurs que lui-même et l'unité.
Lorsqu'un nombre premier ne divise pas un autre nombre il ^si premier avec lui; car il ne peut plus avoir avec lui que l'unité pour diviseur commun*
5y II, 23 sont des nombres premiers.
136. 1. Tout nombre qui n'est pas premier admet un diviseur premier.
£n effet, le nombre proposé n'étant pas premier, admet un diviseur. Ce diviseur, à son tour, s'il n'est pas premier, admet lui-même un diviseur dont le nombre proposé est nécessairement un multiple. Ce second diviseur, ou bien est premier, ou bien admet lui-même un diviseur qui divise le nombre proposé. En continuant toujours le même raisonnement, comme les diviseurs considérés sont entiers et vont toujours en diminuant, on finit par arriver au moins à l'unité comme dernier diviseur; mais alors l'avant-dernier diviseur est un nombre premier.
II en résulte que : Deux nombres qui ne sont pas premiers entre eux admettent un diviseur premier commun.
En effet, ces nombres ont un plus grand commun diviseur qui, s'il n'est pas premier, admet lui-même un diviseur premier.
II. La suite des nombres premiers est illimitée
Soit en effet un nombre premier quelconque p : il existe un nombre premier supérieur à p.
Formons le produit des nombres premiers jusqu'à p : ce
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produit sera
iXax3x5X7XiiX...X/?.
Ajoutons I à ce produit, nous formerons le nombre iX2X3x5x7XiiX. ..Xp-hi.
Ce nombre, supérieur à p^ est premier ou admet un diviseur premier; et, dans ce dernier cas, ce diviseur premier doit ôtre supérieur à p; car il ne peut se trouver dans la suite
sans quoi, divisant la première partie du nombre considéré sans diviser la seconde, il ne pourrait diviser ce nombre.
138. III. Formation d'une table de nombres premiers^ Pour former une table des nombres premiers, compris depuis 1 jusqu'à une limite donnée, on écrit tous les nombres depuis I jusqu'à cette limite :
On barre alors les nombres de cette suite de 2 en 2, à partir de 2, comme multiples de 2 : on conserve i et 2, qui sont évidemment des nombres premiers.
Le premier nombre non barré après 2 étant 3, 3 est un nombre premier, puisqu'il n'est pas divisible par les nombres plus petits que lui, sauf l'unité (135).
On barre les nombres de la suite de 3 en 3, à partir de 3, comme multiples de 3. Le premier nombre non barré après 3 étant 5, 5 e^t un nombre premier.
On barre les nombres de la suite de 5 en 5, à partir de 5, comme multiples de 5. Le premier nombre non barré après 5 étant 7, 7 est un nombre i remier.
On barre les nombres de la suite de 7 en 7, à partir de 7, comme multiples de 7. Le premier nombre non barré après 7 étant II, II est un nombre premier.
Cn continue en suivant toujours la même marche {').
(*) La Table I, placée à la fin du volume, fait connaître les nombres premiers compris entre 2 et 355o.
Il faut remarquer qu'on doit s'arrêter dès qu'on est parvenu à un nombre premier dont le carré surpasse la limite de la table, tous les nombres conservés dans la labie étant alors nécessairement premiers.
Supposons, par exemple, que la limite de la table soit 260, et qu*on soit arrivé au nombre [Premier 1 9 dont le carré est 289: tous les nombres non barrés sont des nombres premiers. En effet, si un seul de ces nombres n'était pas premier, il admetiraiiun diviseur premier plus grand que i3, puisque tous les multiples de 1 3 ont dû être barrés. Supposons que ce diviseur premier soit 17 ou plus grand que 19. Puisque le nombre dont il s*agit est compris dans la table, il est inférieur à 289 et contient par suite 17 ou un diviseur plus grand que 17 moins de 17 fois; donc, ou le quotient de sa division par ce diviseur est un nombre premier inférieur à 17, ou ce quotient admet loi-même un diviseur premier plus petit que 17. Le nombre considéré, étant nécessairement multiple de ce dernier diviseur^ a donc déjà été elTacé, et tous les nombres non barrés sont bien des nombres premiers.
139. rV. Ce que nous venons de dire prouve évidemment qiïun nombre est premier, lorsqn*il n'est divisible par aucun des nombres premiers dont les carrés sont plus petits que lui; car il ne peut alors être divisible par aucun des nombres premiers dont les carrés le surpassent (13G].
Théorèmes sur les nombres premiers.
140. I. Lorsqu'un nombre quelconque divise un produit de deux facteurs et qu'il est premier avec l'un de ces facteurs, il divise nécessairement l'autre.
Soit le produit 100 x 36 qui est divisible par 9; 9 étant premier avec 100 divisera 36. En effet, 100 et 9 étant premiers entre eux ont pour plus grand commun diviseur l'unité. Multiplions 100 et 9 par 36, nous multiplierons leur plus grand commun diviseur par 36 (115), de sorte que le plus grand commun diviseur des nombres 100 x 36 et 9 X 36 sera i x 36 ou 36. Tout nombre qui en divise deux autres divise leur plus grand commun diviseur (114); 9 divisant 100 x 36 par hypothèse, et 9X36, parce qu'il est un facteur de ce produit (69), divisera donc 36.
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Il faul remarquer que le théorème n'aurait plus de sens s) le diviseur considéré n'était pas premier avec l'un des facteurs du produit, c'est-à-dire qu'un nombre quelconque peut diviser un produit de deux facteurs sans diviser l'un d'eux. Ainsi 7.2 X i5 est divisible par lo, et lo ne divise ni 22 ni i5. Mais les facteurs2ol5 qui composent 10 se retrouvant, l'un dans 22, l'autre dans i5, 10 n*est premier avec aucun des facteurs du produit proposé.
14-1 . II. Lorsqu'un nombre premier divise un produit de plusieurs fadeurs, il divise au moins l'un d'eux.
Soit le produit 89x4^ X 25 qui est divisible par le nombre premier i3, i3 devra diviser l'un des fadeurs du produit. En effet, on peut considérer ce produit comme composé des deux facteurs (39 X 4^) d'une part, 25 de l'autre. Si i3 divise 25, le théorème est démontré; sinon, i3 étant premier sera premier avec 25 (135 ) : divisant le produit (39x42^) X ^5 et étant premier avec 25, il devra diviser le facteur (39 X42) [140]. Mais ( 39 X 4^) peut être regardé comme le produit des deux facteurs 39 et 4». Si i3 divise 4^» le théorème est démontré ; sinon i3 sera premier avec 4^, et, divisant le produit 89X4*» il devra diviser 39; ce quia lieu en effet.
On peut déduire de ce théorème les deux conséquences suivantes :
I® Lorsqu'un nombre premier divise une puissance, il divise le nombre Alevé à la puissance. Si 7 divise 35% il divise 35, En effet, 7, nombre premier, divisant le produit de 3 facteurs égaux à 35, devra diviser l'un d'eux, c'est-à-dire 35.
2" Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, leurs puissances quelconques sont premières entre elles. Soient les nombres 22 et i5 qui sont premiers entre eux, les puissances 22^ et i5' seront aussi premières entre elles. En effet, s'il n'en était pas ainsi, 22* et i5' admettraient un diviseur premier commun (136) qui diviserait alors à la fois 22 et i5.
14-2. ni. Tout nombre premier avec les facteurs d'un pro~ duit est premier avec ce produit; réciproquementy tout nom^ bre premier avec un produit est premier avec les facteurs de ce produit.
Soit un produit P = ABC. Si N est premier avec les facteurs A, B, C, il sera premier avec leur produit P; car s'il admettait avec lui un diviseur premier commun (136), ce divi-
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seur devrait diviser au moins Tun [des facteurs A, B, C (l&'l), qui alors ne seraient plus tous premiers avec N.
Réciproquement, si N est premier avec le produit P, il le sera avec tousjes facteurs A, fi, C ; car, s'il admettait avec A, par exemple, un diviseur premier commun, ce diviseur diviserait P qui est un multiple de A ; P ne serait donc plus premier avec N.
Ce théorème prouve que, si plusieurs nombres sont premiers entre eux deux à deuxy leur plus petit commun multiple est égal à leur produit [i^'^] \ et il en résulte que tout nombre divisible séparément par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux est dinsible parleur produit ( 128). C'est ce qu'on peut d'ailleurs établir directement comme il suit :
IW. IV. Lorsqu'un nombre est divisible séparément par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux y il est di" visible par leur produit.
Soit le nombre N, divisible séparément par les nombres a^ 6, c, premiers entre eux deux à deux. Si Ton effectue la division de N par a^ on trouve un quotient exact q, et Ton peut poser N = aq. N est divisible par b, le produit aq doit donc Tèire ; mais b est premier avec a, il devra donc diviser q. Si Ton effectue la division de q par b^ on trouve un quotient exact q'y et l'on peut poser q = bq', c'est-à-dire N = abq\ N est divisible par c, le produit abq' doit donc l'être ; mais c, étant premier avec a et avec b, le sera avec leur produit ab ( 142) ; c divisant le produit abq' ou ab X q' et étant premier avec le facteur ab devra diviser q\ Si Ton effectue la division de q' par c, on trouve un quotient exact q", et l'on peut poser q'^zcq", c'est-à-dire TSl = abcq''. N est donc un multiple du produit abc.
144. Le théorème qui précède permet de combiner entre eux les caractères de divisibilité déjà obtenus.
Supposons qu'on cherche quelle condition doit remplir un nombre divisible par 66. On remarque que 66= 2 x 3 X n. Les nombres a, 3 et 1 1 étant premiers entre eux, tout nombre divisible séparément par ces trois nombres sera divisible par 66. Donc, pour qu'un nombre soit divisible par 66, il faut et il suffît qu'il réunisse les caractères de divisibilité par 2, 3 et II (95,96,97).
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8a ARITHMÉTIQUE.
Décomposition d'un nombre en factenrs premiers.
itë. I. Tout nombre qui fCest pas premier est un produit de nombres premiers.
En effet, soit le nombre N qu'on suppose n*être pas premier : il admettra un diviseur premier a ( 136]. Désignons par N' le quotient de N par a : on aura N = aN'. Si N' est premier, le théorème est démontré ; sinon N' admettra un diviseur premier b. Désignons par N'' le quotient de N' par b : on aura N' = ôN", c'est-à-dire N = a6 N'. On répétera pour N" ce qu'on vient de dire pour N'. Si l'on remarque alors que les quotients N', N'', ... vont toujours en diminuant, on voit [qu'on doit finir par arriver à un quotient au moins égal à i, auquel cas le quotient précédent est un nombre premier, puisqu'il n'est divisible que par lui-même.
On en conclut que tout nombre non premier est un produit de nombres premiers.
Remarquons que ces nombres premiers peuvent se trouver répétés dans le produit considéré un nombre quelconque de fois. Si un nombre contient 3 fois le facteur 2, 1 fois le facteur 3, une fois le facteur 5, comme 36o, on se sert de la notation des exposants (72), et Ton écrit
Quand on cherche les nombres premiers dont le produit constitue un nombre donné, on dit qu'on veut décomposer ce nombre en ses facteurs premiers.
Avant d'indiquer la marche à suivre pour arriver à cette décomposition dans un cas quelconque, il est nécessaire de prouver qu'elle n'est possible que d'une seule manière ; en d'autres termes, il faut démontrer qu'un nombre n'admet qu'un seul système de facteurs premiers.
1&6. II. Un nombre quelconque riest décomposable que d*une seule manière en facteurs premiers.
Supposons que le nombre N soit égal à la fois aux deux systèmes de facteurs premiers ahcdei cSVc'd\ Nous allons prouver que ces deux systèmes sont forcément identiques. En
effet, on a
abcd=a'b'c'd\
a divisant le premier membre doit diviser le second ; mais a étant un nombre premier doit diviser au moins l'un des facteurs du produit a'b'c'd\ et, comme tous ces facteurs sont premiers, il ne peut diviser Fun d'eux que si ce dernier lui est égal(lM, 135).
Supposons a = a'. On pourra diviser le premier membre de I égalité considérée par a et le second par ci : il restera
bcd=ib'&d'.
On pourra répéter pour 6 ce qu'on vient de dire pour a, et l'on prouvera qu'on a, par exemple, b = b\ En continuant le même raisonnement, on démontrera que tous les facteurs du premier système se retrouvent parmi ceux du second, et réciproquement.
Remarquons que le raisonnement indiqué n'exclut pas le cas où quelques-uns des facteurs du premier système sont égaux entre eux ; mais alors ils se répètent en même nombre dans l'autre système.
Les deux systèmes considérés sont donc identiques, nonseulement quailt aux facteurs qui les composent, mais encore quant aux exposants de ces facteurs.
U7, III. Décomposition d'un nombre en ses facteurs premi ers.
Cela posé, prenons pour exemple le nombre 5425a.
Nous commencerons par essayer la division de ce nombre par le plus petit nombre premier après i, c'est-à-dire par 2. Elle réussira, puisque le nombre proposé est pair. On obtient pour quotient 27 126, et l'on a
Les facteurs premiers de 54252 sont donc 2 et les facteurs premiers de 27126. Essayons de nouveau la division de 27126 par 1. On trouve pour quotient i3563, et l'on a
c'est-à-dire
La question est donc ramenée à chercher les facteurs pre-
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raiers de i3563. La division par 2 n'étant plus possible, il faut essayer la division par le nombre premier suivant, c'està-dire par 3 : elle réussira, puisque la somme des chiffres de i3563 est divisible par 3. On trouve pour quotient 4^21 , et
Ton a
c'est-à-dire
La question est ramenée à chercher les facteurs premiers de 45^1. Lorsqu'on a cessé d'employer un diviseur, on n'a d'ailleurs plus besoin d'y revenir. Ainsi 4^21 ne saurait être divisible par 2, puisque, sans cela, son multiple i3563 le serait. 4^21 est encore divisible par 3, et l'on trouve pour quotient 1507. On a donc
c'est-à-dire
La question est ramenée à chercher les facteurs premiers de 1507. i5o7 n'est plus divisible par 3, ni par 5, puisqu'il est terminé par un 7, ni par 7. Il faut essayer la division par 11 : elle réussira, puisque l'excès de la somme des chiffres de rang impair sur la somme des chiffres de rang pair est égal à ti. On trouve pour quotient 137, et l'on a
i5o7 = II X 137, c'est-à-dire
54252 =:2X2X3x3XiiX 137.
La question est ramenée à chercher les facteurs premiers de 1 37 ; 137 n'étant plus divisible par 1 1, il n'est pas nécessaire d'essayer la division par i3.' Le carré de i3 ou 169 étant supérieur à 137, on peut affirmer que 137 est un nombre premier. En effet, 1 37 n'étant divisible par aucun des nombres premiers dont les carrés sont plus petits que 137 ne sera divisible par aucun des nombres premiers dont les carrés sont plus grands (139).
La décomposition se trouve donc terminée, et l'on a
54252=2X2X3x3XiiXi3'7 0u54252 = 2*X3*XiiXi37.
Voici comment on indique liabiluellemenl le calcul :
ihS. Lorsqu'un nombre est le produit de nombres connus, on abrège l'opération en cherchant les facteurs premiers de ces nombres et en les réunissant ensuite. Ainsi, si Ton a le nombre 26800, on cherche séparément les facteurs premiers de 268 et ceux de 100. On a
par suite
a68 = 2^X67 et ioo = a*x5% 26800 = 2* X 5» X 67.
149. IV. Lorsqu'un nombre est une puissance exacte, les exposants de ses facteurs premiers sont divisibles par le degré de la puissance.
Si Ton a N = N", et si N' = 2» x 3 x 7, on a
c'esi-a-dire
N=2'x^X3»X7' {7ii., 76).
La réciproque est évidente. Si Ton a
on a aussi
150. La table II, placée à la On du volume, donne la décomposition en facteurs premiers des nombres composés compris entre 1 et 355o. Nous avons omis seulement dans cette table les nombres divisibles par les facteurs premiers 2, 3, 5, qu'on découvre facilement. Si un nombre plus petit que 355o et non divisible par un de ces facteurs n'est pas dans, la table II, il est premier et l'on doit le retrouver dans la table I.
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On demande, par exemple, de décomposer en facteurs pre mîers les nombres iS'jg, io63, iio3o.
La lable II donne immédiatement
i859 = iiXi3'.
ao63 ne se trouvant pas dans cette table et n'étant divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, est un nombre premier. C'est ce que conûrme la table I.
i'2o3o est divisible par 2, 3 et 5, et le quotient ^oi de iao3o • par le produit 3o de ces facteurs est un nombre premier. On a donc
i2o3o = a X 3 X 5 X 4oï-
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CHAPITRE V
APPUCiLTlONS DE LA THÉORIE DES NOMBRES PREMIERS.
Recherche des diviseurs d'un nombre.
151. I. Pour que deux nombres soient divisibles l'un par l'autre, il faut et il suffit que tous les facteurs premiers du diviseur se retrouvent parmi ceux du dividende, avec un exposant au moins égal.
En effei, lorsque la division est possible, celte condition se trouve remplie, puisque le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient. Et lorsque cette condition se trouve remplie, la division est possible, puisque les facteurs qui restent lorsqu'on a supprimé dans le dividende ceux du diviseur forment précisément le quotient.
D'après cela, les diviseurs d'un nombre ne pouvant contenir d'autres facteurs premiers que ceux de ce nombre, pour les avoir tous, il suffit de décomposer le nombre proposé en ses facteurs premiers et de les combiner entre eux de toutes les manières possibles. La seule précaution à prendre est de suivre une marche telle, qu'on ne puisse oublier aucune de ces combinaisons.
152. H. Calcul des diviseurs d'un nombre. Soii le nombre 36o qui est égal à a'x 3'x 5.
Sur une première ligne horizontale, on écrit l'unité qui divise tous les nombres et les diverses puissances du facteur a, c'esi-à-dire les diviseurs qui contiennent seulement ce facleur. On forme une seconde ligne horizontale en multipliant les nombres de la première ligne par les diverses puissances du facteur 3. En multipliant i par ces puissances, on a les di« viseurs qui contiennent seulement le facteur 3. En multipliant les diverses puissances de a par les diverses puissances de 3,
on a les diviseurs qui coniiennent à la fois les facteurs a el 3. On forme une troisième ligne en multipliant les nombres contenus dans les deux premières par les diverses puissances du troisième facteur, puissances qui se réduisent ici à la première du facteur 5. En multipliant i par ces puissances, on a les diviseurs qui contiennent seulement le troisième facteur premier. En multipliant les puissances de 2 par 5, on a les diviseurs qui contiennent à la fois les fadeurs 2 et 5. En multipliant la seconde ligne par 5, on a d'abord les diviseurs qui contiennent les facteurs 3 et 5, et ensuite les diviseurs qui contiennent à la fois les facteurs a, 3 et 5. Aucune combinaison n'a donc été oubliée.
Les diviseurs extrêmes sont l'unité et le nombre donné luimême.
III. Nombre des diviseurs d'un nombre
Il est facile de déduire de l'ordre adopté le nombre des diviseurs qu'on doit obtenir.
La première ligne renferme un nombre de diviseurs marqué par l'exposant du facteur premier 2, plus l'unité, c'est-àdire (3 4- i) diviseurs.
La seconde ligne, obtenue en multipliant la première par les diverses puissances de 3, en contiendra 2 fois autant, puisque le facteur 3 est affecté de l'exposant 2, c'est-à-dire (3-+-i)X2.
Les deux premières lignes réunies renfermeront donc [(3-hi)-i-(3 4-i)X2] diviseurs, c'est-à-dire (3-hi)X(2+i).
La troisième lignes obtenue en multipliant les deux premières par les diverses puissances du troisième facteur, en contiendra une fois, deux fois, trois fois autant que ces deux lignes, suivant que l'exposant du troisième facteur considéré sera 1, 2 ou 3. Dans l'exemple choisi, la troisième colonne renfermera donc (3 -f-i) x (2 -i- 1) diviseurs.
Les trois lignes réunies renfermeront donc un nombre de diviseurs représenté par
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c*esl-à-dire que le nombre lolal des diviseurs devra être égal à
La loi est évidente : Pour avoir le nombre des diviseurs d'un nombre, il faut ajouter i aux exposants de ses différents facteurs premiers^ et multiplier entre eux les résultats obtenus^
Le nombre 36o doit avoir 24 diviseurs.
154. Il résulte de ce théorème et de celui du n*» 149 que, lorsqu'un nombre est un carrée le nombre de ses diviseurs est impair f et qu'il est pair dans le cas contraire.
Composition du plus grand commnn divisenr et du pins petit commun multiple de plusieurs nombres.
155. I. Le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres est le produit des facteurs premiers communs à ces nombres, pris avec leur plus faible exposant (').
Soient les nombres
N''=2»x3»x5»Xn;
leur plus grand commun diviseur sera formé des facteurs premiers 2 et 3, pris avec les exposants 2 et i. En effet, tout diviseur commun aux nombres proposés ne peut contenir que des facteurs premiers communs à ces nombres (151 ), c'est-à-dire les facteurs 2 et 3; et il peut les contenir au plus avec les exposants les plus faibles qui les a£fectent dans les nombres proposés, sans quoi il cesserait d'être diviseur commun. Le plus grand commun diviseur cherché sera donc 2>x 3.
156. II. Le plus petit commun multiple de plusieurs nom^ bres est le produit des facteurs premiers différents (communs ou non communs) contenus dans ces nombres^ pris avec leur exposant le plus élevé.
(*) Il résulte de ce théorème que, si l'on cherche le plus grand commun di- Tisenr de deux nombres en opérant par voie de divisionj on peut supprimer dans Tan des nombres tout facteur premier qui n*entre pas dans l'autre nombre, sans changer le plus grand commun diviseur cherché.
go ABITHMÉTIQL'E.
Soient les nombres
N' = 2>x3 X 7, N"=:2»x3»x5*xii:
leur plus petit commun multiple sera formé des facteurs premiers a, 3, 5, 7 et II, pris respectivement avec les exposants 3, 3, 2, I et I. En effet, tout multiple commun des nombres donnés doit contenir tous les facteurs premiers contenus dans ces nombres (151 ); et il doit les contenir au moins avec les exposants les plus élevés qui les affectent dans les nombres proposés, sans quoi il cesserait d'être multiple commun. Le plus petit commun multiple cherché sera donc
2»X3»x5'X 7 X II.
Remarques. — Si, parmi les nombres donnés, il en est qui se divisent exactement, on doit négliger les plus petits de ces nombres dans la recherche du plus petit commun multiple. Si l'on cherche, par exemple, le plus petit commun multiple des nombres 5i6o, i8o et 36, il est inutile de considérer 36 qui est un diviseur exact de x8o, et dont les facteurs premiers font partie des facteurs premiers de i8o. Cette remarque concorde avec celle qu'on a faite au n" 133.
De même, si les nombres donnés sont premiers entre eux deux à deux, leur plus petit commun multiple est égal à leur produit; c'est ce qu'on a déjà vu au n** 1^2.
157. III. Quand on considère seulement deux nombres, leur produit est égal au produit de leur plus grand commun diviseur par leur plus petit commun multiple.
En effet, les facteurs premiers communs aux deux nombres entrent dans le plus grand commun diviseur avec leur plus faible exposant et dans le plus petit commun multiple avec leur exposant le plus élevé; le plus petit commun multiple contient en outre les facteurs non communs aux deux nombres. Le produit du plus grand commun diviseur par le plus petit commun multiple contient donc tous les facteurs des nombres proposés.
Ceihéorème a déjà été établi d'une autre manière au n® 131.
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CHAPITRE VI
NOTIONS SUR LES PRINaPES DE LA THÉORIE DES NOMBRES.
Définitions.
158. Quand deux nombres divisés par un troisième donnent des restes ou des résidus és^SiUXj on dit que ces nombres sont congrus ou équiçalents par rapport au diviseur ou au module considéré.
Le signe ^ est employé pour exprimer la congruence ou Vequwalence de deux nombres.
Soient, par exemple, les nombres 40 et 61 qui, divisés par 7, donnent le même résidu 5. On exprimera leur équivalence par rapport au module;, en écrivant
61^40 (mod. 7).
Puisque 61 équivaut à 40 par rapport au module 7, la différence 61 — 40 est exactement divisible par 7 (93). Comme zéro est divisible par tous les nombres, on peut dire alors que 61 — 40 équivaut à zéro, et poser
61 — 40 ^o (mod. 7).
C'est Qoe autre forme de l'équivalence précédente.
Propriétés dos résidas des multiples.
i59. 1. a et m étant deux nombres premiers entre eux, si Von divise par m les (m — i ) premiers multiples de a, les résidus obtenus sont y dans un certain ordre, les (m — x) premiers nombres.
Considérons la suite des multiples
a, aa, 3^1,..., (m — i)a.
Aucun multiple de cette suite, tel que Xa, ne peut donner zéro pour reste par rapport au module m. En effet, m étant premier avec a ne peut di- ^'ser Xyi, car alors (140) il diviserait ^ < m.
Deux multiples de la même suite, tels que Aa et k'a^ ne peuvent être équivalents par rapport au module m. En effet, leur différence (A^—k)fi, qui est un terme de cette suite, serait dans ce cas divisible par m (93) et conduirait au reste zéro, ce qui est impossible d'après Talinéa précédent.
En résumé, on effectue (/»-— 1) divisions; les résidus obtenus, tous
inférieurs au diviseur m, sont inégaux et différents de zéro; ces résidus reproduisent donc, dans un certain ordre, la série des nombres
IGO. Remarque I. — Le calcul qui précède peut être fait de la manière suivante. Comme le dividende s'accroît de ^ à chaque division, le résida s'accroît également de celui de a. Seulement, quand ]a somme des deux résidus considérés surpasse le module m, on doit en soustraire ce module.
D'après cela, si l'on commence la série des multiples de a psr o.a et si on la poursuit au delà de ( m — i)a, on voit que, les deux multiples o.a et ma ayant zéro pour résidu commun, les deux multiples suivants a et (/7t + i)a donnent aussi le même résidu. Les multiples 2a et (m + a) ^ remplissent donc à leur tour la même condition, et ainsi de suite.
On peut dire, par conséquent, que les résidus o, i, a, 3, (m — i) se reproduisent périodiquement dans un certain ordre, lorsqiCon poursuit indéfiniment la série des multiples de a à partir de o.a.
Le nombre de termes de la période des résidus étant alors égal à iti, si le multiple ka donne un certain résidu par rapport au module /ti, le multiple (k-^lm)a^ où / représente un entier quelconque, donne le même résidu par rapport à m.
Les deux multiples ka et k'a, tels que /• -+- /'= m, donnent des résidus r et r' qui sont aussi complémentaires par rapport à m ; car, la somme de ces deux multiples égale à ma étant exactement divisible par /71, il faut qu'on ait r -h 7^= m. Il est d'ailleurs évident que les dividendes ka et k*a sont également éloignés des termes extrêmes dans la série des multiples A, 217, 3 a, ... , ( 772 — i) a ; il en sera donc de même des restes complémentaires dans la série des résidus.
161. Remarque II.— D'après ce qu'on vient de dire, si les nombres a et ^, premiers avec m, sont équivalents par rapport à ce module, l'ordre des résidus reste identique pour ces deux nombres. Il n'en est plus de même lorsque les nombres a et ^ ne sont pas équivalents par rapport au module choisi.
Si l'on divise a par m, on obtient un résidu r < m, qui est équivalent à a par rapport au module m ; en outre, si a est premier avec m, r l'est aussi en vertu de l'égalité a = mult. de m h- r. On peut donc toujours remplacer a par r, lorsqu'on veut appliquer le théorème du n" 1S9, c'està-dire lorsqu'il s'agit de former la série des résidus fournis par les (m — i) premiers multiples de a.
Pour chaque valeur possible de r, on obtiendra la série des résidus dans un autre ordre. Il y a donc autant d* ordres différents pour la série des résidus I, 2, 3, . . . , ( 77/ — I ), ou il y a autant de manières différentes d'obtenir cette série, qi£il existe de nombres inférieurs à m et premiers avec lui,
162. IL a et b étant deux nombres premiers entre eux et f un entier quelconque^ si Von divise par b les b dividendes
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on obtient pour résidus, dans un certain ordre, les h nombres
En effet, deux quelconques des dividendes considérés, ka-^-fetk'a -h/, ne peuvent donner des résidus égaux, sans quoi leur différence (/'—/■) a serait divisible par b\ ce qui est impossible, puisque b est premier avec a et plus grand que k'— k.
Les b résidus obtenus, étant inégaux et inférieurs à b, forment nécessairement la suite indiquée. ,
163. Remarque.— Lorsqu'un des dividendes XaH-/est premier avec 6, le résidu r qui lui correspond l'est aussi, et réciproquement. C'est ce que montre immédiatement l'égalité Xï?-h/= mult. de i -h r.
Il y a donc autant de nombres premiers apec b dans la suite des dioi" dendes que dans celle des résidus, et ces nombres se correspondent deux à deux.
De plus, tous ces dipidendes sont ou non premiers apec a, suipant que fêta sont ou non premiers entre eux,
164. m. Calculer le nombre des nombres premiers apec un nombre donné et inférieurs à ce nombre.
n est commode de représenter, avec Euler, par le symbole «p(N), le nombre des nombres premiers et inférieurs à N.
En adoptant cette notation, nous partagerons notre démonstration en quatre parties.
1** Soient a et b deux nombres premiers entre eux. Nous établirons d abord la formule
ff(ab) = ^(a).<f{b).
Les ab premiers nombres peuvent être écrits de manière à former un tableau composé de b lignes horizontales contenant chacune a nombres consécutifs. On a ainsi
aûH-i,
|)éH-I,
iù-
■i)fl-*-3,...,
ba.
Les nombres premiers avec le produit ab sont à la fois premiers avec a et premiers avec b ( 142 ).
Tons les nombres premiers et inférieurs à a sont compris dans la première ligne horizontale du tableau formé. Cette ligne renferme donc 7 (a) nombres premiers avec a. D'ailleurs, si /est un nombre premier avec a, tons les nombres de la colonne verticale commencée par / remplissent la même condition ; et, si / n'est pas premier avec a, aucun nombre de cette
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colonne ne Test lui-même ( 163). Les b lignes horizontales du tableau ren< ferment donc toutes le même nombre^ (a) de nombres premiers avec a.
11 reste maintenant à découvrir parmi ces nombres ceux qui, étant en outre premiers avec A, le sont avec le produit ab.
Or (162, 163) chacune des <p(a) colonnes verticales considérées renferme le même nombre de nombres premiers avec b que la suite o, 1,2, 3,..., (b — i), c'est-à-dire qu'elle en comprend nécessairement y ( 6). Par conséquent, le nombre des nombres premiers avec le produit ab et inférieurs à ce produit est précisément 7(a).<p(^) ; ce qui démontre la formule proposée.
a*" On peut étendre immédiatement cette formule au cas d'un nombre quelconque de facteurs.
Soient, par exemple, ^, ^, c, d quatre nombres premiers entre eux deux à deux. On a, d'après ce qui précède (1°) et en employant un artifice connu (i41 ),
ff(abcd] = 9[a).^[bcd)^
ff{bcd) =(p(6).(p(ré/),
ff(cd) ='î)(r).(j)(rf),
d'où, en multipliant toutes ces égalités membre à membre et en simplifiant,
^[abcd) = f^[a).ff[b) .f^{c) .ff[d).
3° Gela posé, admettons d'abord que le nombre donné N renferme un seul facteur premier, et soit N = a*. Formons la suite
Si, dans cette suite, on barre tous les nombres qui contiennent a comme facteur ou tous les nombres multiples de a, les nombres restants seront les nombres premiers avec N et inférieurs à ce nombre. Les nombres de la suite multiples de a sont évidemment les seuls nombres
a. a a, oa, . . . , — a,
N dont la quotité est -• Par conséquent on a, dans ce cas particulier,
4"* Soit, enfin, un nombre quelconque N qui, décomposé en facteurs
premiers, donne
N = û*. b^, cl.
Nous aurons à la fois (a° et 3")
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II en résulte donc ?(N)=N(.-i)^.-j)(,-l)=«-.iM.,T-'.(„_,)(S_,)(r_,).
465. Bemarque I. — Si N est un nombre impair^ a est premier avecN. D'ailleurs 7(2) = 2*= i. On a donc dans ce cas
466. Remarque II. — Si N = i , on a 7 (N) = o. Mais, le nombre quelconque a étant égal à a x i et premier avec i , on aurait alors
An lieu de 7(1) = o, on est donc conduite admettre ta relation (p(i) = i. Pour faire concorder celte relation avec ce qui précède, il suffit de modifier la définition de ?(N), en disant que ce symbole représente le nombre des nombres premiers et non supérieurs à N. En effet, i est premier avec 1 et ne lui est pas supérieur.
Remarque m. — Quand un nombre p est premier, on a
car les nombres premiers et non supérieurs à p sont tous les nombres plus petits que lui. La formule générale confirme cette indication.
168. Remarque IV. — Le résultat qu'on vient d'obtenir présente de nombreuses applications.
Cherchons, par exemple, de combien de manières la série de résidus qui correspond au module 8 peut se produire. Le nombre cherché (461) est égal à ?(8), c'est-à-dire à 2' ou 4* En effet, les nombres premiers et non supérieurs à 8 sont i, 3, 5, 7.
Si l'on divise successivement par 8 les sept premiers multiples de ces nombres (159), les résidus trouvés forment les quatre séries suivantes :
On voit que, dans chaque série, les termes également éloignés des extrêmes sont complémentaires (160) par rapport au module 8. On voit de plus que les nombres 1 et 7, 3 et 5, étant respectivement complémentaires par rapport à ce môme module, les séries qui leur appartiennent sont les mêmes en ordre inverse.
D'une manière générale, les nombres premiers et non supérieurs à un nombre donné m se répondent deux à deux à égale distance du plus petit et dn plus grand de ces nombres qui sont i et (/ii — i). Si r < m est pre-
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dans le premier membre. Or, m étant premier avec tous les facteurs de ce produit, moins le dernier, doit alors diviser ce dernier facteur. On a
donc
aT<'") . I B o (mod. /»),
et ifi^'^^ divisé par m donne l'unité pour résidu.
172. Si m, nombre quelconque, se trouve remplacé par un nombre premier /», la formule précédente devient (167)
flP-»_iao (mod. /?).
C'est Texpression d'un théorème célèbre dû à Feemat et qu'on peut énoncer de la manière suivante :
n. Théorème nE Fermât. — V entier a n^étant pas divisible par le nombre premier p ou étant premier apec lui y a'~^ équivaut à l'unité par rapport au module p,
La démonstration directe de ce cas particulier est très-simple et analogue à celle du théorème général. Considérons les multiples
n, aa, 3fl,..., {p — i)fl.
Puisque aeip sont premiers entre eux, les résidus qu'on obtient en divisant ces multiples par p forment, dans un certain ordre (159), la suite
Le produit des dividendes étant équivalent au produit des résidus par rapport au module /?, on a donc
Remarque L — Considérons la série des puissances
fl», a», a\ «*,..., û?^*"), flTC-)+«,...,
et poursuivons-la indéfiniment, m étant toujours supposé premier avec a, divisons toutes ces puissances par m, et cherchons la série des résidus correspondants.
On pourra effectuer le calcul de la manière suivante. Comme à chaque division le dividende est multiplié par a, le résidu lui-même est multiplié par celui de a (94). Seulement, quand ce produit des deux résidus surpasse m, on doit en retrancher m autant de fois que possible*
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Gela posé, a* donne le résidu i comme cfi^^ (171 ). Il en résulte que a* et cfl^^"^^ donneront aussi des résidus égaux, et qu'il en sera de même pour les puissances suivantes considérées deux à deux ; par suite, les résidus obtenus se reproduisent périodiquement dans un certain ordre.
D'une manière générale, si a" donne un certain résidu par rapport au modale ut, o^^^^\ k étant un entier quelconque, donnera le môme résidu.
174. Remarque II. — Le résidu de af^"*^ commençant une période comme celui de a*, il y a entre ces deux résidus, soit une période, soit un nombre exact de périodes. Mais, de a* jusqu'à a?^"*^ exclusivement, le nombre des lermesest égal à ^(//i). Donc, pour les résidus des puissances, le nombre des termes de la période est juste ^[m) ou un facteur de (}>(m).
Si m est un nombre premier p^ non diviseur de ^r, ^(m) est égal à/?— i, et le nombre des termes de la période des résidus devient /? — i ou un fecteur de /? — i .
17o. Remarque m. -— Désignons par n le plus petit nombre positif tel, qu'on ait
0*9 1 (mod. m).
On dit alors que, relativement au module ttz, le nombre a appartient à ^exposant /7, et Ton énonce comme il suit la remarque précédente (174) : V exposant auquel appartient a, premier avec m, par rapport au modide m, est un diviseur de^[m).
176. Remarque IV. -— 6 étant un autre nombre premier avec /t, considérons la suite
b, ba, ba^y ba^,..,, bà^^'^\ 6flî^'"^+»,...,
qu'on déduit de la suite
en multipliant tous ses termes par b.
Prenons deux termes de ïa première suite bc^ et ^rt*+^. Leur différence 8eraÂa*[^/— i], c'est-à-dire celle des termes correspondants de la seconde suite multipliée par b. Puisque a et 6 sont premiers avec m, les deux différences seront donc, à la fois, divisibles ou non par m.
Par conséquent, si deux termes de l'une des suites donnent des résidus ^ux par rapport au module //?, il en sera de même des termes correspondants de l'autre suite (92, 93). D'après cela, le terme qui, dans la première suite, ramène le même reste que 6, répond au terme qui, dans la seconde suite, ramène le reste i fourni par a*. On voit donc que les résidus donnés par la première suite prolongée indéfiniment composent une période dont le nombre des termes est, comme pour la seconde suite, égal à 7(/n) ou à un diviseur de ^(m).
177. Remarque Y. — Considérons enfin un nombre c, premier avec m
loo ahithmétique.
comme les nombres a et 6, et comparons les deux suites
D'après ce qu'on vient de dire (176 ), ces suites, que nous pouvons désigner par (^) et (c)) présenteront toutes deux le même nombre de termes, dans la période de leurs résidus par rapport au module m, que la suite primitive
Supposons que Tun des résidus de la suite {b) se retrouve parmi ceux de la suite (c), et soient bc^ et caf les dividendes correspondants. Â cause de la périodicité des résidus, on peut toujours admettre l'inégalité />/. La différence des deux dividendes est donc a^,[ba'-^ — c]. Cette différence devant être divisible par m^ qui est premier avec a, il faut que le facteur [ba^-^ — c] soit un multiple de m ; ce qui entraîne l'équivalence des termes ba^-^ et c par rapport au module m. Mais , dans ce cas, les résidus fournis par les suites (b) et (c) seront les mêmes dans un ordre différent (173 ) ; de sorte que, si on les range de part et d'autre circula irement, on obtient deux cercles qu'on peut rendre identiques par la simple rotation de l'un d'eux autour de son centre. On dit alors que les deux périodes de résidus se déduisent Tune de l'autre par permutation circulaire»
Si, au contraire, le résidu de c par rapport à m ne fait pas partie de la période des résidus de la suite {b) par rapport au môme module, les deux périodes de résidus n'ont aucun terme commun et sont complètement indépendantes l'une de l'autre.
PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS
Notions préliminaires.
178. Jusqu'ici nous avons considéré les nombres entiers^ c'est-à-dire le cas oii l'unité choisie est contenue exactement dans la grandeur à mesurer (3).
Si cette condition n'est plus remplie» il peut arriver qu'une certaine partie aliquote de l'unité (c'est-à-dire contenue exactement dans l'unité) soit elle-même comprise exactement dans la grandeur qu'on veut évaluer. On dit alors que le rapport de la grandeur à son unité et le nombre qui représente ce rapport sonx. fractionnaires.
Si la septième partie de l'unité est renfermée a3 fois dans la grandeur à mesurer, on dit que cette grandeur est égaie aux 23 septièmes de Tunité : aS septièmes» surpassant l'unité qui vaut 7 septièmes, est un nomhtefractionruiire.
Si la septième partie de l'unité est renfermée 5 fois dans la grandeur à mesurer» on dit que cette grandeur est égale aux 5 septièmes de l'unité : 5 septièmes, tombant au-dessous de l'unité, est nmà fraction proprement dite.
Les mêmes règles de calcul s'étendent d'ailleurs aux nombres fractionnaires et aux fractions» et l'on ne doit établir entre eux aucune distinction.
lOa ARITHMÉTIQUE.
On peut définir une fraction : une ou plusieurs parties de l'unité divisée en parties égales.
179. Pour exprimer une fraction, il faut deux nombres, qui sont les termes de la fraction : l'un, appelé dénominateur, indique en combien de parties égales il a fallu diviser l'unité ; l'autre, appelé numérateur, indique combien on a dû prendre de ces parties.
Pour écrire une fraction, on écrit le dénominateur au-dessous du numérateur, et on les sépare par un trait horizontal :
23 5 23 septièmes, 5 septièmes s'écrivent — » -•
7 7 On énonce une fraction en énonçant successivement ses
deux termes, et en faisant suivre l'énoncé du dénominateur
de la terminaison ième, excepté lorsque ce dénominateur est
2, 3 ou 4- Ainsi on énonce les fractions -9 779 -7 en disant
un demi, deux tiers, trois quarts.
Une fraction est plus grande ou plus petite que i, c'est-à-dire qu'elle est un nombre fractionnaire ou une fraction proprement dite, suivant que son numérateur est plus grand ou plus petit que son dénominateur. Elle représente Tunité, lorsque son numérateur et son dénominateur sont égaux.
180. On peut convertir un entier en fraction de dénominateur donné.
Soit 3 à convertir en septièmes. Chaque unité valant 7 septièmes, 3 unités vaudront 21 septièmes et Ton aura 3 = 2.
On doit donc multiplier l'entier par le dénominateur donné,
et donner ce dénominateur au produit.
11 en résulte que tout nombre entier peut être regardé comme une fraction dont il est le numérateur et qui a pour dénominateur Vunité. On a
5 = ou 5 = - •
Cette remarque est importante, parce qu'elle permet d'ctendre immédiatement les théorèmes concernant les fractions au cas où quelques-unes de ces fractions seraient remplacées par des nombres entiers.
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181. Une expression fractionnaire étant donnée^ on peut extraire les entiers qu'elle contient,
Soli— • Autant de fois cette expression renferme 9 neuvièmes, c'est-à-dire autant de fols 43 contient 9, autant elle renferme d'entiers. 43 contenant 4 fois 9 avec un reste 7, on
peut écrire — = 4 + -- On doit donc diviser le numérateur
par le dénominateur : le quotient représente Us entiers demandés, et le reste est le numérateur de la fraction complémentaire.
Réciproquement, si l'on donne une expression telle que 4 + ~9 on peut réduire les entiers en fraction ayant aussi 9 pour dénominateur et écrire
182. Dé deux fractions ayant même dénominateur^ la plus grande est celle qui a le plus grand numérateur^ puisqu'elle contient plus des mêmes parties de l'unité.
De deux fractions ayant même numérateur, la plus grande est celle qui a le plus petit dénominateur, puisqu'elle contient le même nombre de parties plus grandes de l'unité.
183. I. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le numérateur d'une fraction par un certain nombre, on multiplie ou l'on di' vise la valeur de la fraction par ce nombre.
est une fraction 3 fois plus grande que -» puisqu'elle
6 i5 • 3 renferme 3 fois plus de septièmes. A son tour, - ou — '— est
une fraction 3 fois plus petite que — •
184. II. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dénominateur d'une fraction par un certain nombre, on divise ou Von multiplie la valeur de la fraction par ce nombre,
est une fraction 2 fois plus petite que -• £n effet, si
l'on divise l'unité en 7 parties, puis en i4 parties égales, chaque
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septième contient 2 quatorzièmes; en d'autres termes, les quatorzièmes sont 2 fois plus petits que les septièmes.
A son tour, - ou —, — est une fraction 2 fois plus grande 7 14:2 ^ ®
que -7»
III. On ne change pas la valeur d* une fraction lors
qu'on multiplie ou qu*on divise ses deux termes par un même
nombre,
Soit la fraction -• Les deux fractions - et r sont toutes
les deux, d'après ce qui précède, 3 fois plus petites que la
5x3 fraction 9 c'est-à-dire qu'elles sont égales.
Il résulte de là qu'une valeur fractionnaire donnée est susceptible d'une Infinité d'expressions. On a
Théorie des firactloiu irrédnctibles.
186. Une fraction est irréductible lorsque sa valeur ne peut pas être exprimée en termes plus simples : on dit alors qu'elle est réduite à sa plus simple expression,
187. L II est évident qu* une fraction irréductible doit avoir ses deux termes premiers entre eux; car, sans cela, on pourrait diviser ses deux termes parleur plus grand commun divi seur, sa valeur ne changerait pas, et elle serait exprimée en termes plus simples.
Mais il n'est pas évident qu'une fraction dont les deux termes sont premiers entre eux soit irréductible; car on ne sait pas a priori si, en diminuant les deux termes de cette fraction dans un certain rapport, on ne pourra pas obtenir une fraction égale et plus simple, il faut donc démontrer le théorème suivant.
188. IL Toutes les fractions égales à une fraction dont les termes sont premiers entre eux s'obtiennent en multipliant les deux termes de cette fraction par un même nombre quelconque»
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Soit la fraction - dont les termes sont premiers entre eux, et
soil la fraction ? qui lui est égale. Multiplions les deux termes
de chaque fraction par le dénominateur de l'autre; elles resteront égales» et Ton aura
Les dénominateurs étant alors égaux, les numérateurs le seront (182), et Ton aura
5xfc=aX7.
5 divisant le premier membre de celle égalité divisera le second; de plus, 5 étant premier avec 7 devra diviser a (140). Si q est le quotient de cette division, on aura
11 en résulte
5xb = 5XqX 7,
c'esl-à-dire, en divisant les deux membres de Tégalité par 5,
On a donc bien
a _ 5xq ^ b^ 7x7'
7 représentant la valeur - moins simplement que -» celte dernière fraction est, par suite, réduite à sa plus simple expression, elle est irréductible.
Ainsi, pour néduire une fraction à sa plus simple expression^ il faut rendre et il suffit de rendre ses deux termes premiers entre eux. On y pnrvicnt en divisant les deux termes de la fraction par leur plus grand commun <liviseur (117).
De plus, pour obtenir toutes les fractions égales à une fraction irréductible donnée, il suffit de multiplier les deux termes de cette fraction par la suite naturelle des nombres.
189. Soit, par exemple, à réduire la fraction ■ • • ■■ On ^ ^ 2901
cherche le plus grand commun diviseur des nombres 799
lOÔ'
et 2961;
ei, en employant ralgoriihine indiqué [US), on trouve que
la plus simple expression de la fraction -^^ est ^.
Souvent, dans la pratique, on évite la recherche du plus grand commun diviseur, en supprimant dans les deux termes de la fraction proposée tous les facteurs communs qu'on y
aperçoit. Soit la fraction
• Si Ton divise les deux termes
par 10, il vient -^. Si on les divise par 2, il vient — • Enfin,
en divisant encore les deux termes par 11, on trouve la fraction irréductible-'
La réduction des fractions à leur plus simple expression a
une grande importance. On simplifie les calculs, en opérant sur des fractions irréductibles, et Ton juge mieux de la valeur des quantités considérées.
190. Deux fractions irréductibles égales sont identiques; car chacune doit être obtenue en multipliant les deux termes de l'autre par un même nombre (188), qui ne peut, dans ce cas, être que Tunité.
Rédnction des fractions an même dénominatenr et an pins petit
dénominatenr conunnn.
191. Pour pouvoir comparer des fractions, il faut qu'elles aient même dénominateur ou même numérateur (18'2). L*usage est de les réduire au même dénominateur.
Si l'on opère sur deux fractions, il suffit de multiplier les deux termes de chaque fraction par le dénominateur de l'autre : elles ont alors toutes deux pour dénominateur le pro-
3 5 duit des dénominateurs primitifs. Soient les fractions 7 et -:
réduites au même dénominateur, elles deviendront
et
c*esl-à-dîre
2tf ^* 28
Si l'on opère sur plus de deux fractions, il suffît de multiplier les deux termes de chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes les autres; elles ont alors pour dénominaleur commun le produit de tous les dénominateurs primitifs.
Soient les fractions^? §7 -5 — «Réduites au même dénomi-
niteur, elles deviendront
aX5X7Xii 4x3X7X11 6x3x5Xn 8x3x5X7 3x5x7X1 1' 5x3X7X1 1' 7X3x5Xii' iiX3x5X7'
c'esl-à-dire
ii55 ii55 ii55 ii55
192. Lorsque les dénominateurs des fractions proposées soni premiers entre eux, on ne peut pas suivre une autre marche; dans le cas contraire, on peut réduire ces fractions à leur plus pelit dénominateur commun,
11 faut d'abord supposer ces fractions irréductibles. On ne pourra alors transformer chacune d'elles, sans changer sa valeur, qu'en multipliant ses deux termes par un certain nombre (188}. Le dénominateur commun qu'on leur donnera à toutes, quel qu'il soit, sera donc divisible par tous les dénonlinateurs primitifs, puisqu'il les contiendra comme facteurs, c'est-à-dire qu'il en sera un commun multiple. Si l'on veut avoir le plus petit dénominateur commun, il faut donc chercher le plus petit commun multiple des dénominateurs des fractions proposées. Il est évident d'ailleurs qu'on pourra bien donner ce plus petit commun multiple comme dénominateur à toutes les fractions considérées; car il suffira pour cela de multiplier les deux termes de chacune d* elles par le quotient obtenu en divisant par son dénominateur le plus petit commun multiple (').
(') Si les fractions données n'étaient pas préalablement réduites à leur plus u'mple expression, la règle indiquée ne conduirait pas toujours au plus petit dénominateur commun. En eflet, tous les termes des fractions proposées pourraient alors admettre un facteur commun que la réduction au même dénominateur ne ferait pas disparaître; ce facteur commun supprimé, les fractions eonseireraient un même dénominateur, plus petit que le précédent.
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Proposons-nous, par exemple, de réduire au plus petit déno-
minateur commun les fractions
• Ces fractions,
réduites à leur plus simple expression, deviendront^» —^^
-~p« En décomposant les dénominateurs en leurs facteurs premiers, on obtient
Leur plus petit commun multiple est donc 2* x 3' x 5' x 7 ou 63oo. Divisons maintenant le plus petit commun multiple par les dénominateurs : ce qu'on doit faire en supprimant parmi les facteurs de ce plus petit commun multiple ceux qui appartiennent au dénominateur considéré. Ici, on aura pour quotients successifs i4o, sS, 36. 11 faudra donc multiplier respectivement les deux termes de chaque fraction par i4o, par 25, par 36. On trouvera
980 125 324 63oo 63oo (>3oo
On dispose ordinairement le calcul comme ci-dessous :
FractioDB proposées.
Quotients da P. P. C. M. par
les diflorents dénominateurs.
Fractions réduites.
63oo
63oo
63oo
Décomposition des dénominateurs en facteurs premiers.
P. P. C. M. = 2»x3>x5*X7 = 63oo.
Théorèmes snr les fractions.
193. I. Lorsque plusieurs fractions sont égales, en les o/outant terme à terme, on obtient une fraction égale à chacune des fractions proposées.
En effet, les fractions proposées, étant égales, sont toutes équivalentes à la même fraction irréductible (188). Leurs
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termes sont alors respectivemeni des équimuliiples des termes de cette fraction irréductible. La fraction obtenue en ajoutant les fractions données terme à terme remplit donc encore la même condition, c'est-à-dire qu'elle est égale à la même fraction irréductible et, par suite» à chacune des fractions considérées.
On démontre de même qu'en retranchant terme à terme deux fractions égales on obtient une fraction égale à chacune d'elles.
194. II. Lorsqu'on ajoute terme à terme deux fractions inégales, la fraction obtenue est comprise entre les deuxfrac^
lions données.
Soient les deux fractions -r et — *> y- Si on les réduit au
même dénominateur, la plus grande aura le plus grand numérateur. Par suite, on peut écrire
Il X4>3X7.
Cela posé, pour comparer les deux fractions — et -y ? il
faut les réduire au même dénominateur et comparer leurs nouveaux numérateurs iiX (4 H- 7) et (3 -hii)X7- En supprimant la partie commune 1 1 X 7 et en se reportant à l'inégalité précédenle, on voit que la première fraction a le plus grand numérateur. On a donc
II 3 H- II
En comparant de la même manière les deux fractions -j — -
et-?, on trouve
Le théorème est donc démontré.
Il en résulte Immédiatement que, si l'on a plusieurs fractions inégales et qu'on les ajoute terme à terme^ la fraction obtenue est comprise entre la plus grande et la plus petite des fractions données.
Soient les fractions inégales -r» -> — » rangées par ordre
4 9 7 de grandeur croissante. D'après ce qui précède, la fraction
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7 tombe entre les fractions -j et -» et les fractions -r»
7 î -» — sont rangées par ordre de grandeur. Si Ton
ajoute terme à terme les fractions -, et — 9 la fraction
-7- est comprise entre elles deux : elle est donc plus
grande que la fraction 7 et plus petite que la fraction —
195. En rapprochant les n~ 193 et 194, on voit (\\iUine fraction dont les deux termes changent à la fois ne peut conserver la même valeur qu'autant que ces mêmes termes varient de quantités formant une fraction égale à la proposée.
196. III. Lorsqu'on ajoute une même quantité aux deux termes d'une fraction^ elle augmente ou diminue suivant qu'elle est plus petite ou plus grande que i ; dans les deux cas^. elle se rapproche de l'unité.
Lorsqu'on retranche une même quantité aux deux termes
d'une fraction, elle diminue ou augmente suivant quelle est
plus petite ou plus grande que i ; dans les deux cas, elle
s'éloigne de l'unité.
Soit la fraction -• Ajoutons à ses deux termes une quantité
7 ^ ^ quelconque m. Nous aurons la fraction Remarquons
qu'on peut mettre l'unité sous la forme d'une fraction dont les deux termes sont égaux (179) et poser i = — On peut
alors regarder la fraction comme ayant été obtenue en
^ 7 -hm ^
ajoutant terme à terme les fractions - et — ; cette fraction,
toujours plus petite que i, est donc plus grande que la fraction-f 194).
Réciproquement, la fraction - est plus petite que la frac-
lion •
Soit la fraction \ plus grande que i. On peut regarder la
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fraction ^ comme ayant été obtenue en ajoutant terme à
terme les fractions ^ et — ; cette fraction, toujours plus grande
que I, est donc plus petite que la fraction ^ (1%).
Réciproquement, la fraction ^ est plus grande que la frac-
lion ^ •
197. Il est utile de remarquer qu'à mesure que la quantité ajoutée aux deux termes de la fraction augmente cette fraction approche de plus en plus de Tunité sans jamais pouvoir l'atteindre, puisque les deux termes de la fraction résultante ne peuvent jamais devenir égaux.
Quand une quantité variable d'une manière continue converge ainsi vers une quantité fixe, la quantité fixe s'appelle la limite de la quantité variable. L'unité est ici la limite commune des séries croissantes qu'on obtient en partant d'une fraction quelconque plus petite que i, et des séries décroissantes qu*on obtient en partant d'une fraction quelconque plus grande que i.
La considération des limites est extrêmement importante en Mathématiques; nous en verrons beaucoup d'autres exemples.
198. IV. Moyenne arithmétique. — On appelle en général moyenne de plusieurs quantités une quantité comprise entre la plus grande et la plus petite des quantités données, et formée à l'aide de ces quantités.
Si l'on a plusieurs nombres 67, 72, 98, on peut les considérer comme des fractions ayant pour dénominateur l'unité. Si
Ton ajoute terme à terme ces fractions — ? —, 2-, la fraction obtenue -^ — \ — est comprise entre les fractions extrêmes
— et 2-, c'est-à-dire entre les nombres 67 et 93 (194). Cette
moyenne, qu'on trouve en ajoutant les quantités données et en divisant leur somme par leur nombre, s'appelle la moyenne arithmétique des quantités considérées. ,
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OPÉRATIONS SUR LES FRACTIONS
addition.
199. U addition a pour but de trouver un nombre qui con^ tienne à lui seul autant d'unités et de parties d'unité que plusieurs nombres donnés. Le résultat de l'opération s'appelle somme.
Celte dédniiion est générale; elle s'applique» que les nombres considérés soient entiers ou fractionnaires, que ces nombres soient des fractions proprement dites.
Pour ajouter plusieurs fractions qui ont même déno
minuteur, il suffit d'ajouter leurs numérateurs, '
La somme des fractions — i 1 est évidemment égale
7 7 7 , 3 H-8-4-i5 ,26 à ou a — •
201. Si les fractions proposées nont pas le même dénomi nateury on commence par les y réduire ; car on ne peut additionner que des quantités de même espèce.
3^4 Soient les fractions 79 r» -• Réduites au même dénomina-
teur, elles deviennent -rr->4r-ï -5-» et leur somme fest
202. Lorsqu'on a à additionner des nombres entiers suivis de fractions^ on fait à part la somme des entiers et celle des fractions suivant les règles connues; on a soin de commencer par additionner les fractions : leur somme, en effet, peut ren* fermer des entiers qu*on doit ajouter aux entiers proposés.
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SoientàadditionnerlesnoiiibresfraciionDaires7+-9 4 H »
i5 + ^*0n disposera le calcul comme il est indiqué, en
D'écrivant que les numérateurs des fractions réduites à leur plus petit dénominateur commun, et en en divisant la somme par ce plus petit dénominateur pour extraire les entiers.
11 = 11 P.P.C.M. = 3'xii=99.
Soustraction.
203. La soustraction a pour but de retrancher d'un nombre donné toutes les unités et parties d'unité renfermées dans un autre nombre donné. Le résultat de. l'opération s'appelle reste, excès ou différence.
Cette définition est générale.
On peut dire encore que la soustraction a pour but, étant données une somme de deux parties et l'une de ses parties, de trouver l'autre. En effet, le plus petit nombre plus le reste doii reproduire le plus grand nombre.
Si Von doit retrancher l'un de Vautre des entiers
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suivis de fractions, on retranche à part les entiers et les fractionsy en commençant par soustraire les fractions.
Il peut arriver, en effet, que le plus grand entier soit joint à la plus petite fraction. Dans ce cas, on augmente le plus petit numérateur du dénominateur commun des fractions, ce qui revient à augmenter d'une unité la plus petite fraction; par compensation, on ajoute aussi une unité au plus petit entier.
IQ 5
Soit à soustraire 4 -f- -3 de la -*- 7 — Les deux fractions ré-
duites au plus petit dénominateur commun deviennent rr?
et ^- On augmente alors la fraction ^ d'une unité ou de
7^9 ce qui revient à ajouter 84 au numérateur 10. On dispose le calcul comme il est indiqué, en ajoutant en même temps 10 et 84 et en retranchant 57 de leur somme.
Hnltiplication.
206. Si le multiplicateur est un entier, la multiplication a pour but de répéter le multiplicande autant de fois que le multiplicateur contient d'unités.
Si le multiplicateur est une fraction, la multiplication a pour but de partager le multiplicande en autant de parties égales qu*il y a d* unités dans le dénominateur de la fraction multiplicateur, et de prendre autant de ces parties qu'il jr a d'unités dans le numérateur de cette fraction.
Le résultat de l'opération s'appelle produit*
Si Ton voulait réunir ces deux énoncés en un seul, on poui^ rait dire que, pour obtenir le produit, il faut opérer sur le multiplicande comme on a opéré sur l'unité pour obtenir le multiplicateur. '
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MaltipHer lo par 4» c'est répéter lo, 4 fois; multiplier lo par -9 c'est répéter a fois la septième partie de lo, c'est en
prendre les -•
Le produit est supérieur» inférieur ou égal au muliiplirande» suivant que le multiplicateur est supérieur, inférieur ou égal à l'unité.
207. Pour multiplier deux fractions l'une par l'autre, il uifjit de les multiplier terme à terme,
3 5 5 Soient les fractions 7 et -• On a pour but de prendre les-
3 3 3 de 7- Le septième de j est égal à 7 (184); pour répéter
5 fois ce septième ou pour multiplier la fraction y par 5,
iisufflt de multiplier son numérateur par 5 (183). Le résultat
cherché est donc bien égal à 7 •
Ainsi
Si l'on avait eu - à multiplier par ^» on aurait trouvé
Nous savons (66) que 3x5 = 5x3 et que 4x7 = 7x4»
3 5 5 3 Par suite, on peut écrire ^x-^-Xt» ce qui démontre • *^ 4 7 7 4^
qu'o/i ne change pas le produit de deux facteurs fraction^ naires en renversant leur ordre.
208. Pour multiplier un entier par une fraction ou une fraction par un entier, on multiplie le numérateur de la fraction par l* entier et l'on donne au produit le dénominateur de
la fraction,
Soit 7X4* On peut (180) regarder 4 comme une fraction
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fljant pour déocwinateur l'unité. On a donc
Ce dernier résultat correspond k celui déjà trouvé ( 183}. De même
On a évidemment
Le théorème relatif au changement d'ordre de deux fac^ teurs est donc vrai, que ces facteurs soient tous les deux entiers^ tous les deux fractionnaires, ou l'un entier et Vautre fractionnaire,
• ^ S ^£2 1 1 209. Soit un produit de plusieurs fractions - X - X ?f X -55-
Cette expression signifie qu'il faut multiplier la première fraction par la deuxième, le résultat obtenu par la troisième et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les fractions. Il est évident (207) qu'on obtiendra le résultat défini tif en mu/tipliant terme à terme toutes les fractions proposées.
Il faut avoir soin A' indiquer \q résultat avant d* effectuer les calculs» afin de pouvoir supprimer tous les facteurs communs que peuvent présenter les termes de la fraction résultante. Reprenons l'exemple donné : on a
9^7^35^ 8 ""gxyxâSx tt'
On peut diviser les deux termes par 4» en supprimant le facteur 4 du numérateur et en remplaçant par 2 le facteur 8 du dénominateur. On peut les diviser par 5, en supprimant le facteur 5 au numérateur et en remplaçant par 7 le facteur 35 du dénominateur. On peut les diviser par 7, en remplaçant par 6 le facteur 4^ du numérateur et en supprimant l'un des facteurs 7 du dénominateur. Enfin on peut les diviser par 6 en supprimant ce facteur au numérateur; au dénominateur.
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on remplace par compensation le facteur 9 par 3, et Ton supprime le facteur 2. 11 reste alors, pour le produit cherché^ la
fraciion r ou —
210. Puisque le produit de plusieurs fractions est une fraclion qui a pour numérateur le produit de tous les numérateurs, et pour dénominateur le produit de tous les dénominateurs des fractions proposées, il en résulte que ce produit ne . change pas, quel que soit l'ordre des facteurs fractionnaires. Ed effet, le produit des numérateurs reste le même quel que soit leur ordre, et il en est de même du produit des dénominateurs (66).
Le théorème général du changement d'ordre des facteurs est donc vrai, que les facteurs considérés soient tous entiers ou tous fractionnaires,' que les uns soient entiers et les autres fractionnaires; car, dans ce dernier cas, on peut regarder les facteurs entiers comme des facteurs ayant pour dénominateur Tuniié.
211. Pour multiplier des entiers suivis de fractions, on réduit respectivement chaque entier en fraction de même espèce que celle qui le suit, et Ton applique les règles précédentes aux résultats obtenus.
II n
Soit 8 H à multiplier par 5 H- — • On réduit 8 en neu-
vièmes et Ton remplace le multiplicande par la fraction — • On
Traduit 5 en douzièmes, et l'on remplace le multiplicateur par
6n la fraction — • On a alors
h— X 5-1--^ =— X~ = — - — - = — u-=5r H rj
Division.
212. La division a pour but, étant donnés un produit appelé dividende et l'un de ses facteurs appelé diviseur, de trouver l'autre facteur appelé quotient.
Cette définition est générale. Elle s'applique aux nombres
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entiers, lorsque la division s'effectue sans reste; nous allons prouver qu'elle s'étend aussi au cas d'un reste.
Soit 38 à diviser par 5. On trouve pour quotient 7 et pour reste 3. 38 est donc compris entre les produits du diviseur 5 par les entiers consécutifs 7 et 8. Si la définition peut s'étendre à ce cas, il faut donc que 38 soit le produit exact du diviseur 5 par un nombre fractionnaire plus grand que 7 et plus petit que 8.
En effet, le quotient de la division de deux nombres quelconques est une fraction ayant pour numérateur le dividende et pour dénominateur le diviseur. Pour le prouver, reprenons l'exemple proposé et soit 38 à diviser par 5. Si l'on multiplie
le diviseur 5 par la fraction -7-» on obtient — ^ — (208), c'esi-
à-dire le dividende 38 : cette fraction -^ est donc bien le quotient cherché.
Si l'on extrait les entiers contenus dans l'expression -^%
c'est-à-dire si Ton effectue la division de 38 par 5 suivant la règle donnée pour les nombres entiers, on a
La partie entière 7 du quotient complet s'appelle quotient entier des deux nombres 38 et 5; le quotient complet
_ ou 7 + 7 s'appelle simplement quotient de ces deux nom-
.bres. On voit que, pour compléter le quotient entier, il suffit de lui ajouter une fraction ayant pour numérateur le reste de la division effectuée suivant la méthode ordinaire ^ et pour dénominateur le diviseur.
213. Jusqu'à présent nous avons indiqué la division de deux nombres, au moyen du signe :. Le quotient de cette division étant une fraction ayant pour numérateur le dividende et pour dénominateur le diviseur, le signe : pourra être désormais remplacé par une barre de fraction entre les deux nom* bres. Ainsi nous regarderons les deux expressions 38:5 et
^ comme équivalentes.
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SH. Soit maintenant à -diviser l'une par Vautre les deux
fractions t ^' - •
Le dividende j doit être égal au diviseur - multiplié par le
quotient ou à ce quotient multiplié par- (208); en d'autres
termes, le dividende j représente les - du quotient (206); La
cinquième partie du dividende, c'est-à-dire -r
représente donc - du quotient; et, par suite, le quotient
tout entier est égal à Ja fraction . ^ multipliée par 7 ou à
?^(183). On a donc
Si l'on compare la fraction -L au diviseur -> on voit qu'elle n'est
que ce diviseur renversé. On arrive donc à cette règle :
Pour diviser deux fractions, on multiplie la fraction dividende par la fraction diviseur renversée.
215. Cette règle est la règle générale, toujours applicable; mais il est bon, au point de vue théorique, de l'indiquer encore sous une autre forme. *
En reprenant le même exemple, on voit qu'il a fallu d'abord
diviser par 5 la fraction j pour obtenir la septième parlie du
quotient, et ce premier résultat peut être mis sous la forme
-7- (183); il faut ensuite le multiplier par 7 pour obtenir le
3 • 5 quotient, qui peut alors être représe nté par l'expression j-^
(184). On peut donc dire aussi :
Pour diviser deux fractions ^ il suffit de les diviser terme à' terme {^1),
216. Soit à diviser un entier par une fraction ou une fraction par un entier. On pourra regarder l'entier comme une
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fraction ayant pour dénominateur Tunité, et la règle sera toujours, pour obtenir le quotient, de multiplier le dividende
par la fraction diviseur renversée.
Soit 4 à diviser par — On a
x^ = 4xé
Soit 7 à diviser par 7. On a
Ce dernier résultat correspond à celui déjà trouvé (184).
217. Pour diviser l'un par l'autre des entiers suivis de fractionsy on convertit chaque entier en fraction de même espèce que celle qui le suit, et l'on applique les règles précédentes aux résultats obtenus.
Soit 37 -+- 7 à diviser par 9 H On réduit 37 en huitièmes,
et Ton remplace le dividende par la fraction -^* On réduit 9
en douzièmes, et Ton remplace le diviseur par la fraction — • On a alors
"8~ '7r"""b"^773"" bXii3
aX ii3 226 226
Puissances.
218. Élever une fraction à la puissance m'*"*, c'est la prendre m fois comme facteur. Par conséquent, pour élever une fraction à la puissance m'^', il faut élever ses deux termes à cette puissance (209). Ainsi l'on a
Lorsqu'une fraction est irréductible, toutes ses pui
sances sont des fractions irréductibles. Car nous avons démontréque, lorsque deux nombres sont premiers entre eux, leurs puissances sont premières entre elles ( IM, 2**).
Par conséquent : i^ aucun nombre entier ne peut être égala une puissance quelconque d* une fraction irréductible; 2® de plus, lorsqu'une fraction irréductible est une puissance exacte d'un certain degré, ses deux termes sont des puissances exactes
de ce même degré. Si Ton a la fraction irréductible ^ qui
soit un cube parfait, elle ne peut Tètre, d'après ce qui pré-
a cède, que d'une <;ertaine fraction t qu'on peut toujours supposer irréductible. Par suite.
La dernière fraction étant irréductible, et deux fractions irréductibles égales étant identiques ( 190), on a
A = a» et B = b\
GénéraliBation des théorèmes relatifs ans opérations.
220. Nous avons déduit précédemment du théorème fondamental sur le changement d'ordre des facteurs une série de théorèmes très-importants au point de vue du calcul (67 et suivants). Ayant étendu ce même théorème fondamental au cas des facteurs fractionnaires, nous pouvons regarder tous les autres théorèmes comme démontrés aussi pour ce dernier cas. Nous nous contenterons donc d'en rappeler les énoncés :
!• Pour multiplier ou diviser un nombre par un produit de plusieurs facteurs, on peut multiplier ou diviser ce nombre par le premier facteur, le résultat obtenu par le second facteur, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs (67, 1 et 70).
2" Pour multiplier deux produits de plusieurs facteurs, on forme un produit unique avec les facteurs du multiplicande et ceux du multiplicateur (67, II);
3" Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut en remplacer un nombre quelconque par leur produit effectué {67, lll);
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4" Pour diviser un produit par Vun de ses facteurs, il suffit de supprimer ce facteur ( 69 ) ;
5* Pour multiplier ou diviser un produit de plusieurs facteurs par un nombre, il suffit de multiplier ou de diviser l'un des facteurs du produit par ce nombre ( 67, IV el 69);
6" Pour multiplier ou diviser deux puissances d*un même nombre, il suffit d'ajouter ou de retrancher les exposants de ces puissances (73, 75);
7** Pour élever une puissance à une autre puissance, il suffit de multiplier les exposants de ces puissances (74);
8" Pour élever un produit à une puissance, il suffit d'élever ses facteurs à cette puissance (76).
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DES NOMBRES DÉCIMAUX
Notions préliminaires.
221. Nous avons vu (12) que la numération écrite repose sur ce principe : que tout chiffre placé à la droite d'un autre vaut dix fois moins que s'il était à la place de cet autre. Nous oous sommes arrêté, pour l'application de cette convention, au chiffre des unités; mais rien n*empêche de la poursuivre à droite de ce chiffre.
Si une grandeur renferme 5 unités, plus un certain reste, on pourra chercher combien ce reste renferme de dixièmes de l*unité puis combien le nouveau reste obtenu renferme de dixièmes de dixième ou de centièmes de l'unité, et ainsi de suite.
. Le nombre qui exprime combien une grandeur contient d'unités et de parties de dix en dix fois plus petites de l'u- Dîié s'appelle nombre décimal; ces parties de dix en dix fois * plus petites de l'unité sont les unités des divers ordres décimaux.
Les chiffres qui représentent les dixièmes, les centièmes^ les millièmes d'unité s'appellent chiffres décimaux ou déci-moles, et leur ensemble constitue la partie décimale du nombre proposé, par opposition à sa partie entière. Pour qu'on ne confonde pas dans l'écriture des nombres décimaux la partie entière et la partie décimale, on les sépare par une virgule.
Si un nombre décimal doit représenter 5 unités, 7 dixièmes, g centièmes, o millième, 4 dix-millièmes, on place une virgule après le chiffre 5, et à droite de cette virgule, d'après la convention générale rappelée précédemment, on écrit successivement les chiffres 7, g, o, 4- On a ainsi 5,7904.
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222. Il est important de remarquer que les nombres décimaux ne sont en réalité que des expressions fractionnaires ayant pour dénominateur une puissance quelconque de dix.
Ainsi le nombre décimal 9,527 revient à 9 H • ' '
, 0000 5oo 9.0 n ..... oS?.*? ou a ^ 1 1 1 i— , c est-a-dire a =^ — ^.
louo 1000 1000 1000 1000
On voit que, pour obtenir la fraction qui correspond à un nombre décimal donnée il faut prendre pour numérateur le nombre décimal lui-même^ abstraction faite de la virguley et pour dénominateur l'unité suivie d'autant de zéros que le nombre proposé contient de chiffres décimaux.
Réciproquement, toute fraction ayant oour dénominateur une puissance de 10 représente un nombre décimal qui est formé des mêmes chiffres que le numérateur de la fraction et qui contient autant de décimales quiljr a de zéros au dénominateur de cette fraction. Ces sortes de fractions s'appellent/rac/Zo/i^ décimales eise confondent entièrement avec les nombres décimaux.
Lecture et éciitore des nombres décimaiiz.
223. On peut d'abord remarquer que, dans un nombre décimal, les chiffres placés dans la partie entière et dans la par-, tie décimale, à égale distance du chiffre des unités, se cor* respondent en ce sens que, si le chiffre placé trois rangs plas loin vers la gauche représente des mille, le chiffre placé trois rangs plus loin vers la droite représente des millièmes. Les mêmes noms se répètent donc à gauche et à droite du chiffre des unités, sauf la terminaison ième qui caractérise les fractions.
Cela posé, si le nombre des chiffres décimaux n'est pas trop grand, on énonce à part la partie entière et à part la partie décimale, en regardant le dernier chiffre décimal comme représentant les unités simples de cette partie décimale.
Ainsi les nombres 4,6^58 et 10,807052 s'énoncent 4 unités, 6258 dix-millièmes, et 10 unités, 307062 millionièmes. En effet, 6 dixièmes valent 60 centièmes ou 600 millièmes ou 6000 dix-millièmes; 2 centièmes valent 20 millièmes ou 200 dix-millièmes; 5 millièmes valent 5o dix-millièmes, etc.
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Quelquefois on réunit dans renoncé la parlie entière et la partie décimale. Ainsi le nombre 87,017 peut s'énoncer 87017 millièmes. En effet, i unité vaut 1000 millièmes.
Si le nombre des chiffres décimaux est considérable, comme UD dixième vaut dix centièmes ou cent millièmes et qu'un centième vaut dix millièmes^ comme un dix-millième vaut dix cent-millièmes ou cent millionièmes et qu'un cent^millième vaut dix millionièmes, etc., on pourra former la tranche des millièmes, celle ées millionièmes^ celle des billionièmes^ etc., comme on a formé la tranche des mille, celle des millions, celle des billions^ etc. De sorte que, pour lire la partie décimale, on la partagera en tranches de trois chiffres à partir de la virgule (la dernière tranche à droite pourra n'avoir qu'un ou deux chiffres) et l'on énoncera chacune de ces tranches en désignant l'espèce d'unité représentée par son dernier chiffre à droite. On verra mieux, en opérant de cette manière, quelle importance on doit accorder aux différents chiffres décimaux.
D'après ce que nous venons de dire, le nombre
s'énonce : 4^78 unités, 607 millièmes, 812 millionièmes, 704 billionièmes, 781 trillionièmes, 2 cent-trillionièmes.
224. Pour écrire un nombre décimal^ il suffit d 'écrire la partie entière et la partie décimale telles qu'elles sont énon^ cées, en ayant soin de remplacer par des zéros les tranches ou parties de tranches qui peuvent manquer, soit dans la partie entière, soit dans la partie décimale.
Ainsi les nombres 57 unités, 325 millièmes, et 10 unités^ 307052 millionièmes, s'écrivent
57,325 et 10,307052.
De même on écrit le nombre 82625 unités, 82 millièmes, 5i2 millionièmes, 3 dix-billionièmes :
(' ) Si l'on arait énoocé la partie décimale de ce même nombre sous la forme : troi> cent vingt-cinq millions cent vingt mille trois dix-billionièmes, il aurait Cillu remarquer que le dernier chiffre décimal devant représenter des dix-bil-
Lorsque le nombre proposé ne renferme pas de partie entière, on la remplace par un zéro. 25 dix-millièmes s'écrivent o,oo25.
Enfîn, 4^57 centièmes s'écrivent 4^^,57, en plaçant la virgule de manière que le dernier chiffre 7 représente des centièmes.
225. En résumé, quand on lit un nombre décimal, la seule difficulté est de donner au dernier chiffre décimal le nom qui convient au rang qu'il occupe; quand on écrit un nombre décimal, la seule difficulté est de placer le dernier chiffre décimal au rang énoncé.
226. On ne change pas la valeur d'un nombre décimal en écrivant des zéros à sa droite^ En effet, 2o5 millièmes, par exemple, équivalent à 2o5o dix-millièmes ou à ao5oo centmillièmes, etc.
Il est utile de remarquer, d'après cela, que tout nombre entier peut être regardé comme un nombre décimal dans lequel il n'y a que des zéros après la virgule.
Pour multiplier ou diviser un nombre décimal par l'unité suivie d'un nombre quelconque de zéros, il suffit de reculer la virgule d* autant de rangs vers la droite ou vers la gauche qu^il X a de zéros après l'unité.
En effet, chaque chiffre du nombre proposé représente alors des unités 10, 100, 1000 fois plus grandes ou plus petites.
227. Il ne faut jamais perdre de vue que les nombres décimaux proviennent d'une simple extension des conditions générales de la numération aux parties de l'unité qui sont de dix en dix fois plus petites, c'est-à-dire aux parties de l'unité dont la succession graduée a lieu comme celle à laquelle les unités des différents ordres entiers obéissent. On pourra donc soumettre aux mêmes règles de calcul la partie entière et la partie décimale des nombres décimaux; et la seule recherche sera la place que la virgule doit occuper dans le résultat.
lionièmes et dix billions indiquant dix rangs à gauche du chiffre des unités, la partie décimale doit contenir nécessairement dix chiffres, pour que le chiffra des dix-biUionièmes se tron«'e dix rangs à droite du chiffre des nnités (223). Par suite, on aurait complété ces dix chiffres en écrivant un zéro entre la Tirgule et le premier chiffre significatif de la partie décimale énoncée.
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Addition et sonstraction.
S28. En se reportant à la remarque qui précède, on suit» pour additionner et soustraire les nombres décimaux, des règles identiques à celles indiquées pour les nombres entiers (21,27).
Pour que les unités de même ordre se trouvent rangées dans une même colonne verticale, il suffit d'écrire les nombres proposés les uns au-dessous des autres de manière que leurs virgules se correspondent.
Exemples :
Lorsque, dans la soustraction, le plus grand nombre contient le moins de chiffres décimaux, on écrit à sa droite autant de zéros*qu'il est nécessaire (226) pour que les deux nombres proposés contiennent le même nombre de cbiifres décimaux. Soit à soustraire 15,30721 de 29,815; on indiquera Topération comme il suit :
29,81 5oo 15,30721
HnlUplication.
229. Pour multiplier deux nombres décimaux, on effectue leur produit en faisant abstraction de la virgule dans chacun d'eux, et l'on sépare sur la droite de ce produit autant de décimales qu'il jr en a dans les deux facteurs.
Soit 325,948 à multiplier par 19,72. En faisant abstraction de la virgule dans le multiplicande, on le multiplie par 1000, et en faisant abstraction de la virgule dans le multiplicateur, on le multiplie par 100. On peut donc écrire
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Par suite,
Division.
230. La division des nombres décimaux présente deux cas: 1° le diviseur est entier; 2^ le diviseur est un nombre décîftial. Le second cas se ramène au premier. *
i^ Soit à diviser 493,607 par 78. En divisant 493607 par 78, on trouve 6328 pour quotient et 23 pour reste; en divisant 493607 millièmes par 78, on trouvera donc 6328 millièmes pour quotient et 28 millièmes pour reste.
On voit que, pour diviser un nombre décimal par un nombre entier, il faut faire abstraction de la virgule au dividende et séparer sur la droite du quotient et du reste obtenus autant de décimales que ce dividende en contient; ce qui revient, dans la pratique, à mettre une virgule au quotient aussitôt que l'opération conduit à abaisser le premier chiffre décimal du dividende.
Le quotient demandé est, dans l'exemple proposé, 6,328 et le reste 0,028.
Soit à diviser 942,84059 par
On supprime la virgule du diviseur pour le rendre entier, et on la recule d'autant de rangs vers la droite dans le dividende que le diviseur renferme de chiffres décimaux. De cette manière on ne change pas le quotient, puisque le dividende et le diviseur se trouvent multipliés par un même nombre 1000; mais le reste est multiplié par ce même nombre (68). Laques tion est donc ramenée à diviser 942840,59 par 86192 : c'est le cas précédent.
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On trouve pour quoiicni 10,98 et pour rôSle 76^,08 (230). Ce dernier résultat doit être divisé par looo - le reste de la division proposée est, par suite, 0,76203.
On peut remarquer que le reste de la division de deux nombres décimaux doit toujours représenter des unités de même ordre que le dernier chiffre décimal du dividende tel qu'il est donné; et que le dernier chiffre décimal du quotient est de l'ordre du dernier chiffre décimal du dividende modijié de manière que le diviseur soit entier.
Soit encore à diviser 285,78 par 8,9461. On regardera le dividende proposé comme égal à 285,7800 et, en appliquant /a règle, on sera conduit à diviser les deux nombres entiers 2857800 et 89461.
Le quotient est donc 3 1 et le reste 8,4009.
232. Il résulte des règles posées plus haut que le quotient est toujours obtenu à une unité près de Tordre auquel on s'arrête, car la fraction complémentaire (212) est toujours moindre qu'une unité de cet ordre. On peut, en comparant le reste trouvé au diviseur, obtenir le quotient à une demi-unité près du même ordre, par défaut ou par excès. En efifet, si le reste est plus petit que la moitié du diviseur^ la fraction qu'il faudra ajouter au quotient pour le compléter sera plus petite '/ii'une demi-unité du dernier ordre conservé. Si le reste est ;>/u5 grand que la moitié du diviseur, cette fraction sera plus ;,'rande qu'une demi-unité du même ordre, et, dans ce cas, il faudra forcer Tunité sur le dernier chiffre du quotient pour /'obtenir à une demi-unité près de cet ordre par excès. Dans
ie premier exemple considéré (230), le reste 28 étant inférieur
o 028 à la moitié du diviseur 78, la fraction complémentaire * ^
sera inférieure à un demi-millième. Dans le second exemple (231), le reste 76208 surpassant la moitié du diviseur 86192,
la fraction complémentaire ^rr^ — sera plus grande qu'un
demi-centième. Dans le premier cas, on dira que le quotient est 6,828 à un demi-millième près par défaut. Dans le second, on prendra pour quotient 10,94, et Ton dira qu'il est obtenu à un demi-centième près par excès.
233. 11 résulte de ce qui précède la possibilité de trouver le quotient de la division de deux nombres entiers, avec telle
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approximation déciiflaie qu'on voudra. II suffît pour cela de iiansformer le dividende en un nombre décimal dont le dernier chiffre soii du même ordre que l'approximation indiquée, en ajoutant à sa droite un nombre convenable de zéros. Si Ton demande, par exemple, le quotient de ^85 par 7 à 0,001 près, on divisera 286,000 par 7. Dans la pratique, on divise d'abord 285 par 7 : on trouve pour quotient 4o et pour reste 5. On place alors une virgule au quotient, et Ton continue la division en écrivant un zéro à la droite du reste 5 et de ceux qu'on obtient successivement, jusqu'à ce qu'on atteigne au quotient Tordre des millièmes. Par suite, le quotient de 285 par 7 à o,oot près est 40,714.
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RÉDUCTION DES FRACTIONS ORDINAIRES EN DÉCIMALES
ÉTalnation approchée des grandenrs et des nombres.
234. Évaluer une grandeur à moins d'une unités c'est trouver le plus grand nombre d'unités qu'elle contient. Si, par exemple, la grandeur considérée est plus grande que m unités et moindre que m h- i unités, ces deux nombres expriment la mesure de cette grandeur à moins d'une unité, le premier par défaut, le second par excès.
Évaluer une grandeur d moins de-t c'est trouver le plus
grand nombre de fois qu'elle contient la n'''^ partie de l'unité. Si, par exemple, cette grandeur est supérieure à m fois, et inférieure à m -h I fois lan*'*^ partie de l'unité, les deux nombres
- et expriment la mesure de la grandeur considérée à
moins de -9 le premier par défaut, le second par excès. n
Ces définitions s'appliquent à la fois aux grandeurs et aux
nombres qui les représentent.
235. Pour évaluer une fraction à moins d'une unité, il suffit de prendre l'entier qui y est contenu ou l'entier immédiatement supérieur.
Ainsi, la fraction — ^ étant égale à 3 H -^» les nombres 3
* loo lob
et 4 sont les valeurs approchées de cette fraction à moins
d'une unité, la première par défaut, la seconde par excès.
236. Pour évaluer une fraction à moins de -> il suffi td^éva-
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luer le produit de cette fraction par n à moins d'une unité, et de diviser ensuite par n l'un des deux entiers ainsi obtenus.
Soit la fraction -r» Représentons par a; le plus grand nombre de n*^" qu'elle contient* Nous aurons à la fois
X ^a ^ x-hi ^ a no no
c'est-à-dire, en multipliant par n les fractions comparées, . x<.—r— et x-^-i^—r —
La fraction — -r — étant comprise entre les deux entiers consécutifs ^ etar-Hi, on n'a, pour trouver l'inconnue^, qu'à
extraire l'entier contenu dans la fraction — r —
333 I Si l'on^veut, par exemple, évaluer la fraction — -^ à - près,
333x7 _233j[_ io5^
par conséquent, les deux valeurs approchées demandées sont
— et — La valeur par excès diffère très-peu de la fraction
donnée. La différence est ^ ^ ou -7-«
237. Pour qu'une fraction soit exactement réductible en fraction de dénominateur donnée il faut et il suffit que son dénominateur divise exactement le dénominateur donné.
Soit la fraction -r qu'on peut toujours supposer irréductible
et qu'on veut réduire en n'*^'. Si x représente son nouveau numérateur, on doit avoir
- = r ou x=2 — T — • no o
X devant être un nombre entier, et 6 étant premier avec a, il
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faut et il suffît, pour que la transformation réussisse, que b divise exactement n.
Réduction des flractions ordinaires ^n décimales.
238. Nous avons vu (Chap. II) que les règles du calcul des fractions entraînaient une complication plus grande que les règles du calcul des entiers. En effet, l'addition et la soustraclion des fractions exigent toujours qu'on les réduise préalablement au même dénominateur; et leur multiplication et leur division renferment une double opération sur des nombres entiers. D'autre part, le calcul des nombres décimaux (Chap. m ) ne présente en réalité aucune différence avec celui des nombres entiers, et permet d'obtenir le résultat cherché avec une approximation plus Facile à apprécier que lorsqu'on complète la partie entière de ce résultat à Taide d'une fraction. On est donc conduit à chercher à remplacer les expressions fractionnaires par des expressions décimales équivalentes : c'est ce qu'on appelle réduire une fraction ordinaire en décimales,
239. Soit la fraction -• Réduire cette fraction en décimales,
c'est chercher à combien de dixièmes, de centièmes, de millièmes, etc., elle équivaut. En d'autres termes, puisque la
fraction - représente le quotient de 5 par 7 (212), c'est effec-
tuer la division de 5 par 7 à un dixième, un centième, un millième près (233). Il en résulte immédiatement que, pour réduire une fraction ordinaire en décimales y il faut ajoutera la droite de son numérateur autant de zéros que V expression décimale cherchée doit contenir de chiffres décimaux^ et diviser le nombre ainsi obtenu par le dénominateur de la fraction. Dans la pratique, on n'écrit pas ces zéros, on les ajoute succès^ sivement à la droite des restes partiels , et l'on écrit une virgule
au quotient dès qu'on est conduit à employer un premier zéro,
D'après cela, l'expression décimale de - en millionièmes
sera o, 7 14285 à moins d'un millionième par défaut ou o, 7 14^86
à moins d'un demi-millionième par excès (232).
L'expression décimale de — en millièmes sera 40*7^4 ^
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moins d'un demi-millième par défaut (232). 5o
lO
Le théorème du n"* 236 conduit à la même règle; car, si l'on veut trouver la valeur de la fraction -r à moins de — -9 il faut
extraire l'entier contenu dans l'expression — r — > et le diviser ensuite par lo^.
2M. Il X a deux cas à distinguer : ou la réduction est possible exactement, c'est-à-dire que la division poursuivie convenablement conduit à un reste nul; ou la réduction est impossible exactement, c'est-à-dire que la division continuée indéfiniment ne se termine jamais.
241. I. Pour qu'une fraction ordinaire 89 réduise exactement en décimales, il faut et il suffit que son dénominateur ne contienne pas d'autres facteurs premiers que 2 6/5, et le plus grand des exposants de ces facteurs indique le nombre de chiffres décimaux de l'expression décimale équivalente à la fraction donnée.
Soit, en effet, la fraction irréductible t* H résulte du n'' 236
que, pour qu'elle se réduise exactement en décimales, il faut et il suffit qu'on puisse multiplier a par une puissance de 10,
telle que l'expression -, se réduise à un entier x. Or
il faut, pour qu'il en soit ainsi, que b divise exactement 10'' ou 2^x5''; ce qui exige (151) que b ne renferme que des facteurs premiers a et 5, et que p soit au moins égal à l'exposant le plus élevé de ces facteurs.
Supposons qu'on ait 6 = 2''X 5^ et />> q. Il vient (74)
Si l'on a simplement b = 2^, on trouve x=iax5p.
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On peut donc obtenir immédiatement les cliiffres qui composent l'expression décimale cherchée, sans effectuer aucune
division. Soit, par exemple, la fraction g qui est exactement
réductible en décimales, puisque son dénominateur 8 = ?.*. On a, dans ce cas, p = 3 et x = '] x S^=S']S; par suite,
242. 11. Lorsque le dénominateur de Infraction donnée contient des facteurs premiers étrangers aux facteurs 2 et 5, ia réduction exacte est impossible^ et le quotient illimité qu'on
obtient est périodique.
S'il s'agit, par exemple, de la fraction -9 quelle que soit la
puissance de 10 par laquelle on multiplie le numérateur 5,
on ne pourra jamais introduire au dividende le facteur premier 7; la division n'aura donc jamais de fin (151).
De plus, les restes successivement obtenus seront toujours inférieurs au diviseur, et, comme on ne peut trouver le restée, on ne pourra obtenir que les six restes i, 2, 3, 4> ^t ^* P^r conséquent, après six divisions au plus, un des restes déjà trouvés reparattra ; ce reste ramènera le même dividende partiel et le même chiffre du quotient, et, puisqu'on sera alors dans des conditions identiques à celles où l'on était placé à la première apparition de ce reste, les chiffres du quotient, à partir du chiffre considéré, se reproduiront d'une manière indéfinie, périodiquement et dans le même ordre. On dit alors que ce quotient est un quotient décimal périodique ou une fraction décimale périodique.
5o 3o ôo
Pour la fraction -9 on trouve les six restes possibles dans un
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ordre îrrégulier; après quoi, le premier reste 5 reparaît. Le quotient périodique est donc
Rennarquons que ce quotient représente - à un dixième, à un
centième,..., à un millionième près, suivant qu'on s'arrête au
premier, au deuxième,..., au sixième cliijdre décimal. Onap-
proche donc autant qu'on veut de -9 à mesure qu'on prend au
quotient un plus grand nombre de chiffres, et l'on peut écrire
que - est (197) la limite de ce quotient illimité ou
- =limite de 0,714285 714285 714285 71....
L'ensemble des chiffres qui se reproduisent constitue \2i période de la fraction décimale périodique considérée. On peut remarquer que cette période contient au plus 6—1 chiffres, si le dénominateur de la fraction ordinaire génératrice est 6.
La période peut commencer immédiatement après la virgule : la fraction est alors dite périodique simple.
La période peut commencer un certain nombre de rangs après la virgule : la fraction est alors dite périodique mixte. L'ensemble des chiffres placés entre la virgule et la partie périodique, chiffres qui ne se reproduisent pas, constitue la parti^non périodique.
Ainsi 0,365365365... est une fraction décimale périodique simple, dont la période est 365.
De même, 0,42 365365 365... est ime fraction périodique mixte, dont la période est 365 et dont la partie non périodique est 42.
243. Lorsque deux f motions ordinaires, réduites en décimales, conduisent au même quotient décimal périodique, elles sont équivalentes, puisqu'elles ont les mêmes valeurs approchées à un dixième, à un centième, ,.. y à un millionième près,,..
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Des firactions décimales périodiques.
îhh, I. Toute fraction ordinaire, dont le dénominateur est premier avec lo, conduit à une fraction décimale périodique
simple.
Soîi, en effet, la fraciion Irréductible t» dont le dénomina-
leuré est premier avec lo. Il faut, pour la réduire en décimales, diviser par le dénominateur b le numérateur a suivi d'un nombre quelconque de zéros (239). Les dividendes successifs sont donc
a, axio, ^?Xio% flXio',...;
le quotient étant périodique (242), désignons par ax lo' et flXio* deux dividendes donnant des restes égaux. Leur différence sera alors un multiple de i (93). En supposant /r>/, cette différence peut s'écrire (73)
lo/x («X loW— a);
6 étant premier avec lo/, puisqu'il est premier avec lo (142)> il faut [14^0] quMl divise exactement le facteur
(aXioW— rt).
Il en résulte (9^) que, dans la série des opérations effectuées, les deux dividendes a et aX io*~/ donnent des restes égaux. Le premier reste qui reparaît correspond donc au premier dividende a, et le quotient décimal illimité qu'on obtient est, par suite, périodique simple (2k2).
2i5. On peut encore démontrer le théorème précédent et le compléter en s'appuyant sur les premiers principes de la T/iéoHe des nombres (Liv. Il, Chap. VI).
Soit, par exemple, la fraction irréductible — ? qu*on veut convertir on décimales. Les dividendes successifs sont, comme on vient de le dire, (i) 8, 8 X lo, 8 X lo', 8xio*,....
Comparons celte suite avec la suite correspondante (î) I, lo, lo', lo',....
Le dénominateur ai de la fraction donnée étant premier à la fois avec lo
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et avec le numérateur 8, il résulte immôiiiatement de la Remarque du
n^ 176 que, si Ton divise par 21 les différents termes des suites (i)et(2),
les restes obtenus forment deux séries périodiques dont les périodes corn-
mencentet se terminent aux mômes rangs; et, comme pour la suite (2) le
premier reste qui reparait (160) est i, le premier reste qui reparait pour
la suite (i) est é. Les chiffres du quotient décimal fourni par la réduction do
g la fraction — se reproduisent donc périodiquement dès la virgule.
De plus, si 10" est la plus petite puissance de 10 qui, divisée par ai, donne le reste i comme i lui-môme, 8x10* sera également le premier dividende qui, après 8, donnera le reste 8. Le nombre de chiffres de la période du quotient décimal périodique simple obtenu est donc égal à /?. D'ailleurs (175] ce nombre n est toujours un diviseur de 7(21).
Par conséquent, quand on réduit en décimales une fraction irrédur^ tible dont le dénominateur est premier avec 10, o/ï trouve un quotient pé^ rindique simple, dont le nombre de chiffres de la période est un diviseur exact du nombre qid exprime combien il existe de nombres premiers et non supérieurs au dénominateur de la fraction donnée (164, 166).
Dans l'exemple proposé, 7(21) = 12 et /z = 6.
246. D'après ce qui précède, le nombre de chiffres de la période décimale ne dépend que du dénominateur de la fraction considérée. Par suite, toutes les fractions irréductibles ^ qui ont un même dénominateur prernicr avec 10, présentent le même nombre de chiffres à Ut période y lorsqu'on tes convertit en décimales.
Si, pour deux numérateurs différents, on rencontre alors, dans la série des opérations, deux restes égaux, tous le seront nécessairement (177). Les deux périodes décimales correspondantes comprendront, dans ce cas, les mômes chiffres, rangés seulement d'une autre manière, de sorte qu*on pourra passer de Tune à l'autre par permutation circulaire.
2W. 11. Toute fraction ordinaire dont le dénominat^i^r renferme à la foin des facteurs premiers net ^ et des f acte ttrs premiers différents, conduit à une fraction décimale péri^^^ dique mixte, dans laquelle le nombre des chiffres de la pareil non périodique est marqué par l'exposant le plus élevé d^s
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facteurs premiers n et 5 qui se trouvent au dénominateur de k fraction donnée. Soil, par exemple, la fraction irréductible
io5o 21 X 2X 5'
Multiplions ^es deux termes par 2, afin d'introduire au dénomjoaieur une puissance exacte de lo. Nous aurons
io5o 2iX2"X5* 21 10*
QfC il)
En réduisant — = ^; en décimales ('), nous obtiendrons
Il 3X7
un quotient périodique simple, à partir de la virgule (2H); ce quotient sera 1,238095288095. . •• Pour en déduire l'expression décimale de la fraction proposée, il faudra le diviser par 100 en reculant la virgule de deux rangs vers la gauche. On a ainsi
H j a donc deux chiffres à la partie non périodique, ce qui correspond à l'exposant dont est affecté le facteur 5 dans le dénominateur de la fraction donnée*
i48. Dans les exemples qui précèdent, nous avons considéré des fractions ordinaires proprement dites. S'il en était autrement, on extrairait d'abord les entiers contenus dans l'expression fractionnaire donnée, et on les ajouterait ensuite au quotient décimal périodique, simple ou mixte, fourni par la réduction de la fraction complémentaire en décimales.
Retour à la ftaction ordinaire génératrice.
249. I. La fraction ordinaire génératrice d'une fraction décimaie périodique simple, sans partie entière, a pour numé-
'') Poor faire cette réduction, on convertit la fraction — en décimales, et 1. , 21 '
ioQijoate I au résultat.
rateur la période y et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période. Soit» en effet, la fraction décimale périodique simple
On a évidemment
et cette égalité exprime que, si l'on réduit la fraction ordi-
naire en décimales, on trouve, après trois divisions par-
lielles, le quotient o,365 et le reste o,365. On est donc placé,
oprès ces trois divisions, dans les mêmes conditions qu'au
début de l'opération, et il est démontré par là que les trois
premiers chiffres du quotient se reproduisent indéfiniment et
périodiquement. est donc la fraction ordinaire généra-
trice de la fraction périodique simple considérée, c'est-à-dire
celle qui, par sa réduction en décimales, lui donne naissance.
Si l'on considère un nombre n de périodes de plus en plus
grand, la fraction o,365 365 365. . . 365 (.) tend donc (242)
vers une limite déterminée, égale à
250. Le dénonlinateur de la fraction ordinaire génératrice d'une fraction périodique simple, étant formé de chiffres tous égaux à 9, ne peut renfermer ni le facteur 2, ni le facteur 5 (95) ; en réduisant cette fraction à sa plus simple expression, on ne supprime d'ailleurs que les facteurs communs à ses deux termes. Il en résulte que le dénominateur de la fraction ordinaire génératrice d'une fraction périodique simple e^t toujours premier avec 10.
C'est la réciproque du théorème du n* 244.
251. II. La fraction ordinaire génératrice d'une fraction décimale périodique mixte, sans partie entière, a pour numérateur l'ensemble de la partie non périodique suivie d'une période, diminué de la partie non périodique, et pour dénominateur un nombi^ formé d'autant de ^qu'iljra de chiffres dans la période, suivis d'autant de zéros qu'il jr a de chiffres dans la partie non périodique.
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Soit, en efTei, la fraction périodique mixte
La fraction 0,4^365 365. . .365(„) est égale à
Lorsque le nombre n des périodes croît indéfiniment, cette fraciion a donc (249) une limite déterminée égale à
100 100 999 c'est-à-dire à
42 X 999 -h 365 ^qlooo — 4^ -f- 365 4^365 — ^2
999«>«> "" 999ÔÔ "^ 999ÔÔ
ce qui vérifie l'énoncé.
252. Le dénominateur de la fraction ordinaire génératrice d'une fraction périodique mixte, étant composé de chiffres 9 suivis d'un certain nombre de zéros, renferme à la fois des fadeurs premiers 2 et 5 et des facteurs premiers différents.
Lorsqu'on réduira cette fraction génératrice à sa plus simple expression, les facteurs premiers du dénominateur autres que 3 et 5 ne pourront pas tous disparaître; sans quoi la fraciion ordinaire obtenue conduirait à un quotient décimal exact (241 ), et non k une fraction périodique mixte.
De plus, on ne pourra jamais diviser par 10 les deux termes Je la fraction génératrice. Il faudrait pour cela, en effet, que le numérateur de la fraction fûl terminé par un zéro, c'està-dire que le dernier chiffre de la période fût égal au dernier chiffre de la partie non périodique. Mais alors on se serait irompé dans l'évaluation de la période, qui commencerait, en réalité, un rang plps tôt. Ainsi, dans l'exemple précédent, si ion remplaçait 2 par 5, la fraction périodique mixte devien- 'irait 0,45365365365365. . ., et la période, au lieu d'être 365, serait 536.
Les deux termes de la fraction génératrice n'étant pas à la fois divisibles par 10, si l'on peut les diviser par 2 ou par 5, on ne pourra pas les diviser par 5 ou par 2. Par conséquent, lorsqu'on réduira cette fraction à sa plus simple expression, son dénominateur contiendra^ dans tous les cas, autant de fac-
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leurs 2 OU autant de facteurs 5 qu'il contenait primitivement de zéros. 11 en résulte que l'exposant le plus élevé des fac^ leurs premiers n ei 5 que ^renferme le dénominateur de la fraction ordinaire génératrice est toujours égal au nombre de chijfres de la partie non périodique de la fraction périodique m ixte considérée.
C'est la réciproque du théorème du n® 247.
253. En rapprochant les n»» 2ft.i et 250, 2W et 252, il est démontré qu'une fraction décimale périodique simple ne peut provenir que d'une fraction ordinaire dont le dénominateur est premier avec lo, et qu'une fraction décimale périodique mixte ne peut provenir que d'une fraction ordinaire dont le dénominateur renferme à la fois des facteurs premiers i et 5 'et des facteurs premiers différents.
25{i'. Si des entiers se trouvent joints à la fraction décimale périodique proposée, on en fait d'abord abstraction, et on les ajoute ensuite à la fraction génératrice obtenue. 11 est d'ailleurs facile de remplacer l'expression illimitée donnée, par une expression fractionnaire équivalente, eh s'aidant des résultats précédents.
Soit, par exemple,
xz=i 3,2727272727 ....
On en déduit
Le second membre étant une fraction périodique mixte, on a
Soit encore On en déduit
327 — 3 jr= — •
ar= 3 1,27 65656565. . . .
ou
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c'est-à-dire
Si la période est 9, on force l'unité sur le chiffre qui précède la première période, et l'on a la valeur exacte de l'expression périodique.
Ainsi (2/»9)
3»9999- .. = 3-h§=:3-hi = 4.
De même
255. Remarque. — On peut facilement réduire en décimales toutes les fractions qui ont un môme dénominateur premier avec lOy lorsqu'on a réduit en décimales celle d'entre elles qui
a pour nuniérateur l'unité (24-6). Ainsi, la fraction- étant
égale a
la fraction - sera égale à cette même valeur multipliée par 3
ou à 0,42857 1 42857 1 4 • • • •
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DES OPÉRATIONS ABRÉGÉES
Remarques préliminaires.
256. Les règles données précédemment pour le calcul des nombres entiers et décimaux sont générales et conduisent toujours exactement aux résultats demandés» mais elles entraînent souvent des longueurs inutiles*
Supposons, par exemple, qu*on veuille multiplier deux nombres contenant chacun sept décimales; la règle du^n° 229 donnera le produit avec quatorze décimales, et la connaissance de ces quatorze décimales sera en partie le plus souvent illusoire, soit à cause de Tinsuffisance de nos procédés pratiques, soit parce que les sept décimales des deux facteurs ne seront pas elles-mêmes toutes certaines. Il est donc important d'indiquer une marche qui permette de ne poser au produit que le nombre de décimales indiqué d'avance par la nature de la question; et il faut, pour cela, ne faire concourir à la formation du produit approché que les décimales des deux facteurs qui peuvent influer sur les chiffres qu'on veut conserver dans ce produit.
257. Avant d'exposer les méthodes abrégées, il faut montrer quelle erreur on commet lorsqu'on néglige plusieurs chiffres sur la droite d'un nombre décimal.
Soit le nombre 65,718249 supposé exact. Remarquons d'abord qu'en négligeant des chiffres sur la droite de ce nombre on ne fera jamais une erreur qui atteigne une unité de l'ordre du dernier chiffre conservé. Si l'on prend, par exemple, 65,7 18 au lieu du nombre proposé, Terreur sera plus petite qu'un millième; en effet, lors même que tous les chiffres négligés seraient des 9, il résulte du principe général de la numération que la somme de leurs valeurs respectives serait tou-
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jours inférieure à un millième. En négligeant 9 dix-millièmes, il s'en faut d'un dix-millième qu'on néglige un millième; en négligeant 99 cent-millièmes, il s'en faut d'un cent-millième, etc.
Quand le nombre approché est plus petit que le nombre exact, on dit que l'erreur est en moins ou qu'elle a lieu par défaut; quand le nombre approché est plus grand que le nombre exact, on dit que l'erreur est en plus ou qu'elle a lieu par excès.
Cela posé, on peut toujours faire en sorte que l'erreur commise soit, en plus ou en moins, plus petite qu'une demi-unité de Tordre du dernier chiflfre conservé.
Soit le même nombre 65,718249. En le remplaçant par le nombre 65,718, on néglige 249 millionièmes, c'est-à-dire un nombre inférieur à 3oo millionièmes et, à plus forte raison, à 5oo millionièmes ou à 5 dix-millièmes. Par suite, un millième valant 10 dix-millièmes, l'erreur, par défaut, est plus petite qu'un demi-millième.
En remplaçant le nombre proposé par 65,7a, on l'augmente de la différence qui existe entre un centième ou loooo millionièmes et 8249 millionièmes, c'est-à-dire de 1751 millionièmes, quantité inférieure à 2000 millionièmes et, à plus forte raison, a 5ooo millionièmes ou à 5 millièmes. Par suite, un centième valant 10 millièmes, l'erreur, par excès, est plus petite qu'un demi-centième.
Donc, lorsque le premier chiffre négligé est plus petit que 5, l'erreur est par défaut; lorsque le premier chiffre négligé est égal ou supérieur à 5, on force l'unité sur le dernier chiffre conservé (c'est-à-dire qu'on l'augmente d'une unité), et l'erreur est par excès : dans les deux cas, elle est plus petite qu'une demi-unité du dernier ordre conservé.
Addition abrégée.
Soit à ajouter les nombres suivants
dont on veut trouver la somme à 0,001 près. On conserve, dans chacun des nombres donnés, une décimale
De C. — Cours. I. lO
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de plus que ne V indique l'approximation demandée j de sorte que l'opération est disposée de la manière suivante :
4»82oi
Dans le résultat obtenu, on supprime le dernier chiffre à droite et Von augmente d'une unité le chiffre précédent; 260,139 représente alors la somme cherchée à 0,001 près, /;/7r défaut ou par excès.
En effet, l'erreur par défaut commise sur chacun des nombres ajoutés est moindre que 0,0001 (257), et, comme nous considérons moins de dix nombres, Terreur sur le Jotal est moindre que 0,0001 X 10 ou que 0,001. La somme exacte est donc comprise entre 26o,i386et 260,1 386-+- 0,001 et, à plus forte raison, en éloignant les limites, enive 260,138 et 260,140. Or, si nous prenons le nombre intermédiaire 260,139, \i\ somme exacte tombera nécessairement entre 260,1 38 et 260,139 ou entre 260,139 et 260,140. Le nombre 260,189 représente donc bien la somme cherchée, à 0,001 près, par défaut ou par excès.
On voit, d'après cet exemple, quelle est la règle à suivre dans tous les cas analogues.
Si Ton a à ajouter plus de dix nombres et moins de cent, on doit conserver, dans chacun des nombres donnés, deux décimales de plus que ne l'indique l'ordre d'approximation demandé. Sauf cette modification, tous les raisonnements précédents restent applicables.
Soustraction abrégée.
259. Soit à retrancher les deux nombres 34,5985 et 13,678413, dont on veut trouver la différence à 0,001 près.
On conserve, dans les nombres donnés, le même nombre de décimales que celui qui est indiqué par l'approximation de^ mandécj et Von fait en sorte que les deux nombres donnés
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soient tous deux approchés dans le même sens, par défaut ou par excès. L'opéraiion est alors disposée de la manière suivante :
Le résultat obtenu exprime la différence cherchée, à 0,001 près, par défaut ou par excès. En effet, si Ton désigne par a ei par pies deux erreurs par défaut ou par excès, moindres qu'un millième, commises sur les nombres proposés, leur différence exacte est égale (') à (34,598-4-a) — (13,678 -i- (3) ou à (34,598 — a) — ( 13,678 — P). Par suite, cette différence exacte est égale au reste trouvé, augmenté ou diminué de la différence (62) de deux quantités moindres qu'un millième.
Multiplication abrégée.
'260. Soit à multiplier les deux nombres
32,51369825 et 4oi923"6Si> dont le produit exact est
Supposons qu'on demande ce produit seulement avec trois décimaies, c'est-à-dire jusqu'au chiffre des m///2ème5.
On écrit le chiffre des unités du multiplicateur (ce chiffre peut être zéro) sous le chiffre du multiplicande qui représente des unités cent fois plus faibles que celles qu'on veut conserver au produit, c'est-à-dire, dans le cas considéré, sous le chiffre des cent-millièmes; puis on renverse les chiffres du multiplicateur à droite et à gauche du chiffre des unités. De cette manière, le chiffre des dizaines du multiplicateur se trouve sous le chiffre des millionièmes du multiplicande, tandis que le chiffre des dixièmes se trouve sous celui des dixmillièmes, etc.
11 résulte de cette disposition que le produit d'un chiffre quelconque du multiplicande par le chiffre du multiplicateur placé au-dessous représente des cent-millièmes ; car la valeur
(') Dans Texemple considéré, c'est le première hypothèse qui a lieu.
l48 ARITHMÉTIQUE.
relative des chiffres du multiplicande devenant de dix en dix îo\s plus petite, celle des chiffres correspondants du multiplicateur devient de dix en dix îoïs plus grande^ et inversement.
Si l'on a soin alors de multiplier le multiplicande par les différents chiffres du multiplicateur, en commençant chaque multiplication au chiffre du multiplicande placé au-dessus du chiffre qu'on emploie au multiplicateur, lous les produits partiels obtenus représentent des cent-millièmes, et les chiffres des unités de ces différents produits partiels doivent être écrits dans une même colonne verticale. On voit qu'on ne fait ainsi participer au produit que les chiffres des deux facteurs dont la combinaison peut donner au moins des cent-millièmes.
Le calcul présente la disposition suivante :
i330)56oii
On néglige alors les deux derniers chiffres du produit trouvé, on force l'unité sur le chiffre des millièmes, et le produit demandé est i33o,56i à 0,001 près, par excès ou par défaut.
En effet, les chiffres négligés sur la droite de chaque multi^ plicande partiel ne forment pas un nombre égal à une unité du dernier ordre conservé (257). Donc Terreur sur chaque produit partiel correspondant est moindre que le chiffre employé au multiplicateur multiplié par 0,00001 (dans le cas considéré). Par suite, il faut d'abord tenir compte d'une erreur par défaut égale à la somme des chiffres employés au multiplicateur, multipliée par 0,00001.
II faut remarquer que, si le multiplicateur renversé dépasse le multiplicande sur la droite, on doit ajouter par la pensée des zéros à la suite du multiplicande, de manière à ne négliger aucun chiffre sur la droite du multiplicateur renversé; les chiffres du multiplicateur qui correspondent à ces zéros addi* tlonnels n'entrent pas alors dans l'évaluation de l'erreur.
Les chiffres du multiplicateur qui dépassent le multipli-
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cande sur la gauche étant au contraire laissés de c^lé, il s'agit d'apprécier l'erreur qui en résulte. D'après ce qui précède, ces chiffres ne forment pas un nombre égal à une unité du dernier ordre conservé sur la gauche du multiplicateur. De plus, la valeur du multiplicande est inférieure à celle de son dernier chiffre à gauche augmenté de i. Par conséquent, les chiffres négligés sur la gauche du multiplicateur entraînent (en cent-millièmes) une erreur par défaut inférieure au dernier chiffre à gauche du multiplicande plus i.
L'erreur par défaut commise sur le produit cherché est donc, dans l'exemple considéré, au plus égale à
(4-I-9-H2 -f-34-6-h8)Xo,oooo n-{3-h I )xo , oooo I = o ,ooo36,
quantité inférieure à i oo cent-millièmes ou i millième. Le produit exact tombe donc entre
i33o,56oii, et i33o,56oii -h o,ooi = i33o,56i ii.
A plus forte raison sera-l-il compris, en éloignant les
limiiesy entre
i33oy56o et i33o,562.
Le nombre i33o,56i, qui diffère de ces deux limites juste de 0,001, représente le produit cherché à moins de 0,001 par excès ou par défaut; car le produit exact, tombant entre i33o,56o et i33o,562, tombe nécessairement entre i33o,56o et i33o,56i ou entre i33o,56i et i33o,562.
Dans la pratique, on peut ne pas écrire les chiffres du multiplicande et du multiplicateur qui ne doivent pas être employés. Soit, par exemple, à multiplier 4^,30578006 par 9528,6023071 à 0,01 près; le produit exact est
Le calcul présente la disposition suivante :
ai i52 8900
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et le produit cherché est 4o3i 14996 à o^oi près, par excès ou par défaut.
261. On voit facilement comment il faudrait modifier la règle, si la limite de Terreur surpassait une unité de Tordre d'approximation demandé. Au lieu d'écrire le chiffre désunîtes du multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui représente des unités cent fois plus petites que celle qui exprime ce degré d'approximation, on l'écrirait sous le chiffre qui représente des unités mille fois plus petites. On répondrait ainsi à tous les cas possibles de la pratique.
Si l'on avait, par exemple, à multiplier 40000,57071238 par 99 '999999999^7'» et si Ton demandait le produit à 0,001 près, on obtiendrait, en appliquant la première règle indiquée (260), la disposition suivante :
On verrait immédiatement que la limite supérieure de Terreur commise peut atteindre 104 cent-millièmes, quantité plus grande que 0,001. On aurait alors recours à la règle modifiée, c'est-à-dire qu'on écrirait le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre des millionièmes du multiplicande. Il vaudrait mieux d'ailleurs, dansTexempleproposé,renverserTordre des deux, facteurs, ce qui est évidemment permis. On aurait ainsi
et Terreur sur le produit aurait pour limite o,ooo36, quantité moindre que 0,001.
Enfin, dans le cas où la somme des chiffres qui entrent dans l'évaluation de Terreur est inférieure à 10, la règle au con traire se simplifie, puisqu'on peut écrire le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui. représente seulement des unités dix fois plus faibles que le degré d'approximation voulu.
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Division abrégée.
262. De même que rapproximaiion avec laquelle on veut calculer un produit de deux facteurs conduit à n'employer que certains chiffres de ces deux facteurs, de même l'approximalion demandée au quotient permet de négliger certains chiffres du dividende et du diviseur. C'est sur cette remarque qu'est fondé le procédé de la division abrégée. Nous poserons d'abord les deux règles suivantes :
i*^ Dans la division de deux nombres quelconques, avant tout calcul, il faut rendre le diviseur entier (231);
2*» Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que le quotient est demandé à l'unité près. S'il est demandé en effet à un dixième, un centième, un millième près, il suffit de rendre le dividende lo, loo, looo fois plus grand, et de chercher le quotient à l'unité près; puisqu'on devra ensuite le rendre lo, loo, looo fois plus petit, il sera obtenu à un dixième» un centième, un millième près. Si Ton demande au contraire le quotient à une dizaine ou à une centaine près, il faut rendre le dividende lo ou loo fois plus petit, et chercher le quotient à l'unité près. Comme on devra ensuite le multiplier par lo ou par loo, il sera bien obtenu à une dizaine ou à une centaine près.
263. Soit donc à diviser dans ces conditions 83645o 12,37 par 612345. Le quotient trouvé par la méthode ordinaire est i36,59ào,oi près. Si Ton veut trouver ce quotient à 0,01 près» par la méthode abrégée, on doit chercher à l'unité près te quotient des nombres 83645oi237 et 6ia345.
Wous commencerons par déterminer le nombre des chiffres du quotient (49) : ce nombre est égal à 5. Il faut alors séparer sur la gauche du diviseur assez de chiffres pour former un nombre au moins égal à 5 X 9. Ces chiffres forment le dernier diviseur qui est 61. On compte alors 5 — i ou 4 chiffres sur la droite du dernier diviseur, et Ton a le premier diviseur qui ' est 612345. S*il y avait d'autres chiffres au diviseur, après ceux qui constituent le premier diviseur, on les supprimerait. On efface alors sur la droite du dividende autant de chiffres qu'il
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a— (3-f-i avec une erreur moindre qu'une unité, c'est que le procédé ordinaire conduirait à un quotient composé de a — (3 neuf, avec une erreur par défaut moindre qu'une unité. Le procédé abrégé doit donc donner (lo) suivi de a — (3 — I zéros, et V erreur moindre qu'une unité est alors par excès (').
On peut vérifier ce que nous venons de dire sur l'exemple suivant. Soit à diviser 437538 par 4378. On aura :
Procédé abrégé. Procédé ordinaire.
Pour évaluer, dans le cas qui nous occupe, l'erreur par excès commise sur le dividende (263), on doit écrire le quotient renversé sous le diviseur, de manière que le chiffre des unités du quotient corresponde, non pas au chiffre des unités, mais au chiffre des dizaines du dernier diviseur : en effet, le quotient renferme un chiffre de plus. L'erreur cherchée sera donc moindre que la somme des chiffres du quotient ou 1, multiplié par 1000. Le diviseur étant au moins égal à 1000, Verreur par excès commise sur le quotient est encore plus petite que i.
(*) n faut, pour bien comprendre ce qui précède, se rappeler que, lorsque le quotient a (a — )3) chiffres, le premier dividende partiel employé en suivant te procédé ordinaire doit contenir un chiffre de plus que le dimeur (55). D'ailleurs, ce premier dividende partiel divisé par le diviseur ne pouvant donner qu'un chiffre au quotient, on voit que le premier chiffre du dividende sera tut. plus égal au premier chiffre du diviseur. Lorsque cette condition sera remplie, Il faudra qu'en comparant les chiffres suivants du diviseur à ceux qui leur correspondent dans le premier dividende partiel on trouve au moins un chiffre du diviseur plus grand que celui de même rang dans le premier dividende partiel, les chiffres précédents étant égaux deux à deux ; sinon le premier dividende partiel renfermerait dix fois le diviseur.
Cela posé, en appliquant le procédé abrégé , le premier dividende contiendra donc dix fois au plus le premier diviseur (car les chiffres conservés dans le premier diviseur doivent être au moins égaux à ceux de même rang dans le pre> mier dividende qui en renferme un de plus\ et le reste obtenu ou second dividende n'aura alors qu'un seul chiffre. Gomme le dernier diviseur en contient au moins deux^ tous les chiffres suivants du quotient seront bien des zéros.
Si le premier chi0re du dividende est inférieur au premier chiffre du diviseur, le premier dividende ne pourra pas contenir dix fois le premier diviseur, et l'on rentrera dans l'un des cas déjà examinés.
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Quant à Terreur par défaut, pour l'évaluer, il n'y a rien à changer aux raisonnements précédents (263).
Remarque générale.
265. Les règles qu'on vient d'exposer permettent d'obtenir le résultat de l'une quelconque des quatre premières opérations, à une unité près d'un ordre désigné d'avance, mais sans que. le sens de l'erreur commise soit fixé. Si l'on voulait connaître ce résultat à une demi-unité près de l'ordre du dernier chiffre, dans un sens déterimné, il suffirait de calculer, à l'aide des mêmes règles, un ou deux chiffres de plus.
iH»i
THÉORIE DE LA RACINE CARRÉE
Notions préliminaires.
266. Nous avons terminé toui ce qui a rapport aux deux formes sous lesquelles on peut directement considérer les nombres. Les nombres en^i^rs répondent à Taddiiion successive de l'unité; les ï\omhTQS fractionnaires^ à l'addition successive d'une certaine partie aliquote de l'unité. Cette partie aliquote peut êlre variée d'une manière quelconque, de sorte que le champ des nombres fractionnaires est beaucoup plus vaste que celui des nombres enlicrs. La progression des nombres entiers se retrouve à la fois au numérateur et au dénominateur de l'expression fractionnaire et, de plus, à un numérateur donné on peut faire correspondre tel dénominateur qu'on veut.
Il nous reste à étudier une dernière classe de quantités que nous retrouverons constamment en Mathématiques et qui naissenty en particulier, de la considération des racines, c'est-^dire qu'on y est conduit par la sixième opération fondamentale, inverse de l'élévation aux puissances (77).
267. Lorsqu'une grandeur ou une quantité variable X so rapproche indéfiniment d'une grandeur ou d'une quantité
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fixe A, de manière que la différence A — X ou X —A puisse devenir plus peiite que toute quantité donnée, on dit que A est la limite de X.
La théorie des fractions ordinaires et celle des fractions décimales périodiques nous ont déjà offert (197, 242) des exemples de limites.
268. Lorsque deux grandeurs sont multiples d'une troisième grandeur, cette troisième grandeur se nomme leur commune mesure. Deux grandeurs sont commensurables ou incommensurables entre elles^ suivant qu'elles ont ou qu'elles n'ont pas de commune mesure.
269. Lorsqu'une grandeur a une commune mesure avec l'unité choisie, cette commune mesure est l'unité elle-même ou une partie aliquoie de l'unité. Dans le premier cas, la grandeur considérée est mesurée par un nombre entier; dans le second cas, elle est mesurée par un nombre fractionnaire (178).
Réciproquement, toute grandeur mesurée par un nombre entier ou par un nombre fractionnaire est commensurable avec l'unité choisie, car celle grandeur est un multiple de l'unité ou d'une quelconque de ses parties aliquotes.
Une grandeur incommensurable avec l'unité ne peut donc être mesurée ni par un nombre entier, ni par un nombre fractionnaire.
270. Un nombre est dit commensurable ou incommensurable, suivant que la grandeur dont il exprime la mesure est commensurable ou incommensurable avec l'unité choisie.
271. Lf*s nombres commensurables sont les entiers et les fractions (269).
D'après ce qui précède (269^, les nombres incommensurables ne peuvent être représentés exactement qu'à Vaide de symboles particuliers, mais on peut toujours indiquer des nombres commensurables qui en approchent autant qu'on veut : c'est ce que nous allons vérifier pour les racines.
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De la racine carrée.
272. On appelle racine carrée d'un nombre le nombre qui élevé au carré reproduit le nombre proposé. Ainsi, ^5 étant
le carré de 5, 5 est la racine carrée de aS; de même, - étant le
carre de •:r» -^ est la racine carrée de -=■•
On indique la racine carrée d'un nombre au moyen du
signe ^ , qu'on nomme radical. On écrit donc
«^ = 5. Vl=5
Le carré d'un nombre entier ou fractionnaire est dit carré parfait. Tout nombre carré parfait a donc sa racine carrée exprimée exactement par un nombre entier ou fractionnaire.
273. Tout nombre entier qui n'est pas carré parfait d'un autre nombre entier ne peut pas l'être non plus d'une fraction; sa racine carrée ne peut donc être exprimée exactement ni par un nombre enlier ni par une fraction. De même, toute fraction irréductible dont les deux termes ne sont pas carrés parfaits ne peut être carré parfait d'une autre fraction (219); sa racine carrée ne peut donc être exprimée exactement ni par un nombre entier ni par une fraction.
Il résulte de là (271) que les racines carrées des nombres
entiers <|ui ne sont pas carrés parfaits et des fractions irré-
rluctibles dont les deux termes ne sont pas carrés parfaits sont
des nombres incommensurables (*) dont on peut seulement
obtenir la valeur avec une approximation quelconque. Ainsi
les racines carrées des nombres a et - sont des nombres in-
commensurables qu'on ne peut représenter exactement que
par les symboles
v/ï et yj~
(*) Il est bon de remarquer que tout ce qui p**écéde est relatif au choix de Tonité, une grandeur incommensurable avec une certaine unité pouvant devenir eommensurable avec une autre. Ajoutons qu'il n'y a aucune analogie entre le* nombres incommensurables et les fractions décimales périodiques, CCS dernières étant toujours susceptibles d'une représentation numériquo exacte (249, 251).
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274. L'opération par laquelle on détermine la racine carrée d'un nombre est appelée extraction de la racine carrée.
Nous avons donc à résoudre cette question :
Étant donné un nombre N^ entier ou fractionnaire ^ extraire sa racine carrée^ exactement si lY est un carré parfait^ avec l'approximation demandée dans le cas contraire.
Pour y arriver, 11 faut établir d'abord quelques propriétés des carrés.
GompoBition dn carré d'niie somme de deux parties, et remarques
sur les carrés.
275. Pour trouver le carré de la somme 7 + 3, il faut multiplier 7 + 3 par 7 + 3. En suivant la règle indiquée (63), on trouve pour résultat
7* + 2.(7 X 3) + 3'; c'est-à-dire que le carré d'une somme de deux parties est égal au carré de la première partie , plus le double produit de la première partie par la seconde ^ plus le carré de la seconde partie (' ).
Tout nombre plus grand que g étant composé de dizaines et • d'unités, on peut dire d'une manière générale que. le carré d'un nombre entier est égal au carré de ses dizaines, plus le double produit de ses dizaines par ses unités, plus le carré de ses unités.
Ainsi l'on a
37»=r(3o+ 7)'=3o' + 2x3oX7 + 7".
D'après ce qui précède,
d'où
(' ) Si l*on élevait 7 — 3 au carré, ou trouTorait évidemment (64)
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Par conséquent, la différence des carrés de deux nombres entiers consécutifs est égale à deux fois le plus petit nombre plus I.
Si le carré de 3o est égal à goo, le carré de 3i est égal à 900 -h 2 X 3o -f- 1 ou à 961 •
276. La table suivante donne les carrés des neuf premiers nombres :
On peut remarquer que le carré d'un nombre est nécessairement terminé par le même chiffre que le carré de ses unités. En effet, le carré des dizaines élant terminé par deux zéros, et le double produit des dizaines par les unités par un zéro, quand on additionne les trois parties qui constituent le carré, la colonne des unités ne renferme que le chiffre qui termine le carré des unités. Si, de plus, le nombre proposé est terminé par un 5, son carré doit être terminé par 25; car le double produit des dizaines par les unités est, dans ce cas, terminé par deux zéros. Ainsi
35»=(3o-t- 5)' ==3o*-4-2X3ox5-+- 5^=900 4- 3oo^- 25=1225.
Enfin, si un nombre est terminé par un nombre quelconque (le zéros, son carré est terminé par deux fois plus de zéros • c'est ce qui résulte des principes de la multiplication ( 39).
En se reportant à la table des carrés des neuf premiers nombres, on voit que les nombres terminés par i et 9 ont leurs carrés terminés par i; que les nombres terminés par 2 et 8 ont leurs carrés terminés par 4; que les nombres terminés par 3 et 7 ont leurs carrés terminés par 9; que les nombres terminés par 4 6t6 ont leurs carrés terminés par 6; ehQn que les nombres terminés par 5 ont leurs carrés terminés par 26.
Ce qui précède conduit aux crractères d'exclusion suivants : Tout nombre terminé par 2, 3, 7 ou 8 ne peut pas être un carré parfait; tout nombre terminé par 5, sans Vétre par 25, ne peut pas être un carré parfait ; tout nombre terminé par un nombre impair de zéros ne peut pas être un carré parfait.
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Extraction de la racine carrée d'nn nombre entier on fractionnaire
à l'nnité près.
277. Nous commencerons par remarquer que, pour extraire la racine carrée d'un nombre fractionnaire à V unité près, il suffit d'extraire à l'unité près la racine carrée de sa partie entière.
En eifel, pour que la racine carrée d'un nombre entier croisse d'une unité, il faut que ce nombre croisse lui-même au moins d'une unité, puisque la différence des carrés de deux nombres entiers consécutifs est égale à deux fois le plus petit nombre plus un (275). Si l'on augmente un nombre entier d'une fraction proprement dite» on ne peut donc changer la partie entière de sa racine carrée : ainsi extraire la racine
carrée de 33^ h — § à l'unité près ou extraire la racine carrée
de 332 à l'unité près revient au même.
278. Cela posé, et la question se trouvant ramenée dans tous les cas à extraire la racine carrée d'un nombre entier à l'unité près, il faut distinguer entre les nombres plus petits et plus grands que 100.
Lorsqu'un nombre est plus petit que 100, il suffît de consulter la table des carrés des neuf premiers nombres. On voit immédiatement, par exemple, que la racine carrée de 49 6st 7, et que, 78 tombant entre 64 et 81, sa racine carrée tombe entre 8 et 9 (276), de sorte qu'elle est 8 par défaut et 9 par excès à l'unité près.
279. Si le nombre considéré est plus grand que 100, comme 487919, sa racine carrée est plus grande que 10 : elle renferme alors des dizaines et des unités. Si le nombre donné est un carré parfait, il contient les trois parties qui composent le carré de sa racine (275); s'il n'est pas un carré parfait, il contient en outre une quatrième partie qui représente son excès par rapport au carré de sa racine prise par défaut, et qu'on appelle le reste de Topération.
Le carré des dizaines de la racine ne pouvant donner que des centaines, le carré de ce nombre de dizaines est nécessairement contenu dans le nombre 4^79 des centaines du nombre
AHITHMÉTÏQUE. l65
proposé, et ce nombre 4879 peut renfermer en outre quelques centaines provenant des autres parties du carré de la racine et du reste. En extrayant la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 4879» on aura donc le nombre des dizaines de la racine cherchée ou un nombre trop fort. // est facile de voir que le résultat trouvé ne peut jamais être trop fort. En effet, si 69 est la racine carrée du plus grand carré entier compris dans 4879, le carré de 69 pourra se retrancher de 4^79; par suite, le carré de 690 pourra se retrancher de 487900 et, à plus forte raison, de 487919.
On arrive ainsi à cette première règle : Le nombre des dizaines de la racine carrée d^un entier N > 1 00 est toujours égal à la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans le nombre des centaines de N.
On est donc conduit à extraire la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 4879, c'est-à-dire à extraire la racine carrée de ce nombre à Tunitéprès. Mais 4879 étant >> 100, sa racine est plus grande que 10; les raisonnements précédents sont donc applicables, et il faut extraire la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans les 48 centaines de 4879, pour obtenir les dizaines de sa racine carrée. Le plus grand carré entier contenu dans 48 est 36 dont la racine carrée est 6. Le chiffre des dizaines de la racine carrée de 4879 est donc 6; reste à trouver le chiffre des unités.
L'excès de 48 sur 36 étant égal à 12, si Ton retranche de 4879 le carré de 60, c'est-à-dire le carré des dizaines de la racmeou 3600, on trouvera pour reste 1279. Le reste 1279 ainsi obtenu contient au moins le double produit des dizaines de la racine par les unités cherchées, plus le carré de ces unités. Le double produit des dizaines de la racine par ses unités ne pouvant donner que des dizaines, le double produit de ce nombre de dizaines par le chiffre des unités sera compris dans
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les 127 dizaines du reste 1279. ^^ divisant 127 par le double 12 du nombre de dizaines de la racine, on aura donc pour quotient le chiffre des unités de la racine ou un chiffre supérieur. En efifet, 127 représente non-seulement le double produit du nombre de dizaines de la racine par ses unités, mais contient en outre les dizaines des autres parties qui composent 1279. Le quotient obtenu doit donc toujours être essayé : le premier chiffre de la racine est le seul qui soit nécessairement exact.
On peut, par suite, énoncer cette seconde règle : Si l'on retranche d'un entier N le carré des dizaines de sa racine carrée, et qu'on divise le nombre aes dizaines du reste par le double du nombre de dizaines de la racine, le quotient obtenu est égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine.
127 divisé par 12 donne 10 pour quotient; mais, comme le chiffre cherché est inférieur à 10, nous essayerons 9. La racine carrée de 4^79» à Tunité près, est égale ou inférieure à 69. Si le carré de 69 peut se retrancher de 4^79, le chiffre 9 est exact; sinon il faut le diminuer d'une unité et recommencer Tessai. Nous avons déjà retranché de 4^799 ^^oo ou 60'; il faut donc seulement vérifier si Ton peutretrancber du reste 1279 les deux autres parties du carré de 69. On peut évidemment former ces deux parties d'un seul coup, en écrivant le chiffre 9 à côté du double 12 du premier chiffre 6 de la racine et en multipliant le résultat 129 par 9. On obtient 1161 qui, retranché de 1279, donne 118 pour reste. 69 représente donc la racine carrée du plus grand carré entier contenu dans 4879*
Par conséquent, en revenant au nombre 4^79'9> ^9 représente les dizaines de la racine carrée de ce nombre; reste à trouver le chiffre des unités.
En retranchant 69' de 4879» on trouve 1 18; en retranchant le carré de 690 de 487900, on trouvera donc 11800 et, par suite, en retranchant de 4^7919 le carré de 690 ou le carré des dizaines de la racine, on trouvera pour reste 11819.
11819 contient au moins le double produit des dizaines de la racine par les unités cherchées, plus le carré de ces unités. Les dizaines 1 181 du nombre 1 1819 sont donc au moins égales au double^produit du nombre 69 des dizaines de la racine par les unités inconnues et, en divisant 1181 par 69 x 2 ou i38 = 129 + 9, on obtiendra un quotient égal ou supérieur k ces mêmes unités.
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1181 divisé par i38 donne 8 pour quotient. Pour essayer le chiffre 8, il faul voir si Ton peut retrancher de 4879^9 le carré de 698. On a déjà retranché de 487919 le carré de 690; il faut donc seulement retrancher du reste 1 1819 les deux autres parties du carré de 698, parties qu'on formera en écrivant à côté du double i38 de la partie 69 déjà écrite à la racine le chiffre 3 à essayer, et en multipliant par 8 le résultat i388. On obtient 11104 qui, retranché de 11819, donne le reste 715. La racine carrée demandée est donc 698 a l'unité près par défaut, et 716 représente le reste de l'opération.
280. En relisant attentivement les raisonnements précédents, on arrive à formuler la règle suivante :
Pour extraire la racine carrée d'un nombre entier à l'unité près, on le partage en tranches de deux chiffres à partir de la droite et en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière tranche à gauche peut n'avoir qu'un chiffre. Le nombre des tranches obtenues indique le nombre des chiffres de la racine. On obtient le premier chiffre de la racine en extrayant la. racine carrée du plus grand carré entier contenu dans la dernière tranche à gauche. On retranche le carré de ce chiffre de cette même tranche et, à côté du reste, on abaisse la tranche suivante; on sépare les dizaines de l'ensemble obtenu. En divisant ces dizaines par le double du premier chiffre de la racine^ on a le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. Pour l' essayer, on V écrit à côté du double du premier chiffre de la racine et l'on multiplie le résultat obtenu par le chiffre essayé. Si le produit peut se retrancher de l'ensemble du premier reste et de la seconde tranche, le chiffre essayé est exact; sinon on le di^ minue d'une unité, et l'on recommence V essai. A côté du second reste^ on abaisse la troisième tranche, on sépare les dizaines de
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/ 'ensemble obtenUy on les divise par le double de la partie écrite à la racine, et Von a le troisième chiffre de la racine ou un chiffre trop fort dont l* essai s'effectue comme précédemment. On continue à suivre la même marche, jusqu à rabaissement de la dernière tranche qui conduit au dernier chiffre de la racine et au reste de l'opération.
11 est évident qu'on ne peut poser à la fois qu'un chiffre à la racine, et que ce chiffre est zéro lorsque les dizaines du reste considéré sont inférieures au double de la partie déjà écrite à la racine.
£n employant la simplification indiquée déjà (48), on donne au calcul la disposition suivante :
II 0 I .9 7 I
281. Le reste de l'opération ne peut pas dépasser deux fois la racine.
En effet, le nombre proposé N est égal au carré de sa racine A, plus le reste trouvé R. Si ce reste était seulement égal à deux fois la racine plus un, le nombre donné égal à A* -h R serait égal à A* -f- 2 A -4- I ou (A H- i)'. Sa racine carrée ne serait donc pas A à l'unité près, mais bien A + i ; et la crainte d'écrire au résultat un chiffre trop fort en aurait fait écrire un trop faible.
Cette remarque s'applique évidemment aux restes trouvés dans le courant de l'opération, comparés aux nombres déjà écrits à la racine.
282. En comparant le reste de l'opération à la racine trou^ véCy on peut obtenir cette racine à moins d'une demi^unité pai défaut ou par excès.
£n effet, on a en même temps
N = A*-|-R et /a + ^V = A»-*-A-+-i• Si R est < A, c'est-à-dire égal au plus à A, on a
N<(A-hjy et v^N<A-+-i.
A représenie alors la racine carrée demandée à moins d'une demi-unité par défaul.
Si R est >> A, c'esl-à-dire égal au moins à A + i, on a au contraire
N>^A-|-iy et v/N>A-f-^-,
de sorte qu'en prenant A pour la racine Terreur par défaul surpasse une demi-uniié, et qu'il faut alors, pour avoir celte racine à moins d'une demi -unité, mais par excès, forcer l'uniié sur le résultat trouvé A.
Si l'on cherche la racine carrée de 8157 18, on trouve 908, et le reste esi 3o9<9o3 : la racine est donc obtenue par défaul à une demi-unité près. Si l'on cherche la racine de 487919, on irouve 698, et le reste est 715 > 698 : la racine à moins d'une demi-unité par excès est donc 699.
Extraction de la racine carrée d'nn nombre entier on fractionnaire
avec nne approximation quelconque.
283. Extraire la racine carrée d'un nombre entier ou fraclionnaire N, avec une approximation marquée par la fraction -9
c'est déterminer le plus grand multiple de- renfermé dans v^N* Désignons par ^ ce plus grand multiple; nous devrons avoir
-<VN<-— — n n •
Si l'on élève au carré les trois nombres considérés, les trois
résultats — 1 N, seront encore rangés par ordre de
grandeur croissante, et il en sera de même si on les multiplie par n*. On peul donc écrire
^»<Nn»<(^-hi)*.
X* esl donc le plus grand carré entier contenu dans N/i% et le nombre inconnu x est la racine carrée de ce produit à l'unité près.
On parvient ainsi à la règle suivante :
Pour extraire la racine carrée d'un nombre entier ou frac-
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iionnaire N, à moins de —9 il faut extraire la racine carrée du produit N/i* à moins d'une unités et diviser le résultat par n.
284^. Si la fraction qui indique l'approximation demandée est
de la forme — » on commence par la ramener à la forme — >
et Ton applique ensuite la règle précédente en remplaçant n
n par — •
Racine carrée des fractions et des nombres décimanz.
285. Pour élever une fraction au carré, il faut élever ses deux termes au carré (218). Par conséquent, quelle que soit la fraction proposée ?» on a d'une manière générale
le carré de la seconde expression étant y-9 comme celui de la
première (272). Pour obtenir exactement la racine carrée d'une fraction, il faut donc que ses deux termes soient des carrés parfaits (273).
Lorsqu'il n'en est pas ainsi, il faut rendre le dénominateur de la fraction carré parfait, afin de pouvoir apprécier immédiatement le degré d'approximation obtenu ; et, pour que cette condition soit remplie, il suffit de multiplier les deux termes de la fraction proposée par son dénominateur. On a de cette manière
/a /ab \fâb \Jab
sfb^
Si l'on extrait alors la racine carrée du produit ab à l'unité près, comme on doit diviser par b le résultat trouvé, on obtient
I ) racine carrée de la fraction t avec une approximation marquée par T*
286. Pour rendre le dénominateur de la fraction donnée carré parfait^ il suffit d'ailleurs de multiplier les deux termes (le la fraction par les facteurs premiers du dénominateur qui ont un exposant impair. On emploie ainsi le dénominateur carré minimum.
Soit, par exemple»
On n*a qu*à multiplier les deux termes de cette fraction par 1X5 ou lo^ pour remplacer son dénominateur par le carré parfait
287. Soit, maintenant, à extraire la racine carrée d'un nombre décimal tel que 825,714. Pour que le dénominateur de la fraction décimale correspondante soit un carré parfait (286), il faut que ce dénominateur contienne un nombre pair de zéros; on doit donc d'abord compléter par un zéro le nombre des chiffres décimaux du nombre donné. On a ensuite, d'après ce qui précède (285),
VI
Si l'on extrait alors la racine carrée de 8257140 à l'unité près, on obtient la racine demandée à 0,01 près. On peut donc énoncer celte règle pratique :
Pour extraire la racine carrée d'un nombre décimal, on complète par un zéro, s'il est nécessaire, le nombre, de ses chiffres décimaux de manière que ce nombre soit toujours pair; on extrait la racine carrée du résultat à l'unité près, en faisant abstraction de la virgule; enfin on sépare sur la droite de cette racine moitié moins de décimales qu*il n'y en a dans le nombre donné, après que le nombre de ses chiffres décimaux a été rendu pair,
288. Le plus souvent, la racine carrée d'un nombre entier ou fractionnaire doit être exprimée en décimales, et l'approxi-
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mation demandée est elle-même une partie décimale de l'unité. On n'a, dans ce cas, qu'à appliquer la règle générale du n*» 283.
S'il s'agit, par exemple, d'un nombre entier N et qu'on
veuille obtenir sa racine carrée à — ^pfèSy il faut multiplier N
par 10*", c'est-à-dire écrire un zéros à sa droite, extraire la racine carrée du nombre obtenu à l'unité près, et séparer n chiffres décimaux sur la droite de cette racine.
On voit qu'on est conduit à écrire à la droite du nombre donné autant de tranches de deux zéros que sa racine doit contenir de chiffres décimaux. Dans la pratique, on plâce successivement ces tranches de deux zéros à côté des restes correspondants, à mesure qu'on en a besoin, sans les écrire d'abord en totalité à la droite du nombre proposé, et l'on met une virgule à la racine dès qu'on emploie la première de ces tranches.
Passons, à présent, au cas où l'on veut extraire la racine
A , 1 carrée d'un nombre fractionnaire -îr à — • près. On le multî-
plie par 10'*, en écrivant 2/1 zéros à la droite de son numéra-
A yc I o'" teur. Pour extraire ensuite la racine carrée du résultat jc
à l'unité près, il faut extraire la racine carrée de sa partie entière à l'unité près (277), puis diviser cette racine carrée par 10".
A X ï o** Or on obtient évidemment la partie entière de jr — en
réduisant ^^ en décimales jusqu'au rang marqué par — - et en
faisant ensuite abstraction de la virgule (^SQ). On parvient ainsi à cette seconde règle :
Pour extraire la racine carrée d'un nombre fractionnaire avec une approximation décimale donnée, on réduit ce nombre fractionnaire en décimales jusqu'à ce qu*on obtienne deux fois plus de chiffres décimaux ( ' ) qu'on n'en veut à la racine, et l'on extrait ensuite la racine carrée du nombre décimal obtenu d'après la règle qui termine le n® 287.
(*) Nous verrons bientôt qu'on peut pousser beaucoup moins loin la réduction en décimales.
Exemples : i" Extraire la racine carrée de t. à
près.
Le calcul sera disposé comme il suit :
La valeur de v^ à - millième près par défaut (282) est donc i,4>4*
2" Extraire la racine carrée de — à 0,001 près.
On trouve — = 3,14^^857. La racine carrée de 3,142857
est 1 ,773 à - millième près par excès (282). Telle est donc la
racine carrée de — > avec la même approximation.
Définition précise de la racine carrée d'nn nombre qoi n'est pas
carré parfait.
290. Nous pouvons maintenant définir avec les détails nécessaires la racine carrée d'un nombre donné, lorsque celte racine est un nombre incommensurable (273).
Soit un nombre N, entier ou fractionnaire, qui ne soit pas carré parfait.
Extrayons la racine carrée de ce nombre, par défaut et par
excès, avec une approximation marquée par — (283), le
nombre entier p croissant sans limite à partir de i. Nous obtiendrons ainsi deux suites illimitées de racines carrées par défaut et de racines carrées par excès du nombre donné N.
Nous allons démontrer que ces deux suites tendent respectivement vers une iimite, qui leur est commune.
If k' Représentons (283) par — et —^ deux racines carrées consécutives par défaut. — ~- et — -rr seront les racines carrées ^ nP nP-*-^
consécutives par excès qui leur correspondent, et nous aurons à la fois, d'après Thypothèse,
{èy<'><m'' (^)"<"<{
On en déduit, en chassant les dénominateurs et en multipliant les trois premiers nombres par n^,
On voit que k' est le plus grand nombre entier dont le cnrré soit contenu dans Nn-^-*-*, tandis que kn est simplement un nombre dont le carré y est aussi contenu. On a, par conséquent,
k' kn'Sk', ou .** = —•
Il en résulte, en divisant par /i^,
nf - nf"
ce qui prouve que les racines carrées par défaut ne peuvent pas décroître.
Les mêmes inégalités (i) montrent que A^ +-i est le plus petit nombre entier dont le carré soit supérieur à N/i^^"*"^, tandis que (A* -+- i)/i est simplement un nomnre dont le carré se trouve supérieur au même produit. On a, par conséquent,
f/r -h i)/i>/r'-h I, ou /f-Hi^-^ -•
Il en résulte, en divisant par nP^
/r -f I V, k' ■+- ï ^ n'' = ~nP^ '
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ce qui prouve que les racines carrées par excès ne peuvent pas crottre.
Mais si les racines par défaut ne peuvent pas décroître, elles croissent d*une manière générale en s'approchant d'une certaine limite L dont le carré ne peut surpasser le nombre dbnné N.
Si les racines par excès ne peuvent pas croître, elles décroissent d'une manière générale en s*approchant d'une certaine limite L' dont le carré ne peut être inférieur au nombre donné N.
Ces deux limites L et L' sont nécessairement égales entre elles; car la différence entre deux racines carrées correspon-
dantes, l'une par défaut, Tautre par excès, ~ et — —9 étant
-— î cette différence diminuée mesure que/? augmente et devient rigoureusement nulle, lorsque les deux suites prolongées indéfiniment atteignent ensemble leurs limites L et L'.
La limite commune trouvée ainsi ne dépend pas d'ailleurs de la fraction d'approximation adoptée.
En effet, admettons que, la fraction d'approximation étant
-^9 la limite commune des deux suites de racines carrées par défaut et par excès soit X; et que, la fraction d'approximation étant -rr» la limite des deux nouvelles suites soit X'.
X limite de la première suite pour la première approximation supposée, a un carré qui ne peut surpasser N; X\ limite de la deuxième suite pour la deuxième approximation supposée, a un carré qui ne peut être inférieur à N. Par conséquent, X ne peut surpasser V .
D'autre part, X, limite de la deuxième suite pour la première approximation, a un carré qui ne peut être inférieur à N; X', limite de la première suite pour la deuxième approximation, a un carré qui ne peut surpasser N. Par conséquent, X ne peut tomber au-dessous de X'.
La limite X ne pouvant être ni supérieure ni inférieure à la limite X\ ces deux limites sont égales.
Le même raisonnement prouve que le carré de celte limite constante, commune aux deux suites de racines carrées par défaut et par excès précédemment définies, est égal au nombre donné N.
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C'est donc celte limite, dont nous approcherons autant que nous voudrons sans jamais l'atteindre, que nous appellerons la racine carrée exncte \/N du nombre entier ou fractionnaire N, qui n'est pas carré parfait.
291. Les nombres ne sont que la représentation des graildeurs. Si nous choisissnns une unité de longueur et. si nous supposons que les ternies des deux suites que nous venons de considérer représentent des longueurs portées sur une même droite, à partir d'une origine Hxe, les extrémités des longueurs mesurées par les termes de la première suite couvriront une certaine région de cette droite ; les extrémités des longueurs mesurées par les termes de la seconde suite en couvriront une autre. D'après ce qui précède, il n'existera entre ces deux réglons aucun empiétement ni aucun intervalle, mais un simple point de séparation. La distance de ce point à l'origine fixe sera la longueur incommensurable mesurée exactement par v'^.
Simplification qu'on pont apporter à l'extraction de la racine carrée.
29Î. Lonqiûon a calcuié en général plus île la moitié des chiures de la racine carrée d'an nombre entier, nn peai obtenir les autres chiffres en divisant le reste auquel on s'est arrêté par le double de la partie déjà écrite à la racine, suivie du nombre de zéros qui correspond imx unités qu'elle représente.
Soit N le nombre proposé. Désignons par a le nombre rornii- par la partie déjà écrite à la radne, suivie d'autant de zéros qu'il est néce-saire pour que le premier chiiTre de celte racine soil au rang qui convient aux unités qu'il représente. Appelons x \\\ quantité quelconque, commensorable ou incommensurable, qu'il faut ajouter à a pour avoir exactement la racine carrée de N. On aura aussi exactement
jel on parvient, lorsqu'on cesse de livant le procédé ordinaire. On a
Pour que la partie entière de jc soit, par défaut ou par excès, égale au
quotient entier (212) de — > il suflBt que l'expression • — soit une fraction
proprement dite ou que la partie entière de jP soit inférieure à na. Pour TafTirmer a priori, il faut que la partie entière de x^ contienne moins de chiffres que a a.
Cela posé , admettons d'abord que la racine cherchée doive contenir 1/2 -+- 1 chiffres. Si Ton a trouvé n-hi chiffres par le procédé habituel, X n'en contiendra plus que /z à sa partie entière; x^ en contiendra au plus in (40), tandis que ia en contiendra au moins 7.n-hi, Dans ce cas,
— sera une fraction moindre que l'unité.
De même, si la racine doit contenir 'in chiffres et si l'on en a déjà trouvé « -4- I, X en contiendra n — i à sa partie entière ; x* en contiendra au plus 2/z — 2, tandis que 2a en contiendra au moins 2/?. On arrive doDC encore à la même conclusion.
Enfin, si, la racine contenant toujours a/i chiffres, son premier chiffre est égal ou supérieur à 5, il suffît de chercher n chiffres par le procédé habituel. En effet, x^ contiendra alors au plus 2/1 chiffres, et 2a, à cause de la retenue, en contiendra 2/2-+- 1.
Si ce cas se présentait lorsque la racine renferme 2/2 + 1 chiffres et si l'on voulait ne chercher que n chiffres par le procédé ordinaire, x* contiendrait 2« -f- 2 chiffres au plus à sa partie entière, mais 2fl en contiendrait aussi 2«-+- 2, de sorte qu'il y aurait doute.
En résumé, on voit que, lorsque le nombre des chiffres de la racine est impair, il faut en calculer la moitié plus un avant de terminer l'opération en ayant recours à la division, et que, lorsque ce nombre est pair, il suffit d'en calculer seulement la moitié, si le premier chiffre de la racine est égal ou supérieur à 5.
Si l'on appelle r le reste de la division de R par 2a et </ le quotient de
R r cotte division, on peut remplacer — par 9 h ; d'où
' 'la 'la
On voit alors qu'en remplaçant x par g la racine est obtenue à l'unité près par défaut ou par excès, suivant que r est plus grand ou plus petit que x^ : cette racine serait exacte si l'on avait r = x*.
Mais, d'après l'égalité (2), si r est >x*, on a aussi x></ et, par iuiie, r > y'; si r est < x^, on a aussi x < ^ et, par suite, r < y* ; enfin, si r= x', j: = ^ et r= g^,
fl-t-y représence fionc la racine cherchée à' moins tVune unité, par défaut ou par excès, suivant que r est supérieur ou inférieur à <jr'; si Von a r= q^, a-t-q est la racine exacte.
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203. On peut demander de calculer, d'après les résultats fournis par Topération abrégée, ie reste que donnerait l'extraction delà racine si ron suivait la méthode ordinaire.
Quand la racine a-hq est obtenue par défaut, [a-^qY représente le plus grand carré entier contenu dans le nombre donné N. On a alors, d'après les égalités (i) et (2) du numéro précédent,
N = a'-+- nax-h x^= a^-^%aq
Quand la racine ûr h- y est obtenue par excès, {a-k- q — if représente le plus grand carré entier contenu dans le nombre donné N, et Ton a (275), en remarquant que a + ^ ^ i est la somme des deux quantités /z et 7 — i ,
N — (flH-y — 1)'= û'-+-arty-4-r-- [a* -H 2fl(7 — i)-H («7 — i)'],
c'est-à-dire
N— (a-Hçr — I)'=aûr-^^ — (7 — i)'.
294. Exemple. On demande de colcider la racine carrée de 3 avec huit décimales.
La question revient à chercher la racine carrée de S suivi de seize zéros à Tunité près. Puisque nous devons avoir neuf chiffres à la racine, nous chercherons d'abord les cinq premiers par la méthode ordinaire.
On a alors, d'après ce premier calcul,
2^=346400000 et R = 1760000000000.
Si nous divisons R par 2a (ou 17600000 par 3464), nous trouvons pour quotient q le nombre 5o8o et pour reste complété r le nombre 288000000 qui surpasse ^^ La racine demandée est donc 1,73205080, à l'unité près par défaut. En suivant la méthode ordinaire^ on aurait trouvé pour reste de l'opération r — 9'= 262193600. Voici le détail du calcul :
ARITHMÉTIQUE. ing
On appelle racine cubique d'un nombre le nombre qui
élevé au cube, reproduit le nombre proposé. Ainsi, 8 élani le
cube de 2 et 7^7 étant le cube de yy la racine cubique de 8 est 64 4 ^
jjn 3
égale è 2 ei celle de ^ est égale à 7-
On représente la racine cubique d'un nombre en l'écrivant
sous le radical J^ , dans l'ouverture duquel est placé le chiffre 3 appelé degré de la racine ou indice du radical. On a, par suilCy
i'5=- \/¥ri
296. Le cube d'un nombre entier ou fractionnaire se nomme cube parfait.
Tout nombre entier qui n'est pas cube parfait d'un nombre entier, ou toute fraction irréductible dont les deux termes ne ^ontpas des cubes parfaits, a pour racine cubique un nombre incommensurable (272, 273). Nous avons donc à résoudre celte question :
Étant donné un nombre N, entier ou fractionnaire, extraire ta racine cubique, exactement si N est un cube parfait, avec i' approximation demandée dans le cas contraire.
Pour y arriver, il faut établir d'abord quelques propriétés des cubes.
SSo ARITHMÉTIQUE.
Composition du onbe d'nne somme de denz parties et remarques
sur les cubes.
297. Pour trouver le cube de la somme 8 -f- 5, il faul d*abord en faire le carré, ce qui donne 8» -f- 2 x (8 X 5) H- 5% el multiplier ce carré par 8 4- 5.
On trouve pour résultat
c'est-à-dîre que le cube d'une somme de deux parties est égal au cube de la première partie, plus trois fois le carré de la première partie multiplié par la seconde, plus trois fois la première partie multipliée par le carré de la seconde, plus le cube de la seconde.
Tout nombre plus grand que g étant composé de dizaines et d'unités, on peul dire d'une manière générale que le cube d'un nombre entier représente le cube de ses dizaines, plus le triple produit du carré de ses dizaines par ses unités, plus le triple produit de ses dizaines par le carré de ses unités, plus le cube de ses unités.
Ainsi Ton a
47* = (4o H- 7)* = 40' H- 3 X 40* X 7 -f- 3 X 4» X 7* -f- 7>. D'après ce qui précède, (a4-i)»=«>^3a>4-3a-hi, d'où {a-4-i)» — a» = 3a»-|-3a-hi.
Par conséquent, la différence des cubes de deux nombres entiers consécutifs est égale à trois fois le carré du plus petit nombre, plus trois fois ce plus petit nombre, plus i.
La table suivante donne les cubes des neuf premiers
nombres :
On peut remarquer que le cube d'un nombre est nécessairement terminé par le même chiffre que le cube de ses unités; mais cette remarque ne fournit aucun moyen de distinguer les nombres qui peuvent être cubes parfaits; car un cube parfait peut être indifféremment terminé par l'un des neuf premiers nombres, puisque les cubes des nombres terminés par 1, 4» ^9 6 et 9 le sont aussi pan, 4» ^1 6 et 9, tandis que les cubes des nombres terminés par 2, 3, 7 et 8 le sont Inversement par 8, 7, 3 et 2.
Si un nombre est terminé par un nombre quelconque de zéros, son cube est terminé par trois fois plus de zéros. Donc un nombre terminé par un nombre de zéros qui n'est pas multiple de trois ne peut pas être cube parfait. C'est le seul caractère d'exclusion que nous puissions indiquer.
Extraction delà racine cnbiqne d'nn nombre entier ou fractionnaire
à l'unité prés.
299. Nous commencerons par remarquer que, pour extraire la racine cubique d'un nombre fractionnaire à l'unité près, il suffit d'extraire à l'unité près la racine cubique de la partie entière de ce nombre.
Vax effet, pour que la racine cubique d'un nombre entier
croisse d'une unité, il faut que ce nombre croisse lui-même
au moins d'une unité, d'après la différence qui existe entre les
rubes de deux nombres entiers consécutifs (297). Si l'on
augmente un nombre entier d'une fraction proprement dite, *
on ne peut donc modifier la partie entière de sa racine eu-
iSn bique. Ainsi, extraire la racine cubique de 4^327 -+- j-^ à
Tunité près, ou extraire la racine cubique de 4^327 à l'unité près, revient au même.
300. Cela posé, et la question se trouvant ramenée dans tous les cas à extraire la racine cubique d'un nombre entier à l'unité près, il faut distinguer entre les nombres plus petits et plus grands que 1000.
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Lorsqu*un nombre est plus petit que looo, il suffit de consulter la table des cubes des neuf premiers nombres. On voit immédiatement, par exemple, que la racine cubique de 5i2 est 8; et que 276 tombant entre 216 et 343, sa racine cubique tombe entre 6 et 7, de sorte qu'elle est 6 par défaut et 7 par excès à l'unité près.
301. Si le nombre considéré est plus grand que 1000, comme 57817233, sa racine cubique est plus grande que 10; elle renferme alors des dizaines et des unités. Si le nombre donné est un cube parfait, il contient les quatre parties qui composent le cube de sa racine (297); s'il n'est pas un cube parfait, il contient, en outre, une cinquième partie qui représente son excès par rapport au cube de sa racine, et qu'on appelle le reste de l'opération.
Le cube des dizaines de la racine ne pouvant donner que des mille, le cube de ce nombre de dizaines est nécessairement contenu dans le nombre 67817 des mille du nombre proposé, et ce nombre 67817 peut renfermer, en outre, quelques mille provenant des autres parties du cube de la racine et du reste. En extrayant la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans 67817, on aura donc le nombre des dizaines de la racine cherchée ou un nombre trop fort. // est facile de voir que le résultat trouvé ne peut jamais être trop fort. En effet, si 38 est la racine cubique du plus grand cube entier compris dans 67817, le cube de 38 pourra se retrancher de 67817; par suite, le cube de 38o pourra se retrancher de 67817000 et, à plus forte raison, de 67817233.
On arrive ainsi à cette première règle : Le nombre des dizaines de la racine cubique d'un entier N > 1000 est toujours égal à la racine cubique du plus grand cube entier con-tenu dans le nombre des mille de N.
On estdonc conduit à extraire la racinecubique du plus grand cube entier contenu dans 67817, c'est-à-dire à extraire la racine cubique de ce nombre à l'unité près. Mais 67817 étant >> 1000, sa racine est plus grande que 10; les raisonnements précédents sont donc applicables, et il faut extraire la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans les 67 mille de 67817, pour obtenir les dizaines de sa racine cubique. Le plus grand cube entier contenu dans 67 est 27 dont la racine cuoique est 3. Le chiffre des dizaines de la racine cubique de
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57817 est donc 3; reste à trouver le chiffre des unités.
Pour cela, retranchons 27 de 57; on trouve 3o pour reste. En retranchant le cube de 3o, c'est-à-dire le cube des dizaines de la racine ou 27000 de 57817, on trouvera donc pour reste 80817. Le reste ainsi obtenu contient au moins le triple produit du carré des dizaines de la racine par les unités cherchées, plus le triple produit de ces dizaines par le carré des unités, plus le cube des unités. Le triple carré des dizaines par les unités ne pouvant donner que des centaines, le triple produit du carré de ce nombre de dizainespsir le chiffre des unités sera compris dans les3o8 centaines du reste 30817. £n divisant3o8 par le triple carré 27 du nombre de dizaines de la racine, on aura donc pour quotient le chiffre des unités de la racine ou un chiffre supérieur. En effet, 3o8 représente non-seulement le triple produit du carré du nombre de dizaines de la racine par ses unités, mais contient, en outre, les centaines des autres parties qui composent3o8i7. Le quotient obtenu doit donc toujours être essayé : le premier chiffre de la racine est le seul qui soit nécessairement exact.
On peut, par suite, énoncer cette seconde règle : Si l'on retranche d'un entier N le cube des dizaines de sa racine cubique, et qu'on divise le nombre des centaines du reste par le triple carré du nombre de dizaines de la racine, le quotient obtenu est égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine,
3o8 divisé par 27 donne 11 pour quotient; mais, comme le chiffre cherché est inférieur à 10, nous essayerons 9 et même 8; car 9 serait trop fort, parce que le cube de 39 est supérieur à 57817. La racine cubique à Tunité près de 57817 est donc égale ou inférieure à 38. Si le cube de 38 peut se retrancher de 57817, le chiffre 8 est exact; sinon, il faut le diminuer d'une unité, et recommencer l'essai. Nous avons déjà retranché de 57817, 27000 ou 3o*; il faut donc vérifier seulement si l'on peut retrancher du reste 30817 les trois autres parties du cube de 38. Pour former ces 3 parties, on opère comme il suit.
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Le triple carré de 3 étant 27, le triple carré de 3o est 2700: il suffit de multiplier 2700 par 8 pour avoir la première partie cherchée ou le triple carré des dizaines par les unités. Le triple produit de 3o par 8 est 720; 720 x8 représente donc le triple produit des dizaines par le carré des unités ou la seconde partie cherchée. Enfin, 64 X 8 représente le cube de 8 ou la troisième partie demandée. L'essai est ainsi ramené à voir si Ton peut retrancher du reste 30817 la somme 3484 X 8 ou 27872. La soustraction réussit, et le reste obtenu est 2945. 38 représente donc la racine cubique du plus grand cube enlier contenu dans 57817.
Par conséquent, en revenant au nombre 57817^33, 38 représente les dizaines de la racine cubique de ce nombre. Il reste à trouver le chiffre des unités.
En retranchant 38' de 67817, on trouve 2945; en retranchant le cube de 38o de 67817000, on trouve donc 2946000; et, par suite, en retranchant le cube, de 38o ou le cube des dizaines de la racine de 67817233, on trouve pour reste 2946233. 2946233 contient donc a2£ moins le triple carré des dizaines de la racine multiplié parles unités cherchées, plus le triple produit des dizaines par le carré des unités, plus le cube des uni> tés. Les centaines 29462 du nombre 2946233 sont donc au moins égales au triple carré du nombre 38 des dizaines de la racine, multiplié par les unités inconnues; et, en divisant 29462 par 38* X 3, on obtiendra un quotient égal ou supérieur à ces mêmes unités.
On peut facilement former, à Taide des résultats précédents, le triple carré de 38. On a
2 9 4 6 2.3 3 3484 = 3x3o»-i-3x3ox8-|-8» 2 6.4 o 4 6 6 64 = 8>
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38»X 3 = 3 X 3o» + 6 X 3o X 8 -4- 3 X 8». Puisque 3484 représenle déjà 3 x 3o* -+- 3 x 3o x 8 + 8% il suffil d'ajouter à 3484» 720 ou 3x3ox8,64 ou 8% plus encore une fois 64 ou 8S pour compléter 38'x3 = 4332. En divisant 29452 par 4332, on trouve 6 pour quotient. La racine cherchée à Tunilé près sera donc égale ou inférieure à 386. Pour essayer le chiffre 6, il faut voir si Ton peut retrancher 386* du nombre donné. On en a déjà retranché le cube de 38o; il reste donc à voir si, du reste obtenu, on peut retrancher les trois autres parties du cube de 386. On a comme précédemment
L'essai consistera donc à retrancher du reste 2945233 la somme 440076x6 ou 2640456. La soustraction réussit, et le reste obtenu est 304777. La racine cubique demandée est donc 386 à Tuniié près par défaut, et 304777 représente le reste de Topéitiiion.
Si l'on emploie la simplification connue, le calcul présente la disposition suivante:
3o88 ii58
893976 ÎT91968
Dans la pratique, pour essayer les chiffres 8 et 6, on peut se contenter d'élever au cube les nombres 38 et 386, et de voir si Ton peut retrancher le premier résultat de 57817 et le second du nombre proposé lui-même. En formant le cube de 38, on obtient son carré, et Ton peut en déduire le produit 38' x 3, par lequel on doit diviser le nombre de centaines du reste 2945233. Nous avons indiqué les deux procédés.
302. En relisant attentivemenl les raisonnements précédents» on arrive à formuler la règle suivante :
Pour extraire la racine cubique d'un nombre entier à l'unité près, on le partage en tranches de trois chiffres à partir de la droite et en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière tranche à gauche peut n'avoir qu'un ou deux chiffres. Le nombre des tranches obtenues indique le nombre des chiffres de la racine. On obtient le premier chiffre de la racine en extrayant la racine cubique du plus grand cube entier contenu dans la dernière tranche à gauche. On retranche le cube de et* chiffre de cette même tranche et, à côté du reste, on abaisse la tranche suivante : on sépare les centaines de l'ensemble obtenu. En divisant ces centaines par le triple carré du premier chiffre de la racine, on a le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. Pour ressayer,, on peut opérer comme nous l'avons indiqué, ou, plus simplement, élever au cube le nombre formé par les deux premiers chiffres de la racine et voir si Von peut retrancher ce cube de V ensemble des deux premières tranches à gauche du nombre proposé. Si la soustraction est possible, le chiffre essayé est exact; sinon, on le diminue d'une unité, et Von recommence Vessai,Acôté dusecond reste obtenu, on abaisse la troisième tranche : on sépare les centaines de l'ensemble obtenu, on les divise par le triple carré du nombre déjà écrit à la racine; on a le troisième chiffre de cette racine qu'on essaye comme précédemment. On continue de la même manière, jusqu'à ce qu'on ait abaissé la dernière tranche.
303. Le reste de V opération ne peut pas dépasser 3 fois le carré de la racine, plus 3 fois cette racine.
En elTet, le nombre proposé N est égal au cube de sa racine A, plus le reste trouvé R. Si ce reste était seulement égal h 3A'-h3AH-i, le nombre donné égal à A*-i-R serait égal à A» 4- 3A* 4- 3 A -4-1 ou à (A 4- 1)». Sa racine cubique ne seraii donc pas A à l'unité près, mais bien A -f- 1 ; et la crainte d'écrire au résultat un chiffre trop fort en aurait fait écrire un trop faible.
Cette remarque s*appiique évidemment aux restes trouvés dans le courant de l'opération, comparés aux nombres déjà écrits à la racine.
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Extraction de la racine cnbiqne d'nn nombre entier on fractionnaire,
avec nne approximation quelconque.
30^. Extraire la racine cubique d'un nombre entier ou fractionnaire N, avec une approximation marquée par la fraclion -î c'est déterminer le plus grand multiple de - renfermé
dans v^N.
Désignons par x ce plus grand multiple; nous devrons avoir
Si l'on élève au cube les trois nombres considérés, les trois
résultats --, N, - — .-''- seront encore rangés par ordre de
grandeur croissante, et il en sera de même si on les multiplie par n*. On peut donc écrire
.r»<N/i*<(:rr-hi)».
X* est donc le plus grand cube entier contenu dans N/i*, et le nombre inconnu .r est la racine cubique de ce produite l'unité près.
On parvient ainsi à la règle suivante :
Pour extraire la racine cubique d*un nombre entier ou
fractionnaire N, à moins de - » il faut extraire la racine eu-
bique du produit N/i* d moins d'une unité, et diviser le résultat par n.
Si la fraction qui indique l'approximation demandée
est de la forme —9 on commence par la ramènera la forme
—9 et l'on applique ensuite la règle précédente en rempla*
n çant n par — •
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Racine cubique des fractions et des nombres décimaux.
306. Pour élever une fraction au cube, il faut élever ses deux termes au cube (218). Par conséquent, quelle que soil la
fraction proposée 79 on a d'une manière générale
le cube de la seconde expression étant v comme celui de la
première (295). Pour obtenir exactement la racine cubique d*une fraction, il faut donc que ses deux termes soient des cubes parfaits (296).
Lorsqu'il n*en est pas ainsi, il faut rendre le dénominateur de la fraction cube parfait, afin de pouvoir apprécier immédiatement le degré d'approximation obtenu; et, pour que cette condition soit remplie, il suffit de multiplier les deux termes de la fraction proposée par le carré de son dénortiinaleur. On a de celte manière
\'ab^ \Jab^
Si Ton extrait alors la racine cubique du produit ah* à l'unité près, comme on doit diviser par b le résultat trouvé, on obtient la racine cubique de la fraction ^ avec une approxima-
tion marquée par t*
307 Pour rendre le dénominateur de la fraction donnée cube parfait, il suffit d'ailleurs de multiplier les deux termes de la fraction par les facteurs premiers du dénominateur, élevés à des puissances telles que leurs exposants deviennent au dénominateur tous multiples de 3. On emploie ainsi le dénominateur cube minimum (286).
308. Soit, maintenant, à extraire la racine cubique d'un nombre décimal tel que 2487,8266. Pour que le dénominateur de la fraction décimale correspondante soit un cube parfait (307), il faut que ce dénominateur contienne un nombre de
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zéros multiple de 3; on doii donc d*abord compléter ici, pur deux zéros, le nombre des chiffres décimaux du nombre donné. On a ensuite, d'après ce qui précède (306),
j — 7^ — Q ra â^ /24S7SÏ5GÔÔ _ y/ 2487826600 v^24878'>.5r'oo
V 1 000000 J^Tôô^ '^o
Si Ton extrait alors la racine cubique de 248'}8256oo à l'unité près, on obtient la racine demandée à 0,01 près.
On peut donc énoncer cette règle pratique : Pour extraire la racine cubique d'un nombre décimal, on complète par un ou deux zéros, s'il est nécessaire, le nombre de ses chiffres décimaux, de manière que ce nombre soit toujours multiple de 3; on extrait la racine cubique du résultat à l'unité près, en faisant abstraction de la virgule ; enfin on sépare sur la droite de cette racine trois fois moins de décimales quilny fn a dans le nombre donné, après que le nombre de ses chiffres décimaux a été rendu multiple de 3.
309. Le plus souvent la racine cubique d'un nombre entier ou fractionnaire doit être exprimée en décimales, et l'approximation demandée est elle-même une partie décimale de l'unité. On n'a, dans ce cas, qu'à appliquer la règle générale du n'» 304.
En nous reportant aux considérations développées au n"* 288, nous nous contenterons d'énoncer les deux règles suivantes :
Pour extraire la racine cubique d^un nombre entier "S à
— '^ près, il faut multiplier N par 10^, c'est-à-dire écrire 3 n zéros à sa droite, extraire la racine cubique du nombre obtenu, à l'unité près, et séparer n chiffres décimaux sur la droite de cette racine.
Pour extraire la racine cubique d'un nombre fractionnaire avec une approximation décimale donnée, on réduit ce nombre fractionnaire en décimales Jusqu'à ce qu'on obtienne trois fois plus de chiffres décimaux (') qu'on n'en veut à la racine, et l'on extrait ensuite la racine cubique du nombre décimal obtenu d'après la règle qui termine le n" 308.
(* ^ Nous verrons bientôt qu'on peut pousser beaucoup moins loin la réduo- Uon en décimales.
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Des racines en général.
310. Comme nous Tavons déjà dit (77), extraire la racine m''*"' d'un nombre, c'est chercher le nombre qui, élevé à la puissance w, reproduit le nombre donné.
Pour indiquer la racine m*^* d'un nombre, on place ce nombre sous le
signe ^ , dans l'ouverture duquel on écrit le degré ou l'indice m de la racine. Ainsi v/^ représente la racine septième de ia8. Lorsquil s^ngit tVune racine carrée y on supprime l'indice.
Les racines des nombres entiers qui ne sont pas des puissances exactes de môme degré d'autres nombres entiers, et les racines des fractions irréductibles dont les deux termes ne sont pas des puissances exactes de même degré que la racine demandée, sont des nombres incommensurables dont on obtient les valeurs approchées en suivant une marche analogue à celle exposée avec détails dans le cas de la racine carrée.
Ainsi, Ton obtient la valeur de VN à - près en extrayant, à une unité
près, la racine du produit N/?*", et en divisant le résultat par /7« En outre, par le raisonnement employé aux n"^ 277 et 299, on établit immédiatement que pour extraire, à une unité près, la racine /w*^*"' d'un nombre quelconque, il suffit d'extraire la racine m*'^ de la plus grande puissance j^ctme entière contenue dans ce nombre.
EnGn, l'on démontre, en suivant le raisonnement du n"* 290, que si l'on extrait la racine m"'"* d'un nombre N, entier ou fractionnaire, qui n'est pas une puissance //i'^"** parfaite, par défaut et par excès, d'après une loi
d'approximation marquée par -^ j on forme deux suites indéfinies de frac^
tiens qui tendent vers une limite commune lorsque l'entier p croit indéfiniment.
C'est cette limite commune, indépendante de la loi d'approximation, que nous appelons la racine ni'"^ exacte rfc N et que nous représentons
par VN-
Par exemple,^ racine cubique d'an nombre, tel que i3, qui n'est pas un cube exact, est la limite de deux suites indéfinies de fractions dont les cubes tendent vers une limite égale h i3.
Mais l'extraction directe des racines de degré supérieur au deuxième n'est pas une opération pratique; c'est au moyen ^es logarithmes que cette extraction doit être cirectuée, comme on le verra plus loin. Le but que nous nous sommes proposé, en traitant de la racine cubique des nombres entiers, est simplement de donner une idée de la généralisation que comporte la th<^orie dHeloppée dans le Chapitre précédent*
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CALCUL DES NOMBRES APPROCHÉS
Des nombres incommeiunirables et des opérations snr ces nombres.
311. Considérons une grandeur A qui soit incommensurable avec Tunité choisie, désignée par fi (268) : elle sera mesurée par un nombre incommensurable a (270).
n étant un nombre quelconque, entier ou fractionnaire,
formons la grandeur -9 et admettons qu'elle soit contenue
m fois dans A avec un reste moindre que - : le plus grand
multiple de ~ contenu dans A sera m-» et la grandeur incommensurable A sera comprise entre les deux grandeurs
commensurables m ~ et (m h- i) - • Si Ton conserve toujours
B comme unité, ces deux grandeurs commensurables seront mesurées (179) par les nombres — et •
On dit alors que — est une valeur approchée par défaut ^ à
moins de -9 du nombre incommensurable a qui mesure A,
et que est une valeur approchée par excès, à moins de
-) du même nombre, de sorte qu'on a
m ^ ^ m-hi — <a< •
Supposons maintenant, pour fixer les idées, qu*il s'agisse d'une longueur ab incommensurable avec l'unité choisie cd. Portons cd sur ab autant de fois que possible.
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Si ab contient 2 fois crf, avec un reste eb moindre que crf, le nombre incommensurable X qui mesure ab esl compris entre les nombres 2 et 3, qui sont ses valeurs par défaut et par excès à Tunité près.
e gi
fh
Divisons l'unité crf en dix parties égales et portons Tune de
cd ces parties, /<f= — » sur eb autant de fois que possible. Si le
reste eb contient 5 fois/rf, avec un reste gb moindre que/rf, le nombre incommensurable À est compris entre les nombres 2,v5 et 9, ,6, qui sont ses valeurs par défaut et par excès à un dixième près.
Divisons encore /rf en dix parties égales, et portons Tune
de ces parties, hd=z J— = —, sur p-6 autant de fois quepos-
sible Si le reste gb contient 7 fois hd, avec un reste 16 moindre que hd, le nombre incommensurable A est compris entre les nombres 2,57 et 2,58, qui sont ses valeurs par défaut et par excès à un centième près.
Comme la longueur ab est supposée incommensurable avec Tunité choisie, l'opération que nous venons d'indiquer se poursuivra indéfiniment, sans qu'on puisse parvenir à un reste nul; et nos moyens d'investigation pourront seuls être en défaut pour apprécier les restes successifs, à cause de leur petitesse.
Quoi qu'il en soit, nous obtiendrons de cette manière deux séries de nombres commensurables, tels que
Ceux de la première série représentent les valeurs par défaut du nombre incommensurable X, ceux de la seconde série représentent les valeurs par excès du même nombre.
Ces deux séries de nombres commensurables tendent d'ailleurs, sans jamais l'aiicindre, vers une même limite (267) qui est précisément le nombre incommensurable X.
En effet, les nombres de la première série ne pouvant décroître, par suite de la marche adoptée, vont eu général en
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croissant, tout en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série : ils s'approchent donc d'une certaine limite ûxe.
De même, les nombres de la seconde série ne pouvant croUrcvont en général en décroissant, tout en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série : ils s'approchent donc d'une certaine limite fîxe.
Les deux limites sont les mêmes; car les termes correspondants dca deux séries diffèrent, lorsqu'on arrive au rang
(/) H- 1), de — - • Or cette différence diminue à mesure que p
augmente, c est-à-dire à mesure qu'on avance dans les deux séries, et tend autant qu'on veut vers zéro quand p augmente indéûniment.
En même temps, la grandeur incommensurable ab est la limite commune des grandeurs commensurables mesurées par les nombres commensurables des deux séries.
Nous venons de considérer spécialement une longueur, et nous avons choisi une approximation décimale; mais il est clair qu'un raisonnement analogue peut s'appliquer aux grandeurs mathématiques de toute espèce, et que la loi suivant laquelle varie l'approximation successivement obtenue peut être quelconque, pourvu que cette approximation soit exprimée par un nombre déplus en plus petit et tendant vers zéro. C'est ce que nous allons montrer.
Soit une grandeur incommensurable quelconque A; désignons par On et a^ les valeurs approchées à moins de -» par
défaut et par excès, du nombre incommensurable a qui mesure A.
Remarquons que (d'une manière générale) a^, ne croît pas toujours avec n. Si nous considérons, par exemple, la diagonale d'un carré en prenant son côté pour unité, cette diagonale est représentée par yfi, et si l'on extrait cette racine par
défaut, à — près d'abord, et ensuite à — près, on trouve —
lO '^ Il '^ lO
et —i c'est-à-dire a^^x <C «/»• Pour lever toute difficulté, nous appellerons valeur prin-
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cipale (*] de a, a moins de - par défaut, la plus grande de
toutes les valeurs de an quand on fait croître n de zéro jusqu'à n, et nous désignerons cette valeur principale par a^- De celle manière» quand n crottra, la valeur principale </.„, croîtra aussi ou, du moins, ne décroîtra jamais.
Remarquons, de même, que a'^ ne décroît pas toujours à mesure que n augmente. Si nous considérons, par exemple, le côté du triangle équilatéral inscrit dans une circonférence dont le rayon est Tunité choisie, ce côté est représenté
par v/3, et si Ton extrait celte racine par excès, à — près d^abord, et ensuite à — près, on trouve — et — » c'est-à-dire
Nous appellerons donc valeur principale de a, à moins de -
par excès, la plus petite de toutes les valeurs de a'„ quand on fait croître n de zéro jusqu'à n, et nous désignerons celle valeur principale par oc'„. De cette manière, quand n croîtra^ la valeur principale oc'^ décroîtra ou, du moins, ne croîtra jamais.
Cela posé, a» mesurant une grandeur inférieure à A, reste également inférieur, quel que soit n, à Tune quelconque des valeurs a), approchées par excès; et, comme ocn ne peut décroître lorsque n croît indéfiniment, la série des valeurs de a» tend vers une certaine limite fixe.
De même, a^, mesurant une grandeur supérieure à A, reste également supérieur, quel que soit n, à Tune quelconque des valeurs a„ approchées par défaut; et, comme a^, ne peut croître lorsque n croît indéfîniment, la série des valeurs de a„ tend aussi vers une certaine limite flxe.
Ces deux limites, d'ailleurs, se confondent; car, par définition, les valeurs principales a„ et«î, sont comprises entre a^ et
a'n et, par suite, leur différence est moindre que a^ — a^^ = -?
fraction qui tend vers zéro autant qu'on veut lorsque n croît indéfiniment.
Cette limite commune qui, par conséquent, est aussi celle vers laquelle tendent en même temps les séries des valeurs cor-
(*) Foir la Note I des Éléments de Géométrie, par Eugène Rolcué et Co. de CouBKEOi'ssB ; 3* édition entièrement refondue, i88i.
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respondantes de a^ et de à^, est le nombre incommensurable a. La grandeur incommensurable A est, à son tQur^ la limite commune des grandeurs commensurables représentées par ces mêmes séries de nombres commensurables.
312. Nous pouvons maintenant préciser les opérations arithmétiques au point de vue des nombres incommensurables.
Puisque les nombres ne sont que la représentation des grandeurs, on est conduit à cette définition générale.
Le résultat de toute opération sur des nombres incommensurables est. la limite des résultats fournis par la même opération appliquée à leurs valeurs approchées à moins de - » par
défaut ou par excès, lorsque n crott indéfiniment.
Nous allons vérifier, pour chaque opération arithmétique, que cette limite existe et qu'elle ne dépend pas de la manière dont n croît indéfiniment.
Dans ce qui suit, nous désignons par a et ^ les deux nombres iocommensurables proposés ; par a^ et a),, 6„ et b'^y les valeurs de ces nombres approchées par défaut et par excès à moins
de -; par a„ eiaj,, (3„et(3^i les valeurs principales correspondantes. 11 résulte de ce qui précède que a est la limite commune de a„, a'^y an, ««, comme p celle de 6», 6^^, (3/ï, p^, quand Il croît indéfiniment.
Addition. — On veut définir la somme des deux nombres incommensurables a et {3.
Formons les deux sommes «„ -+- Çin et ot,t -h p';, ; lorsqu'on fait croître n indéfiniment d'une manière quelconque, elles constituent deux séries correspondantes.
Les nombres de la première série, sommes des valeurs principales par défaut, ne pouvant décroître (311), croissent en général en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. les nombres de la seconde série, sommes des valeurs principales par excès, ne pou\anl croître, décroissent en général en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries " convergent donc vers une limite, qui est la même pour les deux suites; car, en s*arrétant à un rang quelconque, la différence
(«« -H P/«) - («« -+- M ou ( «; - a„) -f- (P;, - (3,,)
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quel que soit n, on a aussi, à la limite,
La valeur du produit a(3, telle qu'on vient de la définir, est donc indépendante de Tordre des facteurs.
Il en résulte que le théorème fondamental relatif au changement d'ordre des facteurs d'un produit (66) s'étend, avec toutes ses conséquences, au pas d'un nombre quelconque de facteurs incommensurables.
Division. — On veut définir le quotient des deux nombres incommensurables oc et ô.
Formons les deux quotients ^r et ^; quand on fait croître
n indéfiniment d'une manière quelconque, ils constituent deux séries correspondantes.
Les nombres de la première série, ne pouvant décroître d'après la définition des valeurs principales, croissent en général en restant inférieurs à un nombre quelconque de la seconde série. Les nombres de la seconde série, ne pouvant croître, décroissent en général en restant supérieurs à un nombre quelconque de la première série. Les nombres des deux séries convergent donc vers une limite, qui est la même pour les deux séries; car, en s'arrétant à un rang quelconque, on a
«rt . «^ Xn ^ P/t
et nous savons (311) que les deux fractions du second membre de celle identité tendent en même temps vers l'unité, lorsque n croît indéfiniment.
C'est cette limite commune qui est le quotient ^^
Ce quotient est donc la limite du quotient qu'on obtient en divisant deux valeurs approchées correspondantes de a ei
de (3, l'approximation - de ces valeurs pouvant avoir lieu
dans un sens quelconque, pourvu que n croisse indéfiniment.
Comme on a, quel que soit n,
«» = Pu • «7 »
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on a aussiy à la limite.
et le quotient ^ est bien (212) le nombre qui, multiplié par^, reproduit a.
Racles. — Nous avons défini (310) la racine m**"» exacte d'un nombre N, entier ou fractionnaire , qui n'est pas une puissance m'^"'* parfaite, et nous avons représenté cette racine par le symbole y^N.
Si le nombre commensurable N est remplacé par un nombre incommensurable %, nous dirons de même que la racine m'**' exacte de X est le nombre incommensurable qui, élevé à la puissance w'*^"*«, reproduit X, et nous représenterons cette racine par y a.
£n remplaçant X par des valeurs commensurables de plus en plus approchées, on approche aussi de plus en plus de la valeur exacte \}.; c'est ce que nous verrons dans les paragraphes qui vont suivre.
Des questions qui se présentent dans le calcnl des nombres
approchés.
313. Les nombres approchés s'introduisent directement lorsqu'on a à opérer sur des nombres incommensurables; mais l'imperfection de nos sens, jointe à celle de nos instruments de mesure, nous oblige à employer de pareils nombres toutes les fois qu'il s'agit d'applications réelles. Il est donc indispensable d'établir des règles pratiques très-simples qui permettent de résoudre rapidement, pour les six opérations de l'Arithmétique, les deux questions suivantes :
I*» Des nombres approchés devant être soumis à une cer-^ t€d ne opération, indiquer le degré d'approximation sur lequel on peut compter au résultat;
a*» Le degré d'approximation du résultat d'une opération à effectuer sur des nombres définis étant fixé d'avance, indi^ queravec quelle approximation ces nombres doivent être euxmêmes calculés.
En suivant ces règles, on évitera (ce qui arrive encore trop souvent) de formuler des résultats compliqués d'un grand
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nombre de décimales dont la plupart sont douteuses ou fau* tives, et Ton ne fera plus intervenir dans un calcul que les chiffres des données qui, eu égard au degré d'approximation demandé» doivent être seuls conservés.
De reireur absolue et de l'erreur relative d'un nombre.
314. Uerreur absolue d'un nombre est la différence qui existe entre sa valeur approchée et sa valeur exacte» Suivant que la valeur exacte est supérieure ou inférieure à la valeur approchée. Terreur absolue est commise par défaut ou par excès.
L'erreur relative d'un nombre approché est le quotient de i erreur absolue de ce nombre, divisée par sa valeur exacte.
Par suite, l'erreur absolue est égale au produit de l'erreur relative par le nombre exact.
C'est Terreur relative qui permet de juger le plus exactement du degré de précision obtenu dans un calcul ou dans une mesure, puisqu'elle montre de quelle manière Terreur absolue totale se répartit sur les différentes unités du nombre donné.
Soit, par exemple, le nombre exact 35,62724. Si Ton néglige ses deux derniers chiffres décimaux, on néglige une quantité inférieure à 0,001 ; par conséquent, on commet une erreur absolue par défaut moindre que 0,001.
L'erreur relative correspondante est alors moindre que
sIb^ ""• '»>'•''■<'"' q»« zàr^-
315. Désignons d'une manière générale par A un nombre exact, par A' et A" deux valeurs approchées de ce nombre, la première par excès, la seconde par défaut. Représentons en même temps par e Terreur absolue commise sur A quand on le remplace par Tune de ses deux valeurs approchées, et par r Terreur relative correspondante. Nous aurons, par définition (314),
''= T^ d'où r< — et e<Zr\'.
En divisant Verreur absolue d'un nombre par une valeur
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(le ce nombre approchée par défaut^ on obtient donc une limite supérieure de son erreur relative.
De même, en multipliant l'erreur relative d'un nombre par une valeur de ce nombre approchée par excèSy on obtient une limite supérieure' de son erreur absolue.
316. I. Si y dans un nombre approché , on peut compter^ à partir du premier chiffre à gauche et y compris ce chiffre^ (» -h i) chiffres exacts^ l'erreur relative de ce nombre est moindre que l'unité divisée par son premier chiffre à gauche suivi de n zéros.
Soit le nombre 59,4^743» dans lequel les cinq premiers chiffres à gauche sont exacts. L'erreur relative de ce nombre aura pour limite supérieure (315)
ou
5o Ôoooo 5x xo'
Considérons encore le nombre 0,000487?., dont les trois premiers chiffres signiQcalifs sont exacts. L'erreur relative de ce nombre aura de même pour limite supérieure
> — ou -7 — = 7
On voit, par ce dernier exemple, que lorsqu'il s'agit d'un nombre décimal sans partie entière, les zéros qui peuvent exister entre son premier chiffre signifîcatif et la virgule ne doivent pas compter dans l'évaluation des chiffres exacts.
En résumé, si l'on désigne par K le chiffre des plus hautes unités du nombre proposé, et si ce nombre comprend {n -f- 1) chiffres exacts, son erreur relative a pour limite supérieure le quotient
Kx 10"
Dans la pratique on substitue souvent, pour plus de simplicité, l'unité au chiffre K, et l'on remplace l'expression précédente par le quotient supérieur — ;;•
IL Réciproquement, si l'erreur relative d'un nombre
approché est exprimée par un quotient de la forme tt, 7,?
K' étant un des neuf premieis nombres, on peut compter sut
L'exactitude des (n-H i) ou des n premiers chijfres à gauche du nombre approché.
£d effet, soit le nombre approché 324,82179, dont l'erreur
relative est inférieure à p = ■= Son erreur absolue
ooooo 5 X I o*
sera alors (315) moindre que cette limite multipliée par 400,
valeur approctiée par excès du nombre donné; elle aura donc
pour limite supérieure •= — ou, à fortiori, — > et Ton pourra
compter sur les cinq premiers chiffres à gauche du nombre proposé. Mais on a ici K' ou 5 > 3 (premier chiffre à gauche de ce nombre).
Soit encore le nombre approché 875,1014, dont Terreur relative est inférieure à -z = -p ;• Son erreur absolue sera
ôuooo oXio*
alors moindre que -z X Qoo ou que ^=^9 c'est-à-dire
^ ooooo ^ 5oo
moindre seulement que — • On ne pourra donc compter que
sur les quatre premiers chiffres à gauche du nombre considéré. Mais on a ici K' ou 5 <;8 (premier chiffre à gauche de ce nombre).
Soit enfin le nombre 58,71394, dont l'erreur relative est inférieure à -z = ^ -• Son erreur absolue sera alors
ôoooo 5 X io\
moindre que 7 X 60 ou que -z — > c'est-à-dire moindre
ooooo DOOO
seulement que — • On ne pourra donc compter que sur les
quatre premiers chiffres à gauche du nombre donné. Mais on a ici K' ou 5 = 5 (premier chiffre à gauche de ce nombre).
En résumé, si l'on désigne par IL le chiffre des plus hautes unités d'un nombre approché, et si l'erreur relative de ce
nombre a pour limite supérieure l'expression -jtt ;» on
pourra compter sur les [n-i-i) ou sur les n premiers chiffres à gauche du nombre proposé, suivant que K' sera supérieur ou au plus égal à K.
Si K' = i, on ne pourra donc compter que sur n chiffres exacts.
Remarque. —Reprenons le premier des exemples precé
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dents. Puisque nous ne pouvons compter que sur les cinq premiers chiffres à gauche du nombre 324,82179, nous devons supprimer les trois chiffres suivants. Mais, en remplaçant ainsi 324,82179 par 824,82, la suppression delà partie 179 correspond à une seconde erreur par défaut qui vient s'ajouter à la première ou s'en retrancher, suivant que le nombre donné est approché lui-même par défaut ou par excès. Dans le second cas, les deux erreurs, de sens contraires, se compensent dans une certaine proportion, et on laisse le dernier chiffre conservé tel qu'il est. Dans le premier cas, comme la somme des deux erreurs de même sens pourrait dépasser une unité de l'ordre de ce dernier chiffre, il faut l'augmenter d'une unité. Mais, si l'on ignore le sens de l'erreur commise sur le nombre donnée on ne peut plus faire cette correction, et tout ce qu'on peut affirmer, c'est que la somme des deux erreurs n'atteint pas deux unités de l'ordre du dernier chiffre conservé.
319. Dans les calculs d'approximation, il est utile de se servir, suivant les cas particuliers qu'on a à traiter, soit de la considération de l'erreur absolue, soit de celle de l'erreur relative.
Addition et soiutractlon.
320. Pour ces deux opérations, c'est l'erreur absolue dont il convient de tenir compte. Les règles à appliquer sont alors identiquement les mêmes que celles indiquées (258, 259) relativement à l'addition et à la soustraction abrégées. Nous nous contenterons donc de les rappeler.
Pour obtenir la somme de plusieurs nombres à mo
j^ _1_, il faut, en supposant qu'il n'y ait pas plus de dix
nombres à considérer, calculer chacun d'eux par défaut à
moins de ? puis les ajouter et supprimer le dernier chiffre
adroite du total, en forçant l'unité sur l' avant-dernier chiffre.
Pour obtenir la différence de deux nombres à moins de
— 5 il faut les calculer tous les deux , par défaut ou par
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excès, à moins de ? puis retrancher les valeurs ainsi trou-
vées.
321. Les réciproques des règles qu'on vient d'énoncer sont évidentes.
Si Von a à ajouter au plus dix nombres approchés et que^ parmi les fractions qui indiquent leur degré d* approximation ^ la plus grande soit , on ne devra conserver que
p décimales dans chacun des nombres proposés; leur total
sera alors obtenu à moins de -9 en suivant la règle du
De même, si l'on a à retrancher deux nombres approchés et que la plus grande des deux fractions qui indiquent leur
degré d'approximation soit — -9 on conservera p décimales
dans les deux nombres donnés, en faisant en sorte qu'ils soient approchés tous les deux dans le même sens, et leur différence
présentera la même approximation (320).
Hultiplication et division.
322. 1. L'erreur absolue du produit de deux facteurs, Vun exact. Vautre approché, est égale au produit du facteur exact par l'erreur absolue du facteur approché.
L'erreur relative du même produit est égale à V erreur relative du facteur approché,
Soity en effet, le produit ab dont les deux facteurs sont exacts. Substituons au premier facteur une valeur approchée par défaut telle que a — ol. Le produit approché sera alors (a — oL)b ou (64) ab — boc; son erreur absolue sera donc 6a,
et son erreur relative (314) — 7 ou -• •
ab a
La conclusion serait évidemment la même si le facteur inexact était approché par excès.
323. IL L'erreur absolue du produit de deux facteurs, tous deux approchés par défaut, est moindre que la somme des
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résultats qu'on obtient en multipliant chaque facteur par l'et' reur absolue de l'autre.
L'erreur relative du même produit est moindre que la somme des erreurs relatives des deux facteurs.
Soity en effets le produit ab dont les deux facteurs sont exacts. Substituons à ces deux facteurs des valeurs approchées par défaut telles que a— a et é — p. Le produit approché sera alors
(a — a)X(6 — p) ou (64, 62) ab— bec — a^-^c^; son erreur absolue sera, par conséquent,
et son erreur relative
;- — ■- ou - + x — x^-
ab a b a b
On voit, en même temps, que la différence entre Terreur absolue ou relative et la limite correspondante, indiquée dans l'énoncé, est le produit des erreurs absolues ou relatives de^ deux facteurs.
On prouverait, par un raisonnement analogue, que :
L'erreur absolue du produit de deux facteurs approchés par excès est égale à la somme des résultats qu'on obtient en multipliant chaque facteur par l'erreur absolue de Vautre et les deux erreurs absolues entre elles.
L'erreur relative du même produit est égale à la somme dfis erreurs relatives des deux facteurs y augmentée du produit de ces erreurs*
De même :
L'erreur absolue du produit de deux facteurs approchés en sens contraires est égale à la différence des résultats qu'on obtient en multipliant chaque fadeur par l'erreur absolue de l'autre, cette différence devant être augmentée ou diminuée du produit des erreurs absolues des deux facteurs.
L'erreur relative du même produit est égale à la différence df's erreurs relatives des deux facteurs y augmentée ou dimi^ nuée du produit de ces erreurs.
Dans les calculs qui exigent de la précision, les er
reurs absolues ou relatives des nombres approchés sur lesquels on opère sont, en général, de très-petites fractions. Le produit de deux pareilles fractions peut alors être négligé devant l'une d'elles, d'autant plus qu'on ne se propose ici, en réalité, que de déterminer l'ordre d* unités au delà duquel les chiffres trouvés peuvent être fautifs.
On peut donc, au point de vue pratique, adopter l'énoncé suivant :
L'erreur absolue d'un produit de deux facteurs est égale à la somme ou à la différence des produits qu^on obtient en multipliant chaque facteur par l'erreur absolue de Vautre,
L erreur relative du même produit est égale à la somme ou à la différence des erreurs relatives des facteurs.
Dans les cas particuliers où l'énoncé ainsi modiQé ne serait pas applicable, on reviendrait à l'énoncé exact.
En s'en tenant à l'énoncé modifié, on voit qu'on obtiendra toujours une limite supérieure de l'erreur absolue ou relative d'un produit de deux facteurs approchés, en faisant la somme des produits de chacun d'eux par l'erreur absolue de Vautre ou en faisant la somme de leurs erreurs relatives.
C'est cette règle usuelle que nous appliquerons désormais. On peut retendre immédiatement au cas d'un nombre quelconque de facteurs.
325. III. L* erreur absolue d'un produit de n facteurs ap^ proches a pour limite supérieure la somme des résultats qu'on obtient en multipliant l'erreur absolue de chaque facteur par le produit des (n — i ) autres facteurs.
L* erreur relative de ce même produit a pour limite supérieure la somme des erreurs relatives de tous les facteurs qui le composent.
Pour établir cette proposition, il suffit de prouver que, si elle est vraie dans le cas de ( /i — i) facteurs, elle l'est nécessairement dans celui de n facteurs. On pourra alors s'élever successivement du cas de deux facteurs (324) à celui d'un nombre quelconque de facteurs (').
Soient a, 6, c, . ,, A, /r les (/i — i) facteurs donnés, dont les erreurs absolues sont a, [3, y,. . ., yi, x. Si Ton désigne par
(*) C'est là un mode de démonstration Irôs-usité et qu'il faut remarquer dèâ à présent.
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E' et par R' l'erreur absolue et l'erreur relalive du produit de ces (n — i) facteurs, on a, par hypothèse,
E' <^bc, , ./ra-h ac. . ./ij3 -h. . .-t- abc.Jix
abc k
Si l'on considère un /i""* facteur / dont Terreur absolue soit X, on pourra regarder le produit abc.hld comn>e formé des deux facteurs abc.Jik et /, de sorte qu'en désignant son erreur absolue par £ et son erreur relative par R on aura (324)
et
En remplaçant W et R' par les limites précédentes, il viendra, afortioriy
E< bcJda-h ac.kl^ -h... -h abc. . JiU -h abc. . Jik'k
abc kl
Le théorème est donc démontré; car, établi pour le cas de deux facteurs (324), il le sera, d'après ce qu'on vient de voir, pour le cas de trois facteurs; on pourra alors, du cas de trois facteurs, passer à celui de quatre, et ainsi de suite indéfmimcnu
326. IV. L'erreur absolue du quotient de deux nombres approchés a pour limite supérieure la somme des produits de chacun d'eux par P erreur absolue de l'autre, divisée par le carré du diviseur.
L'erreur relative de ce même quotient a pour limite supérieure la somme des erreurs relatives du dividende et du diviseur.
Supposons d'abord le diviseur approché par excès.
Soient a et 6 deux nombres exacts. Remplaçons-les par
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les nombres approchés a — a el o -4- (3. Le qnoiîeni , ^ sera
alors approché par défaut, et son erreur absolue sera représentée par la différence
a a — a a ^ -h hoc
Cette erreur absolue sera donc moindre que
r/6 -^ hy.
Quant à l'erreur relative du quotient, elle sera alors inférieure
au résultat précédent divisé par le quotient exact y (31ilh},
c'est-à-dire à
^S -4- fta b y Cf. 6
-^— j- — X - ou a - H- Çb^ a a b
Si l'on remplace les nombres exacts a et 6 par des nombres a + a et 6 + (3, tous deux approchés par excès, on ne sait plus dans quel sens le quotient est approché. Son erreur absolue est alors égale à
a a-^ a, ni^ — ba
ou à
a -^ OL
a ba — nQ
Elle est donc, dans les deux cas, moindre que jz — -9 et
Terreur relative correspondante est aussi inférieure à — H ^*
Supposons maintenant le diviseur approché par défaut.
Si l'on remplace les nombres exacts a et 6 par les nombres approchés a -f- a et fr — S, le quotient est approché/?«re^cè*. Son erreur absolue devient
et son erreur relative
a6 "^ ha
Si Ton remplace enfin les nonobres exacts a et 6 par des nombres a — a et 6 — p, tous deux approchés par défaut, on ne sait plus dans quel sens le quotient est approché. Son erreur absolue est donc égale à
ou a
de même, son erreur relative a pour expression
ha — ^3 ^S — ha
'^ ou
Le théorème énoncé n'est donc rigoureusement exact que lorsque le diviseur est approché par excès.
C'est une condition qu'il est, en général, facile de remplir. D'ailleurs, dans la pratique, ^ est le plus souvent négligeable devant b. Au point de vue où l'on est placé dans le calcul des nombres approchés (32^), on peut donc, quand le diviseur est donné par défaut, remplacer, dans l'expression de Terreur absolue, le dénominateur è(6 — (3) par 6*, et regarder alors les deux résultats •
a& -^ ha a S
comme représentant, dans tous les cas, des limites supérieures de Terreur absolue et de Terreur relative du quotient.
327. Si le dividende est exact, il faut faire a =: o. L'erreur absolue du quotient est, dans cette hypothèse, égale à ^, et
son erreur relative se réduit à x ou à Terreur relative du divl-
S8ur, comme cela doit être (322).
Si le diviseur est exact, il faut faire (3 = o. L'erreur abso*
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lue du quotient devient -r? et son erreur relative - (322). On
voit que l'erreur absolue du dividende se trouve divisée par le diviseur exact.
Règles pratiques relatives à la multiplication et à la division
des noBibres approchés.
328. Le plus simple, pour ces deux opérations, est de recourir aux erreurs relatives. Si Ton détermine, en effet, une limite supérieure de l'erreur relative de chacun des nombres proposés, les théorèmes précédents (325, 326) permettront d'en déduire une limite supérieure de l'erreur relative du produit ou du quotient cherché. Cette limite étant calculée, on saura (317) sur combien de 'chiffres exacts on peut compter au résultat.
329. I. Pour obtenir le produit ou le quotient de deux nombres approchés, avec m chiffres exacts, il suffit de connaître chacun de ces nombres avec m + 2 chiffres exacts.
En effet, pour que le résultat demandé présente m chiffres exacts, il sufOt (317) que son erreur relative soit moindre
que — ^9 et, par suite (325, 326), que l'erreur relative de
chacun des nombres proposés soit moindre que ;;• Or
c*est ce qui aura lieu si, chacun de ces nombres étant pris avec (m H- 2) chiffres exacts, son erreur relative est inférieure
^ 9 quantité moindre elle-même que
330. Le plus souvent, dans la pratique, chacun des deua: nombres donnés na besoin d'être déterminé quavec (m -f- i) chiffres exacts; car, lorsque le premier chiffre à gauche d'un pareil nombre est supérieur à Tunité, son erreur relative est
moindre que (317).
331. De pnême, lorsqu'un des deux nombres donnés est exact y il suffit toujours de calculer l'autre nombre avec (m -4- i) chiffres exacts; car l'erreur relative du résultat, égale à celle du nombre seul approché (322, 327 ), est alors toujours inférieure
332. II. Réciproquement» lorsque celui des deux nombres approchés qui contient le moins de chiffres exacts en contient my le produit ou le quotient de ces deux nombres peut être obtenu avec {m — 2 ) chiffres exacts.
En effet, Terreur relative de chacun des nombres donnés
est alors moindre que — ~-î et, par suite. Terreur relative du résultat cherché n'atteint pas — ^;z:i^ quantité moindre que
333. Le plus souvent, dans ta pratique, on peut compter sur m — I chiffres exacts. Il suffit pour cela que Terreur relative du résultat cherché n'atteigne pas ^ -, or c'est ce qui
aura lieu si aucun des nombres proposés ne commence par i, puisque Terreur relative de chacun d'eux sera alors inférieure
334. De même, lorsque l'un des nombres donnés est exacte on peut toujours compter sur m — i chijfres exacts au résultat, si l'autre nombre présente m chiffres exacts. Dans ce cas, en effet, Terreur relative du résultat se trouve réduite à Tei^
reur relative du seul nombre approché, et a pour limite supé-
rieure — -— .•
335. On a souvent à multiplier ou à diviser l'un par l'autre deux nombres tels que k et B, dont le premier A renferme seulement m chiffres exacts ^ et dont le second B peut être obtenu, comme t:, v^2, . . . , avec une approximation illimitée.
On remarque alors que, si B pouvait être connu exactement, on ne pourrait répondre, au plus (334), que de m — i chiffres dans le résultat. On pourra atteindre ici cette même limite^ si le nombre A ne commence pas par i ; car, en calculant B avec m chiffres exacts, s'il ne commence pas par i, et avec m 4- I chiffres dans le cas contraire. Terreur relative du résultat sera moindre que h ; dans le premier cas,
et que -— : A dans le second, c'est-à-dire toujours in-
lerieure a — — :;•
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Si le nombre A commence par i^ on ne pourra compter que sur m — 2 chiffres dans le résultat. En effet, on peut seulement afOrmer que l'erreur relative de A est moindre que
— j;;^,- Par suite, quel que soit le nombre de chiffres avec lequel on calcule B, on ne pourra pas faire tomber l'erreur relative du résultat au-dessous de — —-En prenant alors B avec m chiffres exacts comme A, Terreur relative du résultai sera moindre que — ^^^ 4- — ^^^ ou que — ^^^ ce qui permettra de compter, dans ce résultat, sur m — 2 chiffres.
336. Les théorèmes des numéros 329 et 332 s'étendent immédiatement au cas d'un produit composé de plus de deux facteurs approchés, pourvu que le nombre p de ces facteurs soit inférieur à 10.
Pour obtenir le produit avec m chiffres exacts^ il suffit alors de calculer chacun des facteurs proposés avec ( m 4- 1) ow (m -+- 2) chiffres exacts, suivant nue son premier chiffre à gauche k est plus grand ou plus petit que p.
En elTet, pour pouvoir compter sur m chiffres exacts au produit, il faut que son erreur relative soit inférieure à — ; c'est ce qui aura lieu (325), si l'erreur relative de chacun de ses
facteurs est inférieure à ;^-0r, si l'on calcule exactement
les (m+ i) premiers chiffres à gauche d'un facteur dans lequel k est >p, son erreur relative moindre que t ;;sera,
a fortiori, moindre que ; et, si l'on calcule exactement
les (m -4- 2) premiers chiffres à gauche d'un facteur dans lequel k est*<p, son erreur relative inférieure à -, ou
à — -. sera encore, a fortiori, moindre que
io/lio'" ^ j > ^ yj.io*
Réciproquement, si, parmi p facteurs approchés (/>< 10), celui qui renferme le moins de chiffres exacts en contient m, le produit de ces p facteurs peut être obtenu avec (m — 2) chiffres exacts.
En effet. Terreur relative de chaque facteur est moindre
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q"6 T — ,;^> en désignant par k le chiffre de ses plus hautes
unités. Pour k^p. cette limite est moindre que -„— ei,
pour k<CPf elle est inférieure à — -^^zi» puisqu'on a toujours ioA->/?. La somme des erreurs relatives âesp facteurs est donc certainement inférieure à — —.— ou à — — -^ de
sorte qu'on peut compter sur (m — i) chiffres exacts au produit.
On voit que si, pour tous les facteurs proposés, on avait fr>/?, on pourrait compter sur (m — i) chiffres exacts au produit.
Applications.
i** Calculer^ à moins de 0,0 1, le produit
P = iooo7r(/5 — 1).
La partie entière de P ayant évidemment 4 chiffres, on demande lo résultat avec 6 chiffres exacts. D'après la règle du n° 329, on devrait
donc calculer chacun des facteurs looofr et y/^ — i avec 8 chiffres; mais, le dernier seul commençant par i, il suffira (330) de calculer le premier avec 7 chiffres. On aura ainsi, par défaut, loooTr = 3141,592 et
v/S — I = 1,2360679. Par suite, en désignant par a une quantité moindre que 0,01, on peut écrire
Il y a lieu alors de se servir de la méthode de la multiplication abrégée (260), pour calculer le produit 3i4i, 592 x 1,2360679 à 0,01 près.
3883,2199 Mais ici se présente une remarque, a désigne l'erreur qui résulte du
nombre de chiffres pris dans les deux facteurs approchés. La multiplication abrégée en introduit une seconde, également inférieure à o,oi.
Il faut évidemment faire en sorte que ces deux erreurs soient de sens contraires, pour pouvoir affirmer que le produit P est obtenu à moins de 0,01 , par défaut ou par excès.
Or, les deux facteurs considérés étant approchés par défaut, a représente une erreur par défaut. D'ailleurs, sur le produit abrégé 3883,2199, Terreur par défaut est moindre (2G0) que
ou que 34 dix-millièmes. Le produit 3141,592x1,2360679 est donc compris entre 3883,2199 et 3883,2233. En prenant pour ce produit 3883 ,2233, l'erreur par excès est au plus de 34 dix-millièmes ; en prenant 3883,23, cette erreur par excès a pour limite supérieure loi dix-millièmes ; mais la compensation s'établit ainsi par rapport à a, et 3883,23 représente le produit demandé P à 0,01 près, par défaut ou par excès.
Si les deux facteurs donnés avaient été approchés par excès, a aurait désigné une erreur par excès, et il aurait fallu, au contraire, prendre P égal à 3883,22.
a* Calculer à moins deoA le produit
La partie entière de P ayant évidemment 6 chiflVes, on v<mt le résultat avec 7 chiffres exacts. Comme un seul des facteurs est approché, il faut
calculer ce facteur (331 ) avec 8 chiffres et prendre v/2 = i ,414^*1 35 par défaut. En désignant par a une quantité moindre que 0,1, on aura donc
En employant la multiplication abrégée, on trouve
L'erreur qu'entraîne l'opération abrégée est moindre que i5 millièmes, car les trois premiers produits partiels sont exacts ; par suite, le produit considéré est compris entre 877221 ,074 et 877221,089. Pour compenser l'erreur par défaut a, on doit prendre ce produit par excès et égal à 877221,1. Telle est la valeur de P à 0,1 près par défaut ou par excès.
338. I® Calculer f avec la plus grande approximation possible, le quo-
tient
4,7îï3
sachant que le dividende et le diviseur sont approchés l'un et l* autre à moins d'une unité de l'ordre de leur dernier chiffre, le premier par défaut, le second par excès.
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ÂQCQn des deux nombres donnés ne commençant par i, et celui qui contient le moins de chififres exacts en contenant 4, on voit (333) qu'on peut compter au quotient sur 3 chiffres exacts; comme il a évidemment an seul chiffre à sa partie entière, on doit donc le calculer à o,oi près. D'ailleurs, le dividende étant donné par défaut et le diviseur par excès, ce quotient sera obtenu par défaut. En désignant par Q le quotient exact et par a une quantité moindre que o,oi, on aura
Si l'on emploie alors la méthode de la division abrégée (263), on devra prendre par excès le quotient correspondant, afin de compenser l'erreur par défaut a«
L'opération abrégée donnant pour quotient i,5o, à o,oi près par défatUy la valeur de Q sera i,5i à o,oi près, par défaut ou par excès.
On peut souvent savoir le sens de l'erreur du quotient fourni par la division abrégée. Ainsi, dans le calcul précédent, l'erreur par défaut de
ce quotient est représentée (263) par ô~7~fi' ®' son erreur par excès a
pour limite supérieure ? de sorte qu'il est bien obtenu par défaut.
Mais il peut arriver qu'on ne connaisse pas le sens de Terreur commise sur les deux nombres donnés. On ne sait pas alors si a est une erreur par défaut ou par excès; on ne peut donc pas décider entre la valeur par défaut et la valeur par excès du quotient fourni par la division abrégée. En prenant l'une d'elles, on peut seulement affirmer que l'erreur commise sur Q est moindre que 2 unités de Tordre du dernier chiffre conservé.
On se trouve encore dans le même cas lorsqu'on ne peut pas répondre du sens de Terreur commise dans la division abrégée.
a* Calculer^ avec \ 3 décimales exactes^ le quotient
TT
Le premier chiffre significatif du quotient représentant des cent-millièmes, et les chiffres significatifs d'un nombre décimal comptant seuls dans Tévaluation de Terreur relative, on voit qu'on demande 9 chiffres exacts au quotient cherché. Le dividende tt étant seul approché, on doit (334) le prendre avec 10 chiffres, par défaut, c'est-à-dire poser tt = 3, 141 592653. En effectuant alors la division abrégée, on obtient un quotient par excès 0,00004 8481 368 1 1 qui représente le quotient cherché à moins d'une unité du treizième ordre, par défaut ou par excès.
Si l'on avait voulu se servir, dans cet exemple, de la considération de Terreur absolue, on aurait désigné par s l'erreur absolue qu'on doit commettre sur le dividende tt pour que celle du quotient soit moindre que
Ï39 et Ton aurait posé (327)
fi ^ I ^ 64800
I® Calculer à moins d*une unité le produit
P = iooo7r(v/5 — 1) v/3.
La partie entière de ce produit ayant évidemment 4 chiffres, on veut le calculer avec quatre chiffres exacts. Il suffirait donc (329) de prendre chaque facteur avec 6 chiffres. Mais on peut aussi regarder P comme le
produit des deux facteurs iooo7r(v/5 — i) et v/3. Le dernier facteur commençant seul par 1 , on le prendra avec 6 chiffres, et le premier avec 5
seulement (330). Nous avons déjà trouvé (337, 1") iooott (v/5 — i) = 3883/2
par défaut; d'ailleurs, yf^ = i, 732o5 par défaut; on a donc
en désignant par a une quantité moindre que i. Il reste donc à calculer le produit 3883,2 x i,732o5, à l'unité près, par excès, en employant la multiplication abrégée. On trouve ainsi P = 6726 à moins d'une unité, par défaut ou par «excès,
2" Calculer, « 0,01 près de sa valeur^ le produit
P = (/FTh- 4) X (v/54 - 1) X (v/8 H- l).
On veut que l'erreur relative sur ce produit soit inférieure à — 2,
c'est-à-dire on veut Tobtenir avec 3 chiffres exacts. Comme le premier chiffre à gauche de chacun des facteurs donnés est au moins égal à 3, il suffit (336) de les prendre tous avec 4 chiffres exacts. Mais, si l'on veut appliquer le procédé de la multiplication abrégée, il convient de calculer d'abord le produit des deux premiers facteurs avec 5 chiffres exacts, pour être sûr d'avoir ce produit par défaut avec 4 chiffres exacts, ce qui conduit à calculer ces facteurs par défaut avec 6 chiffres exacts. On a ainsi
/nH-4 = 7,31662, v^54 —1 = 6,34846, v^-hi== 3,8a8.
AUITHMÉTIQUE. a I 7
Le produit des deux premiers facteurs contient a chiffres à sa partie entière. On doit chercher ce produit, par la multiplication abrégée, à 0,001 près par défaut. On trouve ainsi 46,449* Par conséquent, le produit des deux premiers facteurs est, par défaut, avec 4 chiffres exacts, 4^,44- En multipliant ce résultat par le troisième facteur, on voit que le produit définitif contiendra 3 chiffres à sa partie entière, et qu*on doit, par suite, Tobtenir à l'unité près. On a donc
en désignant par a une quantité moindre que i. Il reste à calculer le produit 46,44 X 3,828 à funité près par exc^, pour compenser l'erreur par défaut a. En employant la multiplication abrégée, on trouve P = 178, à moins d'une unité, par défaut ou par excès.
Pnissances et racines.
3iO. L'erreur absolue de la puissance /i^'"" d\in nombre approché a pour limite supérieure n fois le produit de la (n — i)"*' puissance du même nombre par son erreur absolue.
Uerreur relative de la n'^' puissance d'un nombre approché a pour limite supérieure n fois l'erreur relative de ce nombre.
Ces deux énoncés résultent immédiatement du théorème du n° 325, en supposant égaux entre eux tous les facteurs considérés.
a étant un nombre exact, ei a — a une valeur de ce nombre approchée par défaut, on aura donc, en désignant par e et par r l'erreur absolue et Terreur relative de (a — a)",
e < nn'-* oc et r << n - •
D'après ce qui précède (337, 33Î)), les calculs relatifs à Télévation aux puissances des nombres approchés ne présenteront aucune difficulté. Les seules applications usuelles concernent d'ailleurs les carrés et les cubes.
3il. Pour l'extraction des racines, c'est la considération de Terreur relative qui conduit aux règles les plus simples.
Remarquons qu'un nombre peut toujours être regardé, par définition {3ii))y comme la n'**"' puissance de sa racine n''"
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H résulte alors du numéro précédent que Terreur relative commise sur ce nombre approché par défaut est moindre que n fois l'erreur relative de sa racine n'*"* el, par suite, que Terreur relative de la racine w'**' d'un nombre approché par défaut surpasse, à son tour, la /i'^"" partie de Terreur relative de ce nombre.
Mais> comme il ne s*agit, dans les cas ordinaires de la pratique, que de déterminer le rang du dernier chiffre sur lequel on peut compter au résultat, il est permis, en se plaçant à ce point de vue, d*adopter Ténoncé suivant :
L'erreur relative de la racine n'*"" d'un nombre approché est égale à la /i'*"" partie de l'erreur relative de ce nombre.
Les seules applications usuelles de cet énoncé concernent les racines carrée et cubique.
Règles pratiques pour Textraction de la racine carrée et de la racine cubique d'un nombre approché.
342. I. Pour obtenir la racine carrée d'un nombre avec m chiffres exacts, il suffit de connaître ce nombre avec m ou {m -h i) chiffres exacts, suivant que le chiffre de ses plus hautes unités est plus petit que 5 ou au moins égala 5.
En effet, Terreur relative de la racine carrée d'un nombre approché peut être, en général, regardée comme égale à la moitié de Terreur relative de ce nombre (341).
Par suite, si Terreur relative du nombre donné est moindre
que — ou que -z -— :? Terreur relative de sa racine car-
rée sera moindre que — -> et Ton pourra conserver comme
lO"
exacts les m premiers chiffres de cette racine.
Or, si le chiffre K des plus hautes unités du nombre proposé est plus petit que 5, et si Ton connaît dans ce nombre (/tH-i) chiffres exacts, son erreur relative, moindre que
=r— ^ — 9 ou que — =7—- — -—> sera, a fortiori, moindre que
■= — ^ Si K est égal à 5 ou plus grand que 5, et si Ton
connaît seulement m chiffres exacts dans le nombre proposé,
ARITHMÉTIQUE. Sl^
son erreur relative, moindre que vp - ~~> sera aussi moin-
^ il X 10**"*
dre que -•
343. Réciproquement, un nombre approché étant donné avec m chiffres exacts^ on peut calculer sa racine carrée avec (m — i) ou avec m chiffres exacts^ suivant que le chiffre de ses plus hautes unités est plus petit que 5 ou au moins égal à S.
En effet, K étant le chiffre des plus hautes unités du nombre proposé, son erreur relative est, d'après l'hypothèse, moindre
^^^ |7 ;s3[) P*** suite (341), Terreur relative de sa racine
carrée est moindre que -=7 ••
Si K est plus petit que 5, Terreur relative sur la racine carrée cherchée est donc moindre que -? et Ton peut
compter sur ses (m — i) premiers chiffres. Si K est égal à 5 ou plus grand que 5, l'erreur relative sur cette racine carrée est moindre que — -j et l'on peut conserver comme exacts ses m premiers chiffres.
344. Les deux théorèmes précédents (342, 343) s'appliquent à la racine cubique, en remplaçant par 4 le chiffre 5 qui figure dans leurs énoncés.
345. Il est essentiel de remarquer combien les résultats qu'on vient d'obtenir simplifient les règles données aux n** 287, 288, 308 309, pour l'évaluation en décimales de la racine carrée ou cubique d'un nombre quelconque.
Applications.
Calculer yfH ko ^01 près
^îr ayant ud chiffre à sa partie entière, on veut trouver le résultat avec 3 chiffres exacts. Le premier chiffre de tt étant moindre que 5, il faut prendre ?r avec 4 chiffres (342). Si Ton prend sa valeur par excès, on a
y/îT = y/j, 142 — a,
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en désignant par a une quantité moindre queo^oi. Il ne reste donc plus qu'à extraire la racine carrée du nombre 3, 142 à 0,01 près par défaut, pour compenser l'erreur a qui est par excès. On trouve ainsi 1,77, qui
représente v/^r à 0,01 près, par défaut ou par excès.
2° Calculer V 85i -h v^a à o , i près,
La partie entière du résultat ne renfermant qu'un chiffre, on veut ce résultat avec 2 chiffres exacts. Comme le premier chiffre du nombre
85i-Hv^ est plus grand que 5, il suffît de connaître a chiffres exacts
de ce nombre (342). On cherchera donc v^85oà 0,1 près, en prenant cette racine par excès pour compenser l'erreur par défaut due à la substitution opérée. On obtient ainsi 9,5. C'est la racine cubique demandée, à 0,1 près, par défaut ou par excès.
3** Extraire la racine carrée de 28 , 27 avec la plus grande approximation possible^ sachant que ce nombre est approché par déjaut à moins de 0,01.
Le nombre proposé a 4 chiffres exacts, mais il commence par 2; on ne peut donc compter (343) que sur trois chiffres exacts à la racine.
En extrayant cette racine à 0,01 près par excès, pour compenser l'erreur par défaut qu'entraîne celle commise sur le nombre, on trouve 5,32. C'est la racine carrée demanùée.à 0,01 près, par défaut ou par excès.
4® Calculer i / , avec la plus grande approximation possible,
sachant que les deux termes de la fraction placée sous le radical sont
approchés à moins d'une unité de l ^ ordre de leur dernier chiffre, sans
qu'on connaisse le sens des erreurs commises.
On doit d'abord calculer le quotient soumis au radical avec la plus
grande approximation possible. On trouve ainsi (340, i®) que ce quotient
est compris entre 1,49 et i,52. La racine carrée demandée est donc
(343) 1,2 a moins de 0,1 par défaut*
5® Calculer i /'64 -+- -? à 0,001 près.
La racine cherchée ayant i chiffre à sa partie entière, on doit l'obtenir
avec 4 chiffres exacts. Le premier chiffre du nombre 64 + - étant supé-
rieur à 5, il suffit de prendre ce nombre avec 4 chiffres exacts (342). Il
faut donc calculer le quotient - avec 4 chiffres exacts, ou à 0,001 près ;
mais, comme il convient de connaître le sens de l'erreur commise sur ce
quotient, on doit le calculer en réalité avec 5 chiffres, et prendre, par
éuite, TT avec 6 chiffres (336). On a ainsi - = = — 7— r-' ^ étant pris par
' ^ . 7r 3, 14 159 r tr
défaut, le quotient indiqué est obtenu par excès. On devra donc, en enwployant la division abrégée, calculer par compensation le quotient par défaut. On trouve ainsi 2,228 à 0,001 près, par défaut ou par excès. Par
conséquent, - = 'IjIià à 0,01 près par défaut. On est ainsi ramené à calculer par compensation v/û6,22 à 0,001 près par excès. La racine carrée
de l'expression 64 -t- - est alors 8, i38 à 0,001 près, par défaut ou par
excès.
Ce dernier exemple montre bien avec quel soin il faut diriger les calculs, en établissant pas à pas la compensation des erreurs, pour qu'elles ne s'accumulent pas constamment dans le même sens et pour qu'on puisse répondre finalement de l'approximation du résultat.
SYSTÈME MÉTRIQUE
Notions préliminaires.
347. Nous avons achevé tout ce qui concerne le calcul quand on considère seulement les six premières opérations fondamentales. L'étude des logarithmes en Algèbre et celle des rapports trigonomélriques augmenteront plus tard nos ressources sous ce point de vue.
Pour terminer l'Arithmétique proprement dite, nous devons maintenant exposer ses applications usuelles. Ces applications sont plutôt du ressort de l'Algèbre; car TArithmélique ne trouve pas les solutions, elle les calcule. Mais il ne s^ra pas inutile de montrer, par comparaison, quels sont les avaniages de l'Algèbre et, après avoir résolu certaines questions à l'aide de l'Arithmétique, de les résoudre de nouveau algébriquement, avec une rapidité et une simplicité bien plus grandes.
Comme les calculs les plus ordinaires ont pour objet des longueurs, des surfaces, des volumes et des poids, nous exposerons d'abord le système général de ces mesures.
3W. « L'excessive diversité des mesures de longueur, de volume et de poids, autrefois usitées dans les diverses pro- Tinces de la France, présentait au gouvernement, ainsi qu'au commerce, des inconvénients depuis longtemps reconnus. Kais le Caractère légal, attaché aux usages individuels de ces
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provinces, n'auraii pas aisément permis à rAdministratlon royale de les raniener à runiformité. Lorsque la grande Révoiuiion de 1789 eul mis louie la force d'un pouvoir central aux mains de l'Assemblée constituante , quelques hommes éclairés songèrent à profiler de celle position pour donner à la France un système de mesures général et uniforme, dont toutes les parties fussent astreintes à un mode régulier de dérivation. Une Commission, prise dans l'Académie des Sciences, composée de Borda, Lagrange, Laflace, Monge et CoNDORCET, fut chargée de proposer un choix d'unité fondamentale, et d'indiquer les opérations nécessaires pour la déterminer. » (BioT, Astronomie physique y t. III, p. 334-)
U unité fondamentale qui a été choisie par la Commission est la dix-millionième partie du quart d'un méridien ter-' restre (') : cette unité fondamentale a reçu le nom de hëtur. Les résultats des opérations exécutées, pour la déterminer d'une manière aussi précise que possible, par Mécdain, Db- LAMDRE et Borda, furent approuvés par le Corps législatif le 4 messidor an Vil (22 juin 1799), et les étalons des mesures de longueur et de poids adoptées déposés aux Archives (*).
349. Remaiique. — D'après les opérations géodésiques exécutées et les calculs auxiliaires, le quart du mériaien terrestre elliptique avait été trouvé égal à 5 180740 toises (*) ou le mètre égal à o^o^w^ 5130^40 : telle est la longueur du mètre légal. Des calculs plus exacts ont prouvé depuis que celte valeur est un peu plus petite que la dix-millioniOme partie du quart du méridien terrestre considéré, lequel passe par Paris en allant de Dunkerque à Barcelone. 11 est très-heureux ce])endant qu'on ait accepté immédiatement les résultats mdiques : ce qui importait, c'était rétablissement légal de Tuniformité des mesures pour toute la France. Le mètre théorique et le mètre légal diiïèrent d'ailleurs très-peu, puisque Terreur présumée affecte seulement les centièmes de ligue. Le mètre légal étant représenté par le nombre o^o'", 5180740 ou 443*-'^«»,2g6, le calcul indique la valeur oToiw;5i3i276 ou 443»-»«n~,34a.
(*) On démontre que la Terre peut être regardée approximativement comme un ellipsoïde .de révolution aplati aux pôles et renflé à Téquateur. Toute section passant par l'axe, c'est-à-dire par la ligne des pôles, détermine un méridien terrestre. ( Voir la Géométrie.)
(') L'étalon en platine déposé ai^x Archives donne la longueur légale du mètre à la température de la glace Tondante.
(') La tuise était l'ancien ne unité de mesure pour les longueurb : elle se subdivisait en G pieds, chaque pied en 13 pouces, chaque pouce eu la lignes; la toise renfermait donc 72 pouces ou 864 lic^^^*
Mesures de longnear.
350. Comme le dit Lk^lace {Exposition du Système du monde, livre I, ch. XIV) : « L'ideniilé du calcul décimal el de celui des nombres eniiers ne laisse aucun doute sur les avantages delà division de toutes les espèces de mesures en parties décimales. »
On a donc soumis les multiples et les subdivisions du mètre à la loi décimale : les multiples représentent des longueurs de dix en dix fois plus grandes, les subdivisions des longueurs de dix en dix fois plus petites. Les noms des multiples sont formés du nom de l'unité principale, précédé des mots grecs décay liée ta, kilo, myria, qui signifient dix, tent, mi lie, dix mille ;ei les noms des subdivisions sont formés du nom de l'unité principale, précédé des mois latins déci, centi, milli, qui signifient dixième, centième, millième. Cette règle est également suivie pour toutes les autres mesures. Les mesures de longueur sont comprises dans le tableau suivant :
Mrn'amètre |MM) dix raille mètres.
Kilomètre (KM) mille mètres.
Hectomètre ( HM ) cent mètres.
Décamètre (DM) dix mètres.
ilÈTRE (M ) unité de longueur, unité fondamentale.
Décimètre (dM ) dixième de mètre.
Centimètre (cM) centième de mètre.
Millimètre (mM) millième de mètre.
D'après ce tableau, une longueur contenant
3 hilomètres, 5 hectomètres, 2 décamètres, 7 mètres, 8 décimètres, g centimètres^
est représentée par
351. On ne prend pas toujours le mètre pour unité. S'il s'agît de distances itinéraires, on rapporte le nombre considère au myriamètre ou au kilomètre. Dans l'arpentage, c'est Thectomètreou le décamètre qui devient l'unité. Les physiciens, dans leurs expériences délicates, expriment les résultats qu'ils obtiennent en centimètres ou en millimètres.
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Il est évident d'ailleurs que, lorsqu'on veut changer d'unîié, il suffit de placer la virgule à la droite du chiffre de même espèce que la nouvelle unité. Ainsi, le nombre 3275'',7ï3 représente aussi 32"'*,757i3. Le déplacement de la virgule ne change pas l'espèce d'unité représentée par le dernier chiffre à droite.
Dans tous les cas, l'unité adoptée ne doit être ni trop grande ni trop petite par rapport aux longueurs à mesurer.
352. On mesure les longueurs à l'aide de règles. On emploie pour le dessin le double décimètre, longueur de 2 décimètres, divisée en centimètres et en millimètres, à l'aide de laquelle on peut très-facilement évaluer une petite longueur à 7 millimètre près. Dans le lever des plans, on se sert de règles en bois ou en métal ayant i, 2, 4 ou 6 mètres. La chaîne d'arpenteur est une chaîne de 10 mètres.
£n France, des bornes placées le long des routes indiquent les kilomètres parcourus.
On. compte par lieue métrique de 4000 mètres ou de 4 (kilomètres; par lieue de 25 au degré (•) (c'est-à-dire qu'on en compte 2.5 dans l'arc d'un degré) ou par lieue de 4444">44 (')î par lieue marine de 20 au degré ou de 5555**, 56; par raille marin de 60 au degré ou de i minute, contenant i85i^,85.
Dans la mesure directe des longueurs, on ne peut pas compter sur une approximation supérieure à o^^ooou
Hesores de siurface.
353. L'unité de surface est toujours le carré {Jlg. i) construit sur l'unité de longueur (voir la Géométrie). Cette unité porte le nom de mètre carré. Les multiples du mètre carré sont de cent en cent fois plus grands, les subdivisions de cent en cent fois plus petites. Pour nous en rendre compte, considérons le carré construit sur un mètre. Divisons le côté AB en dix parties égales : chacune représentera un décimètre; par les points de division obtenus, menons des parallèles au
( *) Le quart du méridien terrestre est divisé en 90 degrés , chaque de^^ré en 60 minutes, chaque minute en 60 secondes.
(*) 11 s'a^rit ici, bien entendu, d'une valeur moyenne.
Fig. I.
côié BC. Nous diviserons le carré en dix bandes ayant i"de
longueur et o",i de hauteur Divisons de même le côté BC en dix décimètres et, par les points de'division, menons des parallèles au côté AB. Nous partagerons chacune des dix premières bandes en dix carrés ayant pour côté o*",! ou en dix décimètres carrés. Le mètre carré en contient donc 100.
Même démonstration pour les c autres multiples ou subdivi-
sions. On peut donc former le tableau suivant :
Mmamèire carré ( MMq )
Kilomètre carré ( KMq )
Hectomètre carré (HMq)
Décamètre carré (I^^Q)
UÈTBE CARRÉ (Mq)
Décimètre carré (dMq)
Centimètre carré (cMq )
Millimètre carré (mMq )
1 00000000 M. carrés.
1 000000 M. carrés, loooo M. carrés.
100 M. carrés.
carré construit sur l'unité de longueur, 0,01 de M. carré, o.oooi de M. carré.
0,000001 de M. carré.
On voit que deux chiffres sont nécessaires pour représenter chaque multiple ou subdivision, de sorte qu'une surface renfermant
3HMq 25*^^*1 7"^ 83^*''» 9^*''î
sera représentée par le nombre 325o7"'î,83o9.
Lorsqu'on veut passer d'une unité à une autre> il suffit évidemment de placer la virgule après le chiffre qui correspond à la nouvelle unité.
354 Quand il s'agit de mesures agraires ou d'arpentage, l'unité principale devient le décamètre carré, et on lui donne alors le nom à* are. L'are n'admet qu'un seul multiple : Yheciarcy qui vaut cent ares; qu'une seule subdivision : le ceniiare, égal à la centième partie de Tare. En se reportant à ce qui précède, on peut donc former le tableau suivant :
Hectare (Ha) 100 ares ou i"*''» ou 10000**^
jire (a) i^^^ ou ioo"<i
Centiare (ca) 0,01 d'are ou i"<i
La superficie d'un terrain renfermant i35 hectares, 7 ares, 12 centiares sera alors représentée par le nombre 1 35 "",07 12 ou parle nombre i35o7*,i2 ou par le nombre i35o7i2*^*.
Pour transformer un nombre d'hectares en mètres carrés, il suffit de le transformer en centiares, puisque le centiare et le mètre carré représentent la même surface. Ainsi une surface de 3i27''*,2593 renferme 3i272598** ou 3x272598"*!.
355. Les surfaces ne sont jamais mesurées directement, c'est-à-dire qu'on ne porte pas l'unité de surface autant de fois que possible sur la surface à évaluer. La Géométrie ramène celte évaluation à celle de la longueur d'une ligne ou de plusieurs lignes ayant une liaison déterminée avec la surface considérée.
Mesures de volame et de capacité.
356. On prend toujours pour unité de volume le cube (fig. 2) construit sur l'unité de longueur {voir la Géométrie), Cette unité porte le nom de mètre cube. Les multiples du mètre cube sont de mille en mille fois plus grands, les subdî-
Fig. 2.
visions de mille en mille fois plus petites. Pour nous en rendre compte, considérons le cube construit sur un mètre. Sa face ABGD renfermera 100 décimètres carrés, puisque celle face est un mètre carré. Sur chacun de ces décimètres carrés comme
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base, on peut construire un volume ayant pour hauteur l'arêle BE du cube : le mètre cube considéré renfermera cent de ces volumes. On peut maintenant diviser Tarêie BE = i" en 10^'* et, par les points de division obtenus, faire passer des plans parallèles à la face ABCD. On décomposera chacun des cent volumes déjà construits en dix volumes, et ces dix volumes seront évidemment des cubes ayant i"^^ de côté, c'està-dire dés décimètres cubes. Le mètre cube contient donc bien 1000 décimètres cubes. Même démonstration pour les autres multiples ou subdivisions. On peut donc former le tableau suivant :
Hectomètre cube ( IIMc) 1 000000 M. cubes.
Décamètre cube (l)Mc) 1000 M. cubes.
Mètre cube (Me) cube construit sur V unité de longueur»
Décimètre cube (dMc) 0,001 de M. cube.
Centimètre cube (cMc) 0,000001 de M. cube.
Millimètre cube (mMc) 0,000000001 de M. cube.
On voit que trois chiffres sont nécessaires pour représenter chaque multiple ou subdivision, de sorte qu'un volume renfermant
sera représenté par le nombre 37365"'=,o27oo9, Lorsqu'on veut passer'd*une unité à une autre, il suffit évidemment de placer la virgule après le chiffre qui correspond à la nouvelle unité.
357. Les mesures géométriques, les déblais et remblais, les blocs extraits des carrières, etc., sont exprimés en mètres cubes. Lorsqu'il s'agit d'éval uer le volume des bois de chauffage ou de charpente, l'unité de volume prend le nom de stère.
Le stère n'a qu'un multiple : le d/fcastère, qui vaut dix stères; qu'une subdivision : le décistère, qui est la dixième partie du stère. On fait aussi usage du double stère et du demidécastère.
Les volumes, de même que les surfaces, ne sont jamais mesurés directement,
358. L'unité de capacité, ou l'unité employée pour la mesure des liquides et des grains, a reçu le nom de litre. Le litre est la capacité d'un décimètre cube. On compte par litres
comme on compte par mètres : on peut donc former le tableau suivant :
KiloUtre ( Kl ) jooo litres.
Hectolitre ( Hl) loo litres.
Décalitre (Dl) lo litres.
Litre (1 ) ou décimètre cube.
Décilitre ( dl) o, i du litre.
Centilitre (cl) o,oi du litre.
Millilitre ( ml ) o,ooi du Ktro.
Le mètre cube vaut looo décimètres cubes et le kilolîlre vaut 1000 litres. Par conséquent, le kilolitre est la capacité d'un mètre cube.
Une capacité renfermant
sera représentée par le nombre i578\98. Si l'on demande à
combien de mètres cubes équivaut cette capacité, il suffira de
prendre d*abord.pour unité le kilolitre, c'est-à-dire de placer la
virgule après le chiffre qui exprime des kilolitres. On obtient
ainsi
iKï,57898 .ou i"s57898o.
359. Les boissons se mesurent en hectolitres ou en litres; les grains, en hectolitres, décalitres ou litres; les graines propres au jardinage, en décilitres.
Pour la mesure des liquides on se sert de vases en éiain. Ces vases sont cylindriques, et leur hauteur est double du diamètre de leur base. Ces vases sont de iS 5^^ a'*^ i*^^ 5*^',
Pour la mesure des grains, on se sert de vases en bois. Ces vases sont cylindriques, et leur hauteur est égale au diamètre de leur base. Ces vases sont de I"^ 5*^^ 7P\ i^\ 5*, 2*, 1*, 5^\ 2«, i^^
Mesures de poids.
3G0. L'unité de poids a reçu le nom de gramme.
Le gramme est le poids dans le vide d'un centimètre cube d'eau distillée, à la température de 4 degrés centigrades.
On a pris de l'eau distillée, c'est-à-dire parfaitement pure, parce quûle poids de l'eau varie avec les matières qu'elle tieni en suspension. On a choisi la température de 4 degrés cent!-
grades» parce que le poids de Teau varie avec la température et que ce poids atteint son maximum à la température de 4 degrés centigrades. Enfin on a considéré le poids dans le vide, parce qu'on a voulu éviter la poussée de l'air qui aurait diminué le poids accusé par les appareils, et, en outre, parce que le poids dans Tair varie suivant l'état de l'atmosphère.
On compte par grammes comme on compte par mètres. On
peut donc former le tableau suivant :
Millier^ tonne ou tonneau de mer (T) looo kilogrammes.
Quintal métrique (Q) loo kilogrammes.
Kilogramme '. ' (Kg) looo grammes.
Hectogramme ( Hg) loo grammes.
Décagramme ( Og) lo grammes.
Gramme (g) unité de poids,
Décigramme (dg) o,i de gramme.
Centigramme (cg) o,oi de gramme.
Milligramme •• . . (mg) o,ooi' de gramme.
Comme le gramme eût été trop petit, c'est le kilogramme qui a été déposé aux Archives, sous forme d'un cylindre en platine, dont la hauteur égale le diamètre de la base.
Dans la mesure directe des poids, on ne peut pas compter sur une approximation supérieure à 7 milligramme,
361. Le kilogramme, valant 1000 grammes, représente le poids de 1000''^'' d'eau distillée dans les conditions indiquées: il équivaut donc an poids de i*"® ou d'ii/ï. litre d*eaii distillée.
De même, la tonne, valant 1000 kilogrammes, représente le poids de 1000 litres d'eau distillée, c'est-à-dire équivaut au poids d'un mètre cube d'eau distillée. Pour évaluer le chargement des navires, on se sert de la tonne ou tonneau. Un navire de 1000 tonneaux est un navire capable déporter 1 000000 de kilogrammes.
3G2. Les poids adoptés dans le commerce sont en fonte de fer, en cuivre ou en laiton; on les divise en trois séries. Les gros poids dépassent le kilogramme ; les poids moyens vont du kilogramme au gramme; les petits poids sont comptés à partir du gramme.
Les poids en fonte de fer sont de 50*^*, 20*», 10*», 5*», a*^», i^^5"S2«S 1"», 5»>«^.
aStl ARITHMÉTIQUE.
Les poids en cuivre sont de zo^^, lo^», 5*^^, a"^. i'^'^, 5"', ?."», i"»,5'>», 2"*^ i^^S 5% 2«, i», 5^«, 2^S ï^«, 5^*, 7St, i<"f, S'"», 2™S ï"".
Les poids inférieurs au gramme sont surtout employés dans les analyses chimiques, les pesées pharmaceutiques ou les expériences de Physique.
Les gros poids en fonte de fer affectent» jusqu'à to kilogrammes, la forme d'un parallélipipède rectangle; au-dessous, ils affectent la forme d'un tronc de pyramide hexagonal; un anneau permet de les soulever.
Les poids moyens en cuivre ou en laiton ont la forme d'un cylindre surmonté d'un boulon; la hauteur du cylindre est égale au diamètre de sa base, sauf pour le gramme et le double gramme qui présentent un diamètre double de la hauieur. On emploie aussi, du kilogramme jusqu'au gramme, des poids dits à godet, c'est-à-dire ayant la forme de cônes tronqués creux, qui rentrent exactement les uns dans les autres.
Enfin les petits poids sont en cuivre, en laiton ou en platine; on leur donne la forme d'une plaque carrée, dont l'un des angles est relevé pour qu'on puisse la saisir avec une pince.
363. Le rapport qui lie le kilogramme au litre ou la tonne au mèire cube permet d'apprécier immédiatement le volume d'une masse d'eau dont le poids esl connu ou inversement.
Si une masse d'eau pèse 259^^,825, elle occupe une capa* cité de 257^ 825 et son volume est égal à 0**% 257825.
Si une masse d'eau occupe une capacité de 2459s 7, elle pèse 2459"^», 7 ou 2^,4597.
On peut résoudre le même problème pour tous les corps^ pourvu qu'on connaisse leur poids sous l'unité de volume ou leur poids spécifique {*),
Remarquons que, lorsqu'on fait correspondre l'unité de poids ou le kilogramme et l'unité de capacité ou le litre, le même nombre abstrait représente le poids de la masse d'eau considérée et son volume. On peut donc dire encore que le poids spécifique d'un corps est le rapport de son poids à celui d'une masse d'eau de même volume.
Supposons qu'on demande le poids d'un bloc de marbre de 2^,875. S'il s'agissait d'un volume d'eau, le poids correspondant serait 2''',875 ou 2875"^*; le poids spécifique du marbre
(») Foir la Table IV à la lin du Volinue.
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élanl égal à 2,8175, le poids cherché sera 9.875*^ X '2,8376 ou 8158*^», I.
SI l'on demande le volume occupé par un bloc de marbre pesant 459*^^27, il faut remarquer que le même poids d'eau occuperait un volume égal à 459** • ,270; mais le marbre pesant près de 3 fois plus que l'eau, sous le même volume, occupera, pour un poids donné, un volume environ 3 fois plus petit : plus exactement, on obtiendra le volume cherché en divisant le poids 4%)*^^» ^7 ou le volume d'eau correspondant 459''"*, 270 parle poids spécifique 2,8376; on trouve i6i****%85r.
Disons en terminant, et comme renseignements usuels, que le poids moyen de V hectolitre de froment est de 76 kilogrammes, celui de l'hectolitre d'orge de 64, et celui de l'heclolilre d'avoine de 47 kilogrammes.
Monnaies.
L'unilé de monnaie est \q franc
Le franc est une pièce du poids de 5 grammes : sur \o parties y elle est composée, en poids ^ de 9 parties d* argent et i de cuivre. Cet alliage donne à la monnaie une plus grande dureté et lui permet de mieux résister à l'action du frottement.
Le franc a pour subdivisions le décime, ou dixième du franc, elle centime, ou centième du franc. Ses multiples n'ont pas reçu de noms particuliers.
Les monnaies françaises sont en argent, en or et en bronze. Les monnaies d'or, sur 10 parties en poids, sont composées de 9 parties d'or pur et de i partie de cuivre. Les monnaies de bronze, sur 100 parties en poids, sontcomposées de 96 parlies de cuivre, de 4 parties d'étain et de 1 de zinc.
Ces monnaies sont toutes décimales, et elles comprennent toutes celles qu'on peut intercaler dans l'intervalle de i centime à 100 francs, en remarquant que l'échelle décimale n'admet que les diviseurs 2 et 5 de 10. Ainsi, dans la série des monnaies françaises, on trouve le double et la moitié des pièces décimales fondamentales qui sont : i centime, 10 ccnlimes, I franc, 10 francs, 100 francs. C'est ce qui a lieu également, comme nous l'avons indiqué (359, 362), pour les poids et les mesures de capacité.
Toutes les monnaies françaises sont comprises dans les tableaux suivants :
Honnaies d'or.
VALEUES EN FRANCS.
fr
Pièce de loo. .
POIDS
DIAMÈTRE
en grammes.
en millimètres.
ST
mN
La tolérance pour le poids est de i millième en plus ou en moins pour la pièce de 100 francs; de 3 millièmes pour les pièces de 5o francs, de 30 francs et de 10 francs; de 3 millièmes pour la pièce de 5 francs.
Monnaies d'argent.
VALKURS EN FRANCS.
POIDS en (rrammes.
DIAMETRE en millimètres.
fr
Pièce de 5
mM
La tolérance pour le poids est de 3 millièmes en plus ou en moins pour la pièce de 5 francs; de 5 millièmes pour les pièces de 3 francs et de I franc; de 7 millièmes pour la pièce de o^',5o, et de 10 millièmes pour la pièce de o^'',20.
Monnaies de bronze.
VALEURS EN FRANCS
fr
Pièce de 0,10,
POIDS en grammes.
DIAMÈTRE en millimètres.
La toiérunce pour le poids est do 10 millièmes en plus ou en moins pour les pièces de 0^'', 10 et de o^'',o5; el de i5 millièmes pour les pièces de o^'',o2 et de o*^*",oi.
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365. Légalement, Vov vaut, sous le même poids, i5 fois et demie plus que l'argent; l'argent vaut, sous le même poids, 20 fois plus que le bronze.
Il est facile d'après cela de déterminer directement le poids de la pièce d'or de 20 francs, par exemple. En effet, 20 francs en argent pesant 100 grammes, 20 francs en or devront peser i5 fois et demie moins. Le poids de la pièce d'or de 20 francs
sera donc égal a - ^ ou a — p^-» c est-a-dire a 6»', 45 161. Ce ^ i5,5 i55 ^
calcul prouve en même temps que i55 pièces d'or de 20 francs pèsent 1000 grammes ou que i kilogramme d'or monnayé représente 3 100 francs.
il est bon de remarquer que les monnaies peuvent, d'après les tableaux précédents, servir de poids usuels.
Pouravoir en grammes le poids d'une somme d'argent exprimée en francs, il sufQt de la multiplier par 5, puisque i franc pèse 5 grammes. Pour avoir en francs la valeur d'une somme d'argent dont le poids est connu en grammes, il suffit de diviser ce poids par 5. Ainsi» i kilogramme d'argent monna^^é re* présente 200 francs.
366. On appelle alliage le résultat de la fonte de plusieurs métaux. Toute portion d'alliage ou de métal pur s'appelle lingot. Le rapport du poids d'un des métaux qui entrent dans l'alliage au poids total du lingot est le titre du lingot par rapport au métal considéré. On exprime ordinairement les titres monétaires en millièmes. On dira que les monnaies d'or françaises sont au titre de 0,900 dejin, en indiquant par cette expression qu'on veut parler du métal le plus précieux entrant dans l'alliage. On accorde sur le titre une tolérance de 2 millièmes en plus ou en moins, toujours pour les monnaies d'or.
Les frais de fabrication des monnaies s'élèvent à 6^% 70 par kilogramme d'or monnayé et à i'%5o par kilogramme d'argent monnayé, tous deux au titre de 0,900. Par suite, un alliage d'argent au titre de 0,900 et pesant i kilogramme, vaut 198^^,50; un alliage d'or au titre de 0,900 et pesant 1 kilogramme vaut 3098'% 3o.
1 Idlogramme d'argent pur vaut par conséquent
En effet, dans i kilogramme d'argent monnayé il n'entre que
ooo grammes d'argent pur. De même i kilogramme d*or pur
3o93'%3o X looo ,, , .
vaut — = 3437'^'^ (').
yoo
367. Une loi du 25 mai 1864 a abaissé le titre des pièces de 5o centimes et rie 20 centimes à 835 millièmes de fin. Une autre loi, du 27 juin 1866, a étendu celte même décision aux pièces de i franc et de 2 francs. Les anciennes pièces, au titre de 900 millièmes, ont été refondues et employées à la nouvelle fabrication. On a évité ainsi leur démonétisation et leur exportation.
Cette disposition, prise en dérogation de la loi régulatrice du 7 germinal, an XI, n'altère pas d'ailleurs sensiblement les caractères de notre système monétaire dans ses rapports avec l'ensemble de nos poids et mesures, puisqu'elle ne fait que modifier légèrement les titres de quelques pièces d'argent.
368. Indépendamment des titres monétaires, il y a trois litres légaux pour les ouvrages d'or : ce sont les titres de 0,920, de 0,840 ei de 0,750. Il y en a deux pour les ouvrages d'argent, ce soni les litres de 0,960 et de 0,800. Ces titres sont indiqués par une marque spéciale frappée dans les hôtels des monnaies, et qu'on appelle contrôle.
Il est facile de calculer la valeur intrinsèque d'un objet en or ou en argent, lorsqu'on connaît son poids et son titre.
Un ouvrage d^or, au titre de 0,920, pèse 85 grammes ^ quelle est sa valeur propre P La quantité d'or pur contenue dans cel objet est égale à 85»' X 0,920, c'est-à-dire à 78«',2. Puisque I kilogramme d'or pur vaut 3437^% 1 gramme d'or pur vaut 3^S437 : par suite, l'objet considéré vaut 3^',437X78,2 ou 268^77.
Résumé.
369. Le système métrique, malgré les efforts du gouvernement, fut assez long à triompher des résistances de la routine. On comprit bien, cependant, dès le principe, ses avantages de toute nature. « ... Il faut publier et répandre le tableau de comparaison entre les anciens et les nouveaux poids pour faciliter, pour accélérer le passage trop lent de
(*) Nous n^entrcrons dans aucun détail sur les retenues spéciales qui, dans certains cas, peuvent Tenir diminuer un peu les valeurs indiquées.
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l'ancien chaos, de l'ancienne confusion de tous les poids ei de touies les mesures, au nouveau système métrique qui doit induer si puissamment sur la simplicité, sur la moralité même des transactions commerciales... ».(Z>/scowr* de B. M. dk CohcEROussK, au Conseil des /inciens, le 3 floréal, an Vil.)
Aujourd'hui, on n'a plus à lutter pour le triomphe de celte belle création, qui a été l'une des plus grandes entreprises des sciences. Pour en mieux saisir l'utilité et l'opportunité, il faudrait pouvoir se représenter par la pensée « le véritable chaos dans lequel l'incroyable et incohérente diversité des mesures, qui changeaient pour ainsi dire de village à village, ovait nus toutes les relations sociales. L'Institut de France et le gouvernement de notre pays ont donné à cette occasion un (rrand et bel exemple au monde, exemple unique dans ThisiDJre des sciences : ils ont voulu qu'un congrès de savants de loutcs les nations qui voudraient bien envoyer des députés >'assemblât pour prendre connaissance de toutes les observalions, de toutes les expériences déjà faites, pour les vérifier et les recommencer au besoin, pour s'assurer de l'exactitude de toutes les déterminations et de tous les calculs. > Les nations qui comprirent alors la grandeur du problème posé doivent s'en honorer. 11 nous reste à désirer que ce magnifique projet s'accomplisse dans toute son étendue et que le système des mesures métriques et décimales soit adopté par tous les peuples. Cette adoption générale sera d'autant plus rationnelle, indépendamment de toute condition économique, que « son établissement s'est rattaché aux plus hautes questions astronomiques, et a servi à confirmer les lois de l'attraction universelle en donnant une idée complètement exacte de la forme et des dimensions de notre globe ».(Arago, Astronomie populaire^ t. IV, p. 78 et suiv.)
Une dernière remarque est importante. Lorsque l'unité de longueur est fixée, toutes les autres unités le sont nécessairement. Ainsi, si l'on prend le décimètre pour unité de longueur, l'unité de surface est le décimètre carré, l'unité de volume est le décimètre cube, Tunité de capacité est le litre, l'unité de poids est le kilogramme. Si l'on négligeait cette précaution dans les calculs, on pourrait être conduit à des erreurs grossières.
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DES ANCIENNES MESURES DE FRANCE
Mesures de longnenr.
370. La principale unité de longueur, comme nous l'avons déjà dit, était la toise. £lle se subdivisait en 6 pieds^ cliaque pied en \^ pouces, chaque pouce en 12 lignes, chaque ligne en 12 points.
Pour la mesure des étoffes, on employait Vaune, qui valait 6322 points.
Les distances itinéraires éiaient évaluées en milles de 1000 toises et en lieues de poste de 2000 toises.
Le mètre satisfaisant, d'après ce qui précède (348), à Téga- Ilté iooooooo*' = 5i 30740''', on en déduit
On en déduit aussi i" = o''',5 130740, et comme la toise renferme 864 lignes, on a
On voit par là que, pour convenir un nombre de toises en mètres, il faut d'abord le convertir en lignes, puis diviser le résultat obtenu parle nombre 443,296.
En multipliant la valeur du mètre en toise, c'est-à-dire o,5i3o74o par 6, on aura celte valeur exprimée en pieds, puisque la toise vaut 6 pieds. On trouve ainsi 1"= 3p»'^*,o7844. En multipliant la partie décimale par 12, on aura le nombre de pouces correspondant, puisqu'un pied vaut 12 pouces;
mais, celte partie décimale étant inférieure à — > il faut la
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raulliplier immédiate me ni par i44 pour trouver le nombre de lignes auquel elle équivaut, puisqu'un pied vaut i44 lignes. On a
0,07844 X i44"«""=: Xl"«"",2g6.
Par suite, i" = 3n'«<*»oP«"<^"i i^'«»*",296.
371. Pour faciliier les calculs de conversion, on construit des tables, publiées chaque année dans V Annuaire du Bureau des Longitudes. La Table qui concerne les mesures de longueur renferme les valeurs en mètres- des différents multiples de la loise, du pied, du pouce, de la ligne, depuis i jusqu'à 9.
LIGNES
en
millimètres.
II,G9i22
Supposons qu*ondemandela valeur en mètres de 3 16 toises, 2 pieds, 7 pouces, 9 lignes. On aura, d'après la lable :
3oo toises = 584*S 7 1 1 10 toises = 19 > 49^4
6 toises = II, 6942?.
1 pieds = o , 64968
7 pouces r= o , 18949 9 lignes == o , o2o3o2
On ne peut compter que sur les trois premiers chiffres décimaux. On a donc
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Mesures de saperflcie.
372. Les unités de superficie étaient les carrés construits sur les diverses uniiés de longueur. La toise carrée vaui 3"S 798743.
Pour les mesures agraires, on comptait par perches et par arpents. On distinguait la perche des Eaux et Forêts ou carré de 22 pieds de côté, la perche de Pari-? ou carré de 18 pieds de côté. L*arpent dés Eaux et Forêts valait 100 perches des Eaux et Forêts; Tarpent de Paris valait 100 perches de Paris.
11 suffit de savoir, pour les conversions, que i arpent des Eaux et Forêts vaut o"*,5io7 et que 1 arpent de Paris vaul o"", 3419. Réciproquement, 1 hectare vaut i"p®"*,958o de Eaux et Forêts et 2"n»"t»,9249 de Paris.
Ainsi I hectare vaut environ 2 arpents des Eaux et Forêts et 3 arpents de Paris.
Mesures de volume et de capacité.
373. Les unités de volume étaient les cubes construits sur les diverses unités de longueur. La toise cube vaut 7MS4o3887.
Pour mesurer les bois de chauffage on employait la voisy ou 5^ pieds cubes (*), et la corde des Eaux et Forêts, qui valait 2 voies.
Pour mesurer les bois de charpente on employait la solive ou 3 pieds cubes.
La voie équivaut à i"%9i952 : c'est donc à peu près 2 stères.
On mesurait les liquides à Taide de la pintey contenance de o^'^'"*,93i3. La velte valait 8 pintes; le quariaui valait 9 veltes; la feuillette valait 2 quartauts, et le muid a feuilleiies.
( * ) La toise cube vaut évidemmeDt aiôpieds cubes, i pied cube vaut 1 738 pouces cubes, I pouce cube vaut 1728 lignes cubes. De même, la toise carrée vaut 36 pieds carrés, 1 pied carré vaut i44 pouces carrés, i pouce carré vaut 1^1 li{jnps carrées.
On mesurait les grains à Taide du litron, contenance de o""%8i3o. Le boisseau valait 16 litrons, et le selier 12 boisseaux.
Mesures de poids.
374.. L'unité de poids était la livre-poids [*), Elle vaut o^S4^95o6. Le kilogramme, réciproquement, vaut
Ainsi le kilogramme vaut un peu plus de 2 livres.
La livre-poids se subdivisait en 2 marcs^ le marc en 8 oncesy l'once en 8 gros, le gros en 3 deniers ou scrupules, le denier en 24 grains ou le gros en 72 grains. Le quintal valait 100 livres.
Nous donnons la table de conversion des anciens noids en nouveaux.
QUOTITÉ
en
en
en
en
en
kilogrammes.
grammes.
grammes.
grammes.
myriagramro.
On voit qu'en multipliant le prix du kilogramme d'une substance par 0,4895, on a le prix de la livre; et qu'en multipliant le prix de la livre par 2,0429, on a le prix du kilogramme.
(') On indiquait la liyre-poids par le signe tl».
Dk C. — Cours,
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Monnaies.
376. L'unité monétaire était la livre^tournoîs (*); elle se subdivisait en 20 sous, chaque sou en 4 Uards ou 1 2 deniers, La livre-tournois n'avait pas de représentation monétaire.
Les monnaies d'or étaient le double-louis, de 4B livres; le louis, de 24 livres; le demi-louis, de 12 livres.
Les monnaies d'argent étaient Vécu de 6 livres et l'écu de 3 livres; la pièce de 3o sols^ celle de 24 sols, celle de i5 sols et celle de 12 sols.
Les monnaies de billon étaient la pièce de a sols et celle de G liards.
Enfin les monnaies de cuivre étaient la pièce de 2 sols et
celle de 1 soi, celle de 2 liards et celle de i iiard.
80^' 81^ valent 80 francs, de sorte que i^=:-Tr— =:o'%98765. On
prend ordinairement i^ = o^%99.
Mesures de temps.
376. Le temps employé par la terre pour faire une révolution entière autour de son axe est l'unité de temps appelée
jour (»).
Le jour se divise en 24 heures, l'heure en 60 minutes, la
minute en 60 secondes, la seconde en 60 tierces. Cette dernière
subdivision est peu employée, et Ton compte par dixièmes
et centièmes de seconde. Les heures, minutes et secondes
s'indiquent au moyen des lettres initiales h, m et s. Ainsi
23 heures, 32 minutes, 7 secondes, 9 dixièmes de seconde
seront représentés comme il suit : 23**32™7%9.
Les calculs sur les nombres complexes qui corres
(') On indiquait la livre-tournois par le signe '^.
(*) Le jour ainsi détini représente le temps qui s'écoule entre les passafjcs supérieurs successifs d'une même étoile au méridien : c'est le jour sidéral. Lorsqu'on considère les passasses supérieurs du Soleil , l'intervalle entre deux passa(;es successifs est le jour solaire vrai, plus long que le jour sidéral, mais non constant comme ce dernier. Enfin, le jour solaire moyen ou jour civil est un troisième jour constant, qui peut par conséquent servir aussi d'unité de temps, et surpasse le jour sidéral de 236 secondes.
ARIinMÉTIQUE. ^43
pondeni aux mesures de temps ne présentent pas de difficultés.
Pour l'addition et la multiplication, il suffît de tenir compte des retenues, en se rappelant que ()o secondes valent i minute, et 60 minutes i heure. Les opérations suivantes indiquent ia marche à suivre :
Pour la soustraction, si les secondes du nombre supérieur sont trop faibles, on les augmente de 60, et par compensation on augmente d'une minute les minutes du nombre inférieur. On opère de même par rapport aux minutes. C'est ce que montre l'exemple suivant :
Soit enfin à diviser par i4 le nombre 92*»57™32%5. Le quotient sera égal à
^~- =6*» H — 7 =6**+ -Ly-. Si l'on ajoute les deux frac- 14 14 i4
lions de minute, on a
5™ 3oo*
La fraction —, revient à — 7- • Si l'on ajoute les deux fractions
de seconde, il vient
3oo« 32«,5 332»,5 , ^
Le quotient cherché est donc, en réunissant les résultais successivement obtenus, 6**38°*23%75.
378. Pour donner un exemple de la marche à suivre dans des cas plus compliqués, supposons qu'un ail à résoudre celle queslîon :
On a exécuté en i heure 5'''4^3p d*un certain ouvrage ; quelle sera V expression du travail produit en 3^ Sa"' 45*?
Nous commencerons par réduire le muliiplicande 5^4'*3p en toises et fraction décimale de la toise; puis nous réduirons le multiplicateur en heures et fraclion décimale de l'heure.
Nous aurons ainsi
3p = — = — - = o^'.'zS.
11 viendra ensuite
4^,25 ■= ^-^- = oT,7o83.
Le multiplicande sera donc égal à 5*^,7083. Nous aurons de même
11 viendra ensuite
S^m^^S^?^ r^oS5458.
Le multiplicateur sera donc égal à 3^,5458.
Il faut multiplier les deux nombres 6,7083 et 3,5458 : le produit représentera des toises. On ne peut compter au produit que sur le chiffre des millièmes. Employons le procédé de la multiplication abrégée :
âo, 24043
Le produit est égal à 20*^,241. Mais on a
RAPPORTS ET PROPORTIONS
Propriétés des rapports.
379. On nomme rapport de deux grandeurs de même espèce le nombre qui mesure la première quand on prend la seconde pour unité (3).
380. 1. Le rapport de deux grandeurs de même espèce est le nombre par lequel il faut multiplier la seconde pour obtenir la première,
1° Supposons le rapport donné commensurable el égal à
■=' La première grandeur étant représentée par ■= quand la se-
conde est l'unité choisie, la première grandeur est les t de
la seconde, c'est-à-dire qu'il faut multiplier la seconde gran-
deur par ■= pour obtenir la première.
2® Si le rapport donné est un nombre incommensurable r, ce rapport tombe entre deux nombres commensurables tels
k k -h i que et (311 ). Par conséquent, si A et B sont les grandeurs considérées, on a nécessairement (i*)
Bi<A<B^'-^-'., n n
c'est-à-dire que, si l'on prend B pour unité, les deux grandeurs commensuriables représentées par - et comprennent entre elles la grandeur A. Pour obtenir A, il faut donc multiplier B par un nombre m compris entre - et — -•
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Or il ne peut y avoir aucune différence assignable entre ce nombre m et le rapport donné r, puisqu'on peut rapprocher autant qu'on veut leurs limiies communes en prenant n assez grand.
381. II. Le rapport de deux grandeurs de même espèce est égal au quotient des nombres qui les mesurent^ l'unité choisie restant la même.
En effet, si les rapports des grandeurs A et B à la grandeur C prise pour unité sont représentés par les nombres a et b, on a (380)
d'où Ton déduit immédiatement
Le quotient r exprime donc le rapport des deux grandeurs
AeiB.
C'est ainsi qu'on est conduit à appeler rapport de deux nombres a et 6 le quotient de leur division. Par exemple,
le rapport du nombre j au nombre - est 79 le premier
nombre y est le numérateur du rapport, le deuxième nombre
- en est le dénominateur. Ces dénominations sont natu-
relies: on a vu effectivement (212) que les 'fractions ordinaires à termes entiers ne sont autre chose que des quotients ou des rapports.
382. Deux rapports sont inverses l'un de l'autre lorsque le numérateur de .l'un est égal au dénominateur de l'autre, et
réciproquement. Ainsi r et - sont des rapports inverses.
383. Les règles du calcul des fractions à termes entiers sont applicables aux rapports ou fractions générales ^9 dans les-
quelles les termes aei h peuvent être eux-mêmes des nombres fractionnaires ou incommensurables.
384-. III. Un rapport ne change pas de valeur quand on multiplie ou quand on divise ses deux termes par un même nombre.
Soit le rapport T' Si nous désignons par q le quotient des deux termes, nous aurons
--=rj et a = bq.
Multiplions par un même nombre m les deux membres de cette égalité; il vient
am = bmq
et, par suite,
am a
bm~~^ •^ y
On voit, par ce qu'on vitint de démontrer, que l'on peut réduire plusieurs rapports au même dénominateur en suivant la règle établie pour les fractions ordinaires à termes entiers. On voit aussi qu'on peut appliquer aux rapports les règles de l'addition et de la soustraction des fractions.
385. IV. Pour multiplier deux rapports l'un par Vautre^ il suffit de les multiplier terme à terme.
Soient les deux rapports r el t?* Si nous désignons par q
et q' les quotients correspondants, nous aurons
a = bq et a' = b'q\
Si nous multiplions membre à membre ces deux égalités, il vient
aa' — 66' qq',
et, par suite,
aa' a a'
bb'
n' = i:^Tr
On étend facilement la même règle au cas d'un nombre quelconque de rapports.
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On voit que deux rapports inverses (382) ont pour produit i unité.
D'après ce qu'on vient de démontrer et d'après la définilion de la division, il est évident que, pour diviser un rapport par un autre ^ il suffit de multiplier le rapport dividende par l'inverse du rapport diviseur, ou encore de diviser les deux rapports terme à terme (214, 215).
380. V. Lorsqu'on a une suite de rapports égaux, la somme de leurs numérateurs divisée par la somme de leurs dénominateurs forme un rapport égal à chacun des rapports proposés»
Soit la suite
Si nous désignons par q le quotient conomun, nous aurons
az=bq, a' = b'q^ a^' — b^q,
c'est-à-dire, en ajoutant toutes ces égalités membre à membre,
a -4- a' + a" == (6 -I- é' 4- b'')q; on en déduit
On démontre de même que, si Von a deux rapports égaux, la différence de leurs numérateurs divisée par la différence de leurs dénominateurs forme un rapport égal à chacun des rapports proposés.
Tiiéorie des proportions.
On appelle proportion l'égalité de deux rapports
a c Si les deux rapports t el - sont égaux, ils forment la pro-
ponion
On écrit aussi une proportion en remplaçant chaque barre de
aSo ARITHMÉTivci!..
fraction par ie signe : . On a alors
Il résulle du théorème du n* 381 que, lorsque quairt grandeurs forment proportion^ il en est de même des nombres qui les représentent.
On peut donc toujours supposer évaluées en nombres les grandeurs qui forment les proportions considérées dans les différentes parties des Mathématiques.
Dans la proportion -r=^o\ia:bz=c:d,\es numérateurs
des deux rapports prennent le nom d'antécédentSj les dénominateurs prennent le nom de conséquents. Les termes a et d sontlesdeux extrêmes, les termes 6 et c sont les deux moj^n*. On énonce souvent une proportion, surtout en Géométrie, en disant : a est à b comme c est à d.
388. I. Dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal au produit des moyens.
Soit La proportion
Réduisons les deux rapports au même dénominateur, il viendra
flXrf _ cX b bxd ~' d^b
Ces deux rapports étant égaux et ayant même dénominateur, leurs numérateurs sont égaux, et Ton a
/i X rf = A X c.
389. II. ^écXi^Toq^wernenu si quatre nombres sont tels, que le produit des extrêmes soit égal à celui des moyens, ces quatre nombres forment proportion dans l 'ordre même où ils sont écrits.
En effet, si Ton a légalité
a Xd z= bxc, on peut en diviser les deux membres par le produit dxb.
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Il vient
c'esl-à-dire, en simpHnani,
390. Étant donnés trois termes d'une proportion, on- peut^ d'après cela, déterminer facilement le quatrième.
Si c*est un extrême qui est inconnu, il faut diviser le produit des moyens par l'extrême connu. Si c*est un moyen qui est inconnu, il faut diviser le produit des extrêmes par le moyen connu.
Comme la condition pour qu'il y ait proportion est que le produit des extrêmes soit égal au produit des moyens, on peut faire subir à une proportion, sans qu'il cesse d'y avoir proportion, les changements suivants :
I" On peut échanger les moyens entre eux. De la proportion
a'.b=:c\dj
on déduit alors
« : c ::= 6 : rf .
a*» On peut échanger les extrêmes. Si l'on fait subir cette transformation aux deux proportions précédentes, il vient
rf : 6 = c : û, rf: c =6 :«.
3** On peut changer les moyens de place avec les extrêmes. Si Ton fait subir cette transformation aux quatre proportions déjà obtenues, on trouve
c :« = rf:é, 6 : f/ =z a : c, c id=:a\b.
£n tout, trois changements donnant lieu à huit proportions.
On peut de même multiplier ou diviser par un même nombre les deux termes du premier ou du second rapport, multiplier ou diviser par un même nombre les deux antécédents ou les deux conséquents.
391 . III . Lorsque deux proportions ont un rapport commun^ les deux autres rapports forment proportion. Si Ton a
on en déduit
Il résulte de ce que nous venons de dire que, lorsque deux proportions ont les mêmes antécédents ou les mêmes conséquents, leurs conséquents ou leurs antécédents forment proportion.
Soient les proportions
6 ■" rf' e ~"/'
Changeons les moyens de place dans ces deux proportions; elles deviennent
et l'on en déduit
392. IV. Dans toute proportion, la somme ou la différence des antécédents est à la somme ou à la différence des conséquents comme un antécédent est à son conséquent.
a c De la proportion rr = ^9 on tire immédiatement (386)
arnc a
b±d b En séparant les signes, on a à la fois
rt-+-c a a ^ c a
b-hd 0 b—d b
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On en déduit
OU, en échangeant les moyens,
a — c b — ûf'
ce qu'on énonce en disant que, dans toute proportion, la somme des antécédents est à leur différence comme la somme des conséquents est à leur différence,
V. Dans toute proportion, la somme ou la différence
des deux premiers termes est à la somme ou à la différence des
deux derniers comme le premier terme est au troisième ou le
second au quatrième.
a c Dans la proportion r = -j9 changeons les moyens de place;
nous aurons ~ = -7 • Appliquons le théorème précédent (392)
à celte dernière proportion; il vient
czhd c rf*
En séparant les signes, on a à la fois
On en déduit
ou.
en
échangeant
les
moyens,
ce qu'on énonce en disant que, dans toute proportion, la somme des deux premiers termes est à leur différence comme la somme des deux derniers termes est à leur différence.
394. VI. En multipliant plusieurs proportions terme à terme, on obtient une proportion.
254 ABITHMÉTIQUE.
Soient les proportions
Multiplions membre à membre ces trois égalités. On trouve
c'est*à-dire, en suivant la règle de multiplication des rapports (385),
a(^r" cc'c"
bb'b" dd'd"
305, VII. Si l'on divise deux proportions terme à terme, les quotients obtenus forment proportion.
Soient les proportions
Divisons membre à membre ces deux égalités; nous aurons
an' c ^ &
c'est-à-dire, en suivant la seconde règle de division des rapports (385),
396. VUI. Lfs puissances ou les racines de même degré des quatre termes d'une proportion forment proportion.
De l'égalité^ = ^ on tire évidemment
(:)"=fâ" -<»») °5-:=i
On en déduit aussi
ma "'/c \/a dc
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En effel, la puissance m"** de ~r= est égale à j-y comme celle
de ty ^ (385, 77); les deux égalités considérées sont donc bien identiques.
De la moyenne proportionnelle.
397. Déterminer la moyenne proportionnelle ou géométrique de deux grandeurs ou de deux nombres, c'est former une proportion qui ait pour extrêmes les grandeurs ou les nombres donnés et dont les moyens soient égaux.
Soient, par exemple, a et 6 les nombres donnés et x la moyenne proportionnelle cherchée. On doit avoir
d'où (388) _
x^ = ab et x^=\Jab.
La moyenne proportionnelle de deux nombres est donc égale à la racine carrée de leur produit,
X tombe nécessairement entre les nombres donnés a et 6, d'où le terme de moyenne employé (198).
398. La considération des moyennes est d*un usage trèsfréquent dans la Statistique et dans toutes les sciences d'observation. Nous avons donné précédemment (198) la définilion de la moyenne arithmétique.
Des expériences successives fournissent, en général, pour lout nombre qu'on veut calculer expérimentalement, des va-' leurs un peu différentes. On prend alors, pour valeur de ce nombre, la moyenne arithmétique des résultats obtenus. C'est adn)ettre que les erreurs commises par les observateurs se compensent sensiblement. Nous croyons qu'il faut se défier de cette manière d'opérer. Il est beaucoup plus prudent de ne conserver, dans la valeur du nombre cherché, que les chiffres communs à toutes les expériences regardées comme les meilleures.
399. La moyenne arithmétique de deux nombres est plus grande que leur moyenne géométrique»
256 ahithmétique.
Mn désignani par a el b {a'^ b) les deux nombres donnés,
il faut comparer ''-^-~ (198) el M (397). Or, on a (397, 386)
a \lab a — ^ah sjôb" b~ ~ ~J^Zl'
Comme le premier rapport est supérieur à Tunité, on a aussi
a — \Jab ^ sfâb — b ;
c'est-à-dire, en ajoutant b + >fâb aux deux membres de celle inégalité et en les divisant ensuite par 2,
r > \Jab.
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PROPORTIONNELLES
Grandenrs proportionnelles.
400. Lorsque deux grandeurs varient ensemble y de manière que le rapport de deux valeurs quelconques de la première grandeur soit égal au rapport des deux valeurs correspond dan tes de la seconde grandeur, on dit que ces grandeurs sont proportionnelles.
Ainsi, il est de ronveniion que le salaire d'un ouvrier est proportionnel à la durée de son travail.
On démontre en Mécanique que l'espace parcouru par un corps doué d*un mouvement uniforme est proportionnel au lemps pcoulé.
La Géométrie prouve que la longueur d'une circonférence de cercle est proportionnelle à celle de son rayon.
Dans les exemples précédents, comme dans tous ceux qu'on peut citer, on admet la proportionnalité des grandeurs considérées comme un fait qui est connu ou qui résulte d'une convention. La démonstration de cette proportionnalité n'est pas du ressort de l'Arithmétique; elle appartient, dans chaque cas, à la science qui traite des grandeurs que Ton consirlère. On peut, cependant, s^assurer souvent de la proportionnalité de deux grandeurs à l'aide de la proposition que nous allons dé* ^ciopper.
iOl. Soient deux grandeurs A et B (de même espèce ou d'espèce différente) qui sont supposées proportionnelles. Soient A| et A, deux états ou deux valeurs quelconques de la première grandeur, B| et B, les valeurs correspondantes de la
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seconde grandeur. On a, par hypothèse (400),
A2 Bj
Si nous désignons par q le quotient commun, on peut écrire
Aa= A, g,
Donc, lorsque deux grandeurs sont proportionnelles, en multipliant par un même nombre quelconque deux valeurs correspondantes de ces grandeurs, on obtient deux nouvelles valeurs correspondantes.
Réciproquement, si cette condition est remplie, les deux grandeurs considérées sont proportionnelles; car on déduit alors immédiatement des égalités précédentes
Aï Bj
On obtient ainsi ce théorème :
Deux grandeurs sont proportionnelles si elles sont liées l'une à l'autre de manière que, une valeur quelconque de l'une étant multipliée par un nombre quelconque, la valeur correspondante de l'autre soit nécessairement multipliée par le même nombre.
De plus, il suffit (ce qui simplifie beaucoup l'application de
ce théorème) que la condition indiquée soit remplie lorsqu* on
choisit pour multiplicateur un nombre entier, pour qu'elle le
soit forcément quand ce multiplicateur déifient un nombre
fractionnaire ou incommensurable.
En effet, soient A, et Bi deux valeurs correspondantes des grandeurs considérées A et B. Si Ton multiplie Ai par la frac-
tion -> on obtient la grandeur — • En multipliant celle dernière grandeur par rentier 71, on revient à la grandeur A|. 11 faut donc, d'après l'hypothèse, que la valeur de B qui corres-
pond à — ^ soit telle, qu'en la multipliant par n on retrouve la grandeur Bi qui correspond à Ai; cette valeur correspondante
est donc — • n
Prenons maintenant pour multiplicateur le nombre fractionnaire — • On commencera par multiplier les deux grandeurs
correspondantes Ai et Bi par - y et Ton obtiendra deux valeurs
correspondantes — et --> qui, multipliées à leur tour par
l'entier m, donneront encore deux valeurs correspondantes
mAi mB,
et
Supposons enfin que le multiplicateur soit un nombre incommensurable r. Ce nombre (311) tombera entre deuxnom-
If A* -4- I bres commensurables - et - -Si Ton part des grandeurs
correspondantes A, et B,, les grandeurs - A, et A» cor-
if If _j_ I respondront aux grandeurs - B, et B,, d'après Talinéa
précédent; parsuite, la grandeur rA, comprise entre les deux premières correspondra à la grandeur rBi comprise entre les deux autres» puisqu'en prenant n assez grand, les deux limites des grandeurs rA, et rBi diffèrent aussi peu qu'on veut, tout en continuant de se correspondre.
402. Rapportons à une certaine unité de même espèce chacune des grandeurs proportionnelles A et B, et représentons par a., a^j bi, b, les nombres qui mesurent les valeurs particulières A,y As, B„ Ba. Nous aurons alors (381, 387)
^3 bi
En échangeant les moyens, cette proportion numérique devient
Les valeurs considérées étant quelconques, on peut donc dire que, lorsque deux grandeurs sont proportionnelles, le rapport de leurs valeurs correspondantes est constant.
Ainsi, en désignant par a et 6 deux valeurs quelconques, mais correspondantes, des grandeurs considérées, on voit que
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les grandeurs proporlionnelles sont caractérisées par la formule générale
Y = consl.
Si l'expérience donne deux valeurs particulières des grandeurs proposées, la constante, égale à leur quotient, se trouve déterminée, et l'on connaît la relation numérique qui lie les deux grandeurs. // est utile de remarquer que cette constante est la valeur numérique de a lorsque h devient égal à i.
Grandeurs inversement proportionnelles.
403. Lorsque deux grandeurs varient ensemble de manière que le rapport de deux valeurs quelconques de la première grandeur soit égal au rapport inverse des deux valeurs correspondantes de la seconde grandeur, on dit que ces grandeurs sont inversement proportionnelles.
Ainsi, dans certaines limites, on peut admettre que le temps nécessaire pour Tachèvement d'un travail donné est inversement proportionnel au nombre des ouvriers employés.
On démontre en Mécanique que le temps employé par un corps, doué d'un mouvement uniforme, à parcourir un certain espace, est inversement proportionnel à la vitesse constante du mouvement.
La Physique prouve que les hauteurs de deux liquides différents se faisant équilibre dans les deux branches d'un vase communiquant sont inversement proportionnelles aux poids spécifiques de ces liquides.
On peut souvent s'assurer que deux grandeurs sont inversement proportionnelles à l'aide de la proposition suivante.
404. Soient deux grandeurs A et B (de même espèce ou d'espèce différente) qui sont supposées inversement proportionnelles. Soient A, et A, deux* états ou deux valeurs quelconques de la première grandeur, B, et Bj les valeurs correspondantes de la seconde grandeur. On a, par hypothèse (403),
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Si nous désignons par q le quotient commun, on peut écrire
A, = Ai7, Bj = B| - •
Donc, lorsque deux grandeurs sont inversement proportionnelles, en multipliant et en divisant respectivement par un même nombre quelconque deux valeurs correspondantes de ces grandeurs, on obtient deux nouvelles valeurs correspondantes.
Réciproquement, si cette condition est remplie, les deux grandeurs considérées sont inversement proportionnelles; car ou déduit alors immédiatement des égalités précédentes
On obtient ainsi ce théorème :
Deux grandeurs sont inversement proportionnelles si elles sont liées l'une à l'autre de manière que, une valeur quelconque de Vune étant multipliée par un nombre quelconque, la valeur correspondante de l'autre soit nécessairement divisée par le même nombre.
De \i\\xSy il suffît (ce qui simplifie beaucoup l'application de ce théorème) que la condition indiquée soit remplie lorsqu'on emploie comme multiplicateur et diviseur un nombre entier^ pour qu'elle le soit forcément quand ce nombre entier est remplacé par un nombre fractionnaire ou incommensurable.
C'est ce qu'on ôtablit facilement en imitant les raisonnements faits au n"" &01.
En elTet, soient A, et B, deux valeurs corresponffantes des grandeurs considérées A et B. Si l'on multiplie Ai par la fraclion - on obtient la grandeur --• En multipliant cette dern n
nière grandeur par l'entier n, on revient à la grandeur Af II faut donc, d'après l'hypothèse, que la valeur de B qui corres-
Al pond à — soit telle, qu'en la divisant par n on retrouve la
grandeur B, qui correspond à Ai; cette valeur correspondante est donc nB,.
Prenons maintenant le nombre fractionnaire — Si Ton divise
A, par /i, on muliplie B, par n d'après l'alinéa précédent, et
Ton obtient les deux valeurs correspondantes — et nB,. Si
Ton multiplie alors la première par l'entier /w, il faut diviser la seconde par m, de sorte que les deux nouvelles valeurs cor-
, mA, /iB,
respondantes sont et
Supposons enfin que Ton multiplie Ai par le nombre incommensurable r. Ce nombre tombe entre deux nombres commen-
surables - et ^ D'après ce qui précède, les grandeurs
/f . A* -I- 1 . . , B, B, r* -A, et - - A, correspondront aux grandeurs -7- et 7 Par
suite, la grandeur rA, comprise entre les deux premières cor-
respondra à la grandeur ~ comprise entre les deux autres,
puisque, pour n assez grand, les deux limites des grandeurs
/'Ai et — diffèrent aussi peu qu'on veut, tout en ne cessant pas
de se correspondre.
405. Si nous représentons par «i, a», 6,, 6, les nombres qui mesurent les valeurs particulières A,, A„ B,, B„ lorsqu'on rapporte à une certaine unité chacune des grandeurs inversement proportionnelles A et B, nous aurons
/Zi6,.
ou (388)
Les valeurs considérées étant quelconques, on peut donc din que, lorsque deux grandeurs sont inversement proportion nelles, le produit de leurs valeurs correspondantes psl constant. Ainsi, en désignant par a et 6 deux valeurs quelconques, mais correspondantes, des grandeurs considérées, on voit que les grandeurs inversement proportionnelles sont caractérisées par la formule générale
ab = consi.
Si Texpérience donne deux valeurs particulières des grandeurs proposées, la constante, égale à leur produit, se trouve déterminée, et Ton connaît la relation numérique qui lie les deux grandeurs. // est utile de remarquer que cette constante est la valeur numérique de a lorsque b déifient égala i.
Cas où l'on a à considérer pins de denx grandeurs.
406. 11 est rare qu'une grandeur dépende exclusivement d'une autre grandeur; plusieurs éléments concourent le plus souvent à déterminer sa valeur : par exemple, le poids d'une barre de métal dépend à la fois de sa longueur, de sa largeur, de son épaisseur et du poids spécifique du métal.
Lorsqu'une grandeur dépend ainsi de plusieurs autres, si l'on dit qu'elle est proportionnelle ou inversemenl proporlionnelle à l'une des grandeurs dont elle dépend, on sousenlend que les aulies éléments qui la déterminent sont alors regardés comme invariables. Par exemple, si l'on dit: le poids d'une barre métallique est proportionnel au poids spécifique du métal, on sous-entcnd que les dimensions de la barre sont considérées comme invariables.
Des questions qui se rapportent aux grandeurs proportionnelles
ou inversement proportionnelles.
407. Les questions dont nous allons nous occuper peuvent être énoncées généralement de la manière suivante :
1® Connaissant deux valeurs simultanées de deux grandeurs proportionnelles ou inversement proportionnelles, trouver la valeur de la première grandeur qui correspond à une nouvelle valeur donnée de la seconde.
2® Connaissant des valeurs simultanées d'un nombre quelconque de grandeurs proportionnelles ou inversement proportionnelles à l'une d'entre elles, trouver la valeur que prend celle-ci quand on donne de nouvelles valeurs à toutes les autres grandeurs. ^
Fègles de trois simples.
408. La question (i«) du n*» 407 est le type général des règles de trois simples : la règle de trois est directe quaiid les
grandeurs qui entrent dans renoncé sont proportionnelles; elle est inverse quand ces grandeurs sont inversement proportionnelles.
Soient A ^f 6 deux grandeurs proportionnelles. On connaît deux valeurs correspondantes Ux et 6, de ces deux grandeurs^ et l'on demande de calculer la valeur x de h qui correspond à une seconde valeur a^ de A.
On a, par hypothèse (400),
X Ui
6, Ux d'où
X=ÙiX^ —'
Ainsi , dans le cas d'une règle de trois simple et directe ^ l'inconnue x s'obtient en multipliant la valeur connue de même espèce que x par le rapport direct de la nouvelle valeur de l'autre grandeur à sa valeur primitive.
Soient AetH deux grandeurs inversement proportionnelles. On connaît deux valeurs correspondantes Ux et bx de ces deux grandeurs f et l'on demande de calculer la valeur x deB qui correspond à une seconde valeur a^ de A.
On a, par hypothèse (403),
d'où
X _ at
bx ~~ Ui
Ainsi, dans le cas d'une règle de trois simple et inverse, l'inconnue x s'obtient en multipliant la valeur connue de même espèce que x par le rapport inverse de celui de la notA^ velle valeur de l'autre grandeur à sa valeur primitive.
Règles de. trois composées.
409. La question (2'») du n® 407 est le type général des règles de trois composées.
Soient M, A, B, P, Q les grandeurs considérées : M est proportionnelle à k et à là et inversement proportionnelle à
fet àQ (406). On connaît une série m„ a,, 6|, p,, qfi ^e v/ileurs correspondantes de ces grandeurs^ et l*on demande de calculer la valeur x deM qui correspond à une nouvelle série de valeurs «„ 6„ />„ Çt des autres grandeurs.
Si Ton considère seulement M el A et si l'on suppose (406) que les autres grandeurs conservent les valeurs 6i, /?i, g„ on voit que, A passant de la valeur «, à la valeur a„ M passera de la valeur ntt à une valeur X, qui satisfera (408) à la relation
Xz=z nti — •
Si Ton considère maintenant M et B, les autres grandeurs conservant les valeurs ûr„ /?,, ç„ et B passant de la valeur*, à la valeur fc», M passera de la valeur X à une valeur X', qui satisfera de même (408 ) à la relation
Comparons M et P. Les autres grandeurs conservant les valeurs a„ 6a, gi, si P passe de la valeur/?, à la valeur pi, M passera de la valeur X' à une valeur X'' déterminée (408) par la relation
X"rnX'^.
Enfin, si Ton considère M et Q, et si les autres grandeurs conservent les valeurs a„ 6a,'/>i, on voit que, Q passant de lu valeur Çi à la valeur gs, M passe de la valeur X'^ à la valeur <!emandée x, qui correspond à la série a„ 6„ pi, g 2. Cette valeur de X satisfait d'ailleurs (408) à la relation
ar = X"ii.
Pour faire disparaître les inconnues auxiliaires, il sufûl de multiplier membre à membre toutes les égalités précédentes. En supprimant dans les deux membres de l'égalité résultante le facteur commun XX' X", on trouve
^2 l>2 p, Çt
d7 = m, — T- -- -• «i Ot Pi q^
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Ainsi, dans le cas d'une règle de trois composée, Vincon^ nue X s'obtient en multipliant la valeur connue de même espèce que x par les rapports directs des nouvelles valeurs aux valeurs primitives pour les grandeurs proportionnelles à la grandeur de même espèce que rinconnue, et par les rapports inverses de ceux des nouvelles valeurs aux valeurs primitives pour les grandeurs inversement proportionnelles à cette même grandeur.
On voit que ce résulial général concorde avec les résultais particuliers énoncés au n*» 408.
kiO. Désignons par k la valeur que prend M quand les autres grandeurs A, B, P, Q deviennent toutes égales à Tunité. La formule précédente devient, dans cette hypothèse, en remplaçant m, par k et a,, 6i, p,, g, par Funité,
, Uibi
et elle s'applique à une série quelconque de valeurs correspondantes des grandeurs considérées. On en déduit
Xfhq:
(12 bn
L'expérience ayant déterminé une série de valeurs particulières correspondantes des grandeurs proposées, on en déduira donc le coefficient constant /r, et l'on connaîtra la relation numérique qui existe entre les grandeurs données.
411. S'il n'entre dans la question que des grandeurs proportionnelles entre elles, on a évidemment
kz= — --, a-iO^
c'est-à-dire (402 que, lorsqu'une grandeur est proportionnelle à plusieurs autres grandeurs, elle est aussi proportionnelle à leur produit.
De même, s'il n'entre dans la question que des grandeurs inversement proportionnelles entre elles, on a
k=z X p^qi,
c'est-à-dire (405) que, lorsqu'une grandeur est inversement proportionnelle à plusieurs autres grandeurs, elle est aussi inversement proportionnelle à leur produit.
Méthode de réduction à Tonité.
112. Au point de vue éiémentaire, on fait souvent usage, pour résoudre les questions précédentes, de la méthode dite de réduction à Vunité, Elle consiste à chercher, dans le cas (les règles de trois simples, la valeur de la grandeur de même espèce que Tinconnue qui correspond à une valeur de l'autre grandeur égale à i, et, dans le cas des règles de trois composées, la valeur de la grandeur de même espèce que Tinconnae qui correspond à des valeurs des autres grandeurs toutes égales à I. On en déduit ensuite facilement l'inconnue ellemême. Cette méthode revient donc, en réalité, à déterminer h constante (402, 405, 410) a Taide de laquelle on peut établir la relation générale qui lie les grandeurs considérées. Il suffira de l'expliquer sur quelques exemples.
413. I. Une usine a consommé 17000 kilogrammes de charbon pour produire 6285 kilogrammes de fonte; quelle quan^ tité de charbon faudrait-il brûler pour produire 1 181 2 kilogrammes de fonte?
Si nous admettons la proportionnalité des grandeurs qui entrent dans la question, nous pourrons la résoudre en raisonnant de la manière suivante.
Puisque 6286 kilogrammes de fonte correspondent à 17000 kilogrammes de charbon, i kilogramme de fonte correspondra à —^ '— de charbon; par conséquent, ii8i2kilo-
grammes de fonte correspondront a ' ^ x 11012 ou a
31949 kilogrammes de charbon : .c'est le résultat demandé.
La règle du n® 408 aurait donné immédiatement, pour la valeur de l'inconnue,
X = 17000 X -r~ùir'
414. II. Les journées de travail étant de 1 1 heures, il a fallu 1 5 jours à 22 ouvriers pour exécuter un certain ouvrage; quel temps faudrait-il à 87 ouvriers pour achever le même ouvrage ?
Si nous admettons que les grandeurs qui entrent dans la question sont inversement proportionnelles, nous dirons :
Puisque 0.2, ouvriers ont dû travailler i5 jours, i ouvrier
travaillera i5x 22 jours; par conséquent, 87 ouvriers achè-
1 5 X 22 veront l'ouvrage proposé en — ^ jours, c'est-à-dire en
8 jours, 10 heures, 6 minutes, à une demi-minute près.
La règle du n*>408 aurait donné immédiatement, pour la valeur de Tinconnue,
415. III. // a fallu 12 jours à 17 ouvriers pour élever un mur ayant 22 mètres de longueur ^ 3™, 25 de hauteur et o",8o d'épaisseur; combien 25 ouvriers mettront-ils de temps à construire un mur ayant Zï mètres de longueur^ 2™,5o de hauteur et o"*,5o d^ épaisseur?
Si nous admettons que le temps nécessaire à la construction du mur est proportionnel à chacune des dimensions de ce mur et inversement proportionnel au nombre des ouvriers employés, nous dirons :
17 ouvriers travaillant 12 jours pour élever un mur de
22 mètres de longueur, de 3™,25 de hauteur et de o™,8o
1 2 d'épaisseur, il leur faudra — de jour pour élever un mur de
même hauteur et de même épaisseur, mais n'ayant que
I mètre de longueur. Si la hauteur du mur s'abaisse aussi à
l'unité, le temps nécessaire deviendra égal à rr — ; et,
' ^ ^ 22 Xi, 2^'
si l'épaisseur de ce mur est de 1 mètre au lieu de o"-,tJo, il
faudra prendre les y du nombre précédent, ce qui donnera
'\'-=^ ZT' Enfin, si l'on a un seul ouvrier au lieu de
17, le temps demandé sera 17 fois plus considôrable ou égala
— 'j—-k — û~" 'ï'elle est la réponse pour un mur doni
toutes les dimensions seraient égales à i mètre et qui serait exécuté par un seul ouvrier. Une fois ce résultat obtenu, on voit qu'il doit être multiplié par 3i, par 2,5o et par o,5o, si le mur considéré, au lieu d'avoir 1 mètre dans tous les sens, a 3i mètres de longueur, 2"»,5o de hauteur et o™,5o d'épaisseur; et que ce même résultat doit être concurremment di-
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visé par ^5, si l'on emploie 25 ouvriers au lieu d'un seul. Le nombre de jours cherché a donc pour expression
à une demi-minute près, en supposant les journées de travail ' de II heures.
La règle du n"" &09 aurait donné îmmédiatemeni, pour la valeur de l'inconnue,
Si 2,5o o,5o in 22 3,20 0^00 25
ajO ARITHMÉTIQUE.
PROBLÈMES ET APPLICATIONS
Règles d'intérêt simple.
4i6. Une somme d'argeni quelconque s'appelle capital. Lorsqu'on emprunte un capilal, on indemnise le prêteur en lui payant tous les ans un certain intérêt. Pour fixer cet intérêt, on indique ce que rapporte le capital cent francs y placé pendant un an dans les mêmes conditions que le capital considéré : c'est ce qu'on nomme le taux de l'intérêt. Si le taux adopté est, par exemple, égal à 5, on dit que le capital est placé à & pour loo.
L'intérêt est simple lorsqu'il est proportionnel au capital prêté et à la durée du placement. Chercher l'intérêt simple d'un capital, c'est donc résoudre une règle de trois composée (409).
417. Désignons pari l'intérêt rapporté par le capital C placé pendant A années; désignons en même temps par /le taux de l'intérêt.
L'intérêt I, étant proportionnel au capital C et au temps A (416), sera proportionnel au produit de ces deux quantités (411 ); on peut donc poser
I^rfr.CA.
La constante k est l'intérêt rapporté par i franc placé pendant I an, c'est-à-dire — • En effet, si loo francs rapportent
t francs en i an, i franc rapportera loo fois moins dans le même temps. On a donc
lOO
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Celle égalité est ce qu'on appelle en Algèbre une formule; elle présente le tableau des opérations à effectuer sur les quantités données pour en déduire la valeur de la quantité inconnue.
Si Ton demande, par exemple, l'intérêt produit par un capital de i5825 francs, placé à 5 pour loo, pendant i an, il suflii de faire, dans Tégalité (i),
et Ton obtient
lOO '^
On voit que, dans les cas analogues, la règle pratique est de multiplier fiar le taux le centième du capital,
La formule (i) renferme quatre quantités I, C, t. A; elle permet de déterminer Tune quelconque de ces quantités, les trois autres étant données. On en déduit, en effet,
^ lool looï lool
418. L'usage commercial est de compter tous les mois de 3o jours et Tannée de 36o jours. Si l'on admet cette simplification et si l'on prend le mois pour unité de temps, il faut,
dans la formule (i), remplacer A par — > en représentant par
m l'expression en mois de la durée du placement. On a ainsi
De même, si l'on prend le jour pour unité de temps, il faut remplacer A par ^^ dans la formule (i), en représentant par j l'expression en jours de la durée du placement, ou remplacer m par ^dans la formule (2). On a ainsi
(3) i^-^lL.
36ooo
On peut écrire la formule (3), qui est la plus employée dans
a^a AKITHMÉTIQUE.
les applications, de la manière suivante :
3booo
Le dénominaleur — - — est alors ce qu'on nomme le divisew. Voici ses valeurs pour les taux les plus usuels :
Taux. Diviseur.
Dans les cas correspondanls, on peut donc énoncer celle règle pratique : Multiplier /e capital par ie nombre de jours et diviser le produit trouvé par le diviseur.
On a, par exemple, pour riniérêt 1 rapporté par le capital 6540 francs placé à 4 pour 100 pendant 95 jours,
(>5 îo X (>5 r fr o
419. Au point de vue légal, cette réduction de l'année à 36o jours n*est point admise. Toutes les fois qu'il s'agit d'une opération judiciaire, on doit donc calculer l'intérêt sur le pied de 365 jours par an. On fait alors usage de la formule (3), en substituant le dénominateur réel 365oo au dénominateur simplifié 36000. Les résultats obtenus par l'une ou l'autre voie diffèrent d'ailleurs toujours très-peu. En reprenant l'exemple du numéro précédent, on trouve pour l'intérêt rigoureusemeni exact
365oo
au lieu de 69^^,03.
Il faut remarquer que lorsqu'on évalue, au point de vue des intérêts, le nombre de jours compris entre deux dates, il est de règle de compter le jour qui sert de point de départ, sans compter celui de l'échéance.
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420. Autrefois, pour fixer le taux de l'intérêt, on indiquait le capital qui, dans les circonslances considérées, produisait I franc dMntérêl. Ce capital était appelé denier. Ainsi, lorsqu'on parlait d'une somme placée au denier 20, par exemple, cela voulait dire que 20 francs rapportaient i franc. Le denier 20 répondait donc au taux de 5 pour 100.
421. On peut avoir à traiter des questions plus complexes, qui ne dépendent pas directement des régies de trois, mais qui s'y ramènent ou qu'il est facile de résoudre à l'aide des formules précédentes. £n voici un exemple :
On emprunte une somme C portant intérêt à t pour 100 par an ; quel capital doit recevoir le créancier, si l'on ne s'acquitte qu après un nombre de jours égal àj.
Si Ton emploie la formule (3) du n° 418, l'intérêt produit
par la somme C est tt/- — • La dette totale D est donc
dbooo
ouooo
Cette égalité est la formule générale des questions de ce genre. Elle renferme encore quatre quantités D, C, t, j, et permet de déterminer Tune quelconque d'entre elles quand on connaît les trois autres.
Nous ajouterons que, d'après le Code, les payements d'intérêt se prescrivent par cinq ans, c'est-à-dire que, lorsqu'une rente est restée plus de cinq ans sans être acquittée, le créancier De peut exiger, en droit, que cinq années d'arrérages, à moins de conventions spéciales ou de preuves interrompant la prescription.
Règles d'escompte.
422. Dans le commerce, on paye rarement comptant les objets livrés : on solde ses achats au moyen d'un billet ou effet, payable à une époque déterminée qu'on nomme échéance du billet.
Si le créancier a besoin d'argent avant l'échéance du billet qu'on lui a souscrit, il le passe à un banquier qui en acquitte le montant, sauf une retenue à son profit. Cette opération et la retenue correspondante portent le nom d'escompte.
Db c. — Cours, I, 18
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Il y a deux sortes d'escompte ; l'escompte en dehors^ le seul usité en France, et l'escompte en dedans souvent employé à l'étranger.
Pratiquer l'escompte en dehors d'un billet, c'est retenir l'intérêt rapporté par la somme qui y est inscrite, depuis le jour de la présentation du billet jusqu'au jour de son échéance. Le possesseur du billet reçoit seulement la différence entre le montant du billet et l'intérêt ainsi calculé.
On voit que la formule de l'escompte en dehors se confond avec celle de l'intérêt simple (4-18).
Ainsi, pour escompter le 3 octobre un billet de i5oo francs qui n'échoit que le ?.o décembre suivant , le taux de V escompte étant 6, il faut, d'après ce qui précède (4-19), compter 9.g jours en octobre qui est un mois de 3i jours. Séjours en novembre, et 19 seulement en décembre, en supprimant le jour de l'échéance : on trouve alors 78 jours, et l'on a pour l'escompte cherché (4.18)
E = — -, ~ = iQf',5o.
booo ^
4'23. L'escompte en dedans consiste à retenir seulement les intérêts de la valeur du billet, au jour de sa présentation. C'est ce qu'on nomme la valeur actuelle du billet.
Un billet de 3ooo francs, par exemple, payable dans 85 jours, ne vaut pas aujourd'hui 3ooo francs : il ne les vaudra que dans 85 jours. Sa valeur actuelle est la somme qui, augmen-tée de ses intérêts^ pendant 85 jours, représente précisément 3ooo francs.
Soit à escompter en dedans, au taux de t pour 100, un billet C payable dans un nombre de jours égal à j. Représentons par or sa valeur actuelle. On aura, par définition,
xtj ___p 36000 '
d'où
36oooC looC
36000 H- // tj
3bo
Le quotient ^4- est l'intérêt rapporte par 100 francs placés
dans les mômes conditions que la valeur actuelle du billet. Si Ton désigne cet intérêt par r', on a, pour la formule générale de la valeur actuelle d'un billet,
looC jc = •
lOO -h /'
D'après ce qui précède, la différence entre le montant du billet et sa valeur actuelle est précisément l'escompte en dedans. La formule générale de cet escompte E' est donc
lOO -f- /' loo -i- /'
1^24. Puisqu'on a, par définition,
on voit que l'intérêt deC est égal à l'intérêt de x augmenté de celui de E'. En d'autres termes, l'escompte en dehors est égal à l'escompte en dedans, augmenté de son propre intérêt. Telle est la différence entre les deux escomptes. Comme Tescompte se fait rarement à long terme, cette différence est en général très-faible. En reprenant l'exemple du n° 422, on trouve 19^', aS pour l'escompte en dedans du billet considéré. Dans cet exemple, la différence entre les deux escomptes est donc seulement de o'',25. On peut vérifier que l'intérêt de ï^^\iS, dans les conditions posées, est bien égal à o^',25.
425. On peut vouloir remplacer plusieurs billets à échéances diverses par un seul billet équivalent, dont il s'agit alors de calculer Véchéance moyenne.
On détermine cette échéance par la condition que l'escompte du billet unique, effectué à une date antérieure quelconque, soit égal à la somme des escomptes des billets primitifs effectués à cette même date.
Soient a, a% a' les montants des billets primitifs, et A=:a + a^+a^ le montant du billet unique qui doit les remplacer. Désignons par jf, /, j" les nombres de jours qui séparentrespeciivementla date auxiliaire fictive des échéances des billets a, a\ a" y et par J le nombre de jours qui doit s'écouler entre cette date auxiliaire et celle de l'échéance m-
connue du billei A. Soil, enfin, — - - = ûf le diviseur (418)
qu'on doit adopter d'après le taux choisi.
La somme des escomptes en dehors (422) des billets primilils est
AJ
L'escompte en dehors du billet unique est--i-« On a donc,
pour déterminer J, la condition
A J ___ aj -h a'y' 4- a"]" d "^ d '
d*ou Ton déduit
.' .'/ . ^ff :if
a -\- a' -ir a"
La partie entière du quotient indiqué dans le second membre de l'égalité précédente fera connaître le nombre de jours J, c'est-à-dire fixera l'échéance moyenne du billet A.
On voit que ce résulini est indépendant du taux de l'escompte, puisque le diviseur d disparaît du calcul. Il est également indépendant de la date auxiliaire fictive ({u'on a choisie; car, si Ton modifie cette date en la reculant ou en l'avançant d'un certain nombre de jours, on augmente ou l'on diminue du même nombre d'unités les nombres jf,/,^, et, par suite, le nombre J. L'échéance moyenne reste donc toujours la même.
Dans la pratique, on prend pour date auxiliaire le jour de l'échéance du billet qui devrait être payé le premier.
Qaestions sar les rentes.
426. Lorsqu'un gouvernement fait un emprunt, il peut opérer de deux manières : indiquer d'avance l'intérêt qu'un capital donné rapportera, ce qui est le mode le plus rationne); ou bien indiquer seulement l'intérêt promis, en omettant le véritable capital correspondant et en le remplaçant par un capital fictif ou nominal. C'est ce dernier mode qui est généralement suivi pour les emprunts publics.
Ainsi on emprunte 100 millions à 3 pour 100 : cela veut
dire qu*on constitue aux prêteurs 3 millions de rentes annuelles; car loo est contenu un million de fois dans loo millions. Mais cela ne signifie pas que l'État recevra réellement en échange un capital de loo millions. Si la situation du crédit est telle au moment de l'emprunt qu'on puisse retirer plus de 3 francs dMntérêt d'un capital de loo francs, le gouvernement sera forcé de recevoir, pour l'intérêt de 3 francs, un capital inférieur à loo francs. Il exigera donc, suivant les circonstances, 8o, 75, 70 francs. Dans le second cas, par exemple, le prêteur ne placera pas son argent à 3 pour 100, mais bien à 4; car donner 75 francs de capital pour 3 francs d'intérêt, c'est donner aS francs pour i franc, et 100 francs pour 4 francs d'intérêt. C'est pour cette raison que, dans les titres ou inscriptions de rentes sur l'État, le capital réel n'est pas énoncé, mais seulement Tintèrent.
Les emprunts publics se font d'ailleurs avec la clause expresse de n'acquitter que l'intérêt annuel des capitaux prêtés, sans prendre aucun engagement pour leur remboursement.
Les rentes sur l'Etat, les actions et obligations de chemins de fer, etc., se négocient tous les jours à la Bourse. La valeur du capital correspondant varie continuellement suivant les prévisions des joueurs, les bruits de toute nature, etc. Cette valeur spéciale et journalière s'appelle le cours ou la cote de l'efFet public considéré.
On dit qu'une rente sur l'État est au /lairlorsqu'elle atteint le cours nominal de 100 francs. Le remboursement d'une pareille rente, s'il a lieu, doit être fait au pair.
427. Tous les problèmes qu'on peut se proposer sur les effets publics sont de simples règles de trois. Il suffira d'en donner quelques exemples;
I** On veut placer 60000 francs en rente 3 pour 100; le cours actuel de cette rente étant 71,25, quelle inscription devra-t-on recevoir?
Dire que la rente 3 pour 100 est au cours de 71,25, c'est dire que ce capital correspond à 3 francs de rente. La question revient donc à celle-ci :
Sachant que 3 francs de rente exigent un capital de 7i'%25, à quelle rente a: donnera droit un capital de 60000 francs?
Les capitaux et les rentes sont des grandeurs proportion-
nelles; on aura donc (408)
On voit que, pour connattre le montant de la rente qu'on peut acheter avec un capital donné, à un cours donnée il faut multiplier le capital par Vintérét nominal de la rentCy et diviser le résultat obtenu par le cours*
2° Quel capital faut 'il employer pour acheter 3ooo francs de rente 5 pour 100, au cours de 98^% 75?
En désignant par x le capilal inconnu, on a immédiatement, d'après ce qu'on vient de dire,
On voit que, pour connattre, à un jour donné, la valeur d'une inscription de rente sur l'État, il faut multiplier le montant de cette inscription par le cours, et diviser le résultat obtenu par l'intérêt nominal de la rente,
3" J quel taux place-t-on le capital qu'on emploie, en achetant de la rente 4 7 pour 100 au cours de 88*"', 70?
En désignant par x le taux inconnu, on a
On voit que, pour connattre le taux de l'intérêt rapporté par un capital placé en rente sur l'État à un cours donné, il faut multiplier par 100 l'intérêt nominal de la rente, et diviser le résultat obtenu par le cours ( ' ).
4® Le 4 pour 100 étant au cours de 84^'» ^5 et le 3 pour 100 au cours de 69'', i5, quel est le placement le plus avantageux au point de vue des intérêts produits?
Si 4 francs d'intérêt correspondent au capital 84,^5, i fraiK
84,25 d'intérêt sera produit par le capital — j — ou 21'% 0625.
(*) Dans les exemples précédents, nous avons négligé la commission ou le courtage dû à Tagent de change chargé de l'achat ou de la vente d'un effet public. Ce droit de courtage est, en général, de -y pour loo de la valeur de reflet. Nous avons aussi négligé le timbre.
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Si 3 francs d'intérêt correspondent au capital 69,16, 1 franc d'intérêt sera produit par le capital -^ — ou a3'',o5. U vaut donc mieux acheter de la rente 4 pour 100.
Des assaranees.
428. On appelle (assurance un contrat par lequel, moyennant une prime convenue, un objet déterminé se trouve, pour un temps limité, garanti ou assuré contre tout risque extérieur. On assure, par exemple, une maison, un mobilier, des récoltes, contre l'incendie, la foudre ou la grêle.
Le contrat passé entre l'assureur et l'assuré, ou police d'assurance, est signé d'avance; et la prime est calculée à tant pour 100 de la valeur de l'objet garanti, d'après les données de l'expérience.
On a vérifié, en effet, qu'au sein des grandes agglomérations humaines, les mêmes événements naturels se reproduisent avec une singulière régularité. La loi existe sans que nous puissions remonter à son principe. Ainsi, dans un pays donné, le nombre des naissances, celui des décès, des mariages, la quantité des eaux pluviales, la température moyenne, etc., sont des quantités approximativement fîxes, lorsqu'on considère un certain temps partagé en intervalles égaux d'une durée convenable. Il en est de même des sinistres de toute nature; eux aussi se reproduisent périodiquement, lorsqu'on embrasse un temps assez long pour que les inégalités de délait puissent se fondre dans l'ensemble.
Supposons, par exemple, que, sur 586 navires baleiniers,
8 bc soient perdus en quatre ans. Acceptons ce résultat comme
moyenne des pertes. Si 8 navires se perdent sur 586, il s'en
perdra i sur -rr- ou i sur 78,25. On prendra donc 74, et l'on
posera en principe, en faisant abstraction de toute chance heureuse ou malheureuse, que, sur 74 navires, il s'en perd toujours I. Sur tout le capital engagé ou assuré, l'assureur
devra donc prélever d'abord une prime égale à -y de ce capital, ce qui revient à i,36 pour 100; mais il doit s'indemniser aussi des frais d'administration et jouir d'un certain bénéfice.
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La prime pourra alors être réglée à 4 pour loo du capital garanti. De cette manière, les bénéfices de Tassureur ne sont plus exposés au hasard, et l'assuré, en sacrifiant une faible partie de ceux auxquels il a droit, les rend tout à fait certains. Le calcul de la primeseréduitàchercherrintérêtà4pour loo du capital engagé dans l'entreprise maritime.
La prime des assurances contre l'incendie, contre la grêle, etc., se calcule de même, en ayant toujours égard à l'observation des événements malheureux dans un temps donné.
429. Nous venons de parler des assurances à prime fixe. Il faut encore distinguer les assurances mutuelles.
Dans ce second mode d'assurances, les frais généraux de la Société et le montant des sinistres subis sont répartis annuellement entre tous les assurés, proportionnellement au capital garanti par chacun d'eux. La prime est alors essentiellement variable, puisqu'elle dépend directement des sinistres que la société a à supporter dans le courant de chaque exercice. On l'obtient, pour chaque assuré, à l'aide d'une simple proportion.
Nous n'avons pas à traiter ici des assurances sur la vie^ les questions qui s'y rattachent ne pouvant être étudiées qu'en Algèbre.
Partages proportionnels. — Règles de société.
. 430. Partager un nombre donné en parties proportionnelles à d'autres nombres donnés^ c'est le partager en parties telles, que leurs rapports respectifs aux nombres qui leur correspondent soient égaux entre eux.
D'après cela, si l'on veut partager un nombre N en parties ^fX» ^9 proportionnelles aux nombres donnés a, b, c, on doit avoir
abc
Mais, lorsque plusieurs rapports sont égaux, on forme un rapport égal à chacun d'eux en les ajoutant terme à terme (386); chacun des rapports précédents est donc égal à
X -hy-^ ^ N
a-h^-hc a-4-6-f-
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puisque les trois parties x^ y^ x;, forment le nombre N. On a donc
d'où Ton déduit
Ne
On peut donc énoncer celte règle :
Pour partager un nombre en parties proportionnelles à ff autres nombres donnés, il faut le multiplier respectivement par les rapports que l'on obtient en divisant chacun des nombres donnés par la somme de ces nombres.
Les valeurs précédentes montrent qu'on peut, sans rien changer aux résultats obtenus, multiplier ou diviser par un même nombre les nombres donnés a, b, c,
431. Les règles de société sont une application des partages proportionnels.
En effet, lorsque plusieurs personnes s'associent pour former une entreprise, on convient généralement de partager les ben'^fices (ou les pertes) proportionnellement aux mises des associés.
Si les mises ne restent pas placées pendant le même temps, on partage les bénéfices proportionnellement aux produits des mises par les temps qui leur correspondent; car il est naturel d'admettre que, pour des temps égaux, les parts doivent èlvB proportionnelles aux mises et, pour des mises égales, proportionnelles à la durée du placement (^»11).
Application. — 4 associés ont placé dans une entreprise : le premier, 24000 francs pendant 4 ofis; le deuxième, i5ooo francs pendant 3 ans; le troisième, 36ooo francs pen^ dent I an; le quatrième, 60000 francs pendant 6 mois. On demande de partager entre eux les bénéfices qui se sont élevés à S'] 80Ù francs.
Il faut partager le nombre 67800 proportionnellement aux
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produits 24000 X 4» '5ooo x 3,36ooo X i » 60000 x - > c'esl-à-
dire proportionnellement aux nombres 96000, 4^000, 36ooo
et Soooo ou (430)32, i5, 12 et 10. En désignant les parts par ^%
x'\ x'", x^", on aura donc (430)
^„ ^ 578oox_^5_ ^ ,,565'S...
^„_- 57800 x_.?__^ ,oo5.f',.6.
Comme vérification, la somme des parts doit reconstituer le liénéfice total 57800.
Voici une seconde application
Un arrondissement, composé de 4 cantons, doit fournir 21 5 soldats. Les populations des 4 cantons sont respectivement : 32119 habitants, 4^827 habitants, 23910 habitants, 19813 habitants. On demande de répartir le contingent à fournir d'après la population, aussi équitablement que possible.
II faut partager 2i5 en parties proportionnelles aux nombres d'habitants donnés. On trouve ninsi :
Pour le 1" canton . . 59, 1
Pour le 2* canton 75,2
Pour le 3" canton 44 »o
Pour le 4* canton 36,5
La répartition ne pouvant avoir lieu qu'en nombres entiers, on demandera respectivement aux 4 cantons, 59 hommes, 75 hommes, 44 hommes, 36 hommes, en tout 214. Il restera donc un conscrit à demander en plus à Tun des 4 cantons, li semblerait au premier abord que c'est le quatrième canton qui doit le fournir, parce que c'est pour ce canton que la partie décimale négligée est la plus considérable. Mais on ne tiendrait pas compte ainsi du nombre des habitants. 11 faut chercher l'augmentation absolue que subit le résultat trouvé lorsqu'on
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prend pour chaque canton un soldat de plus, et la comparer au nombre d'habitants du canton. Le canton pour lequel on trouvera ainsi le plus petit quotient devra évidemment fournir un soldat de plus.
Les résultats 60, 76, 45, 87 correspondent aux augmentations absolues 0,9, 0,8, 1, o»5, et Ton a
= o,oooo4i»
La plus petite augmentation relative correspond au second canton. La répartition la plus équitable consistera donc à demander 59 hommes au premier canton, 76aii deuxième, 44^^' troisième et 36 au quatrième.
Questions sur les mélanges et les alliages.
433. On peut se proposer sur ces sortes de questions deux problèmes très-différents :
I** Étant donnés les quantités à mélanger et les prix de leurs unités, on demande le prix total du mélange;
2" Étant donnés le prix total du mélange et les prix des unités des quantités à mélanger, on demande dans quelles proportions ces quantités doivent être mélangées.
Ce second problème est en réalité du ressort de l'Algèbre et, comme nous le montrerons, il est indéterminé dès qu'on considère plus de deux quantités.
43i. Voici deux exemples du premier problème : On mélange 80 litres de vin à o^',5o le litre, 60 litres devin à o'',70 le litre, 1 10 litres de vin à of',85 le litre, et l'on demande le prix du litre du mélange».
Ht ^ fr fr
80 à o,5o valent 8oxo,5o— 40 60 à 0,70 valent 60X0,70 := 4^ no à o, 85 valent iioXo,85= 93,60
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Les 25o litres du mélange valent donc i75^%5o. Par suite,
I no 5o I litre du mélange vaut — — * - == o^%702.
On a 3 lingots d'argent : le premier, au titre de 0,960 et pesant 8 kilogrammes; le deuxième, au titre de 0,820 et pensant i5 kilogrammes ; le troisième, au titre de 0,760 et pesant 1 1^«,5. On demande le titre de l'alliage obtenu en fondant ces trois lingots.
8 kilogrammes à 0,960 de fin renferment Q^^ x 0,9^0 ou 7^«,6oo d'argent pur.
16 kilogrammes à o.8ao de fin renferment i5^«x 0,820 ou i2^«,3oo d'argent pur.
ii*'«,5 à 0,760 de fin renferment ii^»,6x 0,760 ou 8^«,625 d'argent pur.
L'alliage résultant de la fonte pèse donc 34''S5 et contient 28*'«,526 d'argent pur. Son titre est, par suite (366), égal à
-.,,., OU a 0,8268.
D'une manière générale, on voit que, si Ton désigne par P, P', P" les quantités à mélanger ou à allier, et par /?, p\ p" les prix de leurs unités ou leurs titres, le prix de l'unité du mélange ou le titr^. de l'alliage est donné par la formule
435. Résolvons ?e second problème, en nous bornant d'abord au cas de deux quantités.
On a 2 lingots d'argent, l'un au titre de 0,960, l'autre au titre de 0,820; dans quelle proportion faut-il les mélanger pour obtenir un alliage au titre de 0,900?
Si, au lieu de i kilogramme de l'alliage cherché, on prenait I kilogramme du premier lingot, l'erreur e/i /?/{^ sur le titre serait de 0,960 — 0,900 = 0,060. Si la quantité choisie du premier lingot n'est plus égale à i kilogramme, mais à la fraction X kilogramme, l'erreur en plus sera a; x 0,060.
De même, si, au lieu de i kilogramme de l'alliage cherché, on prenait 1 kilogramme du second lingot, l'erreur en moins serait de 0,900 — 0,820 = 0,080. Si la quantité choisie du se-
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cond lingot n'est plus égale à i kilogramme, mais à la fraclion Y kilogramme, l'erreur en moins sera/x 0,080.
Pour qu'il y ait compensation, c'est-à-dire pour que le kilogramme de l'alliage soit au titre de o^goo, il faut que les erreurs en plus et en moins soient égales et, par suite, qu'on ait
On en déduit
On doit donc former i kilogramme de l'alliage projeté, de deux fractions x ^\. y des lingots considérés, inversement proportionnelles aux différences o,o5o et 0,080 qui existent entre le titre moyen et chacun des titres donnés; c'est-à-dire que Xy quantité du premier lingot, doit correspondre à la différence entre le titre moyen et le titre du second lingot, et que/, quantité du second lingot, doit correspondre à la différence entre le litre du premier lingot et le titre moyen.
Remarquons que la somme des fractions j: et / est supposée égale à i kilogramme. La question est donc ramenée à partager un nombre donné en parties proportionnelles à des
nombres donnés. On peut remplacer le rapport ' ^ par le rapport ^* On a alors (430)
c'est-à-dire
La fraction —r^ revient à o,6i54 et la fraction —, à o,3846. On li i3
prendra donco*'«,6i54du premier lingot eto*'«,3846du second,
pour former i kilogramme de l'alliage.
&36. Voyons maintenant comment on peut opérer dans le cas où l'on a à considérer plus de deux quantités.
Un boulanger a trois espèces de farine, la première à o''',4o le kilogmnime, la deuxième à o'',So le kilogramme, la troi^
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sième à o^^,55 le kilogramme. Dans quelles proportions doit-on opérer le mélange de ces trois farines pour que le kilogramme du mélange coûte o^',^51
La question est indéterminée; c'est ce que montre la marciie que nous allons suivre pour trouver Tune des solutions du problème.
Cn prend un prix intermédiaire entre le premier prix o'',4o et le prix moyen o^',^5 : par exemple, le prix o^',43 ; et Ton cherche dans quelle proportion il faut mélanger la première et la deuxième espèce de farine pour que le prix moyen du mélange auxiliaire ainsi formé soit égal à o^'',43. En appelant ;r et / les fractions de kilogramme à mélanger, pour avoir i kilogramme du mélange» on peut poser, d'après ce qui précède (435),
On doit donc partager i en parties proportionnelles à 7 et 3, c'est-à-dire que x est égal à ©^«,7 et ^ à o^«,3.
On cherche ensuHe dans quelle proportion il faut mélan* ger la farine résultant du premier mélange et celle à o^',55 pour que le prix moyen atteigne la valeur demandée o^%4^*
£n appelant z ei u les fractions de kilogramme du premier mélange et de la troisième espèce de farine, qui doivent composer le kilogramme du mélange cherché, on a
On doit, par suite, partager i en parties proportionnelles à 5
et I, c'est-à-dire que z est égal à -^ et m à -^»
Il faut, pour terminer, calculer les quantités des deux premières espèces de farines qui doivent composera. Si z était
égal à I kilogramme, il y entrerait o^S7 à o^',4o et o^«,3 à
5kg 5kl
o^%5o; z étant égal à /•-? il y entrera -^ x 0,7 = o*^«,583 de
5kg farine à of^4o et ->- x o,3 = o^^aSo de farine à o^',5o.
£n résumé, on répondra à la question en formant chaque
kilogramme du mélange de
kK fr
o,583 de farine à o,4o o,a5o à o,5o
V. ou o, 167 à
La question est bien indéterminée; car, si nous changions le prix moyen auxiliaire o,43, dont la valeur est arbitraire, nous arriverions à une nouvelle solution.
Règles conjointes. — Arbitrages.
^37. Tout problème dans lequel deux quantités principales sont liées entre elles par une série de rapports connus, qui permettent de les déduire Tune de l'autre, peut se résoudre à Taîde du procédé connu sous le nom de règfe conjointe. Cette règle sert spécialement pour convertir les uns dans les autres les poids et mesures des différents pays, et pour le change de leurs monnaies; dans ce dernier cas, elle prend le nom de règle de change ou d'arbitrage.
Traitons d'abord un exemple :
On demande combien ii^ pieds anglais valent de mètres^ sachant que i6 pieds anglais valent i5 pieds français ^ et que 4 pieds français valent i^^3.
Désignons par a: le nombre de mètres cherché. Nous pourrons, d'après l'énoncé, poser les égalités suivantes :
(1) X mètres = 1 1 3 pieds anglais,
(a) i6 pieds anglais = i5 pieds français,
(3) 4 pieds français = i",3.
Multiplions les deux membres de régalité(i) par i6, et les deux membres de l'égalité (2) par 11 3. Nous aurons
X mètres x 16 = 1 1 3 pieds anglais x ï6 et
16 pieds anglais X ii3=:i5 pieds français X ii3.
Ces deux dernières égalités ayant un membre commun, les
deux autres membres sont égaux, et l'on peut écrire immcdiatemenl
(4) X mètres x i6 = i5 pieds français X 1 13.
En opérant alors sur les égalités (4) et (3) comme on vient d*opérer sur les égalités (i) et (2), on trouve
(5) X mètres X 16 x 4= '^ pieds français X ii3x4 et
(6) 4 pieds français X i5 x 113= i*',3 x i5x ii3. On en déduit
X mètres x 16 x4= ï">3 x i5x îi3,
d'où
i,3x i5 x ii3 ,,„ ^5 X = -r. ; = 34",53.
Le raisonnement qu'on vient de faire permet en réalité de multiplier membre à membre les égalités posées ; on est ainsi conduit à cet énoncé» qui constitue la règle conjointe :
Il faut exprimer y sous forme d'égalités, les relations qui lient les quantités considérées, en ayant soin que le premier membre de chaque égalité soit de même espèce que le second membre de légalité précédente. Le premier membre de la première égalité doit d'ailleurs^ être la quantité inconnue x, et l'on est averti que la règle est écrite lorsqu'on arrive à une dernière égalité dont le second membre est de même espèce que X, En multipliant alors membre à membre toutes ces égalités, on obtient une égalité résultante, d*où Von déduit la valeur de x.
438. Les opérations de change ont pour but d'effectuer des payements û* une place à l'autre, en évitant tout transport de numéraire. Si l'on veut, de Paris, s'acquitter envers un créancier de Londres, il suffii d'acheter d'un banquier de Paris un effet ou une lettre de change sur Londres. Le créancier auquel on l'adresse touche ensuite, chez un banquier de Londres, le montant de cette lettre de change, énoncé en monnaie ou en papier anglais.
On dit que le change est au pair lorsque la somme à payer pour acquitter une dette déterminée reste la même d'une place à l'autre, mais c'est là un cas très-rare. Le papier sur Londres peut cire plus recherché à Paris que le papier sur , Paris ne l'est à Londres : c'est ce qui arrive si la balance du commerce est en faveur de Londres, c'est-à-dire si, à l'instant considéré, la dette de Paris est plus considérable que celle de Londres. Les lettres de change sur Londres augmentent alors de valeur, comme cela a Heu pour toutes les sortes d(' marchandises lorsqu'elles sont plus demandées. Ainsi, dans cette hypothèse, la livre sterling (papier) vaudra à Paris un peu plus de 25'^',2i, résultat qui représente sa valeur intrinsèque ou monétaire, et, inversement, aS'', 21 (papier) vaudront à Londres un peu moins d'une livre sterling.
Le taux du change est exprimé par les quantités de monnaie des différentes places qui, à l'instant considéré, soni équivalentes. En général, le taux du change est réciproque d'une place à l'autre; c'esl-à-d ire, par exemple, qu'une livre sterling représente le même nombre de francs à Londres et à Paris. Mais, par suite de diverses circonstances, cette réciprocité peut ne pas exister.
439. On comprend, par ce qui précède, que les changes des différentes places de commerce, comparées les unes aux autres, subissent des variations et présentent des cours analogues à ceux des effets publics. 11 en résulte que, au lieu d'opérer directement d'une place à l'autre, il peut être plus avantageux pour le débiteur d'employer une place intermédiaire. Donnons, pour terminer, un exemple de ce genre de questions.
Un banquier de Paris doit 2000 marcs-banco à Hambourg. On demande s'il faut qu* il s'acquitte directement ou par l'intermédiaire d'Jmsterdam, sachant qu'au jour de l'échéance et les changes étant réciproques, 190 francs valent 100 marcsbanco de Hambourg, ^o marcs-banco de Hambourg valent 34 florins d'Amsterdam^ et 100 florins d' Amsterdam valent jLil^ francs.
Si l'on opère directement de Paris sur Hambourg, il faut, pour les 2000 marcs-banco, payer 190 x 20 ou 38oo francs. Si l'on prend la voie intermédiaire d'Amsterdam, on pose celte
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règle conjointe :
X francs = 2000 marcs-banco, 4o marcs-banco = 34 florins, 100 florins == 214 francs,
Cl Ton en déduit
^ X 4o X 100 rrr 214 X 34 X 2000
ou
Le banquier doit donc préférer la voie intermédiaire, dont remploi lui fait économiser 38oo — 3638 ou 162 francs.
440. Nous aurions de nombreuses remarques à ajouter, relativement aux opérations de banque; mais nous sortirions de notre sujet, et nous devons renvoyer sur ce point aux ouvrages spéciaux de comptabilité flnancière. D'ailleurs, pour résoudre tous les problèmes qui se rapportent à ce genre d'opérations, il suffît, en général, de mettre en œuvre les différentes règles exposées successivement dans ce Chapitre.
Méthode des hypothèses.
441. Cette méthode consiste à supposer^ pour valeur de l'inconnue d'un problème, un nombre pris au hasard. En soumettant ce nombre aux conditions de l'énoncé, comme si Ton voulait le vérifier, on arrive, en général, à un résultat qui n'est pas celui qu'on doit obtenir. En examinant alors la différence qui existe entre le résultat inexact et le résultat réel, on peut, dans certains cas, arriver facilement à la valeur de l'inconnue.
On demande , par exemple , de payer 96 francs avec 318 pièces^ les unes de S francs^ les autres de 7. francs.
Faisons une hypothèse arbitraire sur le nombre nécessaire de pièces de 5 francs, et admettons que ce nombre soit égal à j5. Nous aurons alors i5 pièces de 5 francs et i3 pièces de 2 francs, ce qui forme une somme égale à loi francs, résultat inexact par excès.
Mais, pour chaque pièce de 5 francs en moins, c'est-à-dire pour chaque pièce de 5 francs remplacée par une pièce de 2 francs, on diminue le résultat loi de 3 unités. Or, pour
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passer de loi à 96, résultat exact, il faut diminuer 101 de 6 unités; par conséquent, 11 faut remplacer 2 pièces de 5 francs
I 2 = - j par 2 pièces de 2 francs. On trouve ainsi, comme réponse, i3 pièces de 5 francs et i5 pièces de 2 francs, qui composent bien en effet la somme g5 demandée.
442. Dans le problème précédent, le rapport de la variation de la différence qui existe entre le résultat inexact et le résultat réel à la variation du nombre supposé s'aperçoit immédiatement. Quand la question est moins simple, on fait deux hypothèses successives et arbitraires sur la valeur de Tinconnue, afin d'établir sans peine le rapport dont nous venons de parler. Cest ce que nous allons expliquer sur l'exemple suivant ;
Deux joueurs entrent au jeu avec une même somme. L'un
perd les - de son argent y Vautre les j^ et le premier joueur^
en se retirant^ a i5 francs de plus que le second. On demande la valeur de leur mise commune.
Si les deux joueurs avaient eu 72 francs, en se mettant au jeu, le premier se serait retiré avec 24 francs, et le second avec 18 francs. La différence de ces deux résultats est 6 francs au lieu de i5.
De même, si les deux joueurs avaient eu 120 francs en se mettant au jeu, le premier se serait retiré avec 40 francs, et le second avec 3o francs. La différence de ces deux résultats est 10 francs au lieu de i5.
Ainsi, en faisant croître la mise supposée de 72 à 120, l'erreur commise sur le résultat cherché diminue de 9= i5 — 6 à 5 = i5 — 10.
La première erreur 9 diminuant de 4 unités, quand on augmente la première mise 72 de 43 unités, pour que cette erreur diminue de 9 unités, c'est-à-dire pour qu'elle s'annule, il faut augmenter 72 d'une quantité dont le rapport à 4^ soit
celui de 9 à 4* Cette quantité est donc 48 X ? = 108.
Par suite, les deux joueurs en se mettant au jeu avaient tous deux 180 francs, et il est facile de vériGer que ce nombre satisfait aux conditions de l'énoncé.
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443. La méihode que nous venons d'exposer esi connue sous le nom de règle de fausse position. Comme on le voil, elle ne peut conduire, en général, à un résullal exact, que s'il V a proportionnalité entre les variations du nombre inconnu remplacé par un nombre supposé, et les variations de Terreur commise par suite des hypothèses arbitraires adoptées.
L'Algèbre résout d'ailleurs sans difHcuUé les problèmes qui dépendent de la règle de fausse position. Si nous en avons parlé en Arithmétique, c'est parce que cette règle peut être employée avec avantage, comme méthode d'approximation ^ dans un très-grand nombre de questions de calcul, notamment dans la recherche des logarithmes et dans la résolution des équations numériques. Nous la retrouverons donc plus lard sous le nonj de rè^le des parties proportionnelles*
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES
But de l'Algèbre.
1. En Ariihmélique, nous avons employé des signes partitmliers, ayant une valeur déterminée ; en Algèbre, on emploie des symboles généraux qui peuvent représenter toutes les valeurs possibles.
£n Arithmétique, les signes étant particuliers^ il faut que les raisonnements aient une généralité telle, qu'on puisse en conclure une règle fixe. En Algèbre, les symboles étant généraux, les raisonnements peuvent être particuliers sans nuire à la généralité de la règle à laquelle on est conduit.
En Arithmétique, une question étant résolue, si elle se présente de nouveau avec d'autres données, il faut la résoudre de nouveau, parce que la solution numérique tsi un résultat brut qui ne conserve aucune trace des opérations successivement effectuées. En Algèbre, une question est résolue une fois pour toutes; les symboles employés ne peuvent, comme les nombres, se fondre les uns dans les autres : ceux qui n'influent pas sur le résultat disparaissent seuls, et Ton obtient une /or-
muley c'esl-à-dire une expression algébrique où les opérations à faire sur les quantités données pour en déduire les quantités inconnues sont régulièrement indiquées ('); de sorte que, si la même question se présente avec d'autres données spéciales, il suffit de substituer ces nouvelles valeurs particulières aux symboles généraux dans la formule trouvée. Il faui remarquer, en effet, que le rôle de l'Arithmétique commence où finit celui de l'Algèbre : l'Algèbre trouve les formules, Vjiritlimétique les calcule.
Les symboles employés en Algèbre pour représenter les quantités sont les lettres de l'alphabet ('). On désigne ordinairement par les premières lettres a, 6, c, . . . les quantités connues, et par les dernières x, y, z^.. . les quantités inconnues.
Nous allons rendre sensibles par des exemples les considérations qui précèdent.
2. Proposons-nous cette question : Trouver deux nombres dont la somme soit 1 38 et la différence 24.
La somme du plus grand et du plus petit nombre étant i38, et leur différence étant 24, si l'on ajoute cette somme et cette différence, on aura évidemment le double du plus grand nombre, puisque le plus petit nombre, ajouté et retranché, devra disparaître. Deux fois le plus grand nombre formant le nombre
i38 -h 24 ou 162, ce plus grand nombre est égal à — ou à 81 .
Dèslors le plus petit nombre est représenté pari38 — 8iou 67.
Telle est la résolution du problème au point de vue arithmétique.
On simplifie déjà notablement en représentant le plus grand nombre cherché par x et le plus petit par^-. Les conditions de l'énoncé sont alors exprimées par les égalités
Si on les ajoute membre à membre, on trouve
2 a: = 162, d'où or = 81;
(') Plusieurs des problèmes traités dans le dernier Chapitre de V Arithmétique nous ont déjà conduit à l'emploi àw formules,
(*) C'est le géomètre français Viëtb (i54o) qui a, le premier, représenté les DonibrcK par des lettres.
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par suite
Mais ici on a emprunté seulement la forme algébrique : les données seraient autres que i38 et249 on devrait recommencer le calcul. II faut faire un pas de plus» généraliser davantage, arriver à une formule. Pour cela» les données numérique» elles-mêmes sont remplacées par des lettres, la somme donnée est représentée par 5, la différence donnée par //. On a alors
ar -— / = rf.
On en déduit
^x =^s -h a ou X ~ — I —
Ainsi, quelles que soient la somme et la différence données» le plus grand nombre est égal à la demi-somme ^ plus la demidifférence, et le plus petit nombre à la demi^somme moins la demi' différence.
Telle est la résolution du problème au point de vue algébrique.
3. Soit encore la question suivante : Deux fontaines remplissent isolément un bassin, l'une en coulant pendant 3 heures, l'autre en coulant pendant 5 heures; en combien de temps le rempli raient- elles si elles coulaient ensemble?
La première fontaine remplit le bassin en 3 heures; en I heure, elle en remplira ~; la seconde remplit le bassin en
5 heures; en 1 heure, elle en remplira^* Les deux fontaines
coulant ensemble rempliront donc en i heure ^ 4- ^ du bas-
sin, c'est-à-dire -= du bassin. Elles en rempliront -^ en rz
,5 d'heure, elles le rempliront tout entier en ^ d'heure, c'està-dire en i*» ^ ou i^Zi^f&m
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Remarquons que le résultat -rr- est l'inverse de la fraction -i«
Si Ton veut obtenir la formule qui correspond à tous les problèmes de même espèce, on représente par a et 6 les temps nécessaires aux deux fontaines coulant seules pour remplir le bassin, par x le temps cherché. L'heure étant toujours prise pour unité et la capacité du bassin représentée par i, la première fontaine remplit en i heure une fraction de cette capacité représentée par - 9 la seconde une fraction représentée par
7* Coulant ensemble, elles remplissent donc en i heure - + ? b a 0
ou - ,- du bassin. Autant de fois i contiendra — ^,— > autant ab ab
il faudra d'heures pour que le bassin soit rempli. On a donc
ab a H- 6
inverse de la fraction — . —
ab
Si l'on veut vérifier la solution numérique précédente, il faut
dans cette formule remplacer a par 3 et 6 par 5. 11 vient
4. En résumé, a l'Algèbre ordinaire, qu'on peut très-bien nommer V arithmétique universelle (à l'exemple de Nkwton), n'est, en effet, autre chose qu'une Arithmétique généralisée, c'est-à-dire étendue des nombres particuliers à des nombres quelconques, et, par conséquent, des opérations actuelles qu'on exécutait à des opérations qu'on ne fait plus qu'indiquer par des signes; de manière que, dans cette première spéculation de l'esprit, on songe moins à obtenir le résultat de ces opérations successives qu'à en tracer le tableau, et à découvrir ainsi des formules générales pour la solution de tous les problèmes du même genre (Poinsot, Réflexions sur la théorie des nombres), »
5. L'usage des formules offre en outre ce précieux avantage, de résumer aussi nettement et aussi simplement que possible les relations qui peuvent exister entre les quantités considé-
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réeSy de manière à faire apercevoir immédiatement des rapprochements que le raisonnement aurait eu quelquefois peine à découvrir. De plus» si les inconnues et les données se transforment les unes dans les autres, les mêmes formules sont encore applicables, pourvu qu'on y effectue les mêmes transformations.
Ainsi, l'équation du mouvement uniforme étant
si la vitesse devient l'Inconnue, on en déduit
et si le temps à son tour doit être déterminé, la même formule donne encore
Si, dans le second problème traité plus haut (3), on donne le temps nécessaire à la première fontaine coulant seule pour remplir le bassin, ainsi que le temps nécessaire aux deux fontaines coulant ensemble pour remplir le même bassin, et qu'on demande pendant combien d'heures la seconde fontaine doit être ouverte pour produire aussi ce résultat, il suffit, dans la
formule :r= — — . > de regardera comme une quantité donnée
et b comme la quantité inconnue. On en déduit alors sans peine
ax -^ bx=zaby ab — bxz^ax^ {a — x)b=zaxy
et enfin
. ax 0 = — --.
Nous démontrerons plus loin qu'un cercle a pour expression un nombre constant tt, multiplié par le carré R' de son rayon R ; de sorte qu'on peut écrire, pour deux cercles quelconques de rayons R et R',
cercle R = tt X R' et cercle R' = tt X R\
On en déduit à l'instant
cercle R _ R* cercle ^'""6''*
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Des signes et des expressions algébriques.
6. On indique l'addition et la soustraction par les mêmes signes qu'en Arithmétique.
On indique la multiplication par le signe X ou par un simpin point placé entre les quantités à multiplier; ou mieux encore, ^ on les écrit à la suite Tune de Tautre sans l'interposition d'aucun signe. Ainsi les expressions ay<b, a.b^ ab sont équivalentes.
Quand un produit renferme un facteur numérique, on a soin d'écrire ce facteur le premier, et il prend alors le nom de coefficient. Si Ton a l'expression a. b. 5. c. 7, comme on peut remplacer plusieurs facteurs par leur produit effectué et les ranger dans l'ordre qu'on veut(-^n7A/n., 66), on remplace 5 et 7 par leur produit 35, et l'expression proposée devient 35 abc. 35 est le coefficient.
Quand une lettre est prise plusieurs fois comme facteur, on ne l'écrit qu'une seule fois en faisant usage de Vexposanl. a'Xa'XaX a s'écrit a*. Cette notation, en apparence de peu d'importance, a eu la plus heureuse influence sur les progrès de l'Algèbre.
Il faut avoir soin de ne pas confondre le coefficient et l'exposant. Le coefficient indique conibien de fois il faut répéter une certaine quantité, et l'exposant à quelle puissance il faut élever cette quantité.
On indique la division en Algèbre comme en Arithmétique.
L'usage des parenthèses est nécessaire, en Algèbre comme en Arithmétique, quand il s'agit de soumettre à de nouvelles opérations des expressions où le calcul qui doit les transformer est lui-même seulement indiqué.
Si Ton veut, par exemple, multiplier a + 6 par c — d,\\ faut écrire
Si l'on veut diviser la différence — ^ —/par la somme a h-/,
on écrit de même *
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Les mois égalité ei inégalité ont le même sens en Arithmé-^ tique et en Algèbre : les signes correspondants sont aussi les mêmes.
Comme nous Tavons déjà dit en Arithmétique, lorsque plusieurs quantités ont» sans être égales, une dépendance corn* mune, une certaine analogie qu'il importe de rappeler, on représente ces quantités par la même lettre affectée d'accents différents : a, a', a", a'*,....
Une racine à extraire est indiquée par les mêmes signes qu'en Arithmétique.
7. Un monôme est une expression algébrique dans laquelle il n'entre aucun signe plus ou moins. Une expression formée de plusieurs monômes réunis entre eux par les signes + ou — constitue ce qu'on appelle un polynôme. Les différents monômes, pris avec le signe qui les précède, sont les termes du polynôme. Les termes précédés du signe + sont dits positifs^ les termes précédés du signe — sont dits négatifs. Un monôme qui n'a pas de signe est censé avoir le signe +. Quand le polynôme ne contient que deux termes, on l'appelle binôme; quand il en contient trois, on l'appelle trinôme.
Les expressions - a^b^c, 19 ^bc sont des monômes.
Les expressions 3«» — 5aA, — h 4 v^«^ sont des binômes.
L'expression 2a h — sjab — 56 est un trinôme.
L'expression a* — 3a*ft h — a'6' — ^ a6* — 26* est un polynôme.
8. Une expression algébrique est dite entière ou fraction^ naire suivant qu'elle ne contient pas ou qu'elle contient des lettres en dénominateurs. Elle est dite rationnelle ou irrationnelle suivant qu'elle ne contient pas ou qu'elle contient des lettres placées sous des radicaux (Àrithm,^ 310).
Par exemple, l'expression -. - est à la fols fractionnaire et rationnelle; l'expression a + yjab est à la fois entière et irrationnelle.
Souvent on ne considère In nature de l'expression que par rapport à l'une des lettres qui y entrent. Ainsi une expression
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entière par rapport à x est une expression dans laquelle x n'entre dans aucun dénominateur.
On peut remarquer qu'une expression fractionnaire algébriquement donnera souvent un résultat numérique entier, lorsqu'on y remplacera les lettres par des nombres spéciaux; de même, une expression entière algébriquement donnera souvent un résultat numérique fractionnaire. Il ne faut point perdre de vue que les symboles algébriques doivent pouvoir
représenter toutes les quantités possibles, ^a reste incommensurable, si Ton fait a = a, et devient numériquement commensurable si Ton fait a=:25.
Dans les premiers Chapitres de cette Section, nous ne con* sidérerons que des polynômes entiers et rationnels.
9. On appelle degré d'un monôme la somme des exposants de toutes les lettres qui y entrent: Le monôme 7 a^h^c est un monôme du sixième degré : la lettre c a l'exposant i.
On appelle degré d'un polynôme le degré le plus élevé parmi ceux des termes qui le composent. Le polynôme
20^ b — 3a^ -+- 56' — - 6 est un polynôme du cinquième degré.
Quand tous les termes d'un polynôme sont de même degré, il est dit homogène. Le polynôme la* — Sa'^b -h ^ab* — 6b^ est un polynôme homogène du troisième degré.
Souvent on ne prend le degré que par rapporta une lettre* Le monôme Sà'x^ est du troisième degré en x. Le polynôme 3a*x* — 7.u}x^ 4- 5a r — a* est aussi du troisième degré en x.
Des opérations algébriques.
10. Deux expressions algébriques sont équivalentes^ lorsqu'elles conduisent toujours à des résultats égaux, quelles que soient les valeurs numériques substituées aux lettres identiques qu'elles renferment.
Comme TAIgèbre opère sur des symboles généraux, le cal vid algébrique consiste seulement à remplacer une expression donnée par une autre expression équivalente.
11. Ce n'est que progressivement qu'on peut s'élever à une f;énérallsation complète. Nous devons donc prendre pour point de départies définitions mêmes de l'Arithmétique*
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D'après cela, ajouter ou retrancher les deux expressions algébriques A et B, c'est former une troisième expression telle, que sa valeur numérique reste toujours égale à la somme ouit la différence des valeurs numériques des deux premières, les mêmes lettres étant remplacées par les mêmes nombres quelconques dans les trois expressions.
De même, multiplier ou diviser A par B, c'est former une troisième expression telle, que sa valeur numérique soit toujours égale au produit ou au quotient des valeurs numériques des deux premières, les mêmes lettres étant remplacées par les mêmes nombres quelconques dans les trois expressions.
En Algèbre, comme en Arithmétique, la soustraction est donc l'inverse de Taddition, et la division l'inverse de la muN tiplicaiion.
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CHAPITRE IL
ADDITION ET SOUSTRACTION
Valeur d*an pol3rnôme.
12. Le calcul algébrique est, en réaliié, le calcul des polynômes. Les principes de ce calcul ont déjà élé énoncés ou établis en Arithmétique. Nous ne rappellerons ici que ceux qui concernent l'addition et la soustraction.
I" i4 jouter ou retrancher une somme, c'est ajouter ou retrancher toutes les parties de cette somme.
2® Jjouter une différence ^ c'est ajouter la partie positive et retrancher la partie négative. Ainsi, ajouter 8 — 3, c'est ajouter 8 et retrancher 3.
3" Retrancher une différence , c'est retrancher la partie positive et ajouter la partie négative {Arithm^y 62). Ainsi, retrancher 8 — 3, c'est retrancher 8 et ajouter 3.
4" Le résultat définitif d'autant d'additions et de soustractions successives qu'on voudra reste indépendant de l'ordre dans lequel on opère.
13. Ce dernier principe exige quelques éclaircissements. Si l'on remplace les lettres qui entrent dans un polynôme
par certains nombres, ce polynôme peut se présenter sous la liirme
La série des opératicttis indiquées peut alors être effectuée directement, et l'on trouve 5 pour la valeur numérique du polynôme.
Mais les mêmes termes affectés des mêmes signes peuvent se succéder dans un ordre tel, qu'on obtienne
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comme expression de la valeur du polynôme correspondant. Si Ton veut alors effectuer le calcul, on est arrêté immédiatement, puisqu'on ne peut retrancher 5 de a (au point de vue arithmétique).
Le principe énoncé supprime celte difficulté en montrant qu* il faut entendre par valeur d*un polynôme V excès de la . somme de ses termes positifs sur la somme de ses termes négatifs.
L'ordre dans lequel les termes du polynôme se succèdent est alors complètement indifférent. On fait séparément la somme des valeurs des termes positifs et celle des valeurs des termes négatifs, et la différence de ces deux sommes est la valeur numérique du polynôme proposé.
Nous supposerons d'ailleurs expressément, jusqu'à nouvel ordre, que cette dernière soustraction peut toujours s'effectuer, c'est-à-dire que la somme des valeurs des termes positifs du polynôme l'emporte sur la somme des valeurs de ses termes négatifs.
Tant que nous maintiendrons cette restriction, les opérations algébriques que nous effectuerons reviendront, en réalité, à de simples opérations arithmétiques.
1&. Puisque la valeur d'un polynôme reste la même, quel que soit Tordre de ses termes, on doit choisir la disposition qui se prête le mieux aux simplifications de calcul.
On est ainsi conduit, dans certains cas, à ordonner les polynômes considérés suivant les puissances d'une certaine lettre ordonnatrice, c'est-à-dire à les écrire de manière que les exposants de cette lettre aillent en croissant ou en décroissant d'un terme au suivant :
Le polynôme Sx*— nx^ -h3x — 7 est ordonné suivant les puissances décroissantes de a:; le polynôme — 7:c-l-j;* — gx'-f-ax* estordonnéaucontrairesuivantles puissances croissantesdex.
Quand un terme ne contient pas la lettre ordonnatrice, il est du degré zéro par rapport à cette lettre' (y/r//Am., 71 ).
Un polynôme est complet quand il contient» par rapport à la lettre ordonnatrice, les termes de tous les degrés depuis zéro jusqu'au degré du polynôme. Un polynôme complet a donc un terme de plus que le nombre qui indique son degré. Un polynôme complet du degré m renferme m h- 1 termes.
Lorsque, dans un polynôme, plusieurs termes renferment
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une même puissance de la letlre ordonnatrice, on écrit ces termes en les ordonnant par rapport à une seconde lettre. On met souvent, dans ce cas, la puissance commune de la lettre ordonnatrice en facteur commun. Si Ton a les termes — 4^*^% -+-5a<x% -4- 3a* X*, on peut les écrire de Tune ou de l'autre des manières suivantes :
Addition.
15. Soit le polynôme a -h 6 -— c-i- rf— «—/. Désignons par A. la somme (a -h 6 -4- rf) de ses termes positifs, par B la somme (c -h e -hf) de ses termes négatifs. Sa valeur, d'après ce qui précède (13), sera représentée par A — B.
Cela posé, si Ton veut ajouter le polynôme qu'on vient de définir a un polynôme quelconque P, le résultat, d'après la définition de l'addition (11), aura pour expression P 4- (A — B.) Ce résultat peut s'écrire, en vertu des deux premiers principes rappelés au n" 12,
P4-(A — B) = Ph- a — B = P-f.aH-6-f-rf— c— e— /
ou, en changeant l'ordre des termes du dernier polynôme, ce qui est permis (13), et en remplaçant la différence (A — Bj par l'expression même du polynôme donné,
P4-(a4-6 — c-+-c/— e — /) = V-^a-hb — c-hd— e — f.
La règle de l'addition est donc la suivante :
Pour ajouter deux polynômes, on écrit le second à la suite du premier en conservant les signes de tous ses termes,
Sonstraction.
16. Supposons qu'on ait à retrancher le même polynôme a-hb — c-^d— e — / du polynôme P- D'après la définition de la soustraction (11) et en employant les mêmes notation^ qu'au numéro précédent, le résultat cherché aura pour expression P — ( A — B). Ce résultat peut s'écrire, en vertu du pre« mler et du troisième principe rappelés au n° 12,
P-(A ^B)==P-A4-B = P-a-6-rf-+-c + <?H-/'
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OU, en changeant Tordre des termes du dernier polynôme et en remplaçant la différence (A — B) par le polynôme dont elle représente la valeur,
P '- I fi -h- b —'c -^ ri— e — /) = P — a— b-hc — d-h c-4-/.
La règle de la soustraction est donc la suivante :
Pour soustraire deux polynômes l'un de l'autre, on écrit le second à la suite du premier en changeant les signes de tous ses termes,
17. Il résulte de cette règle que, lorsqu'on veut mettre en parenthèse certains termes d'un polynôme, en faisant précéder cette parenthèse du signe — , il faut avoir soin d'écrire ces termes en changeant leurs signes.
En effet, lorsqu'on effectue la soustraction indiquée en enlevant la parenthèse, ces mêmes signes doivent être changés de nouveau et redeviennent ce qu'ils étaient d'abord.
Rédaction des termes semblables.
18. Des termes qui contiennent les mêmes lettres affectées des mêmes exposants, et qui ne diffèrent que par le signe et par le coefficient, sont dits semblables.
Quand un polynôme renferme des termes semblables, on a soin d*en opérer la réduction pour simplifier l'expression de ce polynôme.
Soit, par exemple, le polynôme
On peut écrire ce polynôme de la manière suivante (13), en rapprochant les termes semblables et en s'appuyant sur la règle de la soustraction ( 17),
(3a»-H2a»)-i-(5fl»6;— 2a»6— a»6)— (3û6»H-5aft'— 7a6«)— (46»-i-36»).
On a évidemment
3a* -h 20» = 5a», Bà'b — na*b — à*b = ^.a^b^ Zab^ -h- Sab*—'] ab^ = a6», 4 6» -+- 3 6» = 7 6»,
et le polynôme proposé prend la forme beaucoup plus simple
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Cet exemple suffit pour qu'on puisse énoncer la règle relative à la réduction des termes semblables.
Si les coefficients des termes semblables considérés ont le même signe, on les ajoute, on donne leur sigiie à la somme obtenue, et l'on écrit à la suite la partie littérale commune. Si les coefficients des termes semblables considérés ont des signes différentSy on ajoute séparément les coefficients positifs et né gatifs, on retranche la plus petite somme de la plus grande, on donne au résultat obtenu le signe de la plus grande somme, et Von écrit à la suite la partie littérale commune,
19. Voici deux exemples d'addition et de soustraction. Les polynômes donnés ont été écrits les uns au-dessous des autres, de manière à préparer la réduction des termes semblables placés dans une même colonne verticale.
Polynômes à ajouter
— 3a< -f- Za^b — Sa^b^ -h ^ab* — 26' a* — 2a^b -h 3a^b^ — ab^ -h 56'
3a* — la^b 4- i.a'^b^ — 9.a6' -+- ib^
Polynômes ( 5a* — 3a^b -+- 7 a' 6' — 5ab* — 6* à soustraire j — 3a* -h 3a^b — 8a^6* + ^ab* — 26*
8a* — 6a*6-4-i5a'6» — gaé'-f- 6*
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CHAPITRE III
MULTIPUCATION.
Multiplication des monômes.
20. La multiplication des monômes entiers repose sur les principes suivants établis en Ariilimétique :
I® Pour multiplier deux produits de plusieurs facteurs, il suffit de former un produit unique avec tous les facteurs des deux produits {Jritlim.y 07).
2® Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut changer leur ordre de toutes les manières possibles [Arithm., 66), et en remplacer un nombre quelconque par leur produit effectué [Jrithm,, 67).
3® Pour multiplier deux ou plusieurs puissances d'une même quantité y on ajoute les exposants de ces puissances (Jrithm.,7S),
21. Cela posé, soient à multiplier les deux monômes Sa*bx^ ei']a*b*X' D'après la définition de la multiplication (11) elle premier principe rappelé au numéro précédent, leur produit est égal à
D*après les autres principes énoncés au même numéro, on peut écrire ces différents facteurs dans Tordre qu'on voudra, en remplaçant les facteurs 5 et 7 par leur produit effectué 35, les facteurs a* eta^ par leur produit effectué a% et les facteurs^ et 6' par leur produit effectué 6*. On a, par conséquent,-
Sa*bx^?< ']a^b^y=^ 35a'A*j;»r.
La multiplication de deux monômes entiers s'effectue donc j après la règle suivante :
Pour multiplier deux monômes entiers^ on multiplie leurs
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coefficients y on écrit ensuite les lettres communes aux deux monômes^ avec un exposant égal à la somme des exposants qu'elles présentent dans les deux facteurs^ et les lettres non communes sans modifier leurs exposants.
Celle règle permei d'obienir le produii d'un nombre quelconque de monômes eniiers.
On voii que le degré du produii de plusieurs monômes esl la somme des degrés de ces monômes.
Hnltiplication d'un polynôme par un monôme.
22. Nous nous appuierons sur les principes suivants démontrés en Arilhméiique :
I® Pour multiplier une somme par un nombre^ on multiplie chaque partie de la somme par ce nombre^ et Von ajoute les résultats obtenus [Àrithm., 63);
2® Pour multiplier une différence par un nombre^ on multiplie chaque partie de la différence par ce nombre, et Von retranche le plus petit produit du plus grand {Arithm,, Ci),
Cela posé, soii à mulliplier le polynôme
rt-f-6 — c-i-rf — ^"~/ par le monôme m. Si Ton pose
la valeur du polynôme donné esl (A — B), elle produit cherché a pour expression (11) (A — B)m. Ce résultai peut s'écrire, d'après le second principe qu'on vienl de rappeler,
( A — B)m = A m — Bm.
Mais, d'après le premier principe énoncé au n** 22,
A m r:^ (a -h 6 -h d)m =: am -j- bm -f- dm, Bm = (c -h e -h/) m=^cm -^ em -h /m.
On a donc, en appliquant la règle de la soustraclion (16), ( A — B ) m rrr am -+- 6/n -h dm — cm — em — fm
ou (13)
^a-^b — c-{-d — e^f)m^=. am -r- bm — cm -h dm — em — fm .
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Par conséqueni, pour muUiplier un poljrnôme par un monôme, on multiplie tous les termes du poljrnôme par ce monôme, en conservant aux termes du produit les mêmes signes qu'aux termes correspondants du multiplicande.
Multiplication de deux pol3rnôme8.
2k. Nous ferons usage des principes suivants établis en Âriihméiiquê :
I** Pour multiplier deux sommes l'une par l'autre, on multiplie chaque partie de la première somme par chaque partie de la seconde, et Von ajoute tous les résultats partiels ainsi obtenus [jirithm,, 63).
a** Pour multiplier un nombre par une différence, on multiplie ce nombre par chaque partie de la dijférence, et l'on retranche le plus petit produit du plus grand [Arithm,, 64).
25. Cela posé, soit à muUiplier deux polynômes quelconf|ues. Représentons respectivement par A et par C la somme de leurs termes positifs, par B et par D la somme de leurs termes négatifs. Les valeurs de ces deux polynômes seront (A — B) et (C — D). D'après la définition de la multiplication (11), leur produitauradonc pour expression (A— B)(C—D). Mais, si l'on re^'arde(A — B) comme une différence effectuée, le second principe énoncé au n** 24 permet d'écrire
A--B)(C-DJ = (A-B)G-(A-B)D
D'ailleurs, d'après le second principe énoneé au n^ 22, on a
(A — B)C = AC-BC, (A-B)Dr=:AD-BD.
Par suite, d'après la règle de la soustraction (16), ( A — Bj (C — D; == AC - BC — AD ^- BD.
Examinons ce produit. Il renferme les produits de A et de B par C et par D. Comme A, B, C, D représentent quatre sommes arithmétiques, on peut dire, d'après le premier principe du n"* 24, que le produit demandé contient les produits partiels de tous les termes du multiplicande par tous ceux du multiplicateur. Il reste maintenant à savoir de quels signes ces produits partiels doivent être affectés.
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AC ei BD étant précédés du sîpne -f-, tous les produits partiels coprespondanis ont le signe +. A et C représenienl l'ensennble des termes du multiplicande et Tensembie des termes du multiplicateur qui ont le signe +, B et D l'ensemble des termes du multiplicande et l'ensemble des termes du multi* plicateur qui ont le signe — .
On peut donc dire que deux termes qui ont le signe -h ou deux termes qui ont le signe — , c'est-à-dire deux termes qui ont le même signe, donnent un produit partiel positif.
BC et AD étant précédés du signe —, tous les produits partiels correspondants ont le signe — . Tous les termes de B sonty dans le multiplicande, précédés du signe — ; tous les termes de C sont, dans le multiplicateur, précédés du signe -h. De même, tous les termes de A sont, dans le multiplicande^ précédés du signe -f-; et tous les termes de D sont, dans le multiplicateur, précédés du signe — .
On peut donc dire q\\*un terme qui a le signe — et un terme qui a le signe -4- ou un terme qui a le signe -+- et un terme qui a le signe — , c'est-à-dire deux termes qui ont des signes différents, donnent un produit partiel négatif.
On est donc conduit à celle règle générale : Pour multiplier deux polynômes, il faut multiplier tous les termes du multiplicande par tous les termes du multiplicateur, en suivant la règle des signes,
Maltiplication des polynômes ordonnés.
26. Dans la pratique, on a soin, quand cela est possible» d'ordonner les deux polynômesà multiplier. On mullipliealors le multiplicande successivement par tous les termes du multiplicateur, et l'on écrit les produits partiels obtenus les uns au-dessous des autres, de manière à favoriser la réduction des termes semblables ( 18).
Exemples :
-f l\Sx* -f- Sox^ — 35 j:* -f- \ox
27 i* -+- 75 j:* — 4^-^^ "~ 109 j:^ h- 6Gjr — 16
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3oa* — Sa^b + 20a*/;' + i5a'6'
3o^* — ^7rt«6 -f-Sga»^»— iSa'é'— i3«6^-f-66*
27. Il est Important de remarquer que, lorsque deux polynômes sont ordonnés par rapport aux puissances croissantes on décroissantes d'une même leilre, on peut immédiatement indiquer deux termes de leur produit qui ne se réduisent avec aucun autre. Ces deux termes sont ceux qui proviennent du produit des deux premiers termes et du produit des deux derniers termes du mutiiplicande et du multiplicateur. £n elTet, les termes indiqués contenant la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé ou plus faible que tous les autres termes du multiplicande et du multiplicateur, leurs produits contiennent aussi la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé ou plus faible que tous les autres termes du produit cherché. Par conséquent, le premier et le dernier terme de ce produit échappent à toute réduction, puisque aucun terme du produit ne peut leur être semblable. C'est précisément sur cette remarque que repose la théorie de la division des polynômes ordonnés.
28. Lorsque la lettre ordonnatrice entre à une même puissance dans plusieurs termes, la multiplication principale est compliquée de multiplications partielles particulières; mais la marche à suivre est la même.
Soit, par exemple, ù multiplier
[a" — b^)x^-^{à' — '^ab-\-b^)X'h(ab — b^)
par
(fl» -h b^) a;' — (a» — 6») a; — b\
Le plus simple est d'écrire dans une même colonne verticale, avec leurs signes, les termes qui multiplient une mémepuissrnce de x; on trace une barre verticale à droite de ces termes, ei Ton écrit en face du premier la puissance de x qui multiplie toute la colonne.
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L'opération demandée présente la disposition suivante
Multiplicande — b"^
Multiplicateur -h a=
X^ A- fl»
— lab b^
ab b^
X^ -1- rt*
^x^ ceb
a: — at'
— la^b
— 2rti'
-h la^b
-r 2tft»
Produit
X* — liceb — 2.ab^
fl»A ^VLa^b ~~ab
a^b \x — ab*
ab* \
Le produit est égal à
— [a}b — Zab^-\
[ia*b — ^a^b^ -\- 2. ab^ ) x^ 2a'b^-h ab*— b')x^ ib')x — {ab*—b'..
Pour obtenir ce produit, on suit la marche que nous allons indiquer. Si l'on posait
M = û'— ^% N=û'— 2fl6 4- &% P = a6 — 6',
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le multiplicande prendrait la forme
M.r»-f-Nar-f-P,
et le multiplicateur la forme
Pour effectuer la multiplicalion, on commencerait alors par multiplier Mj?^ par Qx*: le résultat serait MQ:r^. 11 faut donc réellement former d'abord le produit du binôme représonié par M par le binôme représenté par Q, et donner au résultat, comme facteur commun, la 4' puissance de la lettre ordonnatrice. Nx mulliplié par Qx^ donne NQ:c'. Il faut donc multiplier le trinôme N par le binôme Q, et donner au résultat, comme facteur commun, la 3" puissance de la lettre ordonnatrice, etc.
On voit qu'on doit multiplier à part les diverses puissances de la lettre ordonnatrice et à part les polynômes dont elles sont facteurs communs, c'est-à-dire les quantités placées à gauche [des barres verticales au multiplicande et au multiplicateur. On doit écrire les résultats qui correspondent à une même puissance de la lettre ordonnatrice dans une même colonne verticale, à droite de laquelle on place celte puissance de la lettre ordonnatrice. On prépare ainsi la réduction des termes semblables, puisque ces termes ne peuvent correspondre qu'à une même puissance de x. On opère successivement cette réduction en examinant chaque colonne verticale et en posant les termes obtenus au produit définitif, en ayant soin de les ordonner par rapport aux puissances d'une seconde lettre. Dans l'exemple proposé, ces termes ont été ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de a ou croissantes de b.
On n'a pas besoin d'effectuer à part la multiplication des coefficients polynômes des différentes puissances de la lettre ordonnatrice. On écrit Immédiatement les termes trouvés à ta place convenable. Ainsi, pour mu.tiplier le premier terme du multiplicande par le premier terme du multiplicateur, on multiplie x^ par x* : on obtient x*, qu'on écrit au produit en traçant à gauche une barre verticale. Pour multipliera' — ^' par a* -H 6*, on multiplie a* et 6* par a*, on a les termes a* eia'fr* qu'on écrit à gauche de x*. On multiplie ensuite a} et b*
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par— &', on a les termes — a*6' el — b\ qu'on écrit aussi à gauche de x*, au-dessous des termes précédents; et le coefficient polynôme de x* se trouve formé, etc.
Produit de plasienn polynômes.
29. Pour multiplier plusieurs polynômes entre eux, il faut multiplier le premier par le second, le résultat obtenu par le troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait employé tous les polynômes.
Les termes du premier produit sont les procfuits deux à deux des termes des deux premiers polynômes. Les termes du second produit sont les produits deux à deux des termes du premier produit et du troisième polynôme, c'est-à-dire que ces termes sont les produits trois à trois des termes des trois premiers polynômes, etc. S'il y a n polynômes facteurs, les termes du produit cherché sont donc les produits n à n des termes des n polynômes proposés, c'est-à-dire que, dans chaque terme de ce produit, il entre comme facteurs un terme du premier polynôme, un terme du second, un terme du troisième,. . ., un terme du /i'**"*.
Le produit de plusieurs polynômes homogènes est un polynôme homogène dont le degré est la somme des degrés des polynômes facteurs.
Théorèmes démontrés par la mnltiplication algébrique.
30. L Le carré d^une somme de deux parties est égal au carré de la première partie, plus le double produit de la première partie par la seconde, plus le carré de la seconde.
Multiplions a -h b par a~h b.
a -hb
a' -h ab
a* -h 9Mb -^b*
On trouve pour prod
uit
a^-+- ^ab-^b\
ALGÈBRE ÉLÉMEKTÀIRE. 3l7
L'identité (a-{- b)^=z a' -t- lab h- b^ est donc démontrée. Le mol identité s\%mï\Q que cette égalité se vérifiera toujours, quelles que soient les valeurs numériques mises à la place de a et de b. On trouve de même
[a — by = a' — lab -h 6'.
Ainsi le carré d'une différence est égal au carré de la première partie, moins le double produit de la première partie par la seconde, plus le carré de la seconde.
Pour avoir le cube de la somme {a -:- b), 11 suffit de multiplier le carré de (a -h 6) par {a-h b).
a^ 4- 2 ab -f b^ a H- 6
a* -4- 2rt*6 -+- ab^
a^b-i- 7.ab^ -h 6»
On trouve ainsi le résultat déjà connu
(a 4- 6)» ^ a» H- Za^b -h 3a6» 4- fr».
On obtient de même
[a — by r= a» — Ba'ft h- 3a6» — 6\
On exprimera facilement ces formules en langage ordinaire.
IL Le produit de la somme de deux quantités par leur dif* férence est égal à la différence des carrés de ces quantités. Multiplions a + 6 par a — b.
a -hi a -b
a* -h ab — ab — 6»
a* — b* Nous avons pour résultat a* — 6% ce qui démontre le théorème.
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Puisqu'on a (a -h 6)(« — 6) = «' — 6*, on a réciproquement à}— 6' = (a -h h){a — 6), ce qu'on peut écrire (Jrit/im. ,272}
Ainsi la différence de deux quantités quelconques est égale au produit de la somme des racines carrées de ces quantités par la différence des mêmes racines.
On a
11 i. Partager une quantité donnée en deux parties dont le produit soit le plus grand possible ou maximum. Soit a la quantité donnée. Si l'une de ses parties est
représentée par f - 4- a: | > l'autre le sera nécessairement par «— ( - H- X j» c'est-à-dire par x. Le produit de la somme
- H- ar par la différence - —x est égal à la différence des carrés
-7- — X*. Le produit formé est donc toujours plus petit que -7-»
sauf pour le cas particulier où x est égal à zéro : ce produit atteint alors son maximum, et ses deux facteurs sont égaux à
la même quantité —
Donc, pour que le produit de deux facteurs dont la somme est constante soit le plus grand possible , il faut que ces deux facteurs soient égaux à la moitié de la somme donnée.
IV. Le produit de deux sommes de deux carrés est encore •me somme de deux carrés.
Soit à multiplier (a^ -f- i') par (c' H- rf*). On obtient
fa» -h b^)( c* -f- £p) = d'à' -i- 6'c* + a^d^ H- 6»rf^
On ne change rien à cette identité en ajoutant à son second membre et en en retranchant la même quantité nabcd On peut alors écrire ce second membre comme il suit, en convenant de prendre ensemble, pour le produit 2 a6c^, les signes
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supérieurs et les signes Inférieurs :
à*c^ ± labcd -f- 6»rf' -t- 6'c' =p ^abcd -4- a»rf*.
Ce second membre revient alors à
( flc ± irf)* -4- ( 6c ip arf)S
et Ton voit que la décomposition indiquée est possible de deux manières.
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DES QUANTITÉS NÉGATIVES
Généralisation des résultats précédents.
31. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé expressément (13) que les valeurs des polynômes donnés étaient des valeurs arilhméliques^ c'est-à-dire représentées par des nombres tels que ceux qu'on considère en Arithmétique. 11 nous reste maintenant à écarter cette restriction, de manière à généraliser les règles que nous venons d'obtenir pour les trois premières opérations algébriques.
A étant la somme des termes positifs d'un polynôme, B la somme de ses termes négatifs, la valeur de ce polynôme (13) est exprimée par la différenre \ — B. Si A est plus grand que B^ il ne se présente aucune difficulté; mais, si A est moindre queB, la soustraction ne peut plus s'effectuer, et l'expression A •— B n'a plus directement aucun sens. On ne peut donc plus faire usage des principes établis en Arithmétique, puisqu'on n'a plus à opérer sur des nombres tels que ceux définis dans cette première Partie des Mathématiques.
11 faut alors remarquer qu'on ne cherche pas, en Algèbre, à effectuer un calcul numérique, mais bien à trouver une formule qui, grâce aux symboles généraux employés, puisse renfermer tous les cas particuliers de la question qu'on se propose de résoudre. Or, en vertu même de cette généralité des symboles adoptés^ la formule correspondant à chaque question ne peut varier. Elle doit rester indépendante des valeurs numériques qu'on pourra ensuite substituer auxlet* très qui la composent. Par conséquent, il suffit de l'obtenir directement, une fois pour toutes, en se plaçant dans telle condition qu'on voudra.
C'est ainsi que, jusqu'à présent, pour l'addition, lasoustrac-
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tion et la mulliplication, nous avons admis que les polynômes donnés avaient pour valeurs des nombres arithmétiques. Nous avons pu de celte manière nous servir de principes connus pour arriver aux formules de ces trois opérations. Ces formules doivent être conservées, lors même que les valeurs des polynômes proposés ne sont plus des nombres arithmétiques, lors même que les opérations effectuées ne présentent plus a priori aucun sens. Nous regarderons donc les règles énoncées aux numéros 15, 16 et 25 comme applicable à tous les ras.
32. En résumé, dans toute question traitée algébriquement, il y a deux choses à distinguer :
I® La formule à laquelle elle conduit; »• La discussion de cette formule.
Pour obtenir la formule demandée, il suffit, comme nous l'avons fait, d'effectuer les calculs nécessaires en s'appuyant sur des principes déjà établis, quelles que soient les restrictions que ces principes puissent imposer momentanément aux valeurs particulières attribuées aux symboles employés.
Pour discuter ensuite la formule trouvée, on remplace les lettres qui y entrent par toutes les valeurs possibles, c'esl-àdire on ne s'impose plus aucune restriction. L'examen des cas qui peuvent alors se présenter conduit, en général, pour la question proposée, à une généralisation non-seulement utile, mais indispensable, puisqu'elle est précisément le but de l'Algèbre. C'est ce que nousaUons vérifier immédiatement pour les trois premières opérations algébriques.
Calcul des quantités négatives.
Il faut déOnir d'abord la valeur d'un polynôme
dans le cas où B l'emporte sur A. Supposons, par exemple, A = i5 et B = 19 = i5 + 4> de sorte que B — A = 4- Si à l'expression
P=i5-(i5-h4) on applique la règle générale de la soustraction (16), ou
DeC. — Cours. \. ^'
irouve
Ce résultat s'appelle encore la valeur du polynôme considéré.
La valeur du polynôme P = (A — B), lorsque B remporte sur A, est donc égale à la différence arithmétique (B — A) précédée du signe—. Cette valeur est ce qu'on appelle un nombre négatif, par opposition aux nombres de l'Arithmétique qui sont des nombres positifs.
Il n'y a pas lieu de chercher à interpréter le résultat auquel nous venons d'être conduit, puisqu'il s'agit d'une simple définition. Nous ferons seulement observer qu'il n'y a pas contradiction entre cette définition et celle de la valeur d'un polynôme, lorsque cette valeur est un nombre positif (13). Dan«« les deux cas, on forme la somme des valeurs des termes positifs, celle des valeurs des termes négatifs, on retranche la plus petite somme de la plus grande, et l'on donne au reste obtenu le signe de la plus grande somme.
34. Le passage de l'Arithmétique à l'Algèbre s'effectue par l'introduction des nombres négatifs.
Une valeur arithmétique ou absolue n'admet aucun signe; une valeur algébrique comporte à la fois une valeur absolue et un signe.
Les règles des n"** 15, 16, 25^ établies pour des valeurs arithmétiques des polynômes considérés, restent applicables, au point de vue de la forme (31), aux valeurs algébriques de ces mêmes polynômes. On doit donc indiquer comment la valeur algébrique du résultat dépend alors des valeurs algébriques des données.
35. Soit à ajouter ou à retrancher les deux polynômes P ei Q dont les valeurs respectives sont (A — B) et (C — D). On a, d'une manière générale (15, 16),
(1) P-f-Qr=(A~B)-4-(C-D) = A-B-hC--D,
Si l'on suppose alors que A et C deviennent nuls par suite des valeurs numériques substituées aux lettres, la formule (i)
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donne (15, 17) ♦
(3) (— B)-4-{ — D)=: — B — D = --(B-hD).
La somme de deux nombres négatifs est donc un nombre négatif ayant pour valeur absolue la somme des valeurs absolues des nombres donnés.
Dans les mêmes hypothèses, la formule (?.) donne
(4) (_B)-(-D) = -B-hD.
Si l'on a D>B, ce résultai équivaut au nombre positif (D — B); si Ton a D<;B, il équivaut au nombre négatif ~(B-D).
La différence de deux nombres négatifs a donc pour valeur absolue la différence des valeurs absolues des deux nombres donnés, et cette valeur absolue doit être affectée du signe -h ou du signe — y suivant que la valeur absolue du nombre à soustraire est la plus grande ou la plus petite.
On voit en même temps, par les formules (3) et (4)» que:
Ajouter un nombre négatif , c'est retrancher sa valeur absolue,*
Retrancher un nombre négatif , c'est ajouter sa valeur absolue.
L'addition et la soustraction de deux nombres, Tun positif» Tautre négatif, reviennent donc respectivement à une soustraction et a une addition arithmétiques, lorsque le nombre positif est le plus grand des deux en valeur absolue. Ainsi
7 + (-3) = 7-3 = 4, ,_(—3jz= 7 + 3=10.
Lorsqu'on a à ajouter à un nombre positif un nombre négatif plus grand en valeur absolue, on obtient un nombre négatif qui a pour valeur absolue la différence des deux valeurs absolues considérées : c'est la déOnition même de la valeur d'un polynôme P = ( A — B ), dans le cas de B > A ( 33).
Enfin l'addition et la soustraction de deux nombres, l'un négatif, l'autre positif, rentrent dans les cas déjà examinés.
36. Ce qui précède conduit à plusieurs conséquences ou généralisations importantes.
Un polynôme est la somme [algébrique) de tous ses termes,
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On peul, en effel/écrire le polynôme a -— ft -+- c — rf comme il suit :
a-f-(— 6)-h c-4-(— rf).
Par suite (15, 16), ajouter ou retrancher un polynôme, c'est ajouter ou retrancher (algébriquement) tous ses ternies,
37. Soient à multiplier les deux polynômes P etQ, dont les valeurs respectives sont ( A — B) et (C — D). On a, d'une manière générale (25),
(i) PQ = (A~B)(G — D)=AC-BC- A1)H-IJD.
Si Ton suppose que, d'après les valeurs numériques substituées aux lettres, on ail successivement B=o et C=o, A=o et D = o, A = o et C = o, la formule (i) donne
A)(-D) = -AD, (-B)( C) = -BC, (-B)(-D) = +BD
On voit donc que le produit d'un nombre positif ou négatij par un nombre négatif ou positif est un nombre négatif dont la valeur absolue est le produit des valeurs absolues des nombres donnés, et que le produit de deux nombres négatifs est un nombre positif égal au produit des valeurs absolues des nombres donnés.
38. On déduil de ce que nous venons de dire plusieurs conséquences ou généralisations importantes.
Le produit de deux polynômes est la somme algébrique (36) des produits (algébriques) de tous les termes du multiplicande multipliés par tous les termes du multiplicateur. L'ordre des facteurs est donc indifférent.
Quand, dans un produit de deux facteurs, on change le signe de Vun des facteurs, on change le signe du produit.
Quand, dans un produit de deux facteurs, on change à la fois les signes des deux facteurs, le signe du produit n'est pas modifié.
Le produit d'un nombre quelconque de facteurs négatifs est positif ou négatif, suivant que le nombre des facteurs considérés est pair ou impair. En effet, le produit de 2» facteurs . négatifs revient à n produits partiels composés chacun de I
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deux facteurs négaiife; ces n produits seront donc tous positifs, ainsi que le résultat obtenu en les multipliant entre eux. Ce résultat étant multiplié par un nouveau facteur négatif, c'est-à-dire le nombre des facteurs négatifs devenant Impair, lesigne*du produit changera et deviendra négatif.
Ce qui précède s'applique évidemment aux puissances paires ou impaires d'un nombre négatif. Par conséquent, si, dans une expression algébrique^ le signe d'une lettre vient à être modifié y les termes qui la contiennent à une puissance paire conservent leurs signes, tandis que les termes qui la contiennent à une puissance impaire doivent en changer. Ainsi, de la formule
{a -f- 6)* = a' -+- 2rt6 -f- 6%
on déduit immédiatement (30)
(a— by= a*— nab -h 6^
39. Cette remarque nous conduit naturellement à une dernière généralisation essentielle.
Les opérations sur les nombres négatifs étant définies, nous pourrons remplacer directement les lettres qui composent une formule, soit par des nombres positifs, soit par des nombres négatifs.
La discussion des problèmes nous montrera l'utilité et même la nécessité de pareilles substitutions. Nous verrons alors comment l'apparition des quantités négatives dépend de la manière dont on pose la question. Nous croyons devoir en donner dès à présent un exemple très-simple.
a Si, pour compter une somme d'argent, on adopte pour unité le franc matériel, on pourra opérer des diminutions successives sur celte somme, et la réduire à zéro par la soustraction d'un certain nombre de francs. Arrivé à ce terme, on voit que la soustraction cesse d'être praticable, et que, par conséquent, — i franc, — - a francs,. . . sont des quantités imaginaires.
» Prenons maintenant le franc de compte pour unité, à dessein d'évaluer la fortune d'un individu, laquelle se compose de valeurs actives et de valeurs passives. Ce que nous appelons diminution dans cette fortune pourra avoir lieu, soit par le retranchement d'un nombre de francs à l'actif, soit par l'addition d'un nombre de francs au passif; et, en poussant
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à un certain terme cette diminution par l'un de ces deux moyens, on parviendra à une fortune négative, telle que — loo francs, — 200 francs,.... Ces expressions signifient que le nombre de francs des valeurs passives, considéré abstraitement, est plus grand de 100, de 200,... que celui des valeurs actives. Ainsi — 100 francs, —200 francs,..., qui n'exprimaient dans le premier cas que des quantités imaginaireSy représentent ici des quantités aussi réelles que celles que désignent les expressions positives (R. Argand, Essai sur
une manière fie représenter les quantités imagîvaires), jo
CHAPITRE V
DIVISION
Définitions.
ko. La division est Topéralion inverse de la multiplication (11). Elle a pour but, étant donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs, de trouver l'autre; mais, d'après le Chapitre précédent, il est inutile de distinguer les différents cas qui peuvent se présenter, et l'on doit immédiatement généraliser la défmition empruntée à l'Aritlimétique.
Nous dirons donc que la division a pour but, étant données deux expressions algébriques, l'une appelée dividende, Vautre appelée diviseur, d'en déduire une troisième expression algébrique appelée quotient, qui, multipliant le diviseur , reproduise le dividende en valeur absolue et en sisTie.
Si l'on désigne par A, B, Q les valeurs absolues du dividende, du diviseur et du quotient, les relations suivantes montrent comment, d'après cette définition, le signe du quotient dépend des signes du dividende et du diviseur :
Le quotient de deux quantités algébriques est donc positij ou négatif, suivant que ces deux quantités sont de même signe ou de signes contraires. Cet énoncé n'est que la conséquence de la règle des signes (37).
Division des monômes.
M. Soit le monôme M à diviser par le monôme P; désignons par Q le quotient. Ce quotient ne peut être qu'un monôme, puisque le produit d'un polynôme par un monôme est nécessairement un polynôme (23). Si l'on suppose la division
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exacte» on doil avoir (M)
En se reportant à la règle de multiplication des monômes (21 ), on voit que le coefficient du dividende est égal au produit du coefficient du diviseur par le coefficient du quotient. Réciproquement, le coefficient du quotient s'obtient en divisant le coefficient du dividende par celui du diviseur.
L'exposant d'une lettre quelconque du dividende doit être égal à la somme des exposants dont elle est affectée dans le diviseur et le quotient. Réciproquement, l'exposant dont une lettre commune au dividende et au diviseur est affectée au quotient doit être égal à la différence des exposants de cette même lettre au dividende et au diviseur.
Si une lettre entre avec le même exposant dans le dividende et le diviseur, elle ne peut entrer au quotient, sans quoi son exposant dans le dividende surpasserait celui qu'elle a au diviseur.
Si une lettre entre dans le dividende sans entrer dans le diviseur, elle provient seulement du quotient, et elle y entre delà même manière qu'au dividende.
On obtient donc le quotient de deux monômes entiers en écrivant, à la suite du quotient des coefficients du dividende et du diviseur, les lettres qui leur sont communes avec un exposant égal à la différence de leurs exposants, sauf le cas où cette différence est zéro, et les lettres qui entrent seulement au dividende sans modifier leurs exposants.
Soit à diviser 35a*6*c'rf par 'jabc\ On trouve
35«'6«c'rf ^ ,. , — - ;— =5a^b*d.
')abc*
42. Si Ton applique la règle, sans se préoccuper de l'égalité des exposants d'une même lettre au dividende et au diviseur,
on a
']ab(^
= Sa'b'c^d.
Si l'on veut alors que les deux expressions du quotient soient équivalentes, il faut faire la convention suivante :
Une quantité quelconque, affectée d'un exposant égal à zéro, représente r unité.
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Celle convention esi louie naturelle, puisque l'exposant zéro correspond à la division de deux quantités égales Tune par l'autre {Àrithm,, 74).
Quand un terme ne contient pas une lettre, on peut dire qu'elle y entre avec l'exposant zéro. Cette remarque permet de simplifier les énoncés des règles relatives à la multiplication (21) et à la division des monômes.
Pour multiplier deux monômes^ il suffit de multiplier les coefficients et d* ajouter les exposants des lettres communes.
Pour diviser deux monômes, il suffit de diviser les coefficients et de soustraire les exposants des lettres communes,
43. On regarde la division comme possible, lors même que les coefficients ne sont pas divisibles l'un par l'autre. On a un coefficient fractionnaire, mais le quotient reste entier algébriquement. Ainsi
——- = 5 abc.
La division n'est impossible que dans le cas où une lettre entre dans le diviseur sans entrer dans le dividende ou lors* qu'elle entre dans le diviseur avec un exposant plus élevé que celui qu'elle a dans le dividende. II n'existe afors aucun monôme entier algébriquement qui, multipliant le diviseur, reproduise le dividende.
On ne peut diviser 5a'6* par 3a*6'c. On peut seulement simplifier, comme nous le verrons plus tard, l'expression 5a^b^ 3a*b^c'
Si l'on veut appliquer la règle, on trouve
de même
Cette extension donne naissance aux exposants négatifs: nous y reviendrons plus loin.
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Division d'nn polynôme par un monôme.
kk. Lorsqu'on divise un polynôme par lin monôme, le quotient est polynôme, puisque le produit d'un monôme par uu monôme est un monôme. En multipliant le polynôme quotient par le monôme diviseur, on doit reproduire identiquement le polynôme dividende ; cette multiplication s'opère en multipliant par le diviseur les différents termes du quotient, et Ton obtient ainsi sans réduction les termes du dividende (23). Réciproquement, pour avoir le quotient^ il faut donc diviser successivement les termes du dividende par le monôme diviseur. On rentre, par conséquent, dans le cas qu'on vient d'examiner.
On trouve, d'après cela et d'après la règle des signes (40),
2/ia^b^c*'hâoa*b*c* — i6a*b^c^ ^ . ,, , ,,, ,
On peut donc écrire
!i^a*b*c*-+- ^oa*b*c*—i6a*b^c*
= 4a»6*c»X (6a'6c' -f- loaft^c»— 46»r").
Le diviseur ^a^b^c* divisant exactement tous les termes du dividende est dit facteur commun à tous ses termes; pour mettre ce facteur commun en évidence, il faut précisément effectuer la division du polynôme proposé par ce même facteur. La mise en évidence des facteurs communs est très-importante au point de vue du calcul.
Division des polynômes ordonnés.
45. Généralement, quand on a deux polynômes A et B à diviser l'un par l'autre, on ne peut qu'indiquer l'opération
sous forme fractionnaire rjr •
Quelquefois, cependant, on peut remplacer l'expression
fractionnaire |^ par un polynôme Q, entier par rapport à la
lettre suivant laquelle les deux polynômes A et B sont sup*
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posés ordonnés. C'est la recherche de ce polynôme Q que nous nous proposons.
Pour Gxer les idées, nous admettrons que les trois polynômes considérés sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même lettre.
Puisqu'on a, dans le cas examiné, ^=iQ^ on a aussi
A = B X Q. Le dividende est donc alors le produit exact du diviseur par le quotient. Puisqu'il s'agit de polynômes ordonnés, le premier terme du dividende provient sans réduction du produit du premier terme du diviseur par le premier terme du quotient; de même, le dernier terme du dividende est égal au produit du dernier terme du diviseur par le dernier terme du quotient (27). On a donc ce premier théorème :
On obtient le premier terme du quotient en divisant le premier terme du dividende par le premier terme du diviseur.
Cela posé, le dividende représente la somme des produits partiels du diviseur par les différents termes du quotient; si l'on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme trouvé au quotient, le reste obtenu, ordonné comme le dividende et le diviseur, représente donc la somme des produits partiels du diviseur par les autres termes du quotient. On est ainsi conduit à une nouvelle division, dans laquelle on doit prendre ce reste pour dividende en conservant le même diviseur. On a donc ce second théorème :
Si l'on retranche du dividende le produit du diviseur par le premier terme du quotient, le reste obtenu, divisé par le diviseur, donne l'ensemble des autres termes du quotient.
Par conséquent, en continuant l'opération, on divise le premier terme du reste par le premier terme du diviseur, et l'on a le second terme du quotient. On multiplie le diviseur par ce terme, on retranche le produit obtenu du premier reste, et l'on opère sur le second reste auquel on est conduit comme sur le premier. Le dernier terme du quotient correspond à un reste nul, car on a retranché alors du dividende toutes les parties qui le composent.
Ainsi, quand la division est exacte, on arrive forcément à un reste nul, qui indique que le quotient est complet; et, quand on arrive à un reste nul, la division est exacte, puisque le polynôme dividende représente le produit du polynôme diviseur par le polynôme écrit au quotient.
Soit à diviser le polynôme
2'jx^-h '•jSx*— 43 Jc* — ioga;^-\- 66x — 16
par le polynôme
Qx*-\- loar* — 'jx -+■ 2
On dispose l'opération de la manière suivante :
9^'H-io:r'
27 x^ -f- 75x* — 43^' — 1 09 jc' -♦- 66:1; — 1 6 — 3ox*-h2ix^ — 6^*
— 5ox^-h 35x^ — 10:1;
— 'jzx^ — 8oic'-f-56a: — 16 80^* — 56^7 -f- 16
— 'JX-^2
On fait à la fois la multiplication et la soustraction qui correspondent à chaque terme du quotient, en changeant immédiatement les signes des produits partiels obtenus et en les écrivant au-dessous des différents dividendes, de manière à préparer la réduction des termes semblables. Comme le premier terme de chaque dividende doit toujours disparaître dans la soustraction, puisqu'il est égal au premier terme du diviseur multiplié par le terme considéré au quotient, on néglige d'écrire le produit partiel qui le détruit, et l'on ne commence la multiplication qu'au second terme du diviseur. Soit encore à diviser le polynôme
3oa*~ 47a<6-h39a'6»— i5a»6»— i3a6«-f-66»
par le polynôme
6a>— a'6-f-4rtô»H-36^
3o/ï*— 47a*6 r- 3c)a'b*— i5a'6^— i3a6*-*- 66^ -4 5a^b — Ttoa^b^— iSa^b*
.- 42^*6 H- i9a=»6^ — 3o«'/>'^— i3a6«-i-66* — 7a3 6a_|-:)8<7^6'-f-2iû/>«
n^b-h fab*
']ab -f- 26*
47. II peut arriver, comme pour la muliiplication, que la leltre ordonnatrice entre à une même puissance dans plusieurs termes du dividende et du diviseur. On suit alors une marche analogue à celle déjà indiquée (28), et la division principale se trouve seulement compliquée de divisions partielles. Il faut remarquer qu'on ne doit opérer la réduction des termes semblables que dans les colonnes verticales qui correspondent aux premiers termes des restes successifs; car il suffit de connaître le premier terme du reste auquel on est parvenu pour pouvoir continuer la division. On peut aussi opérer de la même manière dans les divisions ordinaires.
Soit à diviser le polynôme
— {a'b — 3a6« -\-!ib')x — {ab^— b* )
par le polynôme
L'opération présente la disposition suivante :
X*— 2fl'é
lab*
— ab* b* a'b^
— ia?b 2ab* a'b'
-\-3ab^
— ab*
ab' b* ab^ 6*
x-h ab
Première division partielle.
Deuxième division parlielle.
— ia?b -h a» 6*— 2a6»-h b^
Troisième division partielle.
a^b^a^b^-^-ab^ b*
--ab^
48. Le diviseur peut ne pas contenir la lettre ordonnatrice choisie, de sorte que, si on ]a désigne par ar, le dividende a la forme A:c"-hBj;""'-4- C:p'"~*-I-. . ., et le diviseur la forme M,
M et les coefficients A, B, C,... doivent être ensemble polynômes. Si M est un monôme, A^B, C,. . . sont monômes ou polynômes. On est ramené alors à suivre la marclie indiquée au n® 44. L'opération se compose de divisions partielles.
Des divisions impossibles.
49. On peut souvent prévoir Timpossibilité d'une division. Par exemple, si le diviseur contient une lettre qui n'entre pas dans le dividende, la division ne peut conduire à un reste nul. Nous ne considérons, en effet, que des polynômes entiers algébriquement.
Lorsqu'on n'aperçoit pas d'impossibilité immédiate, on peut tenter la division. Il est donc essentiel d'indiquer des caractères auxquels on puisse reconnaître qu'elle est réellement impossible; car, dans certains cas, elle peut se poursuivre indéfiniment.
C'est ce qui n'a jamais lieu quand on ordonne les polynômes proposés suivant les puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice. Les degrés des restes successifs par rap-
port à celle lettre vont alors constamment en diminuant. Il arrive donc un moment où le reste obtenu est, à la fois, différent de zéro et de degré inférieur au diviseur par rapport à la lettre ordonnatrice, de sorte que l'opération se trouve interrompue et son impossibilité démontrée.
Si les polynômes donnés sont, au contraire, ordonnés suivant les puissances croissantes de la lettre ordonnatrice, les degrés des restes successifs par rapport à cette lettre vont constamment en augmentant; et, si le premier terme de chaque reste est exactement divisible par le premier terme du diviseur, on peut être conduit à des calculs illimités.
Mais on remarque que, lorsque la division est exacte, le dornier terme du dividende divisé par le dernier terme du diviseur donne directement le dernier terme du quotient (45),
Par conséquent, quelle que soit la manière dont on ait ordonné les polynômes sur lesquels on opère, on peutafHrmer rimpossibililé de la division dans les hypothèses suivantes.
La division est impossible :
i* Lorsque, le dernier terme du dividende nest pas divisible par le dernier terme du diviseur.
Le polynôme 4 — 8jch- 20:*— 2ij;* n'est pas divisible par le polynôme i — 7,x -h 3x' — 7^*,
Nous remarquerons à ce sujet que, si le premier terme du diviseur a pour coefficient Tunité, aucun coefficient fractionnaire ne peut s'introduire dans le calcul; de sorte que, si le dernier terme du dividende et le dernier terme du diviseur sont des nombres entiers dont le quotient soit fractionnaire, on peut affirmer a priori l'impossibilité de la division.
Le polynôme 4-^'— 5a:* -f- ^x — ^ n'est pas divisible par le polynôme a;'— 2a? — 7, parce que le dernier terme du quotient devrait être égal à -•
2" Lorsque^ le dernier terme du dividende étant divisible par
le dernier terme du diviseur, on est conduit à poser au quo^ tient un terme de même degré par rapport à la lettre ordon-natrice, mais différent de celui qui devrait être le dernier.
Le polynôme &x* — 3^-h 20;'— 5a; -f-4 n'est pas divisible par le polynôme 3a:*-- 3a;' -f- a;— 2, parce que la division conduit à poser au quotient comme terme de degré zéro par rapporta la lettre ordonnatrice le terme -f-!,au lieu du terme —2, quotient du dernier terme 4 <)ti dividende par le dernier terme
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— 2 du diviseur :
6jr'— 3^*-i- 20;'— 5a; -4-4 I 3^*— 3^'-+- ^ — a
. Z_ 1 2ar-l-i
H- 3 jr' — :r -f- 2
3® Lorsque, le dernier terme du dividende étant divisible par te dernier terme du diviseur, ori est conduit à poser au quotient un terme identique à celui qu'on doit trouver comme le dernier, sans que le reste correspondant soit nul.
Le polynôme 5 — ^x -+- 16^' — gx* n'esl pas divisible parle polynôme i — x — 3x^, parce que la division conduit à poser au quoiienl le terme -f- 3a?, résultat de la division du dernier terme — gx' du dividende par le dernier terme — 3x^ du diviseur, sans que l'opération s'achève :
5 — IX M- i6j;' — 9^:' H- 5^ -h i5x^
-{- 3x -¥- 3ix* — 9^*
50. Supposons les polynômes considérés ordonnés suivant les puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice.
Quand la division n'est pas possible et que le premier terme du dividende A est divisible par le premier terme du diviseurBy
on peut remplacer l'expression fractionnaire r^ par un poly^
nôme Q entier par rapport à la lettre ordonnatrice, augmenté d'une fraction ayant pour numérateur un polynôme de degré inférieur au diviseur par rapport à cette lettre et pour déno* minuteur le diviseur.
En effet, on peut toujours continuer la division jusqu'à ce qu'on arrive à un reste dont le premier terme ne soit plus divisible par le premier terme du diviseur, c'est-à-dire jusqu'à ce qu'on arrive à un reste dont le premier terme ne contienne plus la lettre ordonnatrice avec un exposant aussi élevé que le premier terme du diviseur. Désignons ce reste par R : on aura nécessairement R^A — BQ, Q désignant le polynôme
écrit au quotient au moment oii l'on obtient le reste K. On déduit de l'égalité indiquée
A = BQ-4-R;
et, en divisant les deux membres de cette dernière relation par By il vient
En divisant 6 j;*— 3a:* -H 2 j;» — 5x-h^ par 3x^ — 3:c*-4-:c — 2, on trouve pour quotient (W) le binôme 2x -+- i et pour reste le trinôme 3a;' — 2x H- 6. On peut alors poser
51. Quand la division est exacte, on peut changer la lettre ordonnatrice sans rien changer aux résultats de l'opération. Quand la division est inexacte, si Ton change de lettre ordonnatrice, on modifie généralement l'expression du quotient et celle du reste.
Condition de divisibilité d'nn polynôme entier par rapport à x,
par un binôme de la fonne x — a.
52. Désignons par X le polynôme dividende ordonné suivant les puissances décroissantes dex. Le diviseur x — a étant du premier degré en x, la division pourra continuer tant que le reste obtenu contiendra x. Le reste final de l'opération, s'il y en a un, sera donc nécessairement indépendant de x, c'està-dire ne contiendra pas x. Désignons par Q le quotient trouvé entier par rapport à Xy et par R le dernier reste, s'il y en a un. On aura l'égalité fondamentale qui résulte de toute division ( 50)
11 faut bien comprendre que cette égalité est en même temps une identité^ c'est-à-dire qu'elle reste vraie, quelles que soieni les valeurs particulières attribuées aux lettres qui y entrent. Elle subsiste donc encore quand on y remplace x par la valeur spéciale a.
Désignons par X. le résultat de la substitution de a à la place
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de X dans le dividende ; remarquons que le fadeur x — a, devenant égal à a — a, s'annule, tandis que l'autre facteur Q qui ne contient pas x en dénominateur prend une valeur finie ou égale à zéro; dans les deux cas, le produit (^-~ a)Q disparaît. Quant au reste R, qui ne contient pas x^ il ne change pas. On a donc identiquement
ce qui nous conduit à ce théorème très-important : Quand on divise un polynôme entier par rapport à x par un binôme de la forme x — a, on obtient immédiatement le reste de la division en remplaçant dans le dividende la lettre x par la lettre a.
On peut donc, a priori, s'assurer de la possibilité de la division.
Si la substitution indiquée conduit à un résultat nul, on a R = o, et la division réussit.
Réciproquement, si la division réussit, R = o, et la substitution indiquée conduit à un résultat nul.
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme entier par rapport à x soit divisible par un binôme de la forme X — a est donc que ce polynôme s'annule pour x = a.
53. Déterminons la loi de formation du quotient du poly-uôme X par le binôme x — a.
En établissant cette loi, nous donnerons une nouvelle démonstration du théorème précédent.
Le polynôme X a pour forme générale (14)
X = A.ar'"-|-A,a:™-»-l- Aaar"-'-h.. .-h A„_.,a:-4- A„.
En opérant par colonnes verticales (47), sa division par x — a présente évidemment la disposition suivante :
A.^"-hA,
jr"-'H-...-hA^
-hA.a
-+-A,fl"-'
-hA,tf™-'
En commençant la division, on aperçoit facilement comment les premiers termes du quotient se déduisent les uns des autres. On en conclut aiors immédiatement que, le dividende étant un polynôme du degré m, le quotient est un polynôme complet (14) du degré (m — i ), dont les coefficients se forment successivement en multipliant le coefficient du terme précédent par a, et en ajoutant au produit obtenu le coefficient du terme du dividende qui est de même rang que le terme qu'on veut écrire au quotient.
Le dernier terme du quotient est donc
A.rt*"-» H- A , AT"» -h A, ar-* H- ... -h Am^^a -f- A«,-„
et, par suite, le reste de ia division a pour expression
A.rf"-4- A,a"^' -f- AiOr—*-^-. . .4- Aa,-irt -f- A», •
c'est-à-dire Xa, comme nous venons de le démontrer par une autre voie (52).
Si l'on éprouvait quelque difficulté à admettre la généralité de la loi énoncée, on emploierait un tour de raisonnement très-usité et déjà indiqué en Arithmétique [Arithm.^ 325).
Si Ton suppose la loi vérifiée pour les n premiers termes du quotient, il est facile de voir qu'elle s'étend nécessairement au (/n- 1)"™' terme. Car, si Pj:*^" est le n'^^ terme du quotient, le premier terme du reste correspondant est
de sorte que le (/i-4-i)''*"* terme du quotient est
(Prt-h A„)a:"-'-'.
f^ loi, avant été reconnue pour le deuxième et le troisième terme du quotient, est donc vraie pour le quatrième, et ainsi de suite jusqu'au dernier terme.
54. Nous allons appliquer les résultats précédents à la recherche de certains caractères de divisibilité , essentiels à retenir au point de vue du calcul.
i" JE* — ff"est toujours dwisible par x — «, quel <fuc soit l^ entier /«, En effet, en désignant par R le reste de la division de af^—cT' par i — fl, on a ici (52)
R z:z ff* «"— O.
Quant au quotient, nous l'obtiendrons en appliquant la loi qu'on vient
34o ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE.
de démontrer, et en remarquant qu'au dividende tous les termes compris entre les deux termes extrêmes ont zéro pour coefficient. On a ainsi iro* médiatement
On peut remarquer que ce quotient est homogène (9) en a: et on a. 2° o:^ H- «" n'est jamais divisible purx — a* En efTet, on a, dans ce cas,
On pourra donc seulement écrire (SO)
3» x" — «* n'est divisible par x -i- a que si m est pair.
Le théorème du n° 52 exige simplement que le second terme du diviseur binôme soit précédé du signe — , sans aucune hypothèse sur la valeur de* ce second terme. Nous pouvons donc mettre le diviseur x-^-a sous h< formOiT— ( — a)et appliquer les mêmes règles. Le reste de la division de j:^ — a" par x — ( — o) est alors
R= ( — a)*»— fl".
Ce reste n'est donc nulque pour ( — a)" = a^, c'est-à-dire dans le cas de m pair (38).
Pour avoir le quotient de la division indiquée, nous remarquerons que l'expression
= jc^-' ■+- ax^^ ■+■ d^x^'* -+-... -h (f'^x ■+- «*"'
est vraie, quelle que soit la valeur (positive ou négative) mise à la place de a; elle subsiste donc quand on remplace a par —a. Il vient alors, puisque m est pair (38),
— — — = x"-' — ax^-^ H- à'x^"^ — ... H- a'"-' X — a"'"*. x-i~ a
Si m était impair, le reste de la division serait — 2«", et l'on aurait
T""» rj"* ^ a"*
x-i-a X -ha
êl* 3f*-^(f* n'est divisible par x -ha que si m est impair.
Le diviseur étant ramené à la forme x — (— «j, le reste R de la divi-
sion qu'on veut effectuer est ( — «)"h- ff\ Ce reste n'est donc nul que pour (— fl)" = — fl", c'est-à-dire dans le cas de m impair.
Si, dans l'expression de la division de jc*— «"* par x — a, on change a on — a en supposant m impair, on obtient précisément le quotient demandé. On a donc
X"* -4- fl"*
X -^ a Si /// était pair, le reste de la division serait 2^, et l'on aurait
51^ jf* — a** ri est divisible par xP — aP que si m est un multiple de p. En efîet, en effectuant la division, on voit que, dans le premier terme de chaque reste, la somme des exposants de or et de a est toujours w, parce qu'en passant d'un reste au suivant l'exposant de a croît toujours de p, tandis que celui de x décroit de la môme quantité. Si l'on a m = fip-{- r, la division devient impossible au moment où l'on parvient au reste ff'af — a". Pour que la division soit possible exactement, il faut et il suffit que ce reste soit nul ; ce qui entraîne la condition r = o, c'est-àdire /w = kp.
Quanta la loi de formation du quotient, on remarque que, dans chaque terme, la somme des exposants reste égale h m — p et que, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, Texposant de x diminue de p^ tandis que celui de n croit de p. Quand la division est possible, on a donc
JT — fl*'
On modifie facilement cette expression lorsque le reste n'est pas nul, et Ton étudie de la même manière les autres cas analogvies à celui qu'on vient de considérer.
D'après les expressions générales qu'on vient de démontrer, on peut écrire immédiatement
— X* -f- X* -h j?* -^ jr* -I- x^ -h J7 -:- I ,
— X* — X*-HX* — X*-i-X* — X -+- î,
55. On peut généraliser, comme il suit» le théorème fondamental du n® 52.
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Si un poljrnômey entier par rapport à x^ s'annule lorsqu'on remplace successivement x par des quantités différentes a et é, ce polynôme est divisible par le produit des binômes x — a et X — b.
En efiFet, le pohnôme X s'annulant pour x=^a esi, d'après ce qui précède (52), divisible par x — a.En désîgnani par Q le quotient de X par jt — a, on peut donc écrire
Cette égalité subsiste quel que soit ^; elle reste vraie si Ton y remplace x par 6. On a alors
Nous indiquons par X^ et Qà les résultais de la substitution de 6 à la place de x dans les polynômes X et Q. Par hypothèse, X^ est égal à zéro, et ^ — - a est différent de zéro. Il faut donc qu'on ait Q^ = o ou que le quotient Q soit divisible par x — b. Désignons par q le quotient de Q par a:— 6. On a Q := {x — b)q et, par suite,
ce qui vérifie le théorème énoncé et prouve en même temps qu'il s'applique à un nombre quelconque de facteurs binômes.
Lorsque le polynôme diviseur peut se mettre sous la forme d'un produit de facteurs du premier degré tels que x — a, x—b, a;— c,. . ., il suffit de voir, par conséquent, si le polynôme dividende devient nul lorsqu'on y remplace successivement X par a, by Cy. . . : s'il en est ainsi, on peut affirmer a priori la possibilité de la division.
S'il existe seulement quelques facteurs binômes du premier degré communs au dividende et au diviseur, on peut simplifiei l'expression fractionnaire correspondante en faisant disparaître ces facteurs communs.
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DES RAPPORTS ALGÉBRIQUES
Définitions.
56. L'expression de la division de deux quantités quelles qu'elles soient, monômes ou polynômes, entières ou fractionnaires, rationnelles ou irrationnelles, positives ou négatives, constitue un rapport algébrique. Toutes les règles du calcul des fractions numériques et toutes les dénominations correspondantes s'appliquent aux rapports algébriques.
Puisqu'une lettre peut représenter en Algèbre une quantité
quelconque, si Ton a un rapport 79 on peut le représenter par
une seule lettre q, que la division de a par b soit ou non possible. On a alors, d'après la définition de la division,
fl = 6x q :
c'est en cela que consistent réellement les démonstrations que nous allons rapidement indiquer.
Opérations snr les rapports.
57. I. On ne change pas la valeur d*un rapport en multipliant ou en divisant ses deux termes par une même quantité*
De ^ = ç on peut déduire v— — = g, c'est-à-dire que le
rapport t ®st égal au rapport v^— > ^ étant une quantité
quelconque.
En ciTet, puisqu'on a
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on a aussi
et Ton en tire
axm = bxmy<qp
axm a
bxm
58. 11 résulte immédiatement de ce théorème que, pour réduire un rapport algébrique à sa plus simple expression, il faut rendre ses deux termes premiers entre eux.
On dit que deux quantités sont algébriquement premières entre elles, lorsqu'elles n'admettent aucun facteur commun, soit numérique, soit algébrique» soit monôme, soit polynôme.
Considérons le rapport
Mettons en évidence au numérateur le facteur commun tua^b*; le numérateur devient
Mettons en évidence au dénominateur le facteur commun 28a*&'; le dénominateur devient
Le rapport prend donc successivement la forme
i2fl^^^(fl— 6) Sb^a-'b) __3ft'
2ba'b'(a^^ laù-hb^) ~" 7a(a — 6j(fl -^6j ~~ 7â(a— é)'
et il est finalement réduit à sa plus simple expression.
59. Pour réduire plusieurs rapports au même dénominateur ou au plus petit dénominateur commun, il suit aussi du théorème du n« 57, qu'on doit opérer comme en Arithmétique.
Soient les rapports
i2a'6''(û[ 4- 6) ^oa/^c'la — b) 2']u^c'[(t' — i/-)
Les dénominateurs décomposés en facteurs donnent
i2a^b^a -h b)— 2.^x3 X «' X &* X (« -:- 6), 40a^c'(a — 6) = 2«x 5 X a' X c'X («— ft), 27 b*c* (a*— b') = 3» X 6» X 0=» X (a -4- 63 X (a — b).
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Leur p]us petit multiple commun est donc 2^X3*x5xa'X^»Xc'X(a-f-^)X(a — 6).-:io8o«'i>c>(rt'— 6').
£n divisant ce plus petit multiple commun par chacun des dénominateurs, ce qu'on fera en supprimant ieurs facteurs parmi ceux du pius petit multiple commun, on trouve pour quotients successifs :
2 X3»x5xaXc*X(a— b) = goac*{a— 6),
3' X 6* X ex (an- 6) = 276^^(0 h- A),
2*X 5 X a* =z^oa*.
En multipliant respectivement les deux termes de chaque rapport par ces quotients, les rapports proposés deviennent finalement
63oac*{a — b) 8i6*o(a-t-6) 2opa*
60. Pour additionner plusieurs rapports^ il faut les réduire au même dénominateur, ajouter leurs numérateurs, et donnera la somme obtenue le dénominateur commun.
Pour soustraire deux rapports, il faut les réduire ad même dénominateur, retrancher leurs numérateurs, et donner à la différence obtenue le dénominateur commun,
61 • II. Pour multiplier deux rapports, il faut les multiplier terme à terme.
Soient les deux rapports -r et -j« Posons j zrz q qi , = g'.
Nous aurons (56)
a = bq, c z= dq'.
SI nous multiplions ces deux égalités membre à membre, il
vient
ac =r bdqq\
En divisant alors les deux membres de cette dernière égalité par bdf on a
ac , a c
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Cettre règle s'étend immédiaiement à un nombre quelconque de rapports.
Pour diviser deux rapports, il faut multiplier le pre
mier rapport par le second renversé, ou les diviser terme à
terme.
a c Soient les deux rapports ^ et -i? leur quotient (40) est égal h
En effet, on a (57)
a d ad o c oc
c ^.cid Cad a
d bc ~ dbc ~~ b
T . ad . - ,
Le quotient t-; peut aussi s écrire
Remarquons que les quantités entières peuvent être assimilées à des rapports qui ont pour dénominateur l'unité*
03. m. Lorsque plusieurs rapports sont égaux, si on les ajoute terme à terme, on forme un rapport égal à chacun des rapports proposés.
Soient les rapports
On en déduit
a -- bq, a' — b'q, a" — b'^q.
Ajoutons ces égalités membre à membre, nous aurons rt -h a' H- a" == 6g H- 6'ç -h 6"g = (6 -f-t'-f-é'^jg, d'où
6 ^ l,r^ fc> - ?•
On démontre de même que, lorsque deux rapports sont égaujc.
si on les soustrait terme à ternie^ on forme un rapport égal à chacun des rapports proposés.
64. Lorsque plusieurs rapports sont égaux, le rapport jormé en divisant la racine carrée de la somme des carrés des numérateurs par la racine carrée de la somme des carrés des dénominuteurs est égal à chacun des rapports proposés.
Soient les rapports -^ = jp = -p' Pour élever un rapport au
carré, il faut évidemment (61 ) élever ses deux termes au carré. On a donc aussi
On en déduit (63)
af*
rt»
Pour extraire la racine carrée d'un rapport, il faut évidemment extraire la racine carrée de ses deux termes. On a donc
On peut évidemment multiplier respectivement par un
même nombre quelconque (différent pour chaque rapport) les
deux termes des rapports égaux considérés» avant d'appliquer
le théorème du n° G3.
a a! c^ De x^=^Ti ^= 1^ on peut donc déduire encore les deux
formules
ei
ma -h m' a'
mb
ma^
_ a ^mb^-^m'b'^-^ m" b''^ "" ^
66. IV. Si plusieurs rapports^ à termes positifs, sont rangés par ordre de grandeur, le rapport Jormé en les ajoutant terme à terme est compris entre les deux rapports extrêmes.
a a' af' a"'
Soient les quaire rapports y -p, p, p, rangés par ordre de grandeur croissante. Si Ton pose t =?> d'où a = bq, il en
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résulte Ti^Q> T?^^* P^'* ®^' ^^^ conséquent, a'^h'q^ a^^b^q^ a"''^b'"q. On en déduit immédiatement a^ a' ^ a" ^al'Xb -¥- V ^ b" -{- b'')q
ou
En posant de même ts = ?i, d'où tf^ = 6*'g„ on a t<?i»
JP <?•> -p <?•» c'est-à-dire a<;6^i,a'"<fr'gi, a"<6"5,.Onen
déduit
ou
Si l'on multipliait respectivement par des nombres donnés les deux termes des rapports considérés, on aurait aussi
a am -H a' m' + a" m" -^aJ^mT ^ a"' b ^ bm -^bm'-^ b" mT^^'H^ > V"*
67. Tous les théorèmes établis en Arithmétique, relativement aux proportions, sont applicables au point de vue algébrique. Il en est de même de tous ceux qui concernent les grandeurs proportionnelles ou inversement proportionnelles.
Applications.
H bu
On commence par faire disparaître le dénominateur i + ha^ en muUipliitnt les deux termes du rapport donné par ce dénominateur (57) et en se rappelant que, pour multiplier une somme ou une différence par une quantité, on doit multiplier chaque partie de la somme ou de la diflTérence par cette quantité (22). On opère ensuite la réduction des termes semblables, et Ton met les facteurs communs en évidence, de manière à pou-
voir les supprimer dans les deux termes du rapport simplifié. On trouve ainsi
i-hba — ab-^a^ i -4- «^ i -*- tf^
a* Simplifier l^ expression
On commence par effectuer l'opération indiquée dans chaque parenthèse , c'est-à-dire qu'après avoir réduit les rapports correspondants au même dénominateur, on les ajoute ou on les retranche. On opère ensuite la réduction des termes semblables, et Ton écrit le résultat de chaque multiplication. On a alors
t'^u' (i — b — n—b —ib(b*-a^)
a-hb ; a'b'{a -^- b)_
a — b-ha-i- b n^ — />>* '}.a(a^ — b^ )
a-i-b ab ab(a-h b)
En simplifiant autant que possible les deux rapports obtenus en numérateur et en dénominateur, on trouve
liji-h)
Puisqu'on peut diviser deux rapports en les divisant terme à terme (62), on voit que l'expression donnée se réduit finalement à
3" Simplifier r expression
En réduisant les trois rapports au môme dénominateur et en los ajoutant algébriquement, on a
On remarque alors que le numérateur s'annule successivement pour a = b^ pour a = c, pour ^ — c. Il est donc divisible séparément par les facteurs binômes [a—b)^ [a — c)^ l^ — ^) [^^J» ©^ par conséquent, par leur
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produit (5o]. On peut donc effectuer la division du numérateur de l'expression donnée par son dénominateur, et le quotient exact qu'on obtiendra représentera cette expression réduite à sa plus simple expression.
On peut d'ailleurs évi(«r cette division, en mettant en évidence et en supprimant successivement les facteurs qui sont communs au numérateur et au dénominateur.
En effet, les deux premiers termes du numérateur reviennent à
On peut donc supprimer aux deux termes du rapport le facteur commun {a — b) [o4, 1**], et Ton trouve alors
ab (a -^ b) — c (a* -h ab -h b') -hc*
Le numérateur de ce dernier rapport peut s*écrîre
ab{a — c) -h b*{a — c) — c(a^ — c').
On peut donc supprimer à ses deux termes le facteur commun (a — c\ et il reste
ab-^b^—c(a-{'C) a(b '-c)'h(b^ — c*) .
C'est le résultat demandé.
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CHAPITRE VII
CALCUL DES VALEURS ARITHMÉTIQUES DES RADICAUX, EXPOSANTS FRACTIONNAIRES ET NÉGATIFS.
Définition a.
69. La puissance nV^* d'une expression algébrique est le produit de m facteurs égaux à V expression donnée.
On n'a donc, pour obtenir celle puissance, lorsqu'il s'agit d'un monôme, d'un polynôme ou d'un rapport, qu'à appliquer les règles démontrées précédemment (23, 28, 61).
Lorsque l'expression proposée est elle-même un produit ou une puissance, on a recours aux théorèmes établis en Arithmétique (76, 75), et qui s'étendent immédiatement aux expressions algébriques.
70. La racine m'*"* d'une expression algébrique est l'expression qui, élevée à la puissance m, reproduit l'expression donnée.
Comme nous l'avons déjà dit en Arithmétique, on indique
la racine m^*** d'une expression à l'aide du signe \/", affecté
de l'indice m. La racine m'*"* de a s'écrit "^a. Nous verrons plus tard que toute racine m'"*"* a m valeurs. Nous nous bornerons ici à quelques remarques indispensables.
On appelle réelles les quantités positives et négatives. Cela posé, a peut avoir une valeur positive ou négative, m peut être pair ou impair» Examinons ces différents cas.
I" Si m est pair et que a soit positifs '\/a admet deux valeurs réelles, égales et de signes contraires. En effet, qu'on
affecte la valeur absolue de 7^ du signe -i- ou du signe — » comme m esipair ctque le produitd'un nombre paîrde (acteurs négatifs est positif (38), on obtient toujours a comme résultat
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en prenant m fadeurs égaux à -+- 7^ o" ^ — 7«' Si a' désigne la valeur absolue de Vû> on a donc d'une manière générale
yja = -+-«'.
2** Si m est pair et que a soit négatif, "^a ne peul être exprimée par aucun nombre positif ou négatif, puisque le produit d'un nombre pair de fadeurs positifs ou négatifs est positif. On donne à une pareille expression le nom d'exprès^ sion imaginaire, par opposition aux quantités positives ou négatives, qualifiées de réelles.
3° Si m est impair, "^a n'a qu'une seule valeur réelle de même signe que a : un nombre impair de facteurs positifs donne en eiTet un produit positif, un nombre impair de facteurs négatifs donne un produit négatif. En désignant par a' la valeur absolue de yâ, abstraction faite du signe de a, on aura d'une manière générale
'Ç^fl = H- a', si rt est positif;
"^a := — a!, s\ a est négatif.
Ainsi
Dans ce qui va suivre, nous regarderons les quantités placées sous les radicaux comme ayant une valeur positive el nous n'admettrons que les racines positives de ces quantités. On ne considère alors que les valeurs arithmétiques des radi^ eaux.
Calcul des valears arithmétiques des radicaux.
71. Il n'y a pas lieu de s'arrêter à l'addition et à la soustraction des radicaux; le plus souvent, on ne peut qu'indiquer l'opération à effectuer. Si des simplifications sont possibles, elles dépendent des transformations que nous allons étudier et de ce qu'on a déjà dit sur la réduction des terii>es semblables.
72. I. Pour multiplier plusieurs radicaux de même indice^ on multiplie les quantités placées sous ces radicaux et Von affecte leur produit du radical commun.
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On a
a, b, c étant des quantités quelconques positives.
Rappelons-nous en efiet que, pour élever un produit à une puissance, il faut élever à celte puissance chaque facteur du produit {Aritlim.y 70); de plus, on a par définition
Enfin, puisque nous traitons seulement des valeurs arithmétiques des radicaux, un radical n a qu'une seule valeur.
Si l'on élève alors à la puissance m les deux membres de l'égalité précédente, on trouve
^a ^ JO . Je) = aOCj
ce qui démontre la règle ; car, puisque le premier membre de cette égalité, élevé à la puissance m, reproduit abc, ce premier
membre représente bien "^abc,
iJ. Légalité yja,\ o.^c=z \/aoc prouve réciproquement que, pour extraire la racine d'un produit^ il faut extraire la racine de chaque facteur.
On peut, d'après cela, simplifier l'expression d'un radical, lorsqu'il recouvre le produit de deux facteurs, dont l'un est une puissance exacte relativement à l'indice du radical.
Ainsi
On jait donc sortir un facteur d'un radical, c'est-à-dire on l'écrit en dehors du radical, en en extrayant une racine marquée par V indice du radical.
Réciproquement, si l'on a intérêt à faire entrer un facteur sous un radical, il faut l* élever à une puissance marquée par l'indice du radical.
On a
On a de mcmc
Or U— Cours, 1. ^3
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74. Pour diviser deux radicaux de même indice, on divise les quantités placées sous les radicaux^ et ton affecte leur quo-
tient du radical commun.
On a
v'fl '"/a
En effet, puisque a = ^ x 6, on a aussi (73)
75. Pour élever un radical à une puissance, on élP.ve à celle puissance la quantité placée sous le radical.
On a
En effet, élever "y/ a à la puissance p, c'est faire le produit de p facteurs égaux à 7« (72).
76. II. Pour extraire la racine d*un radical, on extrait la racine de la quantité placée sous ce radical^ ou l'on multiplie les deux indices l'un par l'autre»
On a
En cfiet, on a démontré en Arithmétique que, pour élever une puissance à une autre puissance, il fallait multiplier les exposants des deux puissances : {a^y = a*^*. Réciproquement, pour élever a à la puissance 12, on peut indifféremment commencer par élever a au cube, puis le résultat a^ à la quatrième puissance, ou bien élever a à la quatrième puissance et le résultat a* au cube.
Cela posé, en élevant les trois expressions indiquées à la
puissance mp, on trouve a : \ ^a, par exemple, élevée à la
puissance p donne "^a, et ce résultat élevé à la puissance m doAfie a; ces trois expressions sont donc égales comme représentant la racine mp'*^ d'une môme quantité a. Ce théorème permet de simplifier Tcxtraction des racines
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numériques, lorsque leur degré ne renferme que les facteurs premiers 2 et 3.
Ainsi on peut écrire
' ]ja = V' )j7i = V \/\/a.
Pour extraire la racine douzième de a, on peut donc extraire la racine carrée de a, puis la racine carrée de cette racine carrée, et enfin la racine cubique du résultat. On a de même
^^46656 = vV4^656 = J/^ = 6.
77. On ne change pas la valeur d*un radical en multipliant son indice par un certain nombre, pourvu qu'on élève à la puissance marquée par ce nombre la quantité placée sous le radical. Si l'on divise l* indice par un certain nombre, on doit au contraire extraire de la quantité placée sous le radical une racine marquée par le diviseur employé.
Celte règle résulte immédiatement du théorème précédent. On a évidemment
puisqu'on vient de démontrer la relation
y/aP= \yaP,
et que ^sfaP équivaut à a.
On peut, d'après ce qu'on vient de dire, simplijier un radi^ cal en supprimant les facteurs communs à V indice du radical et à r exposant de la puissance qu'il recouvre.
On peut aussi réduire plusieurs radicaux au même indice^ en suivant une marche analogue à celle qu'on emploie en Arithmétique pour réduire plusieurs fractions au plus petit dénominateur commun.
Soit proposé de réduire au même indice les radicaux 'y^^
Wb, ^Vc, On a
Le plus petit multiple commun des trois indices est donc
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En le divisant successivement par i5, 12 el i4» on trouve pour quotients 28, 35, 3o. 11 faut multiplier chaque indice par le quotient qui lui correspond el élever à une puissance marquée par ce quotient la quantité placée sous le radical considéré. Il vient
*^^/'~^ ♦'•/77I «**/"^ y/a", v^£»", Vc^\
78. Pour multiplier ou diviser des radicaux d'indices dijfférents, on commence par les ramener au même indice, puis on suit les règles précédentes.
Application.
79. Nous allons faire application des principes démontrés à la iransformationd'un rapport dont le dénominateur est irrationnel en un autre rapport équivalent dont le dénominateur soit rationnel .
1° Soit l'expression -— • En multipliant ses deux termes pary/^, on a
immédiatement
a __ a^ /f, " 'IT'
»• Soit l'expression -_ ,_• En multipliant ses deux termes par la
différence yjb --\[c^ on a (30)
• a _ «(v^ — yfc) _a\\fi) — \lci
On trouverait de même
v/? - \fc ( \/T) — yjZ') [sfb H- \fc)
3° Soit encore l'expression -__—~- — . On multiplie d'abord ses
\/b -^ \fc -k- yfd
deux termes par la diiïércnce y/1} -k- \/e — )f7l. On a ainsi
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OU, en effectuant le carré indiqué au dénominateur,
v/S -h y/c -+- v/5 b -\- c — d ->f lyfbc
En multipliant alors les deux termes du dernier rapport par la différence
h-tt-c — il^^xy/hc^ de manière à introduire au dénominateur le produit d'une somme par une différence, c'est-à-dire la différence de deux carrés, on obtient finalement
Des exposants fractionnaires.
80. On peut diviser par un même nombre l'indice d'un radical et l'exposant de la quantité qu'il recouvre (77). On peut donc écrire
La fraction — ^ a pour numérateur l'exposant de la quantité
placée sous le radical, et pour dénominateur l'indice de ce radical.
La forme fractionnaire de l'exposant n'entratne ici aucune remarque, puisque celte forme fractionnaire correspond à un quotient entier; mais il y a avantage évident, ou, pour mieux dire, le caractère de l* Algèbre conduit nécessairement à étendre par convention cette notation au cas même où Vex" posant de. la quantité placée sous le radical n'est pas divisible par l'indice du radical. En effet, les règles relatives au calcul des quantités affectées d'exposants, qui ont été démontrées en Arithmétique (73 et suivants) exigent que ces exposants soient entiers. Les exposants pouvant être, eux aussi, représentas en Algèbre par des symboles généraux, il faut qu'on puisse supposer ces symboles remplacés par des valeurs quelconques et, par suite, par des valeurs fractionnaires, sans que les règles de calcul soient modifiées; et cette extension sera facilement justifiée, si nous convenons de regarder comme équivalentes les deux expressions
V «'"' et af* ,
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met p étant des quantités entières positives quelconques. Le
numérateur m de l'exposant fractionnaire — indique alors à
quelle puissance on doit élever û, et le dénominateur p quelle racine on doit extraire du résultat a".
Pour que cette convention soit permise, il faut montrer que, la valeur de la seconde expression étant indépendante de la
forme donnée à la valeur fractionnaire —9 il en est de même
P de la valeur de la première. Supposons, en effet, qu'on ait
On aura alors
Il faut donc qu'
on ait aussi
-^Ja-'.
Réduisons ces deux radicaux au même indice (77); ils deviennent
Mais, puisque
on a
Va"^ et 7a^/ m m'
mp' = m' p.
Les deux radicaux, réduits ou non au même indice, sont donc identiques.
Il est utile de remarquer que, pour calculer la valeur numérique d'une puissance fractionnaire y il faut revenir à la forme radicale. Ainsi
Nous allons étendre maintenant aux exposants fractionnaires les règles démontrées dans le cas des exposants entiers.
81. I. Pour multiplier deux puissances entières ou fractionnaires d'une même quantité, on ajoute leurs exposants,
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On a
En effet
mais
mq-¥np
c*esl-à-dire a'' ''.
On peut supposer m ou n égal à i, p ou g égal à i.
82. IL Pour diviser deux puissances entières ou fractionnaires d'une même quantité, on retranche leurs exposants.
On a
aP:a^=af ^
en faisant touterois la restriction — > -» restriction qui sera
P 9 levée bientôu
En effet,
puisque la condition — }> - entraîne nécessairement la con-
dition mq'^np; on a donc, en revenant à la notation adoptée,
m n tnq—np m n
aP\(^=za~P^z=zcJ ^.
On peut supposer m ou n égal à i, p ou 9 égal à i.
83. IIL Pour élever une puissance entière ou fractionnaire à une autre puissance entière ou fractionnaire^ on multiplie les deux exposants.
On a
a/'j z=af^.
Bn effet.
[a") =rv^)"=((Ç'5=)",
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OU
mn m n
On peut supposer m ou n égal k i^ p o\x q égal à i.
84». IV. Pour élever un produit à une puissance entière ou fractionnaire f on peut élever chacun de ses facteurs à cette puissance»
On a
{abcy = aP bf cP .
En effet)
{abcy = v^iahc)' = ^tÎtc",
c'esl-à-dire
( abcy = 7^ Vb^ Vî?' == aP b'^ c'p.
Des exposants négatifs.
85. De même que la nécessité de conserver aux symboles algébriques toute leur généralité nous a conduit à admettre les exposants fractionnaires, nous devons aussi admettre les exposants négatifs et chercher l'interprétation dont ils sont susceptibles.
I>ïous avons déjà vu (43) que les exposants négatifs apparaissent, lorsqu'on veut étendre la règle de la division des monômes au cas où Texposant d'une certaine lettre est plus faible au dividende qu'au diviseur. Supposons qu'on ait Tex-
pression — • Si m surpasse n, on en déduit immédiatement
— z=za!*^\
mais, m étant plus petit que /i, l'expression a"-" n'a aucun sens, si l'on s'en tient à la définition générale des puissances. Posons
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p étant la différence des deux exposants. On peut alors écrire
a* tf" a* I
En appliquant la règle de la division des monômes (h\\ on û d'ailleurs
or <f
— = — -rr = cr^n
Il est donc naturel d'admettre ou de convenir que les deux expressions ar^ et — sont équivalentes. Toute quantité affectée d'un exposant négatif revient alors à l'inverse de cette quantité affectée du même exposant pris positivement.
Il faut montrer que la notation des exposants négatifs n'implique pas contradiction, en ce sens que, étant admise dans le cas ou p est positif, elle subsiste par cela même lorsque/? reçoit une valeur négative — p'\ car, p' étant positif, on a, par convention,
a~/^= — ; ou aP^z= — -, aP a~*^
c'est-à-dire précisément
a-P= — ap
il est utile de remarquer que, pour calculer la valeur numérique d'une puissance négativcy il faut revenir à la Jorme fractionnaire. Ainsi
-f I I I f yji
ï si 7} v^8 2 y/2 4
Nous allons étendre aux exposants négatifs les mêmes règles de calcul qu'aux exposants positifs, entiers ou fractionnaires.
86. I. Pour multiplier deux puissances positives ou négatives d'une même quantité^ on ajoute leurs exposants.
En effet
II ï T
a* an (f'a'i «"*-^«
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c'est-à-dire, en revenant à la notation adoptée,
On peut supposer m et 9 positifs ou négatifs, entiers ou fractionnaires.
87. IL Pour diviser deux puissances positives ou négatives d'une même quantité ^ on retranche leurs exposants.
On a
a—» : ar^ = ar"-*^ = a9'"*.
En effet
I I a!f or'^ : ar^ = — : — = — = a7-«.
a*" a^ or
On peut supposer /n et g posliifs ou négatifs, entiers ou fractionnaires.
88. III. Pour élever une puissance positive ou négative à une autre puissance positive ou négative ^ on multiplie les deux exposants.
On a
( a-" )-^ = aC-"K-^) = a*"?.
En effet
\a-y [or Y c'est-à-dire
On peut supposer m et g positifs ou négatifs, entiers ou frac-* tionnaires.
89. IV. Pour élever un produit à une puissance positive ou négative, on peut élever chacun de ses facteurs à cette puissance.
On a
{abc)"* = a-^b-^c""^.
En effet,
I I lit
[alcY"^ =
[abcf* a'^b^cr oT 6* c"
c'esl-à-dire
[abc)-''=^ ar"' b-^ cr-'.
On peut supposer m positif ou négatif, entier ou fractionnaire.
90. On doit remarquer que, par suite de l'emploi des exposants négatifs, les divisions inexactes peuvent se continuer indéfîniment, lors même que les polynômes sont ordonne^ par rapport aux puissances décroissantes de la lettre ordonnatrice (49). L'expression du quotient est alors composée d'un nombre illimité de termes. Le premier exposant négatii dont est affectée la lettre ordonnatrice correspond au premierreste de degré inférieur au diviseur par rapport à cette lettre.
91. En résumant tout ce qui précède relativement aux exposants fractionnaires et négatifs, on obtient les règles suivantes, qui ne sont plus soumises à aucune restriction sur hi nature des exposants :
I® Pour multiplier deux puissances d'une même quantité ^ on ajoute leurs exposants,
^^ Pour diviser deux puissances d'une même quantité, on retranche leurs exposants.
3® Pour élever une puissance à une autre puissance, on multiplie les exposants des deux puissances.
4° Pour élever un produit à une puissance, on peut élever chacun de ses facteurs à cette puissance.
RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ
A UNE INCONNUE
Définitions.
92. On donne le nom d'équation à toute égalité dont l'expression renferme des quantités inconnues.
Soit réqualion Zx — 2 -- x -i- 5, où x représente une quantité inconnue qui doit précisément être déterminée de manière à remplir cette condition d'égalité, entre 3x — 2 d'une part et x 4- 5 de l'autre. 11 est évident a priori que toutes les valeurs ne peuvent pas être mises à la place de x^ qu'il n*y en a qu'un nombre limité d'admissibles : dans le cas considéré, ce nombre se réduit même à une seule valeur, comme nous le verrons bientôt.
Si l'on examine l'équation j;' — Sx -— i = 7 j; — Zx* ^- 5, on peut répéter la même remarque, et elle s'étend à toutes les équations qui ne renferment qu'une inconnue : le nombre des valeurs admissibles pour l'inconnue peut augmenter, il est toujours limité.
En résumé, une équation à une inconnue est une égalité qui ne peut être vérifiée que par certaines valeurs particulières de l'inconnue quelle contient.
93. Soil réqualion 5ar— -3/ — 7, où or et / représentent deux inconnues liées par la relation donnée. Cette équation
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peut, au contraire, être vérifiée ou satisfaite par un nombre illimité de valeurs de x et de j; ces valeurs doivent seulement
se correspondre de manière que or soit toujours égala— -^ — <•
On peut donc remplacer l'une des inconnues par une valeur prise au hasard, mais seulement Tune d'elles, et l'autre est immédiatement déterminée par le choix fait pour la première. Les valeurs qui satisfont à l'équation proposée ou qui la vérifient sont donc en nombre quelconque, mais ne sont pas quelconques.
Si l'on joint à l'équation 5^ — 37=: 7 une aulre équation 7a; + 4/* = ï8, et, si la question proposée exige que les inconnues X el y vérifient ces deux équations à la fois, il est évident a priori que toutes les valeurs possibles, soit pour or, soit pour j, ne peuvent convenir. Comme on déduit des équations données
3r-4-7 18 — ir X = -^—- et or = ^ 1
si Ton veut remplacer j par une certaine valeur dans les deux équations, il faut aussi que x reçoive en même temps dans ces deux équations une même valeur, c'est-à-dire que l'on ait
On voit par là immédiatement que la valeur de x devant vérifier cette nouvelle équation ne peut plus être quelconque; elle est même unique, ce qui entraîne la même condition pour la valeur de x.
Si Ton a deux autres équations, telles que j;»— ^=7^ jy = lî, le nombre des valeurs de ^ et de / qui vérifient à la fois ces deux équations peut augmenter, mais il est toujours limité. Ce que nous venons de dire, par rapporta deux inconnues, peut être répété pour trois, pour quatre,..., pour un nombre quelconque d'inconnues.
Plusieurs équations à plusieurs inconnues, qui doivent être vérifiées par les mêmes valeurs de ces inconnues, forment ce qu'on appelle un système d'équations,
Lorsquon a autant d'équations que d'inconnues, les f^roupes de valeurs des inconnues qui satisfont simultanément aux équations données sont en nombre limité.
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94. Deux équations à une inconnue sont équivalentes lorsqu'elles sont satisfaites par les mêmes valeurs de Tinconnue qu'elles renferment. Au point de vue de la recherche de ces valeurs, on peut remplacer ces deux équations Tune par l'autre.
Deux systèmes d'équa tiens à plusieurs inconnues sont ^^lizVâients lorsqu'ils admettent les mêmes groupes de valeurs pour ces inconnues. Lorsqu'il ne s'agit que de trouver ces groupes de valeurs, on peut remplacer l'un par l'autre deux systèmes équivalents.
Les solutions cherchées, c'est a-dire les valeurs qui, mises à la place des inconnues, vérifient ou satisfont les équations proposées, sont les racines de ces équations.
95. Lorsque les deux membres d'une égalité sont identiques, elle prend le nom d*identité.
On appelle encore identité une équation qui peut être satisfaite par un nombre quelconque de valeurs de l'inconnue. Ce n'est plus alors une équation : c'est la représentation symbolique d'une règle générale de calcul algébrique. Ainsi
(a — a:)^ = a* — 2aX'hx^^ o.a7 = o.
Résoudre une équation ou un système d'équations, c'est chercher les racines correspondantes. Pour que les racines soient exactes, elles doivent transformer l'équation ou les équations proposées en égalités proprement dites; puis, tous les calculs étant elfectués, en identités.
96. On entend par degré d'une équation la plus grande somme des exposants des inconnues dans un même terme.
L'équation 5x — 7 = 24 -+- 2^ est une équation du premier degré à une inconnue*
L'équation iSx—&^ = 9 est une équation dix premier degré à deux inconnues.
Les équations 8x^ — 3x = 2. et 3x^jr—x*^^^^T~^ ^^ ^^"^ • la première une équation du second degré à une inconnue, la seconde une équation du troisième degré à deux inconnues.
On a classé les équations d'après leur degré, c'est-à-dire d'après la difficulté même de leur résolution.
Avant d'indiquer la marche à suivre pour résoudre une
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équaiîon du premier degré à une inconnue, nous devons démontrer plusieurs principes, applicables aux équalions de tous les degrés.
Principes généraux applicables à la transformation
des équations.
97. T. On ne change ni la valeur ni le nombre des racines d'une équation en augmentant ou en diminuant ses deux membres d'une même quantité.
m étant une quantité quelconque, les deux équations
sont équivalentes.
En effet, les racines de la première équation, mises à la place des inconnues qu'elle renferme, donnent A=B. Si à ces deux quantités égales on ajoute algébriquement (H) une même quantité m, on obtient deux sommes égales. Les mêmes va* leurs des inconnues donnent donc aussi A -f- m = B -+- m.
Réciproquement, les racines de l'équation A -4- /n = B 4- m rendent ses deux membres égaux, lorsqu'on les substitue à la place des inconnues qu'elle renferme. Si des deux quantités égales obtenues on retranche algébriquement (15) une même quantité m, on obtient deux restes égaux. Les valeurs des inconnues qui donnent A -4- m = B -4- m donnent donc aussi a leur tour A = B, et les deux équations considérées sont bien équivalentes (94).
98. Il suit du principe démontré qu'o/i peut transposer un terme d'une équation, d'un membre dans l'autre, pourvu qu'on change son signe.
Soit réquation
On peut ajouter — x aux deux membres de cette équation. On a
Sx — X 8::^ 9,
Le terme x du second membre passe ainsi dans le premier, mais avec un signe contraire.
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99. ir. On ne change ni la valeur ni le nombre des racines d'une équation en multipliant ou en divisant ses deux membres par une même quantité,
m étant une quantité quelconque différente de zéro, les deux équations
sont équivalentes.
En effet, les racines de la première équation, mises à la place des inconnues qu'elle renferme, rendent le facteur A égal au facteur B. Si Ton multiplie ces deux facteurs égaux par un même facteur m, on obtient deux produits égaux. Les mêmes valeurs des inconnues rendent donc aussi le produit Am égal au produit B/n.
Réciproquement, les racines de l'équation Am = Bm rendent ses deux membres égaux, lorsqu'on les substitue à la place des inconnues qu'elle renferme. Si l'on divise les produits égaux obtenus par une même quantité m différente de zéro, on obtient des quotients égaux. Les valeurs des inconnues qui rendent Am égal à Bm rendent donc aussi A égal à B, et les deux équations considérées sont bien équivalentes.
100. On doit faire la restriction indiquée, c'est-à-dire supposer le multiplicateur m différent de zéro, car la multiplication des deux membres d'une équation par zéro la transforme, en général, en une identité satisfaite par toutes les valeurs possibles mises à la place des inconnues (95).
Il en résulte que le multiplicateur employé ne doit pas, en f^énéral, renfermer les inconnues. Prenons un exemple trèssimple. Soit l'équation
Multiplions ses deux membres par le facteur a:— i qui devient nul pour x=:ï; nous aurons
(2:r-f- 3)(jc — i)r= (ar-+-9)(jF^i),
La première équation est évidemment satisfaite par x = 6; la seconde l'est à la fois par j: = 6 et par a: = i. On ne peut donc plus dire que ces deux équations sont équivalentes.
Ainsi, lorsqu'on multiplie les deux membres d'une équation
De C. — Cours. I. 24
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par un facteur contenant les inconnues, on augmente ordinairement le nombre des racines de Téquation, et les solu'lions étrangères introduites sont précisément celles qui annulent ce facteur. On suppose ici que l'équation considérée ne renferme pas les inconnues en dénominateur; c'est un cas que nous examinerons plus loin.
101. Puisqu'on peut multiplier les deux membres d'une équation par une quantité quelconque, on peut aussi les di^ viser par une quantité quelconque. En effet, la division par un
nombre p revient à la multiplication par - •
Il ne faut pas en général que le diviseur employé renferme les inconnues. Reprenons Texemple ci-dessus, et soit l'équa* tion
Cette équation admet les racines ^ = 6 et a; = i; si l'on divise ses deux membres par le facteur x — i, l'équation obtenue
2Jc-i-3 = J7-1-9
n'admet plus que la racine or = 6.
En divisant les, deux membres d'une équation par un fac^ teur contenant les inconnues, on diminue donc le nombre des racines de l'équation^ et les solutions supprimées sont précisé-ment celles qui annulent ce facteur. Si Ton a intérêt à le faire disparaître, il faut donc mettre avec soin de côté les racines qui lui correspondent, afin d'en te^ir compte une fois la question proposée entièrement résolue.
102. Le principe démontré (99) permet de faire disparaître tous les dénominateurs d*une équation.
On cherche le plus petit multiple commun de tous ces dénominateurs, on multiplie les deux membres de l'équation par le nombre obtenu, et tous ses termes deviennent évidemment entiers.
Soit l'équation
X ^ 3 'jx
36 i4 la
Le plus petit multiple commun des dénominateurs 36, i4 et 12 est 252. On multiplie alors tous les termes de l'équation
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par 252, en remarquant que pour multiplier^ par exemple» rr; par 252 = 36X7, il suffît de supprimer le dénominateur 36 et de multiplier le numérateur â? par 7» quotient de 262 par 36. L'entier — 5 doit être multiplié par 262. On supprime
le dénominateur 14 du terme -79 et Ton multiplie son numérateur 3 par 189 quotient de 252 par i4- Il faut de même multiplier — 7^: par 21, quotient de 262 par 12, et supprimer le dénominateur 12. L'équation, débarrassée de ses dénominateurs, devient
La règle suivie peut être résumée ainsi : Réduire tous les termes de V équation au plus petit dénominateur commun, en donnant le dénominateur i aux termes entiers, et supprimer ensuite ce plus petit dénominateur commun,
103. Le même principe (101) permet de simplifier une équation, en supprimant les facteurs communs que ses deux membres peuvent présenter.
Si l'on a l'équation '
81 a^bx 4- 2']a*b* = 54a' &•— 63a^x,
on peut diviser ses deux membres par le facteur gd* commun à tous ses termes, et elle devient
lOi* IlL Lorsqu'on élève à une même puissance les deux membres d'une équation, on augmente en général le nombre de ses racines.
Soit l'équation
En élevant les deux membres à la puissance m, on obtient
l'équation
On peut alors écrire les deux équations considérées sous la
forme
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en faisant passer tous leurs termes dans le premier membre (cette réduction du second membre d'une équation à zéro est irès-usitoe ).
Nous savons que la quantité A"— B* est toujours divisible par la quantité A — B(38). Si nous désignons par Q le quotient de cette division, l'équation A*"— £"= o peut s'écrire
Pour qu'un produit soit nul, il suffit que l'un de ses factetirs soit nul. On satisfait donc à l'équation considérée en posant séparément
et l'on voit qu'elle admet non-seulement les racines de l'équation A — B = o, mais encore celles de l'équation Q =o. Si l'on élève, par exemple, l'équation A = B au carré, ii vient
A» = BS
d'où
Le premier membre étant la différence de deux carrés se transforme en un produit de deux facteurs (24, II), et l'on obtient
Le facteur A — B égalé à zéro reproduit l'équation primitive A = B, le facteur A -4- B égalé à zéro fournit les racines ajoutées qui correspondent à l'équation A = — B.
Résolution d'une équation du premier degré à une inconnue.
105. Les principes énoncés jusqu'à présent suffisent pour résoudre une équation quelconque du premier degré à une inconnue.
Soit l'équation
On commence par chasser les dénominateurs, ce qui se fait
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en réduisant tous les termes au plus petit dénominateur commun 56, et en multipliant les deux membres de Téquatlon par 56. Il vient
aia: — 1 12 -f- 28a: = 2057 -h 24.
On réunit alors tous les termes qui contiennent l'inconnue dans le premier membre, et tous ceux qui ne contiennent pas l'inconnue dans le second membre, en les affectant des signes convenables. On a ainsi
En effectuant les opérations indiquées, on trouve
ngx == i36.
En divisant les deux membres de cette dernière équation par 29, la racine cherchée est
En effet, toutes les équations considérées successivement sont
équivalentes à la première, et la dernière x = ^-^ ne peut
être satisfaite que si Ton remplace a? par la valeur écrite dans le second membre.
La règle à suivre peut donc être formulée ainsi : Pour ré" soudre une équation du premier degré à une seule inconnue, on fait disparattre les dénominateurs de l'équation; on trans* pose dans un membre tous les termes qui renferment l'inconnue, et dans l'autre tous ceux qui ne renferment pas l'in^ connue. On effectue les opérations indiquées dans les deux membres, et l'on divise celui qui ne contient pas l'inconnue par le coefficient de cette inconnue.
Pour être sûr que la racine obtenue est exacte. Il faut v^rijier cette racine, c'est-à-dire la substituer à la place de Tinconnue dans l'équation donnée : on doit alors, tout calcul fait, arriver à une identité.
On a, dans l'exemple précédent,
c»~64 et
Extrayant alors la racine cubique des deux membres, on trouve
Applications.
i07. i"* Résoudre Inéquation
2« H- 6 aa — o
En multipliant les deux membres par le produit des dénomiDateurs
(aa -+- b) (20 -b) = 4«' — ^%
nous aurons
{2JÎ-+- 76)(aûf — 6) — 4^*4-^'= (jc -ha) (aa-^ 6),
d'où
^ax H- liaù — ^bx — jb^ — 4fl' -hb*=s ^ax •+- na^-h bx-^ab.
En simplifiant, il vient
a«x— Zbx = 6/1* — i3€7^-+-6ft',
c'est-à-dire, en mettant x eu facteur commun dans le premier membre, et
la — '6 b
Comme 6/7^ est divisible par 2a et 66' par — 36, on est conduit à essayer la division qui réussit et donne pour quotient 3a — 26. On a donc enfin
Vérifions cette valeur en la substituant à la place de x dans Téquation donnée. Nous trouverons
6a — kb-^nb 3a — 26-f-a
on
c'est-à-dire
'ha -^ b in — b
6a H- 36 La — 26 2a -h 6 "" ia — 6 '
égalité évidente.
2* Résoudre V équation
On aperçoit immédiatement le facteur a: h- 2 commun aux deux membre» de cette équation, car on peut l'écrire sous la forme
Si l'on supprime ce facteur commun, il reste
X — 2 = 3, d'où
Mais, comme le facteur supprimé renferme l'inconnue, on doit, en outre, tenir compte des racines qu'on obtient en l'égalant à zéro ( iOl ). L'équation proposée a donc pour racines
X = 5 et X = — 2.
3** Résoudre réquation
^7 H- X as 3 — \/x,
Élevons les deux membres de cette équation au carré, afin de faire en
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partie disparaître les radicaux qu'elle renferme. Il vient
d'où
6 v^x = a et 3 v^x' = i.
En élevant encore une fois au carré, nous aurons
Qx =1 et X = -•
La valeur x = - est la seule qui puisse vérifier Téquation donnée, mais
il n'est pas sûr qu'elle la vérifie, parce qu'on a pu introduire des solutions étrangères en élevant deux fois de suite au carré (104). Il faut donc de
toute nécessité contrôler la valeur x = -; en |^ substituant dans Téquation proposée, on trouve
d'où
égalité évidente.
Il faut noter avec soin la marche suivie dans ce dernier exemple ; on l'emploie, en général, pour substituer une équation rationnelle à une équation irrationnelle.
Problèmes condoisant à nne éqnation du premier degré
à une inconnae.
i08. I. Une montre marque midi, c'est-à-dire que ses deux aiguilles sont Vune sur Vautre, On demande à quelle heure la nouvelle superposition des aiguilles aura lieu.
Représentons par x le chemin parcouru par la grande aiguille, depuis midi jusqu'à la rencontre cherchée, ce chemin étant exprimé en divisions du cercle gradué de la montre. La petite aiguille parcourant 5 divisions en une heure, tandis que la grande aiguille en parcourt 6o, la petite aiguille va 12 fois moins vite que la grande. Pendant que la grande aiguille
décrit l'arc x, la petite aiguille parcourt donc un arc égal à — • Il est
évident d'ailleurs que la grande aiguille dépassant d'abord la petite aiguille pour venir la recouvrir de nouveau, décrit 6o divisions de plus. On a [)ar conséquent, l'équation
X ^ iix - X = 6o ou = Go.
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On en déduit
II II II
Les divisions de la montre représentant des minutes, cette valeur de x
indique que la rencontre a lieu à l'^Ô™ — ou à i*" 5°* 27* — •
Le môme intervalle de temps sépare les rencontres successives.
En 12 heures, de midi à minuit, il n'y a évidemment que 11 rencontres, en ne comptant pas celle de midi et en comptant celle de minuit : en effet, il n*y a pas de rencontre entre midi et i heure.
109. n. La distance entre Paris et Rouen est égale à 187 kilomètres. Le quintal métrique de charbon coûte 4''» 25 à Paris et 4'%75 à Rouen. Jjes frais de transpart par le cfiemin de fer étant évalues à o''',o9 par tonne transportée et par kilomètre parcouru^ on demande de déterminer le point du chemin pour lequel il est indifférent de s^ approvisionner h Rouen ou à Paris.
Appelons X la distance du point cherché à Paris, sa distance à Rouen sera exprimée en kilomètres par 187 — x. Une tonne de charbon, achetée à Paris, sera payée en ce point
Au même point, une tonne de charbon, achetée à Rouen, sera payée
X devra donc yéri6er l'équation
42,5oH-o,o9.x = 47,5o -+- 0,09(137 —-x).
On en déduit
o,i8.jr = 5 -h 0,09. 137 = 17,33,
d'où
On doit donc s'approvisionner à Paris si l'on en est à moins de 96*", 277..., et à Rouen, dans le cas contraire.
110. m. Soit un nombre x inconnu, correspondant à une grandeur quelconque j à partager de la manière suivante : pour former la première partj on prélève sur x une quantité a, et Von ajoute à cette quantité la f&^ partie du reste x ^ a. Pour former la deuxième part, on prélève 2éJ, plus la n^' partie de ce qui reste quand on a diminué x de la pre^ mière part et de la quantité 2a; pour former la troisième part, on pré' lève 3fl, plus la /i*** partie de ce qui reste, et ainsi de suite. Le partage •e termine exactement, et toutes les parts se trouvent égales. On demande
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de déterminer x diaprés cette conditiony les quantités a et n étant don» nées. On demande aussi le nombre des parts et leur valeur commune.
La première part est a h •
Elle doit être égale à l'une quelconque des autres parts, la (/? ■+- i)**"* par exemple. Formons l'expression de cette part. Elle est représentée par (p -t- 1)^, plus la «**"'* partie de x diminué des p premières parts ou de p fois la première, et encore de (/? + i)a, c'est-à-dire que l'expression cherchée est
(;^-*-OûH- ^ =
L'équation du problème est donc
Si le problème est possible, la quantité indéterminée /;, qui caractérise le rang de la part égalée à la première, doit disparaître; en effet, la première part devant être égale à l'une quelconque des autres parts, l'expression de l'égalité de ses parts ne peut pas dépendre de leur rang. En multipliant par n^ les deux membres de l'équation, on a
ar^ -»- nx — /i/i = paii? 4- ar^ -h nx — pan — px -\- pa — pan — an.
Si l'on simplifie, il vient
o = p [an^ — a«r/î -^ a — x),
d'où, en divisant les deux membres par p qui ne peut pas être nul, X =an^ — afl« -t-ûr = fl(/ï' — a/ï-hi) =a[n — i)'.
La première part et toutes les autres sont donc égales à
fl/i* — lan -h a — a . .
a H = a -h an — ^a = a [n — i).
Le nombre des parts est par suite égal à
fl(«-i)>
1 H . Remarque. — Quel que soit le problème proposé, il s*agit toujours ùe déterminer les inconnues de manière à rendre certaines quantités égales entre elles : on doit donc examiner attentivement l'énoncé, afin déformer V expression de chacune de ces quantités en fonction des inconnues et des données; et, en écrivant les égalités correspondantes, on obtient leséqua" tions du problème.
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CHAPITRE IL
DISCUSSION DE LA FORMULE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ A UNE INœNNUE.
Formule générale de résolution de Téquation du premier degré
à une inconnue.
112. Quelle que soit l'équation donnée, on peut toujours, dans chaque membre, réunir respectivement en un seul terme tous les termes qui contiennent l'inconnue et tous ceux qui ne la contiennent pas; de sorte que la forme la plus générale de réquation du premier degré à une inconnue est
Aa:-hB = A'j?-+-B'.
A, B, A', B' sont deç quantités littérales ou numériques, monômes ou polynômes, positives ou négatives. En faisant passer le terme k'x dans le premier membre et le terme B dans le second, on a
Aar — A'^ = B'— B,
d'où
et
Cette dernière équation, équivalente à Téquation proposée, ne
peut être satisfaite que pour la valeur x = — -, telle est
donc l'expression générale de la racine cherchée. Il nous reste à la discuter.
113. On peut, à l'aide de la formule trouvée, résoudre une équation quelconque du premier degré à une inconnue»
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Soit réquation
nx 3 X
- — - -Hu
On a, dans ce cas,
d'où
Xz=
Mais la résolution directe de l'équation du premier degré à une inconnue est si simple, qu'on n'opère jamais par substitution.
11^. Si la formule conduit pour x à une valeur positive ou négative, cette valeur satisfait nécessairement à l'équation, comme on peut s'en convaincre en remarquant que l'exprès-
sion générale a _ a,» mise à la place de x dans l'équation
générale kx -f- B = A' a: -f- B', conduit à une identité.
Mais les valeurs mises à la place des lettres A, B, A', B' peuvent conduire pour x à des valeurs singulières qu'il s'agit d'interpréter. Ces valeurs particulières se présentent lors-
qu'un des termes de l'expression fractionnaire -r — r^ ou tous
les deux deviennent nuls.
Si l'on a B' — B = o, sans que A— A' soit nulle, on trouve x:=o. L'équation se réduit dans ce cas à kx = A' x, puisque B = B^ et elle ne peut être satisfaite que par la valeur x =zo, puisque A est différent de A'. Ce cas rentre dans les solutions
ordinaires; zéro est une racine tout aussi admissible que i, ^y
Symbole — •
115. Si l'on a A — A'= o, sans que B'— B soit nulle, la valeur de X se présente sous la forme
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en posant B' — B = /n, quantité positive ou négative, différente de zéro.
Ce symbole — n'a aucune signification, si Ton se borne à
la définition générale du rapport. Pour pouvoir l'interpréter, remontons à Téquation proposée; puisque A=A', elle devient, dans le cas examiné,
A^^-B = Aar-+-B'.
Quelle que soit la valeur attribuée à x^ le premier terme du premier membre sera égal au premier terme du second membre; mais, les seconds termes des deux membres étant différents, on ne pourra jamais arriver à l'égalité.
Le symbole — indique donc l* impossibilité absolue de satisfaire à V équation.
m Cherchons à interpréter directement le résultat — A la place
de zéro, mettons le dénominateur A — A!. Supposons d'abord que la différence A — A' ne soit pas nulle et qu'elle passe par des valeurs de plus en plus petites o,i, 0,01, o^ooi,..., 0,000001,. . ,; X prendra successivement des valeurs de plus en plus grandes
lom,
IOOO/7t, . . . ,
A mesure que A— A' se rapproche de zéro, la valeur de x croît donc continuellement de manière à pouvoir surpasser toute quantité donnée. C'est pour cela qu'on donne à la valeur limite
— le nom de valeur infinie ou non susceptible d'expression
numérique, parce qu'elle est plus grande que toute quantité
donnée. On indique Y infini soit par l'expression —9 soit par
le signe 00 ,
En revenant à l'équation Aa:H-B = A:f-|-B', on voit que l'Algèbre ne peut répondre que par un pareil symbole. Si x est infini, les deux membres deviennent infinis, et leur différence
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relative disparaît. Si l'on a ar-f-3 = .rH-i et s! Ton
faii^=r I, la différence des deux membres est 2, el celle différence esl considérable, eu égard aux valeurs 4 ei 2 des deux membres; mais, si Ton fail x =1000000, la différence des deux membres, toujours égale à 2, esl insigniflante eu égard à leurs valeurs loooooS el 1 00000 1«
Symboles d'indétermination.
116. Si Ton a à la fois B' — B = o eiA--A'=o, la valeur de X se présente sous la forme
Ce symbole n*a aucune significaiion, si l'on se borne à la déQnilion générale du rapport. Pour pouvoir rinierpréler, remontons à réquaiion proposée. Puisque Ton a A = A' et B = B', elle devient, dans le cas examiné,
A^-4-B = Aa:-4-B.
Quelle que soit la valeur attribuée à x^ le premier membre est toujours égal au second; Téquation se transforme en identité, el la valeur de x est complètement arbitraire.
Le symbole - indigne donc l'indétermination.
On aurait pu interpréter directement ce symbole, en remarquant que, le diviseur multiplié par le quotient devant toujours reproduire le dividende, le quotient peut être quelconque lorsque le dividende et le diviseur sont nuls.
Il faut bien comprendre que, si l'expression de l'in
connue est fractionnaire, elle peut se présenter sous la forme -
sans qu'il y ait réellement indétermination. Il suffit qu'on ait oublié un facteur commun aux deux termes de la fraction et que les hypothèses particulières qu'on a faites le rendent nul,
pour que la valeur - apparaisse. Si la véritable valeur ainsi
masquée n'est pas -9 on dit que l'indétermination n'est qu'apparente
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Soit, par exemple, Texpression
a -h Si l'on suppose a = b, elle prend la forme
Mais on peut meure le produit [a -h 6) (« — é) à la place de rt'— 6*. On voit alors que le facteur a — 6 est commun aux deux termes de la fraction, et qu'il devient nul pour a = b. Si Ton a soin de le supprimer avant toute substitution, l'expression devient
et sa véritable valeur pour a = 6 est
x=: aa.
De même, l'expression -- — ~ y devient - pour a; = i.
X "T" ù X "~~" iL O
Il en résulte que les deux termes de la fraction sont divisibles par le binôme x — j (36), qui prend la valeur o pour ^ = i. Si l'on simplifie d'abord la fraction en divisant ses deux termes
par ^ — I, elle prend la forme y— 9 et la valeur x = i
conduit au résultat — ■=•
Au lieu de faire immédiatement ar= 1, on peut aussi, dans le cas considéré, poser x = i-¥- h^ effectuer les calculs qu'entratne cette substitution, simplifier l'expression obtenue, et faire ensuite A = o. II est clair qu'on détruit ainsi l'indétermination apparente, en supprimant indirectement le facteur commun qui la produit.
118. L'indétermination peut affecter d'autres symboles que le symbole -•
La fraction rg équivaut à Ax g* Si l'on suppose A = o
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el B = o, rexpression - équivaut donc à l'expression o>^~
ou ox » .
De même, la fraclion — peut encore affecter la forme -►
et, si Ton suppose A = o et B = o, on voit que les expres-
sions - et — sont encore équivalentes, o co ^
Enfin, la différence — t«— revient à k ■— t> et, si l'on suppose encore A = o et B = o, on en conclut Téquivalence des expressions - et oo — oo .
119. Les symboles o x oo , — > oo — oo peuvent aussi correspondre à une indétermination apparente qu'on ne pcul plus faire disparaître de la même manière.
Soii, par exemple, l'expression
X*-^ Sx^-h 7.x — I
Zx^-k-x^-^ 7
Si Ton suppose que x croisse indéfiniment, les deux termes de la fraction croissent indéfiniment, et, à la limite, l'expres-
sîon donnée prend la forme — Pour s'assurer de la réalité de l'indétermination, on divise les deux termes par x^, II vient
Si X augmente alors indéfîniment, tous les termes du numérateur et du dénominateur tendent vers zéro, excepté i et 3.
La véritable limite de la fraction est donc -r*
Soit, d'une manière générale, la fraction
ax^-\- bx"'-^-^ cx'^''-^
A X*' -4- B X"-' ^- Cx"-' -f- . . .
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doni les deux termes sont des polynômes entiers par rapport
à ^ et qui, pour ^ = oo , se présente sous la forme — • On a
trois cas à distinguer.
Si Ton a m>>/i, on divise les deux termes de la fraction par x"*, et Ton fait ensuite x = o:> .Le numérateur se réduit à a, le dénominateur à zéro, de sorte que la vraie valeur de la fraction est égale à Tinfini.
Si Ton a m<^n, on divise les deux termes de la fraction par ar", et l'on fait ensuite a; = co.Le numérateur se réduit à zéro, le dénominateur à A, de sorte que la vraie valeur de la fraction est égale à zéro.
Enfîn, si Ton a m = n, on divise les deux termes de la fraction para,""— ^", et l'on fait ensuite ^ = 00. Le numérateur se réduit à a, le dénominateur à A, de sorte que la vraie valeur
de la fraction est égale au quotient -•
En résumé, suivant que le degré du numérateur est supérieur, inférieur ou égal au degré du dénominateur, la vraie valeur de la fraction considérée, pour x = co , est co , o ou
■j-> quotient des premiers coefficients des deux termes de la
fraction.
Par exemple, la vraie valeur de la fraction
pour x=:ço , est -•
Soit l'expression
qui, pour x = <x>, se présente sous la forme oo — oo. Pour juger si celte indétermination est réelle ou apparente, nous multiplierons et nous diviserons l'expression donnée par la
somme ^x^-^i-^x^. Nous obtiendrons ainsi l'expression équivalente
^x* -hi-hx' x^-hi-h X* v^a;*-h î -h x*
Db C. — Cours, h 25
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Pour jp = 00 , celle dernière fraciion devîenl — ou o. En effel,
lorsque le numérateur d'une fraction reste Jixe, tandis que son dénominateur augmente indéfiniment, cette fraction diminue de plus en plus et a zéro pour limite^
Cas ou réqnation donnée renferme Tinconnae en dénominateur.
121. Nous avons réservé (100) le cas où l'inconnue enlre en dénominaleur. Nous pouvons mainlenani i'éludier. Soil l'équalion
Si l'on suil la règle donnée (102) pour faire disparatire les dénominaleurSy on arrive à l'équalion
x^ — 307 + 3 — 2 = 0;' — 2j7-i-3or-r6 ou — ^X=z — 6.
On peul changer les signes des deux membres de celle équa-
lion, ce qui revieniàles mulliplierpar une mémequaniiié — i.
On a alors
4a: = 6, d'où 07 = -- ^ 2
Mais on a mulliplié par la quaniiié o? — 2, qui conlieni l'inconnue, les deux membres de Téqualion proposée : on peul donc craindre d*avoir inlroduil des solulions élrangères(100]. Remarquons alors qu'on peul réunir lous les lermes de l'équalion dans le premier membre, de manière que le second membre soil zéro; puis réduire lous les lermes du premier membre au même dénominaleur 0? — 2. On mel ainsi l'équalion sous la forme
6 — ix
Pour qu'une fraciion soil nulle, il faul que son numéraieur soil nul sans que son dénominaleur le soil, ou bien que son dénominaleur soil infini sans que son numéraieur le soil (120).
On salisfaii donc à l'équalion en posani 6 — 4^ = ^> ce qui conduit à la solution déjà trouvée, solution admissible, puisque
or -^ - ne rend pas nul le dénominaleur x — 2.
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On y satisfait encore en cherchant les valeurs qui rendent le dénominateur infini, il n'y a évidemment que la valeur :r = 00 qui remplisse cette condition; mais elle rend aussi le numérateur infini. Pour lever Tindéiermination (118), on applique la règle du n** 119, et l'on trouve que, pour ar = 00, la limite de la fraciion est égale à — 4* La valeur x=co ne convient donc pas et doit être rejetée.
Cetexemple très-simple montre que la suppression du dénominateur commun, lors même qu'il contient l'inconnue, n'eniratne, en général, la suppression d'aucune véritable solution, et que les solutions qu'on pourmit ainsi négliger sont des solutions infinies que le problème n'admet ordinairement pas. Dans tous les cas, on voit qu'il est facile d'en tenir compte. On peut remarquer que, pour que les soluilons infinies soient possibles, il faut (119) que le degré du dénominateur de la fraction résultante surpasse celui da numérateur.
Soit encore l'équation
En opérant comme nous venons de l'indiquer, on la met sous
la forme
Si l'on pose le numérateur jc*— 7^ -^ 6 = o, on trouve pour racines, comme nous le verrons plus tard, les nombres 6 et i. Mais la solution x= i rend aussi le dénominateur x — \ égal
à zéro, de sorte que la fraction prend la forme -• On est ainsi
averti que ses deux termes admettent le facteur j: — i, qu'il faut avant tout faire disparaître. Il reste alors x — &^=:o\ ce qui montre que la seule solution admissible est a: = 6. Il faut donc avoir soin de rejeter les solutions données par le numérateur égalé à zéro, lorsque ces solutions annulent aussi le dénominateur commun.
En résumé f la règle pratique consiste à faire disparaître les dénominateurs contenant l'inconnue, comme ceux qui ne la contiennent pas, et à supprimer ensuite celles des solutions trouvées qui annulent le dénominateur commun obtenu*
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DU PREMIER DEGRÉ, EN NOMBRE ÉGAL A CELUI DES INCONNUES
Théorèmes généraux concernant les systèmes équivalents.
122. I. Deux systèmes adéquations sont équivalents lorsque le second système ne diffère du premier que par des équations obtenues en ajoutant ou en retranchant membre à membre quelques équations du premier sy^stème.
Soil le système d'équations A = B. A'=: B', A" =. B*. Pour plus de généralité, multiplions respectivement les deux membres de chacune de ces équations par des quantités quelconques m, //, Pi différentes de zéro. Nous savons (99) que le système
Ikm = Bm, A'n=^B'/i, A V = B'p
est complètement équivalent au système proposé. Cela posé, nous allons montrer que le système
!Am rzr Bm, A'/i= B'n, . Am-^A'll — A^p^Bm-hB'n — B'p
est équivalent au système précédent, et par suite au système donné. En effet, les valeurs des inconnues qui vérifient le système (i) vérifient les deux premières équations du système (2). De plus, ces valeurs rendant Am = Bm, A'ii = B'/i, A''/? = B*/>, rendent nécessairement la différence Amn- A'n — k"p égale
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è la différence Bm -f- B'/i — B*';?, c'est-à-dire saiîsfonl aussi à la troisième équation du système (2).
Réciproquement, les valeurs des inconnues qui vérifient le système (2) vérifient les deux premières équations du système (i), puisque ces équations sont communes aux deux systèmes; ces valeurs rendent donc la somme Am-f-A'n égale à la somme Bm-hB'/i. Elles rendent de plus la difTérence (Am -f- A'n) — A*"/? égale à la difTérence (B m -h B'/i) — B*'/?. Le terme A'p est donc égal au terme B"/?, et les valeurs considérées satisfont aussi à la dernière équation du système (i). Les systèmes (i) et (2) sont, par conséquent, équivalents.
123. IL Étant donné un système d* équations, si l'on résout l'une des équations du système par rapport à l'une des inconnues qui y entrent y c'est-à-dire si Von isole cette inconnue dans le premier membre de V équation considérée, on peut remplacer cette inconnue par la valeur obtenue^ dans toutes les autres équations du système.
Soient les équations A=:A', B = B', C = C', contenant, pour fixer les idées, les inconnues x^y, z.
La forme la plus générale d'une équation du premier degré à plusieurs inconnues est évidemment
ax -\~ by -h c z -]- du -h . . . rrr K ;
car on peut toujours réunir dans le premier membre les termes qui contiennent les inconnues, dans le second membre ceux qui ne les contiennent pas, puis rassembler en un même coefficient numérique ou littéral, monôme ou polynôme, positif ou négatif, toutes les quantités qui nlultiplient une même inconnue. On peut de même représenter le second membre par une seule lettre.
Cela posé, si Ton résout la première équation par rapport à X, en regardant x comme seule inconnue, et qu'on obtienne x=zD{l) étant une certaine expression en y et en 2), on pourra remplacer x par 1) dans les deux autres équations du système, qui deviendront alors B,= B', et Ci=C,.
U faut prouver que le système
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et le système
sont équivalents.
L'équation A = A' et l'équation a? = D sont identiques; car, pour passer de la première à la seconde, on a seulement transposé dans le second membre les termes en y et en z, et l'on a divisé les deux membres par le coefficient de x (105).
Les deuT autres équations de chaque système ne diffèrent que par la substitution de D à la place de t ou de ^ à la place de D; de sorte que ce simple changement permet de passer d'une équation du premier système à l'équation correspondante du second système. Or, remplacer directement x par sa valeur ou remplacer / et 2 par les leurs, dans une expression D qui se réduit à celte même valeur de x, c'est tout un. Les deux systèmes sont donc bien équivalents. t
Remplacer ainsi l'inconnue x par sa valeur D en fonction des autres inconnues y et «, c'est éliminer x. D'une manière générale, éliminer une quantité, c*est la faire disparattre des calculs subséquents.
Résolution de deux équations du premier degré à deux inconnues
1*24. Soient les deux équations du premier degré à deux inconnues
Considérons-les un moment sous la forme générale A=A'^ B = B' ou Am = Bm, A'n = B'/i.
Le système
AmrriB/n ] | A - -: B
Am — A'ii = Bm — B'n i ^" | Aw — A'/i :^ Bm — B'n
est, d'après ce qui précède (122), équivalent au système proposé; mais on peut choisir les multiplicateurs m et n de manière à éliminer l'inconnue a?, par exemple, il suffit de faire en sorte que les coefficients de x soient égaux dans les équations Am = Bm, A'n = B'/i.
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Si ces coefficients sont de même signe» en retranchant alors les deux équations membre à membre, l'équation résultante Am — A'/i = Bm — B'n ne contiendra plus que l'inconnue 7-, dont elle fournira immédiatement Tunique valeur; et cette valeur, mise à la place de / dans l'équation A = B, permettra d'en déduire x.
Si les coefficients de x dans les deux équations Am = Bm, A'n=:B'/i sont de signes contraires, on ajoutera les deux équations.
Bevenons aux équations proposées. En multipliant les deux membres de la première par 2, coefficient de x dans la seconde, et les deux membres de la seconde par 5» coefûcient de X dans la première, on obtient
10^ — 6/= 18, io:f -f- 35/= 100.
On retranche alors membre à membre la première équation de la seconde; Téquaiion résultante est
35/'-h6/=ioo — 18 ou ^\y=^iiL*
On en tire
Cette valeur/ = 2, substituée dans Téquation Sx — S/ — g,
donne •
Sx — 6 = 0 ou 5a:=i5 et ar=:-^=:3. ^ 5
Les équations proposées sont donc satisfaites par les valeurs X = 3 et j == 2, et seulement par ces valeurs. La vérification réussit
Pour y arriver de la manière la plus simple, il faut
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opérer sur les coefficients de l'inconnue considérée comme on opère sur les indices des radicaux qu'on veut réduire au plus petit indice commun ou sur les dénominateurs des fractions qu'on veut réduire au plus petit dénominateur commun. Soient les équations
3o j: — 37 r = 166, 7.^x — 7,Sy = 280.
Éliminons x. On a
3o = 2 X 3 X 5 et 24 =r 2» X 3.
Le plus petit multiple commun de ces deux coefficients est donc 2* X 3 X 5 = 120. Le quotient de 120 par 3o est 4 2 o^^ multiplie les deux membres de la première équation par 4; le quotient de 120 par 24 est 5 : on multiplie les deux membres de la seconde équation par 5. On obtient ainsi.le système
équivalent
i2o:f — 125/= i4oo.
Retranchant la première équation de la seconde, on a — i25j -f- 1487 = i4oo — 664 ou 23^:= 736, c'esl-à-dire
Si Ton substitue cette valeur dans la première équation Zox — 37/ = 166, elle devient
"àox — 37.32 = 166, d'où
ZOX = 166 4- 37 . 32 nr I 35o,
c'est-à-dire
Les valeurs cherchées sont donc x = ^5 et j= 32, et ce sont les seules qui vérifient les équations proposées.
Reprenons les équations
algibue élémentaire. SpS
el appliquons à leur résoluiion une autre méthode très-générale, fondée sur le théorème II (123).
Résolvons la première équation par rapport à x. Nous aurons
Substituons cette valeur de a: dans la seconde équation, qui devient
Le système obtenu
est équivalent au système proposé (123).
L'équation
ne contenant plus que 7, conduit immédiatement à la valeur de cette inconnue. En suivant la marche indiquée (105) et en effectuant les calculs, on en déduit
d'où
— 41)-= — 552 et rr^-— =2.
Transportant cette valeur de 7 dans l'expression x ~ —-^JZ^ on a
Cette seconde méthode porte le nom d* élimination parsub-siituiion. Elle consiste à résoudre l'une des équations du système par rapport à Tune des inconnues qu'elle contient, et à substituer la valeur obtenue dans l'autre équation qui ne renferme plus alors qu'une inconnue.
En résumé, on résout tout système de deux équations
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du premier degré à deux inconnues en remplaçant ce système par un système équivalent dans lequel l'une des deux équations ne contient plus qu'une inconnue.
Celle équalion à une inconnue peul admeilre une solution déterminée et unique (IH), n'en admettre aucune (115), ou en admeitre une infinité (116). 11 en est de même alors, dans chacun de ces cas, du système proposé.
Lorsque ce système n'admet aucune solution, on dit que les équations correspondantes sont incompatibles; s'il en admet une infinité, on dit que les équations correspondantes sont indéterminées ou qu'elles se réduisent à une seule (93).
Soit, par exemple, le système
IX — 3^ = I ^x — 6y=3.
En éliminant x par substitution, on a d'abord
puis
^ 1- ._5^-_3 Qu ^4-i2j — 12^ = 6,
c'est-à-dire 0x^=2, équation impossible.
Les équations données sont donc incompatibles. Soit encore le système
y=îf ^x — 6j
£n éliminant x par substitution, on a d'abord
puis
4 — - — 6y=^2 ou 4 *^ ' ^y — ï 2^ = 4>
c'est-à-dire oXj = o, équation identique. Le système proposé se réduit ainsi à la seule équation
X = - ou 2X — ôjr=l.
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On peut, par conséquent, donner à l'une des inconnues toutes les valeurs qu'on voudra, et en déduire les valeurs correspondantes de l'autre inconnue (93).
Nous généraliserons les notions précédentes, en discutant les formules générales de résolution d'un système de deux équations du premier degré à deux inconnues.
Résolntion d'un nombre quelconque d'équations du premier degré.
128. Nous supposons le nombre des équations égal au nombre des inconnues.
Soient, pour fixer les idées, six équations à six inconnues X, y, z. M, V, t.
On élimine Tune des inconnues» x par exemple, entre la première équation et chacune des cinq suivantes, en employant l'une des deux méthodes générales que nous venons de développer relativement à un système de deux équations à deux inconnues. On obtient ainsi, d'après les théorèmes 1 et II (122, 123), un système équivalent au système proposé. Ce système équivalent est formé de six équations, l'une contenant toutes les inconnues et qu'on réserve pour la détermination de Xy les cinq autres ne contenant plus que les cinq inconnues^", z, m, c, /.
On a donc, en réalité, remplacé le système donné par un système contenant une équation et une inconnue de moins.
Pour résoudre ce nouveau système, on élimine de même l'inconnue j, par exemple, entre la première équation et chacune des- quatre autres. Le système équivalent au précédent qu'on obtient ainsi est formé de cinq équations, l'une contenant les cinq inconnues et qu'on réserve pour la détermination dej, les quatre autres ne contenant plus que les quatre inconnues z, u^ v, /. On a, par suite, remplacé en réalité le second système consi iéré par un troisième système contenant encore une équation et une inconnue de moins.
Chaque nouvelle élimination diminue ainsi la difficulté, et l'on arrive forcément, en continuant de la même manière, à un cinquième système de deux équations à deux inconnues et à un sixième système ne contenant plus qu'une équation à une inconnue.
Le système proposé se trouve alors remplacé par un système
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équivalent composé de six équations : la première renferme les six inconnues du problème, les suîvanies chacune une inconnue de moins, de sorle que la sixième n'en renferme plus qu'une seule t dont elle donne immédiatement la valeur. En substituant cette valeur de / dans l'équation précédente qui contient les inconnues / et v, on détermine v. En substituant les deux valeurs obtenues dans Téquation qui précède Tavantdernière et qui contient à la fois ty v et k, on détermine u. En continuant ainsi, on arrive à substituer dans la première équation les valeurs de ty v, w, z, ^ et à en déduire la valeur de la dernière inconnue x. On voit qu'il y a toujours en général un système de valeurs admissibles, mais qu'il est unique, puisque la dernière équation à une inconnue ne donne qu'une seule valeur pour cetie inconnue.
La résolution du système proposé dépendant finalement de la résolution de cette dernière équation, les remarques du n** 127 sont applicables à tout système de n équations contenant n inconnues.
Nous allons appliquer la solution générale indiquée à plusieurs exemples.
Applications.
r — 2^-^ 6z 3,06, 5ar-+- y — ^z
Nous emploierons la méthode d'élimination par addition ou soustraction, et le plus simple sera d'éliminer/ entre la seconde équation et chacune des deux autres.
Pour cela, on multiplie d'abord les deux membres de la seconde équation par 2, et Ton ajoute membre à membre l'équation obtenue avec la première équation du système proposé. Il vient
On ajoute ensuite membre à tnerobre la deuxième et la troisième équation du système donné, et Ton a
l'iarH- az ~ 4, 45.
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Les équations
Sx -h/ — 28 - 0,81,
forment un système équivalent à celui qu'on veut résoudre. La première équation permettra de déterminer y^ quand on aura trouvé x et z au moyen des deux autres. Éliminons z entre ces deux dernières équations; en les retranchant membre à membre, nous obtiendrons
jr = o,a3.
Le système
5«-h^ — az- r o, 81, lax-haz — 4,45, X = 0,23
est équivalent au système précédent et, par suite, au système proposé.
La dernière équation donne ,
X = o, 23 ; Tavant-dernière donne donc
i2.o,23-haz= 4»45, c'est-à-diro
az = 4,45 — 2,76 -- 1,69 et z~ 0,845. I
Enfin la première équation donne à son tour
Soient Us équations littérales
X— a^-Ha*z = ^i*, X — by -hb^z^ ^, X — cy -\- c^z = c*.
Éliminons x entre la première équation et chacune des deux autres. Il vient, en retranchant ces équations membre à membre,
— ay -r- by-^ («» - ^») z - ii* - A»,
— flj -+- CJ^ -H ( fl* -- C*) Z = fl* — C*.
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On peut écrire les équations obtenues comme il suit :
(a* — c') z — (a — c)jr — û* —c*.
On remarque alors que les deux membres de la première sont divisibles par a — b, ei les deux membres de la seconde par a — r (38). En supprimant ces deux facteurs communs, les deux équations prennent une forme plus simple et deviennent
(a-^ b) z — y = a^ -+■ ab ~h b^i (a -i- c) z — jr =^ a^ -+- ac -h c*.
Pour éliminer centre ces deux équations, nous les retrancherons membre à membre, et nous aurons
Le facteur ^ — c est commun aux deux membres. En le supprimanti on trouve
Substituons cette valeur de z dans Téquation
(a -*- b)z-'jr .X à* -t- ab -\- b^.
Il vient
(a '^~ b) (a -h b -^ c) — X = à^ -\- ab -h br.
On peut faire passer x ^^^^ ^^ second membre, le trinôme a^ + ab ■+■ b* dans le premier, pui» renverser l'ordre des deux membres. On 4 ainsi
jr '•= (a -^ b) (a -]- ù -;- c) — [a* -'- ab h- 6'),
d'où
X-^ (fl-.- bY",' (a -^ b) c — [a^ -^ ab -^- b
Si l'on se rappelle la composition du carré d'une somme, il vient immédiatement
y -^ ab -h ac -\- bc.
Substituons les valeurs trouvées pour z et pour j^ dans l'équation
X — ajr -1 a^z —- a*.
Nous aurons
X— a (ab -h acH- bc) -^ /i' [a -t- b -^ c) = ûP,
d'où, en simplifiant,
X ~ abc.
Les trois racines cherchées sont donc
Soient les quatre équations à quatre inconnues
iz — 3a:H-2^-f- « — 17,
X — a/ — z -}- 5u =■- liy
jr — ^x-hSz — u= 5, aa — 5/H- a-c -f- 3z — i3.
On emploiera la méthode d*élimination par substitution. En résolvant la troisième équation par rapport à u^ on en déduit
u = X— %x -hSz — 5,
Substituant cette valeur à la place do u dans les trois autres équations^ elles deviennent après simplification
yz-^3x — Sx = 22, i4z4- 37--f-9x= 39, 123 — 2/ — 4^ = a8.
On peut diviser par a les deux membres de la troisième équation; on
obtient
6z —y — %xz- 14.
De cette dernière équation, on déduit, en la résolvant par rapport à^,
Substituant cette valeur à la place de y dans les deux équations précédentes, on trouve après simplification
25 z — lia: - 64, 32Z — i5-c - 81.
On résout la première de ces équations par rapport à or, et Ton substitue dans la seconde, à la place de x^ la valeur
TiSi; — 64 u
On obtient ainsi
d'où
c'est-à-dire
— 23z = — 69 et 2 = 52 = 3,
4oo
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On a alors
II II
II en résulte
^ = Gz — '2^ — i4 = - a ;
par consocfiienf,
a --- y — 2.r -K 3 3 — 5 = 4« Les racines cherchées sont donc
432. Re3I ARQUES. — Si le coefficient de Vune des Inconnues est égal a l'unité dans Vune des équations données, c'est cette inconnue qu il faut élinùner de préférence : on a ainsi des calculs plus simples.
Lorsque toutes les inconnues n'entrent pas à la fois dans chacune des équations proposées, on commence par éliminer V inconnue qui entre dans le plus petit nombre d'équations : on diminue ainsi la longueur des calculs.
Si une inconnue entre dans une seule équation, on réserve cette éqimtion pour la détermination de cette inconnue,
i^ à résoudre le système suivant
ix — Zjr-^ 2M = 9, 2:? + 6z = 28, 4tf — 2j^= 14, 3a: -H 4« = 26.
On simpIiGe ce système en divisant par 2 les deux membres des deux équations intermédiaires, et l'on a
4x— 3j^-H2« = 9, x-f- 3z = i4, aw- r= 7.
% entrant seulement dans la seconde équation, on réserve cette équation pour déterminer z.
payant le coefficient i dans la troisièmeéquation, c'est j^ qu'on élimine entre la troisième et la première équation. On trouve, en résolvant la troisième équation par rapport à y^
La première devient alors
^x — 4'*= — la ou j? — a= — 3.
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La quatrième équation 3a: -f- 4^ = 26, joints à celle qu'on vient d'écrire, permet d'obtenir x et «. On déduit de la première a? = a — 3. La quatrième, par la substitution de la valeur (c ~ 3 à la place de x, devient
d'où
7« = 35 et a = -^ = 5:
par suite,
jr = /«--3 = 2 et j^ = 2«— 7=3,
L'équation réservée
donne enfin
Les racines sont donc
134. Il faut remarquer que les deux méthodes générales que nous avons indiquées peuvent être appliquées simultanément si Ton y trouve avantage. On peut éliminer l'une des inconnues par substitution, une autre par voie d'addition ou de soustraction, revenir pour une troisième à la méthode par substitution, etc.
Procédés spécianz
135. L'emploi d'une inconnue auxiliaire ou d'un théorème particulier de calcul peut, dans certains cas, rendre la résolution beaucoup plus rapide. Mais cet emploi suppose toujours une certaine symétrie dans la manière dont les inconnues entrent dans les diverses équations. Cette symétrie môme suggère la marche à suivre.
13G. I** Soit le système
z -4- tt -t- X = c, y-\- z -î- u~ d.
On connaît les sommes partielles formées par trois quelconques des quatre inconnues. Si l'on connaissait la somme de ces quatre inconnues, en retranchant de cette somme totale les différentes sommes partielles, on obtiendrait successivement les racines. La somme des quatre inconnues est donc ici une inconnue auxiliaire qu'il faut d'abord déterminer. Pour
I)f. C. — Cours. I. 26
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cela, on ajoute membre à membre les quatre équations données. U vient
3(j: -«-/-*-«-♦- a) =fl-4-6-HC-+-^,
d*où
a -h- b -^c -h cl
On en déduit immédiatement
a -f- 6 -f- c -»- rf a-i-b-hc — ^d
a-hb -hc-h d ,
a-hb -h c-h d 6h-
a° Soit encore le système
a" 6'~ c Ix -h my -h nz=p.
On peut multiplier respectivement par /, //i, n les deux termes de cba-
«-+- ^H- rf —
a-^c-hd —
ib
b -^ c -hd —
cun des rapports-?'^} - • On a alors
Ix __ my nz
la mb ~~ ne
La somme des numérateurs de ces rapports divisée par la somme de leurs dénominateurs forme un rapport égal à chacun d'eux, puisqu'ils sont égaux. On a donc
Ix _ my _^^ _ l^^ ff^y -h nz la ~~ ma nc~~ la -h mb H- ne
Mais le numérateur Ix -h my -hnzesi égal à p d'après la dernière équation du système. On peut donc écrire successivement
la
■+- mb -♦- ne
bp
la
■+■ mb -H ne
cp
la -H mb -k- ne
138. Les conditions de symétrie permettent, dans certains cas, de dé«
duire de la valeur trouvée pour une. seule inconnue les valeurs de toutes les autres.
Soient les équations
Pour éviter les équations du second degré qu'on trouverait en chassant
les dénominateurs, on prend comme inconnues -9 -9 -• On ajoute les
deux premières équations membre à membre et l'on retranche membre
à membre Téquation résultante et la troisième équation donnée : on obtient
ainsi
-- = c ->r b — fl, X '
d*où
Supposons maintenant qu'on considère les trois lettres ri, 6, r, et les trois lettres or, j, z. Plaçons-les sur upe circonférence et aux sommets d'un p. , triangle équilatéral inscrit [fig, i). Si la cir-
conférence tourne autour de son centre, dans le sens indiqué, d'un tiers de quatre angles droits, la lettre a prendra la place de la lettre 6, la lettre b la place de la lettre r, la lettre c la place de la lettre a. De même x^ y^ z seront remplacées par z, x^ y. On dit alors que les trois lettres a^ b, c et les trois lettres x, /, z ont éprouvé une permutation circulaire.
Remarquons que, si, dans les équations données, on fait subir à la fois aux trois inconnues x^ y, z et aux trois lettres a, b^ c une permutation circulaire, la première équation se transforme en la deuxième, la deuxième en la troisième, la troisième en la première. Le système proposé reste donc le même, et il est toujours satisfait par les mêmes valeurs. Mais il est évident qu'en faisant subir les mêmes changements aux formules qui donnent X, /, 2, on a les valeurs qui satisfont au système transformé, c'estrà-dire au système donné, puisque ces deux systèmes sont identiques. On passe donc immédiatement de la valeur trouvée pour x à la valeur de 2, en remplaçant x par z, et en permutant circulairement les trois lettres a^ ù, c\ puis de la valeur de z à la valeur de y^ en remplaçant z par jr* et en faisant éprouver une nouvelle permutation circulaire aux trois lettres â, b, c, La permutation circulaire des lettres x,/, z existe d'une formule à Tautre; la permutation circulaire des lettres a, b^ c d, lieu dans chaque
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formule. On obtient ainsi immédiatement
Problèmes conduisant à plusieurs équations du premier degré , ' en nombre égal à celui des inconnues.
139. I. On a deux lingots d^ argent, Vun au titre de o,8!io, Vautre nu titre de 0,960; former à l'aide de ces deux lingots un ailiagc /}rsan 1 15 grammes et au titre de 0,870 [Arithm.y 4.35).
Désignons par x et j les nombres de grammes qu'il faut emprunter aux deux lingots pour avoir l'alliage voulu. On a immédiatement
X -{-y — II
Exprimons que la quantité d'argent contenue dans Talliage est égale à la somme des quantités d'argent contenues dans les parties mélangées : on obtient comme seconde équation
On déduit de la première équation
La seconde devient alors
JT. 0,820 -f- (ii5 — j:). 0,950 =115.0,870, d'où
x(o,95o — 0,820) = ii5 (o,95o — 0,870),
.r.o,i3o = ii5. 0,080.
On en déduit
ii5.o,o8
et
j= ii5 — .r = 44»'',23i.
Ces valeurs vériGent les conditions du problème.
i40. II. Connaissant les poids spécifiques d et d' de deux substances et le poids spécifique D d'une de leurs combinaisons ou d^un de leurs mélanges, déterminer la proportion de chaque substance contenue dans un poids P de la combinaison ou du mélange considéré. On admet que lu combinaison s*opère sans variation de volume.
Désignons par or et / les poids des deux substances, et rappelons-nous que le volume est égal au quotient du poids par le poids spéciGque (Arithm.y 363). On a alors
La seconde équation exprime que la somme des volumes mélangés ou combinés est égale au volume du mélange ou de la combinaison. La première équation donne / = P — j?. La seconde équation devient
alors
d'où
c'est-à-dîro
d' — d^jd' — D)
^ dd' ~~ Dd'
En simplifiant et en changeant les signes dans les deux parenthèses, parce qu'on suppose dy> d' et, par suile, D > //', on a
Pour trouver ^, on peut remarquer que les équations considérées ne changent pas, lorsqu'on y remplace x par/ et/ par^r, r/par r/' et d' par d. En faisant subir les mêmes changements à la valeur de x (138], on trouve donc immédiatement
Vd'{D-d) Vd*(d-\))
y-'- \)-^d'—d) ~ \)\d-iV)'
On change les signes des deux parenthèses, parce que <i est à la fois plus grand que d' et plus grand que D.
On peut appliquer ces formules au problème de la couronne.
HiÉBON. roi de Syracuse, avait remis à un orfèvre une certaine quantité d'or, destinée à être transformée en couronne. La couronne achevée, il soupçonna l'orfèvre d'avoir remplacé une partie de l'or par un poids égal d'argent. Il consulta ârchihèdb, qui résolut le problème à l'aide du prin^ cipe dont on lui doit la découverte.
La couronne pesait 7465 gramme^. Le poids spécifique de l'or est 19,26 ; celui de l'argent 10,47; I^ poids spécifique de la couronne se trouva être égal à 16,98. Pour avoir la quantité d'argent introduite par l'orfèvre, il
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suffît donc de faire dans la formule r -- -..-/-"',,. ,
On trouve /= 1825, à moins de 0,1. Ainsi Torfévre avait substitué 1825 grammes d'argent à un égal poids d*or.
141. III. La distance entre deux villes placées sur un chemin de fer est a. Un convoi part de la première ville pour la seconde avec une wtésse de v kilomètres par heure, h heures après y un convoi part delà seconde ville pour la première avec une vitesse de v' kilomètres par heure. On demande au bout de combien de temps et à quelle distance de la première ville le croisement des deux convois aura lieu.
Au point de rencontre^ la somme des chemins parcourus par les deux convois est égale à a. Si le chemin 'décrit par le premier convoi est désigné par jr, et si le chemin décrit par le second convoi est désigné par j, on a donc
Mais le chemin x a été parcouru dans un temps égal à - 9 Tunité de temps
choisie étant Theure. De même, le .chemin y a été parcouru dans un
temps-,- De plus, le premier convoi ayant une avance de h heures, la
différence des temps considérés doit être égale à A, d'où la seconde équation ^
Si l'on remplace^ par sa valeur a — x déduite de la première équation,
il vient
d'où
-r // «, v{n-^ v'/i) V X — av -h vx = vv h et -r = , — •
Le temps qui s'écoule entre le départ du premier convoi et la rencontre
. , . X . a -h v'h étdnt égal a - a pour expression ~ •
142. IV. La date de V invention de l'imprimerie par Guttemberg rp/iferme quatre chiffres. Le chiffre des dizaines est moitié de celui des unités^ le chiffre des mille est éf^al à l^ excès du chiffre des centaines sur celui des dizaines, la somme des quatre chiffres est égale à i^; et, si l'on augmente le nombre considéré de 49o5, on l'obtient renversé. Trouver la date dxmt il s 'agit.
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Si Ton désigne par les initiales des mots unités, dizaines, centaines, mille les chiffres correspondants, on a immédiatement, d'après l'énoncé, les trois équations
m = c — ei, u-h d -h-c -h m — 14.
La valeur du nombre cherché étant représentée par
u ■+- ior/-H 100 c -h 1000 ;w,
la valeur du nombre renversé est
looott -4- ioor/-f- loc-hm,
La dernière condition du problème a donc pour expression Téquation « -♦- lod -h 100 c -f- iooo/7i -f- 4905 = loooif -+• ioor/-4- loc -h m
En simplifiant cette équation, on trouve
iiitt H- \od — 10c — iii/w = 545.
En retranchant la deuxième équation de la troisième, on obtient
a-*-r/-hc = i4— cH-(af,
d'où
La première équation donne alors
2rf= « = 14 — a<?, d'où
On a donc
m-= c — d = c — 7-Hc,
d'où
On n'a plus qu'à substituer dans la quatrième équation les valeurs de u, d, nif exprimées en fonction de c. Il vient
ni (14 — ac) -4-10(7 — c) — loc — m (2c — 7) = 545,
c'est-à-dire
464c = i856 et c = — -- = 4.
Il en résulte ^ = 6, // = 3, m = 1 ; par suite, la date de Tinvention de rimprimerie est i436.
4o8 ALGÈBRE ÉLÉMEITTAIRK.
143. V. Trois ouvriers X, Y, Z exécutent un certain travail : X.ctY réunis le feraient en a jours, \ etZ en b jours , Y et Z en c jours. On demande combien il frudra de jours pour faire le travail ; i" « chaque ouvrier travaillant seul; 2** aux trois ouvriers réunis.
Désignons par x, y^ a les nombres de jours nécessaires à chaque ouvrier travHillant seul pour terminer l'ouvrage, et par i la totalité de l'ouvrage. X et Y font cet ouvrage en a jours; donc, en un jour, ils en font
une fraction représentée par-* Mais, en un jour, X fait une fraction de Touvrage représentée par -? puisqu'il fait l'ouvrage tout entier en 4: jours; de même, Y en fait en un jour une fraction -• On a donc
On trouve de môme
Regardons -9 -1 - comme les inconnues du problème; ajoutons les deux X y tt
premières équations membre à membre et retranchons la troisième de
leur somme. On obtient
d'où
I bc
-h ac —
ab
aOc
labc
ùc -ï- ne -
-ab'
Les considérations de symétrie déjà indiquées (138) prouvent qu'on passe do la valeur de j? à celle de /, en remplaçant x par y et en permutant circulairement les lettres âr, by c. Il vient
iafjc ab -^ bc — ac
On passe de la valeur de^ à celle de z de la môme manière, et l'on trouve
_^ 'labc
'~ ab -h ac — bc
Les trois ouvriers réunis font, en un jour, une fraction de l'ouvrage représentée par - H H - • Ils font donc tout l'ouvrage en
j- 2abc
jours, c est-a-dire en —, .-jours.
I I i "* ' ab-hac-i- bc*
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i4À. VI. TVvis Joueurs conviennent qiCà chaque partie le perdtint doublera V argent des deux autres. Ils perdent tour à tour une partie y et quittent le jeu avec la même somme a. Quelle était leur mise à chacun ait commencement du jeu?
Désignons par x, y^ z les trois mises initiales. Si le premier joueur perd la première partie, il ne lui reste plus qu'une somme j: — ^ — z; les deux autres joueurs, ayant doublé leurs mises, ont itjet iz.
Le deuxième joueur perdan t à son tour n'a plus que a/— (x —y —z)-~iz. c'est-à-dire Zy — x — z\\e premier joueur a une somme ix — iy— o^z, le troisième une somme 4 2-
Enfin la troisième partie réduit la mise du troisième joueur à
4«— (ix— xy— 9.s) — (3j — JT — 2),
c'est-à-dire à 72 — 0: — y\ les mises du premier et du deuxième joueur deviennent en même temps 4-2^ — 4/ — 4* et 6j — ix — iz.
D'après l'énoncé, toutes les mises à la fin de la troisième partie sont égales à n. Les trois équations du problème sont donc
4^ — ^y — 42 - rt, Q>y • ■ 7.x '- iz - /7,
On peut simplifier le calcul en remarquant que le jeu ne change pas la somme totale des trois mises, mais seulement leur répartition, et qu'on a dès lors
On peut remplacer par celte équation auxiliaire Tune quelconque des équations du système : on l'aurait d'ailleurs obtenue, en les ajoutant toutes les trois membre à membre.
Considérons donc le système
X -hy = 3/7 — z = 3« — V
ijo — ^y = a -^ ^z = a H-
liSa
ion "8''
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Si l'on multiplie les deux membres de la première par 4, et si Ton ajoute ensuite membre à membre les deux équations, on trouve
8o/7 9,4 « 104^/ d'où
La première équation donne alors
jr :=z 3a — X — z = 3ri
Les trois valeurs cherchées sont donc
On peut facilement généraliser la question et trouver les formules qui correspondent au cas de n joueurs et de n parties, en employant immédiatement l'cqualion auxiliaire qui résulte de l'énoncé.
Nous Supposerons qu'après n parties, perdues successivement par cha-
<un d'eux dans l'ordre même des indices adoptés, les joueurs se retirent vcc des gommes données égales .à ^7,, «,, «3, .. ., a^. Il s'agit de trouver leurs mises respectives x,, j:,, x^, . , ., x^.
Cherchons directement la mise x^ du X^*^ joueur. Pendant les (k — 1) premières parties, il a vu son argent constamment doublé. II a donc, à la fin delà (X — i)'*"" partie,
D'ailleurs, la somme totale des mises, ou l'argent qui est au jeu et dont la répartition varie seule après chaque partie, est
I^s (/i -«• i) autres joueurs possèdent donc, à la fin delà (X- — i)**^ partie,
A — a*"'xj.
Le X'^"' joueur, en perdant la X-*'"" partie, débourse donc cette môme somme, de sorte qu'il lui reste à la fin de cette partie
2*~* Xj — (A — 2***' .r^ ) ou a* J"^ — A.
Le X^''"* joueur gagnant ensuite les (/i — X) parties restantes se retire du jeu avec
2""* { 2* jCj — A ) = ^"x^ — 2" ■* A.
D'après l'énoncé, cette somme doit être égale à a^. L'inconnue x^ est donc
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déterminée par l'équation
On en déduit
Cette formule résout la question; on n'a qu'à y remplacer successivement A par les nombres i, 2, 3,..., /3, pour obtenir les mises des différents joueurs.
Cas où le nombre des équations considérées n'est pas égal
à celui des inconnues.
145. I. Il y a indéterminai ion, lorsque le nombre des équations est inférieur à c.eli4i des inconnues.
Supposons qu'on ait m équations ei m-hp inconnues. Il faudra considérer /? des inconnues comme données : on aura alors un système de m équations à m inconnues, qu'on résoudra comme nous Kavons indiqué; mais les m inconnues trouvées seront exprimées en fonction des p inconnues restantes. On pourra attribuer à ces p inconnues des valeurs arbitraires et, par suite, les équations proposées admettront une infinité de racines : elles formeront un système indéterminé.
Soient les équations
JC-^jr — 2 = 10,
Si l'on regarde z comme donnée, on a
x-i-^= 10 4- z, X ^jr= 24 — 5z.
Il en résulte (2)
X = ly — 2«,
jr=Sz-y,
On peut remplacer z dans ces formules par telles valeurs qu'on voudra et en déduire les valeurs correspondantes de x et de /.
l^'G. II. Lorsque le nombre des équations est supérieur à celui des inconnues, il faut certaines conditions pour que toutes les équations soient satisfaites par les mêmes valeurs
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des inconnues: Si ces conditions ne sont pas remplies, les équations données sont incompatibles.
Supposons qu'on ait m inconnues et m -4-/7 équations. On choisira m de ces équations renfermant les m inconnues de la manière la plus simple, et on les résoudra d'après les règles précédentes. On trouvera ainsi les valeurs des m inconnues; mais ces valeurs devront» en outre, satisfaire aux p équations restantes, pour qu'il n'y ait pas incompatibilité.
Si quelques-uns des coefficients des équations proposées sont indéterminés, on peut alors les calculer de manière â rendre les p équations restantes satisfaites par les valeurs obtenues pour les m inconnues. Ces p équations deviennent ainsi ce qu'on appelle des équations de condition.
Supposons qu on donne les six équations à trois inconnues :
x-h X +-2=9, 3x — r -f 2z = 10, 2j:-4- 7 j — 3z =J5, ax — b/ -h cz = 20, ax -\- bjr -^ cz = 44> \oax -^Zbf^ cz =26,
et qu'on demande quelles valeurs doivent recevoir les coefficients indéterminés a, b, c, pour que ces six équations soient satisfaites par les mêmes valeurs des inconnues\r, 7, z.
On résout les trois premières équations, qui ne contiennent pas a, b, r, par rapport aux inconnues principales x^ y^ z.
En ajoutant ces trois premières équations membre à membre, on «1
6x -4- yy = 27.
En multipliant la première équation par 2 et en en retranchant la seconde membre à membre, il vient
d'où
Celte dernière équation, combinée avec Téquation 6x -h yy = 27, donne immédiatement
267 = 75, d'où 7=3.
Il en résulte
— j:-H9=8 ou .r = i,
el
iH-3-i-2 = 9 ou 3 = 5.
Si ToD substitue ces valeurs dans les trois dernières équations, elles deviennent
n — "ib -\- 5c = ao,
a-+-3b -{- 5c = 44> lofl ~H 9^ — 5r = 26.
Ces équations de condition permettent de calculer les indéterminées a^ b^ c. En retranchant les deux premières membre à membre, on a
6^= 24, d*où ^ = 4- Les deux dernières équations deviennent alors
loa -f- 36 — 5c = a6.
En les ajoutant membre à membre, on trouve
1 1 a -+- 4B = 70, d*où a = a.
La première équation a — 3^-f-5c = 2o donne alors
5c = ao -— 2-+- 12 = 3o, d'où c = 6.
Ainsi, aux valeurs -c = i , j = 3, « = 5, correspondent les valeurs a — a, ^ = 4, 0 = 6, et les six équations données admettent dans ce cas les mdmes racines.
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FORMATION ET DISCUSSION DES FORMULES GÉNÉRALES
DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ
Cas de denx équations à denx inconnnGs.
147. Quelles que soient les équations données, on peu; toujours, en supposant les deux inconnues représentées par x et Xf réunir dans le premier membre de chaque équation les termes en x et en x* ^^ ^^"s le second membre les termes indépendants des inconnues. Si l'on met alors x et/ en facteur commun des quantités qui les multiplient, on peut repré*
senter par
ax -h bx ~- Cy
a'x -h by —(/
un système quelconque de deux équations du premier degré à deux inconnues, a, 6, c, a^ b\ c' sont des quantités numériques ou littérales, monômes ou polynômes, positives ou négatives.
Résolvons ces équations générales. De la première, on déduit
c — nx
Substituons cette valeur de x ^^^^ 1^ seconde équation : elle devient
d'où
ba!x -h cb' — ab'x = bc%
( ab' — 6«') a: = cb' — bt/,
_ cb' -. b(/ ""- ab'^ba''
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On a alors
^ cb'--bc' ^ ^ab'-^ ba'
Pour simplifîer cette expression, on multiplie ses deux termes par aV — bo! ^ et Ton effectue les calculs indiqués. 11 vient
cab' — cbod — acV H- ab& — cbd + abd
^' "" b{ab'—ba') "^ TÇaV — 6a' ) '
c'est-à-dire, en divisant les deux termes par 6.
ac' — ca'
ab' — ba'
On serait arrivé plus rapidement à cette valeur de y en remarquant que les équations proposées ne changent pas lorsqu'on change a: en ^ et j en a;, a en 6 et 6 en a, a' en b' et b* en a\ En opérant les mêmes changements dans la valeur de^, on trouve immédiatement
ca' — /7c' a(/ — caf
^~ ba' - ab* '^ ab' -- bâ'^
On peut, à Taide des formules trouvées,
ch' — bc' ne' — ca'
^ "" W~~bli' " ^ " âb~^~bâ' '
résoudre un système quelconque de deux équations du premier degré à deux inconnues. Soient les équations
On a, dans ce cas particulier,
a=rz5, 6=:— 3, Crrrg, a' =11, ft'zrr'J, c' = 20;
par suite,
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148. On peui facilement retrouver les deux formules générales qu*on vient d'indiquer.
On remarque que les valeurs de j: et de^ ont le même dénominateur. On forme ce dénominateur commun comme il suit. On multiplie en croix les coefficients des inconnues dans les deux équations, en commençant par la première, et Ton sépare les deux produits obtenus, a6' et 6a', par le signe — . Plus généralement, on écrit les deux arrangements ab et ba des coefficients des inconnues dans la première équation, on sépare ces arrangements par le signe — , et l'on accentue la dernière lettre de chacun d'eux : on obtient ainsi ab' — ba\
Pour former le numérateur de chaque inconnue^ on n'a qu'à remplacer dans le dénominateur commun les coefficients de cette inconnue par les seconds membres correspondants. Ainsi, pour avoir le numérateur de la valeur de x^ on doit remplacer dan& ^e dénominateur ab' — ba' les lettres a et a' par c et c' , et Ton obtient cb' — bc'. De même, pour avoir le numérateur de la valeur de j, on doit remplacer dans le même dénominateur les lettres b et b' par c et c', et Ton a ainsi ac' — ca' .
149. Si les formules générales conduisent pour x eXy^ des valeurs positives ou négatives, ces valeurs satisfont nécessairement aux équations proposées, comme on peut s'en convaincre en remarquant qu'on arrive à des identités en substituant les valeurs générales de :r et de ^ dans les deux équations ax -^ by= c, a' x -j- b' y = c'.
Mais les valeurs mises à la place des lettres a, 6, c, a', 6', cf peuvent conduire, pour x et^, à des valeurs singulières qu'il s'agit d'interpréter. Ces valeurs particulières se présentent lorsque l'un des termes des expressions fractionnaires considérées ou tous les deux deviennent nuls.
Pour simplifier la discussion des formules générales, nous mettrons d'abord les équations données sous la forme suivante, en multipliant les deux membres de la première par b* et les deux membres de la seconde par b :
i) ab'x -\- bb'y= cb',
[n) ba'x -4- bb'r — bc',
I® L'un des numérateurs des formules générales ou
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ious les deux sont nuls, sans que le dénominateur commun soit nul et sans que les équations proposées cessent de renfermer les deux inconnues.
Supposons d'abord cb' — 6c'=o ou cb'=bc\ en même lemps que ac' — en' ei ab' — ba' différenis de zéro. Les formules générales deviennent
;rz=0, jrz=
an — rn' ab'—bâ'
Si Ton considère alors les équations (i) et (2) elles-mêmes, on voit que les termes en y et les seconds membres sont idenilques dans les deux équations, tandis que les coefficients de X sont différents. Les deux équations devant être satisfaites par les mêmes valeurs de x et de 7, il faut nécessairement que la valeur de x soit égale à zéro. On a, dans ce cas,
ad — en!
mais, si Ton introduit dans la formule générale j^= u __ l î
bc' la condition c6' — 6c'=o, en remplaçant c par -^7-5 il vient
aussi
/ir^ — — — ^
_ 2_ ^ — rt*V-;_6aV _ cUnb'-^ba') _ &
•^'■^ ab'—ba' ~"b'(ab' -- ba') '" b'(ab' — ba')^ b''
Supposons maintenant c=o et c' = o, en même temps que ab' — ba' différent de zéro. Les deux numérateurs des valeurs générales sont nuls, et Ton a
X = Of ^ = 0.
Quant aux équations (i) et (2), elles deviennent
aé'x -4- bb'jr r= o, ba'x -h bb'jr = o.
Comme les termes en x sont identiques, tandis que les coefficients de X sont différents, ces deux équations ne peuvent être satisfaites par les mêmes valeurs de ^ et de / que si l'on a jr =0, ce qui entraîne immédiatement ^ = 0.
On voit, en résumé, que, lorsque les formules générales
De c— Cours, I. ^7
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conduisent à des valeurs nulles, ces valeurs sont admissibles comme toutes les autres valeurs positives ou négatives, et vérifient complètement les équations proposées.
On peut remarquer que les valeurs des inconnues sont nulles lorsque les seconds membres des équations sont égaux à zéro^ et que la valeur de x seule est nulle lorsque les coefficients de y et les seconds membres des équations sont proportionnels,
151. 2® Le dénominateur commun des formules générales est nul, sans qu'aucun des numérateurs le .soit,
m ei n étant deux quantités, positives ou négatives, différentes de zéro, on peut poser cb' — b& =. m et ac' —- ca! = n. Les deux valeurs de j? et de / se présentent donc sous la forme
Ces symboles réunis n'ayant pour nous aucune signification (115), il faut, pour les interpréter, remonter aux deux équations données, mises sous la forme (149)
(i) ab'x + bb'y=cb\
(2) ba'x H- bb'x =z bc\
En vertu de la condition ab'— ba'^Oy qui donne rt^'= Aa', on voit que les premiers membres de ces équations sont identiques, tandis que les seconds membres sont différents, puisqu'on n'a pas cb' z= bc\ Les équations proposées ne peuvent donc être satisfaites par les mêmes valeurs de x et de y; elles sont, par conséquent, contradictoires^ et les deux symboles
— Cl- sont encore ici (115) le signed'uneimpossîbilitcabsolue.
Il faut remarquer que cette impossibilité tient à la réunion des deux équations ; séparément, elles admettent au contraire chacune une infinité de solutions.
On voit que l'incompatibilité des deux équations proposées n lieu lorsque les coefficients des inconnues dans les deux équations sont proportionnels f les seconds membres de ces équations étant quelconques, c'est-à-dire leur rapport n étant pas égal au rapport commun des coefficients.
Si Ton a à la fois ab'— ba'z= o, <?= o, c/ = o, les valeurs gé-
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nérales des inconnues deviennent
Undis que les équations (i] et (2) so réduisent à
aVx -\- hh'y ~—Oy ha!x -h hVy ^^ o.
Puisqu'on a ah' -il ha! ^ ces deux équations sont identiques ou n'en font plus qu'une seule; x et ^admettent donc une inG-
niié de valeurs, et les symboles - trouvés pour les deux in-
connues sont encore ici (116) un signe d'indétermination.
Ainsi, lorsque les seconds membres c et & des équations données sont égaux à zéro, les valeurs des inconnues sont nulles (150) ou indéterminées^ suivant que le dénominateur commun des formules est différent de zéro ou égal à zéro.
Lorsque, dans ce cas, les valeurs des inconnues sont indéterminées, leur rapport, en vertu de la seule équation qui les
,. , , x b ne, est constant et représente par — =^ •
152. 3® Le dénominateur commun des formules générales est nul, en même temps que l'un des numérateurs.
£n général, lorsque le dénominateur commun est nul, les deux numérateurs sont à la fois différents de zéro ou égaux à zéro.
£n effet, soient
cb' — bc' = m, ad — c(^ m w, aV — &«' = o.
bd La dernière condition donne 6' = — • En remplaçant h' par
cette valeur dans la première équation posée, on a
bn! . h h
m:=c b& ^= lac' — ca) ~ n;
ce qui démontre la remarque énoncée. Celte remarque résulte encore de la suite de rapports égaux
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qu'on peut déduire des deux condiiions
ab' — ha' =0 ei b& — cb' = o ou a& — ca' --- o.
])*après cela» si Ton a al/ — ba' =z o ei bd — cb' ^=o ou ac/ — cnf =0,
on a en même temps
ac' — ca' rrr o OU bc' — cb' = o.
Par suite» les valeurs générales deviennent
Quant aux équations (i) et (2)
(i) ab'x -h bb'x z= cb'^
(2) ba'x -h bb'y'=^ bc',
elles sont identiques, puisqu'on a à la fois ab' = ba' et cb'=^bc'. Ces deux équations se réduisent donc à une seule ou rentrent
Tune dans l'autre, et le symbole répété - correspond encore (116) à l'indétermination des inconnues. On dit, dans ce cas, que les équations considérées sont indéterminées ou qu'elles forment un système indéterminé (145).
L'indétermination des équations proposées a lieu lorsque les coefficients des inconnues forment entre eux et avec les seconds membres une suite de rapports égaux.
153. Nous venons de parcourir les cas principaux qui peuvent se présenter. Dans chacun d'eux, il y a complète identité entre les signiôcations attribuées aux symboles particuliers donnés par les formules générales et les interprétations fournies par Texamen direct des équations ellesmêmes. Les autres hypothèses qu'on peut encore examiner font disparaître Tune des inconnues dans l'une des équations ou dans toutes les deux. 11 peut donc se faire alors que l'analogie indiquée soit rompue ; car les calculs du n° 149 supposent expressément qu'aucun des coefficients des inconnues n'est égal à zéro. C'est ce qui a lieu en eiïol.
Soient, par exemple, « = o, ^ = 0, ^'= o. Les équations (i) (t (i) deviennent
ot les formules générales donnent
o — ca*
Dnns cette hypothèse, la première équation est impossible, et cette impossibilité correspond, quant aux valeurs générales, aux deux symboles ~ et — • Il y a plus : x, qui est déterminée, correspond au symbole -y et j^, qui est indéterminée, puisque cette inconnue a disparu des équations, correspond au symbole — •
Si l'on a, en outre, c = o, la première équation devient identique, tandis que la seconde continue de déterminer x, et les valeurs générales
conduisent toutes deux au symbole - •
Enfin, si Ton sl a'^o au lieu de r = o, les deux équations se réduisent à
tandis que les valeurs générales deviennent
Ainsi rindétermination accusée par les formules correspond ici à l'impossibilité absolue des équations.
En dehors des trois cas examinés aux n°* 450, i51, 152, on doit donc consulter directement les équations.
Cas de trois équations à trois inconnues.
15^. Soient trois équations générales du premier degré à trois inconnues :
ax -h br -+- cz =z d,
ifx -h h" y H- c"z = d\
Nous savons, d'après ce qui précède, que ces équations n'admettent, en général, pour les inconnues x, y, z, qu'un seul système de valeurs. Nous allons trouver ces valeurs, sans les rattacher les unes aux autres, en suivant une nouvelle méthode d'élimination irès-remîirquable, connue sous le nom de mé^ ihode de Bezout ou des indéterminées.
Multiplions les deux membres de la première équation par
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une quantité indéterminée m, dont nous nous réservons de fixer convenablement la valeur; multiplions les deux membres de la seconde équation par une seconde indéterminée p; ajoutons ensuite membre à membre les trois équations données. Nous aurons, comme équation résultante^
( am -H a^p -ha^Jx-^l bm -^ Vp -+- M )y
-h ( c/n -h &p 4- c") z r= dm -h d' p -4- df.
Nous pouvons alors, si nous voulons calculer x, profiler de rindétermination des deux quantités m eip pour annuler les coefQcients de y et de z. Posons donc
bm-hb'p=^ -b'\ cm -+- & p =: — c",
et nous trouverons immédiatement
dm H- d!p •+- d" X — - — - — - •
am -h a'p -+- a"
Remarquons que le numérateur de la valeur de x ne diffère de son dénominateur que par le changement de a, a\ a!' y coefficients de X dans les trois équations, en J, d'^ d^^ seconds membres correspondants.
Les deux équations entre m eip donnent d'ailleurs, d'après la règle générale indiquée (14£),
^b'c" " c' 6" _ cb" — bc"
En substituant ces valeurs dans l'expression de x et en multipliant les deux termes de cette expression par b& ^cV^ il vient
d( b' c'—c'b'')-h d'icb" — bc'' ] -4- d^ibr' — rb') ^ ~" aÇty^' — &()" 'f^a'ïcb" ^ ^f/'y-h a" ( bif^^cb' ) *
En rangeant les lettres d'après le nombre de leurs accents, oi: a finalement
_ db'c" — d&b" 4- cd'b" — bdU" h- bc'f^-^cb'd^ ^' ^ ^ "" Wi?'^^^c'F~-^ca'b'''-^bli'c''~+ bc'a'''^ cb'a" '
On obtient les valeurs de j^ et de z en suivant une marche analogue. Pouravoir/, on cherche les valeursdes indéterminéf's
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m ei p qui annulent les coefficients de jret de z dans Véquation résultante; pour avoir z, on cherche les valeurs des indéterminées m ei p qui annulent les coefOcienis de ^ et de/ dans celte même équation^ qui sert ainsi à trouver successivement les trois inconnues.
Mais on peut opérer plus simplement en remarquant que les équations données ne changent pas, quand on fait éprouver une permutation circulaire ( 138) aux trois inconnues x, jr, z, et aux trois coefficients a, 6, c, sans toucher aux accents qui les affectent.
La première équation, par exemple, devient, par suite de cette permutation, cz -f- ax ■+■ by= rf, de sorte que Tordre seul des termes du premier membre est modifié; et il en est de même des deux autres équations.
D'après cela, on passera de la valeur (i) trouvée pour^ à celle de z, en permutant les lettres ^, fr, c, dans le second membre de l'expression (ij, sans toucher aux accents; puis, de la valeur trouvée pour z à celle de /, à Taide d*une nouvelle {permutation circulaire des mêmes lettres /z, 6, c.
Comme ces trois lettres entrent d'une manière identique dans le dénominateur de la valeur de x, les changements indiqués ne modifient dans ce dénominateur que l'ordre des termes en laissant leurs signes intacts* On peut donc écrire les valeurs de / et de z en leur donnant le même dénominateur qu'à la valeur de x, et Ton a ainsi
arrc''^ ac'd"-^ cdd"— da'c''-^- dc'a' -- cd'd
ab'c" — adb"^ caJb" -^ ba'c" H- bc'a" — cb'a*"
ab^d^^ad'b''~h da'b"^ bn'd"^ bd'a"-- dbW ab'c" — ac'b*' 4- c-a'^''— ba'c" -h bc'a" — cb'a"
155. Pour retrouver le dénominateur commun des formules générales (t), (2), (3), on n'a qu'à former les arrangements ab et ba, et à faire passer la troisième lettre c à toutes les places dans chacun d^eux; ce qui fournit les termes
abc, €Lcbf cab, bac, bca, cba.
On doit ensuite affecter respectivement d'un accent et de deux accents la seconde lettre et la troisième lettre de chaque produit, et donner alternativement le signe h- et le signe —
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aux résultats trouvés. On retrouve alors le dénominateur commun
D = ab'(f — ac'b" -f- ca'b'' — ha'c" -h bc'a!' — cb'a".
Les numérateurs des formules générales se déduisent immédiatement de ce dénominateur commun^ en y remplaçant les coefficients de V inconnue qu'on cherche par les seconds membres correspondants (154-),
L.es lois qu'on vient d'énoncer relativement à la composition des formules générales, dans le cas de trois équations du premier degré à trois inconnues, sont applicables à un nombre quelconque d'équations du premier degré contenant le même nombre d'inconnues. C'est ce que nous démontrerons plus tard [voirie Chapitre suivant).
156. Lorsque le dénominateur commun D n'est pas nui, le système des trois équations proposées admet une solution unique et déterminée^ qui est représentée par les valeurs (i , (2), (3), du n** 154. On peut vérifier, en effet, que, tant que D n'est pas nul, ces valeurs transforment en ideniiics le^équations considérées.
157. Lorsque le dénominateur commun D est nul, le système des trois équations proposées est impossible ou indéterminé.
En effet, si l'on désigné par M, N, P les numérateurs des valeurs (1), (2), (3), on voit que le système donné est, en vertu de l'équation résultante employée (15'f ], équivalent au système
Si, en même temps que D =0, un des numérateurs au moins est différent de zéro, l'équation correspondante est impossible, et il en est de même du système dont elle fait partie. L'une au moins des valeurs générales se présente alors sous Id
forme — •
Si, au contraire, tous les numérateurs sont nuls en même temps que D = o, toutes les équations posées deviennent identiques, et le système qui leur a donné naissance est indéterminé. Les trois inconnues se présentent alors sous la
forme--
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Les mêmes symboles conservent donc toujours, en général, la même signification.
158. II y a cependant des cas d'exception « comme nous en avons déjà trouvé en discutant les formules de résolution de deux équations du premier degré à deux inconnues (153), avec cette diiïérence que, au delà de deux équations, ces cas d'exception peuvent même avoir Heu sans qu'aucun des coefficients des équations données soit nul.
Admettons, par exemple, que les coefficients des trois inconnues, d'une équation à l'autre, soient proportionnels, sans que leur rapport commun soit égal à celui des seconds membres correspondants. On a alors à la fois
o _ b _ c y d ^ _ ^ ^ ^ ■> ^ à~Vc'<d'' n' '^ b' "'c" <7i''^
et il en résulte évidemment
Les valeurs (i), (it], (3) du n*" 154 peuvent d'ailleurs s'écrire comme il suit:
djl^c'-eb") H- d\cb'- bc") -f. d'ibc' - cb') f - a(b'c"-^cV) -h «'(r// - bc") -+- fi'lbc' — cb')^
y - bica'-^a'l") -f- b' [ac" ^ ca" ) -h b" (ai' -" ne' )'
__ djn'b" -^ b'a'') -h d' (ba" -- nb") -^ d''(rtb' -^ba') * " 7{a'b" - b'a") -h c ( ba" - ab'J^ c"((ib'^ba')'
Si Ton tient compte des conditions précédentes, ces trois valeurs se présentent sous la forme.-) tandis que les équations données sont, en
réalité, incompatibles.
En effet, les neuf binômes qui entrent dans les formules ci-dessus sont nuls d'après les trois suites de rapports égaux supposés. De plus, si Ton
représente par </ et par 7' les rapports -> et -„> le système considéré est
équivalent au système suivant, qu'on obtient en multipliant respectivement les deux dernières équations du système donné par q et par f/' :
ax -h bjr-^ cz = r/, nx -h 6/ H- es = qd\ ax -h bjr ^ cz = q'd"^
Il faudrait donc, pour que les valeurs des inconnues fussent réellement indéterminées, qu'on eût d = qd' ou ~, = ^z et é/ = q'd" ou ^ = -„, ce qui est contre l'hypothèse.
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Par suite, h symbole - correspond ici à l^ incompatibilité des équations pro/x)sées,
159. Nous ne discuterons donc pas les cas particuliers que les formules générales qu'on vient d'établir peuvent présenter. Dans chaque exemple spécial, Texamen des équations proposées per^ieilra une interprétation directe. Nous nous borne* rons, en terminant, à considérer le cas où les trois seconds membres sont égaux à zéro. Les équations sont alors
ax 1- bjr H- cz ^= o, a'x ~f- by -f- c'z = o, a"x ^- b"r -r- c^z - - o.
On déduit des deux premières
ax -h by -— — cz, a'x -\- b'y =: — c'z y
d'où, eii regardant z comme une quantité connue, .
^- ab'-ba' ' ^(cn' — ne') z
Si Ton substitue ces valeurs dans la troisième équation, elle devient
]^a"[hc''^cb')-\- b"{ca' — ac') -t- c^i ab' — W;] zrrzo,
c'est-à-dire
{ab'c"— ac' b" -h ca' b" — 6a' c" 4- bc'a"— cb'a") z^o.
Si le dénominateur commun I) (155), coelHcient dez dans l'équation obtenue, n'est pas nul, il faut que z soit égal à zéro, et il en est de même alors des valeurs de^ et de ^. Les formules générales conduisent au même résultat, puisque tous les termes de leurs numérateurs contiennent l'un des seconds membres rf, d', d\
Si le dénominateur commun D est nul, Téquation en z se présente sous la forme o, 2 = o, et la valeur de z est indéier^
minée : il en est de même alors des valeurs dey el de x. Les formules générales conduisent encore au même résultat.
Ce qu'il faut remarquer, c'est que, les valeurs des inconnues étant indéterminées, les rapports de deux d'entre elles à la troisième ne le sont pas. Les valeurs de x et dey, écrites précédemment, donnent en effet
X ic' — c6' cb' — hc'
z û6' — ab* ab'— ba!
y ca' — ac' ac* — ca!
z ~' ab' — ba' ~~ "" ab' — ba' '
Ces rapports sont égaux aux valeurs de x et de y du n" H7, changées de signe.
Les résultats qu'on vient d'obtenir sont analogues à ceux qu'on a trouvés dans le cas de deux équations à deux inconnues (151).
CHAPITRE V
NOTIONS SUR LA TilÉORIE DES DÉTERMINANTS.
Définitions préliminaires.
160. On entend par permutations de n quantités » représentées par les lettres
^1, ^^2, Ctz, .... An,
les dispositions qu'on peut obtenir en plaçant ces quantités ou en écrivant ces lettres à la suite les unes des autres de toutes les manières possibles. Ces quantités ou ces lettres constituent les éléments de la permutation.
On peut, dans une permutation quelconque, comparer chaque lettre à toutes les lettres qui la suivent. On dit alors qu'il y a dérangement ou inversion chaque fois que les indices des lettres comparées ne se présentent pas dans leur ordre naturel de grandeur croissante, c'est-à-dire chaque fois que le premier indice est plus grand que le second.
Par exemple, la permutation a^a, a, offre deux inversions. Tune de a, à ^i, et l'autre de ai à a^ tandis qu'elle n'en offre pas de a, à ^3. De même, la permutation a^a^a^ n'offre {\\xune seule inversion y de as à ^a.
Les permutations qui contiennent un nombre /^a/r d'inversions sont regardées comme positives, et elles sont de la première classe; les permutations qui contiennent un nombre impa/r d'inversions sont regardées comme négatives, et elles sont de la seconde classe. C'est, en réalité, donner à chaque permutation le signe du produit formé par les différences qu'on obtient en retranchant l'indice de chaque élément des indices des éléments suivants; car, à chaque inversion, et seulement à chaque inversion, correspond alors une différence néijaiivr.
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161. Premier théoeèmb fondamental. — Lorsque^ dans une permutation, on échange deux lettres ou deux éléments, la permutation change de signe ou de classe.
Remarquons d'abord que, lorsqu'on échange deux éléments consécutifs d'une permutation, elle change nécessairement de signe.
£n effet, si l'on échange deux éléments consécutifs tels que a« et ap, les indices des éléments qui précèdent et qui suivent les deux éléments considérés conservent la même relation de grandeur avec a et avec p. Le nombre des inversions ne peut donc être modifié que de a« à a^.
Or, si ces deux éléments présentent d'abord une inversion, ils n'en présentent plus après leur échange ou réciproquement. Le nombre total des inversions varie donc seulement d'une unité, c'est-à-dire de pair devient impair ou réciproquement, et la permutation change de signe (160).
Cela posé, admettons qu'on veuille échanger les deux éléments quelconques ah et a/, et désignons par n le nombre des éléments qu'ils comprennent entre eux.
On peut alors amener ak immédiatement avant a/ par n échanges consécutifs, puis ai à la place occupée précédemment par Uh par (n + i) échanges consécutifs; car il en faut un de plus pour amener d'abord ai avant ^a. On passe ainsi de la permutation donnée à la permutation voulue, en faisant subir successivement à la première (21» + 1) changements de signe; (2/1 + 1) étant un nombre impair, les deux permutations considérées sont, en définitive, de signes contraires.
162. La démonstration précédente prouve en même temps que les permutations positives et négatives de n éléments sont toujours en même nombre.
En effet, à la permutation qui contient a^^ et a, dans Tordre .. .aj^...a,..., répond toujours une autre permutation qui contient les mêmes éléments dans l'ordre inverse ...a^.,.a,^...^ sans autre changement; et ces deux permutations sont de signes contraires, d'après le théorème qu'on vient d'établir.
163. Étant donnée une disposition quelconque, si Ton fait passer le premier élément au dernier rang, sans aucun autre changement, on soumet cette disposition à ce qu'on appelle une permutation circulaire (138).
Si la disposition donnée renferme n éléments, on peut produire la permutation circulaire à l'aide de (/z — i) échanges consécutifs. Par consô-
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quent, le signe de la disposition ne change alors que dans le cas où n est pair (161); en d'autres termes, la disposition primitive se trouve multipliée par (— !)""*•
Définition des déterminants.
16&, Le dénominateur conomun des formules générales de résolution d'un système d'équations du premier degré contenant le même nombre d'inconnues est ce qu'on appelle le déterminant de ce système d'équations. On le forme donc, dans le cas d'un système de deux ou de trois équations, comme nous l'avons expliqué (148, 15o).
Si l'on a à opérer sur un système de quatre équations à quatre inconnues, voici comment on trouve le déterminant du système. On écrit les permutations (160) des quatre coefcients a, b, c, d des inconnues dans la première équation (on déduit ces permutations des six permutations des trois premiers coefficients a, 6, c, en faisant passer dans chacune d'elles le quatrième coefficient d à toutes ies places); on accentue, dans chaque permutation, la deuxième lettre d*un accent, la troisième lettre de deux accents, la quatrième lettre de trois accents; enfin on donne alternativement le signe -H et le signe — aux vingt-quatre termes obtenus.
La même loi s'applique à la formation du déterminant d'un système de cinq équation^ à cinq inconnues, et ainsi de suite.
165. Il est, d'ailleurs, préférable de définir directement les déterminants, indépendamment des considérations précédentes.
Soit l'expression
al
^n ^n **fi • • •
qui représente le déterminant du /i'*^ ordre. Elle est composée de n lignes horizontales ou de n colonnes verticales^ c'est-à-dire de n^ éléments. Chaque lettre est affectée de deux indices. L'indice inférieur marque la ligne où se trouve l'élé-
ment, Vlnûïce supérieur indique la colonne k laquelle il appartient.
Multiplions entre eux les éléments qui constituent la dia* gonale du carré Oguré par Texpression, en partant du sommet supérieur de gauche et en descendant jusqu'au sommet inférieur de droite. Nous obtiendrons le produit
Si, dans ce produit, qui est le premier terme du déterminant ou son terme principal, nous laissons les indices inférieurs invariables, en permutant (160) les indices supérieurs^ nous trouverons tous les autres termes du déterminant. Ces termes doivent être affectés du signe -+- ou du signe —, suivant que la permutation correspondante des indices supérieurs est de la première ou de la seconde classe, c'est-à-dire présente un nombre pair ou impair d'inversions (160).
Le déterminant du n'^"^ ordre est donc la somme des produits qu'on obtient en associant successivement n quelconques des n' éléments donnés, de manière toutefois qu'un même produit ne contienne jamais deux éléments appartenant à la même ligne ou à la même colonne, et que son signe satisfasse à la définition qu'on vient de rappeler.
En résumé, on voit qu'on forme les différents termes du déterminant, en prenant un élément dans chaque ligne ou dans chaque colonne de toutes les manières possibles, et qu'on doit faire dépendre le signe d'un terme du nombre des inversions qui existent entre les indices supérieurs de ses éléments (160).
11 en résulte immédiatement que, parmi les différents termes d'un déterminant, on n'en peut jamais trouver deux qui soient égaux et de signes contraires, tant qu'aucune relation spéciale n'est imposée aux éléments considérés.
166. Le nombre des termes du déterminant du //""• ordre est, diaprés la loi de formation indiquée, égal au nombre de permutations des // indices supérieurs ou de n quantités quelconques. Nous verrons plus tard que ce nombre est égal au produit i .2.3. . .// des n pieiniers nombres.
Ce déterminant renferme autant de termes positifs que de termes négatifs (162).
167. On indique, le plus souvent, un déterminant, en limitant par deux traits verticaux le système des éléments ou
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bien en plaçant sous le signe 2, avec un double signe, le terme principal (165). On a ainsi, pour le déterminant du deuxième ordre,
a\ a] al a\
= l±a\al=za\a\— a]aly
et, pour le déterminant du troisième ordre,
al
al
— 2-^a',a\al
ûi
al
al
= rt î aj a; — a| ajaj -+- «î a J aj — aj a J aj 4- af aj al ~ a* a\ a\,
168. Nous avons vu (165) comment on déduit un déterminant de son terme principal, en laissant les indices inférieurs, invariables, et en permutant les indices supérieurs.
Si Ton permute, au contraire, les indices inférieurs, en laissant les indices supérieurs invariables, on trouve le même dé' terminant,
£n effet, dans le premier déterminant, les indices inférieurs, étant écrit dans Tordre i, 2, 3,..., n, ne présentent aucune inversion, de sorte que ces indices forment une permutation de la première classe (160). On peut donc dire que, dans ce premier déterminant, les termes sont positifs ou négatifs suivant que la permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs sont ou non de la même classe.
Mais, pour passer au deuxième déterminant, où les indices supérieurs doivent conserver Tordre 1, 2, 3,..., n, il sulBi évidemment d'échanger convenablement les facteurs des termes du premier déterminant. Les termes des deux déterminants sont donc égaux comme composés desniêmes facteurs. Les signes des termes égaux sont d'ailleurs les mêmes; car les échanges successifs indiqués modifient à la fois la classe de permutation des indices inférieurs et celle des indices supérieurs (161;. Par conséquent, les deux permutations des indices demeurent respectivement ce qu'elles étaient d'abord, de même classe ou de classe différente, de sorie que les termes comparés des deux déterminants conservent aussi le même signe.
C'est ce qu'on peut vérifier sur le déterminant du troisième
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ordre (167). On a, en adoptant la nouvelle disposition qu'on vient de définir,
^= a\a\a\-^ a\a\a\'fr a\a\a\ — a\a\n\-h a[n\a\-- a\a\a\^
169. Au lieu de distinguer les deux indices de chaque lettre en indice inférieur et en indice supérieur» on peut les écrire horizontalement à côté Tun de l'autre, en les séparant par une virgule. Le terme principal du déterminant devient ainsi
Nous croyons la première notation préférable.
170. On peut aussi conserver les indices inférieurs, en changeant les lettres d'une colonne à Tautre du déterminant. L'indice correspond alors à la ligne, et la lettre à la colonne occupée par l'élément. On emploie très-souvent cette notation.
L'expression du déterminant du n'**^ ordre devient, dans ce cas,
(ix bx Cl . . . A
rtj O2 C2 ■ • • «a ^3 1)3 6*3 . • . » g
Cn» • •
et il a pour terme principal le produit
ai 6a c, . . . /„•
On déduit, comme précédemment, tous les termes du déterminant de ce terme principal, en laissant les indices inva* riables et en permutant les lettres de toutes les manières possibles. L'ordre régulier des lettres est l'ordre a, fr, c,. . ., /. Il y a inversion quBïié cet ordre est modifié d'une lettre à une des lettres suivantes. Le terme considéré est positif ou négatif suivant qu'il présente un nombre pair ou impair d'inversions.
171. Il est bien entendu que, une fois le délerminani Tormé d'après les règles précédentes, on peut en écrire les différents
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termes dans tel ordre qu'on veut, ainsi que les facteurs de ces termes.
Il est important d'ajouter que les éléments du déterminant peuvent être représentés d'une manière tout à fait quel* conque, c'est-à-dire indépendamment de toute notation ré« gulière, sans que ces mêmes règles, qui se rapportent simplement aux rangs des lignes et des colonnes, soient modiQées.
172. Lorsqu'on supprime dans un déterminant plusieurs lignes et un même nombre de colonnes, le déterminant formé par les lignes et les colonnes conservées est un déterminant mineur du déterminant donné. L'ordre d'un déterminant mineur correspond au nombre des lignes supprimées.
Propriétés des déterminants.
173. L Un déterminant ne change pas quand on y substitue les lignes aux colonnes et les colonnes aux lignes.
On a alors, en effet, à comparer les deux déterminants
Oi v| C| • « • C| Ut O2 C*-.'« « «t
a^ 0% Cj. • . €3
Un "« Ctf • • In
et
Ui Ui a^, . . a„ 6| fr, h^. . . bm
0| O] C^«>> Ctn
•1 *ï tj. . . (n
Or la diagonale du carré des éléments reste la même dans ces deux déterminants; ils ont donc même terme principal, et sont identiques d'après la loi de formation indiquée (165,170). Ce théorème se confond, en réalité, avec la proposition du n* 168; il montre que tout ce qui peut se dire des lignes s'applique aux colonnes, et inversement.
174. II. Quand on échange, dans un déterminant, deux lignes ou deux colonnes, sa valeur est multipliée par — i.
'£n effet, cette modification revient à échanger, dans chaque terme du déterminant, deux indices ou deux lettres; par suite, la permutation représentée par chaque terme doit elle-même changer de classe ou de signe (161), Tous les termes û\x dé terminant changeant de signe, il en est de même de sa valeur.
175. III* Lorsqu'un déterminant présente deux lignes ou deux colonnes identiques^ sa valeur est nulle.
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En effet, lorsqu'on échange les deux lignes ou les deux colonnes identiques, le déterminant reste identique à lui-même, bien que sa valeur D soit multipliée par — i (i*î^)> Cette valeur ne peut donc être que zéro; car, de D = — D, on déduit 2D = o ou D = o.
176. IV. Second théorème fondamental. — Tout déterminant est une fonction (') linéaire et homogène des éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, et, par suite, on peut toujours l'ordonner suivant les éléments de cette ligne ou de cette colonne.
En effet, chaque terme du déterminant contenant par définition un élément de chaque ligne ou de chaque colonne, et un seul, ce déterminant est une fonction linéaire (c'est-à-dire du premier degré) des éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, choisie à volonté. De plus, chaque terme étant du premier degré par rapport à l'élément de cette ligne ou de cette colonne qu'il renferme, le déterminant *est lui-même une fonction homogène (9) de ces éléments.
Cela posé, en mettant en évidence, dans chaque terme, l'élément qui appartient à une ligne ou à une colonne désignée, on pourra ordonner le déterminant suivant les éléments de cette ligne ou de cette colonne. Par exemple, le déterminant du troisième ordre
«I by Cl
a, bt 6'2 Ui bt Ci
peut s'écrire
Ai Al + Aj «a -+- As ^3,
en choisissant comme éléments ordonnateurs ceux de la première colonne. Aucun des coefficients Ai, A,, A» ne contient l'élément qui le multiplie. Il est facile de trouver la loi de formation de ces coefficients.
Prenons, pour plus de généralité, le déterminant du n'^^ ordre ordonné par rapport aux éléments de la première colonne. 11 aura pour expression
Ai rti + A,/ï, -hAs^i -h. . . + A„a„.
(*) Lorsqu'une expression dépend de plusieurs quantités, ou dit qu'elle est ' fonction de ces quantités.
Tous les termes du déterminant qui contiennent a,", par exemple, ne peuvent contenir aucun autre élément de la première ligne ou de la première colonne dont a, fait partie. Dans ces difrorents termes, a, doit donc être multiplié par toutes les dispositions possibles de (n — i) éléments choisis dans les autres lignes ou les autres colonnes. Or ces dispositions forment précisément le déterminant mineur du premier ordre (172), qu'on obtient en supprimant dans le déterminant considéré la première ligne et la première colonne; Ai n'est donc autre chose que ce déterminant mineur.
En répétant ce raisonnement, on voit que les éléments ordonnateurs ai y a^j As»*--) dm ont pour coefficients A,, A„ Ai,. . ., Any les déterminants mineurs du premier ordre qu'où déduit du déterminant proposé, en y supprimant successivement la ligne et la colonne qui se coupent sur l'élément ordonnateur considéré.
La nouvelle forme qu'on peut ainsi donner à un déterminant conduit à des conséquences importantes. Nous allons en indiquer quelques-unes.
177. Écrivons les n valeurs du déterminant D, en TordoDnant suivant les éléments des différentes colonnes. Nous aurons
D = Al a» -f- Al «2 -H As «3 -H • • . 4- Ab Ont
D = B, 6, -{- Bj 6, -h Bs ^3 H- . . . -h B« 6„,
D =3 L| /, -h La /, -4- L, /, H- . . . H- L„ /,.
Les n colonnes verticales formées par les seconds membres de ces équations sont à leur tour les valeurs du déterminant D, ordonné suivant les éléments des différentes lignes; ces valeurs sont donc
D = A, a, 4- B, 6, -4- Cl <?i -4- . . . -h L, /i,
D = Ai fZj H- Bj 6, -h Ca Ca -h , . . 1- L, /a.
178. V. Si, dans un déterminant , tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont nuls, à Vexception d'un seul, le déterminant proposé est égal au produit de cet élément par le déterminant mineur qu'on obtient en supprimant la ligne et la colonne qui se croisent sur ledit élément*
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Soit le déterminant (165)
al al
oZ.
an a„ afi* • •
aj
Supposons que, dans ce déterminant» tous les éléments de la ligne a soient nuls, excepté celui de la colonne |3. Si l'on veut alors l'ordonner suivant les éléments de la ligne a, on a, pour sa valeur, une expression de la forme (176)
D = A, /ïi4- Aj nl-\- A3 «i-h . . . H- Ap //J-h . . . -f- A« n'I.
Dans cette expression. Ai, As, As,-.., A^s,..., Ai, représentent les déterminants mineurs du premier ordre, qu'on obtient en supprimant successivement la ligne et la colonne qui se croisent sur les éléments ai, ai, ««,..., ^J, ... , a;. Or, d'après l'hypothèse, IsT valeur du déterminant se réduit simplement à
D = Ap al.
179. Il résulte immédiatement de là que, lorsque tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont nuls, le déterminant a une valeur nulle.
On en conclut encore que, lorsque dans un déterminant tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale sont nulsy la valeur du déterminant se réduit à celle de son terme principal.
Pour le voir, il suffit d'écrire successivement, d'après le théorème qu'on vient d'établir (178),
âi 6| Ci . . . /i
bi 6*3
■ . • • ^^^ CCI C/j V ;j . . • f n
180. VI. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise par un même nombre tous les éléments d'une même ligne ou d'une même
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colonne^ la valeur du déterminant est multipliée ou divisée par ce nombre.
En effet, si l'on niultiplie ou si Ton divise tous les éléments de la ligne a du déterminant par un facteur k, la valeur D du déterminant, écrite au n*" 178» est elle-même multipliée ou divisée par Ar.
Ce théorème entraîne les conséquences suivantes : On ne change pas la valeur d'un déterminant en supprimant ou en introduisant un facteur commun aux éléments d'une même ligne ou d'ane même colonne, pourvu qu'on mette ce facteur en évidence comme multiplicateur ou diviseur du déterminant. En particulier, si l'on change les signes de tous les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne, on change également le signe de la valeur du déterminant, puisque le facteur introduit est alors égal à — i. Donc, pour rendre au déterminant sa valeur primitive, il faut alors le diviser ou le multiplier par — t.
Lorsqu'un déterminant comprend deux lignes ou deux colonnes proportionnelles (c'est-à-dire composées d'éléments respectivement proportionnels), sa valeur est égale à zéro.
En effet, si le rapport des éléments de la première ligne considérée aux cléments correspondants de la seconde ligne est égal à k, on peut multiplier cette seconde ligne par k, pourvu qu'on divise le déterminant par ce même facteur; mais alors la seconde ligne devient identique à la première, et le déterminant est nul (175).
181. VII. Si les éléments d'une même ligne ou d'une même colonne sont des sommes d'un même nombre de quantités, le déterminant proposé est la somme d'autant de déterpiinants que l'un de ces éléments contient de termes. Ces déterminants se forment en associant respectivement les différents termes des éléments de la ligne ou de la colonne composée avei les éléments des autres lignes ou des autres colonnes simples.
En se reportant encore au n'* 176, on démontre immédiaiement ce théorème. On a, par exemple,
«1 Al
fr.
bi c,
«a bi
bi Ci
ki
bi c,
Il résulte de là et de la remarque qui termine le n" ISOqu'o/i ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant
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aux éléments d'une même ligne ou d'une même colonne ceux d'autres lignes ou d* autres colonnes respectivement multipliés par des facteurs constants.
On a
f par exemple,
ax + mbx'\'pci bx Cx
ai -H mbi -*- pct bj d
«, -h mbi 4- pcs bi Ci
Oi 6,
mbx bx Cx
pCx
bx
rt, Ih
mbi bi Ci
pCi
bi
fil ^>9
mbi bi Ci
pci
Les deux derniers déterminants présentant deux colonnes proportionnelles ont des valeurs nulles (180), et l'énoncé ci-dessus est justifié. Cet énoncé s'étend évidemment au cas où Ton modifie de la même manière plusieurs lignes ou plusieurs colonnes du déterminant, et à celui où les coefficients constants m eip sont égaux à ii= i.
Loi de formation d'un déterminant.
Soit le déterminant
«1 ^1 Cx
ai bi Ci
rt„
Cn
Proposons-nous de l'écrire, en l'ordonnant effectivement suivant les éléments d*une même ligne ou d'une même colonne. Si nous choisissons, par exemple, la ligne a, et si nous désignons par A la valeur du déterminant, nous aurons
( I ) A = A. <ï« -h B, &, -h Ca e. H- . . . -H L« /a.
Dans cette expression, les coefficients Â., B«, €«,... sont les déterminants mineurs du premier ordre qui correspondent successivement à la suppression de la première, de la deuxième, de la troisième colonne, etc., combinée avec celle de la ligne considérée de rang a (176).
Pour former ces déterminants mineurs, il est commode d'opérer comme il suit.
44o ALGÎELBKE ÉLÉMEKTAIRK
Si l'on fait monter la ligne a au premier rang, en la permutant successivement avec les lignes précédentes, on change chaque fois le signe du déterminant (174), de sorte que, pour lui conserver son véritable signe, il faut aussi chaque fois le multiplier par — i. Le nombre des échanges effectués étant (a — i), le facteur multiplicateur sera donc finalement (— i)*"'. On peut d'ailleurs le remplacer par le facteur (—i )•"*"•» puisque (— 1)»= i. Ainsi Ton peut écrire
aa
Ca
Ox
Cj
/ïi
Maintenant, si l'on suppose nuls tous les éléments de la ligne a (amenée en tête), à l'exception du premier, la valeur du déterminant se réduit, d'une part, à Â^a., d'après la for* mule (i), et d'autre part (178) a
ai
ûa
Ca-k-i
En comparant ces deux valeurs de A, on a donc
ba+i
Ca+t
ft • * • ■
0^ I Cgt — I • • ■ la— I
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On irouve B« d'une manière ideniique, en remarquant seulement que, pour faire passer à la fois au premier rang la ligne a et Télémeni 6., il faut une permutation de plus entre la seconde et la première colonne; 11 faut donc aussi faire croître d'une unité l'exposant du facteur multiplicateur. On a par conséquent
ai
fl« — I ^a— I • • • '« — I
fi
^«-♦-1 • • • 'a-Hi
In
On forme de même l'expression de C en faisant croître encore d'une unité l'exposant du facteur muliiplicateur, puisqu'on doit opérer une permutation de plus, de la troisième à la première colonne. La loi est évidente. On voit que les coefficients obtenus soni alternativement positifs et négatifs, ou inversement, suivant le point de départ.
183. En appliquant l'algorithme qu'on vient de démontrer au déterminant du troisième ordre, ordonné suivant les éléments de la première ligne, on trouve, pour
A = A, û, H- B, 6, -h C, c, en faisant a = i dans les résultats du numéro précédent.
C, = (-iy
Ch
<ts
fil
bi
= bjCi — Ci b^y
= — {rtjCj — Cjûj),
= «a^» — btU^.
On a donc effectivement
A = «,(A,6-3 — c, A3)— fti(«aC3 — Cj «3) -h 0,(^,63 — b^a^) =.«i bi Cs ~ fl, c, é, -H 6', a-i As — A, n^ c^ -+- A, c, a^ — c, A, a^.
Le déterminant du quatrième ordre, ordonné suivant les éléments de la première ligne, peut de même s'écrire immé-
diaiement
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bi Ci dt bz C3 di bi c, d,
fh
rfi
fh
Cj
ûa 6a rfa
Cl «s 63 di
Gi 64 âf(
-rf,
«3 by ''3
Il ne reste plus qu'à efTectuer, comme nous venons de le faire, les déterminants mineurs qui sont des déterminants du troisième ordre.
ISi. Voici encore deux autres exemples :
ji
yx'-\
- xy".
Ce premier déterminant est ordonné suivant les éléments de la première colonne. Nous ordonnons le second suivant les éléments de la première ligne.
= A(A'A''— B») — B'^fB^A'' — BB')
B'(B"B — A'B') = A A'A'-i- aBB'B''- AB» - A'B'»— VB
Le déterminant qu'on vient d'effectuer, et qui joue un rôle important dans la théorie des surfaces du second degré, est un déterminant symétrique. On appelle ainsi tout déterminant dans lequel les éléments conjugués, c'est-à-dire placés symétriquement de part et d'autre de la diagonale, sont égaux.
185. L'emploi du déterminant du troisième ordre étant trèsfréquent, nous indiquerons encore, pour le former, la règle suivante due à Sarrus.
Écrivons le déterminant, en répétant au-dessous ses. deux
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premières lignes; nous aurons
Cj
Cj
tfa
Les termes positifs du déterminant (oi 6aCs, aa^sOi, a^bi d) sont alors donnés parles diagonales complètes qui descendent de gauche à droite, et les termes négatifs ((hbiCi, aib^d, ^sbiCi), par les diagonales complètes qui montent de gauche & droite.
Résolution générale des équations du premier degré.
186. La théorie des déterminants permet d'obtenir très-simplement les formules générales de résolution de n équations du premier degré à n inconnues. Soient ces équations
( rt, a; -h 6, r 4- Ci -3 -h . . . -+- /i / = /?!,
, . I fl, X H- bjX 4- Ca 3 -4- . . . -h /a / = /?a,
\ anX-\r 6„ J H- C„ Z 4- . . . -h /» / = p-.
Désignons par A le déterminant formé par les n' coefficients des n Inconnues. On peut l'ordoitner suivant les éléments des différentes colonnes (177), et l'écrire sous les n formes suivantes :
A = A, a, -H Aï aa -H As «3 -h ... -H A«fl„,
A = B, 6, -h Ba 6a 4- B3 63 -h . . . -h B„ 6„,
l\ — L$t II "T" Léi 'a ~r~ L»3 '3 H~ • • • "T" I-'n '«•
Si Ton remplace maintenant successivement, dans la première valeur de A, la lettre a par les (n — i) autres lettres b, €f"'f If sans toucher aux indices, on obtient les n — i équations
A,6, -h Aa6a-l- Aafts-H. • -hA„6« = o,
, . A, Cl -+- Aa Ca -h As 6*8 4- . . . -h A« C?« = O,
A, /, 4- Aa /a 4- A, /s -H . • • 4- A« /„ = O.
En effet y lorsqu'un déterminant présente deux colonnes identiques, sa valeur esi nulle (175).
Cela posé» multiplions respectivement les n équations (i) par les coefficients Ai, A3, As,. . ., A«, et ajoutons-les ensuite membre à membre. Les coefûcients des (n — i) inconnues /, z,..., t deviennent alors précisément les premiers membres des équations (2), de sorte que l'équation résultante se réduit à
(A, (h + Ai r/, -h A3 rts -f- . . . H- A« On) X
= Aip, -4- Aa/?a 4- A3/?»4-. . .4- A«/?«,
d'où
A|/?i -4- Aa^t 4- As/^a H-. . .4- A„^B
Al tlx -h Aa ûfa -4- A3 ^^3 -4- . . . 4- \a (f„
c'est-à-dire, en mettant les deux termes de cette valeur sous forme de déterminant,
p\ bx Ci Pi bi C2
^1 61 Ct Gi 6| C3
On trouve de la même manière les valeurs des autres inconnues. On a, par exemple,
l^np.
On voit que le dénominateur commun des formules générales ainsi obtenues est le déterminant A des coefficients des inconnues f et que, pour avoir le numérateur de chaque formule, il faut remplacer dans le dénominateur commun, sans toucher aux indices, le coefficient de l'inconnue qu'on cherche par le terme indépendant p.
L'énoncé précédent constitue les Règles de Cramer, déjà vériOées dans le cas d'un système de deux ou trois équations (148, 155). Ce géomètre peut être regardé comme le second inventeur des déterminants (1750); le premier est Leibnitz (1693).
Pour que la démonstration que nous venons de donner soit admissible, il faut que les déterminants mineurs (176) A., As, As, . . ., A», par lesquels nous avons respectivement mulliplié les équations proposées, ne soient pas tous nuls (100).
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187. Tant que le déterminant A n'est pas nui, les valeurs fournies par les formules générales donnent, pour le système proposé, une solution unique et déterminée.
Si Ton substitue, en effet, ces valeurs à la place des inconnues, en chassant le dénominateur commun A, la première des équations (i) [186] devient
Si Ton ordonne alors le premier membre de cette équation par rapport aux termes indépendants /?,, />„.•., z?,,, on remarque que le coefficient de p^ est le déterminant A, ordonné suivant les éléments <>,, ^„..., /, de la première ligne (177). Le coefficient de /?, est ce même déterminant, ordonné suivant les éléments de la seconde ligne remplacés ensuite par ceux de la première ligne. Le coefficient dep^ est donc égal à o (175). Les coefficients de /^j,. . ., p^ sont nuls pour la même raison. Le premier membre de Téquation considérée se réduit ainsi à A/?, , de sorte que cette première équation est bien vérifiée par les valeurs des inconnues.
On peut répéter le même raisonnement pour les (/z — i) autres équations.
188. Lorsque le déterminant A est nul, le système proposé est impos' sible ou indéterminé.
En effet, si Ton remplace la première des équations données (186), dont les deux membres ont été multipliés par A,, par l'équation résultante (186)
(r) Ax = A, /y, -f- A,/^, -4- A3 /V3 -f- . . .-h A„/?^,
on forme un système équivalent au système proposé (122).
Or, si le second membre de l'équation (r) est différent de zéro, cette équation, d'après l'hypothèse A = o, est impossible, ainsi que le système dont elle foit partie. Il en est donc de même du système proposé.
Si, au contraire, le second membre de l'équation (r) est nul, cette équation devient une identité, et le second système, équivalent au premier, se réduit à un système de (n — i) équations à n inconnues.' Le système donné est donc indéterminé (itô).
189. Quand les seconds membres des équations données sont nuls, sauf un seul, pi^ par exemple, les valeurs des inconnues sont respectivement proportionnelles aux déterminants mineurs de même indice^ A^, B^, Q, . . . .
On a, en effet (186),
190. D'après cela, si les seconds membres des équations données sont
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tous nuls [^)^etsi le déterminant A n^ est pas nul, les valeurs des inconnues sont toutes égales à zéro; mais, si A est nui, les valeurs des inconnues sont indéterminées (i88).
Ce qu'il y a de remarquable dans ce dernier cas, c'est que les rapports des inconnues sont, au contraire, déterminés. En effet, si l'on prend, par exemple, pour nouvelles inconnues, les rap-
ports - ) y» - . • • • 5 et si Ton divise par t les deux membres des (« — i)
premières équations données (486), on a (« — i) équations pour [n — i) inconnues, de sorte que chacun des rapports considérés admet, en général, une valeur unique et déterminée.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la /i*"' équation donnée, ramenée à la forme
soit satisfaite d'elle-même par les valeurs obtenues pour les rapports -
-) -)•••• Cette équation (c) est donc une équation de condition (146).
Mais on doit parvenir au même résultat, sauf la division par /, en remplaçant dans la /i*"" équation non modifiée les (/? — i) inconnues x, /, a,..., par leurs valeurs déduites des (« — i) premières équations, quand on y regarde / comme connu. On trouve alors A/ = o (186), puisque tous les seconds membres des équations proposées sont nuls. L'équation de condition (c) se réduit donc, en réalité, à
Par conséquent, dans le cas ou tous les seconds membres des équations données sont nuls, c^est-à-dire lorsqu'il s'agit d'un système d'équations homogènes (9), les rapports des inconnues sont ou non déterminés, sui" vant que le déterminant A est ou non égal à zéro. C'est la première hypothèse qu'on suppose ici remplie.
191. On peut demander les valeurs des rapports -i -^ -)•••• Les (n -^ i) équations qui déterminent ces rapports sont (190)
JC Y z
Le déterminant A étant nul, on a, en l'ordonnant par rapport aux
(*) On a alors un système d'équations homogènes
éléments de la ligne de rang k (177, 186),
A j ^» -h B» ^4 H- C» c^ -h . . . -h Lj /fc = 0 .
On a aussi (175), en remplaçant successivement ces mômes éléments par ceux de la première, de la deuxième, ..., de la (X—i )'*"*, delà \k H- i)û^,. . . , de la (/ï - 1)*^ ligne,
Aj ûr, -h Bj 6, -4- C| c, -h . . . -h Lj /, = o, A» a, -4- Bfc ^», -h C» r, -4- . . . -h Lfc /, = o ,
A»ûf«_, ■+- B»^»._, H- C»c„_, -+-. . .-h L, /,., = o.
Les (n — i) équations qu'on vient d'écrire ne diffèrent évidemment des
ABC équations (R) que par la substitution des rapports |-*> -j-*? ^i • • • i aux
*-» ^ ^ rapports •-? ^j -)•••> /- pouvant prendre, dans les premiers, toutes les
valeurs entières depuis i jusqu'à //. On a donc, finalement,
•^ _ A» 7" _ B^ ^ __ Cj
En particulier, si le déterminant du troisième ordre est nul, on a (183|)
f = ^ = ^=^= ^' ^» "• ^' ^» = ^1 ^3 -- ^1 ^ ^ K^zzUiiJLi
•I=5i=2H=2ê= g, fl, - <J, ^2 _ <^t ^3 — <]^. ^3 ^ g, ^/3 — ^^ C^ ^
z c, C, C3 fl, 6, — 6, /7, a,b^—b,a^ ^',^i— ^j^i
192. U résulte immédiatement de ce qui précède que, lorsqu'un déterminant est nul, les déterminants mineurs du premier ordre, qui corres" pondent à deux lignes d'éléments parallèles, forment deux séries de gran' deuTS proportionnelles,
193. TnfiORÈMB. — Si l'on a (n + 1) équations du premier degré contenant n inconnues, le résultat de l'élimination de ces n inconnues s'obtient en égalant à zéro le déterminant du (n -+-i)*" ordre formé par fe* (n-H i)' coefficients des équations données, y compris leurs termes indépendants.
Ce théorème est une conséquence évidente de la proposition du n^ 190» relative aux équations homogènes. Comme il a une très-grande importance, notamment en Géométrie analytique, ainsi que nous le verrons plus tard, nous allons le démontrer de nouveau directement.
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Soient les {n -h i) équaiions
qui renferment les n inconnues ar, /, iî,. . ., /.
Pour éliminer ces inconnues, on n'a qu'à déduire leurs valeurs des n premières équaiions et à substituer ces valeurs dans la (/i -h i)'*"" équation.
Cela posé, introduisons dans le système une (in- i)'*^ inconnue» que nous désignerons par u, en multipliant tous les seconds membres /i„ pa, /?j,. . ., pn+i par celte inconnue. Les équations données deviendront alors
ai X -h h-iy -^ c, z -i- . . . -h h t — /?î a = o, • - ...•..,
61 elles représenteront un système de (n-Hi) équations a (/i-h i) inconnues, ayant leurs seconds membres tous égaux à zéro, c'est-à-dire un système d'équations homogènes.
Si l'on déduit alors les valeurs des n inconnues x, jr, z,..., / des n premières équations, et si l'on substitue ces valeurs dans la dernière équation, on obtient pour équation résultante (186)
A représente le déterminant de tous les coefficients des équations primitives, y compris leurs seconds membres pi, p^j Psf "9 pn^ïf changés de signes.
Mais, pour revenir au système (i), il suffit de faire ii = i, et l'on trouve alors simplement, pour résultat de l'élimination des n inconnues a:, j, z,. . ., /, l'équation A = o, c'est-à-dire
û«-t-i ''m-i ^'u-i-i • • • *«+! Pit
C'est ce qu'on appelle la résultante du système (i).
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Calcnl de la valeur d'un déterminant.
i9i. Pour calculer la valeur d'un déterminant, on peut employer fa méthode générale indiquée au n** 182; mais on arrive souvent beaucoup plus rapidement au résultat en cherchant à ramener directemept, à ]*aide des théorèmes précédemment démontrés, le déterminant proposé à un déterminant mineur de plus en plus simple.
Supposons, par exemple, qu'on demande de trouver la valeur du déterminant numérique
Nous avons vu (173) qu'on ne changeait pas la valeur d'un déterminant en ajoutant aux éléments d'une même ligne ou d'une même colonne ceux d'autres lignes ou d'autres colonnes, respectivement multipliés par de» quantités constantes. Nous pouvons donc retrancher des trois premières colonnes du déterminant proposé la dernière colonne, multipliée successivement par les facteurs a, 3 et 4< Nous pouvons de môme, dans le nouveau déterminant formé, soustraire de la dernière colonne la somme des trois premières. Nous aurons ainsi
a 4 2 II
Nous sommes alors conduit à remplacer les trois dernières colonnes par les résultats qu'on obtient en retranchant de chacune d'elles la première colonne. On réduit de cette manière tous les éléments de la première ligne à zéro, sauf un seul; ce qui permet de passer immédiatement à un déterminant mineur (178) et d'écrire
Retranchons enfin de la première colonne de ce déterminant mineur deux fois la dernière. Les éléments de la dernière ligne seront réduits à zéro, sauf un seul, de sorte que nous parviendrons à un déterminant mineur
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du deuxième degré, immédiatement calculable. On a donc finalement
195. On peut, dans d'autres cas, chercher à faire apparaître successivement les facteurs qui composent le déterminant. Nous empruntoik^ l'exemple suivant aux Leçons d^ Algèbre supérieure de G. Salhon.
Soit le déterminant du w***' ordre
Si Ton suppose « = P, les deux premières colonnes deviennent identiques, et le déterminant se réduit à zéro (i7S). Il en est de même si l'on fait a = 7, a = ^, . . . , p = 7, P = ^, . . ., 7 = ^, — Par suite, le déterminant proposé admet les facteurs (a — p), (a — 7). (a — ^),..., et contient le produit
Il est d'ailleurs facile de voir que, sauf le signe qui peut être plus ou moins, ce produit représente la valeur môme du déterminant. En effet, il renferme déjà les facteurs a"-*, P"-', 7""*, ^-\ .. . , et ces quantités ne peuvent se trouver à une puissance supérieure dans le déterminant; de plus, en comparant les coefficients des différents éléments, on s'assure que le déterminant considéré ne peut admettre aucun coefficient numérique.
Soit encore le déterminant
Si l'on retranche la dernière colonne de chacune des trois autres, il vient
Sous celte forme, on reconnaît que le déterminant équivaut à un déterminant mineur, qui admet comme facteurs (a — S), (p — $)^ [y — rî). Si l'on met ces facteurs de côté dans les trois colonnes du déterminant mineur, on obtient pour quotient
Retranchons de nouveau la dernière colonne des deux premières; nous aurons
Le déterminant mineur correspondant est divisible par les facteurs (« — 7) et (^ — 7). Si on les met de côté dans les deux colonnes de ce déterminant, on trouve pour dernier quotient
Par conséquent, le déterminant proposé est finalement égal au produit
Nous reviendrons plus loin, et spécialement dans le tome III [Algèbre supérieure)^ sur la Théorie des Déterminants.
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CHAPITRE VI
DISCUSSION DES PROBLÈMES, - INTERPilÉTATION DES SOLUTIONS NÉGATIVES.
Observations générales.
197. 11 y a trois choses à considérer dans la résolution d'un problème d'Algèbre :
Sa mise en équations, la résolution des équations ainsi posées, la discussion des valeurs qu'elles fournissent.
La mise en équations n'esl que la traduction algébrique des relations établies par l'énoncé entre les données et les inconnues du problème : il faut indiquer, sur les lettres qui représentent ces données et ces inconnues, les mêmes opérations qu'on aurait à faire pour vérifier numériquement les solutions obtenues.
Nous avons traité dans les Chapitres précédents de la résolution d'un système quelconque d'équations du premier degré, et nous n'avons pas à y revenir. Il nous reste donc seulement à parler de la discussion.
Discuter un problème, c'est étudier ses conditions de possibilité, et chercher quelles sont les valeurs des données qui correspondent à des valeurs remarquables ou singulières des inconnues. Nous allons préciser la nécessité d'une pareille discussion.
198. Les valeurs négatives fournies par la résolution des équations y satisfont toujours (IH, 128); mais il y a lieu de distinguer entre les équations posées et le problème qui leur a donné naissance, parce que les résultats numériques obtenus à l'aide de ces équations peuvent n'avoir aucun sens par raoport aux grandeurs considérées dans le problème.
Ainsi, les valeurs positives elles-mêmes peuvent ne pas convenir à la question, si toutes les conditions du problème n'ont pas été introduites dans ia mise en équations. Par exemple, il
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est impossible d'écrire que la valeur d'une inconnue doit être entière, précisément à cause de la généralité qui appartient aux symboles algébriques.
Les valeurs négatives peuvent être le signe d'une impossibilité absolue; mais elles sont souvent tout aussi admissibles que les valeurs positives, et, dans certains cas, elles seules répondent à la question.
Enfin, les valeurs des inconnues peuvent se présenter sous la forme de symboles généraux qui nécessitent une interprétation particulière (115, 116).
Il est donc indispensable de discuter les valeurs obtenues, quelles qu'elles soient, en les comparant à l'énoncé du problème. Cette discussion a de plus, comme nous le verrons, l'avantage de permettre de déduire d'un seul système de formules tous les cas particuliers d'une même question, en Introduisant dans ces formules les hypothèses correspondantes.
Interprétation des solutions négatives.
Soit d'abord l'équation du premier degré à une inconnue
ax -^ h =: a'x -\- b\
Supposons qu'on trouve en la résolvant x = — A*. On a alors ou
— fif, -^ b ^ — a' fi -h b\
Il en résulte que ^ = A* est racine de l'équation
— ftx -\- h z— — a' X 4- h\
qui ne diiTère de l'équation proposée que par le changement de :r en — a:.
Par suite, quand deux équations du premier degré à une inconnue ne diffèrent que par le signe de cette inconnue, elles admettent la même racine, sauf le signe.
De même, si le système
ax -{- by -k- cz = r/,
a' JT -h // y -f- c' z = il\ nrr-r-b"y-^c"z = d"
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esl satisfait par les valeurs x := /, ^ = — m, z = — p^ ou a
al — bm — cp = d, a'l^b'm—c'p = d\ oTi _ b^m — c> = d";
et il en résulte que a!; = l, ;^ = mfZ=p sont racines du système
ax — bjr — cz =dj a'x — b'y — c'z = d\ a''x — by—c''z = d'\
qui ne difTère du système donné que par le changement de y en — r et de z en — z.
On peut donc énoncer ce théorème fondamental : Toutes les fois que deux systèmes ne diffèrent que par le changement dft signe d'une ou de plusieurs inconnues, leurs racines sont les mêmes en valeur absolue; seulement, les valeurs des inconnues qui ont changé de signes présentent aussi des signes différents.
Mais réquation ou le système d'équations, déduit de l'équation ou du système d'équations donné par de simples changements de signes, peut correspondre au problème proposé, entendu dans un sens plus général; et Ton voit par là que In possibilité de donner une interprétation rationnelle aux valeurs négatives trouvées dépend précisément de la comparaison de renoncé primitif avec le système modifié.
Nous allons montrer maintenant, par quelques exemples très-simples, dans quels cas les valeurs négatives s'interprètent ainsi d'une manière toute naturelle ou, pour mieux dire, évidente.
200. I. Un mobile, partant d'un point donné, parcourt tuccessivement sur une ligne donnée plusieurs longueurs données; on demande à quelle distance il se trouve finalement du point de départ.
Supposons d'abord que le mobile parte du point 0 et qu'il marche, toujours en s'éloignant, à droite de ce point. Si l'on désigne par a, b, c, d les longueurs OA, AB, BC, CD, successivement parcourues dans le sens indiqué, et par x la distance
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cherchée, on a immédiaiemeni [ffç^'i)
Si, au contraire, le mobile marche, tantôt dans un sens, tantôt dans Taulre, s'il parcourt la distance a en s'éloignant du point 0, puis la distance b en s'en rapprochant, la dislance c en s'en éloignant
encore, et la distance d en revenant une seconde fois sur ses pas, la formule est
La valeur de x est encore positive si la dernière position D du mobile se trouve toujours à droite du point 0 ^^^' ^ ^* ^*
{fig. 3); mais cette valeur ji ^
est au contraire négative et .^-y^^^îT^^^^ ^
évidemment égale à — OD ^^C^^ ^ si le point D est à gauche du point 0 [fig, 4)-
Ainsi, le point D étant à droite ^Q l'origine cAow/eO, x^ la valeur derinconnueo; est
positive; le point D étant à gauche de l'origine choisie^ la valeur de l'inconnue est négative: le changement de signe correspond au changement de sens.
La valeur négative s'introduit ici par le jeu même du calcul, et alors elle a un sens tout aussi net que la valeur positive. On demande de compter une distance à partir d'un point donné : c'est la position du point donné qui entratne la possibilité d'une valeur négative. En etfet, si, au lieu de prendre le point 0 pour origine, on choisissait un point S assez éloigné vers la gauche du point 0 pour que le mobile dans ses plus grands écarts à gauche de ce point ne pût jamais dépasser la nouvelle origine, on n'obtiendrait jamais de solution négative. Appelons S la distance OS. Si l'on désigne toujours par x la dislance Gnale du mobile au point 0 et par X sa distance finale au point S, on a« dans le premier cas considéré.
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et, dans le dernier,
X r= S -+- a? = S -h o — 6 -f- c — rf = S — OD;
car, quand le mobile s'éloigne du point S, on doit ajouter la distance qu'il parcourt à la distance précédente, et quand il s'en rapproche, on doit la retrancher. La valeur de X est d'ailleurs toujours positive, puisque OD, par hypothèse, ne peut jamais égaler S lorsque le point D est situé à gauche du point 0; la valeur de X est seulement plus grande ou plus petite que S, c'est-à-dire que la valeur de x est addithe ou soustractive, suivant qu'elle est comptée à droite ou à gauche du point 0. L'introduction d'une origine fictive S montre bien, dans ce cas, la dépendance qui existe entre le signe de l'inconnue et le sens dans lequel elle doit être comptée.
Nous dirons donc, d'une manière générale, que, lorsqu'une longueur est susceptible d'être comptée sur une même ligne^ à partir d'un même point fixe, dans deux sens nettement différents, le changement de sens est indiqué algébriquement par le changement de signe; de sorte que, si l'on regarde et si l'on écrit comme positives dans les équations les longueurs comptées dans un certain sens y d'ailleurs arbitraire, les résultats négatifs indiquent des longueurs comptées en sens contraire.
Ainsi, le zéro du thermomètre étant pris pour point de départ des températures, -4- 25° signifient 25 degrés au-dessus de zéro, et — 25* signifient 25 degrés au-dessous de zéro.
De même, Véquateur terrestre étant considéré comme point de départ des latitudes, h- 4<^° de latitude signifient 4o degrés de latitude Nord, et —4o" signifient 4© degrés de latitude Sud,
Si l'on applique ce qui précède, non-seulement aux inconnues, mais aussi aux quantités données, on peut réunir dans une seule formule les cas particuliers d'une même question; et les deux formules précédentes
x^^a-^b-^-c-^d, X =^a — b -ir c — d
peuvent être remplacées par la formule unique
pourvu qu'on convienne de regarder comme négatives les quantités données ou inconnues, lorsqu'elles sont comptées
vers la gauche, par exemple, ei comme positives celles qui sont comptées vers la droite.
201. II. Mener à la base d'un triangle une parallèle qui soit comprise entre les deux autres côtés et dont la longueur soit donnée.
Soient (Jlg» 5) a la base du triangle donné ABC, c la longueur du côté AB et / la longueur de la parallèle demandée.
Supposons que cette parallèle soit DE, et prenons pour inconnue x la distance du point B au point D. Nous aurons immédiatement, d'après la Géométrie,
AI) _ DE c — x l
AB"~BG
Fig. 5.
ou
d'où
ac — ax =: cl ei x=z
Si a est > /, la valeur de x est positive et moindre que c, et la parallèle demandée est placée comme la droite DE de la figure.
Si a est <C /, la valeur de x est négative. Pour l'interpréter, changeons ^ en — x dans l'équation (i). Il vient
Or réquation (2) est précisément celle qu'on obtient en supposant la parallèle demandée placée, comme D'Ë', au-dessous de la base a. L'inconnue x a alors, d'après cette équation, la valeur [îositivc
La valeur négative, donnée par l'équation (i), dans le cas de a <C /» correspond donc simplement au changement de sens de l'inconnue, susceptible d'être comptée à partir du point fixe B, sur la droite BA, dans la direction BA ou dans la direction contraire, suivant l'hypothèse /<a ou />«.
Dans l'exemple que nous venons d'examiner, c'est bien
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encore le choix de l'origine qui eniratne la possibilité d'une valeur négaiive pour Tinconnue. En effet, si nous prenions A pour origine, l'Inconnue ^ = AD ou AD' serait toujours comptée dans le même sens, et Ton aurait pour équation du problème
ADouAÏV DE ou DE' x l
^ ' AB liC c a
c'est-à-dire
X aurait donc toujours une valeur positive, seulemeni moindre ou plus grande que c, suivant la condition
/<;« ou />a.
202. 111. On donne l'âge d'un père et celui de sonjils: on demande à quelle époque le rapport des deux âges se trouve égal à m.
Appelons a l'âge du père, b celui du fils, x le nombre d'années cherché. L'équation du problème est évidemment
il -^ X
d'où
, a — hm
a -h X = bm -h mx et x z=z
Le dénominateur de la valeur de x est toujours positif, m étant toujours supérieur à i; mais le numérateur de celte valeur est positif ou négatif et, par suite, la valeur de x est positive ou négative, suivant qu'on a a > bm ou /z < bm.
Si l'on a a'^bm, on a aussi t > m. Or, y étant une exnres-
sion fractionnaire, c'est-à-dire une quantité plus grande quei,
si l'on augmente ses deux termes d'une même quantité ;r, elle
diminue et, d'abord plus grande que m, peut devenir égale à
m : la solution a lieu dans Vaveniry et x esi positif.
Si l'on a, au contraire, a < bm, on en déduit r<im.Si l'on
ajoute aux deux termes de l'expression fractionnaire j une même quantité, cette expression diminue; actuellement plus
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petite que m, elle s'écarte de plus en plus de cette valeur à mesure qu*on marche vers l'avenir; mais, si l'on retranche
une même quantité x aux deux termes de -r) cette expression
augmente et, d'abord plus petite que m, peut devenir égale à m. La solution correspond donc à un temps passé, et a: est négatif.
Ainsi, l'époque demandée étant postérieure au moment présent, la valeur de ar est positive; cette époque étant antérieure au moment présent, la valeur de x est négative,
La valeur négative s'introduit encore ici par le jeu même du calcul, et alors présente un sens tout aussi net que la valeur positive. On demande de compter les années à partir d'un instant donné : c'est le choix de cet instant qui entraîne la possibilité d'une valeur négative. £n effet, si, au lieu de prendre pour origine des temps le moment présent, on choisissait une ère quelconque rejetée assez loin dans le passé, on ne trouverait jamais pour :r de valeur négative. Si le nombre d'années qui sépare Tère adoptée du moment présent est représenté par N et si X est le nombre d'années qui sépare cette ère de l'instant cherché, on a
V XT XT ^ ^f^
Si a est > im, x est positif, on s*éloigne de l'ère choisie. Si a est <i bm, x est négatif, on se rapproche de la nouvelle origine; mais la valeur de X reste toujours positive, puisque, par hypothèse, la valeur absolue de x ne peut jamais égaler N. X est seulement plus grand ou plus petit que N, c'est-à-dire que la valeur de x est additive ou soustractive, suivant qu'elle est comptée vers l'avenir ou vers le passé. L'introduction d'une origine fictive montre bien encore, dans ce cas, la dépendance qui existe entre le signe de l'inconnue et le sens dans lequel elle doit être comptée.
Ainsi, lorsqu'il s'agit d'un temps susceptible d'être compté vers l'avenir ou vers le passé, à partir d'un moment donné, l'Jlgèbre indique encore l'opposition de sens par l'opposition de signe.
203. De là une règle fondamentale extrêmement importante, sur laquelle Descartes a fondé sa Géométrie analytique. Lors-
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qu'on se trouve dans les conditions indiquées plus haut, le changement de signe correspond au changement de sens, et réciproquement. Cette règle ne peut être directement démontrée; mais elle se vérilie d'une manière constante dans toutes les branches des sciences mathématiques.
204. Si la quantité considérée n'est pas susceptible d'être comptée dans deux sens nettement différents, et si le signe + est affecté au seul sens rationnel, une solution négative correspond à une impossibilité absolue.
Soit, par exemple, le problème suivant : Un chemin de fer prend a francs par tonne transportée et par kilomètre parcouru; on paye en outre par wagon de p kilogrammes un droit fixe de a' francs: à quelle distance peut-on transporter c tonnes pour A francs ?
Appelons x la distance cherchée. On doit payer d'abord, pour cette distance et pour les c tonnes transportées, une somme acx. De plus, le quotient de c par p indique le nombre de wagons nécessaires au transport, quotient qu'il faut multiplier par le droit fixe a'. On a donc l'équation
On en déduit
acx H — a' = A,
\--af
x=—J^^ ne
Si A est inférieur à - a", la valeur de x est négative et indique
une impossibilité absolue, c'est-à-dire une absurdité dans l'énoncé. En effet, il s'agit d'une dislance parcourue commercialement, et le sens de celle dislance ne peut rien changer aux conditions fixées; le chemin de fer perçoit les mêmes droits, qu'il s'agisse d'un convoi montant ou descendant.
Donner A <C - <z^ c'est donner, pour acquitter la somme due
au chemin de fer, moins qu'il ne faut pour acquitter seulement le droit fixe qui correspond au nombre de wagons demandé : l'absurdité est manifeste.
205. Soit encore celte autre question : Avec du vin à a francs le litre et du vin à b francs le litre y on veut former m litres d'un mélange coûtant c francs le litre.
Si l'on désigne par x eX y les nombres de litres de chaque
espèce qu'on doit mélanger, les équations du problème sont
immédiatement
ax -^ bjr = cm,
X -h jrzn m, d'où
m[c — b] mia — c]
X = — ^ ^ et r = — -^ — ,— •
Si l'on suppose alors a>6 et c>a, la valeur négative de y indique une impossibilité absolue et une absurdité dans les conditions du problème. En effet, le prix c du mélange qu'on veut obtenir doit être nécessairement renfermé entre les prix donnés a et 6.
De rinfini comme solution.
206. Une valeur infinie est, en général, un signe d'impossibilité de satisfaire tant aux équations posées qu'au problème qui en dépend. Ainsi, dans le problème précédent, si l'on suppose a = i et c différent de a, les valeurs de x et de^ se présentent sous forme infinie et correspondent à une impossibilité absolue. En effet, puisque les vins à mélanger coûtent le même prix, leur mélange ne peut admettre un prix différent.
Cependant, il peut arriver que la solution infinie, sans contenir aux équations, soit une réponse très-nette et parfaitement admissible pour le problème à résoudre. C'est ce qui a souvent lieu en Géométrie, où l'état limite d'une grandeur, indiqué par le symbole oo y peut correspondre à une construction particulière et déterminée.
Supposons, par exemple, qu'on veuille mener une tangente commune extérieure à deux circonférences de rayons r et r'.
Soient [fig. 6) 0 et 0' les deux circonférences données, AA' une tangente commune à Fig. 6.
ces circonférences, qui "->-^
vient couper la ligne des /^ ^^^ """■^''~"*#4---^
centres 00' au point C. — l j^ \_ ^W^t'^^^^^'" c
Prenonspourinconnue^ V y ^ ^""^
la distance OC.
Si l'on mène les rayons OA et O'A' aux deux points de con-
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tact A et A'y la Géométrie donne immédiatement
OC _ OA X _ r
c'est-à-dire
r' x = rx — rd et a: = -, d,
Tant que r est > r', la valeur de x est positive, et le point de rencontre C est à droite du point 0.
Si r est < r', la valeur de x est négative, et le point de rencontre de la tangente commune avec la ligne des centres est à gauche du point 0 (203).
Si Ton a enfin r= r', on trouve a? = oo ; mais, les deux cercles étant alors égaux, la tangente commune ûeyieni parallèle à la ligne des centres. La solution infinie indique donc seulement, dans ce cas, que le point de rencontre C, par exemple, s'éloigne de plus en plus à droite de 00' à mesure que r se rapproche de r' et que, à la limite, pour r= r', ce point de rencontre se transporte à l'infini sur les deux droites OC et AA', devenues parallèles.
De même, lorsqu'on cherche à déterminer un angle analyti* quement et qu'on prend pour inconnue la tangente trigonoraétrique de cet angle, une valeur infinie trouvée pour l'inconnue indique simplement que l'angle demandé est droit {voir la Trigonométrie, 1. 11).
Des solutions indéterminées. 207. Lorsque les valeurs des inconnues d'un problème se présentent sous la forme -9 l'indétermination indiquée par
ces valeurs peut être réelle ou apparente (117). Si elle est réelle, les équations posées rentrent les unes dans les autres; si elle est apparente, on a oublié de supprimer des facteurs communs qui, s'annulant pour l'hypothèse adoptée, masquent des valeurs déterminées.
Reprenons le problème de mélange traité au n" 205. Les valeurs des inconnues ont pour expression
mic^b) _ m[a^c)
ALGÈBKE ÉLÉMENTÀiaE. 463
Si Ton suppose a = h=zCy on trouve j;r=r-el j = -* L'in-
délerminaiion est ici évidente. Puisque les vins à mélanger ont le même prix, leur mélange peul être effeclué dans toutes les proportions possibles» et son prix reste égal au prix commun des vins mélangés. Quant aux équations du problème, si Ton introduit dans ces équations l'hypothèse « = 6 = c, elles se réduisent toutes deux à :r4-j=/n, c'est-à-dire qu'elles rentrent bien Tune dans l'autre.
208. Soit, au contraire, cet autre exemple : Trouver l'aire d'un trapèze {Jig^']), en le considé-- pig. ^.
rant comme la différence de deux ^^
triangles. . „
Il , N
Soient B et 6 les bases du trapèze, c/ '! i '\ n
H et A les hauteurs des deux triangles / j;" \
dont il est la différence. L'aire cher- / i/ ^\
chee a pour expression a b
(i) S=^(BH-M),
et la Géométrie donne en outre, à cause du parallélisme des bases du trapèze, l'équation de condition
On en déduit
et
On a donc
En substituant ces valeurs dans l'équation (i), on trouve
Si l'on suppose alors B = 6, S se présente sous la forme -> indétermination apparente due à la présence du facteur com-
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lîiun 'fi — b^ aux deux termes de l'expression considérée. Si on le supprime avant toute hypothèse, on a ensuite, pour
résultat évident, puisque le trapèze devient alors un parallélogramme dont la hauteur est, comme celle du trapèze, H ~A. Remarquons à ce sujet que, pour B= 6, les équations (2) et '3; donnent
ce qui doit être, puisque, à mesure que b tend a devenir égal à B, le côté AC étant supposé Qxe, le sommet commun O des deux triangles OAB, OCD s'éloigne de plus en plus dans la direction AC; mais la différence (H — A}, restant constamment égale à la hauteur du trapèze. Test encore à la limite, quand il se transforme en parallélogramme. C'est là un exemple d'indétermination apparente, relativement au symbole 00 — oc ( 119).
Problème des covniers.
209. Nous allons faire rapplication des notions qui précèdent à la résolution du problème des courriers.
Deux courriers sont en marche sur une même route depuis un temps indéterminé. Ils se trouvent à un même instant, l'un en un point A, l'autre en un point B de cette route i fig, 8). Otî conncdt la distance
Fig. 8.
AB = d, on sait que le premier courrier parcourt p kilomètres par heure^ que le second courrier en parcourt v* dans le même temps. On demande de déterminer l'instant et le lieu de la rencontre des deux courriers.
Supposons qu'on compte les distances en kilomètres à partir du point A, et les temps en heures à partir de l'instant où les deux courriers sont ensemble, l'un au point A, l'autre au point B. Admettons que les deux courriers marchent dans le même sens, de A vers B et au delà de B, et que leur rencontre ait lieu en R, à droite du point A. Désignons AR parx et BR par j; désignons par / le temps pendant lequel ces parcours s'effectuent. Puisque le premier courrier fait v kilomètres par heure, il parcourt en / heures vt kilomètres. On a donc
X — vt.
On trouve de même
Il est évident qu'on a d'ailleurs, d'après Thypothèse admise,
Substituons les valeurs de x et de jr exprimées en fonction de / dans la troisième équation obtenue ; elle devient
d'où
par suite,
vd
Discutons ces valeurs :
I® Si l'on a c > p', ces valeurs sont positives et satisfont à la fois aux équations et au problème. En efiet, le premier courrier marchant plus vite que le second et gagnant sur lui, pour chaque heure écoulée, p — p' kilomètres, finit nécessairement par Tatteindre en un point R situé à droite des deux points Â et B où les deux courriers se trouvent simultanément à l'instant considéré.
2** Si l'on a p < (^, les valeurs trouvées sont négatives : elles satisfont nécessairement aux équations. Satisfont-elles au problème? Elles ne satisfont pas évidemment au problème tel qu'il est posé. Si v est <p', le premier courrier marche moins rapidement que le second : l'avance que le second a déjà sur lui s'accroît, pour chaque heure écoulée, de p'— p kilomètres ; les deux courriers ne peuvent donc jamais se rencontrer à droite) du point Â et à partir de l'instant considéré. Mais on remarque que Ki distance du point de rencontre R aux points A et B est susceptible d'être comptée à droite ou à gauche de ces points, que l'instant de la rencontre peut de môme être postérieur ou antérieur à Tinstanl considéré. Les valeurs négatives trouvées doivent donc indiquer une distance mesurée à gauche du point Â ou du point B [Jig. 9), un temps compté vers le
Fig. 9.
R ^ rf B
passé. C'est ce que nous allons vérifier, en remettant le problème en équation dans celte nouvelle hypothèse. En conservant les mêmes notations, on a, dans ce cas,
Db C. — Cours, I. 3o
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Si Ton compare ce système au précédent, on voit que les deux systèmes ne difièrent que par le changement de signe des inconnues ; en changeant jr en — x,^ en — jr^ i en — i, dans le premier système, on reproduit le second. Les valeurs négatives qui satisfont au premier système trouvé satisfont donc au second système lorsqu'on les prend positivement (199), c'est-à-dire qu'il y a bien eu une rencontre à gauche du point A et avant l'instant considéré.
Il est, en général, inutile de faire la vériQcation indiquée dans les cas analogues à celui que nous venons de traiter. // suffit de s'assurer que les cîuingements de sens supposes ne font varier, dans les équations obtenues , que les signes des inconnues correspondantes, pour pouvoir interpréter immédiatement les solutions négatives.
V" Si Ton a p = p', les valeurs trouvées se présentent toutes les trois
sous la forme — • Si Ton considère alors les conditions du problème, on
voit qu'il ne peut exister aucune réponse à la question ; car les deux courriers, marchant aussi vite l'un que l'autre, seront toujours et ont toujours été séparés par la distance d. Leur rencontre n'a donc jamais eu lieu et ne sera jamais possible.
4"^ Si l'on a à la fois (^ = t^' et </ = o, les valeurs trouvées se présentent
toutes les trois sous la forme -• Si l'on considère alors les conditions du
problème, on voit que la réponse à la question est complètement arbi* traire ou indéterminée; car les deux courriers, marchant aussi vite l'un que l'autre et se trouvant ensemble au point A, ont toujours été et seroiU toujours ensemble, de sorte que leur rencontre a lieu en un point quelconque et à un instant quelconque.
210. Si les cas particuliers qiCon veut examiner ne diffèrent les uns des autres que par le changement de sens de certaines données, il suffit de trouver les formules qui résolvent un seul cas. En y cJtangeant ensuite les signes des quantités qui changent de sens, on obtient les formules qui conviennent aux cas caractérisés par ces variations. Seulement, lorsque les valeurs des inconnues changent de signe, il faut les porter en sens contraire.
Reprenons le problème précédent, et admettons que les distances positives correspondent toujours à la droite des points A et B, et les temps positifs à l'avenir.
Si l'on suppose que les deux courriers marchent dans le même sens en se dirigeant de B vers A et au delà de A (Jîg, lo], au lieu de se diriger
Fig. 10.
de A vers B, ou doit, dans les premières formules, changer p en — » et
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ff* en — p'; d conserve son signe. On obtient
fl
-vd
Si «^ est > p, /est positifs x et jr ont des valeurs négatiçes: la rencontre a lieu après l'instant considéré et à gauche du point A.
Si p' est < p, r est négatif, .r et^ont des valeurs positives: la rencontre a lieu avant l'instant considéré et à droite du point A.
C'est ce qu'on peut facilement vérifier en traitant directement la question.
Admettons, en dernier lieu, que les deux courriers marchent en sens contraires, le premier de A vers B, le second de B vers A (fig*i^)* On
Fig. II.
doit, dans les formules initiales, changer le signe é^v'\deXv conservent
les mêmes signes. Il vient
vd^
tetjc sont positifs, x ^^ négatif. La rencontre a toujours lieu après l'instant considéré, à droite du point A, à gauche du point B. Si les deux courriers marchent en sens contraires {J!g. 12), mais en se
tournant le dos à partir des points A et B, c'est-à-dire si le premier courrier marche dans le sens de B vers A et le second dans le sens de A vers B, c'est le signe de » qu'on doit changer. On obtient
_ — vd __ ^^
'~ — (v-h v') ~" v-hv'^
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t eif sont toujours négatifs, jc toujours positif : la rencontre a toujours lieu avant Tinstant considéré, à gauche du point B et à droite du point Â. Les derniers résultats énoncés sont évidents.
Résumé.
211. i"" Les solutions positives répondent généralement à la question, si le problème a été complètement mis en équations, c'est-à-dire si cette mise en équations renferme toutes les conditions de renoncé,
2® Les solutions négatives indiquent généralement un changement de direction, de la droite vers la gauche ou de l'avenir vers le passé, lorsque les quantités considérées sont susceptibles d'une opposition parfaitement tranchée, comme dans les exemples qui précèdent.
3® Les solutions négatives indiquent une impossibilité absolue et un vice dans renoncé, lorsque les quantités considérées ne sont pas susceptibles d'un changement de sens,
4^ Le symbole — correspond à une impossibilité absolue et
indique un vice dans l'énoncé, à moins qu'il ne soit l'expression d'un état géométrique particulier (206).
5** Le symbole - correspond à une indétermination complète, si aucun facteur commun n'a été oublié (207).
6^ Enfin, un problème ayant été résolu dans une certaine hypothèse, la formule trouvée permet de résoudre immédiatement les autres cas particuliers du même problème, lorsqu'ils ne diffèrent du premier cas résolu que par le changement de sens de certaines données : on n'a qu'à changer dans la formule obtenue les signes des quantités qui changent de sens. Si l'on trouve alors pour les inconnues des valeurs ayant des signes différents de ceux qui les affectaient d 'abord, il faut compter ces valeurs en sens contraire du sens d'abord adopté, pourvu que ce changement de direction soit compatible avec la nature des grandeurs considérées (203, 20&).
212, Au sujet de celle dernière règle (6*), une réserve est nécessaire. Pour qu'une solution négative s'interprète par un simple changement de sens> il faut non-seulement que ce changement de sens soit compatible avec la nature des gran-
deurs considérées, mais encore qu'il n'entraîne en réalité dans les équations du problème, que le changement de signe de chacun des termes renfermant l'inconnue négative. C'est là une vérification à laquelle on doit s'astreindre, ju.squ a ce que l'habitude permette de la faire instantanément. C'est surtout lorsque la question traitée comporte plusieurs origines distinctes que la remarque que nous venons de faire a toute son importance.
213. Quel que soit le nombre des inconnues d'un problème et quelle que soit la simplicité des relations qui peuvent exister entre quelques-unes d'entre elles, il faut se garder, en général, de faire l'élimination de tète» de manière à réduire immédiatement le nombre des inconnues et des équations. Le calcul n'en est presque pas plus simple, les erreurs sont plus faciles à commettre, et c'est là une raison décisive pour ne pas employer cette simplification; la discussion du problème devient souvent plus obscure et plus pénible à cause des équations et des inconnues supprimées.
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THÉORIE DES INÉGALITÉS
Principes généranx relatifs aux inégalités.
214. On dit que la quantité A est plus grande que la quantité B, lorsque la différence de ces deux quantités est positive. Dans le cas contraire, la quantité A est plus petite que la quantité B.
11 résulte de cette définition que toute quantité positive est plus grande que zéro, que toute quantité négative est plus petite que zéro^ et d'autant plus petite qu elle est plus grande en valeur absolue.
Ainsi l'on a5>o; — 3<o; — 3>> — 7, parce que
Nous allons parcourir les principes généraux auxquels le calcul des inégalités se trouve soumis.
215. I. On peut ajouter ou retrancher une même quantité aux deux membres d 'une inégalité, sans en changer le sens.
Si Ton a A > B, on a
car^ si la différence A — B est positive > il en est de même d( la différence (A -t-m) — - (B-hm).
II. On peut multiplier ou diviser les deux membres d'une inégalité par une quantité positive, sans en changer le sens. Si l'on a A > B, on a
Am> B/7i, m étant une quantité positive. En effet, si l'on a A — B>o,
on a aussi
(A — B)m ou Am — B/n^-o,
puisqu'on ne change pas le signe d'une quantité en la multipliant par une quantité positive.
Le cas de la multiplication renferme celui de la division:
multiplier par - revient à diviser parp,
III. Si l'on multiplie ou si Von divise les deux membres d'une inégalité par une quantité négative^ il faut renverser le sens de r inégalité.
Si l'on a A — B >> o et si m est une quantité négative, on a
parce que le produit (A — B)/n aun signe contraire à celui de A — B.
216. IV. On peut ajouter membre à membre deux inégalités de même sens, on ne peut pas les retrancher*
Si Ton a A > B et C > D, on en déduit
A-f-C>B-hD; car on a
A — B>o et C — D>o,
d'où
c'est-à-dire
(A-hC) — (B-t-D)>o.
Si l'on retranche membre à membre les deux inégalités proposées, il faut, pour savoir le sens de l'inégalité résultante, opérer sur un exemple numérique. On ne sait pas d'avance dans quel rapport la différence A — C peut être avec la différence B — D.
V. On peut retrancher membre à membre deux inégalités de sens contraire, on ne peut pas les ajouter. Si l'on a A>B etC<D, on a
A-OB-D
En effet, puisqu'on a A — B>o etD — C>o, ona aussi
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c'esl-à-dîre
Si Ton ajoute membre à membre les deux inégalités consldéréesy il faut, pour savoir le sens de l'inégalité résultante, opérer sur un exemple numérique; car on ne sait pas d'avance si A + C l'emportera sur B + D ou si Tinverse aura lieu.
217. YI. On peut multiplier membre à membre plusieurs inégalités de même sens, pourvu qu'elles aient lieu entre quantités positives.
Si Ton a A > B, A' > B', A'' > B% on en déduit
AA'A''>BB'B
On voit que la démonstration serait en défaut si les quantités considérées n'étaient pas toutes positives.
Comme rien n'empêche de supposer tous les premiers membres des inégalités données égaux entre eux, ainsi que leurs seconds membres, on voit qu'on peut élever à une même puissance les deux membres d'une inégalité lorsqu'ils sont positifs. De A >> B, on déduit
Réciproquement, de A" > B*", on peut déduire
en supposant A et B pris positivement.
ÀLGÈBUE ÉLÉMENTAIRE. 47^
On ne peut pas multiplier membre à membre deux inégalités de sens contraire. Si Ton a A > B el C <D, on ne sait pas d'avance si AC sera supérieur ou inférieur à BD.
VIL On peut diviser membre à membre deux inégalités de sens contraire, lorsqu'elles ont lieu entre quantités positives*
Si Ton a A > B el C < D, on en déduit
AD>BC et ^>^,
c'esl-à-dire
La démonstration serait en défaut si les quantités considérées n'étaient pas toutes positives.
On ne peut pas diviser membre à membre deux inégalités de
même sens. Si l'on a A>B et C>D, on ne sait pas d'avance
si jT J CRiportera ou non sur =r«
218. Il convient de remarquer, en terminant, que la définition donnée au n** 214 est imposée par les conditions nécessaires de généralisation sui lesquelles nous avons insisté au n^ 32.
Si Ton part de l'inégalité
(1) a -4- b^ r -h dy
on en déduit immédiatement, en retranchant ^ + c des deux membres,
(2) n — c'^fl-^b.
Si les hypothèses particulières adoptées conduisent k b = d et, par conséquent, à a > r, l'inégalité (a) devient
Si l'on suppose, au contraire, a = c, on b nécessairement ^ > r/ d'après rinégalité (i),el l'inégalité (2) devient
Enfin, si Ton a /? < c, on a encore, à plus forte raison, b"^ d^ et la différence entre b et d doit être, d'après l'inégalité (i), plus grande que la différence entre c et a.
On voit donc que, pour qu'on puisse passer, dans tous les cas, de Tinégalité (i) a l'inégalité (2), c'est-à-dire pour que le calcul des inégaliiés conserve toute sa généralité^ il faut précisément admettre la loi de gradation établie par définition entre les grandeurs réelles au n°214.
474 ALGÈBRE ÉLÉMEH TAIRE.
Ces grandeurs forment ainsi une série croissanle qui va de — « à + 00 , le passage des quantités négatives aux quantités positives s'eflectuant par zéro, limite commune des nombres négatifs croissants et des nombres positifs décroissants. Comme Tindique Ddhajibl dans son dernier Ouvrage sur les Méthodes, on n'entend pas par là c qu'il existe des quantités moindres que rien », et l'inégalité qui semble le dire n'est a qu'une forme sans danger a, qu'on peut modifier dès qu'on le juge convenable. D'après ce qu'on vient de voir, — 3 < o, par exemple, équivaut à 3 > o, et — 3 > — 7 équivaut à 7 > 3.
Inégalités dn premier degré à nue on denz inconnnes.
219. Lorsqu'une égalité renferme une inconnue au premier degré, on peut déduire de cette inégalité une /imi7e supérieure ou inférieure que l'inconnue considérée ne doit pas dépasser dans un sens ou dans l'autre.
Il est évident qu'on ne change pas les valeurs des inconnues qui satisfont à une inégalité donnée en lui faisant subir les changements précédemment indiqués (215). Par conséquent, on peut, pour ces inégalités comme pour les équations, transposer des termes d'un membre dans l'autre à la condition de changer leurs signes; on peut aussi chasser les dénominateurs ou supprimer les facteurs communs de la même manière, en ayant soin de renverser le sens de l'inégalité si le dénominateur commun ou le facteur commun supprimé est négatif. Nous supposons que le dénominateur commun ou le facteur commun ne renferme pas les inconnues.
220. Quelle que soit l'inégalité proposée» on peut toujours la ramener à la forme
On en déduit
d'où
c'est-à-dire
Aar-!-B>A'ar-l-B'.
A^- A'ar>B -B,
(A-A')ar>B'-B,
X >> r7 si A est supérieur à A',
et
X < -r si A est inférieur à A'.
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B'— B Dans le premier cas, -7 est une limite inférieure de x :
X peut recevoir toutes les valeurs plus grandes, mais aucune
B'— B plus petite. On dit alors que ■ ^ . > est un minimum de x.
Dans le second cas, . __^ ., est une limite supérieure de x : X peut recevoir toutes les valeurs plus petites, mais aucune plus grande. On dit alors que t-_-77 est un maximum de x.
221. Si X doit satisfaire à plusieurs inégalités et si elles donnent des limites de même sens, on n'a évidemment besoin qae de considérer la plus petite ou la plus grande de ces limites. Si Ton trouve x^ a, x'^ b, x'^ c, el s\ c est la plus grande des trois quantités a, 6, c, la valeur c représente le minimum de x. Si l'on trouve, au contraire, x<ia% x<Cb\ X <C ^i et si cf est la plus petite de ces trois quantités, pour que toutes les conditions imposées soient remplies, il faut regarder d comme le maximum de x.
Si Ton obtient à la fois ar> m et a7<;p, et si /i surpasse m, on en conclut que x ne peut recevoir que les valeurs com' prises entre ces deux limites : m est son minimum, p son maximum.
Si l'on obtient à la fols x^m elx<Cp, mais si p est inférieur à m, les deux conditions imposées sont contradictoires: il n'y a pour x aucune valeur possible.
222. S'il s'agit de deux inégalités du premier degré à deux inconnues, il faut remarquer que l'on peut bien conclure, des inégalités A > B et C> D, l'inégalité
A-hC>B4-D,
c'est-à-dire que les valeurs des inconnues qui rendent A >> 6 et C >• D rendent aussi A -f- C > B -h D; mais on ne peut pas affirmer que les deux systèmes
d'une part, et
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de Taulre, soient équivalents» parce qu'on ne peut pas con* dure du second système la condition C>D (216, IV). On ne peut donc plus opérer^ comme pour les équations, par voie d'addition ou de soustraction.
Si Ton a, par exemple, tes deux inégalités
4ar — 37>ii,
ar>3, on en déduit
ar> > — ^- et x<^^ -•
On peut doiij donner à jr une valeur arbitraire, à la condition de ne donner en même temps à a: qu'une valeur comprise entre les deux limites indiquées.
Pour que ces deux limites ne soient pas contradictoires» il faut d'ailleurs qu'on ait
7r — 3 ^ ii-f- 3r
d'où
i4j — 6>ii-»-3j et x^
y peut donc passer par toutes les valeurs plus grandes que — >
et, pour chaque valeur de j^, on est mattre de remplacer x par
toutes les valeurs comprises entre les deux limites — . -
nr — 3 et
CHAPITRE PREMIER
cârrë et racine carrée des quantités algébriques.
Remarques préliminaires.
223. Nous rappellerons d'abord plusieurs règles connues (voir Livre premier. Chapitre VII), en les appliquant aux radicaux du second degré :
i^ On élève un monôme au carré en élevant son coefficient au carré et en doublant les exposants des lettres qui y entrent (21); on extrait la racine carrée d'un monôme en extrayant la racine carrée de son coefficient et en divisant par 2 les exposants des lettres qui y entrent.
2^ On élève au carré un produit de plusieurs facteurs en élevant chacun d'eux au carré; on extrait la racine carrée d'un produit de plusieurs facteurs en extrayant la racine carrée de chacun d'eux (73).
3^ On fait entrer un facteur sous un radical carré en élevant ce facteur au carré; on fait sortir un facteur d'un radical carré en extrayant la racine carrée de ce facteur.
4'' On élève une fraction au carré en élevant ses deux termes au carré; on en extrait la racine carrée en extrayant la racine carrée de ses deux termes (74).
S"* On élève un radical carré à une puissance en élevant à cette puissance la quantité qu'il recouvre (75).
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6^ On extrait la racine d'un radical carré en multipliant son indice par celui de la racine à extraire [76].
7'' On élève un binôme au carré en formant le carré du premier terme, le double produit du premier terme par le seco id, le carré du second terme (30).
Il en résulte qu'on peut trouver les deux ternies d'un binôme lorsqu'on connaît les deux premiers termes de son carré • On obtient le premier terme du binôme en extrayant la raxsine carrée du premier terme de son carré; on obtient son second terme en divisant le second terme de son carré par le double de la racine carrée du premier terme.
Ainsi, les deux premiers termes du carré d'un binôme étant
x^-hpx, le premier terme du binôme est v^ ou x, le second
px p terme est ^-— ou ^«
S** Le produit de la somme de deux quantités par leur différence est égal à la différence des carrés de ces quantités (30). On a
{^'\-\Jb){s/a^^)'^a-b.
g"" La racine carrée d'une quantité positive est susceptible
d'un double signe (70). On a ^4==^ ^> parce que + 2 ou — 3 élevé au carré reproduit 4-
10° La racine carrée d'une quantité négative n'est susceptible d'aucune expression positive ou négative : c'est une
quantité imaginaire (70). v^— 4 est une quantité imaginaire. On
peut l'écrire v/4 X — i. Si Ton convient alors d'appliquer aux expressions de cette forme les mêmes règles de calcul qu'aux radicaux carrés recouvrant des quantités positives, on peut extraire séparément la racine de chaque facteur et poser
On voit qu'on peut ainsi toujours réduire le signe d'imaginarité
au symbole v^— i. On représente généralement ce symbole par la lettre 1. On a donc
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Carré d'an polynôme.
224. Nous savons former le carré d'un binôme, cherchons le carré d'un trinôme a-Hè-t-c. On peut le considérer comme un binôme dont le premier terme est a + 6. On a alors
(a-h 6-t- c)* = (a -f 6)»4- 2(a-+- A)c-h c» ou
(a-h 6-f- cj'==a'-i- Tkah 4- 6' -H aac 4- 26c-!- c*.
Le carré d'un trinôme est donc égal au carré du premier terme ^ plus le double produit du premier terme par le second^ plus le carré du second^ plus le double produit de chacun des deux premiers termes par le troisième, plus le carré du troisième.
Si un terme e/ s'ajoute aux précédents, on a évidemment
(a -4- 6 4- r -h rf)' = (a -h 6 -h c)' -h 2 ( a -4- 6 -f- c) rf 4- rf».
Par l'introduction d'un nouveau terme, on ajoute donc au dé* veloppement le double produit de chacun des premiers termes par le dernier, plus le carré de ce dernier. La loi est manifeste.
On peut l'énoncer en disant que le carré d'un polynôme renferme les carrés de tous ses termes et les doubles produits de tous ses termes pris deux à deux.
Cette loi ayant été vérifiée dans le cas d'un binôme et d'un trinôme, il suffit d'ailleursy pour en prouver la généralité, de démontrer que, si elle est vraie pour un polynôme de n termes (a-i-64-c4-. . .4- A"), elle l'est nécessairement pour un polynôme contenant un terme de plus, tel que /. On a, en effet, en regardant les n premiers termes du nouveau polynôme comme n'en formant qu'un seul,
(a -4- ft 4- c H- . . . -H A" -I- /)'
Le dernier terme du second membre est /', et la première parenthèse de ce même membre renferme, par hypothèse, les carrés des n premiers termes du nouveau polynôme; elle renferme aussi les doubles produits de ces n premiers termes considérés deux à deux, tandis que la seconde parenthèse contient leurs doubles produits par/. La règle est donc justifiée.
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225. Si Ton considère un polynôme ordonné (a-f-6-t-cî4-...), on peut remarquer que les deux premiers et les deux derniers termes de son carré ne se réduisent avec aucun autre et restent dans le développement tels qu'on les a trouvés.
En effet, en supposant que les exposants de la lettre ordonnatrice aillent en décroissant, on voit que a^ et 2a6 contiennent la lettre ordonnatrice à une puissance plus élevée que tous les autres termes; les deux derniers termes, quels qu'ils soient, contiennent cette même lettre à une puissance plus faible que tous les autres termes.
Racine caiTée d'un polynôme.
226. Soit à chercher la racine carrée d'un polynôme supposé carré parfait. Ce polynôme a au moins trois termes, puisque le carré d'un monôme est un monôme et que le carré d'un binôme est un trinôme. DésignonS'le par P et représentons sa racine carrée par a-h6-+-c-f-ûf-f-.... On a alors
P = (a-h6-f-c-j-rf-i-.. .)'.
D'après la remarque faite (225), le polynôme étant supposé ordonné suivant les puissances décroissantes d'une certaine lettre, ainsi que sa racine carrée, ses deux premiers termes sont sans réduction, a' et nab.
En extrayant la racine carrée du premier terme du poly* nôme proposé, on a donc le premier terme de la racine.
Si l'on retranche a' de P, le reste R qu'on obtient est égal à
Son premier terme étant égal à lab^ il suffit, pour avoir le second terme de la racine, de diviser ce premier terme 2ab par le double 2a du premier terme écrit à la racine.
Ayant les deux premiers termes de la racine, on forme le carré du binôme correspondant a + &> et on le retranche du polynôme P. On en a déjà retranché a*; pour former la quantité 2ab -H b^ qu'on doit retrancher du reste R alors obtenu, il sulfît d'écrire à la suite du double 2a le second terme b et de multiplier par ce second terme l'ensemble 2a h- 6. Le nouveau reste R' est égal à
2ac 4- 2bc -H c* -♦-... .
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Le premier terme de ce reste est encore le produit du double du premier terme de la racine par le troisième terme de cette racine : il suffit donc de le diviser par aa pour avoir le troisième terme c. Il faut ensuite former le carré du trinôme déterminé par les trois premiers termes de la racine et le retrancher du polynôme P. On en a déjà retranché (a-4-é)»; il faut donc seulement retrancher du reste R' alors obtenu
ce qui revient à
(aa -!- ^6 H- 6-)c.
Pour obtenir l'expression à retrancher du reste R'» il faut donc former le double des deux premiers termes de la racine» écrire à la suite le troisième terme de cette racine et multiplier l'en* semble trouvé par ce troisième terme.
Il n'est pas besoin d'aller plus loin : la règle à suivre est évidente. Dès qu'on a trouvé le premier terme de la racine en extrayant la racine carrée du premier terme du polynôme proposé, on trouve tous les autres en divisant le premier terme de chacun des restes successifs par le double du premier terme de la racine. On obtient d'ailleurs les différents restes en retranchant successivement du polynôme donné le carré du premier, des deux premiers, des trois premiers... termes de la racine; ce qui revient, dès le second reste, à retrancher du reste précédent le produit de l'ensemble du double de la partie écrite à la racine suivi du dernier terme trouvé, parce dernier terme. On est averti qu*on est arrivé au dernier terme de la racine lorsqu*on obtient un reste nul. Réciproquement, la ra^ cine est exacte si l'on trouve un reste nul.
L*opération présente la disposition suivante. Soit a extraire la racine carrée du polynôme
25 /r j*— 20 «*a:*-f- 74 «* J?* — 4 8 ^-îp*-*- 57 fl*x*— a8 fl'x-f-4 «•
—ioa^j^-h 8/?V— 28fl'a:-+-4rt* — SflV+aSfl'o:— 4 a»
Ob C— Cours. I.
Snx*-
7^Ar-
"la
lOfli'-
loax^-
loaj^"
'ia^x'-h
-in 'in*
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L'extraction de la racine carrée des polynômes a une grande analogie avec l'extraction de la racine carrée des nombres. On écrit immédiatement les produits à retrancher au-dessous des restes successifs, en changeant les signes des termes de ces produits à mesure qu'on les calcule et en les disposant de manière à faciliter la réduction des termes semblables. On n'écrit pas le premier terme de^chaque produit, qui détruii forcément le premier terme du reste correspondant (*).
227. L'extraction est impossible en termes entiers et rationnels lorsque, le polynôme étant ordonné par rapport à une lettre quelconque, le premier et le dernier terme ne sont pas des carrés parfaits. Elle est encore impossible lorsque, le premier et le dernier terme étant des carrés parfaits, le second et ravant-dernier terme ne sont pas respectivement divisibles par le double de la racine carrée du premier et du dernier terme. Enfin l'extraction est encore impossible lorsqu'on est conduit à un reste dont le premier terme n'est plus divisible par le double du premier terme posé à la racine (').
228. Lorsque le premier terme du polynôme proposé est un carré parfait, on peut toujours commencer l'extraction de la racine carrée et la continuer jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste R dont le premier terme ne soit plus divisible par le double du premier terme de la racine. Si l'on appelle P le polynôme proposé et A le polynôme écrit à la racine, on a, d'après ce qui précède,
R = P-A% d'où P = A»-4-R.
On peut donc remplacer le polynôme P, dans le cas considéré, par un polynôme carré parfait augmenté d'un autre polynôme de degré inférieur au premier par rapport à la lettre ordonnatrice.
(') Si la lettre ordonnatrice entrait dana- plusieurs termes du polynôme proposé avec un môme exposant, la règle à suivre serait identique; seulement l'extraction principale serait compliquée d'extractions partielles.
(*) On doit remarquer que, lorsqu'on accepte les exposants négatirs, les extractions de racines carrées inexactes peuvent se continuer indéfiniment : Texpression d'une pareille racine est alors composée d'un nombre illimité da termes (90).
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Soit le polynôme
— 7a*j: + aa*
Sà'x 5a^x
Après avoir trouvé à la racine le binôme 3ax* — Sa^x, on est obligé de s'arrêter au reste — 7 a* a; -t- 2a«, dans lequel le premier terme est de degré inférieur par rapport à a? au premier terme écrit à la racine. On peut alors poser
ga'x* — 3oa*x*-h^5a*x^— 'ja^x-hun* = {3ax^ — 5a*xy^ 7^*0; -4- 2a«.
229. Comme exercice, cherchons la condition pour qu'un trinôme du second degré de la forme ax* -i-bx-hc soit un carré parfait. Nous effectuerons l'extraction de la racine carrée de ce trinôme jusqu'à ce que nous parvenions à un reste indépendant de x. En égalant ce reste à zéro, nous aurons la relation à laquelle les coeflBcients «, b, c doivent satisfaire pour que le trinôme soit carré parfait.
ax*
|/fl.
Le reste indépendant de x étant — -_ + c, il faut qu'on ait hcr=o,
ce qui revient évidemment à A'— 4flc = o. Quel que soit x, le trinôme sera donc carré parfait si le carré du coefficient de x est égal au quadruple produit du coefficient de a^ par le terme qui ne contient pas x.
(hi aurait pu, pour éviter dans le calcul les quantités irrationnelles, multiplier le trinôme par a. Il aurait fallu ensuite diviser la racine carrée
obtenue par ^.
La racine carrée ya,x-i - est d'ailleurs rationnelle par rapport à x.
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ
A UNE INœNNUB.
Formules générales de résolution des équations du second degré
à une inconnue.
230. Une équation du second degré à une inconnue peut contenir des termes en j7% des termes en or, des termes indépendants de X. Si l'on réunit tous les termes de Téquation dans le premier membre de manière à réduire le second à zéro, la forme la plus générale d'une équation du ^econd degré à une inconnue est
ûjF'-4- hx -f- c = o.
a^ b, Cf sont des quantités positives ou négatives, littérales ou numériques, monômes ou polynômes.
231. Nous considérerons d'abord deux cas particuliers. !• On suppose c = o.
L'équation se réduit à
ax*-\-bx=zo ou x(ax -^ b) =o.
Pour qu'un produit de facteurs réels soit nul, il faut et il suffit que Fun des iacteurs soit nul. L'équation donnée se partage donc en deux autres
a?=o, ax -i- b = Oy
de sorte que les racines correspondantes sont
x=:o ei x = •
»• On suppose 6 = o.
ÉLÉMENTAIRE
L'équation se réduit à
ax^
On en déduit
Par conséquent, l'inconnue ^r est le nombre qui, élevé au
carré, reproduit la quantité • On a donc (223)
232. Passons maintenant au cas général, que nous ramènerons au précédent.
Nous multiplierons par ^a [ce qui est permis, si l'on suppose a différent de zéro (99)] les deux membres de Téquatlon
donnée
ax^-\-bX'^-c=.Om
Nous obtiendrons ainsi
^li^x^-^-^ahx -h^ac = o.
Les deux premiers termes du premier membre sont alors les deux premiers termes du carré du binôme T^ax -\- b (223, 7^). Nous pouvons donc compléter ce carré en ajoutant le carré h^ aux deux membres de l'équation transformée, ce qui est également permis (98). En transposant en même temps le terme ^ac dans le second membre, nous aurons
c'est-à-dire
[2ax -+- by = b^ — ^ac.
Si l'on prend nax-h b pour inconnue auxiliaire, on a immédiatement, d'après le second cas particulier (231),
nax -h b =zh sjb^ — 4^^'5 d'où, en résolvant par rapport à x,
, , — b± Jb^ — inc
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Si Ton désigne les deux racines par x' et ^, on a, en les séparant.
x' = I et x''=^ — 5.
Remarques sur la nature des racines des équations du second degré
à nne inconnne.
Soit l'équation générale du second degré
ax* -h 6x -H c = o,
dont les racines ont pour expression
ia
La quantité 6' — ^ac^ placée sous le radical de la valeur de x, peut être positive, négative ou nulle» De là, trois cas à distinguer.
236. Premier cas. — Si Ton a 6*— 4^^> o, les racines de l'équation sont réelles et inégales [les quantités positives et négatives constituent les quantités algébriques réelles par opposition aux quantités imaginaires (70-223, loi^)].
Le premier membre de inéquation équivaut, dans ce cas, à la différence de deux carrés.
En effet, puisque &'— ^ac est une quantité positive, on peut poser b* — ^ac = k*, en désignant par /r une quantité réelle dont le carré sera nécessairement positif. On a alors, en se reportant au n*" 232,
4fl*^* 4- ^abx -h 6' = 6* — 4^^ = f^*9
c'est-à-dire
[^ax -h by — /f' = o.
237. Deuxième cas. — Si l'on a b^-^ ^ac <^o, les racines de l'équation sont imaginaires (70-223, lo**).
Le premier membre de l'équation équivaut, dans ce cas, à la somme de deux carrés.
En effet, puisque b*—^ac est une quantité négative, on peut poser 6'— ^ac = — h^, en désignant par k une quantité réelle dont le carré sera nécessairement positif. On a alors, en se
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reportant au n** 232,
^a^x^-h^abx -h b^z= b^-^ ^ac = — h\
c'est-à-dire
Le premier membre de l'équation, étant la somme de deux carrés, reste positif pour toutes les valeurs réelles de x; par conséquent, aucune valeur réelle de x ne peut l'annuler, el l'Algèbre doit répondre par des racines imaginaires.
Le calcul des expressions imaginaires est soumis, comme nous l'expliquerons plus tard en délail [voir V Algèbre supé" rienre)y aux mêmes règles que celui des quantités réelles (223, lo""). On admet donc, en particulier, que l'expression
V'— 1 élevée au carré donne pour résultat — i, et que, pour extraire la racine carrée d'un produit, il suffît d'extraire la racine de chaque facteur, qu'il soit positif ou négatif. Les racines de l'équation étant ici
— 6 ifc Jb' — ^ac ^b±)J^ /i>
on peut écrire, d'après ce qui précède (223, lo*"],
par suite
-b±ki X = •
Si l'on pose = a, — = (3, a et ^ étant des quantités
réelles, on a finalement
Telle est la forme générale des expressions imaginaires auxquelles la résolution des équations du second degré à une inconnue donne naissance dans l'hypothèse de b^— ^ac<^o.
On traite dans les calculs le symbole i = y/— i comme une lettre ordinaire, à la seule condition de remplacer l'par — i.
On peut vérifier alors que, dans le cas considéré, les valeurs imaginaires de l'inconnue annulent le premier membre de l'équation, c'est-à-dire satisfont bien à celte équation.
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238. Troisième cas. — Si l'on a 6' — ^ac^^o^ les racines de l'équation sont réelles et égales. Elles se réduisent toutes
deux, d'après la formule (i), à •
Le premier membre de l'équation équivaut, dans ce cas, à un carré parfait.
£n effet, on a alors, en se reportant au n? 232,
4a* or* H- ^aba: + 6*= 6' — J^ac = o,
c'est-à-dire
[lax -\- by =zo.
239. En résumé, toute équation du second degré de la forme ax* -h bx -h c = o admet deux racines qui sont réelles et inégales, imaginaires ou réelles et égales, suivant que la qucuitité caractéristique b* — ^ac est positive, négative ou nulle, c'est-à-dire suivant que le premier membre de Véqua* tion est la différence de deux carrés, la somme de deux carrés ou un carré parfait»
Applications.
i^ Soit proposé de résoudre l'équation
u -h b a — b 3 X — a X — ib a
Chassons les dénominateurs, en ayant soin de conserver à part le dénominateur commun 2(x — fl)(j: — 3ô). Il vient
2(«-+-i») (jT — 3^) -H2(fl — ô) (x — «) = 3{x — a)(.r — 3^),
lax -t- 'i.bx — ^ab — 66* H- lax — ibx — afl'-H 'kab
= 3x^'^Sax — gbx-hQab.
En simpliûant et en ramenant l'équation à la forme générale, on a
3x* — (ya-+-^b) x-i-^ia* -h i3ab -t- 6b^ = o^ d'où
En effectuant les calculs sous le radical, on trouve
ya -i- ob dzi/a5û* — 3ofl6-l- 9^*
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La quantité placée sous le radical étant le carré du binôme 5a — 36, on a en6n
En séparant les racines, on peut écrire
af = 2a-h ùj jr = — - — .
Ces valeurs n'annulent pas le dénominateur commun supprimé
a(ar — fl)(x — 36),
elles vérifient d'ailleurs l'équation proposée : ce sont donc les racines cherchées (i 21).
a** Soit proposé de résoudre l'équation
^a -hx = I H- v/6 -+- Jî,
et d'appliquer la formule aux données
Quand une équation renferme des radicaux du second degré, elle peut être ramenée à la forme générale ax* -t- 6x + c = o par des élévations successives au carré ; mais ces élévations pouvant augmenter le nombre des racines (104), il faut avoir soin de vérifier les résultats obtenus.
Pour faire disparaître les radicaux, il faut ici élever deux fois de suite au carré. On obtient d'abord
d'où
n^b -+- X = Or- b^ I.
En élevant encore au carré, il vient
d'où
[a^b^iY^^b
Comme nous avons élevé au carré, la racine trouvée peut ne pas satisfaire à l'équation proposée. Vérifions cette racine. Si on la substitue à la place de x dans l'équation, on a
/ (fl — 6-1)*— 46 r (a — b — xY^Jh
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Le premier radical revient à
lia — ^b -^^ \a — b — \]'^ , ITCâ
Si Ton considère (/? — 6 — i)' comme le carré du binôme (a — ^) —i, 11 vient
La quantité placée sous le radical représente le carré de-— ^ »
c'est-à-dire que ce radical équivaut à la fraction ; • Le second
radical \/à -h j— ^ ^ n'est évidemment autre cbose que )a
fraction • On doit donc avoir
a — ô-hî a — A — I
égalité évidente.
Si Ton fait dans la formule générale a = 7 et 6 = a, la valeur particu* lière de x est
Substituée dans Péquation
/7-h.r =s I H- /a-f- x, elle donne Tidentité
3* Résoudre ^équation
(jr'-+-ax — 35) (a:* — j* — 6) =0.
Il suffit évidemment de poser successivement
x' ■+■ ax — 35 = G et x* — x — 6 = o.
La première équation donne
X = - 1 dt /TT^ = - 1 ± 6, d'où I "^1 ^ ^ ^
La seconde équation donne à son tour
x = = > d'où \ _,
Les quatre racines cherchées sont 5, — 7, 3, — a.
4* Résoudre ^équation
v/x-+- 5-+- ^ix-^% = 7,
£n élevant une première fois au carré, on trouve
X -h S -[- ix -¥ 8h- a v^(x-+- 5) (2x
d'où •
av^(xH-5) (2j:-+-8)= 36 — 3.r.
Si Ton élève une seconde fois au carré, il vient
4(x-f-5)(2,r-i-8) = (36 — 3x)% d'où
Cette équation donne
Par suite,
Nous devons vérifier ces racines. La première conduit à
résultat inadmissible : elle ne vérifie pas l'équation donnée. La seconde
racine conduit à
c*estrà-dire à une identité : elle seule vérifie donc l'équation proposée.
Si l'on prenait le premier radical avec le signe —, la première racine conviendrait, et la seconde racine ne satisferait plus. 11 faut remarquer à ce sujet que les signes particuliers des radicaux disparaissant dans l'élévation au carré, l'équation finale répond à toutes les combinaisons de signes de ces radicaux : une racine qui ne satisfait point au premier abord peut donc convenir si l'on fait sur les signes des radicaux Thypothèso convenable, à condition toutefois que cette hypothèse soit permise.
5^ Résoudre l'équation
v/a8 H- 2 JT = ^11 -H j: -*- i .
En élevant les deux membres au carré, on obtient
d'où
Une seconde élévation au carré donne
I-I2XH- x'= 84 H
d'où
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On en déduit
jr = — 4 ± /164-48 = — 4 ± 8.
On a donc
j:'= 4 et x* = — la.
La première valeur substituée dans Téquation donne
v/36 = v/âS -f-i.
La seconde conduit à
La première vérifie Téquation telle qu'elle est posée; la seconde ne la vérifie que si Ton peut prendre les deux radicaux avec le signe—. 6* Résoudre l'équation
v/14 -*-^ -I- v^5 -H a X == I, En élevant au carré, on a
i4-+- -r H- a v/(i4 H- j:) (5-f- *kx) -h 5-1- aj? = d'où
av^(i4 -+-x) (Sn-aj:) = — 18— Sx.
En élevant une seconde fois au carré, il vient
4(i4 + x) (5 -♦- ajc) = (18 -♦- 3j?)',
c'est-à-dire
JT* — a4 X + 44 = o.
On en déduit
X = la ± ^144 — 44 = la ± 10.
On a donc
x* = aa et x* » a.
La vérification donne
c'est-à-dire qu'aucune des racines trouvées ne satisfait. Pour qu'il y ait vérification, il faut qu'on puisse prendre d'abord le premier radical avec le signe — et le second avec le signe -h ; puis, faire l'inverse.
Cas particnlier où le coefficient a est égal à zéro.
241. Si l'on suppose a = o, l'équation générale s'abaisse au premier degré et devient
6j;-hc=o, d'où a: = — t*
Si l'on introduit la même condition dans la formule générale
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de résolution, on trouve
Les deux racines se présentent donc alors sous la forme
or =-9 x^=z = 00.
Comme la formule générale a été obtenue en supposant expressément a différent de zéro, il pourrait se faire que Taccord cessât d'exister entre les résultats fournis par l'équation ellemême et ceux déduits de la formule; mais nous allons voir que cet accord se maintient» même dans l'hypothèse extrême que nous considérons.
En effeti avant toute supposition sur la valeur de a, on a
— 64- Jà* — ^ac
Multiplions les deux termes de cette expression par la différence — 6 — ^b*^^ac. On trouve alors
(-- 6 -h )/b* — 4atf ) (— fr ~ ^6» — 4 âc)
tff -. ~r •
2a( — b — ^6»— ^ac) c'est-à-dire, en effectuant et en simplifiant.
ar =1
^^ai^b-^^b^—^ac) —6 — >/b' — 4
ac
On voit que le facteur commun na disparaît. C'est ce facteur qui, en devenant nul, réduisait à zéro les deux termes de la valeur de x'. Si l'on fait maintenant a = o, on obtient, pour vraie valeur (117) de x',
ac c
C'est la racine fournie par l'équation 60; -f- c = o.
Quant à la seconde racine x^^ qui, d'après la formule générale, se présente sous forme infinie, son existence dépend du théorème suivant : Toutes les fois que, dans une équation algébrique, les premiers termes disparaissent successivement
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et par ordre^ à chaque terme disparu correspond une racine injinie»
Posons, par. exemple, en nous bornant à l'équation du second degré, j:=: -• L'équation ax^-^ 6a; -h c=:o devient
yt y.
ouy en chassant les dénominateurs.
Pour a = Oy cette équation se réduit à
c)'-^ br=:.Oy d*où j'=— - et y*r=o.
Par suite, l'équation en x admet alors pour racines, en venu de la relation a; = -,
Si l'on supposait à la fois a = o et 6=o, on aurait 0^-^ = 0. d'où y = 7^= o et, par suite, a7'=jc*'=oo.
CHAPITRE m
PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS DU SEœND DBGRÉ.
Relations entre les coefficients et les racines d'une éqnation
dn second degré.
2k2. Reprenons la formule générale
— 6±: v^t»— ^ac
En séparant les deux racines, nous aurons
X — 9 or =
Si l'on ajoute ces deux valeurs, il vient
Si on les multiplie, on trouve
On a au numérateur de l'expression le produit d'une somme par une différence : on peut donc le remplacer par la différence des carrés des quantités considérées. On a ainsi
et l'on peut énoncer ces deux propriétés très-importantes.
Dans toute équation du second degré :
!•* La somme des racines est égale au quotient changé de signe du coefficient de x par celui de x^\ 2* le produit des
Dx C. — Coût 1. 1. 32
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racines est égal au quotient pris avec son signe du terme indé pendant par le coefficient de x^.
Soit l'équation
ox -h
La somme de ses racines est égale à et leur produit à -•
Soit réquation
x^ — Zx — 5 = 0.
La somme de ses racines est égale à 3 et leur produit à — 5.
2th3. Ce qui précède permet de résoudre immédiatement cette question : Trouver deux nombres dont la somme et le produit soient donnés.
Si la somme donnée est S et le produit donné P, les deux nombres cherchés sont les racines de Téquation
X* — Sa: -i- P = o, puisqu'on a, en désignant ces racines par x' et x"^
On peut facilement vérifier ce théorème usuel. Si Ton appelle X Tun des deux nombres demandés, l'autre est S — o:, et l'on
doit avoir
d'où
Sjt — ar'=P ou a:» — Sa: -h P = o,
X représentant l'un quelconque des deux nombres, les racines
de celte équation sont les deux nombres cherchés.
Trouver deux nombres dont la somme soit i5 et le produit 56.
On a
x>— iSa: 4- 56 = o,
d'où
i5±:^a25 — 224 i5dri
c'est-à-dire
^kk. On peut encore, d'après ce qui précède, indiquer la nature des racines d'une équation du second degré sans la
résoudre. Prenons réquailon sous la {otvcïq ax^ -h hx -\- c =:o^ ei remarquons qu'il est toujours permis de supposer a positif (*). Nous distinguerons trois cas :
1* Si c est positif y le terme — ^ac^ placé sous le radical dans
la formule générale x= -^~ » est négatif. On ne
peut donc savoir d'avance la nature des racines qu'en formant la quantité ft'— ^ac.
Si Ton a 6*— 4«c<o, les racines sont imaginaires; aucune recherche ultérieure n'est nécessaire.
Si l'on a ft' — 4^^ = o> 'es racines sont réelles et égales.
On a immédiatement r = 5 puisque le radical s'annule.
D'ailleurs^ les deux racines étant égales, chacune d'elles est la
moitié de leur somme •
Si l'on a b^ — ^ac'> Oy les deux racines sont réelles et inégales. Elles sont de même signe, puisque leur produit - est
positif. Leur somme étant 9 elles sont positives si h est
négatif, négatives si b est positif, c'est-à-dire qu*elles sont do signe contraire à 6.
2" Si e est négatif le terme —^ac^ placé sous le radical
de la formule générale x = — » est positif; la
quantité placée sous le radical est alors toujours positive, c'est-
à-dire que les racines sont toujours réelles. Leur produit -
étant négatif, elles sont de signes contraires : Tune est positive, l'autre est négative; la plus grande des deux en valeur absolue donne son signe à la somme des racines, c'est-à-dire qu'elle
est de signe contraire à 6, puisque cette somme est •
3« Si c est nul, le terme — 4«c s'évanouit, et l'on a
{*) Si a était négatif, on n'aurait qu'à changer les signes des deux memhrec de Téquation.
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L'une des racines est nulle, l'autre est • En effet, le nro-
duit des racines étant nul sans que leur somme le soit. Tune dVIIes est nulle et l'autre est égale à leur somme. C'est encore ce qu'indique immédiatement l'équation
« ar* -h h X = o,
d*oii l'on déduit
j:[ax H- fc) =0.
En résumé, les racines de l'équation sont réelles et inégales dans deux cas : si c est positif et qu'on ait A' — ^ac^o, ces racines réelles sont toutes deux de signe contraire à b; sic e$t négatif, les racines, toujours réelles, sont désignes contraires^ et la plus grande en valeur absolue est de signe contraii^ à b. Soit l'équation
On a ici
les racines sont imaginaires.
Soit l'équation
On a
Les racines sont toutes deux égales à — j ou a i.
Soit l'équation
Sx* — iZx -+-8 = 0.
On a
Les racines sont réelles et inégales. Elles sont toutes deux positives.
Soit l'équation
c est négatif; les racines sont nécessairement réelles. Elles sont de signes contraires : la plus grande est positive, parce que b est négatif*
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Condition pour qne Téquation du second degré ait ses denz racines égales et de signes contraires.
De l'hypothèse a;'= — x*', on déduit j;'-f-^''=o
mais (242) j/-f-^*'= • On doit donc avoir alors 6 — o.
Ainsi y pour qu*une équation du second degré ait ses deux racines égales et désignes contraires, il faut et il suffit que le coefficient de son second terme soit égal à zéro.
Condition pour que denz équations dn second degré aient
nne racine commune.
Soient les deux équations
ax^ H- 6x H- c = G, a'x^ -\- b'x -f- </= o.
Si xf désigne une racine commune à ces deux équations^ on doit avoir à la fois
ax'^ H- bx' -^ c = o, aV-f-6V4-6'==:o,
d*oii l'on déduit, en retranchant ces deux égalités membre à membre après les avoir multipliées respectivement par a' ei para»
[aV — ba')x' H- a& — ea'= o.
On a donc, pour l'expression de la racine commune en fonction des coefQcients des deux équations données»
- ca! — ac'
ab'--bd*
Ces deux équations devant élre saiisfaites simultanément par x-=ix\ on obtient la condition cherchée en remplaçant dans Tune d'elles x par x*. On a, par conséquent,
( ca' — ac'Y - en' — ac' ,ah —ha'V ab' ^ ba'
ce qu'on peut écrire, en chassant les dénominateurs, a[ac' — ca')^'^ blca' -- ac') (ab' — ba') -i- c( ab' — ba'^=o
ou
a{ac'^ca'Y={ab''-ba')[b{ac''^C(^)^c[ab'-^ba')].
Si Ton simplifie dans le second membre et si Ton supprime le facteur commun a qui apparaît alors, l'équation de condition demandée est finalement
[ac' — ca Y =[ab'-- ba' ) ( bc' — cb').
En écrivant les coefficients des équations données sur deux lignes horizontales, en les multipliant ensuite en croix-eten séparant les produits obtenus par le signe — , on a les trois binômes afc'— W, bd — cb', ac' ^ ca\ On peut donc énoncer la condition trouvée en disant que le carré du dernier binôme doit être égal au produit des deux autres.
Condition ponr qne deux équations du second degré aient
les mêmes racines.
2^7. Soient les deux équations
ax^-\- bx-h c = o, a'x*-^' 6'^-t-c'=o,
qui ont les mêmes racines x' et x". On a alors à la fois (242)
On en déduit immédiatement
Pour que deux équations du second degré aient les mêmes racines, il faut donc et il suffit que les coefficients des deux équations soient proportionnels.
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Sonunes des puissances semblables des racines d'une équation
dn second degré.
248. Nous nous proposons d'établir la formule générale qui permet d'obtenir la somme de deux puissances semblables quelconques des racines de l'équation du second degré. Mettons cette équation sous la forme
En multipliant les deux membres par a:^"', on obtient
réquation ainsi transformée doit être encore satisfaite pour x = x' et X = x", en désignant ainsi les racines de Téquation donnée. On a donc
fi a
En ajoutant ces deux relations, et en isolant la somme af^^x""^ dans le premier membre de Tégalité résultante, on a
C'est la formule demandée : deux sommes consécutives étant connues, elle détermine la somme suivante. Or,
x'* -k- x"* = 1 et x' -^-x" = .
Par conséquent, en remplaçant m par les valeurs a, 3, 4, 5, ..., on obtient
,2 -- 0* ar /;' — T^ac fr a ir
,. j,. ù b^ — lac bc —b^ -h Zrtbc
a or a* a^
M ff4 b — /;' '+-^nbc c b^^iar b^ — A nb^c -f- 'in^c' .r -H X ' = . = ,
,. „, h b* — i (dPc -h la^c^ r — 6* -H '^abc
_ —b^-h- f) (ib^ r — 5 <'/' bc^
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Décomposition d'mi trinôme dn second degré en factenn
du premier degré.
Soit un trinôme du second degré
ax* -H bx -f- c.
X peut recevoir dans ce trinôme toutes les valeurs possibles. Si on régale à zéro, il en résulte pour x deux valeurs spéciales x' et x'y racines de l'équation ax^ '\-bx-¥c^=.Oy et l'on a (242)
ar'-f-ar^rzz 9 x' x" ^=^ -•
Si l'on met le trinôme donné sous la forme
ax^
b c et si l'on remplace les quotients - et - par les expressions
équivalentes — {x' -^x") et x^x", on obtient évidemment un trinôme identique au proposé, dans lequel x peut de nouveau recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi,
ax^ -*- 6j; -f- c = «[ar'— [x' -i- x*')x -{- x'x'^].
Mais
On a donc finalement V identité
ax^ -+-é:r -+-<? = a[x — x'] [x — .r"),
et l'on parvient à ce théorème dont l'usage est continuel :
Tout trinôme du second degré de la forme ax^ -h 6 j: -f- c équivaut au produit du coefficient de son premier terme par deux facteurs du premier degré, obtenus en retranchant respectivement de la variable x chacune des racines j/ et x" qu'on trouve en égalant le trinôme à zéro.
Si l'on demande de transformer le trinôme 2a:'-+-5x— 63,
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on pose
2JC* -f- Sx — 63 = o,
Par suite»
aa:'-f-5 jc — 63 = i{x — ^,5) (j?-+-7),
quel que soît/r.
De mèmey si l'on demande de transformer le trinôme
X* — Si: -f 6,
on pose
d'où
5±v/25 — 24 5=fri i x' =3,
a? = ï ^ = et ] ^
Par suite,
quel que soit or.
250. Le théorème précédent est si important, que nous en donnerons une seconde démonsiration directe. Soit le trinôme ax^ + ia: + c. On a identiquement
ax* -h bx -^ c =^ a i x^ H- -j?-+-- )•
On ne change rien à la quantité renfermée entre parenthèses,
en l'augmentant et en la diminuant à la fois du terme -r-;" On
4« a alors
ou
ax
mais x^ -\ — X -h 7—: représente le carre nu binôme x '\ >
Cl la différence TT— est le carré dei/ , , ^^* On peut
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donc crrîre
ax^
La différence des deux carrés renfermés entre parenthèses peut être remplacée par le produit de la somme de leurs racines par la différence de ces mêmes racines; d'où
ax^
bx '^c = a [x -\ ^-\/7— :
(x A- /lEZ/i\
Mais, si l'on se souvient que l'équation
ax^ -hbx -^ c =zo ou a:'-4--a?-h-=o
a précisément pour racines
x' = ^-\/>-, et x''=: V//-; »
la V 4^ ^ 2a V 4û a
on a en réalité, comme précédemment,
nx^ -4- bx -^ c ^=z a[x — x') [x — x")*
251. Appliquons directement au trinôme ax^-^bx -h c les considérations déjà développées (236, 237,238)» et considérons l'expression qu'on vient d'établir
ax^
Vf by [ 6> cV]
L\ aa/ \4a' fl/j
ou
(.) ax^^bx^c=aY[x-^ — yi ^^J-
Si l'on a 6' — 4«^><^> c'est-à-dire si les racines x' et x" du trinôme égalé à zéro sont réelles et inégales, on peut poser 6' — 4^^ = K.*, et regarder la parenthèse du second membre comme la différence de deux carrés.
Donc, lorsque les racines du trinôme ax^ -4- 6^ + c égale à zéro sont réelles et inégales, on peut regarder ce trinôme comme le produit de son coefficient a par la différence de deux carrés»
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Si Ton a 6» — ^ac<C.o, c'est-à-dire si les racines a/ el ar* du trinôme égalé à zéro sont imaginaires, on peut poser
A' — 4ac = — K»,
et regarder la parenthèse du second membre de l'identité (i) comme la somme de deux carrés*
Donc, lorsque les racines du trinôme ax* -f- 6a: -f- c, égalé à zéro, sont imaginaires, on peut regarder ce trinôme comme le produit de son coefficient a par la somme de deux carrés,
Enfîn, si l'on a 6* — ^ac = o, c'est-à-dire si les racines x* et x^ du trinôme égalé à zéro se confondent, la parenthèse du second membre de l'identité (i) se réduit à un carré parfait.
Donc, lorsque les racines du trinôme ax* -^ bx ~h c^ égalé à zérOy sont réelles et égales^ on peut regarder ce trinôme comme le produit de son coefficient a par un carré parfait.
En résumé, suivant qu'on a fc' — 4tfc>o, 6*— 4^^<o» é» — 4«^ = o, on peut écrire
«x'-+- bx H-
''=4("^ ^y~ êj " "^"^ ~ ^^ ^' ~ *"''
aa:*-+-6a:-f-c = 6t (a:H ) +7—;
ax^
bx-^c^^aix A ) <
Conséquence.
252. Il résulte des différentes formes que nous venons d'indiquer (251 ) que le trinôme ax* -\- bx -\- c conserve le même signe que a pour toutes les valeurs de la variable x, depuis — 00 jusqu'à H- 00 , lorsque les racines x' et x" de ce trinôme égalé à zéro sont imaginaires ou bien réelles et égales.
Quand les racines x' et x" sont réelles et inégales, le trinôme conserve le signe de a pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas comprises entre x' eix", c'est-à-dire qui sont extérieures aux racines; car, alors, les deux facteurs [x — x') el [x — x") sont de même signe et leur produit est positif. Le trinôme est de signe contraire à a pour toutes les valeurs de X comprises entre x' et x^^ c'est-à-dire qui sont intérieures aux racines; car, alors, les deux facteurs [x — a:') et (j:— x") sont de signes contraires» et leur produit est négatif.
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En résumé» le signe du trinôme est toujours celui du coefficient a, excepté dans un seul cas : celui où, les racines du trinôme égalé à zéro étant réelles et inégales, on donne à x des valeurs comprises entre ces deux racines»
Inégalités da second degré.
253. La forme la plus générale d'une inégalité du second degré est la suivante :
ax* -^ bx-^c^o ou ax^ '\- bx -{- c<^o.
On peut toujours supposer a positif. Si ce coefGcient était négatif, on multiplierait par— i les deux membres de l'inégalité et Ton en renverserait le sens (215, III).
I" Si les racines de Téqualion ax^ -f- 6ar -h c = o, obtenue en égalant le premier membre de l'inégalité à zéro, sont imaginaires ou bien si elles sont réelles et égales, les valeurs du trinôme sont toujours de même signe que a (252), par conséquent toujours positives. On satisfait alors nécessairement
à la relation
ax^ -*- 6ar H- c > o,
en donnant à x une valeur réelle quelconque; mais on ne peut jamais satisfaire à la relation
ax^ -4- bx -h c < o.
2*^ Si les racines x* et x" de l'équation ax^ -h bx -^ c = o sont réelles et inégales, on peut satisfaire à la relation
ax^ -f- 6 j: -h c? > o,
en donnant à x toutes les valeurs réelles extérieures aux racines; mais X ne peut recevoir aucune valeur intérieure taux racines (252).
En désignant par x' la plus grande des deux racines x' et x'^y on doit donc avoir, dans l'hypothèse considérée»
:r > ^' ou x<^ ^' •
Par conséquent, x' est alors un minimum de x (220), pour les valeurs de jr qui vont en croissant de â;' à H- oo , et a:' est un maximum de x pour les valeurs décroissantes de x, depuis jt* jusqu'à — 00 . Il y a discontinuité pour les valeurs possibles de X, de x" à x".
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Si Ton veut, au contraire, satisfaire à Tinégalité
a a:* H- 6jf -f- c<^o,
on ne peut donner à x que des valeurs comprises entre les deux racines (252), de sorte qu'on doit avoir
Par conséquent, x' est alors un minimum de x et x' un maximum de X, pour la série croissante continue des valeurs possibles de X, qui va de ar* à x'.
254. En résumé et a étant supposé positif, on peut toujours satisfaire à r inégalité ax* ~h bx -h €"^0 : i^ en donnant à x une valeur réelle quelconque, lorsque les racines de l'équation a.r*-f-fca:H-c=o sont réelles et égales ou imaginaires; 2" en donnant à x une valeur réelle quelconque, pourvu qu'elle ne soit pas comprise entre les deux racines, dans le cas où ces dernières sont réelles et inégales.
On ne peut satisfaire à l'inégalité ax^ H- 6a? -f- c<o que dans le cas où les racines de l'équation ax^~¥- bx -h 0 = 0 sont réelles et inégales, et alors il faut que la valeur réelle donnée à X soit comprise entre ces deux racines.
Si a était négatif, il suffirait d'appliquer ce qu'on vient de dire pour l'inégalité ax* H- 6a: 4- c < o à l'inégalité
ax^ -+■ bx -*- c > o, et réciproquement*
Soit l'inégalité
Les racines de l'équation
étant imaginaires, cette inégalité est satisfaite par toutes les valeurs réelles de x.
Soit l'inégalité
Les racines de l'équation
or' — 3a: — 4 = 0
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étanl 4 6t — I, cette inégalité n'est satisfaite que par les valeurs de X comprises entre 4 et — i; 4 est la valeur maximum de oTy — I est sa valeur minimum. SoitTînégalité
3x* — lox -f- 3 > o.
Les racines de Téquation
Sx' — loj? -4- 3 = o
étant 3 et ^9 on peut donner à or une valeur réelle quelconque,
pourvu qu'elle ne tombe pas entre 3 et -r • Pour la série allant
de 3 à + 00 , 3 est un minimum ûex; pour la série allant de r
à — ^ 1 ô est un maximum de or. Il y a discontinuité pour
les
valeurs de x, de x à 3.
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CHAPITRE IV
PROBLÈMES œNDDlSANT A UNE ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ
A UNE INCONNUE
Problème de la moyenne et extrême raison.
256. Trouver f sur la droite qui passe par deux points donnés XetBjUn point dont la distance au point X soit moyenne proportionnelle (Arithni,^ 397 ) entre la longueur AB et la distance du point cherché au point B.
Pour mettre le problème en équation, on est obligé d'assigner une position particulière au point cherché. Supposons d'abord ce point, désigné par C, placé entre les , points A et B(^. i3). Posons QA = xei AB = a. Nous aurons, d'après l'énoncé,
d'où
jc* -H ax — tf' = o.
On en déduit
a ^ Ifi^ , a ^ a r:
c'est-à-dire
Le signe h- du radical correspond à une racine positive^ moindre que a
et plus grande que -; il existe donc bien, entre A et B, un point C répon'
dant à la question.
Le signe — du radical correspond à une racine négative ^ plus grande
que — en valeur absolue. Cette racine négative, prise en valeur absolue,
indique nn point C {fig. 1 3 ), placé à gauche du point A, puisque le point C
Fig. i3.
est à droite du même point, et répondant aussi à la question; car renoncé
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permet de compter l'inconnue x^ à partir du point Â, à droite ou à gauche de ce point, et TAIgèbre, par Vopposition de signe, indique en général Topposition de sens (211). Cest ce que nous allons vérifier.
Si Ton désigne AC par or, l'équation du problème doit ôtre, pour le point C,
(•2) X* = a {fj-h x).
Or, si l'on compare les équations (i) et (2), on voit qu'elles ne diffèrent que par le changement de ^ en — x] elles admettent donc les mômes racines, changées de signes (199). La racine positive de l'équation (a) est donc bien ÂC comptée vers la gauche^ et sa racine négative est ÂC comptée vers la droite. Les équations (i) et (1) se vérifient ainsi mutuellement, et la première suffît pour trouver les deux solutions du problème. C'est encore le choix de l'origine qui rend possibles les solutions négatives (200 et suiv.). £n effet, si l'on adopte pour origine le point B, les deux solutions BG et BC sont comptées dans le même sens. En posant alors BC = X ou BC' = j:, l'équation du problème prend la forme
(a — xY=ax ou [x — aY = aXy d'où
(3) X*— SûJT-hfl' = 0;
et les racines de cette équation,
-'i^sn-^<^'^>rsi
5a sont toutes deux positives : la première surpasse — f la seconde est
moindre que -•
Il est d'ailleurs impossible qu'aucun point G' placé à droite du point Â, mais au delà du point B [fig, 14 ), puisse répondre à la question. ÂC sur-
Fig. 14.
passant à la fois ÂB et BC' ne peut être moyenne proportionnelle entre les deux distances énoncées. Si l'on pose ÂC = x, l'équation du problème est ici
x'rr a(x— fl),
d'où
et les racines de cette équation sont imaginaires (237).
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Si Ton se reporte à l'équation (i), il est très-facile de construire les racines réelles AC et AC. On a, en valeur absolue,
AC
= -^v/f-''' et AC'=f.y^.
Si Ton élève la perpendiculaire BO = - à la droite AB et si l'on joint AO
(fis- 15), la Géométrie donne AO = k/'t -»-«'• En décrivant alors la circonférence OB qui coupe la droite AO et son prolongement en Cj et en C,,
Fig. i5.
on a immédiatement AC = AC, et AC'= AC'i. Deux arcs de cercle déduis dans le sens convenable, du point A comme centre avec les rayons AC, et AC\ , déterminent donc sur la droite donnée les points cherchés C et C Nous remarquerons enfin que le problème de la moyenne et extrême raison, au lieu de se rapporter à une droite, peut être posé relativement à une surface ou à un volume. Les équations et les résultats précédents sont alors immédiatement applicables, à la condition de remplacera et x par l'expression des surfaces ou des volumes correspondants.
Problème dn pnits.
237. Calculer la profondeur d'un puits, connaissant le nombre T tle secondes qui s'est écoulé entre l'instant où l'on a laissé tomber une pierre dans ce puits, et celui où le bruit qu'elle a fait en touchant le fond est revenu frapper l'oreille: on néglige la résistance de l'air.
Représentons par x la profondeur du puits.
Le temps T se décompose en deux périodes : le temps t mis par la pierre à parcourir en descendant l'espace x\ le temps ^'mis par le son à parcourir le même espace en remontant.
La chute d'un corps dans le vide a lieu d'un mouvement uniformément varié, dont Taccélération est représentée par g = 9", 8088. La Mécanique
De C— Cours, I. 33
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donne donc
d^où
fïx
La vitesse du son dans Tair est constante et égale à 34o mètres par seconde. Si nous la représentons par p, on a donc aussi, d'après la Mécanique,
d'où
II vient par conséquent
d'où
En élevant les deux membres au carré, on trouve
On obtient donc l'équation du second degré
^ V gj
Les racines de cette équation sont réelles (236), car on a
/T i\» T' \'' gj ^
Elles sont donc toutes deux positives, puisque leur produit est égal à
T'p' et leur somme à a f - + - j pMJne seule cependant peut convenir:
le puits n'a pas deux profondeurs différentes. En appliquant la formule générale (232), on a
La première racine surpasse évidemment — » c'est-i-dire cT : c'est donc celle
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racine qu*i) Taut rejeter ; car, en vertu dfd la relation x = ot\ t étant plus petit que T, on a aussi x < c^T. Nous conserverons donc seulement la seconde solution.
Remarquons que nous avons été obligé d'élever au carré l'équation
Nous avons ainsi introduit une solution étrangère (104), celle qui corre&pond à réqualion
La singularité de deux racines positives dont une seule répond à la question se trouve ainsi expliquée.
Problème des lumières.
258. Deux foyers lumineux dUnt ensilés différentes se trouvent en A etenB; trouver, sur la droite qui Joint ces fo)'ers, un point également éclairé par cttacun d'eux.
Représentons par d la distance AB. Désignons par ta et b^ les intensités des deux lumières, c'est-à-dire les quantités de lumière qu'elles envoient au point situé, par rapport à chacune d'elles, à l'unité de distance. La Physique nous apprend que la quantité de lumière émise par un foyer relativement à un point donné varie en raison inverse du carré de la distance de ce point au foyer.
Cela posé, admettons que le point cherché soit en C, entre A et B (fig, i6). Un point situé à l'unité de distance de A reçoit une quantité de
Fig. i6.
ai * 6»
lumière a^ ; s'il est à 2 mètres, il reçoit une quantité de lumière -7- ; à
s mètres, une quantité de lumière — j enfin, à x mètres, en appelant x la
distance AC, la quantité de lumière reçue par le point C est -^ • De même, la distance BC étant égale à «f — x, le point C reçoit du foyer B une quantité de lumière t^--~ — r^- L'équation du problème est donc
x^- [d-^xf
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Le plus simple est de déduire iramédiatement de cette relation, en extrayant la racine carrée des deux membres (*),
Supposons «* > Ir, La première racine
indique l'existence d'un point C répondant à la question et compris
entre A et B. En effet, a étant > que b, l'expression 7 tombe entre
I et -• La racine x^ est donc plus petite que d et plus grande que - : le
point C est plus éloigné de A que de B, comme cela doit être. La seconde racine
af=d
indique l'existence d'un point C, toujours placé à droite du point A, mais au delà du point B, et répondant aussi à la question. En effet, l'expression j est positive et plus grande que i, de sorte que ^ surpasse d.
Si l'on a au contraire a^ < 6^ x' tombe entre zéro et - 9 parce que l'expression j tombe entre zéro et - ; ce qui indique l'existence d'un
point C répondant à la question et compris entre A et B, mais plus rapproché du point A que du point B.
La seconde racine x' est alors négative, ce qui indique l'existence d'un point C [Jig, 17] répondant à la question, mais placé à gauche du point A.
FIg 17.
Les points C et C peuvent, dans les deux cas, répondre à la question, parce que l'intensité plus grande de Tune ou de l'autre lumière se trouve compensée par l'accroissement égal à £/ de sa distance au point considéré.
(') Remarquons que, lorsqu'on extrait la racine carrée des deux membres d'une équation, on obtient toutes les combinaisons de signes en plaçant l6 double signe devant un seul des deux membres.
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Si l'on a a = &, la première racine x' devient égale à- : Je point C se
trouve à égale distance des deux foyers. La seconde racine s^ se présente
sous la forme — > et est en effet inadmissible; puisque l'intensité des deux
lumières est ia même, aucun point G' ou C, situé à droite ou à gauche des points À et B, ne peut recevoir des foyers placés en ces points la même quantité de lumière.
Enfin, si Ion a en même temps a = 6 et </ = o, on trouve j/ = o et
0:' = -) ce qui correspond bien à Tindétermination complète et évidente
du problème.
Proposons-nous enfin de construire les racines x' et ai' dans Thypothèse de layf^. 16. On a alors
et — = -
d-^ xT
Ëlevons deux perpendiculaires aux extrémités de AB [Jig, 18). Sur la première, prenons, au-dessus de AB, AH = a; sur la seconde, prenons, de
PS» .fi
Fig. 18.
part et d'autre de AB, les longueurs BR = BR'r= b. Les droites HR et IIR' coupent la droite AB et son prolongement aux points demandés C et C En effet, les triangles semblables de la figure donnent
AH
AC
BR' BG
ou
r/-AG
Si Ton compare ces proportions avec les relations (i), on voit qu'on a AC = x' et AG' = JT*.
Si Ton a a < 6 au lieu de a > 6, HR' coupe AB en un point G' situé à gauche du point A.
Si Ton a a = ^, HR coupe AB en son milieu et HR' est parallèle à AD.
Ces résultats sont d'accord avec la discussion précédente.
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Problème du tronc de pyramide.
259. On €ionne le volume V, la hauteur h et le côté A de la base inférieure B d^un tronc de pyramide à bases parallèles, La base B étant supposée un hexagone régulier, on demande de trouçer le côté x de la base supérieure du tronc.
On a alors B = 5L_ , et la Géométrie élémeniaire donne immédiate-
ment la formule
On en déduit Téquation
(l) -Ti -+- T -+- * — T.T — O OU X^-\-kx-\-A} Î77— — O.
^ ' A' A on B/i
On a donc
A_^ /3A'V ii} k[ ^ f\
_ . '3(4V^BA
Les racines de Téquation (i) restent donc imaginaires , tant que l'on a
B/i V < — - • Elles deviennent réelles et restent toutes deux négatives, tant
que V demeure compris entre —r^^T* ^^ e^^i^ le terme indépendant
de réquation (i) est alors positif, et les deux racines ont le signe de leur
somme. Enfin, ces deux racines sont, Vune positive et Vautre négative^
B/i quand V surpasse — ? puisque le terme indépendant de l'équation (i) est
alors négatif.
Dans le premier cas, le problème est impossible; dans le deuxième, deux troncs de seconde espèce (') répondent à la question ; dans le troisième cas, un tronc de première espèce et un tronc de seconde espèce y répondent à la fois.
(*) Voir Traité de Géométrie^ par Eue. Rouché et Cb. dk Cohbe&ocsse, cin quièmc édition (//• Partie, p. 8a et suivantes).
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CHAPITRE V
ÉQUATIONS DE DEGRÉ SUPÉRIEUR DONT LA RÉSOLUTION SE RAMÈNE AU SECOND DEGRÉ.
Équations bicarrées.
260. Une équation bicarrée est une équation du quatrième degré qui ne renferme que des puissances paires de Tinconnue. Une pareille équation peut donc toujours être mise
sous la forme
ax* ■+- bx^ -h 6* = o.
Pour ramener sa résolution à celle d'une équation du second degré, il suffit de poser x^=^y et, par suite, x^=^y^. L'équation donnée devient alors
ay^ -4- fc^'* -f- c = o, et Ton en déduit
— b±slh^ — iac
Mais, dear* =:/, on tire a: = ± yÇ^; par conséquent.
b ± \Jb^^ ^ac
la
En assemblant les signes de toutes les manières possibles, on trouve pour x quatre valeurs, deux à deux égales et de signes contraires. Ces valeurs sont
dr=-+-V/ '- — , X
yjb' 2a
— ^nc
Jt
- /\ac
- 4 ac
On voit qu'on a jc' = — x" ei a:*' = — x^^\ on pouvait prévoir ce résultat. Celte propriété n'appartient pas seulement à l'équation bicarrée, elle appartient à toute équation qui ne renferme que des puissances paires de l'inconnue. Dans ce cas» en effet, si la racine ar = -ha convient, la racine x=— a convient aussi ; car ( -f- a)v = ( — «}''', p étant un entier quelconque.
261. Cherchons à reconnaître la nature des racines de l'équation bicarrée sans la résoudre. Désignons par/' et/" les racines de l'équation «/"-f- 6/-f- c = o; les racines de l'équation ax^ -f- hx^ -I- c = o ont alors pour expression
x = ±^, x = ±>lf.
i^ Les quatre racines de l'équation bicarrée sont réelles si l'on a/'^o ety>o, c'est-à-dire si les racines de l'équation a/* -h 6/ -+- c = o sont positives. Il faut pour cela qu'on ait 6' — ^ac'^Oy c> o et 6<[o (2W, i**), en supposant a positif, ce qui est toujours permis.
2'' Les quatre racines de l'équation bicarrée sont imaginaireê si l'on b jr^ <Co ei y <io. Les racines de l'équation «/' -f- 6j -f- c* = o doivent alors être toutes les deux négatives; ce qui entraîne les conditions b*^ ^ac'^o, c>o et 6>o (2U, 1°).
3*" L'équation bicarrée admet deux racines réelles et deux racines imaginaires, lorsqu'on a, par exemple, /'>o ei X'K^o. Pour cela, il faut que les racines de l'équatioD ay* -^ bjr -^ c = o soient réelles et de signes contraires ; la seule condition nécessaire est alors c<o (244, a").
4" Si l'on a b^ — /^ac = o, il vient y'=^y. Les racines de l'équation bicarrée, égales deux à deux, sont réelles si l'on a z' > o ou 6 < o» imaginaires si l'on a/' < o ou A > o. Dans
ce cas, x = ±i/ (244, i**).
5* Si Ton a 6* — /^ac<^o, les racines z' et 7^ sont imaginaires, et il en est de même des racines de l'équation bicarrée
262. Le premier membre de l'équation «j^-* -h 6/ 4- c = 0 peut se mettre sous la forme «(jr — ^) (t*— 7^)- • • (249). Mais on a d'une manière générale x^=Xp ^n même temps que
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od^=^y el x^^=zy^. Par suite, on peui poser ay^-hby -hc ou a x^ -{- b x^ + c =i a[x^ — x'^)[x^ — x^^].
X' — x'^ -=[x— x') [x -f- x') et x^ — x"'^ = [x — x"*] [x -f- x'].
On peut remplacer d'ailleurs la racine x* par la racine x*' prise en signe contraire, c'est-à-dire par — x"; de même, x^ est égale à — ar»\ On a alors
x^ — x'^z=z [x — x') [x — x") et x^ — X*'» z=i[x^x^][x — x^"),
c'est-à-dire ax*-¥- hx^-h c=:a{x — x') (x — x") [x — x*^) (x — ^'^).
Et Ton voit bien sous cette forme pourquoi l'équation bicarrée admet quatre racines et pourquoi elle ne peut en admettre davantage.
Soit proposé de résoudre V équation
jf*— 12,49-2:' H- 23, ©4 = o.
En appliquant la formule générale, on a immédiatement
d'où
c'est-à-dire
= it /io,24 = ± 3,2 et x = ± v/a,25 = ±1,5.
Soit encore Véff nation
x^ _ a(fl' -4- b') x^-h{b^— a^Y = o.
En appliquant la formule générale, on a
x=dz \/«'-t-^*±vV'-*-^')'- (^' — «')'»
X= rb y/fl' -h ^'zh 2flf/>,
d'où
x= zfc v^(« -t- ^)» == ± (û H- ^) et x=:h)/{a--by = zt(a-bY
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Transformation des expressions de la forme vA±V^-
La résolution des équations bicarrées conduit à des
expressions de la formev/A ±v^Ii, c'est-à-dire qui correspondenl à Textraction de la racine carrée d'une quantité en partie rationnelle et en partie irrationnelle. On peut, dans certains cas, transformer ces expressions en une somme ou une différence de deux radicaux simples du second degré ; et cette transformation, outre son importance au point de vue théorique, facilite la réduction des formules en nombres.
Nous supposerons d'abord que, A et B étant des quantités rationnelles, B est en outre positif. Nous écrirons alors
en Imposant aux quantités inconnues x et/ la condition d'être elle-mémes rationnelles. Si l'on admet que les deux membres de réquation posée ne renferment que des quantités positives, on a le droit de les élever au carré, et il vient (72)
A -I- v^ =:x-\-2, yfxy" -f- y^ c'est-à-dire
(A — X — y) -I- y/B = 2 sfxy.
En élevant de nouveau au carré, on trouve
(A — or— /)»-l-2(A — a:— j)^-hB = l^xy.
Le second membre de cette équation étant rationnel d'après l'hypothèse adoptée, il faut que le premier membre le soit aussi.
Le terme qui contient v^B doit donc disparaître de lui-même, quel que soit B, ce qui exige que le coefficient (A — assoit égal à zéro. On a ainsi
k—x — y^o ou ar-f-j=\.
H en résulte, d'après l'équation considérée elle-même,
B = 4^/ ou xy=y
On connaît donc la somme et le produit des deux inconnue&r et/, qui sont alors (243) les racines de l'équation du second
degré
d'où
Les valeurs de x et de r doivent être rationnelles, comme nous l'avons supposé, pour que la transformation effectuée ait une utilité pratique; et>pour qu'il en soit ainsi, il faut que
la quantité ^ A= — B, placée sous le radical de la valeur de z, soit un carré parfait.
Si Ton représente ce carré par C% on a, en séparant les racines de réquation en z,
X =. et r=
Par suite.
(!) ^A-^VB^vZ-t^-^V/
Si Ton a à transformer l'expression y A— vB, on pose de même
en supposant :c>j^. Les mêmes raisonnements et les mêmes calculs conduisent alors au résultat
(2; VA-v'H=:y/^-^
On peut enfin changer à la fois les signes des deux membres dans les équations (i) et [2], de sorte qu'on a
(3) _Va-h,/B = - y/^-^
-Vi:r7S = -^^^^.v/i=^
Les formules (i), (2), (3), (4) sont évidemment comprises dans la formule générale
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si l'on convient de prendre, dans celle dernière égalité, les mêmes signes extérieurs dans les deux membres ainsi que les mêmes signes intérieurs, sans qu'il existe d'ailleurs aucune corrélation entre le choix adopté pour les signes extérieurs el celui fait pour les signes intérieurs.
Il est à remarquer que l'équation yjx -h vB= yjx + yfy- z suffi pour déterminer les deux inconnues ^et y, parce que la condition de rationnalité imposée à ces inconnues tient compte implicitement d'une seconde équation.
£65. Exemples.
i" Transformer l^ expression
On a ici
A = 5, B = ai.
Par suite,
A'-B=C^ = a5 — ai = 4 ou C = 2.
Il en résulte immédiatement
v/^vw^
ou
\ls ■+- v/*2i = ■+- v/3,5 -H v/i,5 .
2° Étant donnée une équation bicarrée y cJiercher la condition pour ffue la transformation dont il s'agit puisse être appliquée aux racines de cette (équation.
Soit réquation
ax* -h bx' -h c = o.
On en déduit
On a ici
A=_A et 8 = *'-'''''
2fl 4rt^ '
par suite,
.2__P b^ b^ — ^nc _ ^ac c
La condition demandée est donc que le quotient - soit un carré parfait.
Soit réquation
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g étant un carré parfait, la transformation peut être effectuée. On a
Par conséquent, A = 4, B = 7, A* — B = C = 9 et C = 3 ; ce qui permet d'écrire
266. Lorsque la quantité A'— B n'est pas un carré parfait» la transformation dont nous venons de nous occuper est encore possible, en ce sens que les deux expressions comparées sont toujours équivalentes; mais elle n'a plus d'utilité» puisqu'elle remplace l'expression proposée par une expression plus compliquée.
Cependant» nous considérerons le cas où B est une quantité négative. L'expression A + v^ devient alors une expression imaginaire du second degré» qu'on peut mettre sous la forme A -h K I (237), en posant B = — K*. Extraire la racine carrée de A -h ^, c'est alors extraire la racine carrée d'une expression imaginaire du second degré. Il est facile de voir que cette racine carrée est une expression imaginaire de môme espèce (261, 5«).
En effet, nous avons déjà dit (et nous reviendrons plus en détail sur ce point dans la section consacrée à V Algèbre su-périeure,i. III] que les expressions imaginaires auxquelles la résolution des équations du second degré donne naissance doivent être traitées à l'aide des mêmes règles de calcul que les quantités réelles, en regardant le carré de v^ — i ou i' comme égal à — i.
On peut donc poser encore
et cette équation suffira pour trouver les inconnues x et ^, pourvu qu'on leur impose la condition d'être des quantités non plus rationnelles, mais réelles. Si l'on reproduit alors identiquement les opérations précédentes, en tenant compte de cette dernière condition, B est partout remplacé par — K^ de sorte qu'on parvient aux valeurs
A-+-\/A»-4-K» A — v/A«-f- K> x = • et /= •
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Celle de x est positive, tandis que celle de ^ est négative. On peul donc poser j: = a* el 7= — 6'. Il en résulte, d'une manière générale,
± )fA±Ki = ±[a± bi).
Équations binômes (*).
Toute équation binôme est une équation de la forme
a étant une racine quelconque de cette équation, posons x= ay\ on aura af* = a"^, d'où
Mais a étant une racine de Téquation (i), on doit avoir /i" = A et, si l'on divise les deux membres de Téquation précédente par a", elle de* vient
Ayant calculé les racines de V équation (a), on obtient ensuite toutes celles de V équation \\) à Vaide de la relation x = ay.
Si l'on suppose que la constante de l'équation binôme soit une quantité réelle, on peut mettre son signe en évidence en écrivant l'équation aous la forme
(l bis) J7™ qr A = o.
A étant alors une quantité positive, on peut toujours trouver une quantité positive a, telle qu'on ait 0"= A. En posant encore jc = ay^ on ramène, comme précédemment, la résolution de l'équation (i bis) à celle de l'équation
{%bis) /"qil=:0.
Nous allons parcourir, comme exercice, quelques cas particuliers de la résolution des équations binômes, en les considérant exclusivement sous l'une des deux formes
(*) La théorie des équations binômes fait partie de la théorie générale ^es équations (voir t. 111). Nous n'en disons ici quelques mots qu'aûn de pouvoir présenter d'utiles exercices de calcul.
On a à résoudre les équations
^—1 = 0, d'où j=±:i;
J^' -f- I = G, d'où ^ = ± y/— I = dz «.
a* OT = 3.
On a d'abord à résoudre l'équation
jJ — I = o.
En divisant le premier membre de cette équation par^— i, on obtient (54) le quotient exact j'+zh- i; on peut donc la mettre sous la forme
Elle se décompose alors en deux autres équations
jr — I = o, d'où / = I ;
j'-+-r-f- 1= o, dou ^= ^ = -^
L'équation ^ — i = o admet donc une racine réelle égale à i et deux racines imaginaires. Il est facile de vérifier que chacune de ces racines imaginaires est le carré de Vautre , de sorte que, l'une d'elles étant représentée par a, l'autre le sera par a'.
L*équation considérée revenant à ^= y/l^ on peut dire que l'unité a
trois racines cubiques i , a, a*, en posant a = — •
Soit maintenant l'équation
Elle ne diffère évidemment de l'équation 7^—1 = o que par le changement de jr en —y\ ses racines sont dono les mêmes changées de signes
(199), c'est-à-dire - 1 et'^'^-
3* /Il = 4.
On a d'abord à résoudre l'équation
Elle peut s'écrire (30)
(r'— 0(r*-+-0 = o• EIle se décompose donc en deux autres équations
J* — I = o» y -+^ I = o, déjà résolues (i®)» et dont elle réunit les racines*
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Soit maintenant Téquation
Nous emploierons, pour la résoudre, l'artifice suivant. Ajoutons et retranchons dans le premier membre le terme ^y. Nous aurons
y-t- a^-* H- I — 2/*= o ou (j^-+-i)'— ay = o, c*est-à-dire (30), en décomposant en facteurs,
Les racines de Téquation proposée sont donc celles des deux équations du second degré
^•^-4-^^2-^1 = 0, doù x = — ^5
j— j/a-4-i = o, dou y — - —•
On a d'abord à résoudre Téquation
Son premier membre divisé par j — i donne (54) le quotient exact
on peut donc !a mettre sous la forme
Elle a, par conséquent, pour racines Tunitéet celles de Téquation
Cette dernière équation est une équation complète du quatrière degré; mais, comme elle est réciproque (voir V Algèbre supérieure, t. III), on peut ramener sa résolution à celle d'une équation de degré moitié moindre, c'estrà-dire ici du second degré. En effet, divisons ses deux membres par j^; en rapprochant les termes également éloignés des extrêmes, nous pourrons alors l'écrire de la manière suivante :
Posons r -t- - = 3, inconnue auxiliaire. 11 en résulte
Z^ ou r* -h -r: = Z' — 2.
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£d substituant ces valeurs daus Téquation précédente, elle devient
z'-+-z — 1=0, doù z = ^^»
La relation r -4- - = z donne à son tour
/* — zj H- I = o, d où y = —
Les cinq racines de l'équation ^—1=0 sont donc finalement, en remplaçant z par sa valeur dans l'expression de /,
Dans la dernière formule, les signes de yJZ doivent se correspondre en dehors et en dedans du second radical.
Soit maintenant l'équation
Elle ne diffère de l'équation j*— i = o que par le changement de signe de j^; elle admet donc les mêmes racines, changées de signes. 5' m = 6.
Soit d'abord l'équation
Elle se décompose immédiatement dans les deux équations déjà résolues {2?)
et réunit leurs racines.
Soit maintenant l'équation
Si Ton remplace dans cette équation/ par ^Z, on obtient
jr'i^ -t- 1 = o,
ou bien, puisque /• = — i en vertu de la condition /*= — i,
— ^4-1 = 0 ou ^ — 1 = 0.
Puisque les équations ^ -h i = o et/*— i = o ne diffèrent que par le changement de/ en/i, les racines de la première équation sont celles de la seconde multipliées par le symbole /; elles ont donc pour expression,
De C. — Cours, U Si
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d'après ce qui précède,
1 'Ji
Soit d'abord l'équation
Bile se décompose dans les deux équations déjà résolues (3**^
et réunit leurs racines.
Soit maintenant Téquation
Nous emploierons l'artifice déjà indiqué pour résoudre l'équation
c'est-à-dire que nous ajouterons et que nous retrancherons dans le premier membre de Téqualion donnée le terme 2/*. Nous aurons ainsi
.)-*-|-2r'-i- I — 2/*= o ou (/*H-i)* — 27^ = 0.
En décomposant le premier membre en facteurs, on obtient
Cr^-Hi-J-j^V^) (/-+-!— //ï) =0.
La résolution de l'équation proposée revient donc à celle des deux équations bicarrées
y-i-j^^-i-i = 0 et y — /*v^-t-i = o, qui ont pour racines
= ±yj-^^'^ et j.= ±i/v^''/i.
Soit d'abord l'équation
Elle se décompose immédiatement dans les deux équations déjà réso'
lues (4'')
et réunit leurs racines.
ALGÈBRE ÉLÉMEIVTÀinE. 53 I
Quant à Téquation
elle ne diffère de l'équation y*— i = o que par Je changement de / en //; elle a donc les mêmes racines, multipliées par /.
Soit d'abord l'équation
Son premier membre se décompose immédiatement en facteurs, et elle a pour racines celles des deux équations déjà résolues (5*")
Quant à Téquation
sa résolution se ramène à celle de deux équations trinômes^ et nous la considérerons au paragraphe suivant (270).
Équations trinômes.
269. Une équation trinôme est une équation à trois termes dont deux
seulement renferment l'inconnue; dans ces deux termes, les exposants de
l'inconnue sont doubles l'un de l'autre. La forme générale de l'équation
trinôme est donc
flx*" -f- baf^ -H c = o.
On voit que l'équation bicarrée n'est qu'un cas particulier de Téquatii» trinôme (260), celui où //i = a.
En posant af^^y et, par suite, x*" = ^, l'équation proposée prend la forme
Cette équation du second degré donne pour j^ deux valeurs^, etj^,. Il ne reste plus ensuite, pour avoir toutes les racines de l'équation trinôme, qu'à résoudre les deux équations binômes (268)
j:"— /, =o et a:"— /j = o,
Prenons, comme application, l'équation
En ajoutant et en retranchant a/* dans le premier membre de cette équation, il vient
y-haj^-M — a/*= o ou (y^-hi)'— 2^^=o, c'est-à-dire, en décomposant en facteurs,
53a ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE.
On a donc à résoudre les deux équations trinômes ,
y-f-y ^2 -H I = G, y^—f /à -h I = o. Considérons la première, et posons/* = z, d'où ^* = s*. On a alors
2'-+- zi/a -H 1 = G, a ou z = — ^ •
Si Ton désigne maintenant par a* et 6' les deux valeurs de z, il en résulte
/*— û* = G et y^—h^^o.
En posant successivement j = aw et / = 6p {267 ), on lire des équations précédentes
//» — I = o et «'^ — I = 0.
Les valeurs de // et de trayant pour expression (268, a*") i, a et a', les six racines de la première équation trinôme sont finalement ^7, r/a, /?a', 6, 6 a, 6 a*, ou bien
On obtient de la même manière les racines de la seconde équation trinôme 7* —7* v/i -H 1 = G ; elles ne diffèrent des précédentes que par le changement de signe du terme — y/â sous le radical cubique.
ALGÈBUE ÉLÉMENTÀIBE. 533
AU PREMIER
Cas de plusieurs équations du premier degré combinées avec
une équation dn second degré.
271. Nous reviendrons plus lard (voir V Algèbre supérieure^ t. III) sur la théorie générale de V Élimination, 'Sous devons nous contenter ici de considérer» dans quelques cas simples, la résolution des systèmes d'équations simultanées, lorsque toutes ces équations ne sont pas du premier degré.
272. Nous supposerons d*abord que le système donné, renfermantn inconnues Xf j, z, ..., /, est composé de [n — i) équations du premier degré combinées avec une seule équation du second degré.
On déduit alors, des (n—i) premières équations, les valeurs des (/i— i) inconnues y, z, ..., /, en fonction de x regardée comme une quantité connue (128). En substituant ces valeurs dans la /t''"" équation du second degré, on obtient une équation du second degré qui ne renferme plus que l'inconnue x. Cette équation conduisant pour cette inconnue à deux valeurs x' eix*', il en résulte immédiatement, pour chacune des {n — i) autres inconnues, deux valeurs correspondantes y et ^', z' et z'\ ..., /' et /^
Prenons, par exemple, le système formé d'une équation du
premier degré et d'une équation complète du second degré à
deux inconnues^ et j. Ce système, en résolvant l'équation du
premier degré par rapport à j^, peut toujours être ramené à la
forme
jr = ax -^ by
Ax^'+- Bxy'hCy-¥-l)x-\'Ex-\'F = o.
En éliminant y par substitution, on obtient l'équation du second degré en x
qui, en effectuant les calculs et en posant
A -4- Ba -f- Ca'= M, Bft -4- 7,Cab + D -4-E/i = N,
devient
Mj?^-hN^-4-P = o.
Cette équation ayant deux racines x* et x'^ on en déduit pour j les deux valeurs correspondantes
y ^ax'-^b et yzzzax^'^b.
Le système proposé admet donc les deux solutions x* et/, x^ eijr^f et ne peut en admettre davantage.
Exemples
i* Soii à résoudre le système
La première équation donne
de sorte que la seconde devient d'où
2IX*— i4,2J^-l- 1,85 = o.
On en déduit
7,1 dbi/5o,4i — 38,85 7,1 ±3.4
ai 21
c'est-à-dire
a:'=o,5 et j:"'= o,i76'2,
à moins de o,ooot par excès.
En substituant ces valeurs de x dans la v'aleur de /, on a
. 1,7 — 1,5 ^ „ 1,7 — 0.5286 ^ Ro*;-. y = -^ — = 0,1 et y = - — = 0,585;,
à moins de 0,0001 par excès.
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a* Soit à résoudre le système
On pose X =: — j/. Le système devient
On connaît la somme et le produit des deux quantités r et 2^; ces quantités sont donc les racines de inéquation du second degré (190)
z'— az — ^ = o,
Par suite, c'est-à-dire
— fl-f- i/a* -+- 4 ^ j: = ï^ -— •
On peut échanger les valeurs de y et de x\ les deux équations considérées étant symétriques (*) par rapport ^y^ikaf. On a donc, pour second couple de valeurs,
a — \/n^ -+- 4 /^ . — « — v^fl -h 4 ^
r = î^ et jr = ^ ^-- •
3** Soit à résoudre le système
y -4- nx = m -h an, /* H- jr* = /«* -h Al*.
On voit immédiatement que ce système est satisfait par les valeurs y=: m elx = n: il s'agit donc seulement de trouver le second couple dt) valeurs. La première équation donne
y=: m -i- an — ax»
(■) Deux équations sont symétriques pur rapport aux deux Inconnues qu'elles renferment, lorsqu'on peut échanger ces inconnues sans modifier le système proposé. Les valeurs des deux inconnues sont alors identiques, et l'ordre dans lequel on doit les assembler dépend des équations elles-mêmes.
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La seconde devient alors
doù
(/l'-h i) j:* — a/i(/7« -f- an)x -h OLamn -*- /i'(a* — i) = o.
Le produit des racines j/ et ^ a pour expression
, , 2amn -h Fi^ (i^ — i) xjr= ; — ^ -•
La racine x' étant égale à /?, on a
Si Ton substitue cette valeur de x" dans la valeur de x^ on trouve
- a«'m -h ^/i(/7*— i) ^fl/i — /w{rt'-- 1)
y = m -h an = — ^ = =— ^ i-
4" «fo// à résoudre le système
La première équation donner = £i — x. La seconde devient donc
ar»-H(fl-x)»=^», c'est-à-dire
ax' — 2flX -Hrt' — i'= o,
d'où
Par suite,
n qp y/a /;' — //'
On doit prendre ensemble dans ces formules les signes supérieurs et les signes inférieurs. Les valeurs de x et de y sont Us mêmes, sauf l'ordre dans lequel on doit les considérer, parce que les équations proposées sont symétriques en x et en j (a**). Pour que les valeurs des inconnues soient réelles, il faut qu'on ait a^' > a'.
5° Soit à résoudre le système
X -hr =a
x^ -h y = If*,
La première équation donne
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et la seconde devient
d*où
c*est-à-dire
et ^
On en déduit
•'' "" 6fl ~ 6/1
•^~ 6fl
La symétrie des équations explique la coïncidence des valeurs de x et de y. Pour que les valeurs des inconnues soient réelles, il faut qu'on ait 12^1^ > 3flr*ou 4^*>a'.
G** Soit à résoudre le système
x-hx = a,
Si l'on chasse les dénominateurs, la seconde équation devient
x^-^y^= hxy.
La première équation donne
En substituant cette valeur dans Téqualion précédente, on trouve
j:'-+- (/ï — j?)'= bx (ûr — x\ d'où
(a -h ^) x'^ — a (2-H^)x-HÛ*=0
et
_g(2H-^)±v/«'(2-h^)'- 4^/Ma-t-^),
En faisant sortir à^ du radical et en simplifiant sous ce radical, on obtient
i{'JL '\- b)
On peut alors diviser les deux termes de la valeur de x par 2 -h ^, en remarquant que pour diviser le radical par 2 -+- A il faut diviser sous le radical par (2-4-^)', et que 6*— 4 revient à (^-+-2) (ô — 2); si Ton met
en outre - en facteur commun, on arrive à la formule
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On a, par suite,
y=ly^\Jv^)
La condition de réalité des racines est ^ > a, ^/s valeur absolue.
Systèmes d'éguations de degré supérieur au premier, renfermant au moins deux équations du second degré.
27^. Examinons spécialement le système formé de deux équations complètes du second degré à deux inconnues. Un pareil système peut toujours s'écrire
(i) ax^-\'bxy-\'Cy^'-k-dx'^ey'^f=io^
(2) a'x^ -h b'xy-¥ c'y^ -4- d'x -h e'y '^f= o.
Pour éviter les radicaux et pour rentrer dans le cas particulier précédemment étudié (272), nous commencerons par éliminer/^ entre les deux équations. Pour cela, multiplions la première par c', coefficient de^-* dans la seconde, et la seconde par c, coefficient de j' dans la première; puis retranchons les deux équations membre à membre. Il vient ainsi
. J {ac'^ca')x^-^ (bc' — cb')xx'\-{dc''-cd')x
^^ \ -f.(ec'— ce') j-f.(/c'— /?/)... = 0.
Les équations (i) et (3) forment alors (122) un système équivalent au système proposé. L'équation (3), étant du premier degré en j, donne immédiatement
_ _ [ne'-- cn')x''^{dc'— cd')x'^ [fc'^cf] ^~~ [b& — vb' ] X -\- [ec' — ce' )
En substituant cette valeur dans Téquation (i)yOn trouve évidemment, en chassant les dénominateurs et en effectuant les calculs, une équation complète du quatrième degré qui ne renferme plus que l'inconnue x. Cette équation, de la forme
(/•) M X^ -4- Na:»-f- Pa-'h- Q^ h- Il == o,
donne donc [voirVAlçrèbre supérieure, t. III) quaUe valeurs pour X et, par suite, quatre valeurs correspondantes pour/, de sorte que le système proposé admet quatre solutions.
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Nous ne pourrons résoudre dès à présent l'équation résultante (r), que lorsque les valeurs attribuées aux données nous conduiront aux cas particuliers suivants :
!• On a M = o et N = o : Téquation (r) se réduit au second degré ;
2" On a N = o etQ= o : l'équation (r) devient bicarrée;
3» On a M = o et R = o: l'équation (r) devient du troisième degré> mais elle a une racine nulle et s'abaisse au second degré;
^ On a Q = o et R = o : l'équation (r) reste du quatrième degré, mais elle a deux racines nulles et s'abaisse au second degré.
5» On a N=:o, P = o, Q = o : l'équation (r) se confond avec l'équation binôme du quatrième degré (267, 268);
&* On a M = RetN=:Q: l'équation (r) devient une équation réciproque du quatrième degré et peut s'abaisser au second degré (268, 4«).
275. Lorsqu'on a à résoudre des systèmes de degré supérieur, renfermant plus de deux inconnues, on cherche, par les procédés d'élimination auxquels on a recours, à éviter la formation d'équations réduites, dont le degré soit supérieur au second ou qui ne puissent se ramener au second degré. Les exemples suivants permettront de se familiariser avec les plus usuels de ces procédés :
Exemples
I** Soit à résoudre le système
(a) xjr = ô*.
Maltiplions par a les deux membres de Téquation (a); puis, ajoutons et retranchons successivement membre à membre l'équation (i) et l'équation (3) ainsi modifiée. Il vient
r' -i- r^ -h 2x/ = fl* -f- 2 i*,
c'est-à-dire ( 30 )
(3) (x~^-YY=à'-^^b\
(4) [x^xY=.a'^%b\
Les équations (3) et (4) forment (122) un système équivalent au sys-
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tome donné. On en déduit
et il en résulte (2)
(a) x=i(dbv/rt'-+-2A'=fcv^a*-2//),
(p) / = i (± v/«'-+- aô* ^ /fl*- 2^»).
On voit qu*on doit prendre ensemble dans les deux Tormules les signes supérieurs et les signes inférieurs. On a ainsi les quatre solutions
j: = H- i(v/^i'-+-2^' — v^«'— 26'), r -^ -H i (v/?+âP -4- y/fi^ — ^t'Y
Les valeurs de x et de/ sont les mômes, sauf Tordre dans lequel on doit les assembler, par suite de la symétrie des équations (i) et (2) par rapport aux inconnues. Pour éviter les fautes de signes, il suffit de remarquer que le produit xjr doit toujours être égal à b^.
On peut encore résoudre directement le système proposé, sans employer aucun artifice de calcul. On tire de Téquation (2)
et, en substituant cette valeur dans Téquation (i), on obtient l'équation
bicarrée
b^ x^-\ — 1 = a' ou X^ — à^x*-hb*=:o.
On en déduit
et il en résulte
^^±^'^±ïi;^,
Multiplions par 1/ — 1— les deux termes de cette dernière
ÀhGÈBIlE ÉLÉMENTAIHE. 5{l
valeur, en prenant ensemble, sous les deux radicaux multipliés, les signes supérieurs et les signes inférieurs; le dénominateur se réduit (72, 30)
k^b* ou à />', et Ion a
Dans les formules (7) et (^), on doit associer respectivement les signes extérieurs et les signes intérieurs^ sans établir de corrélation entre le choix fait pour le signe extérieur et celui fait pour le signe intérieur.
Les deux procédés employés conduisant à des valeurs différentes en apparence, (a) et (^) d*une part, (7) et (^) d'autre part, il reste à montrer que les résultats obtenus sont au fond identiques.
On reconnaît immédiatement que la transformation exposée au n"* 264
est applicable aux valeurs {7) et [$), puisque la quantité -r -^ —
(qui représente ici la différence A' — B) se réduit à un carré parfaite. En opérant cette transformation, on remplace les valeurs considérées par les suivantes :
c'esl*à-dire qu'on retrouve précisément les valeurs (a) et ( ()). a** Soit à résoudre le système
On déduit de la seconde équation y = -t et la première devient x'-h^=35, d'où x«— 35a:*-f-2i6 = o.
C'est une équation trinôme (269). Posons donc x* = z et j:* = z'; il vient
z^ — 35z -h 216 = o, d'où
35 ± v/i5t5t5 — 864 35 =fc 19 ( « = ^7,
z = 1 = H et { .
Comme on a, d'une manière générale, jt:^— 2= o, il reste à résoudre les
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deux équations binômes du troisième degré (268, 'i^)
.r* — 27 = o et :r* — 8 = 0.
Ces deux équations admettant respectivement les racines réelles 3 et 1 les six valeurs de x sont les suivantes :
Les équations proposées étant symétriques par rapport aux inconnues, X etj ont les mêmes valeurs ; seulement ces valeurs doivent être assemblées de manière que leur produit soit toujours égal à 6. Les valeurs de X qui correspondent aux valeurs précédentes de x sont donc
3° «Soi7 à résoudre le système
On déduit de la seconde équation
c'est-à-dire
x^^î-» = rfc 6* ;
par conséquent, les valeurs de x^ et de ^'^ sont les racines des deux équations du second degré
on rentre donc dans le cas précédent.
4* Soft à résouiire le système
m mm m.
Posons
x^ = Il et jr^ = ç.
Les équations proposées deviennent alors ( 80
u -h yfiîv H- p = ^/,
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La seconde équation revient à
{u-ht^y — uv= b^j c'e8t-à-<iire à
(a -H v-h^ûif) {u ■+-v — ^uvj= b^.
En remplaçant le premier facteur du premier membre par sa valeur a, on a
On connaît donc la somme et la différence des quantités u-hP ei ^ûi; par suite, on peut écrire
a h" fl» -4- y
n -h if = - -i = ï
i/uv = = î d ou iw = ^ — , , •
La question est ainsi ramenée à trouver deux quantités u et p, connais* sant leur somme et leur produit (190). On aura ensuite à résoudre les deux équations binômes (267)
5° Soii à résoudre le système
abc
Un théorème de calcul (64] nous donne immédiatement
abc
Par suite,
ad
bd
cd
± yj à' -t- b' ■+■ (^
±:^a^-hb'-h c
6* Soit à résoudre le système
(1) (x-H/-f-z)*= 5jr'-+- 8(ur-H s),
On peut écrire comme il suit les deux dernières équations
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Si l'on divise membre à membre ces deux équations, on en déduit En combinant ce résultat avec l'équation z h- / = x', on trouve
Remplaçons, dans le premier membre de Téquation (i)^y-\- z par x^ et, dans le second membre, ^ et z par les valeurs qu'on vient d'obtenir. Cette équation devient
Dans le premier membre, on peut faire sortir x de la parenthèse en l'élevant au carré. On peut multiplier les deux membres par le dénominateur 4- On peut enfin, dans le second membre, remplacer x*— i par le produit (x -m) (x— i], et, comme x*-^\ est élevé au carré, il faut aussi élever ce produit au carré. On obtient ainsi
4x*(x -t-l)* = 5(x -h l)^ [x — l)'-H l6(2XH- x'-H l).
Le dernier terme du second membre n'est autre chose que i6(x + i)'. En faisant passer tous les termes dans le premier membre, on peut donc mettre (x + 1)^ en facteur commun, et Ton a
(x-Hi)»[4x»— 5(x — i)»— i6]=o.
Le facteur x + 1 égalé à zéro donne x = ~ i; les valeurs correspondantes de^el de z sont/ = o et z = i. Le facteur ^a^ — 5(x — i)'— 16 égalé à zéro conduit à l'équation du second degré
X*— lox -1-21 = o; d'où
x= 5 it y^25 — 21 , c'est-à-dire
X — y cl X — — O.
Les valeurs correspondantes de j sont j = 24 et / = 4 ; celles de z sont z = 25 et z= 5. Los quatre groupes de valeurs forment le tableau suivant :
X'= — I, X''= — I, X'"=z 7, X'^rra,
/= o, j*= o, /"'=24, r''-4, z'= I, z'zrz 1, z''' = 25, z'^^a.
7® SoU à résoudre le système (j) x*-h^— «' — «* = /?,
(2) X H- J -\- Z -hU = Ùf
Mettons respectivement, dans le premier membre des équations (i) et (2), x' et X en facteur commun. On obtient ainsi
Posons - = r, et cherchons à exprimer les rapports -et - en fonction de /.
On ramène de cette manière la question à la résolution de deux équations en X et en /.
En divisant par x* les deux membres de l'équation (3), on trouve
'-^ = - = /*. En divisant par x* les deux membres de Téquation (4), on
peut de môme écrire - ^^ = - = r^ On a donc
XX X
par suite, les équations (i) et (2) deviennent
J7 {n-r -+-/'-t- /') = b, La première peut se mettre sous la forme
(a) a:'(l-^/^)(l-r*)=fl.
La seconde peut se mettre (54) sous la forme
Si Ton divise alors membre à membre les équations (a) et (^)i on obtient
x(l4-/')(l-0=2> De C. — Cours, L 35
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d'où
*"^{n-r»)(i-0' Si Ton substitue cette valeur de x dans Téquation (P), on obtient
Si l'on remplace i — /* par (i -h r*) ( i — /*) et i — f» par (i h- /) (i — r), on trouve
On peut alors supprimer à la fois le facteur i + /' et le facteur i — /, communs aux deux termes du premier membre, et l'équation devient
On en déduit
«(i + 0 = ^Mi-0,
d'où
Il en résulle
par suite,
(b^-^af
^(i-H/')(i-0~ ibib'-ha')'
On a donc ensuite
Ces valeurs sont faciles à vérîBer.
8** Soit à résoudre le système
ar< H- y = b\
Nous éviterons l'équation complète du quatrième degré en x, qui résulle de l'élimination directe de y^ à Taide de l'artifice suivant. La somme des quantités op et / étant égale à a, ces quantités sont ra-
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cines d'une équation du second degré de la forme
fj qui représente le produit xy est inconnu et doit prendre les valeurs nécessaires pour que les équations en z correspondantes donnent toutes les valeurs de x et de 7-. Étant donnée Téquation
X* -^ px-^q— o,
on a, d'une manière générale (248), en désignant par y et x' les racines de cette équation,
x'* -+- JT** = p*— ip^q ■+■ 27*.
Si Ton revient maintenant à l'équation
z* — flz-f- 7 = o,
dont les racines sont x et Xi ces racines doivent donc satisfaire à la relation
X* -h jr* = {^ — ia^q -h 2q^,
puisqu'on a dans le cas considéré /? = •— a. En vertu de l'équation on a donc
et Ton peut déterminer q.
L'équation précédente, mise sous la forme
27' — ia'q -♦- a* — 6* = o,
donne
Supposons, par exemple, qu'on ait
Il faut faire, dans les relations précédentes,
a = y et A* = 642.
On a alors
7 = ''-^ ^— ' = —i c est-à-dire J ,
^ a 2 ( y'rr 10.
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Les valeurs de x et de 7- sont donc déterminées par les deux équatiODS
Ln première donne
z' — yz-^ iG = 0.
d'où
7=tv/49-4.88 7±v^-3o3
jr = ^^ et j = *
ou
7 — yl — 3o3 , 7 -f- i/— 3o3
j:= £ 1 et Y=^~ «
La seconde équation
donne
d*où
X = 5 et 7" = a,
ou
X = a et ^ = 5.
On peut, au lieu d'opérer comme on vient de Tindiquer, résoudre directement réquation
dont les racines sont x et y. On en déduit
a ± i/fl' — 4 7
d'où
En transportant ces valeurs dans Téquation z^-^y^ = h^ et en effectuant les calculs, on trouve, pour déterminer 7, la même équation
qu*on vient d'obtenir plus rapidement.
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CHAPITRE VIL
PROBLÈMES œNDUISANT A DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DE DEGRÉ SUPÉRIEUR AU PREMIER.
Problème sur les proportions.
277. Trouver quatre nombres en proportion , connaissant la somme 27 tles extrêmes y la somme 2 3 des moyens, et celle 754 des carrés des quatre termes.
Représentons par - = - la proportion cherchée. L*énoncé et la pro-
priété fondamentale des proportions fournissent les quatre équations suivantes :
r'-f-y-Hz'^-/»= 754, xt = jrz.
Si Ion connaissait le produit xt ^yz, la question serait immédiatement résolue. Pour déterminer ce produit, ajoutons membre à membre les deux premières équations après les avoir élevées au carré ; nous aurons
X^ -\- ItX -\- t"^ -^ y^ -^ 1YZ -k- Z^ =: 1258.
Mais la troisième équation du système permet de remplacer
.r*-»-j'H- z'-H/* par 764;
de plus, xt étant égal à yz^ on a
itx -+- 'xyz = 4^/;
par suite, Téquation considérée prend la forme
xt=i
d'où
xt:=yz=. 126.
Les deux équations
a:-4-/=27 el x/=:ia6
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prouvent que x et / sont les racines de l'équation du second degré
d'où
!JC ^^^ 21 ( JT ^^^^ 6
* OU î '
Les deux équations
^'-H3=23 et J'Z=I26
prouvent de même que j et z sont les racines de Téquation du second
degré
d'où
cesl-a-dire < ou {
On peut assembler comme on veut les différents couples de valeurs. Si
l'on choisit les deux premiers, la proportion cherchée a la forme— = ^•
On peut dans cette proportion changer les moyens de place entre eux sans changer leur somme; de même, pour les extrêmes. On retrouve ainsi les autres couples de valeurs.
Problèmes sur le triangle rectangle
278. I. Calculer les côtés de Van^le droit d'un triangle rectangle, connaissant son hypoténuse a et la hauteur correspondante /i.
O'pijrnons par .r et y les deux côtés inconnus, et supposons que x
(Jtg. 19) représente le plus grand des deux. Le double de l'aire du triangle est exprimé à la fois par le produit jnr et par le produit ah. On peut donc poser immédiatement les deux équa* tiens du problème :
( xy = ah.
lie.
Ajoutons et retranchons membre à membre ces deux équations, aprè» avoir multiplié par 2 les deux membres de la seconde. Il vient
( [x-^yY = a^-{- 'xnh =z (t(a-\- ih)^ *^' \ (.r — r)'=/i'— 2«A =/i(« — 2/1),
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et le système {o) ainsi formé est équivalent au système (i) (122). On en déduit
et les deux radicaux ne comportent que le signe -h, puisque les inconnues sont essentiellement positives. On a donc fmalement [i)
X et y^ devant être positifs, doivent être à plus forte raison réels. La condition de possibilité du problème est, par suite,
a^ih ou /!<-•
Le problème qu'on vient de résoudre dépend des deux constantes a et/r. Admettons qu'une seule de ces quantités soit donnée, et cherchons entre quelles limites l'autre peut varier d'après la condition de réalité obtenue.
Si a est donné , il résulte de l'inégalité A < - que h peut recevoir toutes les valeurs de zéro à ~ qui est son maximum. Pour cette valeur
spéciale, le triangle rectangle devient isocèle, car on a alors x — y— — 7— •
Si h est donné, l'inégalité a^'kh montre que a peut recevoir toutes les valeurs depuis ih qui est son minimum jusqu'à -h œ. Pour la valeur
a = 2//, le triangle rectangle devient isocèle, car on a alors x =7-= // ^-i. Ces deux résultats sont évidents d'après la Géométrie. La discussion qui précède, et qu'on peut renouveler dans toutes les
questions analogues, conduit' aux deux théorèmes suivants :
De tous les triangles rectangles qui ont la même hypoténuse^ le triangle isocèle est celui de hauteur maximum.
De tous les triangles rectangles de même hauteur , le triangle isocèle est celui dont l^ hypoténuse est minimum,
279. IL Trouver les trois côtés d*un triangle rectangle , connaissant son périmètre et sa surface.
Représentons par 2/? le périmètre du triangle et par s^ sa surface, désignons par x et y les deux côtés de l'angle droit, par z l'hypoténuse. L'énoncé et la propriété fondamentale du triangle rectangle donnent im-
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médiatement
.r/ — 2.r, x'-hy=z\
On déduit de la première équation
x-i-f — ip — z.
En élevant les deux membres au carré, on obtient
En remplaçant dans le premier membre x'*-^y^ par z^ et ixy par 4^', il
vient
z' disparatt dans les deux membres, Téquation s'abaisse au premier degré, et Ton en tire
Les côtés du triangle sont essentiellement positifs. Pour que le problème soit possible, une première condition est donc qu'on ait /?'— j' > o ou p>s.
La première équation du système proposé donne
X -hj
Xf =
on a d'ailleurs
Par conséquent, x et 7 sont les racines de l'équation du second degré
ir — ' « -H 2 j' = o.
Si les racines de cette équation sont réelles, elles sont positives, puisque leur somme est positive et leur produit positif (244). La seconde condition de possibilité du problème est donc ( 236)
Cette condition revient (217) à
(^*-H s^Y > %p^s^ ou ^'-f-.ï'> ^psy/î,.
Cherchons de quelle manière p ^\ s peuvent varier l'un par rapport à l'autre, et posons - = K.
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L'inégalité trouvée, qu'on peut écrire
/?' — ips v/a -+- ^ > o,
donne alors
ou
K'— aK v/i-h 1 > o.
Si l'on pose
on trouve
Pour que l'inégalité précédente soit satisfaite, on doit donner à K des valeurs extérieures aux racines qu'on vient de trouver (252). Il faut donc qu'on ait
K > y/a -»- I ou K < v^2 — - 1. Mais nous avons déjà obtenu
p^>s^ ou ;.a>l,
cesl-à-dire
K* ou K>i.
On doit donc rejeter la condition K < v^2 — i, de sorte que Tunique condition de possibilité du problème est
K ou ->v^-+-i.
On en «iéduit
p > S (v/2 H- l) OU f < -p
va -4-1
Ces inégalités indiquent quel est le minimum du périmètre d'un triangle rectangle de surface donnée, et quel est le maximum de l'aire d'un triangle rectangle de périmètre donné. Comme l'inégalité considérée devient à la limite une égalité, on voit que, dans les deux cas indiqués, le triangle est isocèle, puisque Téquation qui donneur et /satisfait alors à la condition générale ^'— ^ac = o (238).
Dans le premier cas, c'est-à-dire pour/? = s (y^ -f-i), on a
•= y = s\ïs, et z=2J,
Dans le second cas, c'est-à-dire pour .v = ~-J- — > on a
r = /=/?(2 — v^) et z =2/?(v/2 — i).
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280. ni- — Trouver les trois côtés tTun triangie rectangle^ connaissant son périmètre ip et la somme a formée par son hypoténuse et la hauteur correspomlante .
Soient x ^x y les côtés de Tangle droit, z rhypoténuse, u. la hauteur inconnue correspondante. On a é^idemnient les quatre équations suivantes entre les quatre inconnues du problème :
z-^ a = a, jcx= zu.
En élevant la première équation au carré, après avoir fait passer z dans le second membre, on obtient
Si Ton remplace x^-t-j^ par z% tkj^^par 2zuei u par «— z, on trouve
iz(ri^z) = :\p^ — ipz, d'où
Si les racines de cette équation sont réelles, elles sont positives (214). D faut donc qu'on ait (236)
(2/?H- fl)*> 8/?* et 2/-^ -+- « > 2/; v/â .
La première condition de possibilité du problème revient donc à
fl]> 2,p{^ — i)-
L'équation
donne d'ailleurs
_ (2^-h/ï) =fc \/{-2;j-h ay — Sp^
Une seule racine peut convenir. En effet, pour les admettre toutes les deux, il faudrait qu'elles fussent toutes les deux plus petites que a en vertu de la relation z + r^ = a. Or il est évident que a est une quantité inférieure au périmètre ip. Il en résulte que la somme des racines de l'équation en z étant égale à 2/7 + /z, si l'une est plus petite que a, l'autre est plus grande que 2/7 ou que a ; elle doit donc être rejetée. On ne peut donc admettre que la plus petite des deux racines, celle qui correspond au signe — du radical ; et encore faut-il qu'elle soit plus petite que a. On
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doit donc satisfaire à la condition
c'est-à-dire
a'^ip — y/[ip -^ay--Sp^ ou v/(2/?-*-«)* — 8/?*> a/? — a. En élevant les deux membres de cette inégalité au carré, on obtient
d'où, en simplifiant,
Hap>Sp\
La condition a>/7 renferme évidemment la condition précédente
c'est donc Tunique condition de possibilité du problème.
Connaissant z, on a
connaissant z et u, on a
X -\- y^^p-^ z et x^= zii, par suite, on trouve x et^ au moyen de Téquation du second degré
Appliquons les formules trouvées aux données suivantes :
a;? =12, fl = 7,4.
La condition a > /? est ici satisfaite, et le problème est possible. On a
d'où
z = 5 et «=7,4 — 5 = 2,4.
X et^" sont alors les racines de Téquation
V*-7V-hi2 = o,
d'où
y _ 7 =^ /49 — 48 _ 7 =fc= î .
par conséquent, si x est le plus grand côté, ou a
X = 4 et 7"= 3.
Problème sur le parallélipipède rectangle.
281. Déterminer les dimensions d'un parallélipipède rectangle^ dont on cannait la diagonale, la surface totale, et dont l'une des arête f est moyenne arithmétique entre les deux autres,
Ed appelant x, /, z les trois dimensions du parallélipipède, en v«présentant sa surface totale par s^ et en désignant par d sa diagonale, on a évidemment, d*après la Géométrie et d*après renoncé,
La seconde équation peut se mettre sous la forme
'}.x[x -4- z) -4- 2 rs = s' ;
y-^ z étant égale à 2x, on en déduit
Mais la première équation donne
Si Ton ajoute membre à membre cette équation et la précédente, il vient
4 J7»-H (/-4- z)* = J* H- rf* — J:*
OU, en remplaçant encore j -h z par aj?,
4 j:' -4- 4 x' = ** -f- r/* — x*, c'est-à-dire
gx" = .V* -h f/' et 0: = ^^ r •
Le radical doit être pris avec le signe +. On a alors
/ -h z = 2.r = —^ — et 4 -2^ -+- V* = •* ï
«i'où
^yz = si' — 4 ^^
et
yz= -
itf
X eiz étant des quantités positives, il faut qu*on ait ^' > -^ z c*est là la
première condition de possibilité du problème. Connaissant la somme j -h z et le produit/z, j et z sont les racines de
réquation du second degré
Si les racines de cette équation sont réelles, elles sont positives. On doit donc avoir
On en déduit facilement
c'est là la seconde condition de possibilité du problème. Pour que le problême soit possible, d étant donnée, s^ doit donc varier entre ^ et %d\
Si s' est donnée, d doit varier entre '-^— et *^ - • '
On a d'ailleurs
.'-Kr/* 5.v'-4''/'
d'où
sP
fP-s'
Si 7 est la plus grande des deux arêtes y et z,
ar/' — A
Problème du cylindre inscrit.
282. Inscrire dans une sphère donnée un cylindre dont la surface totale soit donnée.
Nous désignerons par R le rayon de la sphère donnée, par x et par^" le rayon de la base et la demi-hauteur du cy- p|g. ^o,
lindre cherché (fig, ao), dont nous représenterons *la surface totale connue par 277/2'.
La Géométrie (voir iAl) donne immédiatement
4 71 xr -h 27r JF* = 2 îra*.
La relation
exprime ensuite que le cylindre est inscrit dans
la sphère. Les deux équations du problème sont donc
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La première donne
et, si l'on substitue celte valeur dans la seconde équation, elle devient
Le système (i) est donc équivalent au système
Four être admissibles, les valeurs de x et de y^ fournies par le système (a), doivent être positives et moindres que R. La première condition de possibilité est donc, d'après la valeur de/,
La seconde équation du système (21) donne
et Ton voit que les valeurs de x* sont positives si elles sont réelles. Il faut, par suite, qu*on ait
d'où Ton déduit facilement
^,^Rl(v^-f-i)
Si cette condition est remplie, les deux valeurs de x' sont positives, et à chacune d'elles répond une valeur positive de x, de sorte que le problème peut admettre deux solutions.
D'ailleurs, pour que les valeurs positives de x soient admissibles, il faut et il suffit qu'elles soient à la fois moindres que R et que a* S'il en est ainsi, les valeurs correspondantes de / conviennent aussi; car, devant satisfaire en même temps que les valeurs de x à la première équation du système (2) et à la seconde équation du système (i], elles sont positives et moindres que R.
Les deux racines de Téquation
5X*— 2(fl*-H 2R»)x'H-rt* = 0,
considérée comme équation du second degré, étant supposées réelles et, par conséquent, positives, substituons a^ à la place de x* dans le trinôme
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du premier membre. Le résultat de la substitution est
On doit donc distinguer deux cas, suivant que ce résultat est négatif ou positif.
Si l'on aa^<i R*, a' tombe (252) entre les deux valeurs de x*, racines de réquation, de sorte que ia plus petite de ces racines peut seule convenir.
Le problème admet alors une seule solution représentée par le système de valeurs
ar = + y ,
Si l'on a a* > R', a* est extérieur aux deux valeurs de x*, racines de l'équation : ces deux racines sont donc à la fois inférieures ou supérieures à a^. Or, dans l'hypothèse indiquée, la plus petite racine est toujours moindre que a^\ il en est donc de môme de la plus grande. En effet, si Ton multiplie les deux termes de la plus petite valeur de a?^ par la somme des quantités dont la différence compose son numérateur, son expression devient
tr
et, sons cette forme, le dénominateur étant évidemment plus grand que «*, on voit que cette valeur est moindre que -^ ou que ar*.
Mais il ne résulte pas de là que les deux valeurs de x^ soient admissibles, il faut encore qu'elles soient toutes deux inférieures à R^
Or, si l'on remplace x"^ par R' dans le premier membre de l'équation dont on discute les racines, on obtient
5R*-2(a'-+-aR»)R'4-û'=(R'--«')'.
Ce résultat étant essentiellement positif, R' est extérieur aux deux valeurs de a^^ c'est-à-dire que ces deux valeurs sont ensemble inférieures ou supérieures à R^, et alors leur demi^somme remplit la même condition.
Dans le cas de a^ > R', les deux valeurs de x' sont donc ou non admissibles, suivant que l'inégalité
,^ <R' ou fl»<3R" est ou non satisfaite ; mais, comme on a par hypothèso
a l'inégal ité précédente est a fortiori vérifiée.
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En résumé^ si à^ est < R', le problème n'admet qu'oDe solution. Si a*
•Dit /^ \
est compris entre R' et — — > le problème admet deux solutions.
Si «' est > — y le problème est impossible.
La valeur maximum de a^ est donc représentée par — ^-^— • Pour
celte valeur limite, on a
V lo V lo
et la surface totale maximum du cylindre inscrit a pour expression
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THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES MAXIMUMS ET DES MINIMUMS
Définitions.
283. Lorsqu'une grandeur variable^ après avoir augmenlé d'une manière continue pendant un certain temps, diminue ensuite de la même manière, elle passe par une \ia\ei\r plus grande que celles qui précèdent ou qui suivent immédiatement. On dit alors que la grandeur considérée passe par un maximum.
Lorsqu'une grandeur variable, après avoir diminué d'une manière continue pendant un certain temps, augmente ensuite de la même manière, elle passe par une valeur p/a^;?^///^ que celles qui précèdent ou qui suivent immédiatement. On dit alors que la grandeur considérée passe par un minimum.
Examinons, par exemple, la section d'un terrain accidenté par un plan vertical, et rapportons les différents points du profil obtenu à une horizontale prise pour axe de comparaison, en abaissant des perpendiculaires des différents points du profil sur l'horizontale choisie.
Si l'on regarde comme grandeur variable la perpendiculaire qui représente la hauteur d'un point quelconque du profil au-dessus de a
l'axe de comparaison, on voit que le sommet d'une colline {Jig. 21) correspond à un maximum, le fond d'une vallée à un minimum. Le point A répond à un maximum, le point B à un minimum.
Remarquons que, d'après l'exemple même qu'on a choisi, une grandeur variable peut présenter plusieurs maximums et plusieurs minimums : un certain minimum peut donc être
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plus grand qu'un certain maximum. Il faut bien comprendre, en effet, que le maximum ou le minimum d'une grandeur n'est relatif qu'à la série des valeurs voisines, c'est-à-dire qui viennent immédiatement avant ou après.
284. Voici la marche à suivre, au point de vue élémentaire, pour trouver le maximum ou le minimum d'une grandeur variable.
£n représentant cette grandeur par une certaine lettre, on exprime sa valeur à l'aide des données et des inconnues du problème. On écrit ensuite toutes les relations qui, d'après l'énoncé, doivent lier ces données et ces inconnues. Si l'on regarde la grandeur variable comme une inconnue principale, et les autres inconnues comme des inconnues auxiliaires ou dépendantes, on doit obtenir alors une équation de moins qu'il n'y a d'inconnues, [n — i ) équations, par exemple, pour n inconnues. On élimine, entre ces (/i — i ) équations, {n — a) inconnues auxiliaires, et l'on est ainsi conduit à une équation finale qui ne renferme plus qu'une seule inconnue auxiliaire en même temps que l'inconnue principale. Cette équation doit être, en général, du second degré ou bicarrée. Si on la résout, par rapport à l'inconnue auxiliaire qu'elle contient, l'inconnue principale se trouve engagée sous un radical et, en écrivant la condition de réalité de l'inconnue auxiliaire, on a une inégalité d'où l'on peut déduire les limites qui sont imposées par la nature de la question à l'inconnue principale, c'est-à-dire son maximum et son minimum.
Les exemples que nous allons traiter éclairciront ces gêné* rai i tés.
Théorème fondamental.
285. La somme de deux facteurs variables étant constante, leur produit est maximum lorsque ces deux facteurs sont égaux entre eux ou à la moitié de la somme donnée (30, III).
Représentons par a la somme donnée, para? étales deux facteurs variables, par z leur produit variable dont on cherche le maximum : z est l'inconnue principale, x et ^sont les inconnues auxiliaires. On a, d'après l'énoncé,
xy = z^
c*est-à-dire deux équations et trois inconnues [Wh). En éliminant / = a — 0?, on a immédiatement
xla — x) = z ou x^ — ax -^ z = o» Il en résulte
La condition de réalité de l'inconnue x est donc
y — «>o, dou -3<Cy
z devant rester inférieur à y a pour limite supérieure ou pour
a* maximum cette même quantité. Pour ^ = ~r^ on a d'ailleurs
x= - et r=^a — X =: --
286. On pouffait prévoir l'existence d'un maximum. En effet, pour a: = o, on a
yz=a et 2 = o,
pour j; =1= ^9 on a
y=io et z = o.
Ainsi, Tun des deux facteurs, x et ^, variant de zéro à a, le ) produit J5 part de zéro pour revenir à zéro; entre ces deux limites, il passe donc nécessairement par un maximum (283).
287. // n'jr €L pas de produit minimum; car, si la valeur donnée à l'un des facteurs, x par exemple, dépasse la somme constante a, l'autre facteur y devient négatif et est d'autant plus grand en valeur absolue que x est plus grand positivement. Le produit z est donc lui-même négatif et peut, par conséquent, décroître algébriquement (214) jusqu'à — oo, sans que la condition de réalité de la variable x cesse d'être remplie.
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Applications.
?SS. Le théorème précédent fournit la solution immédiate d'un grand I OP.! lie de problèmes de Géométrie. Nous en indiquerons quelques-uns.
i" De tous les rectangles de même périmètre ip^ quel est celui dont relire est maximum ?
La somme de la base x et de la hauteur y du rectangle étant constaiii ment égale à py le produit xjr de ces deux dimensions ou Taire du re<
tangle est maximum, lorsqu'on a x = ^ = ^ , c'est-à-dire lorsque le rn
tangle devient un carré.
a" Inscrire dans un carré donné le carré minimum.
Soit le carré ABCD (fig, aa). Si l'on prend sur les différents côtés et
dans le môme sens quatre longueurs égales AE, BF, CG, DH, la figure
inscrite EFGH est un carré. En effet, tous les triangles rectangles, EBF.
FCG, GDIl, IL\E, sont égaux comme ayant un angle égal compris entre
deux côtés égaux : leurs hypoténuses sont donc égales. De plus, les angles
FEB et AEH sont complémentaires : l'angle HEF est Fig. 23. Jqjj^ jjj.^jj^ gj Ijj ggyj.g EpQH çg^ un ca-ré. Cela posé,
l'aire de ce carré est minimum, lorsque la somme des triangles rectangles qu'il faut lui ajouter pour compléter le carré donné, est maximum. Pour qu'il en soit ainsi, il suffit que l'un de ces triangles soit maximum. Or la somme BE + BF est constante et égale an côté du carré donné. Le produit EB x BF et, par suite, l'aire du triangle EBF sont donc maximums, lorsqu'on
a EB = BF. Il faut donc que les points E, F, G, H soient les milieux des
côtés du carré donné.
Il est évident qu'il n'existe pas de carré maximum dont les sommets
s'appuient respectivement sur les côtés du carré donné ; car, si l'on fait
croître le segment AE au delà du côté AB, on forme un carré exinscrit
dont l'aire peut augmenter indéfiniment.
3* De tous les triangles de même périmètre et de même base, quel est
celui dont l'aire est maximum?
Désignons par 2/7 et par a le périmètre et la base donnés. Soient beic
les deux autres côtés variables des triangles considérés et S leur aire. On a
'xp = a-h b -^ c et S = ^ p{p-'a)(p-~ b)(p — c) .
Le maximum de S^ se produit en môme temps et dans les mêmes conditions que celui de S. Comme le produit /?(/? — /i) est constant d'après l'énoncé, chercher le maximum de S' revient à chercher celui de
Mais les deux facteurs variables {p — b) ci (p — c) ont une somme con-
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stante, puisqu'elle est égale à
p — b -h p -^ c = là/j — (b -h c) = a.
Leur produit est donc maximum lorsqu'ils sont égaux entre eux , ce qui entraîne la condition
Parmi tous les triangles proposés, le triangle d'aire maximum est donc le triangle isocèle.
4° Inscrire dans un triangle donné le rectangle d'aire maximum.
Pour inscrire (fig, a3) un rectangle EFGK dans un triangle donné ABC, il suffit de mener entre les côlés du triangle une parallèle FG à sa base et d'abaisser des points F et G des perpendiculaires FE et GK sur cette même base. Si le point F tend vers le sommet A, la hauteur du rectangle inscrit tend vers zéro, ainsi que son aire. Si le point F tend vers le sommet B, c'est la base du rectangle inscrit qui tend vers zéro en même temps que son aire. Entre ces deux limites de l'aire du rectangle, il existe nécessairement un maximum (283).
Désignons par 6 et ^ la base AC et la hauteur 6D du triangle donné, par X et 7* la base EK et la hauteur EFj du rectangle inscrit, par S l'aire de ce rectangle. On a évidemment
Bl
bl)
S = xx,
FG //-r
AC
ou
On déduit de la seconde équation
I^ première devient donc, par substitution,
Le rapport j étant constant, le maximum de S répond à celui du proïJiiit x(^ — x), c'est-à-dire, puisque les deux facteurs x et [b — x) ont
t. ne somme constante b. à x = -• On a alors r = -> et le maximum de S
. /;// a pour expression -r- •
Ainsi, pour avoir le rectangle inscrit d'aire maximum, il suffît de mener la parallèle FG à la base AC du triangle par le milieu de la hauteur BD, et cette aire maximum est la moitié de celle du triangle.
Voici une dernière application un peu moins simple.
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Cône mînimTiin circonscrit à la sphère.
S89. Soient (fig. a4) un cercle OC et un triangle isocèle SBD circonscrit à ce cercle. Si l'on fait tourner la figure autour de Taxe SA, la ci^
conférence OC engendre une sphère et le triangle isocèle SBD un cône circonscrit à cette sphère. On demande pour quelle position du sommet S le Tolume du cône est un minimum. Ce minimum existe nécessairement; car, si le sommet S s'éloigne de plus en plus dans la direction du diamètre AG, le cône tend à se transformer en un cylindre de hauteur infinie et, par conséquent, de volume infini; si, au contraire, le sommet S se rapproche de plus en plus du point G, c'est la base du cône qui tend à devenir infinie en même temps que son volume. Entre ces deux valeurs infinies, le volume du cône circonscrit passe donc par un minimum (283). Désignons par x la hauteur du cône, par y le rayon de sa base, par Y son volume variable, par R le rayon de la sphère* On a immédiatement
V = i Tcfx.
On a ensuite, à cause des triangles rectangles semblables BAS, OCS, et de la propriété connue de la tangente,
AB AS X
— ou ^ =
UC se R v^x(j: — aR)
On déduit de cette dernière relation
R'.r ^^ j: — aR*
La valeur de Y devient donc
3 X — -2 R IjQ facteur —5- étant constant , le minimum de V répond à celui de
OU au maximum de la fraction renversée j-^-
Celte dernière expression peut être mise sous la forme
ou bien, en multipliant et en divisant par 2R,
-L il/ _ 2R\ aR .r \ X J
On voit alors que le minimum cherché répond finalement au maximum du produit
Les deux facteurs de ce produit ayant une somme constante égale à i , son maximum a lieu pour
Il en résulte
— = 1 ou pour X = 4 R.
r=Rv/â et V=|7rRV
Ainsi le cône circonscrit de volume minimum a pour hauteur le double du diamètre de la sphère donnée, et son volume est double de celui de la sphère.
Comme les volumes des corps circonscrits à la sphère sont proportionnels aux surfaces des mêmes corps (vo/ria Géométrie , t. II), l'aire totale du cône circonscrit minimum est égale au double de l'aire de la sphère, et c'est aussi un minimum parmi les surfaces totales des cônes circonscrits. C'est ce qu'on peut d'ailleurs vérifier facilement.
En représentant par S la surface totale du cône circonscrit, on a, en effet, d'après la Géométrie,
(i) S = TT/ yj a? -4- j» -h tr^
et, d'après la similitude des triangles rectangles considérés précédemment {fis- >4),
y X yj x^ -\- y^
5 "" v/x(.r — 2R) ~ •^ — R 11 en résulte
^x^-h7'=-i-i~^ 1 et 7^ =
R -" x — aR
Si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (i), on a, en chassant les dénominateurs,
SR(ar-aR) = 7r/{x-R)(j: — 2R)-+-irR'x;
mais
par suite,
SR(x — aR) = 7rR^-i?(x — R) -+- 7tR« jr.
On en déduit, en simpliBant,
ttR^ ^ Sx -i- aRS = o.
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La condilion de réalité de x est donc (236)
S'— 87rR=S>o ou S>87rR».
Le minimum de S est donc SttR', et la valeur correspondante de x est (238)
27rR
Cas où le théorème fondamental est en défaut.
290. Il est essentiel de remarquer que le théorème fonda mental du n® 285 peut se trouver en défaut, si les limites im posées par la njture particulière de la question aux facteurs variables a: et j ne leur permettent pas d'atteindre la moitié de la somme donnée a.
Pour lever celte difficulté, qui se présente très-souvent dans les applications, nous donnerons, sous une forme particulière, une seconde démonstration du théorème dont il s'agit.
On a, d'une manière générale, Fidentité
La somme x H-/ étant supposée constante, on voit alors immédiatement que le maximum de 4^/ ou celui du produit or/ répond au minimum de (x-— j)'.
Lorsqu'on peut faire x=x, ce minimum est zéro, et l'on retombe sur l'énoncé du n° 285; mais, lorsque les limites imposées h X eik y rendent leur égalité impossible, cet énoncé doit être modifié comme il suit :
Si la somme de deux facteurs variables est constante, leur produit est maximum lorsque le carré de leur différence est minimum.
On peut ajouter que ce même produit est minimum lorsque le carré de la différence des deux facteurs est au contraire maximum,
291. Voici un exemple très-simple où l'on doit recourir à l'énoncé modifié.
On demande le maximum et le minimum du produit
(sin^ H- a) (7 — sin^r)-.
La somme des deux facteurs variables est constante et égale
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à 9; le maximum du produit répondrait donc a l'égalité des deux facteurs, si cette égalité était possible. Or la relation
sin^ -t- 2 =1- 7 — sin:r,
conduisant à
ne peut être vérifiée par aucune valeur de x, puisque le sinus d'un arc a pour limites — 1 et -f- i [voir la Trigonométrie^ t. II).
Pour obtenir le maximum du produit proposé» il faut donc chercher le minimum du carré de la différence des deux facteurs, c'est-à-dire le minimum de
(2sin:c — 5!'.
Ce minimum ayant lieu pour la plus grande valeur positive de sinx, c'est-à-dire pour sinx^-f-i, le maximum du produit donné est 18 pour la même valeur.
De même, le minimum de ce produit répond au maximum de la même expression
(2 sînj?~5)S
qui a lieu pour la plus petite valeur négative de sinj:, c'està-dire pour sin J7 = — i ; le minimum cherché est donc 8 pour la même valeur.
Théorèmes déduits dn théorème fondamental.
292. I. Le produit de n facteurs positifs variables ayant une somme constante est maximum, lorsque tous ces facteurs sont égaux entre eux et à la n'**** partie de la somme con-^ s tan te.
Soient, en effet, a la somme donnée, j?,^, z,. . ., / les facteurs donnés et $ leur produit variable. On a
xyz ... t = (S.
Pour que $ représente le maximum cherché, il faut que deux facteurs quelconques du produit, x eiy par exemple.
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soient égaux entre eux; car, s'il n'en est pas ainsi, on peut
remplacer cliacun de ces facteurs par leur demi-somme -*
La somme a n'est pas modlGée, et l'on a, d'après le théorème du n» 285^
c'est-à-dire, en multipliant les deux membres de cette inégalité par tous les autres facteurs,
Tant que deux facteurs quelconques du produit formé ne sont pas égaux entre eux, on peut donc trouver un produit plus grand. Le produit obtenu ne peut donc être maximum que si Ton a
— — — — /— îf.
293. Le théorème précédent subsiste quand les facteurs proposés sont tous négatifs, mais en nombre pair. En effet, le produit 9 reste positif, et l'inégalité
entraîne encore l'inégalité
±ZLL tJZLLz,..t>9.
Si les facteurs proposés, tous négatifs, sont en nombre Impair,
l'inégalité
entraîne, au contraire (215, III) l'inégalité
En prenant tous les facteurs égaux entre eux, on obtient donc, dans l'hypothèse indiquée, un produit minimum.
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294. Les n facteurs proposés étant positifs, le maximum du produit s'obtient (292) en faisant chaque facteur égal au n*^^
de leur somme constante ou à '-^ On a
donc, d'une manière générale et pour des valeurs quelconques
des facteurs,
xyz
Si Ton appelle, par analogie (Arithm.^ 397), moyenne proportionnelle de n quantités la racine n^^^ de leur produit, on voit en extrayant la racine n^"^ des deux membres de l'inégalité et en généralisant un théorème connu [Arithm.y 399) , que la moyenne proportionnelle de n quantités est inférieure à leur moyenne arithmétique [Àrithm.^ 198).
295. Il est entendu que le théorème du n*" 292 est soumis aux mêmes restrictions que le théorème fondamental dont il est une conséquence immédiate. Si les facteurs proposés doivent non-seulement présenter une somme constante, mais encore satisfaire à d'autres relations, le maximum possible de leur produit est, en général, différent de celui qu'on vient d'indiquer, et alors toujours plus petit.
Il n'y a identité entre les deux résultats que lorsque les relations auxiliaires auxquelles les facteurs variables se trouvent soumis sont satisfaites d'elles-mêmes par les valeurs égales de ces facteurs; car, dans ce cas, ces relations n'expriment aucune condition contradictoire relativement à la règle énoncée*
296. En particulier, si l'on a (/) + ç -♦- r) facteurs variables, dont la somme constante soit égale à a et qui soient astreints, en outre, à la condition de se partager en trois groupes contenant respectivement/? facteurs, q facteurs et r facteurs égaux entre eux dans chaque groupe, le théorème du n* 292 reste
applicable.
Si l'on veut préciser davantage, on peut remarquer (') que
le produit
(i) œyz,.. t9
(') Lettre de M. Hatoh db la Goupilliëbe {Nouvelles jinnales de Mathéma^ tiques y t. VII, 3* série).
OÙ les (/> + 9 + r) facteurs donnés sont indépendants, sauf la constance imposée à leur somme a, est plus général que le produit
N (X)MV)'{z)',
où les facteurs considérés présentent la même somme> mais ne peuvent prendre, les uns par rapport aux autres, que trois valeurs différentes. Le produit (i) offre donc, parmi ses valeurs, toute la série de valeurs du produit (2], tandis que le produit (2) ne peut admettre qu'une partie des valeurs du produit (i). Par conséquent, on est ceruin que le produît(i) peut atteindre le maximum du produit (2), mais il n'est pas permis d'affirmer d'avance la réciproque. Pour que cette réciproque ait lieu, il faut prouver que le produit (2] peut, dans ses différents états, atteindre celui pour lequel le produit (i) est maximum. Or rien n'empêche de faire
en même temps que
Comme on obtient ainsi le maximum du produit (1) et que le produit (2) devient alors identique au produit (i), on voit que la même règle est bien applicable aux deux produits.
297. II. Les facteurs positifs variables, x^ y, z ayant une somme constante égale à a, et les nombres p, qy r étant entiers et positifs, le produit x^y^z'' est maximum lorsque les facteurs x, y, z sont proportionnels à leurs exposants p, f , r«
On ne modifie pas le produit considéré en le multipliant ei en le divisant par la quantité constante /t'^ç^i'; mais chercher le maximum de l'expression
xPy^z''
pPn'ir^ :
'^ ^ pfqii'
revient évidemment à chercher celui de l'expression
xpyiz'' ^
pPqir^ • car les deux séries de valeurs obtenues en faisant varier
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x^Xf Zy dans les limites imposées par la relation
ne différant que par un facteur constant, le maximum a lieu dans les deux cas pour les mêmes valeurs des facteurs variables. Or la seconde expression indiquée équivaut à
Ce produit est donc composé de p facteurs égaux à -9 de
q facteurs égaux à -» de r facteurs égaux à -» c'est-à-dire de
(/> 4- ç -+- r) facteurs présentant seulement, les uns par rapport aux autres, trois valeurs différentes, et formant une somme égale à
La condition du maximum est donc finalement (296)
p^q~^r~'p'Jrq'^r
d'où
ap aq ar
. Le théorème, qui s'étend à un nombre quelconque de facteurs, est donc démontré, et Von obtient les valeurs des facteurs X, yy Zf qui répondent au maximuniy en partageant la somme donnée a proportionnellement à leurs exposants
Pf Çf r.
On peut résoudre immédiatement, à l'aide des théorèmes l et II (292, 297], un grand nombre de problèmes de Géométrie : nous en indiquerons quelques-uns.
Applications.
i98. i** De tous les paraliéiipipédes rectangles de même surface, le cube est celui de volume maximum.
Soient S la surface constante, V le volume variable et x, y^ z les dimen-
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BiODS variables des parallélipipèdes rectaDgIes considérés. On a
S = a j:^ -H axz -t- a/z ou xy-^ xz -^ jrz = -y en même temps que
V = xjrz ou V = x^y^T} = xyxzyz.
y* ou y est donc maximum (292) lorsque les trois facteurs xy^ <a:z, jz, dont la somme est constante, sont égaux entre eux ; et, de x^ = xz =/z on déduit
On a alors, pour Taréte du cube dont le Tolume représente le maximum demandé,
3x* = - ) d*où x = kI-e}
et, pour son volume.
a* De tous les rectangles de même périmètre a/7, quel est celui pour lequel le cylindre engendré par la rotation du rectangle autour d'un de ses côtés a un volume maximum ?
Désignons par xeiy les deux dimensions du rectangle, par Y le volume variable du cylindre engendré par la rotation du rectangle autour du côté X ou du côté y. Si or ou 7 est très-petit, le volume du cylindre engendré est lui-même très-petit, parce que sa base ou sa hauteur est trèspetite. Entre ces deux valeurs, dont les limites sont zéro, le volume du cylindre doit donc bien passer par un maximum.
On a les deux équations
x-^y = p et V = Tra:'/;
ir étant un facteur constant, la question est ramenée à chercher le maximum du produit x'/, sachant que les deux facteurs x et ^ ont une somme constante p. La condition du maximum est donc (297)
^ y P Ay K ^P P
- = «^ = ^> d'où Jr=-f> X=^* a I 3 3 •' 3
Le volume du cylindre maximum est alors
Y==.^-PlE^Li^p^,
3** Inscrire dans une sphère donnée le cylindre de volume maximum*
Fig. a5.
En désignant (Jig. 26 ) par R le rayon de ]a sphère donnée, par Y le volume variable du cylindre inscrit, par x le rayon de sa base et par y sa demi*hauteur, on a immédiatement
V=a7r:c»j et x'-^-y=R^
air étant un facteur constant, la question est
ramenée à chercher le maximum du produito:'/;
mais, au moment où ce produit atteint son
maximum, il en est évidemment de même de
son carré ar*jr', qu'on peut écrire [x^Yy^. Les
deux facteurs x* et 7' ayant R' pour sonmie constante, la condition du
maximum est alors (297)
d*où
= Ry^ et r = Ry/5-
Rv/3
Fig. 26.
La hauteur ^y du cylindre inscrit maximum est donc les ^ du côté du
triangle équilatéral inscrit dans une circonférence de grand cercle, et son volume a pour expression
4** Inscrire dans un cercle donné le triangle isocèle d^aire maximum. Menons (fg. 26) un diamètre AD. D'un point C quelconque de la circonférence, abaissons sur ce diamètre la perpendiculaire CB. Le triangle ACB est un triangle isocèle inscrit. Si le point G se rapproche indéfiniment du point A ou du point D, Taire du triangle tend vers zéro. Entre ces deux valeurs limites, cette aire passe donc par un maximum.
Désignons par R le rayon du cercle donné, par 2x la base et par y la hauteur du triangle isocèle inscrit. Son aire variable étant représentée par S, on a les deux équations
S = x/ et x* = ^(2R— ^).
La question est donc ramenée à chercher le maximum du produit xy ou, ce qui revient au môme, de son carré xi^y^. Si Ton remplace x' par sa valeur déduite de la seconde équation, on voit qu'on a finalement à chercher le maximum de l'expression
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qui est comi)osée de deux facteurs, Tun^^, élevé au cube, l'autre (tiR— 7), élevé à la première puissauce. Ces deux facteurs ayant une somme constante aR, la condition de maximum est (297)
r lU — r aR R ^, V 3R
Le triangle isocèle d*aire maximum se confond donc avec le triangle
équilatéral inscrit.
5* Inscrire dans un cône donné le cylindre de volume maximum. Soient [fif^. 27) le triangle rectangle SBA et le rectangle inscrit DEFfi.
Si l'on fait tourner la figure autour du côté SB, le triangle engendre un cône et le rectangle un cylindre inscrit dans ce cône. Si le point D se rapproche indéfini ment du sommet S ou du sommet B, le volume du cylindre inscrit tend vers zéro. Entre ces deux valeurs limites, son volume doit donc bien passer par un maximum.
Désignons par r le rayon de la base du cône et par h sa hauteur, par x le rayon de la base du cylindre inscrit, par y sa hauteur, par Y son volume variable. On
a immédiatement les deux équations
V = itx^Y et - = —r^ *^ r h
OU
Le facteur tt étant constant, on doit rendre maximum le produit a^y ou, en remplaçant y par sa valeur en fonction de x, on doit rendre maximum l'expression
-x^(r—x) ou j:'(r — jf),
puisque - est un facteur constant; mais les deux facteurs x et (r — x) ayant r pour somme constante, la condition du maximum est (297)
- = =:-, d*où x = -5- et y — T:"
Le cylindre inscrit maximum a donc pour hauteur le tiers de la hauteur du cône, et son volume est
Fi(y. 28.
Boîte carrée ou polygonale de volume maximum.
299. O/i donne une feuille de carton présentant la figure d'un carré ou d'un polj'gnne régulier, et l'on demande de construire avec cette feuille la boite de volume maximutn.
Soit d'abord le carré ABCD {fig. 28). Pour construire avec ce carré une boîte de volume quelconque, il faut mener quatre parallèles EF,GH, IK, LM, aux quatre côtés du carré et à égale distance de ces côtés. On enlève les quatre carrés A^, Bè, Ce, Dr/, ainsi déterminés sur les angles, et, en relevant les quatre rectangles laissés en blanc sur la figure, on forme une boîte ayant pour fond le carré nbcd.
Cela posé, désignons par 2/ le côté AB et par X la dislance AE. Le volume variable V de la boîte, qui est un parallélipipède rectangle de base ubcd et de hauteur x, a pour expression
La somme des facteurs (/ — j:) et x étant égale à la quantité constant /, la valeur de x, qui correspond au maximum de V, satisfait à la relation
,, , l 'Xl
dou x--=^-^-., 6 G
Le volume de la boîte maximum est donc
Fig. 29.
Supposons maintenant que la feuille de carton donnée ait la forme d'un polygone régulier (fig, 29). On inscrit dans ce polygone un polygone régulier semblable et somblablement placé, ayant même centre 0, et Ton abaisse des soramels de ce nouveau polygone des perpendiculaires sur les côtés voisins du polygone enveloppant. On enlève les quadrilatères ainsi construits sur les angles, on relève les rectangles laissés en blanc sur la 1 figure, et l'on obtient une boîte prismatique ayant pour base le polygone inscrit et pour hauteur Tune des ])erpcndiculaires abaissées de ses différenis sommets.
Soient n le nombre do côtés du polygone donné, p son apothème OH, y Tapothème 01 du polygone inscrit, jr la différencft des deux apothèmes, / et /' les côtés des deux polygones
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considérés. En désignant par V le volume variable de la boîte, on a immédiatement
On en déduit
l'=-Y et V = — xy^,
La question est donc ramenée à chercher le maximum du produit xr', sachant que la somme (j: + j) est constante. La condition du maximum est donc
Le volume maximum a, par suite, pour expression
V = —pH.
Méthode Grillât.
300. II arrive souvent que le maximum cherché répond à celui d'un produit de plusieurs facteurs dépendant d'une seule variable, et dont la somme est constante, mais qui, par suite des conditions de renoncé, ne peuvent pas être égaux entre eux. Les théorèmes des n^* 292 et 297 ne sont plus alors applicables, au moins directement. On tourne, dans ce cas, la difficulté à Taide d'un artifice très-ingénieux, dû à M. Grillet (*).
Les deux exemples suivants nous permettront d'exposer cette méthode.
301. I. On donne une feuille de carton rectangulaire y et on demande de former avec cette feuille la botte de volume maximum.
Désignons {fg. 3o) par za et a 6 les dimensions du rectangle donné, et supposons b^a.
En opérant comme au n*" 299, on forme une botte dont le volume variable V est celui d'un parallélipipède rectangle ayant pour base le rectangle abcd et pour hauteur le côté x des carrés Aa, B6, Ce, Dcf, enlevés sur les angles de la feuille. On a donc
V= (2a — 2.x) (26 — 2a;)d: = 2 [a — x) [b — x] iXy
(') Nouvelles Annales de Mathématiques, i'® série, t. IX et XVL
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et Ton peut dire que le maximum de V répond à celui du produil (a — x) [b — x)2x. La somme des trois facteurs de ce produit est bien constante, puisqu'elle est égale à (a -h b) ; mais ces trois facteurs ne peuvent être égaux entre eux.
De
on déduit, en effet, a = 6; ce qui est contre l'hypothèse.
Prenons alors
V = 4 (^ — ^) (^ — x)Xi
et, en laissant de côté le facteur constant 4» cherchons par la méthode Grillet le maximum du produit
Nous ne modifierons pas ce produit, en le multipliant et en le divisant par un même nombre. Soient donc a et ^ deux coefficients dont la valeur est supposée constante , mais indéter-^ minée. Nous pourrons écrire
[a — x) Ib — x) X =^ ^a{a'-x)&{b — x)x.
Le maximum demandé dépend simplement de celui de l'expression
Disposons de l'indétermination des coefficients auxiliaires a et p, de manière à rendre constante la somme des trois facteurs proposés. Il suffit pour cela que cette somme ne contienne pas X ou que, dans cette somme, le coefficient de cette variable soit nul, c'est-à-dire qu'on ait
Ceue égalité peut être satisfaite par une infinité de valeurs de a et de |3 ; mais, parn^i toutes ces valeurs, nous ne devons choisir que celles qui rendent égaux entre eux les facteurs du produit dont on cherche le maximum. On doit donc poser en
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même temps
Les relations (i) et (2) nous donnent ainsi trois équations entre les inconnues auxiliaires a et ^ et l'inconnue principale X, dont la valeur trouvée à Paide de ces équations est précisément celle qui correspond au maximum du produit considéré ou au maximum de V.
On voit pourquoi le nombre des coefficients arbitraires employés doit être inférieur d'une uniié à celui des facteurs variables, c'est-à-dire égal à (n— i) s'il y a n facteurs. En écrivant que ces n facteurs sont égaux entre eux, on obtient, en effet, [n— i) équations, et, en y ajoutant celle qui exprime que la somme des n facteurs est constante , on a autant d'équations que d'inconnues, en comptant la variable principale X.
Revenons aux relations (i) et (2). Pour en déduire x, il faut éliminer oc et j3. La relation (2) donne immédiatement
et, en substituant ces valeurs dans l'équation (i), on trouve pour équation finale
c'est-à-dire, en chassant les dénominateurs et en simplifiant, (3) 3j;' — 2 (a -f- é) a: -4-fl6 = 0.
D'après la forme de cette équation, si ses racines sont réelles,
elles sont toutes deux positives. La condition de réalité, qui
est ici
(<i-|-é)»— 3a6>o ou a*4-6'>a6,
est évidemment satisfaite; car, b étant plus grand que a, 6' est plus grand que ab. 11 reste à distinguer entre les valeurs de jt, qui ne peuvent convenir toutes les deux. Or on ne doit faire varier jp que de zéro à «, moitié du plus petit côté du rectangle^ puisque les valeurs de x comprises entre a et 2a reproduisent nécessairement les volumes déjà obtenus en faisant varier x de zéro à a. On est ainsi conduit à substituer a dans le premier
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membre de Téquation (3). Le résultat de cette substitution (tf — ab) étant négatifs on voit que a est compris entre les deux racines positives de Téquation, et que, par conséquent, c'est la plus petite de ces racmes qui convient seule à la question. On a donc, pour le maximum.
a-h b — sj[a -+- 6 )' — \\nb a -h b — \/a' -^ ab -^ ô'
On vérifie ce résultat en revenant au carré (299), c'est-à-dire en faisant é = a. On retrouve bien, dans cette hypothèse,
302. II. Inscrire y dans une sphère donnée^ le cône d'aire totale maxi' nium.
Considérons [fig. 3i) le cône inscrit, engendré par le triangle rectangle) ACS. Nous désignerons par R le rayon de la p. ^^ sphère donnée, parx Vapothème AS du cône, par^ la corde AB, supplémentaire de l'apothème AS, par 2 l'aire totale variable du cône inscrit. La Géométrie permet d'écrire
2 = 7rAC.AS-f ttÂc',
XC' = CS.CB=:44= VÏ^ e* AC=:^. '
ïi
TT
Il en résulte
D'ailleurs,
.r=-f-r'=-: 4R% d'où x'^ 4R=-/=. (2R-^)(aR-4-/).
On a donc finalement
TT
f.a question est ainsi ramenée à chercher le maximum du produit
(aR-7)(2RH-7)*jr
ou, ce qui revient au même, en multipliant le premier facteur par 3, du
produit
(6R-3j^)(aR^j)(2R+j^)r.
Si l'on efloctue alors la somme des quatre facteurs, on trouve qu'elle
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est constante et égale à loR; mais, comme il est impossible d'ayoir ;'= aR -4-^, ces facteurs ne peuvent être égaux entre eux. Il faut, par conséquent, recourir à la méthode Grillet, en reprenant le produit
(2R-y)(aR-h/)(aR-hr)r.
Nous multiplierons le premier facteur (aR — y) par le coefficient arbitraire a, cb^icun des deux facteurs égaux à (aR +7*) par le coefficient arbitraire ^, et nous aurons à chercher le maximum du produit
a(aR-j) P(aR-T-r) P(aR -h/)^.
Si Ton fait la somme des quatre facteurs, le coefficient de la variable/ dans cette somme est (a^ — a + i ). On doit donc poser, comme on l'a expliqué dans Texemple précédent,
(i) ap — - a -h I = o.
On doit écrire ensuite que les facteurs considérés sont égaux entre eux, d'où
(a) a(aR-r)-p(aR-hr)-r.
Cette seconde relation donne
aR — r ^ aR-hr
et, en portant ces valeurs dans Péquation (i), il vient
aR-hj^ aH— j
c'est-à-dire, en chassant les dénominateurs et en simplifiant, (3) a/»-Rr-2R' = o.
Les deux racines de cette équation sont réelles; mais la racine positive peut seule convenir, et il faut encore qu'elle soit moindre que aB. On a pour cette racine
Telle est la valeur qu'on doit donner à jr pour obtenir, parmi tous les cônes inscrits dans la sphère donnée, celui dont Taire totale est maximum.
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Théorème inverse da théorème fondamental.
303. Le produit de deux fadeurs variables x et y étant égal à une quantité constante p, leur somme est minimum lorsqu'ils sont égaux entre eux et à ^p.
Si Ton désigne par u la somme variable des deux facteurs, on a les deux équalions
(il) x-\'jr=zu.
L'équalion (i) donnant j= ^, Téquation (2) devient
P a:-4-- = M ou x^ — ux -h p =0.
On en déduit
La condition de réalité de x étant
y— /?>>0 OU U'^2^p,
le minimum de la somme u est 2 y^p et, pour cette valeur mi-
nîmum, on a x = x^= \lp\ ce qui justifle l'énoncé.
Il n'y a pas de maximum pour la somme u. Si l'on fait croître indéfiniment le facteur Xy la somme x -^ jr=^u croît
elle-même sans limite, tandis que le facteur j = ^ diminue à
mesure que x augmente, sans que les deux facteurs cessent d'être réels.
304-. Le théorème qu'on vient d'établir, et qu'on peut généraliser comme celui du n*^28S, est soumis aux mêmes restrictions que ce dernier.
Pour qu'il demeure applicable, il faut que les variables ;r
et j^ puissent, en effet, devenir égales à y//'; ce qui n'aura pas lieu ordinairement, si ces variables doivent satisfaire à d'autres relations quo la relation xr = p.
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305. Au lieu de suivre la marche précédente (303), on peui poser ridcntité
On voit alors immédiatement que, le produit xy étant constant par hypothèse, le minimum de la somme [x -h y) répond, dans tous les cas, au minimum du carré cle la différence (x — y), minimum qui est zéro pour x=y, si cette égalité est possible.
De même, le maximum de la somme [x-^y] répond au maximum du carré delà différence [x-^ y). Ce maximum n'existe donc pas en réalité, si Ton peut faire croître x indéfiniment; mais on le reconnaît, au contraire, au caractère indiqué, lorsque^ et j sont astreints à d'autres conditions qui limitent leurs variations.
306. On peut encore employer un troisième mode de démonstration, qui conduit à une généralisation importante.
11 résulte du théorème du n** 285 que, si la somme de deux
facteurs variables est constante et égale à ^^p^ et qu^aucune autre condition ne leur soit imposée, leur produit est maximum lorsqu'ils sont égaux entre eux et à \/p, de sorte que ce produit maximum est p.
On en conclut que, pour qu'un produit de deux facteurs variables soit égal à p, il faut que leur somme soit au moins
égale à 2^/?; car, si cette somme est inférieure à cette quantité, le produit maximum des deux facteurs, qui a lieu quand chacun d'eux représente la moitié de la somme donnée, est nécessairement inférieur à p.
On voit donc que, lorsque le produit de deux facteurs variables est donné égal à p, le minimum de leur somme
est ay/^; et, pour cette valeur de leur somme, les deux facteurs sont nécessairement égaux entre eux.
Réciprocité des problèmes de mazimum et de minimnm.
307. Le théorème que nous allons énoncer généralise les considérations précédentes.
Soient deux quantités variables X et Y, entre lesquelles existe une certaine liaison déterminée. Si, pour une valeur B
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donnée à Y, la valeur maximum de \ est A, réciproquement, pour la valeur A donnée à X, c'est-à-dire dans les mêmes circonstances, la valeur minimum de Y est B. Il faut d'ailleurs, pour qu'il en soit ainsi, que le maximum possible de X diminue en même temps que la valeur particulière assignée à Y.
En effet, si l'on attribue à Y une valeur 6<;B, la valeur maximum que peut atteindre concurremment X est, par hypothèse, moindre que A. Donc, si X reçoit la valeur A, parmi toutes les valeurs qu'on peut donner en même temps à Y, aucune ne peut être inférieure à B, c'est-à-dire que B est le minimum de Y.
308. Cette proposition permet, dans certains cas, de traiter, pour ainsi dire, les questions de maximum et de minimum en partie double. A chaque problème de maximum ou de mi nimum répond un problème inverse de minimum ou de maximum, si la condition indiquée à la fin de l'énoncé précédent se trouve remplie. Nous allons formuler, d'après cette loi, quelques résultats remarquables.
La somme de n facteurs positifs variables étant constante, nous avons vu (292) que leur produit maximum a lieu lorsqu'ils sont tous égaux entre eux et à la n^^* partie de leur somme constante, de sorte que, cette somme diminuant, il en est de même du produit maximum.
On peut donc dire immédiatement que, le produit de n facteurs positifs variables étant constant, leur somme est minimum lorsqu'ils sont tous égaux entre eux et à la racine n/^»* de leur produit constant,
La somme de plusieurs facteurs positifs variables x, y, z étant constante, nous avons vu (297) que le produit xfpz' est maximum lorsque les facteurs x, y, z sont proportionnels à leurs exposants, de sorte que ce maximum diminue en même temps que la somme donnée.
On peut donc dire que, le produit xfy^z'' étant constant, la somme des facteurs positifs variables x, y, z est minimum lorsque ces facteurs reçoivent des valeurs proportionnelles à leurs exposants.
Nous avons vu (298, 5°) que le volume du cylindre de révolution inscrit dans un cône de révolution donné est maximum, lorsque la hauteur du cylindre est le tiers de celle du
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cône ou le rayon de la base du cylindre les deux tiers du rayon de la base du cône, de sorte que le volume du cylindre maximum diminue en même temps que le volume du cône donné.
On peut donc dire, réciproquement, que le volume du cône de révolution circonscrit à un cylindre de révolution donné est minimum, lorsque la hauteur du cône est trois fois celle du cylindre.
Ces exemples suffisent pour montrer le parti qu'on peut tirer du théorème du n® 307.
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DES FONCTIONS
Définitions.
309. Lorsque deux grandeurs variables sont tellement liées entre elles que, à chaque valeur de Tune, corresponde une ou plusieurs valeurs déierminées de Tautre, les grandeurs considérées sont à\\Qs fonctions l'une de Tauire.
Ainsi» l'aire d'un cercle est fonction de son rayon, et le rayon d'un cercle est fonction de son aire. La liaison entre les deux grandeurs est exprimée par la relation connue
cercle R = 7rR'.
On regarde, à volonté, l'une des deux grandeurs proposées comme variant d'une manière arbitraire, et on lui donne le nom de variable indépendante. On réserve alors le nom de fonction à l'autre grandeur dont les variations résultent de celles de la première, d'après la loi qui régit leur liaison.
Représentons, par exemple, par x la variable indépendante et par y la fonction. Leur dépendance mutuelle pourra être exprimée par une équation de la forme
F est l'initiale du mot fonction, et l'on énonce cette relation en disant que T'est égale à une fonction de x.
310. Une variable est continue dans un certain intervalle, lorsqu'elle ne peut passer de sa première valeur à la dernière sans parcourir toutes les valeurs intermédiaires.
Une fonction est continue dans un certain intervalle, lors-
que )a variation continue de la variable dont elle dépend lui impose dans cet intervalle une variation elle-même continue.
Dans le cas contraire, c'est-à-dire lorsque la fonction saule brusquement d'une valeur à une autre plus ou moins éloignée sans parcourir les degrés intermédiaires, la fonction est discontinue.
D'après ces définitions, toute fonction continue varie par degrés aussi petits qu'on veut quand la variable dont elle dépend remplit la même condition.
y^=iax^ Qs\ une fonction continue de a:; car, si l'on donne à ^ un accroissement /i, y prend un accroissement égal à la différence
a[x -\- hy — ax^ = ah [ix -f- A),
et, quand l'accroissement li de la variable tend vers zéro, il en est de même de celui de la fonction.
311. Discuter les variations d'une fonction /-, c'est étudier sa marche lorsqu'on fait croître la variable indépendante x d'une manière continue, depuis -— oo jusqu'à -hoo ; c'est, en particulier, déterminer les maximums et les minimums de cette fonction, c'est vérifier sa continuité ou indiquer les va* leurs de x où sa discontinuité apparaît.
312. On facilite ou l'on éclaire cette discussion à Taide de la représentation graphique des valeurs correspondantes de la variable et de la fonction.
Cette représentation graphique est le procédé qu'on emploie en Géométrie analytique et sur lequel cette partie de la science mathématique est fondée. Nous y reviendrons plus tard avec tous les détails nécessaires. Nous voulons seulement, dans ce Chapitre, initier le lecteur, par quelques exemples simples, à cette méthode si im(K)rtante et si féconde qu'on applique aujourd'hui constamment dans les arts pour résumer les expériences et découvrir, au moins approximativement, les lois des phénomènes qu'on étudie.
Voici en quoi consiste le mode de représentation dont il s'agit.
On trace [fig.Zi] deux axes rectangulaires indéfinis xOx', /Oy. Sur le premier axe xOx\ on compte, à partir du point 0, les valeurs de la variable x, qu'on représente par des longueurs proportionnelles, mesurées à l'aide d'une certaine échelle prise pour unité. Ces valeurs de x (ou abscisses) sont portées à droite du point 0 quand elles soui positives, à gauche de ce point quand elles sont négatives. C'est là une application toute naturelle du principe de Descahtes (203) sur l'opposition de signe marquée par l'opposition de sens.
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Aux différents points déterminés sur l'axe xOx' par les valeurs successives de la variable x, on mène à cet axe des perpendiculaires sur lesquelles on compte de la môme manière les valeurs de la fonction y qui correspondent aux valeurs donm'es de x. Lorsque les valeurs de j (ou ordonnées) sont positives , on les porte r/«-r/e.vj«j de l'axe j:Ox'; lorsqu'elles ^'
sont ni'f^atives^ on les porte au-des- '"'
soiis de cet axe. Remarquons que ces ^
valeurs de y peuvent être en réalité ^. -^1
mesurées sur Taxe yOy à partir du I "^ , '
point 0, et reportées ensuite sur les ^, — I — — \
perpendiculaires tracées par les différents points choisis sur l'axe xOx',
Ces constructions étant effectuées, !
si l'on unit par un trait continu les .^1
extrémités M des différentes perpendiculaires PM obtenues, on a (^g. 32) une courbe AB, qui est la courbe représentative de la fonction /= ^{^)- Cette courbe montre, en effeti immédiatement, par la simple comparaison do V abscisse à V ordonnée, comment sont liées entre elles les variations des deux grandeurs proposées.
313. Quand l'équation / = F(x) est donnée, on peut l'étudier directement, sans construire la courbe représentative, bien que celle-ci offre l'avantage indiscutable de réunir comme en un tableau tous les résultats fournis, plus ou moins péniblement, par la discussion algébrique.
Mais il arrive très-souvent que la loi à laquelle obéissent les variations simultanées de x et de j n'est pas connue, et qu'on possède seulement une Table o\ï sont inscrites quelques valeurs correspondantes des grandeurs considérées données par l'expérience immédiate. Dans ce cas, la fonction manifestée par les nombres de la Table est une fonction empirique. Il est alors indispensable de construire la courbe graphique qui répond à ces nombres. Ce n'est que de cette manière qu'on peut être mis sur la voie de la fonction qui existe réellement, et qu'on peut obtenir approximativement les nombres intermédiaires non insérés dans la Table en mesurant sur l'épure les ordonnées qui répondent à des abscisses quelconques. On peut, en outre, contrôler l'exactitude des expériences exécutées, en se rappelant que les lois naturelles revêtent en général le caractère de la continuité, au moins dans certaines limites, et en examinant à ce point de vue les anomalies dénoncées plus nettement par le tracé de la courbe.
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Étude des variations du trinôme du second degré.
Sik. Soit à étudier les variations du trinôme du second degré ax^ -h bx -h c, lorsque la variable x parcourt toute l'échelle des grandeurs réelles de — oo ek -f- oo .
Nous supposerons le coefficient a positifs et nous distinguerons trois cas suivant la nature des racines du trinôme égalé à zéro.
1° Les racines x' et x" du trinôme égalé à zéro sont réelles et inégales (6' — ^ac'^o).
En désignant par ^ la fonction donnée, on peut poser (309]
( I ) y = ax* -h bx -\- c =^ a (x — x'][x — x")
ou
(:») jr = a\{x+^y-
ft' — 4 acl
Pour a: =^—00 , on a donc, d'après la relation (2), j^=-t-oo, et Ton voit en même temps que, à mesure que x augmente, ^ diminue en restant d'abord posiiif (21H)*
Si la plus petite racine est x'\ la relation (i) montre que/ s'annule une première fois pour a: = a:*' et une seconde fois ipour x = x'. Entre ces deux valeurs de Xy y devient négatif (252) et, parlant de zéro pour revenir à zéro, passe par un minimum algébrique.
Ce minimum correspond, d'après la relation (2), à la valeur
de X qui annule le carré renfermé dans la parenthèse du second
b , jr'-h jr^ membre, c'est-à-dire à x = ou (242) k x = •
Ce minimum de /a donc pour expression
h^ — ^ac
Au delà de :r = x', y redevient positif et croît indéfiniment depuis zéro jusqu'à + 00 , pendant que x croît lui-même depuis x" jusqu'à -h 00 .
On peut, d'après celte discussion, dresser le tableau suivant, qui indique les valeurs simultanées les plus remarquables de X et de /et la marche des variations de ces deux quantités.
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croît
décroît
croît
décroît
b^ — ^ac p valeur 4fl Lmmimum_
croît
croît
croît
croît
Si Ton veut maintenant construire la courbe des variations de la fonction, on trace (Jig, 33) deux axes rectangulaires xOxf etjO/', et l'on opère comme on vient de l'expliquer (312).
Supposons que les abscisses OA et OB représentent xf %i xf^ et que, le
Fig. 33.
KK
Ol A^lir ~^C Tk B ^
point C étant le milieu de AB, l'ordonnée négative CM représente le mi-
de la fonction 7.
nimum
Il résulte de ce qui précède que, si l'on suit les valeurs de x de — « à H- 00 , la courbe représentative vient de très-loin et de très-haut vers la gauche, descend jusqu'au point A, où elle coupe Taxe des x, puisqu'on a
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alors j = o, passe au-dessous de cet axe et continue de descendre jusqu'à ce qu'elle atteigne le point M, dont Tordonnée négative représente le minimum de j, remonte jusqu'au point B, où elle traverse de nouveau Taxe des x, pour s'élever ensuite et s'étendre indéfiniment au-dessus et vers la droite de cet axe.
Celte courbe est, comme nous le verrons plus tard, une parabole du second degré. Elle est symétrique par rapport à la parallèle MC à l'axe yOy', La relation (2) le prouve immédiatement; car, si l'on remplace
successivement x par ha et a, c'est-à-dire si l'on consi-
^ art 2fl
dère deux abscisses OK et OH différant de Tabscisse OC d'une môme
quantité quelconque a en plus ou en moins, les valeurs correspondantes
dej^' sont égales entre elles.
2** Les racines x' et od' du trinôme égalé à zéro sont réelles et égales (6* — ^ac=^o),
La discussion précédente subsiste; seulement» ^r' et or^ se confondant, rintervalle correspondant disparaît et le minimum de y est zéro.
Quanta la parabole représentative [fg, 33), elle est tout entière située au-dessus de l'axe xOx', et elle est tangente en C à cet axe.
3° Les racines x' et x" du trinôme égalé à zéro sont imaginaires (6* — ^ac<^o).
La discussion précédente subsiste encore; seulement, Ja
Fig. 34.
quantité b^—^ac étant négative, la relation (2) montre que r est la somme de deux quantités essentiellement positives et
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ne peut s'annuler. Son minimum a toujours pour expressions ,— — j mais devient posilif-
La parabole représenta 11 ve, située tout entière au-dessus de l'axe j:Oj/, ne rencontre pas cet axe (fig, 33), et le point où elle s'en rapproche davantage répond au minimum de j .
Nous avons supposé le coefficient a positif; s'il était négatify il faudrait simplement changer le signe de toutes les valeurs précédentes de la fonction dont le minimum deviendrait un maximum.
Toutes les paraboles représentatives seraient renversées [Jig, 34) et s'étendraient dans le sens 0;', comme l'indique la figure, au lieu de s'étendre dans le sens Oy,
Étude des yariations du quotient de deux trinômes du second
degré.
316. Soit à étudier les variations du quotient de deux tri' nômes du second degré^ lorsque la variable x parcourt toute V échelle des grandeurs réelles de — oo ri -f- oo •
La fonction donnée est ici
ax^-^ bx -*- c
11 faut chercher d'abord si cette fonction est ou non réductible à une forme plus simple. En effet :
1** Les deux trinômes égalés à zéro peuvent avoir les mêmes racines.
Dans cette hypothèse (247),
abc b b' c c'
— = 77==-/ ou -==— el - = -;• a b c a a' a a
Par suite^ on peut écrire
a hr* -*- - a: -f- - I \ a a] a
a' Lr*-f- -7^ -♦--7 1 La fonction se réduit donc alors à la quantité constante -7*
De c— Cours. 1. 38
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a° Les deux trinômes égalés à zéro peuvent avoir une seule racine commune.
Cette racine commune a pour expression réelle (246)
ca' — ac' ah' — ba' '
désignons-la par x^ et représentons par x^ ei par x^ les racines non communes des deux trinômes. On peut alors
écrire
Les deux termes du quotient^ s'abaissent donc au premier degré, et il est facile, comme nous le verrons, de suivre la marche de la fonction.
Remarquons seulement que, si Ton exprime réciproquement X en fonction de j, les deux termes delà valeur trouvée pour X sont aussi du premier degré en y^ de sorte que la fonction / peut prendre toutes les valeurs réelles possibles sans que la variable x cesse elle-même d'être réelle. Par conséquent, la fonction^ n'est soumise à aucune limite, et elle ne peut avoir ni maximum ni minimum.
316. Passons maintenant au cas général, c'est-à-dire supposons que les deux trinômes égalés à zéro ne présentent aU" cune racine commune.
Dans cette hypothèse, la fonction y est irréductible, et Ton doit se proposer, avant toute discussion, de déterminer ses limites ou de chercher le maximum ou le minimum dont cette fonction peut être susceptible.
Pour y arriver, on emploie la méthode générale exposée
au n"" 284. De
aa7*-f- hx -^ c
on déduit, en chassant le dénominateur et en ordonnant par rapport à x^
[a — tf'/jar'-t- [b — b'y)x -^ (c — c'x)z=o. Si l'on résout cette équation par rapport à x, il vient
X = ^(^-" *>) ±slW^^yf-^ ^[a^ a' r)[c -^ (/x) ^
^la — a'xl
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OU, en développant sous le radical.
Posons, pour simplifier, é'»-4fl'c'=A, — 2(66'— aac'— 2Cfl')=B, 6'— 4«c = C;
nous aurons finalement
et, pour que la variable x reste réelle, il faut que le trinôme A/* 4- Bj -f- C ait une valeur positive.
Avant d'aller plus loin, nous remarquerons que, si la fonction y est irréductible, les racines de ce trinôme égalé à zéro ne peuvent pas être réelles et égales. En effet, pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'on ait
B»-4AC = c
ou, d'après les notations précédentes,
(4ac'-+-4ca'— 266')«=:4(6"— 4aV)(6»— 4«(î).
Or, en développant et en simplifiant cette relation, on arrive à l'égalité
(ac^— ca'Y= [aV — ba')[bc' — cb'),
qui exprime précisément (246) l'existence d'une racine commune aux deux trinômes.
Cela posé, examinons successivement les diiférenis cas qui peuvent se présenter, en les distinguant d'après la nature du coefficient A de /* dans le trinôme Aj*-*- By H- C.
SI l'on égale à zéro le trinôme A/» -+• B j + C, ses racines jr^ e\y\ d'après ce qu'on vient de voir, ne peuvent être que réelles et inégales ou imaginaires.
Lorsqu'elles sont imaginaires, le trinôme considéré est, pour toute valeur réelle de y, de même signe que A (252). La fonction y n'a donc aucune limite et peut prendre toutes les valeurs de — oo à + oo .
Lorsque les racines y' et /" sont réelles et inégales, le tri-
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iiôme considéré n'est positif que pour les valeurs de x QuI sont extérieures aux racines (^52;. On doit donc avoir, en désignant par y la plus grande des deux racines,
x>y ou r<y.
La plus grande racine jr' représente, par conséquent, le minimum de la fonction jr^ el la plus petite racine )^ représente son maximum.
Il faut noter à ce sujet qu'il y a discontinuité de la fonction entre j^ etj', ce qui explique comment son minimum se trouve plus grand que son maximum. Le minimum est relatij à la série de valeurs qui va de ^ à +» ; ie maximum, à la série de valeurs qui va de — oo à j^.
Lorsque les racines y el y" sont, dans celte hypothèse, réelles et inégales, le Irinôme Aj^-t- Bj -4- C n'est positif que pour les valeurs de y qui le rendent de signe contraire à A, c'est-à-dire pour les valeurs de ;^ qui sont intérieures aux racines (252). On doit donc avoir
X<C/ el x>y'^^
La plus grande racine y représente, par conséquent, le maximum de la fonction j^, el la plus petite racine y représente son minimum. Celle fois, le maximum surpasse le minimum; il y a, en effet, coniinuilé de la fonction entre y
Dans l'hypothèse de A<;o, les racines du irinôme
A^ ^ -h Bj -h C
ne peuvent pas être imaginaires; car, s'il en élail ainsi, le trinôme serait de même signe que A pour toute valeur réelle de y, c'est-à-dire négatif. La variable x serait donc imaginaire pour toute valeur réelle de j. Or, c'est ce qui esl impossible. En effet, si Ton substitue à x^ dans l'expression
ax^-^- bx -h c
'^ '~ a'x^-\- b'ic -Jfc'^
une valeur réelle quelconque, il en résulte pour jr une valeur réelle; el celte dernière valeur, substiluée à y dans l'expression (i) de Xy doit réciproquement conduire pour
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cette variable à la valeur réelle qu*on lut a attribuée d'abord. On peut donc affirmer que, lorsqu'on a A<o, les racines du trinôme en y placé sous le radical de la valeur de x ne peuvent jamais être que réelles et inégales.
On peut d'ailleurs prouver directement que les conditions Â < o et B' — 4AC < o sont incompatibles»
Si on les suppose remplies, il faut d'abord que C soit de même signe que A, c'est-à-dire négatif.
On a ensuite, d'après ce qui précède,
B = 4flr'-h 4ffl'— '^bb' ou ^aci = 4fl*/iV-f- ^aca'^ — 'koba'b^
en même temps que
A=^'*-4«'c' et C = A'— 4«f,
d'où l'on déduit
4flV=^>'=-A et 4ûr = ^»— C.
On peut donc écrire
d'où
„ [ab'-'bf^Y'-'kn'^Q.a'^
na Il en résulte
aUi"
{[ab'-bny-^iny/^^-^a'/^^y] \{nb'-bay-\-{ay/- k-a' \/ --C)"]
La quantité B' — 4 AC ne peut donc être négative, puisque le numérateur de cette expression équivaut au produit de deux sommes de carrés de quantités réelles, et que son dénominateur est un carré parfait.
Le trinôme A/» + Bjr -+- C se réduit à l'expression du
premier degré B/ + C. Pour que cette quantité soit positive,
il faut qu'on ait
r>-g ou r<-B'
suivant que le coefiîcient B est positif ou négatif (215, III).
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Dans la première hypothèse, — ^ est un minimum de la
fonction ^; dans la seconde hypothèse, cette même quantité est le maximum de la fonction.
Si la fonction /est irréductible, on ne peut avoir en même temps A = o et B = o, puisque la condition B' — 4AC = o serait alors satisfaite.
En résumé, pour étudier les variations de la fonction
ax* -{- bx-^ c
on doit toujours commencer par déterminer les racines des deux trinômes du second membre, égalés à zéro, afin de supprimer les racines communes qu'ils peuvent admettre.
S'ils n'en présentent aucune, on forme l'expression (i) du n*" 316, et l'on considère le trinôme Ay* -h Bjr + C placé sous le radical de la valeur de x.
Si A est [> o, ce trinôme égalé à zéro ne peut avoir que des racines imaginaires ou bien réelles et inégales.
Dans la première hypothèse, la fonction 7* n'a aucune limite. Dans la seconde hypothèse, elle a pour minimum la plus grande racine y' du trinôme et, pour maximum, sa plus petite racine j^; c'est-à-dire que la fonction y peut varier de — 00 à z*' et de /' à 4- 00 , sans prendre aucune valeur entre
r" etjr'.
Si A est •< o, le trinôme égalé à zéro ne peut avoir que des racines réelles et inégales, et la fonction /peut seulement varier de la plus petite racine/'^, qui est son minimum, à la plus grande racine y', qui est son maximum.
Si A =10, la fonction y n'admet qu'un maximum ou qu'un minimum qu'on trouve immédiatement en résolvant l'inégalité B/ -h C>o.
D'ailleurs, dans tous les cas où la fonction y passe par un maximum ou un minimum, le radical de la valeur de ^ s'annule , et la valeur correspondante de x est donnée par la formule
' 7. [a — ay)
OÙ Ton substitue à ;^ le maximum ou le minimum de la fonction.
Une fois ces premières déterminations efifeciuées, on peut suivre d'une manière complète la marche de la fonction. C'est ce que nous allons expliquer sur des exemples choisis parmi les cas les plus importants.
Applications.
I. Étudier les variations (le la fonction
2jr'-H 6jr-|- 4
Cherchons les racines des deux trinômes égalés à zéro. Les racines du premier sont — i et. — 2 ; les racines du second sont toutes deux égales à — I . On peut donc écrire
La fonction j n'admet donc ni maximum ni minimum (31 S). Étudions directement ses variations, et, pour le faire plus simplement, effectuons la division de .r 4- 2 par x + i . Le quotient et le reste de cette division étant tous deux égaux à i, on a
ar -h I
Les variations de/ ne dépendent ainsi que de celles de la fraction corn-
plémentaire — '- — • ' a: -f- I
Pour X = — 00 , cette fraction complémentaire est nulle (119), et l'on a
Si X augmente en restant négatif, c'est-à-dire en tendant vers zéro (214, 218), la fraction complémentaire augmente en valeur absolue, tout en restant négative. Par suite, la fonction/ diminue, en demeurant d'abord
positive. Elle devient nulle pour la valeur de x qui rend la fraction
égale à — 2, c'est-à-dire pour x = — a. Au delà, etdej:= — 2àx = — i, la fraction considérée continuant d^augmenter en valeur absolue en étant toujours négative, la fonction y continue de décroître en devenant négative.
Pour jr = — I, la fraction devient égale à — » , comme limite
de quantités négatives indéfiniment croissantes en valeur absolue. On a
donc aussi r= — «; mais, pour une valeur négative de j: Irès-pcu supérieure à — i, la fraction complémentaire devient positive et aussi grande qu'on veut. On doit donc regarder la fonction y comme égale à zp 00 pour la valeur spéciale jc = — i. Par conséquent, pour celle valeur de la variable, la fonction est discontinue (310) et saute brusquement de la valeur — « à la valeur -h oo , sans passer par les valeurs intermédiaires. En d'autres termes, cette discontinuité, qui répond à une seule valeur de x^ porte sur tciute Téchelle des grandeurs réelles.
X continuant de croître au delà de — - 1 , la fraction ^ devenue
JT-f- I
positive, va constamment en diminuant, ainsi que r, qui reste d'ailleurs positif. Pour x = o, on a j^ = 4 ; pour j: = -f- oo , on retrouve la valeur
Toute cette discussion est résumée dans le tableau suivant :
croît
croît
croît
croît
décroît
o décroît
décroît
décroît
Si Ton veut représenter ce tableau par une courbe, comme nous Tavons expliqué (312), on remarque d'abord que, pour a? = — oo et pour a: = -h 00 , on a J =: 2; par suite, si Ton prend sur Taxe Oy (fig. 35), à réchelle adoptée, une longueur OB = 2 et si Ton mène par le point B ane parallèle HH' à l'axe xx!^ il existe sur cette parallèle deux points de Ja courbe, tous deux situés à une distance infinie, l'un à droite, Tautre Jà gauche.
De môme, pour ^ = — i,ona^ = q=oo; par suite, si Ton prend sur Ox' une longueur OA représentant — i d'après nos conventions (312)» et si l'on mène par le point À la parallèle KK' à l'axe xr'i il existe aussi
aloèbue élémentaire.
deux poinls de la courbe sur cette parallèle, tous deux situés à une distance infinie, Tun au-dessus de Taxe xj/, Tautre au-dessous.
D'ailleurs, dex = — ce à x= — i,jva constamment en décroissant depuis 2 jusqu'à — oo , en traversant zéro pour x — — a. Si Ton mesure OC = — 2 sur Taxe Ox', on obtient donc une première branche de courbe telle que H'CK'.
De X = — I à X = -h 00 , r va constamment en décroissant depuis -H oo jusqu'à 2, en devenant égal à 4 pour x= o. Si Ton mesure OD = 4 sur l'axe Oj', on obtient une seconde branche de courbe telle que KDH.
La discorAinttitc est marquée sur la figure par le passage brusque du
Fîff. 35.
Il'
point R', qu'on doit supposer à l'infini négatif sur la droite KR', au point R, qu'on doit supposer à l'infini positif sur la même droite.
I>es parallèles HH' et RR' aux deux axes xx' et xjr\ que les valeurs infinies de la variable et de la fonction nous ont conduit à considérer, et riant les deux branches de la courbe représentative ( qui est une hyper" bnle du second degré) s'approchent indéfiniment sans jamais les atteindre, sont dites les asymptotes de cette courbe.
Dans les applications suivantes, et pour plus de rapidité, nous désignerons immédiatement sous ce nom les droites analogues
II. Etudier les variations de la fonction
Les racines du premier trinôme, égalé à zéro, sont 5 et 3 ; colles du second sont 2 et — i. On peut donc écrire
_(x— 3)fj:--5) ~ (x ~k- i) (.r — 2)
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La fonction étant irréductible, cherchons si elle admet un Diaximum et un minimum (31G). En chassant le dénominateur de Texpression (i) et en ordonnant l'équation par rapport à x, on a
(i — j)x*— ( 8 — j-)x -r- l5 -K 2/ = O. Il en résulte
ou, en eflectuant et en simpliGant sous le radical,
8 — T-dev/^v'-H 36r-+-4
Nous avons donc ici Â > o (310). Si l'on pose
97'-*- yôjr -4-4 = 0, on en déduit
— 18 =b v/324 — 50 — 18 ± y^iSS y — =
l^s deux racines du trinôme en 7, placé sous le radical de la valeur de x et égalé à zéro, sont donc
7'= — o,ii5 et 7' = — 3,883,
à 0,001 près.
La plus petite racine 7' représente (316) le nuiximum des valeurs croissantes de la fonction depuis — » jusqu'à 7', et la plus grande racine y' représente le minimum des valeurs croissantes de la fonction depuis y* jusqu'à + co . La fonction n'admet aucune valeur réelle entre r' et 7'.
La valeur de x qui correspond au maximum 7' est (317)
à 0,01 près.
La valeur de x qui correspond au minimum y' est
à 0,01 près.
Ces premiers résultats vont nous permettre d'étudier rapidement la marche de la fonction quand x varie de — oo à -h co .
4LGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 6o3
L'expression (a) montre que j^, qui s*annule pour x=S et j?= 5, passe par Tinfini pour x = — - i et pour x = ^, La fonction est donc nécessairement discontinue, et cette remarque va assurer notre discussion.
Pour j;=— -oo,ona^=i (119). Si x croît en tendant vers zéro, les quatre facteurs de l'expression (2) restent négatifs tant que x n'a pas atteint et dépassé la valeur — i . Donc^ reste positif dans le même intervalle. D'ailleurs, pour a: = — i,ona/=-+-oo. On peut donc affirmer que, X variant de — 00 à — i, / croît de i à h- 00 .
En effet, si j diminuait à partir de i, il faudrait qu'il augmentât ensuite pour atteindre la valeur -t- oo . Il passerait donc par un minimum pour une certaine valeur de x comprise entre — » et — i . Or la fonction n'a qu* un seul minimum correspondant à x = jr' = 3 ,63.
X dépassant la valeur — 1, / devient négatif, puisque, des quatre facteurs qui composent l'expression (a), trois demeurent négatifs, tandis que le quatrième facteur x -4- 1 devient positif. De plus, 7 est aussi grand qu'on veut en valeur absolue pour une valeur de x inférieure ou supérieure à — I, mais Irès-peu différente de — i. Par suite, pour x = — i, on a en réalité / = ±: 00 , et la fonction, rendue discontinue, saute brusquement de la première valeur à la seconde, en franchissant toute l'échelle des grandeurs réelles.
Si l'on fait croître or de — i à h- a, ^ reste négatif, et l'on passe par la valeur x = j:'= i ,ai, qui répond au maximum x''= — 3 ,883 de la fonction. Pour x = 0, on a j' = — 7,5, et, pour x = a, on a / = — 00 . La fonction part donc de — « pour x=— i, croît jusqu'au maximum — 3,883 pour x = i^ai, puis décroît ensuite indéfiniment jusqu'à — oo pour j: = a.
Au delà de X = a, ^ devient positif, puisque, des quatre facteurs de l'expression (2), deux deviennent positifs. Commet est aussi grand qu'on veut en valeur absolue pour une valeur de x inférieure ou supérieure à a, mais très-peu différente de a, on a en réalité^ = q= oo pour x= 2» La fonction, rendue encore discontinue, saute brusquement de — 00 à -f- oo .
A partir de x = 2, ^ décroît pour atteindre son minimum — 0,1 1 5, qui répond k x = a/ = 3,63. La fonction, positive de x = 2 à x = 3, devient négative ûe x = 3 k x = 5, puisque alors trois des facteurs de l'expression (a) deviennent positifs, tandis que le dernier facteur demeure négatif. Ainsi, la fonction décroît à partir de -^ 00 pour x = 2, s'annule pour X = 3, devient minimum pour 07= 3,63, croît ensuite et s'annule encore pour or = 5.
Au delà de J7= 5, les quatre facteurs de l'expression (2) étant positifs, la fonction elle-même est positive. Dex=5àjr=-hoo,où elle atteint de nouveau la valeur i (119), il faut qu'elle croisse constamment depuis zéro jusqu'à i, puisque la fonction n'a qxCun seul maximum et un seul minimum, qu'on a dépassés.
Toute cette discussion est résumée dans le tableau suivant :
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1 croît
croît
> croît
croît
i,ai
— 3,883 [Maximum] '
croit
décroît 1
croît
décroît
croît
décroît j
— o,n5 [Minimum]
croit
croît
croît
croit
-f-oo
Si Ton veut maintenant construire la courl)e représentative des variations de la fonction (yf^. 36), on commence par indiquer \ asymptote HH' (318), parallèle à Taxe xx* et qui répond à la longueur OB = i, mesurée sur l'axe Or; puis, les deux asymptotes KK' et LL' parallèles à Taxe ^el qui répondent sur l'axe xx' à OA = — i et à OC = a. On construit ensuite les deux points M et m^ dont les abscisses OD et OE sont égales à 1,21 et à 3,63, et dont les ordonnées — DM et — Bm représentent ie maximum — 3,883 et le minimum — o, ii5 de la fonction, et le point N dont l'ordonnée ON est égale à — 7, 5.
Cela fait, on n'a plus qu'à tracer une première branche de courbe H'K, rencontrant, à TinGni vers la gauche et à TinHui au-dessus de l'axe xx\ les deux asymptotes IIH' et KK'; puis une seconde branche K'ML', qui rencontre à TinQni, au-dessous de l'axe xx\ les deux asymptotes KK' et LL'; et, enfin, une troisième branche LmH, qui rencontre à rinfinî au-dessus de l'axe xx* et à l'infini vers la droite les deux asymptotes LL' et HH'. Cette branche de courbe coupe l'axe xa! aux deux points I et J dont les abscisses sont 3 et 5.
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Coj
On peut remarquer que la dernière branche L/n H coupe nécessairement son asymptote HH'. Pour obtenir le point correspondant, il suffît de se rappeler que Tordonnée de ce point est égale à i . Ou a alors, d'après l'expression (i) de la fonction,
c'est-à-dire
x^ — 8a: -4- i5 = jr' — X — a,
'jx =17 ou or = îa,43.
En prenant l'abscisse OG = a,43, on détermine sur l'asymptote lill' le
Fîg. 36.
T 0 PC 1\1 E
Tl
y II*
point d'intersection F de cette asymptote avec la branche L/nH. 320. III. Étudier les variations de la fonction
Si l'on égale à zéro les deux trinômes, on voit que les racines du dénominateur sont imaginaires. Ce dénominateur ne s'annulera donc pour aucune valeur de x et restera constamment positif; par conséquent, la fonction demeure continue, lorsque x varie de — 00 à -f- 00 .
Toutes les fois t/u' une pareille discussion se présente, il faut s'assurer aillai d'avance de la continuité ou de la discontinuité de la fonction.
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Les racines du numérateur de l'expression (i) égalé à zéro sont
— et —y c'est-à-dire i,6i8 et — o,6i8 a o.ooi près. On
peut donc écrire approximativement
La fonction étant irréductible, cherchons si elle admet un maximum et un minimum, en revenant à l'expression ( i ). On en déduit
c'est-à-dire
x^ »-'-.r±v^(i-f-.r)'-h4(> — .>)lî -f-jy
ou, en effectuant et en simplifiant sous le radical,
i-Hr±i/ — cir'-Har-T-ô x= ^ î^ —
Nous avons donc ici A < o (316). Si l'on pose
~ Zy^ H- 2/ ^- 5 = o ou 3^ — 2/ — 5 = o,
il en résulte
Les deux racines correspondantes sont donc
/=! et y = -i.
La fonction j' n'admet alors (316) que les valeurs réelles comprises entre y et y. La plus petite racine y représente son minimum, la plus grande racine/' représente son maximum, La valeur de jî, qui correspond au maximum y, est (317)
La valeur de .r, qui correspond au minimum y, est
Cela posé, pour x = — <» , l'expression (i) donne (449) /= i.
Si l'on fait croître x, depuis — oo jusqu'à — a, la fonction n'ayant
qu'un seul maximum et un seul minimum répondant aux valeurs de x
que nous venons de calculer, il faut nécessairement que j aille constam-
ment en croissant pour atteindre son maximum - •
X croissant de — a à — o,6i8, ^ toujours positif diminue nécessairement après avoir traversé sa valeur maximum et s'annule pour x = — 0,6 1 8, comme le montre Texpression (i).
X croissant de — 0,618 à 1,618, y devient négatif puisque les deux facteurs du numérateur de Texpression (i) sont alors de signes contraires. D'ailleurs, pour j? = o, j atteint son minimum — i. Ainsi jr, dans T intervalle considéré, diminue de zéro à — i, pour croître ensuite de — i à zéro.
Au delà de j: = 1 ,618, j redevient et reste positif.
Pour x=-i- 00 , on retrouve j= i , de sorte que, dex = ï,6i8àx=-+-oo, la fonction croît constamment depuis zéro jusqu'à i. Il n'en peut être autrement, puisqu'elle n'admet qu'un seul maximum et un seul minimum.
Le tableau suivant résume cette discussion.
- [Maximum]
croît
décroît
croît
décroît
— I [Minimum]
croît
croît
croît
croît
Si Ton veut maintenant construire la courbe représentative des variations de la fonction {fig.. 87), on indique d'abord l'asymptote HH' parallèle à l'axe xx\ qui répond à OB = i. On marque ensuite les deux
points M et /ti, dont les abscisses sont égales à OA = — 2 et à zéro, et
dont le8 ordonnées AM et — O/7? représentent le maximum - et le mini-
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mura — 1 de la fonction. On marque aussi les points I et J de Taxe xx\ dont les abscisses sont — 0,618 et 1,618.
On n*a plus alors qu'à tracer une courbe continue partant du point H' à rinfmi vers la gauche, s'élcvant au-dessus de Tasymptote Hh' jusqu'au point M, descendant jusqu'au point 1 où elle coupe l'axe xx\ puis jusqu'au point m où elle rencontre en même temps l'axe yf^ remontant jusqu'au point J où elle traverse de nouveau l'axe xx\ et s'étendant enfin indélinimcnt vers la droite en restant au-dessous de l'asymptote HH\ mais en s'élevant lentement vers elle pour l'atteindre seulement à l'infini
La courbe, en passant du point M au point I, coupe nécessairement son asymptote en un point dont lordonnée est égale à 1. On a donc alors, d'après l'expression ( i ),
x' — j; — 1 — x' -4- j: -h I , c'est-à-dire
IV. Étudier les variations de la fonction
Égalons à zéro les deux trinômes ; les racines du premier sont 1 et 5, les racines du second sont toutes deux égales à — i . On peut donc écrire
Comme la fonction est irréductible, cherchons (316) si elle admet un maximum et un minimum. En revenant à l'expression (1), on en déduit
( 1 — /)j-*— 2(3 -f-/)x -+- 5 — 7 = o, d'où
En eilecluant et en simpli6ant sous le radical, on a
^ 3 -\-y±:yJ\iy-^ 4 __ 3 -+- r ± av^Sy -h i x^ ^-_^_ _ i-r
Nous avons donc ici A = o (3i6). Par suite, la fonction admet seule mont un maximum ou un minimum. La condition de réalité de x s'ex prime par Tinégalité
i>o, d'où r
La fonction présente donc seulement un minimum qui est — ^j ce qu'on
aurait pu dire immédiatement (316) d'après la condition B > o. I>a valeur de Xj qui répond à ce minimum, est
•«» — — T — "T — Am
i—X I ■+■ 1 4 Cela posé, pour ^r = — oo , on a, d'après l'expression (i),
Si l'on fait croître x, y reste positif et va en croissant jusqu'à h- co pour jr = -— I, d'après l'expression (a); c'est ce qui résulte nécessairement des indications précédentes relatives au seul minimum de ^.
Comme y ne change pas de signe après qu'on a dépassé la valeur j: = — I, puisque le dénominateur de l'expression (a) est constamment positif et que les deux facteurs du numérateur restent tous deux négatifs, cette valeur x =— i répond à une seule valeur infinie positive qui remplace en réalité le maximum trouvé pour la fonction dans le cas précédent. Rappelons-nous, en effet, que, si Â devient nul, l'un» des racines du trinôme en y placé sous le radical de la valeur de x et égalé à zéro devient infinie (241 ).
Dans ce cas, il n'y a pas, à proprement parler, discontinuité de la fonction.
X augmentant à partir de j: = — i , / diminue en marchant vers son minimum et en passant par la valeur 5 pour x = o. L'expression (a) montre que y s'annule pour x= i, devient ensuite négatif, puisque les deux facteurs du numérateur prennent des signes contraires, «tteint son
minimum — ^ pour j: = a, croit au delà et repasse par la valeur zéro
pour X = 5. X continuant de croître, il en est de même de j-, qui redevient positif et augmente jusqu'à la valeur i qu'il reprend de nouveau pour X = 4- 00 .
Le tableau suivant résume cette discussion :
De g. — Cours, I. Sg
6io
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— oo
croît
croît
croit
décroît
croît
décroît
croît
décroît
— ^ [Minimum]
croît
croît
croît
croît
Pour construire la courbe représentative des variations de la fonction (y^. 38), on marque l'asymptote HH' parallèle à l'axe xx', qui répond à
OB = I, et l'asymptote KK' parallèle à Taxe xx\ Q^î répond à OA = — '• On indique le point /w, dont Tabscisse OC est égale à a et dont l'ordonnée
— Cm représente le minimum — ^ de la fonction. On indique aussi sur
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Taxe yy* le point D, dont l'ordonnée est 5j et sur l'axe x.r' les points I el J, dont les abscisses sont i et 5.
On trace alors une première branche de courbe H'K, rencontrant Tasymptote NH' à Tinfini vers la gauche et l'asymptote KK' à Tiniini au-dessus de l'axe xx'\ puis, une seconde branche K/7;H, rencontrant l'asymptote KK' au même point que la première branche, coupant l'axe ^ au point D, traversant Taxe ^r^ au point I, descendant jusqu'au point///, puis remontant jusqu'au point J, où elle traverse de nouveau l'axe xx\ et s'étendant ensuite indéfiniment vers la droite, de manière à s'élever vers l'asymptote HH', qu'elle ne rencontre qu'à l'inOni.
De Den I, la seconde branche K///H coupe l'asymptole Hll' en un point dont l'ordonnée est i et dont l'abscisse, d'après l'expression (i), satisfait alors à la condition
d'où
ï 8x=r 4 ou j:= -•
En prenant OG = -> on détermine donc sur l'asymptote HH' son point
de rencontre F avec la courbe.
Les applications qu'on vient de traiter suffisent pour faire pressentir tous les avantages qu'on peut retirer d'une union intime établie entre la Géométrie et l'Algèbre, et pour préparer aux considérations sur lesquelles la Géométrie analytique est fondée {voir t. IV).
THÉORIE DES PROGRESSIONS
Des progressiong par différence.
322 On appelle progression arithmétique ou par différence une suite de termes tels, que la différence qui existe entre chaque terme et le précédent soit une quantité constante : cette quantité constante est la raison de la progression.
Quand la raison est positive, la progression est croissante, c'est-à-dire que ses termes vont en augmentant. Quand la raison est négative, la progression esi décroissante, c'est-à-dire que ses termes vont en diminuant. Une progression décroissante n*est d'ailleurs qu'une progression croissante renversée.
ii.i4*i
est une progression croissante dont la raison est 3.
est une progression décroissante dont la raison est — 3.
Relation fondamentale.
323. Dans toute progression par différence limitée, un terme de rang quelconque est égal au premier augmenté d'autant
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de fois la raison qu*il jr a de termes avant celui qu'on considère, Soil la progression
Désignons par r la raison de celte progression, et supposons qu'on se «oit arrêté au n'^^ terme. On a, par définition,
6 := a -+- r, c=zb -4-r=a4-2r, d=c-^r = a-\-3r, e = d-^r = a-h^ry
La loi de formation est évidente : le multiplicateur de la raison est inférieur d'une unité au rang du terme, l élant le n'** terme, on a la formule générale
On en déduit
Comme on peut commencer la progression où l'on veut, celle dernière relation prouve qu'un terme de rang quelconque est égal au dernier diminué d'autant de fois la raison qu'il jr a de termes après celui qu'on considère.
324-. La somme de deux termes également éloignés des extrêmes est égale à la somme des extrêmes.
Considérons les deux termes T et T' : T a /? termes avant lui. T' en a p après lui. On a, d'après ce qui précède,
c'est-à-dire, en ajoutant ces deux égalités membre à membre,
325. Dans toute progression par différence croissante, les termes vont en augmentant, en même temps que leur rang, de manière à pouvoir atteindre et surpasser toute quantité donnée.
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Cherchons, par exemple, à quel terme il faut s'arrêter dans la progression pour surpasser un nombre donné A, aussi grand qu'on voudra.
a étant le premier terme de la progression, son n'*"* terme
a pour valeur (323)
Il faut donc réspudre, par rapport au rang n, FinégaUté
On en déduit
Ainsi, le terme dont le rang est exprimé par le nombre entier
iH — I est
supérieur à A, quel que soit A.
Insertion de moyens.
326, Insérer n moyens par différence entre deux nombres donnés, c'est former une progression dont les deux termes extrêmes soient les nombres donnés, et qui contienne en tout « -h 2 termes.
Désignons par a et / les termes extrêmes de la progression, c'est-à-dire les nombres donnés, par r la raison inconnue de la progression. On a (323)
1= a -h {n -hi] r,
La raison est donc égale à la différence des nombres donnés, divisée par le nombre des moyens à insérer plus i.
Connaissant la raison et le premier terme, on forme immédiatement la progression demandée.
327. Etant donnée une progression par différence, si Ion insère un même nombre de moyens entre ses termes consé cuti/s, on forme une nouvelle progression par différence qui a pour raison le quotient de la raison de la première progrès-
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sion par le nombre des moyens insérés entre chacun de ses termes et le suivant, plus i.
Soit la progression
ra,b,c,d.e, , .h.k^L
Désignons par r sa raison ou la différence qui existe entre un terme quelconque et le précédent, par n le nombre des moyens insérés entre a et 6, 6 et c, c et (/,..., k et /. Les raisons des différentes progressions formées ont pour expressions (326)
/i-f-i /i-f-i n-f-i n-hi
Elles sont donc toutes égales au quotient ^ De plus, la
première progression finit où commence la deuxième , la deuxième finit où commence la troisième, etc. Toutes ces progressions forment donc une progression non interrompue
ayant pour raison
328. Pour insérer entre deux nombres donnés un nombre de moyens par différence égal à pp' — \, on peut insérer d'abord p — I moyens entre les deux nombres donnés, puis p' — i moyens entre chaque terme de la progression obtenue et le suivant.
En effet, si Ton insère p — i moyens entre les nombres^ et /, la raison de la progression obtenue est (326)
Si Ton insère maintenant/?' — i moyens entre les termes consécutifs de cette progression, la* raison de la nouvelle progression formée a pour valeur (327)
^r ou - , •
p pp
Or cette raison est précisément celle que Ton obtient en insérant directement pp — i moyens entre les nombres donnés. On voit en même temps que le résultat ne change pas, quand on intervertit Tordre des insertions.
On généralise faciiemeni ce théorème remarquable en remplaçant/^/i' — I pBT pp'p".,, — I.
En pariiculier, pour insérer entre deux nombres donnés un nombre de moyens par différence égal à 2" — i, on peut insérer un moyen entre les deux nombres donnés, puis un moyen entre chaque terme de la progression obtenue et le suivant^ et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait répété la même opération n fois.
Somme des termes d'une progression par différence
329. La somme des termes d'une progression par différence est égale au produit de la demi-somme des extrêmes par le nombre des termes.
Soit la progression
^a,b.c,d*e, . Ji.h.l.
En désignant par S la somme des n premiers termes jusqu'à l, on a
S=a-f-6-hc-f-rf-f-e-f-...+ A-f-Ar-t-/.
Si Ton renverse la progression, on a de même
Sz=l-hk-^h-h...'he-hd-{-c-^b-^a.
En ajoutant alors membre à membre ces deux égalités, il vient
-f- (A+c) -H (/rH-6) +(/ -hfl).
Les sommes partielles mises entre parenthèses dans le second membre de Tégalité résultante sont égales à la somme des extrêmes ou à la somme de deux termes également éloi- ^nés des extrêmes : toutes représentent donc la somme des extrêmes (324). La progression contenant n termes, le second membre de l'égalité considérée renferme /i sommes partielles. On peut, par conséquent, écrire
28 = (a -h/)» ou S= n.
On peut remplacer dans celte relation / par a + (/i — i) r; elle
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devient alors
Remarquons que, dans toute progression par différence, on a à tenir compte des cinq quantités a, /, r, n, S, et qu'on n'a que deux relations entre ces cinq quantités, savoir
/=a-f- /i— I r et S=:^ — ;
pour pouvoir trouver deux d'entre elles, il faut donc connaître les trois autres.
330. On demande la somme des n premiers nombres entiers: c'est demander la somme des n premiers termes d'une progression par différence ayant i pour raison et pour premier terme. En appliquant la formule
[la -^ {n — i) r]n
on trouve
ce que donne immédiatement la formule
jj {a-^l)n
en remarquant que / est égal à n.
On demande la somme des n premiers nombres impairs : c'est demander la somme des n premiers termes d'une progression par différence ayant 2 pour raison et i pour premier terme. Si l'on applique la formule
on trouve
Ainsi, la somme des 100 premiers nombres impairs est égaleà
100' ou lOOOO.
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Des progressions par quotient.
33i. On appelle progression géométrique ou par quotient une suite de termes tels, que le rapport de chaque terme au précédent soit une quantité constante et positive : cette quantité constante est la raison de la progression.
Quand la raison est plus grande que i, la progression est croissante, c'est-à-dire que ses termes vont en augmentant. Quand la raison est plus petite que i, la progression est rfécroissante, c'est-à-dire que ses termes vont en diminuant. Une progression décroissante n'est d'ailleurs qu'une progression croissante renversée :
est une progression croissante dont la raison est a ;
est une progression décroissante dont la raison est -•
D'après la déiinltion même, chaque terme d'une progression par quotient est moyen proportionnel [Aritlim., 397) entre les deux termes qui le comprennent.
Relation fondamentale.
332. Dans toute progression par quotient limitée, un terme de rang quelconque est égal au premier multiplié par la raison élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent celui qu'on considère.
Soit lu progression
T\a\b\c:d:e\. . . :fi:lr.L
Désignons par q la raison de cette progression, et supposons qu'on se soit arrêté au n'*"* terme. On a, par définition :
b=:aq, c = bq =: aq^y d=^ cq — aq\ e =:i dq =z aq*.
La loi est évidente : Vexposant de la raison est inférieurcTune unité au rang du terme, l élant le «'•"" terme, on a la formule générale
On en déduit
in— I
Comme on peu^ commencer la progression où Ton veut, cette dernière relation prouve qu'///i terme de rang quelconque est égal au dernier divisé par la raison élevée à une puissance mar^ quée par le nombre des termes qui suivent celui quon considère,
333. Le produit de deux termes également éloignés des extrêmes est égal au produit des extrêmes.
Soient les deux termes T et T':Ta p termes avant lui, ï' en a ;> après lui. On a, d'après ce qui précède,
T = aqP, T'=-^,
c'est-à-dire, en multipliant ces deux égalités membre a
membre,
TV = al.
334. Dans toute progression par quotient croissante, les termes vont en augmentant y en même temps que leur rang, de manière à pouvoir atteindre et surpasser toute quantité donnve.
En effet, soient trois termes consécutifs /i, /r, / de la progression. On a (332)
k = hq, l = kqy d'où, en retranchant.
Comme g est > i, on a /— k^k— h. Par suite, la différence qui existe entre deux termes consécutifs augmente à mesure qu'on avance dans la progression. Or on a vu (325] que, dans une progression arithmétique croissante où cette différence reste constante, les termes augmentent îndéGnîment en même temps que leur rang. La même propriété
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subsiste donc a fortiori û^lus une progression par quotient croissante.
335. Dans toute progression par quotient décroissante ^ les termes vont en diminuant, à mesure que leur rang augmente, de manière à devenir plus petits que toute quantité positive donnée.
Soit la progression par quotient décroissante
ria:b:c:d: — On a (331)
b=:aq, cr=bq, d=:cq,. . .;
d'où l'on déduit
I II I II I II 0 a q c o q d c q
g étant < i, - est > i. La suite
forme donc une progression par quotient croissante dont les termes consécutifs peuvent atteindre et surpasser toute quantité donnée (334); ce qui exige évidemment que les dénominateurs a, b, c, d,. . ,, c'esi-à-dire les termes de la progression donnée, diminuent indéfiniment en ayant zéro pour limite.
Si Ton a 9 > i» la suite
Tiq'^iq^iq^iq^'.q*:-..
représente une progression par quotient croissante. Par conséquent (334'), les puissances successives d'une quantité plus grande que i vont constamment en augmentant et croissent au delà de toute limite.
Si Ton a g< 1, la même suite représente une progression par quotient décroissante. Par conséquent (335), les puissances successives d'une quantité plus petite que i vont con^stamment en diminuant et ont zéro pour limite.
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Insertion de moyeu.
337. Insérer n moyens par quotient entre deux nombres donnés, c'est former une progression dont les deux termes é'xtrémes soient les nombres donnés, et qui contienne en tout /i -f- 2 termes.
Désignons par aei l les termes extrêmes de la progression, c'est-à-dire les nombres donnés, par q la raison inconnue de la progression. On a (332)
i=zaq'^*, d'où
La raison est donc égale à une racine du quotient des nombres donnés, marquée par le nombre des moyens à insérer plus I .
Connaissant la raison et le premier terme, on forme immédiatement la progression demandée.
338. Étant donnée une progression par quotient, si l'on insère un même nombre de moyens entre ses termes consécutifs, on forme une nouvelle progression par quotient qui a pour raison une racine de la raison de la première progression, marquée par le nombre des moyens insérés entre chacun de ses termes et le suivant, plus i .
Soit la progression
Désignons par q sa raison ou le quotient d'un terme quelconque par le précédent, par /île nombre des moyens insérés entre a ei b, b et c, c et d,. . ., k ei L Les raisons des différentes progressions formées ont pour expressions (337j
Va' Vï' Vc' •••' Vf
Elles sont donc toutes égales à "Vî* ^^^ plus, la première progression finit où commence la deuxième, la deuxième finit où commence la troisième, elc. Toutes ces progressions
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formenl donc une progression non interrompue ayant pour
raison ^q.
339. Pour insérer entre deux nombres donnés un nombre de moyens par quotient égal à pp' — i, on peut insérer d'a^ bord p — I moyens entre les deux nombres donnés^ puis p' — i moyens entre chaque terme de la progression obtenue et le suivant.
Supposons, en effet, qu'on insère p — i moyens entre les deux nombres donnés a et /. La raison de la progression obtenue est (337)
Si Ton insère maintenant p' — i moyens entre les termes consécutifs de celte progression, la raison de la nouvelle progression formée a pour valeur (338)
Il pp'/l
a OM76) y/-.
Or celte raison est précisément celle qu'on obtient en insérant directement pp' — i moyens entre les nombres donnés.
On voit en même temps que le résultat ne change pas, quand on intervertit Tordre des insertions.
On généralise facilement ce théorème remarquable en remplaçant pp' — i par /?/?'/?"... — 1.
En particulier, pour insérer entre deux nombres donnés un nombre de moyens par quotient égal à a" — i, on peut insérer un moyen entre les deux nombres donnés, puis un moyen entre chaque terme de la progression obtenue et le suivant, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait répété n fois la même opération, qui n'exige que des extractions de racines carrées.
Produit des termes d*ane progression par quotient.
3^0. Le produit des termes d'une progression par quotient Limitée est égal à la racine carrée du produit des extrêmes^ élevé à une puissance marquée par le nombre des termes.
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Soit la progression
H a : 6 : c : rf : « : . . . \h\k\L
En désignant par P le produit des n premiers termes jiis-
qu*à /, on a
P = abcde . . . likL
Si l'on renverse la progression, on a de mémo
P z= Ikli . . . edcba.
En multipliant alors membre à membre ces deux égalités, on a
?'= {al){bh'){ch) . , , [hc)[kb){la).
Les produits partiels mis entre parenthèses dans le second membre de Tcgalité résultante sont égaux au produit des extrêmes ou au produit de deux termes également éloignés des extrêmes; tous représentent donc le produit des extrêmes (333). La progression contenant n termes, le second membre de l'égalité considérée renferme n produits partiels. On peut, par conséquent, écrire
P'—{al)" ou P = v^(a/)«.
Somme des termes d'ane progression par quotient.
3^1. La somme des termes d'une progression par quotient e.st égale à la différence qui existe entre le produit du dernier terme par la raison et le premier terme ^ divisée par l* excès de la raison sur l'unité.
Soit la progression
En désignant par S la somme des n premiers termes jusqu'à /, on a
S-:a-hb'hc-hd-he-h..,-¥'A-hk'^L
Multiplions par la raison q les deux membres de cette égalité et remarquons que aq = é, bq 7:= c, cq = d, . , ,,kq =: /. Il
vient alors
Sq = b'hC'hd'^ e H-/H- . . . -h k -{- l-hlq.
Si Ton suppose la progression croissante, on retranche membre à membre la première égalité de la seconde, et l'on a évidemment
Sq — S== Iq — a ou S[q ^i) =lq — a,
c'est-à-dire
Si la progression est décroissante, on retranche la seconde «égalité de la première, et l'on trouve
Mais on peut employer indifféremment la première ou la seconde formule, que la progression soit croissante ou décroissante> parce qu'on ne change pas un quotient en changeant à ia fois le signe du dividende et celui du diviseur (kO). Reprenons la formule
q^i On peut (332) y remplacer / par aq'^K 11 vient alors
q-i ' Dans le cas de la progression décroissante, on a de même
Il est facile de trouver directement cette formule, en remarquant que la progression peut s'écrire
}^a:aq: aq^ : aq^ : aç* : ... : aç"-* : aq'*-\
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On a alors
d'où
Mais la quantité renfermée entre parenthèses représente le quotient de i — 9" par 1 — 9 (^^)f P^r suite»
Limite de la somme des termes d'une progression par qaotient
indéfiniment décroissante.
3^2. La somme des termes d'une progression décroissante indéfiniment prolongée a pour limite le quotient du premier terme par l'excès de l'unité sur la raison.
Reprenons la formule
^ a — aq*
On peut la mettre sous la forme
est une quantité fixe; q étant plus petit que i, q* de-
vient de plus en plus petit à mesure que n augmente, et a
pour limite zéro (336); par conséquent, le produit ç'
devient lui-même de plus en plus petit et a aussi zéro pour limite. La somme des termes de la progression, à mesure qu'on en considère un plus grand nombre, s'approche donc
constamment de la quantité fixe 9 qui représente la limite de la somme des termes de la progression, lorsqu'on suppose cette progression indéfiniment prolongée.
On peut vérifier a posteriori cette limite 5 en effectuant la division de a par i — g. On retrouve pour quotient
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illimité la progression
Ha:aq : aq^ : aq^ :aq*:.. . : aq"'^: aq"-' : . • . .
343. On demande la somme des termes de la progression indéfiniment décroissante
On demande la valeur d'une fraction décimale périodique
simple
Cette fraction périodique peut s'écrire
1000 ' lOOO^' 1000*' lOOO**
Elle représente donc la somme des termes d'une progression
décroissante indéfiniment prolongée, qui a pour premier
terme et pour raison. En appelant S la valeur cherchée,
lOOO "^ '^'^
on a
Q lOOO
lOOO
1000 lOOO
résultat qui concorde avec celui trouvé en Arithmétique.
344. On peut remarquer que, dans toute progression par quotient, on a à tenir compte des cinq quantités a, l, q, n, S, et qu'il n'existe que deux relations générales entre ces cinq quantités, savoir
/ = ag-t et 8 = ^^=^;
par conséquent, pour pouvoir trouver deux d'entre elles, il
faut connaître les trois autres.
Ô'-iS ALGÈBRE ÉLÉMEK TAIRE.
345. On eniend j^qlt série une suite indéfinie de termes qui se déduisent les uns des autres d'après une loi déterminée. La série est convergente lorsque la somme de ses termes, à mr>ure qu'on en considère davantage, lend vers une limite fixe; elle est divergente dans le cas contraire. Une progression par quotient indéfiniment décroissante est une série convergente. Une progression par quotient indéfiniment croissante est au contraire divergente; car, ses termes pouvant croître au delà de toute quantité donnée, il en est de même de leur somme.
Nous étudierons les séries dans la Section consacrée à V Algèbre supérieure {voir i. III).
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THEORIE ÉLÉMENTAIRE DES LOGARITHMES
Définitions
346. En comparanl les formules qui conviennent au cas des progressions par différence et à celui des progressions par quotient, on remarque que chaque opération indiquée dans une formule relative aux progressions par différence se trouve remplacée, dans la formule correspondante relative aux progressions par quotient, par l'opération de même espèce, mais d'ordre supérieur; c'est ce que montre bien le tableau résumé suivant :
PROGRESSIONS
par différence.
par quotient.
Relation jondamentale, l = a -^ [fi — \]r. I / = a(f^^.
Termes également éloignes des extrêmes.
T-rT'=l7-*-/.
TT' = al.
Insertion de n moyens.
Somme des n premiers termes.
Produit des n premiers termes.
F = \/(al)\
Ainsi, à l'addition, à la soustraction, à la multiplication et à la division, se trouvent substituées la multiplication, la di-
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vision, réiévation aux puissances el l'extraction des racines. Ce rapprochement a conduit à l'idée des logarithmes. C'est à l'Écossais Néper (•) qu'on doit l'invention el la première application à la Trigonométrie de cet admirable instrument de calcul.
3W. Soient H ... Ç-' : g-' : 7— : I : 9 : ^* : 9» : . . : ^" : . . : ç" : . . .
T».. — 3r. — 2r. — r.o. r. ar. 3r mr nr . . ,
deux progressions croissantes» l'une par quotient, l'autre par différence. Supposons que la première contienne le terme un, la seconde le terme zéro^ et admettons que ces deux termes se correspondent dans les deux progressions.
On appelle logarithmes des nombres inscrits dans la progrès^ sion par quotient les nombres qui leur correspondent dans la progression par différence, et les deux progressions considérées constituent un système de logarithmes.
Mais les termes d'une progression présentent toujours entre eux des lacunes plus ou moins étendues. Si l'on veut que tous les nombres aient des logarithmes, il faut donc généraliser la définition précédente.
348. Si Ton insère un même nombre quelconque de moyens pnr quotient entre chaque terme de la progression par quotient et le suivant, et si, en même temps, on insère le même nombre de moyens par différence entre chaque terme de la progression par différence et le suivant, on obtient deux nouvelles progressions (327, 338) satisfaisant à la condition imposée, c'est-à-dire dans lesquelles les termes un et zéro continuent de se correspondre.
On appelle alors logarithmes des nouveaux nombres introduits dans la progression par quotient les nouveaux nombres qui leur correspondent dans la progression par différence.
Pour légitimer cette extension, il faut établir que, si l'on peut introduire un nombre dans la progression par quotient en insérant entre chaque terme et le suivant un certain nombre de moyens, et si l'on peut aussi l'introduire en insérant
( ' ) L'ouvrage de Néper est intitulé : Mirifici logarithmorum canonis deteriptio^ ejusque usus in utraque Trigonometria, , . . (Edimbourg, l6i4).
un autre nombre de moyens» on trouve pour ce nombre, dans les deux cas, le même logarithme.
Supposons, en effet, que le nombre N ayant été introduit dans la progression par quotient par l'insertion de p — i moyens, on ait trouvé n pour son logarithme ; et que, ce même nombre ayant été introduit par l'insertion de p' — i moyens, on ait trouvé n' pour son logarithme. 11 faut prouver que n = n\
Or, si, après avoir inséré /? — i moyens entre chaque terme de chaque progression et le suivant, on insère p' — i moyens entre les divers termes des nouvelles progressions obtenues, on est dans le même cas que si l'on avait inséré tout d'abord pp' — I moyens entre les divers termes des progressions primitives (328, 339). Donc, par l'insertion de pp' — i moyens, on trouve n pour logarithme de N. De même, si, après avoir inséré p' — i moyens entre chaque terme de chaque progression et le suivant, on insère p— - 1 moyens entre les divers termes des nouvelles progressions obtenues, on est encore dans le même cas que si Ton avait inséré tout d'abord /yp' — i moyens entre les divers termes des progressions primitives. Donc, par l'insertion de pp* — i moyens, on trouve nf pour logarithme deN. On en conclut évidemment n = n'.
3{^9. Il reste encore à définir le logarithme d'un nombre N, qui ne peut être introduit dans la progression par quotient par l'insertion d'aucun nombre de moyens.
Pour cela, nous démontrerons d'abord qu'on peut insérer dans les deux progressions (SkU) un nombre de moyens assez grand pour qu'il soit permis de regarder les termes de ces progressions comme croissant par degrés aussi rapprochés qu'on voudra.
La démonstration est immédiate pour la progression par différence. En effet, si l'on insère p — i moyens entre ses termes
consécutifs, .la raison de la nouvelle progression est r' = -,
et l'on peut prendre p assez grand pour que cette raison, qui représente la différence de deux nouveaux termes consécutifs, soit plus petite que toute quantité donnée.
Quant à la progressioh par quotient, si l'on insère p — i moyens entre ses termes consécutifs, la raison de la nouvelle
progression est q' = ^. Soient alors ^r'" et g'*^' deux nou-
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veaux termes consécutifs. Leur différence ç'"*^* — ç'" esi
égale à
Pour qu'elle soit moindre qu'une quantité donnée <Xy il suffit qu'on ait
ou, en désignant par A un nombre plus grand que tous les termes considérés dans la progression par quotient,
oc pi— ^ CL
Celte condition revient à
g'<n-^ ou v^?<i-4-^»
ou encore à
Or on peut toujours donner à p (336) une valeur assez grande
pour que ( ^ + ^ ) surpasse tout nombre donné.
Cela posé, après Tinsertion d'un nombre sufflsant de moyens, tout nombre positif N fait partie de la progression par quotient ou est compris entre deux termes consécutifs de celte progression. Ces deux termes, pour p assez grand, diffèrent entre eux aussi peu qu'on veut; et, si l'on fait croître p indéfiniment, ils ont le nombre N pour limite commune* Les termes correspondants de la progression par différence tendent en même temps vers une limite commune qui est, par définition, le logarithme de N.
350. On peut représenter de la manière suivante les deux progressions croissantes qui, après l'insertion d'un nombre suffisant de moyens, constituent le système de logarithmes
p — considéré, a = V 9 est la raison de la progression par quotient,
/" (3 = - est la raison de la progression par différence.
'^ ar^ : ... : «-• : or* : or* : i : « : a* : a» : ... : or : . . :«■:
mP .•.. — 3p . — 2^ • — p . G . (3.2^. 3p . . . /np . .. np...»
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On voit que l'exposant d'un terme de la progression par quotient est le coefficient du terme correspondant de la progression par différence.
Les termes conséculifs de la progression par quotient peuvent croître depuis zérojusqu*à Vinjini positif. En effet, puisqu'on suppose a> I, la limite de «■""= — (85) est zéro pour
m = 00 , et celle de a" est l'infini positif.
Les termes consécutifs de la progression par différence peuvent croître depuis Vinfini négatif jusqu'à l'infini positif.
Il en résulte que, dans tout système de logarithmes formé par deux progressions continues croissantes :
Tous les nombres positifs ont des logarithmes, les nombres négatifs n'en ont pas»
Les nombres plus petits que un ont des logarithmes négatifs, les nombres plus grands que un ont des logarithmes positifs.
Le logarithme de un est toujours zéro.
Lorsqu'un nombre crotty il en est de même de son logarithme.
Le logarithme de zéro est l'infini négatif le logarithme de V infini positif est l'infini positif
Si la raison a de la progression par quotient est < i, celte progression devient décroissante, c'est-à-dire que l'échelle des grandeurs est renversée de part et d'autre du terme un pour la progression par quotient, tandis que cette échelle n'est pas modifiée pour la progression par différence.
Dans ce cas, et en conservant les mémos définitions, ce sont les nombres plus grands que un qui ont des logarithmes négatifsy et les nombres plus petits que un qui ont des logarithmes positifs. Lorsqu'un nombre décrott, son logarithme crott. Le logarithme de zéro est l'infini positif et le logarithme de l'infini positif k^^ii l'infini négatif
Mais, au point de vue des applications, ce sont les premières Indications qu'on doit retenir; car les systèmes de logarithmes usuels répondent toujours à des progressions par quotient croissantes.
On indique, en général, le logarithme d'un nombre en plaçant les initiales log à gauche de ce nombre. Ainsi on représente le logarithme de N par la notation logN.
Propriétés fondamentales des logarithmes.
351. I. Le logarithme d'un produit de plusieurs facteurs est égal à la somme des logarithmes des facteurs.
Désignons d*abord par À et par 6 deux nombres quelconques faisant partie de la progression par quotient (350)» et supposons qu'on ait
1! en résuite
AB = a"+'* ;
mais, par définition,
logA = m(3, logB=/i(3,
logAB = (/n^-/^)(3=--mj3-f-/l(3; pa^ suite,
logAB = IogA + logB (').
Considérons maintenant le cas où les nombres donnés A et B ne font pas partie de la progression par quotient; admettons que A tombe entre les deux termes consécutifs oT et o^S et B entre les deux termes consécutifs a" et a"^*. On a alors
a"<A<a"^' et a«<B<a«+'.
On en déduit
a"+"<AB<a«-^''-^»,
et il en résulte (350)
( /iiH- /i) p < log AB < (m -h n -+- 2) p;
mais on a aussi (350)
mP<logA<(/n-4-i)(3 et /ip< logB <(«-+- i)P,
d'où
[m -\- «)(3<logA + logB<(m -h n -f- 2)(3.
Les deux quantités logAB d'une part, et logA -f- logB d'autre pai t, sont donc comprises entre les mêmes limites. Ces limites
(') Cette démonstration s'applique CTidemment, d'après les règles du calcul des exposants négatifs, au cas où les deux nombres considérés sont <ii ou bien au cas où un seul d'entre eui remplit cette condition.
diffèrent de 2(3 = — (34.9), quantité aussi petite qu'on veut
pourp assez grand. On a donc nécessairement
logAB = logA -f- logB,
quels que soient les nombres A et B.
Le théorème étant établi pour le cas de deux facteurs, on rétend facilement au cas d'un nombre quelconque de facteurs.
Soit le produit ABCD. On peut écrire successivement^ d'après ce qui précède,
log A (BCD) = logA -f- logBCD, logB(CD) =logB-f-logCD, logCD =logC-+-logD.
En ajoutant ces égalités membre à membre et en supprimant les parties communes aux deux membres de l'égalité résultante, il vient
log ABCD = logA -h logB -{- logC + logD.
352. II. Le logarithme du quotient de deux nombres est égal au logarithme du dividende moins le logarithme du di^ viseur.
Soient A et B les deux nombres donnés. On a identiquement
d'où (351)
et, par suite.
A = |xB.
logA= log jg-+- logB
log jg = logA — logB.
353. III. Le logarithme d*une puissance d^un nombre est égal au logarithme de ce nombre, multiplié par V exposant de la puissance.
Soit, par exemple, A''. Cette puissance étant le produit de a facteurs égaux à A, son logarithme est la somme de p nombres
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égaux à logA (351); on a donc
log A^ = p logA.
35^. IV. Le logarithme d'une racine d'un nombre est égal au logarithme de ce nombre, divisé par l'indice de la racine.
Soîty par exemple, {/a. On a identiquement
d'où, en prenant les k)garithmes des deux membres (353),
plogv'A = logA et, par suite,
355* Comme on Ta indiqué en Arithmétique (77), il y a six opérations fondamentales sur les nombres : trois directes, trois indirectes.
Dans l'ordre de leur difficulté, les trois opérations directes sont : l'addition, la multiplication, Télévation aux puissances; les trois opérations indirectes sont : la soustraction, la division, l'extraction des racines. L'addition et la soustraction sont des opérations très-simples; la multiplication et la division sont plus compliquées ; l'élévation aux puissances et Textraction des racines sont extrêmement longues et pénibles, pour peu que l'exposant ou l'indice s'élève.
On conçoit qu'à l'aide des logarithmes on peut ramener la multiplication et la division à l'addition et à la soustraction; l'élévation aux puissances et l'extraction des racines à une multiplication et à une division généralement très-simples.
Il suffit, pour cela, de construire une Table qui, en face des nombres, donne leurs logarithmes. On veut, par exemple, extraire la racine d'un nombre; on cherche son logarithme dans la Table, on le divise par l'indice du radical, et l'on obtient ainsi le logarithme de la racine. En face de ce logarithme, la Table indique la racine cherchée. On comprend parla toute Tutilité des logarithmes.
ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE. 687
Des différents systèmes de logarithmes,
356. Puisqu'on peut choisir à volonté les deux progressions par quotient et par différence qui constituent un système de logarithmes, à la seule condition de toujours faire correspondre dans les deux progressions le terme w/iau terme zéroy on voit qu'il y a une infinité de systèmes de logarithmes.
Pour définir un système de logarithmes, on indique ordinairement le nombre quiy dans ce système, a pour logarithme l'unité. Ce nombre est la base du système, et Ton indique le logarithme d'un nombre N, pris dans le système dont la base est a, par la notation log^N.
357. TuÉORfiMB FONDAMENTAL, — Le rapport des logarithmes de deux nombres quelconques reste constant, lorsqu'on passe d'un système à un autre.
Soient les deux nombres N et N', et supposons que le rapport de leurs logarithmes dans le système dont la base est a
soit commensurable et égal à —•
De l'égalité
on déduit ou (348)
loff«N m
log«N'"~" »*
nlog«N = mlogaN', log.N" = log«N'",
Si Ton prend maintenant les logarithmes des deux membres dans le système dont la base est A, on a
nlogAN = iiilogAN',
d'où
logAN m log^N
î^glN'"n'"log.N''
On étend facilement la démonstration du théorème au cas où le rapport — est incommensurable, en prouvant que les rapports des logarithmes des nombres N et N', dans les deux
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systèmes, sont compris entre les mêmes limites commensurâbles, d'ailleurs aussi resserrées qu'on veut. De régalité précédente on tire alors
IoraN log^N' ^^^^^ 1 — Âf = T"^ xt7 = const.
Par suite, on passe du logarithme d'un nombre quelconque, pris dans le système dont la base est a, au logarithme de ce nombre pris dans le système dont la base est A, en multipliant le premier logarithme par un facteur constant.
Ce Tacteur constant, que nous désignerons par M, est le module relatif dix second système comparé au premier.
Si Ton considère les bases A et a elles-mêmes à la place des nombres N et N', on a
j^_ lIogAA _,logAf
lOgaA lOgaû
Mais, par déHnition,
logxA = log.a=i;
par suite,
Le module M est donc l'inverse du logarithme de la nouvelle base, pris dans l'ancien système, ou le logarithme de l'ancienne base, pris dans le nouveau système.
On voit que, si Ton connaît A, on peut déduire immédiatement le système A du système a. La base d'un système suffit donc pour le définir.
Des logarithmes vulgaires.
358. On nomme logarithmes de Briggs ou logarithmes vulgaires ceux du système dont la base est lo.
Les logarithmes vulgaires sont donc définis par les deux progressions
H .. . io-*:io-': io-':i:io:io*:io*:. . .
Ce sont ceux dont on fait usage dans les applications numé-
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riques et que nous considérerons spécialement. Ces logarithmes sont en complète harmonie avec notre système de numération, et il en résulte plusieurs simplifications très-importantes au point de vue du calcul.
359. Les logarithmes sont exprimés en décimales et se composent^ par conséquent, d'une partie entière et d'une partie décimale* La partie entière porte le nom de caractéristique.
Dans tout système, les puissances successives de la base (356) ont pour logarithmes les nombres entiers i, a, 3, i,..,. Dans le système vulgaire, les logarithmes des puissances de lo, qui reviennent constamment dans les calculs, se trouvent donc immédiatement connus.
De plus, on peut, à la seule inspection d'un nombre, indiquer la caractéristique de son logarithme.
£n effet, le logarithme d'un nombre qui est compris entre I et lo ou qui a un chiffre à sa partie entière, tombe entre o et I (358) '<, la caractéristique de ce logarithme est donc o.
Le logarithme d'un nombre qui est compris entre lo et loo, ou qui a deux chiffres à sa partie entière, tombe entre i et 2 ; la caractéristique de ce logarithme est donc i.
Le logarithme d'un nombre qui est compris entre 100 et 1000, ou qui a trois chiffres à sa partie entière, tombe entre 2 et 3; la caractéristique de ce logarithme est donc 2. . . .
Le logarithme d'un nombre qui est compris entre 10"-' et 10", ou qui a /i chiffres à sa partie entière, tombe entre n — i et n; la caractéristique de ce logarithme est donc n— i.
Ainsi, d'une manière générale, la caractéristique du logarithme d'un nombre plus grand que i renferme autant d'unités qu'il y a de chiffres moins un dans la partie entière de ce nombre.
360. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise un nombre N par une puissance quelconque de lo, la caractéristique du logarithme de ce nombre augmente ou diminue de l'exposant de cette puissance de 10.
On a, en effet (351, 352) :
log(Nx 10/') = logN H- logio/' = logN H-p, log (—] =:logN-logio/' = logN-p.
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II résulte de là que la partie décimale du logarithme d'un nombre reste la même, quelle que soit la place qu* on fasse occuper dans ce nombre à la virgule qui sépare sa partie en^ tière et sa partie décimale; la caractéristique seule varie.
On a, par exemple,
log 3564 = 3,5519377, log 356,4 =2,5519377, log 35,64 =1,5519377, log 3,364 =0,5519377, logo, 3564 =0,5519377 — I, log o,o3564 = 0,5519377 — 2,
3G1. Lorsqu'un logariihme est négatif, comme pour les deux derniers nombres qu'on vient de considérer, on conserve sa partie décimale positive, et Ton fait porter la soustraction sur sa caractéristique.
On indique que la caractéristique d'un logarithme est seule négative, en la surmontant du signe moins, et l'on écrit :
logo, 3564 = 1,5519377, logo,o3564 =2,5519377, logo,oo3564 = 3,55ig377,
On voit que les nombres plus petits que i, c'est-à-dire sans partie entière, ont des logarithmes à caractéristiques négatives et à parties décimales positives. La caractéristique contient nécessairement autant d'unités négatives qu'il y a de zéros avant le premier chiffre décimal significatif du nombre proposé, y compris le zéro placé avant la virgule.
Disposition des Tables de logarithmes.
3G2. Comme nous l'avons remarqué (355), pour faire usage de la théorie des logarithmes, il faut qu'on puisse déterminer, avec une approximation convenable, le logarithme qui correspond à un nombre donné, et réciproquement le nombre qui correspond à un logarithme donné. On y parvient à l'aide des Tables de logarithmes.
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Parmi les meilleures Tables, on peut citer celles de Schrôn (édition française). Elles font connaître les logarithmes des nombres entiers, depuis i jusqu'à 108000, avec 7 décimales au moins. Nous allons en indiquer la disposition et Tusage.
363, Ces Tables se composent de trois parties. La première, qui est à simple entrée, contient les nombre naturels depuis i Jusqu'à 1000, disposés suivant leur ordre en plusieurs colonnes qui ont pour litre, en haut et en bas, les lettres Num qui commencent le mot Numents : nombre. Chaque colonne de nombres est immédiatement suivie d'une colonne de logarithmes, indiquée par les lettres log, de manière que chaque logarithme est placé à droite et dans l'alignement du nombre auquel il appartient. On a supprimé partout la caractéristique de chaque logarithme, parce qu'on la connaît (339) à la simple inspection du nombre proposé.
Les Tables suivantes sont à double entrée; elles s'étendent -depuis 1000 jusqu'à 108000. La troisième colonne qu'on y re marque vers la gauche, et qui est intitulée Num, contient les nombres naturels depuis 1000 jusqu'à 10799. ^^ colonne suivante, marquée o, renferme les logarithmes qui appartiennent à ces nombres, de sorte que l'ensemble de ces deux colonnes forme comme la suite de la Table.
Si l'on observe la colonne marquée o, on voit, sur la gauche de cette colonne, certains nombres isolés, de trois chiffres chacun, qui vont toujours en augmentant d'une unité, et qui ne sont pas tout à fait également distants les uns des autres. Vers la droite de la même colonne, sont des nombres de quatre chiffres chacun qui se succèdent sans intervalle. On pourrait donc croire, au premier abord, que certains logarithmes n'ont que quatre chiffres significatifs, tandis que d'autres en ont sept; mais, en réalité, chaque nombre isolé est censé écrit au-dessous de lui-même, et vis-à-vis des nombres de quatre chiffres, autant de fois qu'il est nécessaire pour que chaque ligne soit remplie. Ainsi, lorsqu'on ne trouve en face d'un certain nombre que quatre chiffres dans la colonne marquée o, il faut écrire à gauche de ces quatre chiffres le nombre isolé de trois chiffres le plus proche en montant. Au delà de loooo, les nombres isolés vers la gauche ont quatre figures au lieu de trois.
Lorsque deux nombres sont décuples l'un de l'autre, la par-
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lîe décimale de leurs logarithmes est la même (360). Par conséquent, les deux premières colonnes que nous venons de considérer donnent aussi, de dix en dix, les logarithmes des nombres compris entre loooo et 108000. Pour trouver les logarithmes des nombres intermédiaires, il faut avoir recours aux colonnes marquées i, 2, 3, 4»« ■ .>9» Elles renferment les quatre dernières décimales des logarithmes des nombres terminés par les chiffres placés en tête de ces mêmes colonnes. Ainsi la colonne marquée o contient les quatre dernières décimales des logarithmes des nombres compris entre loooo et 108000, qui sont terminés par un zéro, en même temps que les nombres isolés de trois chiffres qui font connaître les trois premières décimales de ces logarithmes, et qui sont aussi censés placés à la gauche des quatre chiffres contenus dans les autres colonnes. La colonne marquée i renferme les quatre derniers chiffres des logarithmes de tous les nombres terminés par i; la colonne marquée 2, les quatre derniers chiffres des logarithmes de tous les nombres terminés par 2 ; et ainsi de suite jusqu'à 9.
Oii a, par cette disposition et sous la forme la plus réduite, une Table à double entrée» dans laquelle on consulte d'abord la colonne marquée Num. Lorsqu'on y a trouvé les quatre premières figures du nombre dont on cherche le logarithme, on suit horizontalement la ligne qui les contient, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à la colonne qui correspond au dernier chiffre du nombre donné; on a alors sous les yeux les quatre dernières décimales du logarithme demandé. Quant aux trois premières, elles sont exprimées par le nombre isolé, le plus proche en montant, qui se trouve dans la colonne marquée o.
La dernière colonne à droite, intitulée P.P. (parties proportionnelles), contient les différences obtenues en retranchant chaque logarithme du suivant, et \es parties de ces dif-
férences, c'est-à-dire leurs produits par — ? — 1 — 5--m jus- ' "^ *^ 10 10 10 "*
qu'à — • Cesproduits, placés au-dessous de chaque différence,
forment autant de petites Tables séparées qu'il y a de différences.
Les différences, ainsi que leurs parties, expriment des unités de même ordre que la dernière Ggure des logarithmes coi^ respondants.
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Comme nous l'avons dit, les trois premiers chiffres décimaux d'un logarithme, se trouvant communs à un grand nombre de logarithmes consécutifs, ne sont écrits qu'une fois pour toutes en face du premier nombre de la colonne Num, auquel ils se rapportent. II peut arriver que le changement du troisième chiffre du logarithme ait lieu dans le courant d*une ligne. On ne place alors le nombre isolé qui a varié d'une unité qu'à la ligne suivante, en indiquant par des astérisques les logarithmes de la ligne considérée pour lesquels le changement a eu lieu.
Un trait marqué au-dessous du dernier chiffre décimal d'un logarithme indique que ce logarithme a été pris par excès à moins d'une demi-unité du dernier ordre conservé.
De looooo à 108000, les logarithmes sont donnés avec huit décimales.
Enfin, les deux premières colonnes de chaque page sont relatives à la solution d'une question de Trigonométrie dont nous n'avons pas à nous occuper ici.
Les Tables servent à résoudre les deux questions suivantes :
1° Étant donné un nombre, trouver son logarithme;
s** Étant donné un logarithme, trouver le nombre correspondant.
Usage des Tables.
364. Première question. — Un nombre quelconque étant donné, trouver son logarithme.
Premier cas. — Si le nombre proposé fait partie des Tables, la recherche de son logarithme ne peut présenter aucune difficulté d'après les explications qui précèdent. «
Soit, par exemple, le nombre €789^ En face de ce nombre, dans la colonne marquée o, on ne trouve que 5^55; mais, en suivant la marge, le premier nombre qu'on rencontre en montant est 828. La partie décimale du logarithme est donc 8286955 et, comme sa caractéristique est 3, on a
log 6739 = 3 ,8285955.
Soit encore le nombre 0,61087. On cherche 6108 dans la colonne marquée Num. On ne voit aucun nombre isolé en face de ce nombre, à la marge de la colonne o; mais, un peu plus haut, on rencontre 708 dans cette marge. On parcourt
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ensuite la ligne qui correspond au nombre 5io8 jusqu'à la colonne marquée 7, et l'on y trouve 8104. La partie décimale du logarithme demandé est donc 7088104 et, comme sa caractéristique est I, on a
logo, 51087 = 1 ,7083104.
Deuxième cas, — Si le nombre proposé ne fait pas partie des Tables, on déplace la \irgule dans ce nombre, de manière que sa partie entière soit la plus grande possibley tout en restant inférieure à 108000, c'est-à-dire contienne 5 ou 6 chiffres ('). Le logarithme du nombre ainsi formé a la même partie décimale que le logarithme du nombre donné, et Ton est ramené à chercher le logarithme d'un nombre décimal dont la partie entière est moindre que 108000.
Soit, par exemple, le nombre 356789,24- Nous devons chercher ici le logarithme du nombre 35678,924, en reculant la virgule d'un rang vers la gauche.
On trouve, en opérant comme dans le premier cas, que la partie décimale du logarithme du nombre 35678 est 5524oo5.
Mais c'est la partie décimale du logarithme du nombre 35678,924 qu'il faut obtenir. On admet alors (\\x'iljra proportionnalité entre les petits accroissements donnés à un nombre et les accroissements correspondants de son logarithme.
Comme nousle montrerons plus loin (369), ce principe n'est pas rigoureusement exact; mais, dans les limites de l'appronimation adoptée, on peut le vérifier à la simple inspection des Tables, en remarquant la valeur constante conservée par la différence tabulairelorsqu'on considère des séries de nombres consécutifs plus ou moins prolongées.
Dans l'exemple proposé, la différence tabulaire qui correspond au nombre 35678 est égale à 122 unités du septième ordre décimal. Elle représente l'accroissement subi parle logarithme, lorsque le nombre donné augmente d'une unité. En désignant par d l'accroissement que doit subir le même logarithme, lorsque le nombre donné augmente seulement de 0,924, on peut poser
(') Nous justiûerons plus loin (360) la nécessité de celle rè^\e.
ALGÈBRE ÉLÉMENTAIHE. Git)
d'où
La Table des parties proporiionnelles, placée au-dessous de
la différence tabulaire 122, fait connaître immédiatement le
résultat de cette multiplication. On a, en effet, d'après cette
Table,
c'est-à-dire, en ajoutant,
La partie décimale du logarithme du nombre 35678,924 est donc finalement, en unités du septième ordre décimal,
Comme il s'agit, en réalité, du nombre 356789,24, on doit faire précéder cette partie décimale de la caractéristique 5 (359), et la question est résolue.
On indique, en général, le calcul de la manière suivante :
log 35678 =4>^5^4oo5 pour 0,9 1098
pour 0,02 244
pour 0,004 4^^
log 35678,924 = 4 >5524 1 18 log 356789 , 24 = 5 , 55241 18
On voit qu*î7 est inutile de tenir compte de plus de trois décimales dans le nombre préparé pour l'emploi des Tables, Les différences tabulaires atteignant seulement trois et même deux chiffres, les autres décimales n'ont aucune influence sur les derniers chiffres du logarithme, eu égard au degré d'npproximation adopté. En général, lorsqu'il faut séparer plus de trois chiffres sur la droite du nombre donné pour que la partie à gauche ne surpasse pas 108000, on doit compter le quatrième chiffre séparé à droite et les suivants comme des zéros.
Si l'on a à chercher le logarithme de 35,678924, on opère
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absolument de la rnéme manière. Seulement, la caractéristique du logarithme est i, et Ton a
log 35,6^8924 = 1 ,55241 iB.
Si l'on a à chercher le logarithme de 0,0035678924, on suit encore la même marche. Seulement, la caractéristique du logarithme est négative (361 ) et égale à 3. On a donc
log o ,0035678924 = 3 , 5524 1 18.
365. Si Ton désigne par d Taccroisseraent d'un nombre, par d Taccroissement correspondant de son logarithme, par A la différence tabulaire, la proporlionnaliié admise dans le numéro précédent s'exprime d'une manière générale par la relation
-T- = - ou d = Arf.
366. Seconde question. — Un logarithme étant donné, trouver le nombre correspondant.
Nous supposerons que le logarithme donné n'a que sept décimales. S'il en avait davantage, on les supprimerait toutes au delà de la septième. En oiitre, comme la caractéristique du logariihmc donné ne doit servir qu'à indiquer l'ordre des plus hautes unités du nombre demandé, en en fait d'abord abstraction.
Premier cas. — Si le logarithme donné est compris dans les Tables, la recherche du nombre correspondant ne présente aucune difficulté.
Si Ton demande, par exemple, le nombre qui a pour logarithme 0,4623980, on cherche ^611 parmi les nombres isolés de la colonne marquée o; descendant ensuite dans cette colonne, on y trouve 3980 placé en face de 2900 dans la colonne marquée Num. C'est le nombre demandé, abstraction faite de l'ordre de ses plus hautes unités. Comme la caractéristique du logarithme donné est o, le nombre cherché est égal à 2,9*
Si l'on ne rencontre pas le nombre formé par les quatre derniers chiffres du logarithme donné dans la colonne marquée o, on s'arrête au nombre qui en approche le plus, par défaut. On suit la ligne correspondante, en la parcourant de gauche à droite, jusqu'à ce qu'on trouve les quatre dernières figures du logarithme. Le chiffre placé aux extrémités de la
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colonne à laquelle on parvient ainsi est le cinquième chiffre du nombre cherché; les quatre premiers sont, comme cidessus, en face des quatre dernières décimales du logarithme, dans la colonne marquée Num.
Soit, par exemple, le logarithme /^^Si'jStSg; on cherche 5i7 parmi les nombres isolés de la colonne marquée o, on parcourt cette même colonne en descendant, et Ton trouve que 7236 est, avant 5i8, le nombre qui approche le plus de SiSg par défaut. On suit la ligne qui commence par 7286 et Ton trouve 8169 sur cette ligne, dans la colonne marquée 7. D'ailleurs, la ligne considérée répond à 8294 dans la colonne Num. Les chiffres qui composent le nombre cherché sont donc ceux du nombre 82947 et, comme la caractéristique du logarithme donné est 4» ^^ nombre est précisément celui qu'on demande.
Deuxième cas. — Si le logarithme donné ne fait pas partie des Tables, on opère comme il suit.
Soit, par exemple,
log^ = 2,7 i4563a«
En suivant la même marche que précédemment, on cherche dans la partie de la Table qui correspond aux nombres qui ont cinq chiffres à leur partie entière le logarithme qui approche le plus de iog^ par défaut.
On trouve ainsi
log5i827 =4>7ï4556i.
La différence des deux logarithmes est de 71 unités du septième ordre, et la différence tabulaire en cet endroit de la Table est égale à 84. Si Ton a recours alors à la proportionnalité admise (364) entre les petits accroissements des nombres et ceux des logarithmes, on voit que la partie décimale de log5i827 deviendra la même que celle de log^, si l'on augmente le nombre 61827 d'une quantité d donnée par
la relation
Pour réduire la fraction ^ en décimales, on peut se servir
de la Table des parties proportionnelles placée au-dessous de la différence tabulaire 84.
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En consultant celle Table, on remarque que la partie qui approche le plus de 71 65167,2 qui répond au chiffre Sou à Oy8. On a donc
Parmi les parties de 84, celle qui approche le plus de 38 est 33,6, qui répond au chiffre 4 ou à 0,4* On a, par conséquent,
11 = 0,8 + 0,4 X o, I -f- 1^^ X o, I = 0,84 -f- Il X 0,01.
De même, parmi les parties de 84, celle qui approche le plus de 44 est 42, qui répond au chiffre 5 ou à o,5, et l'on a
^ = 0,84 -h 0,5 X 0,0H- j;y X 0,01 = 0,845 -4- rry X 0,00l.
On pourraitcontinuer; maiscomme, en passant des nombres aux logarithmes, il est inutile (36^) de conserver plus de trois chiffres décimaux au delà de la partie entière du nombre ramenée à cinq chiffres, si Ton remonte réciproquement des logarithmes aux nombres, on ne peut compter sur plus de deux ou trois décimales exactes.
On peut donc dire finalement que le nombre x et le nombre 51827,845 sont composés des mêmes chiffres; d'ailleurs, la caractéristique de log^ est 2. II en résulte (359j
On indique ordinairement le calcul de cette manière :
logar = 2,7145632 log5i827 =r 4,7145561
pour 0,8 67,2
pour 0,04 3,36
pour o,oo5 0,42
Après avoir obtenu les chiffres signiflcatifs qui composent le nombre cherché, chiffres qui ne dépendent que de la partie
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décimale de son logarithme (360), il suffii de placer convenablemenl la virgule dans ce nombre, de manière à reproduire la caracléristique indiquée.
Si l'on a, par exemple,
\ogx = 0,7145632,
on en déduit
Si l'on a il vient
log j? = 3 , 7 145632,
367. £n se reportant au n^ 365, on voit que la relation fondameniale
donne, d'une manière générale,
d = Aflf,
quand l'inconnue est l'accroissement à donner au logarithme de la Table pour obtenir celui du nombre proposé; et
quand cette inconnue est l'accroissement à donner au nombre de la Table pour obtenir celui qu'on cherche,
368. A mesure qu'on avance dans la Table, on voit la différence tabulaire aller constamment en diminuant. £n effet, soient N etN-f-i deux nombres entiers consécutifs inscrits dans la Table. On a (35^)
log[N + 0 — logN = log— 1^— '■= log ( » + -^
Si N augmente, — diminue; l'expression ^-^tt converge vers I, et log ( i + ^) converge vers zéro (350)»
Nous avons dit plus haut (36^^) qu'on doit toujours
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opérer à i'oîde de la partie la plus élevée des Tables. En voici la raison.
Si l'on donne d'abord un accroissement A au nombre N, puis ensuite un accroissement 2/1, on a
log(N+ h) ~logN=rlog— ^ = log(i-+-^y log( N 4- 2A) - logN = log-^— = log f I -4-y j .
Les accroissements des nombres considérés N h- /i et N -f- 2A présentant ici le rapport 2, la proportionnalité admise précédemment (364) exigerait qu'on eût (353)
(«) Iog(.-f-^)=2lo6(. + |) ou , + ^=(, + 1)',
A* ce qui n'a pas lieu. Mais le terme ^^> qui empêche l'égalité
précédente d'êire vraie, estd'aulant plus petit que N est plus grand, de sorte que, si A est < i et N>> 10000, sa valeur,
moindre alors que — ^t ne peut influer sur les huit premières
décimales du second membre de l'égalité (a). La règle des parties proportionnelles [Jrithm., 443) conduit donc à un résultat exact, quand on ne conserve que sept décimales aux logarithmes, en se servant de la partie la plus élevée des Tables.
370. En résumé^ il résulte de ce qui précède que, le logarithme d'un nombre étant donné avec sept décimales, on peut obtenir, en général, ce nombre avec sept ou huit chiffres exacts. L'erreur commise sur un nombre, qu'on calcule d'après son logarithme, est donc moindre que la millionième partie de ce nombre; car, si l'on peut compter sur les sept premiers chiffres d'un nombre quelconque, il est obtenu à moins d'une unité dont il contient la valeur au moins un million de fois.
Calculs par logarithmes.
371. On peut avoir à ajouter awec d'autres logarithmes des logarithmes à caractéristiques négatives. 11 faut alors, en additionnant la colonne des caractéristiques, faire une opération
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analogue à celle que nous avons indiquée relativement aux coefficients des termes semblables des polynômes (18).
Passons aux logarithmes souslractifs. Soit à retrancher de a le logarithme 3,6782136. On a évidemment
La partie entre parenthèses n'est autre chose que le complet ment à i de la partie décimale du logarithme {Jrithm., 30). On forme ce complément en retranchant de 9 tous les chiffres de cette partie décimale, sauf le dernier chiffre significatif qu'on retranche de 10. On a alors à ajouter un logarithme dont la partie décimale est devenue positive et dont la caractéristique est négative. Ainsi,
Soit maintenant à retrancher de a le logarithme 5, 1709872. On a évidemment
a — 5, 1709872 = a -^ 4 + (ï ~- <>i ï 709^72 )> d'où
On a alors à ajouter un logarithme tout entier positif.
Aux logarithmes ainsi transformés, nous donnerons le nom de logarithmes préparés, et nous les indiquerons par la lettre initiale L, surmontée du signe — .
Dans le premier exemple, nous avons dû augmenter la caraclérislique 3 d'une unité, et nous avons pris négativement le résultat 4 obtenu.
Dans le second exemple, nous avons dû augmenter la caractéristique 5 d'une unité, et nous avons pris positivement le résultat 4 obtenu.
Pour préparer un logarithme, c'est-à-dire pour ramener sa soustraction à une addition dans laquelle la soustraction, si elle existe, ne porte que sur la caractéristique, il faut donc augmenter sa caractéristique prise avec son signe d'une unité, changer le signe du résultat obtenu^ et écrire à la suite le complément de la partie décimale donnée.
Il vaut bien mieux opérer comme on vient de l'indiquer^ que de prendre le complément à 10; et cette simplification est sssentielle dès qu'on a à considérer plus de deux logarithmes.
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Si Ton a à multiplier par un nombre entier un logarithme à caractéristique négative (361), il faut seulement, en multipliant la caractéristique négative, tenir compte des retenues positives fournies par le chiffre des plus hautes unités de la partie décimale. On a, par exemple»
Si l'on a à diviser par un nombre entier un logarithme à caractéristique négative, il faut nécessairement [362, 363) ajouter à la caractéristique autant d'unités qu'il est nécessaire pour qu'elle devienne un multiple du diviseur. Par compensation, on ajoute au chiffre des dixièmes de la partie décimale autant de dizaines positives qu'on a ajouté d'unités négatives à la caractéristique.
Si Ton a, par exemple, le logarithme 2,9102685 à diviser
par 5, on regarde la caractéristique comme égale à 5, et son
quotient par 5 est i. Puis, au lieu de diviser 9 dixièmes par 5, on divise 39 dixièmes par 5, de sorte que le chiffre des dixièmes du quotient est 7^ etc. On trouve
372. Lorsqu'on a à calculer une formule par logarithmes, il faut faire en sorte de ne passer aux nombres que le moins de fois possible.
Une formule n'est directement calculable par logarithmes que lorsqu'elle ne contient aucun signe + ou — , reliant des termes de degré supérieur au prçmier.
Une formule telle que ^a^— 6* n'est pas directement calculable par logarithmes, parce que, pour appliquer les logarithmes, il faut commencer par calculer les carrés a^ et 6'. Si on les calcule au moyen des Tables, on remonte donc trois fois aux nombres au lieu d'une seule : une fois pour a', une
fois pour 6% une dernière fois pour calculer ^a* — 6^
Dans un cas aussi simple, on lève immédiatement la difficulté en remplaçant a^ — b* par le produit (a + b) [a—b], et en calculant séparément a -h b et a — 6.
Oublier les simplifications analogues à celle que nous venons de rappeler, ce serait commettre une faute de calcul
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grossière. Il faut donc toujours chercher à rendre, par des arlilîces convenables, la formule proposée directement calculable par logarithmes.
Soit demandé, par exemple, le volume d'un tronc de cône. r.a Géométrie donne immédiatement la formule [voir h Géoniélrie, t. II)
Ajoutons et retranchons dans la parenthèse le produit Rr. Il vient
V = ^(R>-l-2Rr-f-r»-Rr),
c'est-à-dire
V--^^[(R + r)^-Rr
Posons Rr= a% de manière h introduire la différence de deux carrés; nous aurons
V r-_ ~[(R -}- r)»~ a'] = ^[(R -f- r-ha) (R -f- r- ./;] -
On calcule préalablement a à l'aide de l'égalité a*= Rr qui, traitée par logarithmes, donne
2loga — logR -I- logr,
d'où
, logR-f-loffr
10gar=:- ^ i
puis on applique la formule. On remonte ainsi aux nombres deux fois; mais il aurait fallu y passer quatre fois sans la marche suivie : une fois pour R*, une fois pour r\ une fois pour Rr, une fois pour V.
On trouvera en Trigonométrie (t. II) un grand nombre d'exemples de ces sortes de transformations.
Exemples
i** S)U à calculer l'expression
On a
\ogx = log364 ,6678 -+- log42, 82176 -H L23.6817.
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On trouve successivement
log 364, 6678 =2, 56 18855 log 42,82176=1,6316644
L a3,68i7 = 2,6255872 log23,68i7 = 1,3744128 logx = 2,8191371 jc = 659,328.
2* Calculer le rayon de la sphère dont Vaire est égale à \^^, En appelant R le rayon cherché, la Géométrie donne (voir t. Il)
iM<i = 4îrR'. d'où R»=— - et R= '"
On a donc
IogR = logi -+- L2-hLvAî-.
Il faut chercher le logarithme de v^, qui est égal (354) à !^. Les
Tables indiquent, au bas de chaque page, logTt; on n'a, par suite, qu'à le diviser par 2 et à préparer le quotient obtenu. Le logarithme de i étant toujours zéro (350), on a simplement
L2 = 7,6989700 log 2 = o,3oio3oo
Lv/77 =î, 751425 j - -— = 0,2485/49
logU = ï, 4503951 R = 0^,2820948.
3° Soit h calculer l^ expression
_ v/o,o8:ai 57 (0,048219)*
Mf » ■■ ■ - • — ' ■ ■■■ -- - - _ „
On a
Iogj:=ilogo,o82i57-H4 logo, 048219 -hL(o, 0051275)'-+- Lv^^^aT63
ou, ce qui revient au môme {'), logj:=-logo,o82i57H-41ogo,o482i9-H3Lo,oo5i275-+-iLo,oo72Î63.
0 On a bien, en effet, d*une manière générale,
La* = kLa.
Désignons par y la caractéristique de logrt, et par i sa partie décimale. On a
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Le calcul donne les résultats suivants :
-logo, 082157 =ï, 6382148 logo, 082157 =^,9146446
4 logo, 048219 =6,7328728 logo, 048219 =•?, 6832 182 3 L 0,0051275 = 6,8702829 logo, 0051275 = 3,7099057
-L 0,0072463=1,0699418 log o, 0072463 = 3,86011 63
log^ = 2,3ii3i23 Lo, 0051275= 2,2900943 X = 204,7917. L 0,0072463 — 2,1398837.
Égoations exponentielles.
374. On appelle équation exponentielle toute l'qualion dans laquelle rinconnue se trouve en exposant. La plus simple des équations exponentielles est
a eib étant des quantités positives données. En prenant les logarithmes des deux membres, il vient (353)
j:logrt = log^, d'où X--. — * ° ° log«
Résoudre Téquation proposée, c'est en réalité, comme on le verra plus tard (Algèbre supérieure, t. III), chercher le logarithme du nombre 3 dans le système qui a pour base le nombre r?, à l'aide de la Table des logarithmes vulgaires.
Soit encore l'équation
d*OÙ
k loga = Ay -h A J = (Ay -h «) H- <?',
en représentant par c la partie entière de kS et par i' la partie décimale de co produit. Par suite C371),
Lrt* = - (Ay H- « -+- 1) -I- (l — J').
D'autre part,
c'est-à-diro
kZa =— A(-/-m) h- A:(i - (?) =- A/ - Ai? =^ - (Ay 4- « 4- i)-+- (! — <?').
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a^ b, c élanl des quantités positives données. On en conclut d'abord (^]
^Mogû = logc, d'où 1^ = ^^^^
puis,
xlofirô ~ log , ) c estrà-dire x = —^ -, — , •
'^ ^ logfl log6
Il faut, pour que rinconnue x soit réelle, que les nombres c et a soient ensemble plus grands ou plus petits que i, afin que le logarithme du quo-
lient T^^ soit celui d'un nombre positif.
log a
Prenons encore comme exemple Téquation
i6'-t-i6»-'=io.
Posons i6' = /; il en résulte (352)
lo' * r= = — •
L'équation donnée devient donc
y-^ == lo, dou ^'— io/-h l6e= o.
On en déduit
r=5drv/'25— i6 = 5±:3, .
par suite, l'équation i6' = j donnant
X log i6 = log/,
logi6 log 16 i,ao4i20o~ ' 4'
- lo2;r'' 10251 o,3oio3oo . i
logib log 16 1,2041200 ' 4
Ces valeurs vérifient bien l'équation. On a, en effet,
V^Tc^-h {^Të =^ V vTG^Î6 -h 2 = \/i6 v/Ig + 2 = v/64 -+- a = lo.
(') «^ n'est pas la mèrae chose que (a*)*. On a
a»'_.rt« et (a*y = a\
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INTÉRÊTS COMPOSÉS ET ANNUITES
Questions relatives aux intérêts composés.
376. Généralement, les intérêts d'un capital prêté constituent une rente constante, payable régulièrement à des époques déterminées, par exemple tous les ans. L'intérêt produit est alors un intérêt simple [Aritlim., 416). Mais on peut aussi laisser les intérêts annuels s'ajouter au capital du, pour porter à leur tour intérêt. On dit, dans ce cas, qu'on capitalise les intérêls ou qu'on prête à intérêts composés,
377. On appelle taux, dans les questions d'intérêts composés, rintérêl rapporté par i franc placé pendant un an dans les mêmes conditions. Le taux de l'intérêt composé, qu'on désigne ordinairement par r, est donc le centième du taux de l'intérêt simple. Si le capital est prêté à 5 pour loo, on a
378. Cherchons \2l formule générale relative aux questions d'intérêts composés, c'est-à-dire cherchons le capital A produit par un capital donné C, placé à intérêts composés pendant un nombre exact d'années représenté par n.
Le capital i franc, placé a intérêts composés, vaut, à la fin de la première année, i + r. Le capital C vaut donc, à la fin de la même année, C(i H- r). Il y a en effet proportionnalité entre les capitaux et les intérêts simples, et, par suite, entre les capitaux et ces mêmes capitaux augmentés de leurs inté- I èis.
Tour savoir ce que devient un capital au bout d'une année; il suffit donc de le multiplier par \q facteur constant i-|-r.
De c. — Cours. \. ^1
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Le capital C(i -+- r) devient, par suite, au bout de la seconde année, C(i -f- r) (i -+- r) rr: C(i -h r}*.
De même, au bout d'une troisième année, le capital C(i + r ' devient C(i 4- r)' (i h- r] r=C;i -f- r)»
En général, au bout de /i années, le capital C, placé à intérêis composés, devient C(i ■+- /)", et Ton a la formule fondamentale
Si Ton prend les logarithmes des deux membres, il vient
logA =logC -h /ilog(i + r).
Cette formule logarithmique renferme les quatre quantités A, C, n et r; elle permet donc de trouver Tune quelconque dr CCS quatre quantités quand on connaît les trois autres, ce qui correspond à quatre problèmes particuliers.
379. La formule (i) suppose n entier. Si n esi fractionnaire, on peut opérer de deux manières. Nous exposerons d*abord ]e premier procédé, qui est le plus logique et qui conduit pratiquement aux calculs les plus simples.
Ce procédé consiste à adopter une nouvelle convention, qui permette d'étendre la formule générale du numéro précédent à tous les cas.
L'année étant partagée en un certain nombre de périodes égales, k par exemple, supposons que la capitalisation des intérêts s'effectue par k''"'" d'année. On peut admettre alors que le taux x, qui correspond à cette nouvelle capitalisation, soit lié de telle façon avec le taux r, que les résultats obtenus au bout d'une année entière soient les mêmes, c'est-à-dire que la valeur de i franc devienne encore i -+- r.
Or si, au bout de t d'année, le capital i franc devient i -f-x,
il est (i -I- ^)'au bout de^-? (i -\- a:)* au bout deT»-- •? (i -f-:r/
/r au bout de t-ou d'une année. On doit donc avoir (80)
(i -h :r)*=H- r ou (i-Hjr) = (i 4- /•)*.
Ainsi, au bout d'une fraction d'année représentée par r'
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le capital i franc, placé à intérêts composés, produit un capital
(i-h^)''i=(i -hr)*,
et le capital C, placé dans les mêmes conditions, un capital
Jl en résulte immédiatement que, si le capital C est placé pendant un nombre fractionnaire d*années représenté par
«'== n -+- Lj en extrayant les entiers contenus dans w', ce capital, placé d*abord à intérêts composés pendant n années,
devient (378)
C(i -Hr)";
et ce dernier capital, placé à intérêts composés pendant la
fraction d'année ^ » devient à son tour
C(n- r)-(i -I- r)^r-_zC(n- r)""^^.
On a donc finalement, pour le capital produit A» (i his) A = C(H-r)«',
formule identique à la formule (i), mais où n' est fractionnaire.
380. I^ second pmcédé consiste à admettre que, si le temps considéré [n'—n-^j\ est fractionnai re, on doit regarder le capital C comme placé à intérêts composés pendant les n premières années, puis le capital produit à intérêts simples pendant la fraction complémentaire j •
Pour obtenir A, il faut donc chercher ce que devient le capital C ( n- r )", augmenté de ses intérêts simples pendant j d'année; mais, si Tintérêt simple de i franc placé pendant un an est r, on peut admettre que cet intérêt simple est j r pour la fraction j* Au bout du même temps, i franc
devient donc i -+- f /*» et l'on a, par conséquent,
(^) A==C(i-Hr)-(i-H^r),
formule beaucoup moins propre au calcul que la formule (j fus).
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Applications de la formule générale.
381. La formule (i) ou (i bis) conduil à la formule logarithmique
log A -- logC -h n log(i -h r),
n clam entier ou fractionnaire.
Si C est l'inconnue, on en déduit
logC — logA — n log(i -f- /•;.
Si l'inconnue est le temps n ou le taux r, on en déduit do même
lo^A — lopjC , / , logA — logC
nz= "- ou log iH- r = - 2_ _ __o_ .
logtn-/'j ®^ ' n
Il ne se présente donc aucune difficulté particulière. Nous allons indiquer quelques questions qui dépendent des relations précédentes.
382. 1. Pendant combien d'années faut-il placer un capital à intérêts composés, pour qu'il acquière une valeur pfois plus grande?
On a, dans celte hypothèse, A = pC, de sorte que la valeur de n devient
log(i-f-r)
Si l'on suppose, par exemple, /i = a et r = o,o5, on trouve n = 14,207, ce qui revient à i4 ans 76 jours.
Ainsi, il faut seulement un peu plus de i4 ans pour qu'un capital se trouve doublé p^r l'accumulation des intérêts composés.
383. II. On place deux sommes C et C à intérêts composés y la première au taux r, la seconde au taux r* : on de mande au bout de combien de temps le capital produit par ces deux sommes est le même.
Soit X le temps cherché. Pour qu'il ail une valeur posilive, il faut que la plus petite somme corresponde au taux le plus élevé. On a, par exemple, C<;G' et r^r^. L'équation du
problème est évidemment
d*oii9 en prenant les logarithmes des deux membres, logC-}-a:log(i -+- r) = logC'-f- xlog{i 4- r'),
c'est-à-dire
logC— logC
log(i -h r) — log^i -hr*)
On obtiendrait pour Tinconnue x une valeur néfçative^ si Ton avait, par exemple, C<C' en même temps que r<^r'. Pour interpréter cette valeur négative, remarquons que la formule
générale
donne, pour n^= — q^
h z= Cil -^ r)-^ =z ou C = A(i-+-r)î.
A représente donc alors le capital qui, placé dans le passé pendant q années, aurait produit le capital actuel G.
Une valeur négative de a;, telle que — ^, signifie donc, pour le problème proposé, que les deux sommes qu'il faudrait supposer placées pendant q années dans le passé pour produire les valeurs actuelles G et G' sont égales.
384. III. La population d'un État est aujourd'hui de N habitants; elle s*accrott tous les ans de -r de sa valeur an com-
nn^ncement de Vannée considérée : on demande quel chijfre elle atteindra au bout de n années,
A la Tin de la première année, la population dont il s'agit est devenue
N -f- T ou
«hi)
La question est donc identique au problème général des intérêts composés: le facteur constant (i-t-r) est remplacé
par le facteur constant ( i -4- r )• On a donc immédiatement,
en désignant par:r la valeur de la population au bout de n
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années.
D'après cela, si Ton considère deux populations N el N' doni
les accroissements relatifs soient mesurés par les fractions 7
(M 7-,» et si Ton demande dans combien d'années elles seroiu rgales, on doit avoir, en représentant ce nombre d*années
par/,
''■h't}'='<i-<-ir
En prenant les logarithmes des deux membres, il vient
logN-+-.rlogfn-H =logN'-+-jlog(n-~j,
d'où
logN^-logN
IOg(.-i)-IOg^. + i;)
Pour que la formule conduise à une valeur positive pour j\ il faut qu'on ait, par exemple, N'>N en même temps que
r^-n' Une valeur négative de l'inconnue s'interprétera d'ailleurs de la même manière que précédemment (383).
Applications de la seconde formnle.
385, La formule (2) du n° 380 devient, lorsqu'on prend les logarithmes des deux membres,
logA = logC -h/îlog(i-+- r) -♦- logf I-+- j/i*
Lorsque Tinconnue est A ou C, la formule mise sous cette forme conduit sans peine au résultat. Le calcul est moins simple et donne lieu à quelques remarques nécessaires lorsque l'inconnue est le temps ou le imtx.
386. Supjx)sons que ^inconnue sr/tt le temps n\ et rappelons-nous que n est la partie entière du temps fractionnaire n' = n-hj*
On déduit de la formule précédente
log(, + fr)
loffA — îo^G
log(i-i-/-) log(i-h/-j
lo&rA 10*^0
Si Ton désigne par E la partie entière du quotient -f—, ^v- et par R
le reste de cette division, on peut écrire
log(.+ fr)
l0g(H-/-) )Og(l -!-/•)
Comme Ç est une fraction, le troisième terme du second membre est,
aussi bien que le deuxième terme, moindre que l'unité. 11 en résulte que la partie entière de // est égale à E, c/est-à-dire, puisque n est entier, qu'on a
/? = E et, par suite, Il = log ( i -+- ^ r\ •
La dernière relation donne, par son logarithme, le nombre i-h j/", qui,
étant connu , détermine la fraction j •
Si R =-- o, il en est de môme de cette fraction; n = /?, et c'est la formule (i) du n** 378 qui convient.
Supposons que l'inconnue soie le toux r
On cnnploio la méthode par approximations successives, que nous allons expliquer sur cet exemple.
La formule logarithmique du n"" 385 donne
log(. + f,)
I \ 1 / X lo^A — lojîC
a) logH-r = "
r est généralement compris entre o,o3 et o,o6, et 4- est une fraction.
La quantité ( * -^- t ^) est donc voisine de l'unité, et le terme négatif du
second membre de l'équation (a) est, par suite, beaucoup moindre en général que le terme positif qui le i>récède. Si l'on néglige alors ce terme négatif, on trouve pour /• une valeur /•,, approchée par excès, et répondant à réqualion
logA — logC
log(i-hr,) =
Si l'on substitue cette première valeur approchée r, dans la formule (a), on oblienl une nouvelle valeur r„ approchée par défaut, et répondant à
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réquation
lo-(i-+-r,)
On a ainsi deux valeurs de r, approchées en sens contraires, et Ton peut
écrire
mais, la moyenne arithmétique -* ^ étant comprise entre les mômcs
limites que r, l'erreur commise en remplaçant r par Tune d'elles est moindre que
- ' — ? — '*, = ^ ou que r, ' — -î ? ,
suivant que r tombe entre la première limite et la moyenne des limites ou entre cette moyenne et la seconde limite. L'expression maximum de Terreur commise resie donc la môme dans les deux cas.
En général, l'approximation atteinte à l'aide de ce premier calcul eï?t suffisante. Si elle ne l'est pas, on se servira de r, comme on s'est servi de r,, et l'on aura, en désignant par r, et r^ deux nouvelles valeurs approchées de r, l'une par excès, l'autre par défout,
, . . logA-logC '^^V'""? 7
log
log(n-/-4) = --
de sorte qu'on prendra pour valeur de r la demi-somme -^ * j avec
r — T une approximation marquée par la demi-différence ~ *•
On voit immédiatement que l'on a r^<.r^ et r^y-r^-, par conséquent, si l'on continue le calcul, on obtient deux séries de nombres
lii première indéfmiment décroissante, la seconde indéfiniment croissante, ot dont la limite commune est r.
Généralisation des fonnnles précédentes.
388. Nous avons exprimé jusqu'à présent le temps en prenant pour unité l'année, de sorte que les périodes considérées ont été des années ou des fractions d'année.
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II est clair que, si l'on change l^unité de temps, les mômes formules subsistent, à la condition de rapporter les mêmes lettres non plus aux années, mais aux nouvelles périodes adoptées.
Supposons, par exemple, qu'on capitalise par semestres au lieu de capi> taliser par années; on a les mêmes formules (378, 379, 380)
A = C(n-r)« ou A = C(n-/-)"(i4-^'/'))
dans lesquelles 72 représente un nombre entier (ou fractionnaire) de semestres, j la fraction complémentaire de semestre, r l'intérêt rapporté
par I franc en 6 mois.
D'après cela, si l'on veut comparer le capital A produit par une somme C placée à intérêts composés pendant n années au capital A' produit par cette même somme, placée à intérêts composés pendant %n semestres, on a, en appliquant la première formule,
A = C(i-+-r)'' et A'=C^i4--^
2ji
Nous admettons que l'intérêt semestriel de i franc est la moitié de son intérêt annuel.
La valeur de A' pouvant s'écrire
A'^c[(.-.;yj=c(.^,-.jy,
il vient
Le capital Â' est donc supérieur au capital A.
Questions relatives aux annuités.
389. Première question. — Formation d'un capital par annuités.
On place tous les ans, pendant n années, une somme n à intérêts composés, et il s'agit de calculer le capital total produit par ces placements successifs.
II y a deux cas à distinguer : la première somme a ou la première annuité peut être placée au commencement ou à la fin (Je la première année.
Premier cas
La première annuité reste placée à intérêts composés pendant // années ; elle représente donc, à la fin de la w*^* année (378), un capital égal à
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a{i-i-r)". La deuxième annuité reste placée pendant {n — i) années, et représente de môme, à la fin de la n^"'"' année, un capital égal à /7(i -i- /•)""'.... La dernière annuité reste placée une année à intérêts composés, et représente, à la fin de celte année, un capi>tal égal à a{i-hr). Si l'on désigne par A le capital formé, on a donc, d'une manière générale,
c'est-à-dire, en mettant /7(i + r) en facteur commun dans le second
(i -4- r]" — I membre et en se rappelant (54) Texpression du quotient | — — ~^~»
A = fl{i -4- r) [(i -4- r)-' -4- (i -4- r)"-'-h (i -4- /■)«-' + . . .-+- 1]
Cette formule n'est pas calculable par logarithmes. On pose alors à part
(i-f-r)"=^, d'où log6 = /îlog(n-r) et, par suite.
formule directement calculable à l'aide des Tables.
Deuxième cas
Ce second cas est celui qui se présente ordînaîremenl dans la pratique.
Les annuités étant alors placées successivement à la fin de chacune des années considérées, la première annuité reste placée à intérêts composés pendant (n— i) années, la deuxième pendant (/i— 2) années, la troisième pendant (/i — 3) années, . • . ; la dernière, placée ou donnée à la fin de la /i'*"" année, ne porte aucun intérêt. On a donc ici, pour le capital formé A, et en employant les mômes transformations,
A = «(i -f- r)"-* -f-«(f -+- r)"-» -f- rt(i + r)"-^ -h . . . -h a =^a[{i -t- r)"-^ 4- (i -hr)"-'-f- (i -4- r)'-»4- .. . -f- 1],
c'est-à-dire
On rend, comme précédemment, cette formule calculable par logarithmes en posant
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d'où
\0'^h = n1og(i -f- r)
el, par suite,
392. La formule (i), renfermant quatre quantités A, /?, /i, /, donne lieu à quatre problèmes.
Si l'inconnue est A, on se sert directement de la formule
comme on vient de l'indiquer. Si l'inconnue est a, on en
déduit
, ,• \ Ar Ar
(i bis] a= , : = ----,
relation qui fait connaître la valeur de Vannuiié a qu'on doit placer à intérêts composés à la fin de chaque année, pendant n années, pour former un capital A.
393. Si n est l'inconnue^ on écrit la formule ( i ) (391 ) de la manière suivante :
(i -h ri"= I -^ ;
d'où» en prenant les logarithmes des deuK membres,
log(
Ar'
log(i -hr)
Si Ton trouve pour n une valeur entière, le problème est résolu. Si Ton trouve pour n une valeur fractionnaire, comprise entre les entiers /? et /? -h i, on a
log(,+ ir)
c'esl-à-dire, en chassant le dénominateur iog(i -h r) et en remontant aux nombres,
Ar
( I -h rV < iH < (i -H r>-»-»,
et, par suite,
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11 faut donc placer un nombre d'annuités supérieur à p pour que le capital A soit formé, et ce nombre d'annuités est en même temps inférieur à (/>-+- 1 ). On voit par là dans quelles conditions il faut modifier les données, si l'on veut n'avoir à considérer qu'un nombre entier d'années. On peut aussi faire une convention spéciale pour produire, par intérêts simples, par exemple, la différence qui existe entre A et le capital correspondant aux p premières annuités a.
39i. Si r est l'inconnuey on a à résoudre une équation dn n''"" degré. Pour éviter cette difficulté, on écrit la formule (i) (391] de la manière suivante :
Il est clair que le capital A, formé à l'aide d'une annuité donnée et le taux r, varient dans le même sens. Par conséquent, si l'on substitue dans le second membre de la relation précédente une valeur quelconque à la place de r, cette valeur sera approchée par excès ou par défaut, suivant qu'elle rendra ce second membre supérieur ou inférieur au quotient
— • On pourra donc parvenir, par des essais successifs, à trou-
ver deux nombres comprenant entre eux le taux inconnu r, et tels que leur demi-différence ne dépasse pas l'approximalion demandée. En se reportant au n^ 387, on prendra alors leur demi-somme pour valeur de r.
395. Deuxième question. — Remboursement d'une dette par annuités.
Si Ton veut exécuter un travail utile qui exige un capital considérable, on emprunte ce capital pour un temps donné, et l'on convient de le rembourser au bout de ce temps en tpnant compte des intérêts composés. On peut alors, au lieu de liquider intégralement la dette à l'époque indiquée, s'acquitter d'avance en payant, à la fin de chaque année, une même somme ou annuité. Les profits du travail exécuté doivent permettre de servir l'annuité convenue, et la nécessite de la servir impose Tordre et l'économie. 11 faut d'ailleurs que cette annuité soit calculée de telle sorte, que les deux manières d'opérer le remboursement soient identiques.
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Cherchons la formule générale qui donne la valeur a de l'annuité nécessaire pour éteindre dans ces conditions une dette C, consentie pour n années, au taux r.
On peut parvenir à cette formule de deux manières.
Première méthode. — La dette exigible au bout des n années a pour expression (378)
mais, en payant tous les ans, à la fin de chacune des n années, Tannuiié a, on forme un capital ayant pour valeur (391)
a\(i -h rY—ï'] r
On doit donc avoir identiquement
Cr(i -h r)"
(iH- r)"— I
Deuxième méthode. — On peut regarder l'annuité a comme composée de deux parties. Tune représentant les intérêts simples annuels du capital prêté C, l'autre représentant la fraction de l'annuité appliquée à l'extinction de la dette ou à V amortissement de ce capital.
La première partie est Cr.
La seconde partie peut être considérée comme une annuité spéciale, qui, placée pendant n années, reconstituerait le capital C; elle est donc égale à
Cr
I -f- r)«— I d'après la formule (i bis) du n° 392. On a donc fînalemcnt
tn>\ a .— {,r -4- ■ = — , '—')
comme ci-dessus.
Pour 71 = oD , on a
(n-r)"=Qo (336) ou ^ = 00.
Il en résulte donc (119)
Ainsi, dans l'hypothèse où l'annuité se réduit à l'inlérèi simple du capital prêté, comme il ne reste plus rien pour amortir la dette, cet intérêt simple doit être payé indéfiniment. C'est le cas des rentes perpétuelles^ constituées en général par les emprunts (TÉtat. L'Etat s'engage, en effet, à servir perpétuellement Tintérèl simple ou la rente du capital qu'on lui a prêté, sans s'astreindre à rembourser ce capital à aucune époque.
3î)7. La formule (2) (395), renfermant quatre quantités <i, C, /ï, r, donne encore lieu à quatre problèmes.
Si l'inconnue est a, on se sert directement de la formule, comme on vient de l'indiquer.
Si V inconnue est C, on en déduit
relation qui fait connaître la valeur du capital C qu'on peut emprunter à intérêts composés pendant n années, d'après l'annuité a dont on peut disposer et le taux r.
398. Si n est l'inconnue, on écrit la formule (2) (395) de la manière suivante :
; I -h r]"ia — Cr) = a ou (1 -h r)''= ^.■^•
^ ^ ^ ^ ^ a — Lr
11 vient alors, en prenant les logarithmes des deux membres^
logrt — log(« — Cr) log(i-f-rJ
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Si l'on trouve pour n une valeur eniière, le problème est réfiOlu. Si Ton trouve pour n une valeur fractionnaire, comprise entre les deux entiers /> et (/>-+- 1), ce résultat signifie que, pour que la dette soit amortie, il faut plus de p années et moins de (/?-+- 1) années. C'est ce dont on s'assure facilement en suivant la même marche qu'au n° 393. On peut donc s'engager à payer /> annuités «, puis faire une convention spéciale pour acquitter le complément de la dette égal (391) à
I^ valeur précédente de n devient infinie pour a:=zCr (350). On retrouve ainsi le cas des rentes perpétuelles (396).
399. Si r est l'inconnue, il faut, pour éviter la résolution d'une équation du (/n-i)'*'"' degré, opérer encore par approximations successives (387, 394.).
On met l'équation (2) (395) sous la forme
a r{\ -+- rY
Il est clair que, si le taux augmente ou diminue, il en est do même de l'annuité nécessaire pour amortir une dette déterminée; par conséquent, si l'on substitue dans le second membre de la relation précédente une valeur quelconque à la place de r, cette valeur sera approchée par excès ou par d^fauty suivant qu'elle rendra ce second membre supérieur
ou inférieur au quotient t-,- On peut donc parvenir, par des
substitutions successives, comme on l'a indiqué précédemment (394), à une valeur de r suffisamment approchée. Puisqu'on doit toujours avoir a>Cr (395), on a aussi
r^Ts* On peut donc adopter le quotient j^ comme limite
supérieure des valeurs à essayer pour r.
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Généralisation des formnles précédentes.
400. On peut convenir, dans certains cas, de payer tous les six moi?
la somme - au lieu de payer (ous les ans l'annuité a^ et de capitaliser
alors les intérêts par semestres. En désignant par r' Tinlérôt semestriel de I franc, le capital produit de cette manière, après un nombre de semestres égal à //', a évidemment pour expression (391)
A--- ; au heu de A = /i —
Si Ton veut comparer les deux résultats, il faut supposer n' = in et
r' - -j de sorte qu'on a •2 ^
résultat plus grand que A (350).
401. On peut vouloir amortir une dette en se plaçant dans les conditions qu'on vient d'indiquer. On a alors, en adoptant les mêmes notations ot en représentant par a' la somme à payer tous les six mois (395),
d'où
« = 7 — -—,\n'-^ 8LU heu de a = -, — ^ v, '
Pour comparer les deux formules, il faut supposer encore nf = 2n et
/•'=-• Il vient
Cr
(juantité moindre que
r? I Cr
' " in- rf
comme cela doit être (400).
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Amortissement.
402. Les questions & amortissement rentrent dans les questions d'annuités.
L'État, comme nous l'avons déjà dit (396), fonde ses emprunts sur le système des re?/?/^A- perpétuel/es; mais il conserve la faculté de /«r^^/^r ces mêmes rentes qu'il vient d'aliéner à tout jamais.
Pour arriver à l'extinction ou, au moins, à la diminution progressive de la Dette publique, on constitue une caisse particulière, appelée Caisse ((^amortissement, La somme affectée chaque année au service de la Caisse forme ce qu'on appelle sa dotation. Cette Caisse a commencé à fonctionner à l'aide d'une somme de 4o millions, produite par la vente d'une partie des forêts de l'État.
La dotation annuelle de la Caisse est, le plus souvent, le centième du capital nominal de la dette.
Les fonds ainsi réservés à l'amortissement servent à racheler chaque année des rentes qui viennent, par leurs intérêts composés, augmenter les ressources de la Caisse. Quand l'État est parvenu ainsi à racheter ou à supprimer toutes les rentes qu'il a à payer par suite de ses emprunts successifs, la dette publique se trouve éteinte ou amortie.
Rien de plus sage, rien de plus nécessaire au crédit d'une nation, à sa véritable puissance, qu'un bon système d'amortissement sévèrement poursuivi.
403. Le taux d'amortissement est le rapport du capital qui y est affecté au capital emprunté ou, en d'autres termes, le fonds d'amortissement pour I franc.
On peut demander, connaissant le taux d'amortissement, combien d'années exigera lextinction de la dette.
11 faut remarquer avec soin que l'État, continuant toujours de servir les intérêts de cette dette, ne doit en réalité que le capital primitivement emprunté. Si Ton désigne ce capital par Â, si a est la dotation annuelle de la caisse, r l'intérêt annuel de i franc et n le nombre d'années cherché, on a donc (391)
i) k=a— : doù (i-h r)''= i-h -/•.
Si l'on représente alors le taux d'amortissement -r par / et si Ton prend les logarithmes, on obtient la formule générale
Iog(i-H^]
De g. — Cours. !• 4^
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On voit que n ne dépend pas de A, mais seulement de r et de U
Admettons, par exemple, qu'on ait r = o,o45, ce qui répond au taux de 4,5 pour loo» et r = o,oi. 11 vient
Pt, par suite,
_ log5,5 0,7403627
" == n 7T ~ ?ô = Jo,72,
logi,o45 0,0191163 ^^
Ainsi, dans ces conditions, une dette quelconque, si lourde qa*on veuille hi supposer, sera complètement éteinte en 89 ans.
On peut facilement calculer dans combien de temps la dette sera réduite au quart, au tiers, à la moitié,. . . de sa valeur primitive. Il suflQt de
remplacer, dans la formule (i), A par y j -^î :_,...•
Crédit foncier.
404. La société de Crédit fonder a été fondée en France pour venir en aide aux propriétaires fonciers et leur permettre d'améliorer leurs terres ou leurs immeubles, sans être obligés d'avoir recours à des emprunts onéreux et dangereux.
A cet effet, elle prèle sur première hypothèque, pour un laps de temps qui peut s'étendre de vingt à cinquante ans, et le remboursement s'opère par voie d'amortissement.
Le créancier s'acquitte donc par payements semestriels, qui doivent comprendre :
i" L'intérêt à 4'S^^ pour 100 par an du capital emprunté; 2° La somme nécessaire à l'amortissement de ce capital, en supposant les intérêts capitalisés tous les six mois; 3** Des frais d'administration, évalués à o^'',6o par 100 francs.
En faisant l'addition de ces trois parties , relativement à un prêt de 100 francs, on convient de compléter les centimes.
La somme annuelle nécessaire à l'amortissement est alors donnée par la formule (400)
Ar
où 2/7 représente le nombre des semestres. Pour r = 0,0425, A = 100, n = 5o, on a
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En additionnant ce résultat avec les deux autres nombres i^^S et 0,60, on trouve 5, 441 ai 4, c'est-à-dire 5''',45.
Telle est l'annuité à payer pour un prêt de 100 francs, remboursable en 5o ans, soit par semestre 2'', 725.
Pour un prêt de looooo francs, dans les mêmes conditions, on doit donc verser par semestre mille fois plus ou 2726 francs.
Le Crédit foncier présente encore d'autres combinaisons, qu'on peut étudier dans les ouvrages spéciaux, consacrés aux questions financières; nous avons voulu seulement indiquer le principe.
FORMULE DU BINOME
Définitions.
405. Le développemenl d'une puissance quelconque, entière et positive, d'un binôme (x-ha) est l'une des formules les plus importantes et les plus usuelles de l'Analyse. Sa démonstration est fondée sur la théorie des combinaisons que nous commencerons par établir, et qui intervient d'ailleurs dans un grand nombre de questions.
406. Considérons m objets quelconques. Si l'on groupe entre eux, de toutes les manières possibles, n quelconques de ces m objets, en ne tenant compte que de l'ordre des objets, on forme ce qu'on appelle les arrangements de ces m objets pris n à n. Deux arrangements doivent différer au moins par l'ordre des objets qui les composent.
Si, parmi les arrangements obtenus, on ne conserve que ceux qui diffèrent au moins par un objet, ces arrangements particuliers forment ce qu'on appelle les combinaisons des m objets pris n à n.
(*) Nous reTiendrons arec plus de détails sur cette formule dans la Section consacrée à TAlgèbre supérieure {voir t. III). Mais il nous a paru indispensable de Pexposer dès à présent, en nous plaçant surtout au point de tuc si bien indiqué par ces paroles de Poiksot [Réflexions sur la théorie des nombres] : « 11 y a une Algèbre supérieure qui repose tout entière sur la théorie de Tordre et des combinaisons, qui s'occupe de la nature et de la composition des formules considérées en elles-mêmes, comme de purs symboles, et sans aucune idée de valeur ou de quantité. . . ; c'est même cette seule partie élerée de h Science, qui mérite, k proprement parler, le nom à* Algèbre. » Cette xàee d'ordre et de combinaison est à la fois trop délicate et trop essentielle pour qu'on ne doive pas chercher à familiariser le lecteur avec elle aussitôt que possible.
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On donne quelquefois aux combinaisons le nom de produits différents.
Arrangements.
407. Cherchons la formule qui fait connaître le nombre des arrangements de m objets pris n à n. Nous indiquerons ce nombre par la notation A^, l'indice marquant le nombre total des objets considérés, et l'exposant le nombre de ceux qui doivent entrer dans chaque arrangement.
Pour fixer les idées, supposons que les objets qu'on veut grouper soient représentés par les lettres de Talphabet a, b^
Si Ton a m lettres et qu'on veuille les arranger une à une^ le nombre des arrangements est évidemment égal à m. On a donc
Pour former les arrangements deux à deux^ on écrit successivement, après chaque lettre a, 6, c, . . . , les (m — i) autres lettres. On a ainsi
aby bay ca, . . , la y
aCy bCy Cby . . , Iby
ad, bdy cdy . . . , ICf
al, bly Cly. . .y IfC,
Aucun arrangement 2 à 2 n'a été omis, aucun n'a été répété. Aucun arrangement n'a été omis, car Tordre suivi épuise toutes les dispositions possibles, soit relativement aux lettres employées, soit relativement aux places qu'elles occupent. Aucun arrangement n'a été répété, car les arrangements qui sont dans une même colonne verticale diffèrent par la lettre qui les termine, et ceux qui ne sont pas dans une même colonne diffèrent par la lettre qui les commence. On a formé m colonnes, puisqu'il ya mlettres; chacune contieni(m — i) arrangements. En désignant par A^ le nombre des arrangements 2 a 2, on a
donc
A^n = m[in — i).
Pour avoir les arrangements trois à troisy on écrit de même successivement, après chaque arrangement 232, les (m — 2)
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lettres qui n'entrent pas dans l'arrangement considéré. On a ainsi
abCf acbf adby . . , dab, . . . , lab, ...»
abdf acdy ode, . . , dac^ . . , laCy . . ,
abCf ace, ade, . . . , dae, . . , lad, . . . ,
ablf aclj adly . . . , daL . . . , lak, ....
Aucun arrangement 3 à 3 n'a été omis, l'ordre suivi épuisant toutes les dispositions possibles; aucun n'a été répété, puisque les arrangements d'une même colonne verticale diffèrent par la lettre qui les termine, tandis que ceux qui n'appartiennent pas à la même colonne diffèrent au moins par l'ordre des deux premières lettres. On a formé m[m — i ) colonnes, puisqu'il y a m[m — i) arrangements 2 à 2; chacune contient [m — 2) arrangements. En désignant par A^ le nombre des arrangements 3 à 3, on a donc
La loi est évidente; mais nous allons démontrer directement la formule générale sans avoir recours à l'induction. Soit AJT* le nombre des arrangements [n — i) à (n — i ). Pour avoir les arrangements n à /i, il faut écrire successivement, après chaque arrangement (n — ï) à (n— i), les m — (/i— 1) ou les (m — ■ n -h i) lettres qui n'y entrent pas. Tous Jes arrangements n à n sont ainsi obtenus, car on peut former un arrangement nk n quelconque, en plaçant la /i*'*"* lettre considérée à la .suite de l'arrangement formé par les [n — i) autres lettres. Tous les arrangements obtenus sont distincts; car ils diffèrent par la dernière lettre s'ils correspondent à un même arrangement (/t — I ) à (n — i]y et, si la lettre qui les termine est la même, ils diffèrent au moins par l'ordre de leurs [n — ï) premières lettres, puisqu'ils proviennent de deux arrangements (/i— i) à [n— 1) différents. Chaque arrangement [n—i] à [n — 1) donnant lieu à (m — n-hi) arrangements /t à n, on a la formule générale
Supposons successivement dans celte formule n= a, a = 3,
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n = 4,---> n = /i, il vieni
A^ = ArM'^-»+ 0-
Si l'on multiplie toutes ces égalités membre à membre et si Ton remarque que le premier membre de chaque égalité est égal au premier facteur du second membre de l'égalité suivante, on a, en opérant les réductions et en remplaçant A^ par sa valeur m,
Am = m{m — t){m — 2)(m — 3)...(/n — n-hi).
Cette formule, qui donne le nombre des arrangements n à n de m objets quelconques^ est composée de n facteurs ; le premier facteur est m, les autres facteurs diminuent successivement d'une unité jusqu'au n'*™* qui est (m — /i 4- 1 ).
Permutations.
408. Si Ton fait /i= m dans la formule précédente, on a le nombre des arrangements de m objets pris m a m. Ces arrangements, où entrent tous les objets donnés, ont reçu le nom de permutations. Si Ton désigne leur nombre par P» et si Ton renverse Tordre des facteurs du second membre, on a évidemment
Les facteurs du second membre forment la suite naturelle des nombres entiers, depuis i jusqu'à m.
Combinaisons.
409. Supposons qu'on ait formé les combinaisons /i à n de m objets, c'est-à-dire les arrangements n à /i de ces m objets, qui diffèrent au moins par l'un des objets qui y entrent (406), En prenant toutes ces combinaisons, dont nous désignerons le nombre par C^, et en effectuant les permutations des n objets qui composent chacune d'elles, on obtient tous les arran* gemenis nixn des m objets donnés.
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En effet, chaque permutation donne un arrangement nh n. Aucun arrangement n'est omis, car chaque combinaison correspond à un certain arrangement, en laissant de côté Tordre des objets qui y entrent; et, en effectuant toutes les permu tations de ces objets, on doit trouver l'arrangement particulier qu'on a en vue. Aucun arrangement n'est répété; car ceux qui proviennent d'une même combinaison diffèrent par l'ordre des objets, et ceux qui ne proviennent pas d'une même combinaison diffèrent au moins par l'un des objets qui les composent.
Chaque combinaison contenant n lettres donne lieu à un nombre P„ de permutations, qui est égal (4-08) à i.2.3...n. On a d'ailleurs, d'après ce qu'on vient d'établir,
A« — r" ^^ P On en déduit (407)
Cette formule générale renferme n facteurs entiers au numérateur et n au dénominateur. Les premiers vont en décroissant depuis m jusqu'à {m — n 4- 1), les seconds vont en croissant depuis I jusqu'à n.
Le nombre des combinaisons possibles étant nécessairement entier, la formule démontre ce théorème :
Le produit de n nombres entiers consécutifs quelconques est toujours divisible par le produit des n premiers nombres entiers,
410. On peut donner à la formule des combinaisons une autre expression qui est souvent plus commode. Complétons les facteurs du numérateur jusqu'à i, en multipliant les deux termes de la fraction du second membre par i . a . 3 . . . ( m — n). Il vient, en renversant Tordre au numérateur,
rn —
i.2.3.4>*-/iX 1.2.3.4 t''' — '^l
Le numérateur contient alors m facteurs qui sont les nombres entiers de i à m; le dénominateur en contient aussi m qui sont les nombres entiers de i à n et de i à (m — n). Cette nouvelle forme démontre le théorème suivant:
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Le produit des m premiers nombres entiers est toujours di^ visible par le produit des n premiers nombres entiers multiplié par celui des (m — n) premiers nombres entiers, quel que soit 71, pourvu qu'il soit moindre que m.
411. Le nombre des combinaisons de m objets pris n à n est égal au nombre des combinaisons de m objets pris [m — n) à (m — n).
En effet, quand on a formé une combinaison n à /z, les {m — n) objets restants forment une combinaison (m — n) à (m — n). Les deux nombres de combinaisons sont donc identiques.
La formule, sous la dernière forme indiquée (410) le prouve aussi immédiatement; car si Ton y change n en (m^n), on a
Il n'y a pas d'autre changement, si Ton compare l'expression de C^"^ à celle de CJ,, que le renversement des deux produits 1 .2.3. . . n ei 1 .2.3. . . (m — n) au dénominateur.
Ainsi, le nombre des combinaisons de 12 objets pris 5 à 5 est égal au nombre des combinaisons de 12 objets pris 737, parce que 5-4-7 = 12.
D'une manière générale, les deux exposants n et (m — n) sont complémentaires par rapport à l'indice commun m.
412. On peut demander, parmi les combinaisons nànde m objets f combien il y en a qui contiennent p objets déterminés. En ôlanl ces p objets, il en reste (m — p). Si Ton forme los combinaisons (n — /?) à (/» — p) de ces (m — p) objets, et si l'on range à la droite de chacune d'elles les p objets laissés de côté, on a évidemment toutes les combinaisons ni^ n qui contiennent ces p objets. Le nombre demandé est donc C^liJ,.
Si l'on demande, au contraire, parmi les combinaisons n à n de m objets, combien il y en a qui ne contiennent aucun objet choisi parmi p objets déterminés, on voit qu'en mettant à part ces p objets, il en reste ( m — p). Le nombre de combinaisons demandé est donc celui de (m — p) objets pris /i à «
ou C^-;,.
Enfin, si Von veut savoir, parmi les combinaisons n an de m objets, combien il y en a qui contiennent au moins un objet
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choisi parmi p objets déterminés, on commence par (ormer le nombre C^-p des combinaisons qui ne contiennent aucun des p objets désignés, et on le retranche du nombre C^ des combinaisons considérées.
413. l^e nombre des combinaisons de m objets pris n an est égal à la somme des nombres de combinaisons de [m — i) olh jets pris n à n et [n — i ) à [n — i ).
Cesl ce qui résulte immédiatement des deux premiers alinéas du numéro précédent, lorsqu'on y suppose p= i; car on peut partager les combinaisons de m objets pris nk n en deux groupes : l'un composé des combinaisons qui renferment un certain objet désigné, Tauire composé de celles qui ne contiennent pas cet objet. On a ainsi la formule remarquable
Cn p«— I i^ fit m — ^m— 1 "T- ^/rt— !•
Probabmté.
414. La probabilité d'im événement est le rapport du nombre des cas faporables ou des cas désignés au nombre des cas possibles, lorsqu'ils sont tous également possibles.
Si une urne renferme 20 boules, 12 blanches et 8 noires, la probabilité,
12 3 pour la sortie d'une boule blanche, est représentée par — ou - et, pour
la sortie d'une boule noire, par — ou 7? c'est-à-dire que, sur 5 boules
successives, il est probable que l'on en retirera 3 blanches et 2 noires.
La roue de la Loterie pouvait amener 90 numéros, sur lesquels il en
sortait 5 au hasard. Prendre un extrait, c'était désigner un numéro qui
devait se trouver parmi les 5 sortants pour qu'on eût gagné. Le nombre
des cas possibles était é^al au nombre des combinaisons de 90 objets pris
5 à 5, c'est-à-dire (409) à
Le nombre des cas favorables était celui des combinaisons de 90 objets pris 5 à 5, qui contiennent un objet déterminé (412), c'est-à-dire celui des combinaisons de 89 objets pris 4 à 4 ou
La probabilité de gagner l'extrait était donc égale au quotient des deux
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expressions précédentes ou à — = ~ô ' ^^^ i8 cas possibles, il y en avait
donc I favorable à la personne qui prenait l'extrait, et 17 à la loterie. On pariait i contre 17. Lorsqu'on gagnait l'extrait, la loterie payait i5 fois la mise.
Lorsqu'on désignait deux, trois, quatre, cinq numéros, on prenait un ambe, un terne, un quaterne ou un quine. En raisonnant, comme pour l'extrait, on trouve :
Pour la probabilité favorable à la sortie d'un ambe donné, - — : la loterie payait 270 fois la mise ;
Pour la probabilité favorable à la sortie d'un terne donné, — - : la loterie payait 55oo fois la mise;
Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quaterne donné, -r ;— :
la loterie ne payait que 76000 fois la mise;
Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quine donné, — — — — :
la loterie avait supprimé le quine.
Nous reviendrons plus tard [Jt^èhre supérieure) sur la théorie des probabilités ou des chances,
Formnle du binôme.
S.15. Nous avons vu (29) que le produit de n polynômes s'obtient en formant tous les produits n à n des termes des polynômes proposés, c'est-à-dire que, dans chaque terme du produit, il doit entrer comme facteurs un terme du premier polynôme, un terme du deuxième, un terme du troisième,..., un terme du n""".
Appliquons celte règle à la formation du produit des m
binômes
(a: -h «) (a: -+- 6) ( j: -h c) . . . ( JT -h /) ,
et supposons qu'on ordonne le produit par rapport aux puissances décroissantes de x.
£n prenant les m premiers termes des m binômes, on a évidemment ^c".
En prenant, dans (m — i) binômes, leur premier terme x, et dans le m'*"* binôme son second terme a, by c,. , , ou /, on obtient des termes de la forme aar*~'; et la somme de tous ces termes est
(a-f-6-f-c-f-. ..-f- l)x^'-\ Tel est le terme en x^"* du développement. Si Ton représente
par Si la somme de tous les seconds lermes des binômes» le terme en x^"^ prend la forme Stor"^'.
En prenant, dans (m — 2) binômes, leur premier terme x, et dans les deux binômes restants leurs seconds termes a et 6, a ei Cy a et rf,..., ou k et /, on obtient des termes de la forme
abx^-^y et la somme de tous ces termes est
[ab -¥-ac -f-arf-f-.. .-4- kl)x^^.
Tel est le terme en af"~^ du développement. Si Ton représente par S> la somme des produits 2 à 2 des seconds termes des binômes, le terme en jp"-' prend la forme Sjo:'"-'.
On voit de même que le terme en a:*"* est de la forme Sjjc"-», S3 représentant la somme des produits 3 à 3 des seconds termes des binômes.
D*une manière générale, si Ton prend dans (m — n) binômes leur premier terme x, et dans les n binômes restants leur second terme, on obtient des termes en af^'*; et la somme de tous ces termes ou le terme en a?"^''du développement a pour expression S«:c*~", en représentant par S„ la somme des produits n k n des seconds termes des binômes.
On obtient enûn le terme de degré o par rapport à x^ en prenant les m seconds termes des m binômes. Ce terme, le dernier du développement, est abcd... kl, et nous le représenterons par Sm, produit des m seconds termes des binômes. Le développement cherché peut donc s'écrire
x^ -h S, a:"-' -4- Saor'"-^ -H S, jt*-» -h . . .
Supposons maintenant, dans l'égalité
= x^-h Siar"-» -h SiX"-^-h S, J?—» 4- . . . -f- S^^c— « 4- . . . -f- S«-, X -h S„,
tous les seconds termes des binômes égaux à a. Le premier membre devient (x -h a)"*. Il faut chercher ce que deviennent dans le second membre les quantités S», Sj, S3, ..., $«,.,«, S«. Si est la somme des seconds termes des binômes; ces seconds termes devenant tous égaux à a, on a, puisque le nombre des binômes est m,
Si= ma.
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Sx est la somme des produits 232 des seconds termes des
m binômes ou la somme des combinaisons 2a 2 formées avec
ces seconds termes. Tous ces seconds termes étant égaux à a,
toutes les combinaisons deviennent égales k a*; St est donc
égale à a^ multiplié par le nombre des combinaisons de
i_. » ^ . ml m — i) r^ . m objets pris 232, qui est — ^ • On a donc
w^. * « ^1 , /wfm — i)(m — 2) .
De même, S3 est égale a — ^ — x a*,
D*une manière générale. S, est la somme des produits nh n des seconds termes des m binômes ou la somme des combinaisons nkn de ces seconds termes. Tous ces seconds termes étant égaux à a, toutes les combinaisons deviennent égales à a"; Su est donc égaie àa" multiplié par le nombre des combinaisons
. u- - . ^ • m(m— i)(m— 2)...(m — w-hi) de m objets pris n a /i, qui est — ^^ — 3 ~ —
On a donc
m (m — i)fw — '?.). ..(m — /i-hi)
Enfin, Sm, représentant le produit des m seconds termes des binômes, devient égale à a*", et Ton peut écrire
(a: -f- a "= x^H a:tr"~*H ^^ -a^
m (m — i]{ni — 2). ..(m — /i-h i)
On voit que ce développement contient m -h i termes. Les termes extrêmes sont :c* et a". Dans les termes intermédiaires, l'exposant de x va en diminuant et l'exposant de a en croissant d'une unité, en passant d'un terme au suivant, de sorte que, dans chaque terme, la somme des exposants des deux lettres est toujours égale à m.
Quant aux coefficients, les termes extrêmes ont pour coefficients l'unité, et les termes intermédiaires les différents nombres de combinaisons qu'on peut former en prenant m objets i à i, 2 à 2, 3 à 3, . . ., n à n, . . . . (m — 1) à (m — ij.
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On peut dire aussi que le coerficient du dernier terme est )e nombre des combinaisons de m objets pris mkm, puisque ce nombre est évidemment égal à l'unité.
La formule du binôme s'écrit donc encore commodement comme il suit, en employant la notation habituelle des nombres de combinaisons de m objets pris i à i, a à 2, 3à3,...,/na m i
417. Dans le développement du binôme, les coefficients des termes situés à égale distance des extrêmes sont égaux.
En effet, le coefficient du terme qui en a n avant lui est Cm» Le terme qui en a n après lui en a (m — n) avant lui, puisque le nombre total des termes du développement est égal à (m -t-i) ; son coefficient est donc C^"". Or, nous avons démontré (411) ridentité
Cn pm—n m — ^m •
Si l'exposant m est impair, le nombre (m + 1) des termes du développement est pair: les coefficients de ces termes se reproduisent alors deux à deux à égale distance des extrêmes, et il suffit de calculer la moitié de ces coefficients.
Si l'exposant m est pair, le nombre (m -h i) des termes du développement est impair: les coefficients de ces termes se reproduisent alors deux à deux, à égale dislance des extrêmes et du terme du milieu qui n'a pas de correspondant; il faut alors calculer la moitié plus un de ces coefficients.
418. Les termes du développement se déduisent successivement les uns des autres, d'après une loi très-simple.
Le terme général étant celui qui en a n avant lui, écrivons ce terme et celui qui le précède» en les désignant par T^ et T»^. On a
n — ij
(On peut remarquer que l'exposant de a dans un terme indique combien ce terme a de termes avant lui, et l'exposant de X combien ce terme en a après lui.)
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Si Ton divise membre à membre les deux égaillés qu'on vient d'écrire, on trouve évidemment
W en résulte que, pour passer d'un terme du développement au suivant, il faut multiplier le coefficient du terme donné par l'exposant de x dans ce terme et le diviser par t exposant de a dans le terme qu'on veut former; puis, augmenter l'exposant de a et diminuer celui de x d*une unité.
En appliquant cette règle, on obtient immédiatement (417)
(.r-H a)'=rar'-+- 7ax*-f- 2ia*:c*-H ZSa^x^-^ 35rt*x*
-f- iia^x^-\- 7«'j; -f- a', [X'\-aY=z x*-\-^ax'-\- 'zSfl^ar^-f- 56a*x*-4- 70a* J7«
419. Si Ton a à opérer le développement d'une puissance quelconque, entière et positive, d'un binôme de forme quelconque, tel que 8a"-f- 5^*6, on pose
et l'on détermine, d'après la règle précédente, la puissance correspondante du binôme (A + B). On exprime ensuite les différenies puissances de A et de B, en fonction de a et de b.
420. La formule trouvée (416) ne dépend pas du signe de a. Si le second terme du binôme donné change de signe, la formule démontrée subsiste donc. Seulement, dans le dé* veloppement, les termes qui contiennent a à une puissance impaire changent de signe, de sorte que les signes -f- et — doivent alterner. On a ainsi
Remarques relatives à la formule du binôme.
On peut préciser davantage les remarques faites au
n* 417, en s'appuyant sur la loi démontrée au n° 418.
D après cette loi, en multipliant le coefficient du terme
général par la fraction
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on forme le coefficieni du terme suivant. Les coefGcients du développement vont donc en augmentant, tant que celle fraction est supérieure à l'unité. Or, de Tinégalîté
on déduit
Nous devons distinguer deux cas.
1° m est impair.
Si m est impair, [m — i) est pair, n peut recevoir la valeur
— • LMnégalité posée se changeant ainsi en égalité, la
fraction devient elle-même égale à i, et le lerme qui
suit le terme général reproduit le coefficient de ce terme.
Le rang du terme général, qui est (n-f-i), est exprimé, dans cette hypothèse, par
hi=
On esi donc alors parvenu au milieu du développement : le terme qu'on vient de considérer en termine la première moitié, le terme suivant en commence la seconde* L'exposant de a, dans le terme qui Gnit ainsi la première
moitié du développement, est n= •, l'exposant de x
dans le même terme est m — n= •
Dans le cas où m est impair, on reconnaît donc qu'on est arrivé au milieu du développement, à ce fait que, dans le dernier terme formé, les exposants de a et de x diffèrent d'une unité,
2° m est pair.
Si m est pair, (m — i) est impair, n ne peut recevoir la va-
, m — I leur •
Si Ton a /i = 1, l'inégaliié (i) est encore satisfaite, et
le coefficient du terme qui suit celui qu'on considère continue d'augmenter; mais, pour /i=: — , l'inégalité (i) change
de sens, la fraction devient elle-même moindre que i,
et les coefficients du développement commencent à diminuer.
Le coefficient maximum répond, par suite, à /i = — • Le rang du terme général est exprimé, dans cette hypothèse, par
On est donc alors parvenu au milieu du développement, et le terme qu'on vient de considérer n'a pas de correspondant.
L'exposant de a dans le terme du milieu étant /i = — >
c elui de x dans le même terme est m — n = — •
Dans le cas où m est pair, on reconnaît donc qu'on est arrivé au milieu du développement, à ce fait que, dans le dernier terme formé, les exposants de a et de x sont égaux.
422. Ce qui précède conduit immédiatement à la solution de cette question :
Parmi les nombres de combinaisons qu'on peut former avec m objets en les prenant i à 1,2^2, 3â 3,..., m à m, quel est le plus grand?
On n'a qu'à chercher quel est le plus grand coefficient du développement de la m""' puissance d'un binôme quelconque.
Si m est impair, il y a au milieu du développement deux coefficients égaux plus grands que tous les autres et qui ont pour expressions (4-21)
m Cl \Jm *
Si m est pair, le coefficient maximum du développement
Db C— Cours, 1. 44
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est celui du terme du milieu et a pour expression
\Jwtf
Par exemple, on obtient le plus grand nombre de combinaisons qu'on puisse former avec 7 objets, en les prenant 3 à 3 ou 4 à 4* On obtient le plus grand nombre de combinaisons qu'on puisse former avec 10 objets en les prenant 5 à 5.
423. Si Ton fait, dans la seconde expression du développement de [x 4- aY [416], a: = a 1=1, on trouve
2- =3 1 -I- c;, -4- Ci. -h c;„ 4- . . . + c^ -f- . . . -f- es.
La somme des nombres de combinaisons qu'on peut fornitr en prenant m objets \ à i, 1 àn^ 3 à 3,. . ., m à m, a donc pour expression 2* — 1 .
Si, dans l'expression du développement de [x — a >[420], on introduit les mêmes hypothèses, on trouve
0 = 1 — C^ -f- C^ — Cm -f- . . . rt C/n Iip . . . ^ ti„,.
Quand on considère toutes les combinaisons formées en prenant m objets i d i, 7. d 2, 3 d 3, . . . , m â m, te nombre des combinaisons où il entre un nombre impair d'objets surpasse donc d'une unité le nombre des combinaisons où il entre un nombre pair d'objets. Mais nous venons de voir que la somme de ces deux nombres est 2*-— i ; par conséquent, le premier est exprimé par 2'"-"' (c'est un nombre pair) et le second par 2"-"'— I (c'est un nombre impair).
Nous avons établi (413) la relation
Cn pn—t _|_ r>n
On a donc, en remplaçant m par m + 1,
Cn /"'/?— 1 j^ nn m+l — ^m *T~ ^nf
Sous cette forme, la relation indiquée démontre que, dans /^ di'veloppement de [x -\- 0)"+', les différents termes ont pour coefficients les coefficients des termes de même rang dans U
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dévf'loppetrKmt de [x -^ a /"y nu fomentés chaque fois du coefficienl du terme précédent dans le même développement. Ainsi, ayant calculé, par exemple, le développemeni
[x 4- a.^ — a;*-H 6^ix*-t- i5rt\r*-4- soa'jc'-h iSa^x'-h oa*jc -f- a*,
on peut en déduire immédiatement
[x -^ uf z=i x"* -¥ [6 -h i)aA'«-h (i5 -+-6;<7*x*-f- (20 -t- i5)a-':f*
^'esià-dire ,
(jr -j- a)'=:x'-i- 7^eA«-h 2ia*j7*-i- 35a^x* -f- Z5a^x*
comme on Ta trouvé directement au n° 418.
PIN DE l'algèbre élémentaire.
L'ABTTHMÉTIQUE ET L'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIHK.
NUMÉRATION ET OPÉRATIONS FONDAMENTALES SUR LES NOMBRES ENTIERS
1. Trouver deux nombres, connaissant leur somme 4^82 el leur différence 1876.
2. Trouver trois nombres, sachant que les sommes respectives du premier et du deuxième, du premier et du troisième, du deuxième et du troisième, sont 841 3, 6918, 6714.
3. Partager le nombre 10944 en quatre parties telles, que la deuxième soit le triple de la première, la troisième le quadruple de la deuxième et la quatrième le quintuple do la troisième.
4. Calculer la différence qui existe entre la vingtième puissance de 2 et la dixième puissance de 3.
5. Un volume comprend 684 pages d'impression, renfermant chacune en moyenne 4^ lignes; chaque ligne comprend elle-même en moyenne 54 lettres; combien ce volume contient-il de lettres?
6. La distance de Paris à Marseille étant de 863 kilomètres, en combien d'heures sera-t-elle parcourue par une locomotive faisant en moyenne 41 kilomètres par heure?
7. Convertir 365oooooo de secondes en minutes, le nombre de minutes trouvé en heures, et les heures en jours.
6g6 QUESTIONS PBOPOSÉES
8. La distance de ia Terre au Soleil est d'environ 38oooooo de lieues, de 4000 mètres chacune. La lumière mettant 8 minutes B secondes à franchir cette distance, on demande combien de lieues elle parcourt en une seconde.
9. La Terre, supposée sphérique, a un rayon égal à 6366 kilomètres. La plus grande et la plus petite distance de la Lune à la Terre étant do 62 et de 58 rayons terrestres, et sa distance moyenne de 60 rayons terrestres, on demande d'exprimer ces trois distances en lieues de 4 kilomètres.
10. On suppose qu'une certaine année la France ait produit 7 16974 84 hectolitres de blé. Sachant que le poids moyen de i hectolitre de blé est de 75 kilogrammes et estimant sa valeur moyenne à 28 francs, on demande le poids total et la valeur totale de la récolte.
ii. Deux mobiles sont actuellement distants de 9984 mètres et se dirigent l'un vers l'autre ; le premier parcourant 4^ mètres et le second 36 mètres par minute, on demande dans combien de temps leur rencontre aura lieu.
12. On a à faire moudre 568 sacs de blé dans une ville assiégée. On peut employer quatre moulins. Le premier peut moudre i3 sacs par jour, le deuxième 16 sacs, le troisième 18 sacs, le quatrième a4 sacs. On demande combien de jours durera la mouture et combien de sacs on doit envoyer à chaque moulin.
13. Une garnison, composée de 2828 hommes, n'a plus que pour 25 jours de vivres; elle fait une sortie où elle perd 3o3 hommes; combien pourra-t-elle tenir de jours, en supposant qu'elle n'éprouve pas de nouvelles pertes?
14. On n'a à sa disposition que cinq poids de i gramme, cinq poids de 10 grammes, cinq de 100 grammes, cinq de 1000 grammes, etc. Indiquer comment on peut alors, à l'aide d'une balance, évaluer en grammes le poids d'un objet quelconque.
15. On écrit la suite naturelle des nombres sans séparer les différents chiffres et en la poursuivant indéfiniment. Quel est le 39457* chiffre de celte suite?
16. De combien diminue le produit de deux facteurs lorsqu'on aug« mente le plus grand et qu'on diminue le plus petit de m unités?
17. La somme de deux nombres étant 936664, et le quotient du plus grand par le plus petit étant 38i, trouver ces deux nombres.
18. Lorsqu'on divise successivement deux nombres par leur différence, les deux quotients obtenus ne diffèrent que d'une unité et les restes correspondants sont égaux entre eux.
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19. Une division ayant été effectuée, on divise le dividende par le quotient trouvé, et l'on demande dans quel cas la seconde division donne, pour quotient et pour reste, le diviseur et le reste de la première.
20. Une division ayant été effectuée, on la recommence après avoir augmenté le diviseur de m unités : on demande dacs quel cas les deux opérations conduisent au môme quotient.
LIVRE DEUXIÈME
PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES NOMBRES ENTIERS
21. Pour qu'un nombre soit divisible par 6, il faut et il suffit que la somme du chiffre des unités et du quadruple de tous les autres chiffres soit divisible par 6.
ifâ. Pour qu*un nombre soit divisible par 4* il faut et il suffit que la somme du chiffre des unités et du double du chiffre des dizaines soit divisible par 4-
23. Pour qu'un nombre soit divisible par 8, il faut et il suffit que la somme du chiffre des unités, du double du chiffre des dizaines et du quadruple du chiffre des centaines soit ûivisiDle par 8.
24. Démontrer que, si Terreur commise dans la multiplication de deux nombres provient de ce que le premier chiffre à droite de l'un des produits partiels n'a pas été écrit, comme il convient, sous le deuxième chiffre à droite du produit partiel précédent, la preuve par 9 ne peut pas indiquer l'erreur. Examiner si la preuve par 1 1 peut toujours mettre 1 erreur en évidence.
25. La différence des carrés de deux nombres impairs est toujours di« visible par 8, et la somme des mêmes carrés n'est jamais divisible par 4-
26. La somme des carrés de deux nombres non divisibles par 7 ne peut jamais être divisible par 7.
27. a et b étant deux nombres non divisibles par 3, la différenoe (a*— b^) est divisible par 9.
28. Lorsque deux nombres ont, dans un ordre quelconque, les mêmes chiffres significatifs, leur différence est un multiple de 9.
29. Les puissances successives de deux nombres a etb donnent deux à deux les mêmes restes quand on les divise par la différence (^ — ^). — En conclure que la différence («"•— 6") est toujours divisible par la différence (a — b),
30. Le plus grand commun diviseur de deux nombres ne change pas
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quand on divise Tun d'eux par un de ses diviseurs, pourvu que ce diviseur soit premier avec l'autre nombre.
31. Démontrer que le plus grand commun diviseur de deux nombres A et B est égal au nombre des multiples de B contenus dans la suite
A X I , Axa, A X 3, . . . , A x B.
32. Démontrer que, pour obtenir le plus grand commun diviseur de trois nombres A, B, C, on peut chercher le plus grand commun diviseur d (le A et de C. puis le plus grand commun diviseur d' de B et de C, puis enfin le plus grand commun diviseur des nombres d et d'.
33. Il y a une infinité de couples de nombres ayant i5, par exemple, comme plus grand commun diviseur, et pour lesquels la recherche de ce plus grand commun diviseur exige huit divisions. — Trouver les deux plus petits nombres qui satisfont à ces conditions. — Généraliser la question.
S-i. n désignant un nombre entier quelconque, démontrer que les trois produits
/t(/l-f- l)(/l-f- 2), /l(/H-l)(ft/H- 1), w(2/?-l-l)(7/H-l)
sont respectivement divisibles par 6.
35. Le produit de cinq nombres consécutifs est toujours divisible par 120.
Le produit /i(/i*-4- 2) est toujours divisible par
37. Si n est un nombre impair, la différence (n^— n) est divisible par 48.
38. Deux nombres entiers consécutifs sont premiers entre eux, et il en est de même de deux nombres impairs consécutifs.
39. Quelle est la plus haute puissance d'un nombre premier, tel que 7 par exemple, qui divise le produit des 1000 premiers nombres? — Généraliser la question.
40. Tout nombre premier, supérieur à 3, est un multiple de 6 augmenté de I ou diminué de i. — La réciproque n'est pas vraie.
41. Tout nombre premier, supérieur à 2, est un multiple de 4 B^e' nenté ou diminué de i. — La réciproque n'est pas vraie.
42. Si deux nombres sont premiers entre eux, le plus grand commun li viseur de leur somme et de leur différence est i ou 2.
43. Si deux nombres sont premiers entre eux, il en est de même de leur somme ou de leur différence comparée à leur produit.
44. Si a et ^ désignent deux nombres premiers entre eux , les deux
nombres (a -+- b) et (€^-hf^—ab) ne peuvent avoir d^autre commun diviseur que 3.
45. Â partir de 5, le carré d'un nombre premier, étant diminué de i, est toujours divisible par 12.
46. Si l'on divise le plus petit commun multiple de plusieurs nombres par chacun de ces nombres, les quotients obtenus sont premiers entre eux.
47. Pour avoir le plus petit commun multiple de trois nombres Â, B, C, on peut chercher le plus petit commun multiple M de À et de C, puis le plus petit commun multiple M' de B et de G, puis enQn le plus petit commun multiple des nombres M et M'.
48. Le plus grand commun diviseur de deux nombres a et 6 est aussi celui qui existe entre leur somme ou leur différence et leur plus petit commun multiple.
49. Trouver deux nombres, connaissant leur plus grand commun diviseur et leur plus petit commun multiple. — Discussion.
50. Trois événements se reproduisent périodiquement, le premier tous les i5 jours, le deuxième tous les 22 jours, le troisième tous les 36 jours. Ces trois événements ayant lieu simultanément un jeudi, au bout de combien de jours se reproduiront-ils de même ensemble un jeudi? — Généraliser la question.
51 . Si les diviseurs d'un nombre N sont écrits les uns à la suite des autres, dans l'ordre de leur grandeur, le produit de deux diviseurs placés à égale distance des extrêmes est toujours égal à N.
Trouver le plus petit des nombres qui ont 36o diviseurs
53. De combien de manières différentes peut-on décomposer un nombre N en deux facteurs premiers entre eux? — Démontrer que le nombre des solutions est égal à 2* — i , n étant le nombre des facteurs premiers distincts de N.
54. Le plus petit commun multiple de trois nombres est égal à leur produit multiplié par leur plus grand commun diviseur et divisé par le produit des plus grands communs diviseurs de ces trois nombres considérés deux à deux.
55. Soient quatre nombres Â, B, C, D; P est leur produit, P' leur plus grand commun diviseur, P" le produit des six plus grands communs diviseurs de ces nombres pris deux à deux, P''' le produit des quatre plu^ grands communs diviseurs de ces nombres pris trois à trois. Démontrer que le plus petit commun multiple des quatre nombres A, B, C, D est représenté par le quotient PP^'rP'P*.
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LIVRE TROISIÈME
LES FRACTIONS ET LES NOMBRES DÉCIMAUX
56. Deux fractions irréductibles ne peuvent avoir pour somme un nombre entier que si elles ont môme dénominateur.
57. La somme de trois fractions irréductibles ne peut ôlre un nombre entier que si chaque dénominateur divise le produit des deux autres.
58. Quel nombre doit-on ajouter à chacun des termes de la fraction -^
pour que la nouvelle fraction obtenue diffère de l'unité d'une quantité
moindre que ?
59. Des deux quantités -tH et — 7-+-~> chercher quelle est la
^ i5 la 14 10 ^
plus grande.
Évaluer 87 minutes 34 secondes, en fraction d'heure
63. Une balle élastique rebondit à une hauteur qui est les - de celle
d*où elle est tombée. Après avoir rebondi 3 fois , elle s'élève à — do
mètre : trouver de quelle hauteur on l'avait laissée tomber d'abord.
64. 100 parties de poudre de guerre renferment y 5 parties d'azotate de potasse ou salpêtre, 12 parties et demie de charbon, 12 parties et demie de soufre. Trouver la composition de 82 kilogrammes de poudre.
65. Lorsqu'un liquide^ après avoir dissous une certaine quantité d'un sel à une température donnée, refuse d'en dissoudre davantage, on dit qu'il est saturé. Cela posé, sachant qu'une dissolution saturée de sel marin
^Oa QUESTIONS PROPOSÉES
renferme 27 parties de sel sur 100 parties, à la température ordinaire, et étant donnés 1200 kilogrammes d'eau salée renfermant 4 parties de sei sur 100 parties, on demande la quantité d'eau qu'il faut faire évaporer pour obtenir une dissolution saturée.
66. L'usure annuelle est sur les grandes routes de de mètre cube
par kilomètre parcouru et par tonne transportée. On demande la circulation moyenne journalière qui nécessite remploi annuel de 1800 mètres cubes de pierres cassées pour entretenir une route de i5oo mètres. Il faut remarquer que le mètre cube ù% pierres cassées ne renferme en réa-
lité, à cause des vides, que — de mètre cube de pierre.
67. La houille en morceaux pèse 810 kilogrammes par mètre cube, et le mètre cube de houille en morceaux ne représente, à cause des vides,
que — de mètre cube de houille en roclie. Un chemin de fer a brûlé une
certaine année 423(1050 kilogrammes de coke. On demande le volume occupé dans la mine par la houille qui a produit ce coke, sachant que la houille, en se transformant en coke, perd le tiers de son poids.
68. Une personne remplit son verre de vin pur et en boit le quart, elle achève de le remplir avec de l'eau et en boit le tiers, elle achève de le remplir avec de l'eau et en boit la moitié, elle achève en6n de le remplir avec de Teau et boit le verre entier. On demande combien elle a bu, chaque fois, d'eau et de vin, et combien elle a bu d'eau en totalité.
69. Trois sources alimentent un réservoir : la première et la deuxième, coulant ensemble le rempliraient en 3o heures ; la deuxième et la troisième, en 36 heures; la première et la troisième, en 24 heures. On demande en combien de temps le réservoir sera rempli ; i^ par les trois sources coulant ensemble; 2° par chaque source coulant isolément.
70. Démontrer que les fractions ^i —r?'* Ir^-^ sont équivalentes.
OD o5oâ ODO0O3
— Grénéraliser la question.
71. Un marchand achète deux pièces d'étoffe : la première, qui a 85", 45 de longueur, coûte 17^'', 85 le mètre; la seconde, qui a ii2*,25 de longueur, coûte 21'', 3o le mètre. Comme le marchaud paye comptant, on lui fait une remise de 6 pour 100 sur le prix total. Combien a-t-i! à payer?
72. Les farines se vendaient autrefois par sacs contenant 107 kilogrammes de farine: on les vend aujourd'hui par (pùntaux mètrîtptes de 100 kilogrammes. Cela posé, un marchand ayant acheté 342 sacs de farine au prix de 3i 786''", 85 la revend à raison de 63'*", 70 le quintal. On demande quel est son bénéGce total, et combien il gagne pour 100 sur son prix
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d'achat, en tenant compte du droit de commission des facteurs à la vente, qui est fixé h o'^So par quintal.
73. On traite annuellement dans une usine ii 25oooo kilogrammes de minerai de cuivre argentifère. Le minerai, sur loo parties, en contient 3,4 de cuivre et 0,0000696 d'argent. La perte en cuivre, due aux procédés d'extraction, est de 4 pour 100, et la perte en argent est de 5 pour 100. Calculer les productions annuelles de cuivre et d'argent et les valeurs correspondantes, en estimant à làio francs le kilogramme d'argent extrait, et à %'', 16 le kilogramme de cuivre.
74. Un cheval peut traîner une voiture contenant un poids de i5oo kilogrammes; sa vitesse est de 4'"°7'^5 par heure; le temps pour le chargement et le déchargement est évalué à 10 minutes. Pour un travail journalier de 10 heures, on paye 5 francs au conducteur de la voilure. Calculer le prix du transport de 5oo mètres cubes de terre à une distance de 97 mètres, sachant que le mètre cube de terre pèse 1600 kilogrammes.
75. Les profondeurs de trois puits artésiens sont 220 mètres, 395 mètres, 5»3 mètres; les températures des eaux correspondantes sont 19**, 75, 25", 33, 3o°, 5o. On demande de vérifier si le rapport qui existe entre les accroissements de température est égal à celui qui existe entre les accroissements de profondeur; on demande ensuite de calculer quelle température devrait avoir l'eau fournie par le troisième puits pour que l'égalité supposée pût exister.
76. I^ grand axe de l'orbite de la planète Mars est égal, en prenant pour unité le grand axe de l'orbite terrestre, à 1,52369. Sachant que, d'après Kepler, le rapport qui existe entre les carrés des temps pendant lesquels deux planètes exécutent leurs révolutions est égal à celui que présentent les cubes des grands axes de leurs orbites, on demande de trouver en jours la durée de la révolution de Mars, la Terre effectuant la sienne en 365 J, 25628.
77. Convertir 3 heures, 53 minutes, 7 secondes, en nombre décimal, l'heure étant prise pour unité.
78. Les mines de cuivre de la Grande-Bretagne ont donné, une certaine année, i526i5ooo kilogrammes de minerai, et l'on en a extrait 13900000 kilogrammes de cuivre. Le Chili et l'Australie ont fourni cette même année à l'Angleterre 4^490000 kilogrammes de minerai, et Ton en a extrait 9009000 kilogrammes de cuivre. On demande la richesse en cuivre du minerai indigène et du minerai importé, c'est-à-dire combien 100 kilogrammes de chacun d'eux fournissent de kilogrammes de cuivre.
79. On admet généralement que, à mesure qu'on s'enfonce dans le sol, la température augmente de i degré environ tous les 3o mètres. A Paris, la température, à 28 mètres au-dessous du sol, dans les caves de l'Obser-
^o4 QUESTIONS PROPOSÉES.
vatoire, est constante et égale à ii°,7. En supposant que la loi indiquée ne subisse aucune modification, on demande de calculer la température au centre de la Terre, le rayon de notre globe sensiblement sphérique pouvant être pris égal à 63G6 kilomètres.
80. Convertir chacune des fractions -7^) ~ en une somme de frac-
tiens ayant pour dénominateurs les puissances successives de la. Les deux sommes cherchées seront-elles composées d'un nombre limité ou d'un nombre illimité de fractions? — Généraliser la question.
81. Démontrer que le produit de deux fractions décimales périodiques simples moindres que Tunité est une fraction décimale périodique simple.
8^. On suppose qu'une fraction ordinaire irréductible, dont le dénominateur est un nombre premier autre que 2 et 5, donne naissance à une fraction décimale dont la période comprenne un nombre pair de chiffres, et Ton demande de prouver : 1° que, si Ton partage également la période, les chiffres qui se correspondent dans les deux parties sont toujours complémentaires par rapport à 9 ; 2° que les restes qui, dans l'opération de la réduction, répondent aux chiffres ainsi comparés, sont eux-mêmes complémentaires par rapport au dénominateur de la fraction ordinaire.
83. Calculer avec dix décimales exactes le produit des nombres 0,434294481903251, ... et 0,693147180559945,. . . .
84. Calculer avec dix décimales exactes le quotient du nombre o, 3oi 029995663981, • . . par le nombre o, 6931471 80559946 . . .
85. Lorsque deux fractions irréductibles ont des dénominateurs premiers avec 10 et divisibles Tun par l'autre, et qu'on les réduit en décimales, les nombres de chiffres des périodes correspondantes sont aussi divisibles l'un par l'autre.
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LIVRE QUATRIÈME
DES NOMBRES INCOMMENSURABLES
86. Les difTérences successives des carrés des nombres entiers consécutifs forment la suite des nombres impairs.
87. La cinquième puissance d'un nombre est toujours terminée par le môme chiffre que ce nombre.
88. Démontrer que la somme des n premiers nombres impairs est égale à/1».
89. Lorsqu'un carré est la somme de deux autres carrés, Tun des trois carrés est un multiple de 5, ou tous les trois remplissent cette condition.
SO. Le carré d*un nombre impair est un multiple de 8 augmenté de i.
91. Tout nombre impair, qui est la somme de deux carrés, est un multiple de 4 augmenté de i.
92. Si un nombre pair est la somme de deux carrés, sa moitié est aussi la somme de deux carrés.
93. Un nombre entier ne peut être un carré parfait, si, le chiffre de ses unités étant 6, le chiffre de ses dizaines est pair; ou si, le chiffre de ses unités étant i,4 ou 9, le chiffre de ses dizaines est impair.
9i. Un nombre pair, qui est la somme de deux carrés, est un multiple de 8 augmenté de a ou de 4.
95. La différence des carrés de deux nombres premiers entre eux ne peut être un carré que si la somme et la différence de ces deux nombres sont elles- mômes des carrés.
96. Quand on a déterminé un ou plusieurs chiffres de la racine carrée d'un nombre entier, et qu'on veut trouver le chiffre suivant, il faut effectuer une division dont le quotient est le chiffre cherché ou un chiffre trop fort. Démontrer que, si le nombre déjà écrit à la racine n'est pas inférieur à 5, le quotient considéré, s'il est plus grand que le chiffre cherché, ne peut le surpasser que d'une unité.
Db C. ~ Coun. L 4^
'Jo6 QUESTIONS PROPOSÉES
97. Si Ton écrit, les uns à la suite des autres, les chiffres qui représentent les dizaines des carrés entiers successifs terminés par le même chiffre (i, 4) 6 ou 9), la suite obtenue est périodique, la période a dix chiffres, et, de plus, deux chiffres de la période placés à égale distance des chiffres extrêmes sont égaux.
98. Si, à la racine carrée d'un nombre égal à l'unité augmentée d'une fraction proprement dite, on substitue l'unité augmentée de la moitié de cette même fraction, l'erreur relative commise est moindre que la huitième partie du carré de la fraction complémentaire.
99. Le prix d'un diamant étant proportionnel au carré de son poids, démontrer qu'en brisant le diamant en deux morceaux on diminue sa valeur, et que la dépréciation est maximum quand les deux morceaux ont des poids égaux. — Étendre cette proposition au cas où le diamant est séparé en un nombre quelconque de morceaux.
100. Démontrer que, si le reste de la division d'un nombre entier par ç, est 2, 3, i, 5, 6 ou 7, ce nombre n'est pas un cube parfait.
101. Démontrer qu'un nombre entier ne peut être un cube parfait: I** si, le chiffre de ses unités étant 2 ou 6, le chiffre de ses dizaines esl pair; 2° si, le chiffre des unités étant 4 ou 8, le chiffre des dizaines est impair; 3° si, le chiffre des unités étant 5, le chiffre des dizaines n'est ni 1 ni 7.
102. Si l'on écrit à la suite les uns des autres les chiffres des dizaines des cubes successifs, terminés par un même chiffre pair autre que zéro (2, 4i 6 ou 8), la suite obtenue est périodique et la période a cinq chiffres.
103. La diflérence entre le cube d'un nombre et ce nombre lui-même est toujours divisible par 6.
lOi. Le cube d'un nombre quelconque est un multiple de 7 augmenté ou diminué de i .
105. Chercher combien il y a de carrés parfaits et de cubes parfaits entre les deux nombres 78 et 728547. Remarquer a priori q\xe le nombre des carrés doit toujours être plus considérable que celui des cubes.
106. Comment peut-on reconnaître si un nombre entier donné esl la différence de deux cubes consécutifs, et, dans le cas où il en est ainsi, comment peut-on trouver ces deux cubes?
107. Quand on a déterminé un ou plusieurs chiffres de la racine cubique d'un entier, et qu'on veut trouver le chiffre suivant, on effectue une division dont le quotient est le chiffre cherché ou un chiffre trop fort. On demande de démontrer que, si le nombre déjà écrit à la racine n'est pas
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inférieur à 10, le quotienl considéré, s'il est plus grand que le chiOre cherché, ne peut le surpasser que d'une unité.
108. Si N désigne un nombre entier dont la racine cubique a, au moins, 2 /z + 2 chiffres ; si a désigne le nombre formé par les /z -4- a premiers
chiffres de y^N suivis de n zéros, et q le quotient entier de la division de
N — f^ par 3rt*, on a v^ = a-^ q^ exactement ou à moins d'une unité.
409. Les deux nombres 4897, 85 et :i35, 786 sont l'un et l'autre affectés d'une erreur qui peut aller jusqu'à a unités de Tordre du dernier chiffre, en plus ou en moins. On demande de trouver le produit de ces deux nombres, en se bornant à calculer les chiffres sur Texactitude desquels on peut compter.
410. Les deux nombres 6784, 29 et 782, 268 sont l'un et l'autre affectés d'une erreur qui peut aller jusqu'à 3 unités de l'ordre du dernier chiffre, en plus ou en moins. On demande de trouver le quotient de ces deux nombres, en se bornant à calculer les chiffres sur l'exactitude desquels on peut compter.
111. Calculer, à moins de 0,00001, le carré et le cube du nombre
112. Calculer, avec la plus grande approximation possible, le quotient -^9 le nombre g ayant pour valeur 9,80896
113. Quelle est la plus grande approximation avec laquelle on puisse calculer le carré et le cube du nombre g,
il4. Calculer, à moins de 0,00001, le quotienl
LES MESURES ET LES APPLICATIONS
117. Calculer le prix d'une poutre en chêne de g", 40 de longueur, de G™, 5:2 de largeur et de o'^SS d'épaisseur, sachant que le mètre cube de chêne vaut i44 francs.
as. Calculer le prix d'une conduite en fonte ayant 356 mètres de longueur, sachant que les tuyaux qui la composent ont o°*,26o de diamètre extérieur et o"y25i de diamètre intérieur, que le mètre cube de fonte pèse 7200 kilogrammes, et que la fonte employée vaut o''',4o le kilogramme.
119. En supposant qu'au chemin de fer de Paris à Lyon les rails pèsent 38 kilogrammes par mètre courant, que la longueur d'un rail soit de 5 mètres, et que 100 kilogrammes de rails coûtent 3j francs, on demande de calculer : le poids total des rails, le volume occupé par eux, leur nombre et le prix total des deux voies. On sait qu'il y a 5i2 kilomètres de Paris à Lyon, et que le poids spécifique du fer est 7,7.
120. Pour ensemencer un hectare, on emploie en moyenne 2o4"SBde blé; combien faut-il de mètres cubes de blé pour ensemencer 1 kilomètre carré?
121. Quand la température s'élève de zéro à 100 degrés, une barre de fer de i mètre augmente de o"'9 00i25833, une barre de cuivre de 1 mètre augmente de 0^,00187500, une barre de plomb de i mètre augmente de 0*^,00286667. Cela posé, on a soudé ensemble, bout à bout, une barre de fer, une de cuivre et une de plomb; les longueurs de ces trois parties à zéro degré sont respectivement 3", 859, 2", 438, o"*, 816. On demande de calculer la longueur totale de la barre à 100 degrés, les données éteint supposées exactes à une demi-unité près de l'ordre du dernier chiffre.
122. La distance moyenne de la Lune à la Terre étant de 60 rayons terrestres (de 6366 kilomètres), on demande de calculer en combien de jours, minutes et secondes, le son, qui parcourt 340 mètres par seconde, serait transmis de la Terre à la Lune, s'il existait une atmosphère pour le transmettre.
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123. En supposant que la circonférence de U Terre, supposée sphérique, contienne 40000000 de mètres, et sachant que cette circonférence est divisée géométriquement en 36o degrés, chaque degré en 60 minutes, chaque minute en 60 secondes, on demande la valeur en mètres d'un degré, d*uno minute, d'une seconde.
124. D'après le principe d'Archimède un corps, plongé dans un fluide, subit une poussée de bas en haut qui lui fait perdre une partie de son poids égale au poids du fluide déplacé. Cela posé, sachant qu'un morceau de fer pèse la^^, 475 dans le vide, on demande combien il pèse dans l'eau^ combien il pèse dans l'huile d'olive, dont le poids spécifique est o.giS, combien il pèse dans l'air, dont le poids spécifique, par rapport à Teau, est 0,0012932. Le poids spécifique du fer en barre est 7, 788.
i2o. On demande combien il y a de centimètres cubes dans un lingot d'or valant 354 16 francs. On sait que 1 décimètre cube d'or pèse î9^',26, et que le kilogramme d'or vaut 3 100 francs.
126. Un litre de charbon de terre pesant i''',33, combien y a-t-il de s^tères dans 108 quintaux métriques de charbon de terre?
127. Calculer à moins de i millimètre la longueur de l'aune, saohant qu'elle valait 3 pieds 7 pouces 10 lignes lu points.
128. Calculer à moins de i décilitre la capacité de 3 muids, 1 feuillette, I quartaut, 7 veltes, 6 pintes.
12U. Évaluer en francs une somme égale à 5o4 livres, i5 sols, 8 deniers.
130. Évaluer en livres, sols et deniers, une somme égale à 24 12'% 83.
131. Un amphithéâtre ayant une capacité de 2463 mètres cubes, calculer le poids d'oxygène contenu dans Tair qu'il renferme. On sait que l'air contient 23 pour 100 de son poids d'oxygène, et nous avons indiqué son poids spécifique dans l'énoncé du problème 124.
132. Borda a trouvé 440*^"", 5593 pour la longueur du pendule qui bat la seconde à Paris; exprimer cette longueur à moins de i millimètre.
133. Dans le thermomètre cenligrade, l'intervalle entre la température de la glace fondante et celle de l'eau bouillante est divisé en 100 parties égales ou degrés; dans le thermomètre Réaumur, le même intervalle correspond à 80 degrés. Comment passe-t-on d'une température exprimée en degrés centigrades à cette même température exprimée en degrés Réaumur, et réciproquement?
134. Le thermomètre Farenheit est gradué de manière à marquer 32 degrés dans la glace fondante et 212 degrés dans la vapeur d'eau bouillante. Comment pisse-t-on d'une température exprimée en degrés centigrades
OU Réaumur à la môme température exprimée en degrés Farenhril, et réciproquement?
135. Un mobile parcourt une circonférence, d*un mouvement uniforme, en 7*" 23" 35*: on demande en combien de temps ce mobile parcourra un arc de Sy^'iy'W.yS,
Démontrer que chacune des deux proportions
A _ A' Xm-hCn _ A'm -t- Cn C ~ C ' Ap-Cq'7 Ap-^-Cq
est une conséquence de Tautre (/n, /i, p, q désignent des nombres quelconques).
137. Démontrer que, si les quatre termes d'une proportion sont écrits par ordre de grandeur, la somme des extrêmes est plus grande que la somme des moyens. — En déduire que la moyenne proportionnelle de lieux nombres est moindre que leur moyenne arithmétique.
i38. Démontrer que, dans une suite de rapports égaux, la racine carrée de la somme des carrés des antécédents est à la racine carrée de la somme des carrés des conséquents comme un antécédent est à son conséquent.
139. Démontrer que les quatre sommes obtenues en ajoutant deux proportions terme à terme ne forment une nouvi'lle proportion que dans les deux cns suivants : i' si les rapporis de la première proportion sont égaux à ceux de la seconde; u* si le rapport des antécédents ou des conséquents de la première est égal au rapi)ort des ter.mes correspondants de la seconde proportion.
140. Deux arcs d'une même circonférence comprennent respectivement 38"4i'3',4 et 52* i5' 12", 8 : quel est leur rapport?
I il . Si trois nombres a, b, c, rangés par ordre de grandeur, sont tels
qu'on ait
ils forment une proportion harmonique; le nombre b est alors la moyenne harmonique entre a et c, qui sont les deux extrêmes.
Cela posé, démontrer que, dans toute proportion harmonique, l'inverse de la moyenne harmonique est égale à la demi-somme des inverses des deux extrêmes.
142. Démontrer que, dans la suite indéfinie i, -> r» 75 t- • • ^ ^rois
termes consécutifs quelconques forment une proportion harmonique.
443. Le nombre des vibrations transversales qu'une corde tendue exécute dans l'unité de temps est proportionnel à la racine carrée du poi^s
qui la tend, et inversement proportionnel à sa longueur, à son diamètre, ainsi qu'à la racine carrée de son poids spécifique. Cela posé, une corde de cuivre, ayant o™,363 de longueur, o"',ooi5 de diamètre et tendue par un poids de i3^', 35, exécute 1999 vibrations en une seconde : on demande combien de vibrations exécutera une corde de platine de o'°,45i de longueur, o'°,ooo25 de diamètrO; tendue par un poids de 4"') 49* Le poids spécifique du cuivre est 8,8 et celui du platine 21 ,5.
144. 100 parties de Talliage des caractères d'imprimerie contiennent 80 parties de plomb et 20 parties d'antimoine : on demande combien il entre de plomb et d'antimoine dans i6''',375 de cet alliage.
145. On a 8''^,25o d'argenterie au titre de 0,950 : on demande combien de cuivre il faut ajouter pour obtenir un alliage propre à faire de la monnaie.
146. Une personne a souscrit trois billets, l'un de 600 francs, payable dans 4 mois ; le deuxième de i5oo francs, payable dans 8 mois ; le troisième de 700 francs, payable dans 10 mois. Elle désire remplacer ces trois billets par un billet unique à l'échéance d'un an. Quel en sera le montant, le taux de l'intérêt étant 4)5 pour 100 par an?
147. Un billet payable dans 58 jours a été escompté au taux de 5 pour 100 par an et a produit 1481''', 25. On demande quelle était sa valeur nominale.
148. On appelle unité de chaleur la quantité de chaleur nécessaire pour élever de i degré C. la température de i kilogramme d'eau, et chaleur s/}écijtque d'un corps le nombre d'unités de chaleur nécessaire pour élever de I degré C. la température de i kilogramme de ce corps.
Cela posé, combien faut-il dépenser d'unités de chaleur pour faire passer la température d'un morceau de fer, pesant 37 kilogrammes, de i5 degrés à 85 degrés, sa chaleur spécifique étant, dans cet intervalle, égaleào,i255?
149. L'eau, en se congelant, augmente de — r de son volume; trouver le poids spécifique de la glace par rapport à l'eau.
150. On demande le volume d'air nécessaire pour brûler entièrement 1 kilogramme de carbone, sachant : i*^ que l'air atmosphérique ne renferme en oxygène que les 0,21 de son volume; 2'' que, dans l'acide carbonique produit par la combustion, le rapport du poids do l'oxygène à
celui du carbone est -r, 3° que le poids spécifique de l'oxygène par rapport à l'air est i ,1026.
sua
Effectuer le produit
(a-hb-+-c)(a-hb-^c)(a-i-C'- b)(b'+-c-'a).
En rapprochant le premier et le quatrième facteur, le deuxième et lo troisième facteur, et en se reportant au théorème démontré (30, II), on arrive rapidement au produit
2«'^'-h 2fl'c'-H 2^V— «*— ^*— c\
7l4 QUESTIONS PROPOSÉES
6. Quelle valeur doit-on attribuer au coe£Bcient indéterminé k pour que le polynôme
a* ^ kà'b — ^a'b* -^ 3û^— ^*
soit divisible par a' — ^^ h- A*?
On poursuit la division jusqu'au reste du premier degré en a, eU en écrivant que ce reste est nul indépendamment de toute valeur attribuée à a ou à é, on trouve la valeur demandée, qui est /* = i.
Vérifier l'égalité
a'b'" [a-^by\a''^ b^)~^ [a-^bY\a'^b)'
21 . L'expérience prouve que, lorsqu'une lige verticale, lixée à l'une de ses extrémités, est sollicitée par un certain poids qui agit dans le sens de l'extension de la tige, la résistance variable opposée par la lige est proportionnelle à sa section et, en outre, au rapport de l'allongement qu'elle éprouve à sa longueur primitive. Écrire l'expression algébrique de cette résistance F pour une section A, une longueur primitive L et un allongement variable x.
yi6 QUESTIONS PROPOSÉES
2â. On suppose l'égalité
et l'on demande si à^ est plus grand ou plus petit que b*-^ c*.
Pour résoudre la question, on peut comparer [a^Y avec {b^-^c^Y, en remarquant que (a*y= (a*)*,
LIVRE DEUXIÈME
LES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ
3i. Résoudre l'équation
3nhr a'b* {ia-^b)b^ ^ b
32 Résoudre l'équation
(jc=4.) 33. Résoudre l'équation
ax -h 2 yJn^->(- x* = -
34. Un renard poursuivi par un lévrier a 6o sauts d'avance : il en fait g pendant que le lévrier en fait 6; mais 3 sauts du lévrier en valent 7 du renard. Au bout de combien de sauts le lévrier atleindra-t-il le renard? (72 sauts.)
[Il faut prendre pour unité de longueur le saut du lévrier.]
35. Trouver une proportion dont les quatre termes surpassent quatre nombres donnés a^b^c^ r/, d'une môme quantité.
36. Trouver une fraction telle, que si Ton augmente ses deux termes
de 3, elle devienne égale à -) et que si on les diminue de 1, elle devienne
37. Trouver un nombre qui soit un multiple de 7 plus 2, un multiple
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(le 9 moins 5, et tel, que son quotient par 7 surpasse do 3 unités son quotient par 9. (121.)
38. Un bassin est alimenté par deux tuyaux de conduite. Le premier coulant pendant 7 heures et le second pendant 9 heures, on obtient 189 mètres cubes d'eau. Si l'on ouvre le premier tuyau pendant 4 heures et le second pendant 5 heures, on obtient 107 mètres cubes d'eau. On demande la quantité d'eau fournie par chaque tuyau en i heure. ^18 mètres cubes, 7 mètres cubes.)
Résoudre le système
ax — br H- cz = fl' -f- ^' -h c*,
bx -^ ay — cz = û' -H 6* — c*,
— ax -h by-^ cz= c* — a* — b*,
Ax -f- R
43. Pour qu'une fraction de la forme ., ^, soit indépendante de x,
quelle relation doit exister entre les coefficients constants?
44. Pour qu'une fraction de la forme 77 ^^7^^ -^ soit indépendante
de X et de^, à quelles relations doivent satisfaire les coefficients constants?
yiO QUESTIONS PnOPOSÉES
43. Inscrire un rectangle de périaièlre donné a/? dans un triangle de base b et de hauteur /i. — Discussion.
Résoudre le système
X -h ax-+- «'z ^- ^« -4-^ = 0, X -h bx -^ b'^z -h ^^w -+- ^* = 0, X -^ cy-^- r*zH- c'/« -+- c* = o, jr-t-r/^-H (Pz-A- (Pu-+- H* = o,
[x = nbcd, X — ~ (^'^^ ^ ''^'^ "+" ^^^ ■+■ ^c^)? z = nb -^ ac -^ ad -i- bc -+- bd -h cd, u = ~~ [a -h b -h c -i- d.)]
50. Trouver deux nombres dont la somme, la différence et le produit, soient respectivement proportionnels aux quantités données Sj d et /?.
H1 . 10 pierres sont rangées en ligne droite à i mètre de distance les unes des autres. Déterminer sur cette droite un point X tel, qu*il y ait n fois plus de chemin à faire pour transporter successivement chaque pierre au point X que pour les transporter à la place occupée par la première pierre. On suppose que l'on parte dans les deux cas de la première pierre. — Discussion. ( yoir les JCléments d'Algèbre ^'Eugène Rouchb.)
52. Soient s^ s\ s' les surfaces de trois prés dans lesquels l'herbe est supposée d'égale hauteur et croît uniformément. Le premier pré ayant nourri n bœufs pendant / jours, et le deuxième «'bœufs pendant/' jours,
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on demande combien de bœufs le troisième pré peut nourrir pendant /* jours. [Arithmétique universelle de Newton.)
53. Deux mobiles parcourent une circonférence de longueur / avec des vitesses v et p\ ils sont séparés au départ par un arc de d mètres. On demande de déterminer les époques de leurs rencontres successives dans les quatre hypothèses suivantes : les deux mobiles marchant dans le même sens ou en sens opposés, le premier part t secondes avant ou après le second.
En introduisant directement dans la question les quantités négatives, réduire à une seule les quatre formules obtenues.
54. Deux triangles rectangles ayant leurs côtés a et b^ a' et b'^ dirigés suivant les mêmes droites, on demande de calculer les longueurs des perpendiculaires abaissées du point d'intersection des deux hypoténuses sur lob côtés confondus. — Discussion.
55. I^s trois aiguilles d'une montre à secondes sont ensemble sur midi ; chercher à quelle heure Taiguille des secondes est la bissectrice de Tangle des deux autres aiguilles.
56. Des trois sommets d'un triangle, dont les côtés a, b, c sont donnés, on décrit trois circonférences tangentes deux à deux : trouver les rayons de ces circonférences.
57. Calculer les trois côtés d'un triangle dont on connaît les trois médianes a, p, 7.
58. Trouver sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle un point tel, que la somme de ses distances aux deux côtés de Tangle droit soit égale à une quantité donnée k,— Discussion*
59. Calculer le côté du carré inscrit dans un triangle donné. *- Discussion.
60. Étant donnés trois mélanges composés de trois substances différentes , déterminer les quantités qu'on doit prendre de chacun d'eux pour former un nouveau mélange tel, que les substances considérées s'y trouvent dans des rapports désignés.
6i . Trouver les arêtes d'un parallélépipède rectangle, sachant qu'elles sont proportionnelles aux nombres <?, ^, r, et que, si elles varient respectivement dos quantités //i, /i, /?, Taire totale du parallélépipède varie de la quantité s>
62. Inscrire dans un cercle de rayon donné un triangle isoscèle dont buse et la hauteur soient dans un rapport donné.
63. On donne une circonférence de rayon r, un point A situé dans son plan à une distance d du centre, et une droite AB = bj menée du point A
Dk C. — Cours, 1. 46
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à un point B de la circonférence: trouver la longueur de la ccrdp interceptée par la circonférence sur la droite AB prolongée. — Discussion.
Résoudre l'équation
aa:* -i- 3x — 5 y^ajc'-f- 3;r h- 9 H- 3 = o. (On pose %x^ -h 3x = z.)
87. Chercher la relation qui doitexister entre les coefficients de l'équation
ax'* -{- bx -f- c = o,
pour que ses racines x* et x' satisfassent à la condition
mx'-± rtx'= X-;
m, /?, /- sont des nombres donnés.
88. Les quatre points A, B, À', B' étant sur une circonférence , et C étant le point de rencontre des droites ÂB et À'B', on donne les longueurs des cordes AB = b, A'B' = b', et la distance CA = «; calculer la distance CA'- X à moins de o^,ooo5, en appliquant la formule trouvée aux données suivantes : b = 2^,008, «= o*,5, b' ~ 2*^,6. {x = o*',4i7.)
89. Trouver le nombre de côtés d'un polygone, sachant qu'il a 275 diagonales.
90. On suppose qu'on commence à faire mouvoir le piston d'une pompe aspirante : trouver à quelle hauteur l'eau s'élève dans le tuyau d'aspiration après le premier, le deuxième, le troisième,... coup de piston, et chercher combien de coups de piston sont nécessaires pour que Teaa gagne la soupape d'aspiration.
91. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, sachant que ces côtés sont exprimés par trois nombres entiers oonsécutifis.
92. Les trois arêtes d'un parallélépipède rectangle sont proportionnelles aux nombres a, b, c, et, si on les augmente respectivement des longueurs ///, n, /7, le volume du parallélépipède s'accroît de /* mètres cubes : calculer ces trois arêtes.
93. On demande de construire sur Tune des faces d'un cube un tronc de pyramide de même hauteur, de manière que le rapport des deux volumes soit égal k k. — Discussion.
94. Couper une sphère par un plan perpendiculaire à un diamètre donné, de manière que la section obtenue soit équivalente à la différence des deux calottes sphériques déterminées par le plan sécant.
95. Couper une sphère par deux plans perpendiculaires à un diamètre donné et également distants du centre de la sphère, de manière que la somme des sections obtenues soit équivalente à la zone limitée par les deux plans sécants.
96. Trouver sur la droite indéânie déterminée par deux points donnés A et B un point tel, que sa distance au point A soit moyenne Imrntonique entre sa distance au point B et la longueur AB (voir Questions proposées sur l'Arithmétique, n* 141 ).
97. Un tube recourbé, parfaitement calibré (manomètre à air cornprimé) ^ renferme du mercure, qui est de niveau dans les deux branches sous la pression atmosphérique représentée par la hauteur barométrique normale 0^,76. La branche fermée contient de Pair sec, occupant un volume V qui répond à une longueur de n millimètres. On demande de combien le mercure doit s'élever dans la branche fermée pour que la pression qui s'exerce dans la branche ouverte soit équivalente à A atmosphères. On regarde la température comme constante et égale à zéro degré. — Discussion.
98. Un tube cylindrique en verre, parfaitement calibré et fermé à sa partie supérieure, contient de l'air sec. On le plonge dans une cuve à mercure, de manière que le niveau du mercure soit le même à l'intérieur et à l'extérieur du tube. Le tube s*élève alors de a centimètres au-dessus du niveau de la cuve. On demande quelle hauteur le mercure doit atteindre dans le tube, par rapport au niveau du réservoir, lorsqu'on soulève ce tube de manière qu'il s'élève de b centimètres au-dessus du même ni-
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veau. La pression atmosphérique est connue et représentée par II. —
Discussion.
99. Étant donné un triangle équilatéral de côté a^ on prend sur chacun de ses côtés, à partir d'un sommet et dans le même sens, une longueur constante égale à x. En joignant les points ainsi obtenus, on forme un second triangle équilatéral. — Déterminer x de manière que le côté de ce triangle soit égal à 6. ~ Discussion.
Résoudre le système
xj= 108, 3x>- — j:*-+-^^= 36,
et vérifier les solutions obtenues.
(x = ±i8, y=àz6, x = ±6/, x = z^i9i.)
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'lOT. Résoudre le système
108. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse et la somme obtenue en ajoutant la hauteur correspondante aux deux côtés de l'angle droit.
109. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaissant la hauteur
et la somme des côtés de l'angle droit.
Résoudre le système
Résoudre le système
Zx -hZy—z =
Résoudre le système
x' ■+- xz -h z' —
[On dirige le calcul de manière à déterminer d*abord la somme
[xf-^xz-hrz].']
121. Trouver les quatre termes d'une proportion, connaissant leur somme, colle do leurs carrés et celle de leurs cubes.
122. Par un point pris sur la bissectrice. d*un angle droit, mener uno droite telle^ que la partie interceptée sur elle par les côtés de l'angle ou leurs prolongements ait une longueur donnée (Problème ^e Pappus).
123. Inscrire dans un angle donné une droite de longueur donnée, do manière que le triangle ainsi formé soit équivalent à un carré donné. — Discussion.
121. Couper une sphère donnée par un plan tel, que le segment sphérique à une base ainsi déterminé soit équivalent au cône de même base qui a son sommet au centre de la sphère. — Discussion.
125. Couper une sphère donnée par un plan tel, que le segment sphé-
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rique à une base ainsi déterminé soit dans un rapport donné avec le secteur sphérique qui lui correspond. — Discussion.
126. Calculer les côtés d'un triangle rectangle, connaissant son périmètre ip et la somme -zitr* des volumes engendrés par ce triangle en tournant successivement autour de chaque côté de l'angle droit.
) 127. Inscrire dans une circonférence donnée un triangle isoscële, connaissant la somme de sa base et de sa hauteur.
128. Inscrire dans une sphère donnée un tronc de cône de hauteur et de volume donnés.
129. Circonscrire à une sphère donnée un tronc de cône dont l*aire totale ait un rapport donné avec Taire de la sphère.
130. Inscrire dans une sphère donnée un cylindre tel, que le rapport de son volume à la somme des volumes des segments sphériques que ses bases déterminent soit égal à un nombre donné. — Discussion.
Quelle est la marche à suivre pour résoudre Téquation
X* -+- ax^ -¥■ bx* — ax -4-1 = 0?
Appliquer cette marche à Téquation
M 33. Partager un nombre donné a en deux parties telles, que la somme de /;/ fois le carré de la première et de p fois le carré de la sex^onde soit un minimum.
134. Étant donnée une droite limitée ÂB, la diviser en deux parties ÂC et BC telles, que la somme
ÂC*-h3BC' soit un minimum. ( AC = - AB. j
135. Étant données les hauteurs h et h' de deux cvlindres de révolu-
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tion, on demande de déterminer leurs rayons x et j:', de manière que la somme de leurs aires latérales soit égale à ^na* et que la somme p de
leurs volumes soit un minimum. ( p = -5— n > x = x'= r-^, • |
i36. Inscrire dans une sphère donnée un cône dont Taire latérale soit un maximum.
(La hauteur du cône cherché est les | du rayon de la sphère. )
137. Parmi tous les parallélépipèdes rectangles dont les diagonales ont la môme longueur, quel est celui de surface maximum? (Le cube.)
438. Prouver que, la somme x-\-x = ^ éii^ni donnée, la règle qui conduit au maximum du produit x'y^ est encore applicable au cas où les quantités positives p etq sont fractionnaires.
139. Diviser un nombre donné en deux parties telles que, si l'on divise la première par la seconde et la seconde par la première, la somme des quotients obtenus soit un minimum.
140. Diviser un nombre donné en deux parties telles, que la somme de leurs racines carrées soit un maximum.
Chercher le maximum et le minimum de l'expression
112. Étant donné un cercle tangent aux deux côtés d*un angle droit, mener à ce cercle une troisième tangente telle, que l'aire du triangle rectangle ainsi déterminé soit un maximum ou un minimum.
143. Trouver, parmi tous les cônes de révolution dont Taire totale est la même, celui de volume maximum, et vérifier qu'il est semblable au cône de volume minimum circonscrit à la sphère (vo/r n*" 289).
144. Trouver, parmi tous les cônes de révolution qui ont même apothème, celui de volume maximum.
143. Une localité Â se trouve placée à une distance moyenne AB = d d'une ligne de chemin de fer XY, et ses habitants se rendent souvent à une ville D placée sur celte ligne. En quel point C doivent-ils prendre le chemin de fer, pour que le temps qu'ils mettent à parcourir la route ÂC en voiture et la portion de chemin de fer CD en wagon soit un minimum? Les vitesses en voiture et en wagon sont de v kilomètres et de v' kilomètres par heure, et la distance BD est égale ka. — Discussion.
146. Trouver, parmi tous les cylindres qui ont môme aire totale, celui de volume maximum.
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147. Inscrire dans ime sphère donnée le parallél^ipède rectangle de Yolame maximum.
148. Sur une droite limitée AB, de longueur donnée a, on prend un point C ; sur AC, on construit un triangle équilatéral ADC, et, sur CB, on construit un carré CBFG. En joignant le sommet D du triangle équilatéral au sommet G du carré, on forme un pentagone ABFGD. Chercher pour qijelle position du point G Taire de ce pentagone est un maximum ou un minimum.
Résoudre le système
Si Ton suppose a donné, entre quelles limites peut varier h pour que les valeurs de x et de j restent réelles? Inversement, si h est donné, entre quelles limites peut varier a pour que la même condition soit remplie?
150. Par un sommet d'un triangle ou d'un carré donné, mener dans son plan une droite telle, que le volume engendré par la rotation du triangle ou du carré autour de cette droite soit un maximum.
151. Parmi tous les trapèzes isoscèles dont la petite base et les côtés non parallèles conservent les mêmes longueurs a et c, trouver celui dont Taire est maximum.
152. Inscrire dans un demi -cercle donné le trapèze de périmètre maximum.
(Ce trapèze est un demi-hexagone régulier.)
133. On donne, sur une première droite AA', deux points Gxes a et 6, et Ton fait glisser sur une seconde droite BB' un segment c^de longueur constante; pour quelle position du segment cd Taire de la pyramide abctl est-elle un minimum?
154. Couper un tétraèdre ABCD par un plan parallèle à deux arêtes opposées AC et BD, de manière que Taire de la section obtenue EFGll soit un minimum.
155. De tous les triangles rectangles de même périmètre, quel est celui dans lequel la hauteur correspondant à Thypolénuse est un maximum?
156. On a deux parallèles AB et CD coupées par une sécante BC; par un point D, donné sur la seconde parallèle, on mène une seconde sécante DOA. Pour quelle position de cette sécante la somme des aires des deux triangles DOC, AOB est-elle un maximum ou un minimum?
157. Trouver sur une droite donnée un point tel, que la somme de ses distances à deux points donnés, situés dans un même plan avec la droite, soit un minimum.
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158. Sur la droite qui joint les centres de deux sphères données, trouver entre ces deux centres un point tel, que la somme des zones vues de ce point sur les deux sphères soit un maximum.
459. On donne un prisme hexagonal régulier ABC DE FA' B'C'D'E'F', et Ton prend un point S quelconque sur le prolongement de son axe 00'; par ce point et par les côtés du triangle équilatéral ACE, on fait passer trois plans. Ces plans détachent du prisme trois tétraèdres, dont les bases sont les triangles ABC, C DE, EFA, et dont es sommets H, K, L sont situés sur les arêtes latérales BB', DD', FF', et les remplacent par un tétraèdre unique SACE, placé au-dessus du prisme.
Le volume du décaèdre ainsi formé est indépendant de la position du point S et toujours équivalent à celui du prisme considéré. Cela posé, on demande pour quelle position du point S la surface de ce décaèdre est un minimum.
(C'est le problème de la construction géométrique des Alvéoles des ABEILLES ; voir les Éléments d'Algèbre d'EuGÈNE RoucuÉ.)
Étudier les variations de la fonction
ix^ — ^x — 4
^~ 5x' — 8x— lo
et construire la courbe représentative.
170. Inscrire dans une demi-circonférence donnée le rectangle d'aire maximum.
171 . Étant donné un quadrant, parmi tous les triangles qu'on forme en menant une tangente à l'arc du quadrant jusqu'à la rencontre des rayons qui le limitent, quel est celui dont Taire est minimum?
i72. Étant donné un angle RAS et un point fixe P, mener par ce point une droite DE telle, que la somme des segments ÂD et AE, qu'elle intercepte sur les côtés de l'angle, soit un minimum.
173. Le sommet A de l'angle droit d'un triangle rectangle ÂBC repose sur une droite DE. Si le triangle ABC tourne autour du point A, en restant dans son plan, quelle doit être sa position pour que la somme des perpendiculaires BD et CE, abaissées des sommets B et C sur la droite D£, soit un maximum*^ Pour quelle position du même triangle ABC la somme des aires des deux triangles AY)B, AEC est-^lle un maximum?
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ni. On donne une demi-circonférence de centre C et de diamètre AB, et un point fixe P sur le rayon CB ; trouver sur la demi-circonférence un point D tel, que la somme des distances DÂ et DP soit un maximum.
175. On donne le diamètre ÂB d'un cercle; trouver sur ce diamètre un point C tel, que l'aire du rectangle, qui a pour dimensions la distance AG et la corde DE, menée perpendiculairement par le point C au diamètre AB, soit un maximum.
i76. Trouver, à Tintérienr d'un triangle, un point tel, que la somme des carrés des droites qui le joignent aux trois sommets du triangle soit un minimum.
y3(i QUESTiows 'proposées
PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. - FORMULE DU BINOME
177. Chercher la condition pour que trois nombres donnés a, ù, q puissent faire partie d'une même progression par dilTérence ou par quotient.
178. Quels sont les nombres commensurables qui peuvent faire partie d'une progression par quotient renfermant les termes i et lo?
179. Quelles sont les progressions par différence dans lesquelles la somme de deux termes quelconques fait aussi partie de la progression?
180. Quelles sont les progressions par quotient dans lesquelles le produit de deux termes quelconques fait aussi partie de la progression?
181. Si, dans une suite de nombres, chacun est la demi -somme de ceux qui le comprennent, cette suite est une progression par différence; elle est une progression par quotient, si cnacun des nombres qui la compo sent est moyen proportionnel entre ceux qui le comprennent
Trouver la limite de la somme des fractions
dont les numérateurs forment une progression par différence et les dénominateurs une progression par quotient.
(La limite cherchée est a, somme des termes de la progression indéfinie
Il faut décomposer la somme donnée en une série de progressions partielles, dont les sommes respectives constituent les termes de la progression indiquée.)
183. La production du fer en France a été, en 1826, de i i56 85o quintaux métriques, et, en 1847, de 3601901 quintaux métriques; calculer ce qu'elle devrait être en 1876, si l'accroissement annuel de la production pouvait être regardé comme constant.
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iKi, Deux courriers Â et B suivent une même route dans le même sens. Â est en arrière de i5oo mètres; maïs il va deux fois plus vile que B. Montrer que, pour rencontrer B, A doit parcourir
, „ i5oo*' i5oo™
i5oo"H 1 , — h ... ,
et calculer ]e chemin total. — Généraliser la question.
i8j. Démontrer que si, dans une progression par quotient, on prend quatre termes tels, qu'entre le premier et le deuxième il y ait autant de termes qu'entre le troisième et le quatrième, les quatre termes considérés forment une proportion.
186. Démontrer que la somme des carrés des n premiers nombres entiers a pour expression
iS7. Démontrer que la somme des cubes des n premiers nombres entiers est égale au carré de leur somme.
188. Démontrer que, si a*, ô', c* sont en progression par différence, il en est de môme des fractions
Trouver la somme des n premiers termes de la suite
fj ^ ^a -^ b)r -^ [a -^ 'kb)r^ -^ (a -^ 36)r*-+- (fl-i- 4^)'"' I a^^\a^{,i^^\ h"] r^ hr( i_— ^-« ) I ' l-r " ■*■ (i-r)' '
De C. — Cours, I. ^^
194. Trois nombres, dont la somme est i5, sont en progression par différence; si on les augmente respectivement de i, 4 et 19, ils deviennent en progression par quotient ; trouver ces nombres.
i95. On a quatre nombres, dont les trois premiers sont en progression par quotient et les trois derniers en progression par différence ; la somme des deux extrêmes est i4) la somme des deux intermédiaires est vi; trouver ces nombres.
196. Dans une progression par différence, on donne le premier terme, la raison et la somme des termes ; trouver le nombre des termes et le dernier terme. — Discussion.
197. Dans une progression par différence, on donne le dernier terme, la raison et la somme des termes ; trouver le nombre des termes et le premier terme. — Discussion.
198. Démontrer que, si a, ù, c sont en progression par différence, on a
" (a -^ b -i- cY = a*(b -+-c) -h b^(c -^- a) ■+■ c*(« -+- b) ; y
et que, si les mômes nombres sont en progression par quotient, on a
199. Trouver la limita de la somme des termes de la suite indéfinie
a -^ fir -h (a -^ ob) r* -»- [a-^-ab -^ nb*) r* -h (û 4- /#^ h- ab^ -t- ab^)r*-+- ... ,
r et br étant moindres que Tunilé.
rn{i^br-^br') 1
200. Si 7(7?) représente la somme des n premiers termes d'une pro* gression par différence, on a
ç(/ï -t- 3) — 3ç(/i -h a) -f- 3f («-Hi) — ç(/î) = 0.
201 . S. représentant la somme des n premiers termes d'une progression par quotient donnée, trouver l'expression de la somme
[a étant le premier terme et q la raison de la progression donnée, l'expression demandée est
-0 __ na 1
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202. Si S représente la somme des n premiers termes de la proi^ression \r.a\aq\ nq^ : . . . , si S' représente la somme des n premiers termes de la progression H a : aq"^ : «9** : . . . , et si / est le dernier terme de la première progression, on a
flS = /S'.
203. :Dans une progression par quotient indéfiniment décroissante, chaque terme est dans un rapport constant avec la somme de tous ceux qui le suivent. Écrire la progression dans laquelle le rapport constant indiqué est égal à p.
201. Deux progressions, Tune par différence, l'autre par quotient, ont les mêmes termes extrêmes et le même nombre de termes; dans laquelle de ces progressions la somme des termes est-elle la plus grande?
2Gri. £n joignant les milieux des côtés d'un quadrilatère quelconque, on obtient un parallélogramme; en opérant de même sur ce parallélogramme et sur les suivants, on a une suite indéfinie de parallélogrammes inscrits les uns dans les autres; chercher la limite de la somme de leurs aires.
206. En joignant les milieux des côtés d*un triangle quelconque, on obtient un autre triangle sur lequel on peut faire la même opération, et ainsi de suite indéfiniment; chercher la limite de la somme des aires de tous les triangles inscrits ainsi les uns dans les autres.
207. Dans un cercle donné, on inscrit un carré; dans ce carré, on inscrit un cercle ; dans ce cercle, on inscrit de nouveau un carré, et ainsi de suite indéfiniment; chercher la limite de la somme des aires des carrés ainsi construits.
208. Dans un triangle équilatéral donné, on inscrit un cercle auquel on mène une tangente parallèle à la base du triangle ; dans le triangle équilatéral déterminé par cette tangente, on inscrit un nouveau cercle, et l'on continue indéfiniment la même opération ; chercher la limite de la somme des aires des cercles ainsi construits.
209. Si l'en fait tourner le triangle équilatéral donné dans la question précédente, autour de sa hauteur, on obtient un cône équilatéral; les différents cercles inscrits dans les triangles successifs engendrent une série de sphères inscrites dans le cône, et qui s*appuient tangentiellcment sur les plans parallèles à la base du cône décrits par les tangentes menées aux différents cercles parallèlement à la base du triangle principal ; chercher la limite de la somme des volumes des sphères ainsi construites.
Trouver la somme des n premiers termes de la suite
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211. En supposant qu'une machine pneumatique fonctionne toujours avec la même efficacité, démontrer que les quantités d^air qui restent dans le récipient, aussi bien que les quantités d*air succe:^sivement extraites, décroissent en progression par quotient lorsque le nombre des coups de piston croît en progression par différence.
Résoudre le système
logjr'H- logj^=2,457i94i, logx — log/ = 1 ,23-5206.
21 ri. Calculer, en myriamètres carrés et en myriamètres cubes, la surface et le volume de la Terre supposée sphérique.
216. Calculer, par rapport au mètre, la longueur du pendule qui bat la
seconde à Paris. ( La Mécanique donne la formule générale / = ^ k/-^ où
t exprime en secondes la durée d'une oscillation du pendule, -k le rapport de la circonférence au diamètre, / la longueur du pendule, g Taccélération due à Taction de la pesanteur. A Paris, on a ^ = 9", 8088.)
2i7. Trouver le logarithme du nombre i44 dans le système dont ja base est 2v^.
218. Démontrer que, si les nombres a, b, c sonten progression géométrique, log^N, log^N, log^N forment une proportion harmonique.
219. Calculer le poids d'une sphère d'argent de rayon égal à o*, 4832, en prenant 10, 4? pour poids spécifique de Fargent.
220. Calculer les dimensions du litre destiné à la mesure des liquides et celles du litre destiné à la mesure des matières sèches.
(On trouve, dans le premier cas, h = o",i72 et rf = o",o86, et, dans le second, h-^ d— o", 1084.)
2âl. Trouver la base du système dans lequel i3 est égal à son logarithme.
222. Chercher combien il faut prendre de termes dans la suite naturelle des nombres, pour que le produit correspondant surpasse un nombre donné, 10" par exemple.
223. Calculer la force ascensionnelle d'un ballon sphérique qui, vide
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pèse 178*', 54 et qu'on remplit d'hydrogène. Le taffetas verni du ballon pèse o*^',a5 par mètre carré. L'hydrogène impur qu'on emploie pèse o*', I par mètre cube. Le mètre cube d'air atmosphérique pèse i*'', 3.
224. Dans un pays, le nombre annuel des naissances est 77 de la popu-
lation totale au commencement de l'année considérée, et le nombre annuel des décès est -r- de cette même population. Trouver en combien d'années
doublera le nombre des habitants de ce pays.
225. Calculer la valeur acquise au bout de 25 ans par un capital de 12 45o francs, placé à intérêts composés, au taux de 4,5 pour 100.
Si les intérêts sont capitalisés tous les six mois au lieu d'être capitalisés tous les ans, quelle est la valeur acquise par le même capital au bout du même temps?
226. Au bout de combien de temps un capital, placé à intérêts composés, au taux de 5 pour 100, acquiert-il une valeur triple?
227. Â quel taux faut-il placer un capital pour que sa valeur soit doublée en 12 ans, les intérêts étant capitalisés tous les six mois?
228. Â quel taux faut-il placer un capital pour qu'il soit triplé au bout de 25 ans, les intérêts ^tant capitalisés tous les ans?
229. On place à intérêts composés pendant 20 ans, et à la fin de chaque année, une annuité de 25oo francs. Calculer la valeur du capital ainsi produit, le taux adopté étant celui de 5 pour 100.
230. Quelle annuité faut-il placer, à la fin de chaque année, pendant 18 ans, pour constituer à la fin de la dernière année un capital de 85 600 francs? Les placements annuels sont effectués au taux de 4}^ pour 100.
231. On a placé à intérêts composés et à la fin de chaque année, pendant 25 ans, une annuité de 225o francs. Le capital ainsi produit s'élevant à ICI 345 francs, on demande à quel taux les placements successifs ont été effectués.
232. On emprunte i 000000 de francs payables dans 29 ans, au taux de 5 pour 100. Quelle annuité faut-il donner pour éteindre progressivement la dette? ( 66 046 francs. )
233. On place 100 000 francs à 4)5 pour 100 par an. On retire chaque année 2000 francs d'intérêt, et on laisse le reste des intérêts dus s'accumuler avec le capital. Au bout de 20 ans, après le prélèvement de la dernière annuité de 2000 francs, à quelle somme a t-on droit? (178 429 francs.)
Établir la formule générale qui correspond à ce problème.
231. Une Compagnie emprunte un capital C, qu'elle doit rembourser en payant tous les six mois une même somme a. Le taux de l'intérêt est
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fixé à i pour i franc et pour 6 mois. Au bout de combien de semestres l'emprunt sera-t-il amorti?
Établir la formule générale qui correspond à ce problème, en vérifier 'exactitude en supposant a = C(i + /), et rappliquer aux données suivantes :
G = 6000000, 1 = 0,0225, fl = o,o3C.
235. Si Ton décompose la p^* annuité a^ appliquée au remboursement d'une dette G en deux parties, dont Tune est l'intérêt simple pendant la /^*"* année de la somme restant due au commencement de cette f/'^ ani née, et dont Tautre, que nous désignerons par a^, doit être affectée à l'amortissement de cette même somme, on a la formule
en désignant par n le nombre d'années qui correspond à l'extinction de la dette.
236. Trouver la valeur actuelle d'une rente annuelle payable pendant n années, le taux étant de r pour i franc, et le premier payement devant avoir lieu dans un an.
237. Trouver le plus grand terme du développement de (x h- a)". [Ce terme est ^(^Ti^ii'Lp^b.^i'"— /l^til ««^r-, k étant
le plus grand entier contenu dans la fraction — • 1
Développer l'expression
{a -f- y/â^ ZTi )• -f- (a — v/«^^^ )% suivant les puissances décroissantes de a.
240. Démontrer que la différence entre les coefficients de x*"*"* et de j* dans le développement de (ih- x)"'"^* est égale à la différence des coefficients de ar*"*"* et de j:*"' dans le développement de ( i 4- ar)"*,
241. Si l'on représente par Tj>, T,, T„ T,, . . . les différents termes du développement de (jr-f- a)*", démontrer la formule
' (T,-T,-hT.-...)'+(T.-T,-^T. )'={«« -F*T.
EMPLOI DE L'ALGÈBRE EN CHIMIE
Nous voulons, dans cette Note, appeler Tattention sur Futilité du calcul en Chimie. Au point de vue pratique, le passage des formules chimiques aux poids des éléments qu'elles renferment est indispensable, et, faute de s*y exercer au commencement de leurs études, les élèves comprennent souvent mal le sens de ces symboles qui peignent si admirablement l'ensemble des réactions opérées et permettent de les retenir sans peine. Quelques exemples très-simples rempliront le but que nous nous proposons.
I® Supposons quon veuille préparer i mètre cube d'oxygène à Vaide du bioxyde de manganèse, et qiCon demande quelle proportion de ce dernier composé on doit employer.
Va formule du bioxyde de manganèse est MnO^ ce qui veut dire qu'il se compose de un équivalent de manganèse pour deux équitfalents d'oxygène. En d'autres termes, sur 43^""**, 87, le bioxyde de manganèse renferme ^y^'^^jSy de manganèse (27,87 est l'équivalent de ce corps) et 16 parties d'oxygène (16 représente deux fois l'équivalent de ce gaz).
Par la calcination, le bioxyde abandonne une partie de son oxygène et
passe à l'état d'oxyde inférieur. La formule de ce nouvel oxyde est MnO' ou Mn'0^ On voit par là que, sur a équivalents d'oxygène, | sont mis en liberté, c'est-à-dire que le bioxyde cède le tiers de son oxygène. Cela posé, on se sert de l'égalité
MnO* = MnO^-f.O% qui rend compte de la réaction qui s'est opérée.
I mètre cuoe d'oxygène renfermant looo litres, on veut en obtenir un poids égal à i'^^,43o. Il faut donc que la quantité de bioxyde employée contienne au moins i'^»,43ox 3 ou 4*^^,29 d'oxygène; mais, d'après la composition indiquée, iV^^,Sy de bioxyde contiennent 16 kilogrammes d*oxygène. Il suffît donc de poser la proportion
par suite, le poids de bioxyde à employer est au moins égal à ii>^,76. Ce poids doit être notablement plus élevé , parce qu*on perd les premières parties du gaz qui sont mêlées d'air, et que la décomposition du bioxyde n'est jamais complète.
Le résultat obtenu indique quelles dimensions on doit donner à la cornue et au fourneau.
a® Supposons qiCon ait un mélange de chlorure et d^iodure d^ argent pesant 10 kUogrammes; on fait passer sur ce mélange un courant d^ hydrogène et Von obtient ô'^'fjS d^ argent métallique» On demande le poids de chacun des composés mélangés.
Appelons x le poids du chlorure d'argent, y le poids de l'iodure. On a
(i) j:-f-/=io.
Maintenant la formule du chlorure d'argent est ÂgCl, celle de l'iodure d argent est Agi. L'équivalent de l'argent est 108, ceux du chlore et de l'iode sont 35,43 et 126. Sur i43p'"'"',43 de chlorure d'argent, il y en a donc 108 d'argent, et, sur i partie de chlorure d'argent, il y en a
—7^—,^ d'argent. Sur x kilogrammes de chlorure d'argent , la quantité
d'argent est donc .., ,^x. De môme, sur r kilogrammes d'iodure d'ar-
gent, la quantité d'argent est -r-7 T- On doit donc avoir / % ïo8 108 ^ „
En résolvant les équations (i) et (2), on trouve
X = 71^8,495 et / = 2*^8,505.
3* On dissout dans Veau un méltmge de suljate neutre de potasse et de sulfate neutre de soude pesant 3*^^,267. Si l'on traite la liqueur par l'azotate de baryte, on obtient 4*^*, 797 de suljate de baryte insoluble. On demande combien la dissolution renjermait de sulfate de soude et de std' fa te de potasse.
Désignons par x le poids du sulfate de potasse, par y celai du sulfata de soude. On a d'abord
VO ;p -+-7 = 3,267.
Maintenant, la formule du sulfate de baryte est BaO, SO*. L'équivalent de Toxygène est 8, celui du barium est 68,64, celui du soufre est 16; par conséquent, l'équivalent de la baryte est 76,64, celui de l'acide sulfurique est 40, et celui du sulfate de baryte est 1 16,64. Sur 116^"**", 64 de sulfate de baryte, il y en a 40 d'acide sulfurique; par conséquent, sur 4'^*,797 de sulfate de baryte, il existe une quantité z d'acide sulfurique, qui est donnée par la proportion
_A_ = -|^, d'où z = iK«,645 4,797 116,64
Cette valeur représente la quantité totale d'acide sulfurique renfermée dans le mélange donné.
La formule du sulfate de potasse est KO, SO^, celle du sulfate de soude est NaO, S0\ L'équivalent du potassium étant 39, 14 et celui du sodium étant 23, l'équivalent du sulfate de potasse est 87,14 et celui du sulfate de soude est 7 1 .
Sur 87^"****, 14, le sulfate de potasse renferme 40 parties d'acide sulfurique; sur I partie, il en renferme * Par suite, la quantité x de
sulfate de potasse correspond à a? d'acide sulfurique. De même, le
poids ^ de sulfate de soude renferme — j^ d'acide sulfurique. On a donc pour seconde équation
En résolvant les équations (i) et (a), on trouve
j:=i"r,874 et ^=i>^»,393.
NOTE n.
THÉORIE ET USAGE DE LA RÈGLE A CALCUL
Description de la règle.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposons que le lecteur a entre les mains une règle à calcul, soit la règle en bois construite par M. Gmpei- Lenoir^ soit la règle à enveloppe de verre de M. Léon Lalanne.
L'instrument se compose d'une partie fixe ou règle proprement dite et d'une partie mobile ou réglette. La règle présente en son milieu une rainure dans laquelle la réglette, qu'on fait mouvoir à l'aide d'un petit bouton métallique, glisse à frottement doux.
La règle présente, sur sa face antérieure, deux échelles principales^ Tune au-dessus, l'autre au-dessoiat de la réglette. L'échelle supérieure esi formée de deux échelles identiques placées à la suite l'une de l'autre; l'échelle inférieure est la reproduction de chacune d'elles, mais elle a une longueur double.
L'une des faces latérales de la règle est divisée en centimètres et en millimètres, depuis zéro jusqu'à 26 centimètres. Cette division se continue dans le fond de la rainure, de a6 à 5a centimètres, ce qu'on aperçoit en enlevant la réglette. La règle peut donc servir à la fois d'instrument de calcul et d'instrument de mesure. Lorsque la longueur à mesurer est comprise entre a6 et 5a centimètres, on fait glisser la réglette vers la droite, de manière que la règle plus la partie de la réglette qui la dépasse représentent la longueur donnée. On lit alors la mesure cherchée au fond de la rainure, au point où commence la réglette.
Sur la partie postérieure de la règle est adaptée une table de nombres usuels, qui renferme tous les éléments de la conversion des mesures anciennes en nouvelles.
La réglette porte deux échelles identiques à l'échelle supérieure de la règle , de sorte qu'il y a coïncidence parfaite entre les divisions supérieures de la règle et celles de la réglette quand on fait correspondre exactement le n" 1 de la réglette avec le n° i de la règle.
Cela posé, les divisions des échelles de la règle et de la réglette sont
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proportionnelles aux logarithmes des nombres à partir de i. On marque, à chaque division obtenue, non le logarithme ^ mais le nombre correspondant. Ainsi, l'intervalle Compris entre lo log de i ou o et le log de lo ou i étant égal à l'unité, les chiffres
lo
correspondent à des distances de l'origine i égales à loga, logS, log4, log5, loge, log7, logS, logg, log lo
ou o,3oi, o,477, o,6oa, 0,699, 0,778, o,845, 0,908, 0,954, i.
L'échelle supérieure de la règle se compose, comme nous Favons dit, de deux parties identiques qui vont toutes les deux de i à 10. Comme le logarithme de 20 est égal au logarithme de 10 augmenté du logarithme de a, que le logarithme de 3o est égal au logarithme de 10 augmenté du logarithme de 3, etc., il vaudrait mieux numéroter les divisions de la seconde partie : 10, 20, 3o, 40, 5o, 60, 70, 80, 90, 100 (c'est ce qu'a fait M. Léon Lalanne).
Les neuf divisions de chaque moitié de l'échelle supérieure de la règle sont subdivisées chacune en dix parties, de manière que les distances des nouveaux points de division à l'origine i soient proportionnelles aux logarithmes des nombres
Enfm on a subdivisé les subdivisions obtenues elles-mêmes en cinq parties de i à 2, et en deux parties de 2 à 5, de manière que les distances des nouveaux points de division à l'origine i soient proportionnelles aux logarithmes des nombres
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Les échelles de la réglette sont, nous le répétons, identiques à Téchelle supérieure de la règle.
Les divisions principales sont indiquées par des traits plus longs que les subdivisions du premier ordre j et celles-ci par des traits plus longs que les subdivisions du second ordre.
En résumé, on voit que la règle présente comme une table de logarithmes dont les nombres varient de deux centièmes de i à 2, de cinq centièmes de a à 5, de un dixième de 5 à 10, de deux dixièmes de 10 à 20, de cinq dixièmes de 20 à 5o, et de une unité de 5o à 100.
Comme la partie décimale d'un logarithme ne dépend que de la valeur at)solue des chiffres qui composent le nombre correspondant, on peut dire encore que la table inscrite sur la règle renferme le^ parties décimales des logarithmes des nombres variant successivement ^^une unité entre i et 100, celles des logarithmes des nombres variant de deux unités entre 100 et 200, celles des lo<;arithmes des nombres variant de cinq unités entre 200 et 5oo, et enfin celles des logarithmes des nombres variant de dix unités entre 5oo et looo.
Pour les nombres non compris dans la table, il faut donc interpolery c'est-à-dire suppléer aux divisions qui manquent sur la règle par une estimation à vue, nécessairement approximative.
L'échelle inférieure de la règle est divisée d'une façon analogue; mais, comme les divisions principales y ont une longueur double, on a pu mul* tiplier les subdivisions de manière à avoir la partie décimale des logarithmes des nombres qui varient de un centième entre i et 2, de deux centièmes entre 2 et 4» de cinq centièmes entre 4 et 10.
Lecture dUin nombre sur la règle ou sur la réglette, — On peut faire cette lecture sans se préoccuper de la place de la virgule dans le nombre proposé, puisque, la caractéristique de son logarithme étant connue d'avance, il ne s'agit que d'en déterminer la partie décimale.
Soit à lire un nombre de trois chiffres, tel que 172. Ce nombre, tombant entre 100 et 200, se trouve sur la règle. On peut le lire à volonté sur la partie de gauche ou sur la partie de droite de l'échelle supérieure. On peut, en effet, supposer que la partie de gauche succède à une première échelle identique, qui serait formée, par exemple, en faisant glisser la réglette vers la gauche et en faisant coïncider le premier 10 de son échelle supérieure avec l'origine i de la règle, i ou 10 représente le premier chiffre i de 172, le 7 correspond à la septième subdivision du premier ordre qui vient après, et le 2 à la première subdivision du second ordre qui succède à celle-ci.
Soit le nombre 27,45. On cherche à lire sur la règle le nombre 27, 45 ou le nombre 2,745. Le chiffre 2 correspond à la division 2 de la règle, le chiffre 7 à la septième subdivision du premier ordre qui vient après; mais il faut estimer à vue l'intervalle à ajouter pour les chiffres suivants 4 et 5. Si I on avait à lire 2,75, on s'arrêterait à la première subdivision
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du second ordre qui suit la septième du premier ordre : on s'arrête donc
un peu avant, en estimant à vue les -^ environ de la subdivision con-
sidérée.
Si l'on veut enfin lire le nombre 5478,12, on néglige les deux chilTres décimaux, et Ton cherche à lire seulement 5,478 ou 54,78 ou 547,8. On prend le chiffre 5 de la règle : la quatrième subdivision suivante du premier ordre correspond au chiffre 4. Quant à l'intervalle à ajouter pour les derniers chiffres 7 et 8, il faut l'estimer à vue en prenant environ les
— ou les ~ de la subdivision du second ordre qui vient après celle qu'on
a d'abord considérée.
En résumé, on lit exactement sur la règle les nombres de un ou de deux chiffres et les nombres de trois chiffres inférieurs à îoo. Pour les nombres de trois chiffres supérieurs à 100 ou pour les nombres de quatre chiffres, on est le plus souvent obligé d'estimer approximativement Tintervalle qui correspond au dernier ou aux deux derniers chiffres à droite. On ne peut pas lire sur la règle les nombres qui ont plus de quatre chiffres.
Usage de la règle.
Multiplication, — Nous savons que, si l'on considère un produit de deux facteurs a et 6, on a
\ogab = log/ï -f- log^.
Au moyen des échelles identiques tracées sur la règle et sur la réglette, l'addition des deux logarithmes se fait immédiatement, de sorte qu'on peut lire en même temps sur la règle le produit cherché.
En effet, on n'a qu'à amener V indicateur (') de la réglette sous le premier facteur lu sur la rè<^le : le produit se trouve alors sur la règle, audessus du second facteur lu sur la réglette. En opérant ainsi, la distance de l'origine de la règle au point où on lit le produit est bien égale à la gomme des logarithmes des deux facteurs.
Une remarque est essentielle. On peut toujours, par le déplacement de la virgule, ramener les deux facteurs à n'avoir qu'un chiffre à leur partie entière. On n'ajoute alors, à l'aide de la règle, que les parties décimales des deux logarithmes. On reconnaît que la somme de ces parties est plus petite ou plus grande que l'unité, en voyant si l'expression du produit tombe sur la règle entre : et 10 ou, au delà, sur la seconde partie de l'échelle supérieure. On peut, d'après cela, déterminer a priori la caractéristique exacte du produit cherché, et l'on peut alors, sans difficulté; marquer dans ce produit la place de la virgule.
(*) Pour plus de rapidité, nous appelons indicateur Torigine ou le n^ 1 de la réglette.
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Soii à multiplier 7^^^ par'ji^. On mulliplîe 2,34 par 7ii6. Le produîl approximatif 16,8 se trouvant sur la seconde partie de la règle, la somme des parties décimales des logarithmes des deux facteurs est plus granffe que I. Il en résulte que la caractéristique du produit (qui se compose de la somme des caractéristiques des logarithmes des deux facteurs et de la retenue entière fournie par la somme des parties décimales de ces logarithmes) est ici égale à 5 : le produit contient donc six chiffres, et ce produit approché est 168000. Le produit réel est 167544- L'erreur par excès
est ici égale à 456 : Terreur relative est, par suite, moindre que — ; ou — -
environ.
Règle générale, le produit a autant de chiffres que les deux facteurs ou autant moins i , suivant f/u'il tombe dans la seconde ou dans la première partie de la règle.
Soit encore à multiplier 0,0275 par 45,8. Nous chercherons le produit de 2,75 par 4)^8. La règle donne 12,6. Ce produit se trouve sur la seconde partie de la règle. La caractéristique du produit est donc égale à 2 -H I H- I ou à zéro : il n'a, par suite, qu'un chiffre à sa partie entière et est 1 ,260. Le produit réel est i ,2595. Nous avons trouvé le produit cherché, à Taide de la règle, à 6,ooo5 près par excès : cette approximation est tout à fait accidentelle.
Si Ton avait à multiplier 3,78094 par 0,0074583, on multiplierait 3,78 par 7,46
Si l'on a à multiplier un même nombre par une série de facteurs différentSj on place Tindicaleur sous le multiplicande constant et Ton cherche sur la règle, au-dessus des facteurs considérés lus sur la réglette, les multiples demandés.
Ou peut opérer la multiplication en renversant la réglette, c'est-à-dire en l'engageant dans la rainure, de manière que le bouton métallique se trouve à gauche de l'opérateur au lieu d'être à droite.
Il est visible que, dans cette position, si l'on fait correspondre le multiplicateur lu sur la réglette renversée au multiplicande lu sur la règle, le produit répond sur la règle à l'indicateur ou, sur la réglette, à l'origine de la règle ; car l'intervalle qui sépare l'origine de la règle de l'indicateur est alors égal au logarithme du multiplicande lu sur la règle de gauche à droite, augmenté du logarithme du multiplicateur lu sur la réglette renversée de droite à gauche.
Cette seconde méihode nous conduit naturellement au meilleur procédé à suivre pour effectuer une division à l'aide de la règle.
Division, — Le dividende représente le produit du diviseur par le quotient. Par conséquent, la régictte étant supposée renversée y s\ Von amène l'indicateur sous le dividende lu sur la règle, le quotient se trouve sur la réglette au-dessous du diviseur lu aussi sur la règle, ou bien le quotient se trouve sur la règle, au-dessus du diviseur lu sur la réglette. En effet,
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dans un cas comme dans l'autre, on retranche du logarithme du dividende le logarithme du diviseur, c*est-à-dire qu'on satisfait à la condition
logj =log« — log6.
Une remarque est essentielle. On peut toujours, par le déplacement de la virgule, ramener le dividende et le diviseur à n'avoir qu'un chiffre entier. En opérant ainsi, on ne change rien à la partie décimale des deux logarithmes; on rend seulement égale à zéro la caractéristique de chacun d'eux, de sorte qu'on ne retranche, à l'aide de la règle, que leurs par lies décimales. Cela posé, si le diviseur modifié est plus petit que le dividende modifié, la soustraction est directement possible, et la caractéristique du quotient est réellement égale à la ditîérence des caractéristiques du dividende et du diviseur. Dans ce cas, on trouve le quotient sur la règle , à sçtniche du dividende.
Si, au contraire, le diviseur modifié surpasse le dividende modifié ( pour s*en assurer, il suffit de comparer leurs premiers chiffres significatifs sur la gauche), on ne peut lire le diviseur sur la réglette qu\m delà de V origine de la règle. Cette circonstance indique que la soustraction des parties décimales des deux logarithmes n'est pas directement possible, et la caractéristique du quotient est réellement égale à la différence des caractéristiques du dividende et du diviseur, moins i. Pour rendre la soustraction possible, on augmente d'une unité la partie décimale du logarithme du dividende, en portant l'indicateur sous If dividemle lu sur la seconde partie de la règle; et, au-dessus du diviseur lu sur la réglette, on trouve le quotient (ou le nombre qui correspond, quant aux chiffres qui le composent, à la partie décimale du logarithme du quotient). Dans ce cas, on voit que le quotient se trouve sur la première partie de la règle, à droite du dividende lu sur cette même partie.
Soit à diviser 357 par 829. Nous diviserons 3,57 par 8, '29. Le premier chiffre à gauche du diviseur l'emporte sur le premier chiffre à gauche du dividende. Il faut donc lire le dividende sur la seconde partie de la règle, et amener l'indicateur au-dessous de lui. On trouve alors 43sà pour quotient. La caractéristique du logarithme du quotient est, d'après ce qui
précède, égale à 2 — a — i ou à i ; le premier chiffre significatif du quotient est, par suite, un chiffre de dixièmes, c'estrà-dire que ce quotient est 0,432. Le quotient réel est o,43i. L'erreur est de 0,001 par excès,
l'erreur relative est -r--
Soit encore à diviser 9, 8088 par 0,994. On divisera 9,81 par 9,94. Le premier chiffre significatif à gauche du dividende est égal au premier chiffre significatif à gauche du diviseur ; mais le chiffre suivant du diviseur l'emporte sur le chiffre suivant du dividende; il faut donc chercher encore le dividende sur la seconde partie de la règle. On trouve 985 pour quotient. La caractéristique réelle du logarithme de ce quotient est o — 7— i
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ou o, c'est-à-dire qu*il n'a qu'un chiffre à sa partie entière : il es!, pr suite, égal à 9,85. Le véritable quotient est 9,86.
St l*on ne voulait pas renverser la réglette, on amènerait Tindicaleur sous le diviseur lu sur la règle et on lirait sur la réglette le quotient audessous du dividende.
Dans une position quelconque de la réglette non renversée, vers la droite, le nombre de la règle placé au-dessus de l'indicateur indique le rapport constant des nombres qui se correspondent deux à deux sur la règle et sur la réglette; car le logarithme du nombre lu au-dessus de l'indicateur, augmenté du logarithme du nombre pris comme diviseur sur la réglette, reproduit le logarithme du nombre pris comme dividende sur la règle. Si ron a un diviseur constant et des dividendes xyar tables , il vaut donc mieux ne pas renverser la réglette. On amène rindicateur sous le diviseur constant et, au-dessous des dividendes successifs lus sur b règle, on lit évidemment sur la réglette les quotients correspondants. Au contraire, il faut renverser la réglette, si Von a un dividende constant et fies diviseurs variables. On amène l'indicateur sous le dividende constant et, au-dessus des diviseurs successifs lus sur la réglette renversée, on lit sur la règle les quotients correspondants.
Remarque, — On peut, à raide d'une seule lecture, effectuer une multiplication et une division, c'est-à-dire multiplier un nombre donné par un rapport donné. Soit
On amène le diviseur c lu sur la réglette au-dessous du facteur a lu sur la règle; puis, au-dessus du facteur b lu sur la réglette, on trouve x. En effet, le logarithme de x est égala la différence log^ — loge, augmenté de logé. Si la réglette sort vers la gauche, la différence logrt — loge est négative.
Si l'on voulait opérer en renversant la réglette, on amènerait le facteur b lu sur la réglette au-dessous du facteur a lu sur la règle; puis on trouverait x sur la règle au-dessus du diviseur c lu sur la réglette. En effet, on doit avoir
loga -h logé = loge -*- log.r
Si le diviseur e ne correspond dans ce cas à aucun nombre de la règle, c'est-à-dire s'il est situé sur la partie de la réglette qui sort vers lagauc/ie, on opère en lisant le facteur a sur la seconde partie de la règle, à partir du premier 10. Le facteur b est toujours lu sur la première partie de la réglette renversée. Quant au diviseur e, on le lit sur la seconde partie de la réglette renversée, à partir du premier 10, et a: est le nombre correspondant sur la première partie de la règle.
Carrés et racines carrées, — Puisqu'on a
l0grt'= ^l0g<7,
il est évident que si on lit, sur Téchelle inférieure de la règle, le nombre rt, on trouve au-dessus, sur Féchelle inférieure do la ri^gletle, identique à son échelle supérieure, le carré c^ de ce nombre. Car les divisions de Téchelle inférieure de la règle ayant une longueur double, les nombres qui correspondent sur la réglette aux nombres inscrits sur la règle ont en réalité des logarithmes deux fois plus grands. Inversement y la racine carrée de i^ étant a, si on lit le nombre a^ sur l'échelle inférieure de la réglette, on lit au-dessous, sur la règle, sa racine a.
Ainsi, en faisant correspondre V indicateur a Vori^ine de la règle, tous les nombres de P échelle inférieure de la règle ont j)our carrés 1rs nombres correspondants de P échelle inférieure de la réglette; et, récipnj- (fuement , les nombres de V échelle inférieure de la réglette ont /Mtur racines carrées les nombres correspondants de Pèche lie inférieure de ta rrifle.
Un se reportant à ce que nous avons dit en parlant de la multiplication, il est évident d'ailleurs que la caractéristique du logarithme d'un carré est égale au double ou au double plus un de la caractéristique du logarithme du nombre élevé au carré, suivant que le carré obtenu, lu sur l'échelle inférieure de la réglette, tombe avant ou r//?rèA' le premier lo de cette réglette. On saura donc toujours placer convenablement la virgule dans le résultat.
Soit demandé le carré de 0,07871. On cherche 7,87 sur l'échelle inférieure de la règle, et le nombre correspondant sur la réglette est 62. Comme ce résultat tombe sur la seconde partie de la réglette, la caractéristique du logarithme du carré demandé est 2 x 2 + i ou 3. Ce carré est donc 0,00620. Le véritable carré est 0,0061952641.
S'il s'agit d'extraire une racine carrée, il n'y a aucune difficulté, parce qu'on sait toujours quel doit être le rang du premier chiffre significatif à gauche de la racine. 11 faut seulement remarquer qu'on doit toujours modifier par la pensée le nombre dont on cherche la racine, de manière qu'il tombe entre i et 100, puisque l'échelle inférieure de la règle est simpltf et ne va que de 1 à 10. De plus, le diviseur ou le multiplicateur employé doit toujours être une puissance paire de 10 {Jrithm., 287.)
Cherchons la racine carrée de 667,823. On lit le nombre 5,68 sur la réglette. On trouve au-dessous, sur la règle, le nombre 2,382. La racine carrée demandée est donc 23,82. On tombe ici, par exception, sur la racine exacte.
Pour calculer l'expression
X = yab^
on amène l'indicateur sous le facteur a lu sur l'échelle supérieure de la règle, on lit le facteur b sur l'échelle inférieure de la réglette et, au-dessous de ce facteur, sur l'échelle inférieure de la règle, on trouve x. En effet, X correspond ainsi au produit ab lu sur l'échelle suuérieure de la règle, identique à l'échelle inférieure de la réglette.
HOTES
Pour calculer l'expression
on peut amener le diviseur b lu sur la réglette au-dessous du dividende /; lu sur la règle. Au-dessus de Tindicateur, on trouve alors le quotient e! au-dessous de ce même indicateur, la racine carrée du quotient ou x.
Cubes et racines cubiques, — On a
logfl* = Slogfl.
Par conséquent, pour avoir le cube de a, on amène l'indicateur au-de&^us de ce nombre lu sur l'échelle inférieure de la règle et, au-dessus de ce même nombre lu alors sur la réglette, on trouve évidemment son cube lu sur l'échelle supérieure de la règle. En effet, on ajoute ainsi le logarithme de â', ou a loga au logarithme de a. Si le cube demandé tombe au delà de la seconde partie de Téchelle supérieure de la règle, on peut remplacer l'indicateur par le premier lo de la réglette, et lire le résultait sur la règle, au-dessus du nombre donné lu sur la première partie de la réglette.
On peut aussi opérer en renversant la réglette. On fait coïncider, dans ce cas, la division qui correspond au nombre n lu sur la réglette, avec celle qui correspond au même nombre lu sur Téchelle inférieure de la règle. Le cube ^ est alors le nombre qui correspond, sur la réglette, à l'origine de la règle ou, sur la règle, à Tindicateur. Il faut se rappeler qu'on peut supposer la règle continuée à droite, la régletle renversée continuée à gauche.
Cette remarque nous conduit immédiatement à la meilleure manière d'opérer pour obtenir la racine cubique d'un nombre. Après avoir retourné la réglette, on fait correspondre le nombre donné, lu sur la réglette, à l'origine de la règle ou le nombre donné, lu sur l'échelle supérieure de la règle, à l'indicateur. On cherche ensuite les traits qui coïncident ou semblent le mieux coïncider, sur la réglette et sur l'échelle inférieure de la règle : ces traits, s'ils correspondent à des nombres éf^atix, indiquent la racine cubique demandée.
On voit que les nombres dont on veut obtenir la racine cubique doivent être compris entre i et looo, puisque celte racine, lue sur l'échelle injcrieureàQ la règle, doit être comprise entre i et lo.
D'après ce qui précède, suivant qu'on lit le cube d'un nombre sur h première partie de la réglette, sur la seconde ou au delà (auquel cas on peut prendre pour indicateur le premier lo de la réglette renversée et lire le cube cherché à droite du premier lo de la règle, considéré comme origine), la caractéristique du logarithme de ce cube est égale au triple de la caractéristique du logarithme du nombre donné, ou à ce triple plus I , ou à ce triple plus a. On saura donc toujours placer convenablement la virgule dans le résultat obtenu.
Cherchons le cnbe de 0,08457. Nous lirons 8,46 sur Téchelle inférieure de la régie, et nous amènerons le premier 10 de la réglette au-dessus de ce nombre. Nous lirons ce même nombre sur la réglette, à gauche de ce point, et nous trouverons au-dessus, sur la règle, le cube cherché 6o3. La
caractéristique du logarithme de ce cube est ici égale à 2 x 3 + 2, c'està-dire à 4. Le cube demandé est donc o,ooo6o3. Le véritable cube est 0,000604850974293.
S11 s'agit d'extraire une racine cubique j il n'y a aucune difficulté, parce qu'on sait toujours quel doit être le rang du premier chiffre significatif à gauche de la racine.
Cherchons, par exemple, la racine cubique de 0,04. Nous chercherons la racine de o, 040 ou celle de 40. Nous placerons le i de la réglette renversée sous le 4 de la seconde partie de l'échelle supérieure de la règle, et nous chercherons les traits qui, en coïncidant, indiquent le même nombre sur la réglette et sur l'échelle inférieure de la règle. La coïncidence ne peut avoir lieu qiC entre les deux nombres 3,^ de la réglette et de la règle. On trouve environ 3 , 42. Le premier chiffre de la racine devant être un chiffre de dixièmes, cette racine est 0,342.
Logarithmes, — On peut aussi, à l'aide de la règle, déterminer le logarithme d'un nombre donné.
L'échelle inférieure de la règle donne les logarithmes des nombres de I à 10, V unité adoptée étant la longueur même de cette échelle. Par suite, pour avoir le logarithme d'un nombre lu sur l'échelle, il suffit de chercher à quelle fraction de la longueur de l'échelle il correspond. A cet effet, la face postérieure de la réglette est divisée, sur une longueur égale à l'échelle inférieure de la règle, en 5oo parties égales, chaque intervalle re-
présentant de la longueur totale considérée comme unité : seulement
Je sens de la graduation est de droite à gauche, 11 en résulte que, lorsqu'on fait coïncider la dernière division (looo) du revers de la réglette avec le nombre dont on veut le logarithme, la réglette ^ori vers la droite d'une longueur précisément égale au logarithme cherché. On lit alors ce logarithme sur la réglette retournée, au point qui correspond au 10 de ]'éche41e inférieure de la règle.
Ainsi, on demande le logarithme de o,o435. On cherche 4 > 35 sur Téchelle inférieure de la règle, et l'on fait coïncider le 1000 du revers delà réglette avec ce nombre. Le 10 de l'échelle inférieure de la règle correspond alors à la 639' division de la réglette. Par suite, le logarithme demandé est 2,639. ^ véritable logarithme est 2,63849.
On peut inversement trouver, à l'aide de cette disposition, le nombre qui correspond à un logarithme donné.
En résumé y on voit que la règle est un instrument ingénieux avec lequel on peut effectuer rapidement les calculs qui n'exigent pas une trèsgrande exactitude. L'approximation obtenue dépend de la grandeur de la
règle qui, en permettant de multiplier les divisions, permet aussi de lire les nombres plus sûrement. Dans certains cas, une règle de grandes dimensions, placée à demeure dans un bureau de calculateurs, serait appelée à rendre de très-bons services. De plus, cet appareil peut facilement être modifié suivant les besoins, de manière à s'appliquer à des opérations spéciales. Sur ce sujet, nous renverrons à Texcellenle Notice publiée par M. Léon Lalanne.
Avec les petites règles ordinaires, on peut compter en général sur une
approximation relative au moins égale à r — Mais il faut beaucoup s'exercer, et il est nécessaire d'avoir l'habitude de sa règle, comme un musicien a l'habitude de son instrument. Dans tous les cas, ceux-là seuls qui sauraient calculer sans le secours de la règle pourront s'en servir utilement.
TABLES NUMÉRIQUES
TABLES DIUMÉRIQUES.
TABLE II
Nombres composés, non divisibles par 2, 3 ou 5,
depuis 1 jusqu'à 3600.
ir
Il X i3
3oi
5ii
7x47 Il X 3i
Il X 43
II x47
7*xi3
II x59
Il x6i
TABLES NUMÉRIQUES
Nombres composés, non divisibles par 2, 3 on 5, depuis i jusqu'à 3600 [suite].
Il X lOi
i3 X ii3
i5oi
7 X io3
ii33
Il X io3
ii4i
7 X ii3
7X iV
ii'x i3
Il X ii3
Il X i5i
i3 X io3
L7 X ICI
Il X i57
17 X io3
7 X II X i3
ioo3
io37
Il X 127
Il X i63
i4ii
Il X i3i
'oî9
TABLES HUMÉRIQUES.
Nombres composés, non divisibles par 2, 3 on 5, depuis i jnsqn'à 3600 [suite].
2o33 2o4i ao47 ao5i IÏ19
iix i3' 7x269
19 X lOI
17 X ii3 41 X 47 i3 X i49
7x277 a9X 67 19 X io3 37 X 53 i3x i5i
7 X 281 Il X 179
7x293 ii*x 17 a9X 71 3i X 67 7 X i3x 23 II X 191
7'x 43 29 X 73 i3 X i63 1 1 X 193 19 X ii3 17 X 127 Il X 197 j3x 167 41 X 53
7X 3ii 37 X 59 Il X 199
aai9
24oi
a497 25oi
7X 17X 19 3i X 73 43 X 53 29 X 79 ii*x 19
23 X loi
23 X io3
7 X II X 3i
7X 347 II xi3x 17
7'x 53 23 X ii3 19 X 137
7x373 43 X 61 37 X 71 1 1 X 239 7 X i3 X 29 19 X 139 II X241
7 x383 iixi3x 19
II X 25l
ii'x 23
Il X 263
TABLES NUMÉRIQUES
Nombres composés, non divisibles par 2, 3 on 6, depuis 1 jusqu'à 3600 [suite].
3o59 3o97 3ioi 3io3 3io7 3ii3 3i27 3i3i 3i33 3i39
29 X lOI
29 X io3
4ix 73
33ii
3i X ICI
29 X 109 19 X 167 II X 17^ 3i X io3 23 X 139
7x457 i3*x 19 II X293
29 X ii3
iiX i3x23 37 X 89
7 X II X 43 3i X 107 47 X 71 i3 X 257
7 X i3 X 37 II X 307
36oi
II X 3n
II x3i3
59' II X 3i7
7 X499 i3 X 269 3i X ii3 ii'x 29
TA.BLES NUMÉRIQUES
TABLE IV
Poids spécifiques des substances les plus usuelles, celui de Teau à la température de 4 degrés centigrades étant pris pour unité.
(F'ofr p. 232.)
CORPS SOLIDES
Aluminium fondu .
» laminé.
Argent fondu
Cuivre fundu
» laminé
Étain
Fer fondu
» forgé
» météorique. . .
Acier non écroui.
POIDS SPECIFIQUE.
TABLES NVMÉniQtJES.
Poids spécifiqnes des substances les plus usuelles, celui de l'eau à la température de 4 degrés centigrades étant pris pour unité.
[Suite]
CORPS SOLIDES
Mercure solide , à — 40°
Nickel fondu
» forgé
Or fondu
» laminé
Platine fondu
» laminé
Plomb
Soufre octaédrique
» prismatique. ,
Zinc
I Anthracite Diamant Graphite
Bitumes (asphalte)
Houille <
Lignites
Âlb&tre calcaire
» gypseux
Ardoise (schiste) ,
Basalte
Calcaire lithographique
^ , . . ( en morceaux
Calcaire grossier \ ,
° I en poudre
Granit
Grès bigarré des Vosges \ ^^ ^^^^^^'
° I en poudre . . .
Grès quartzeux
Gypse ( pierre à plâtre ) en morceaux . . .
Plâtre fin ,
Marbres calcaires
i> magnésiens
Porphyre
Briques , les plus cuites ,
Sable pur
POIDS SPECIFIQUE.
TABLES NUMÉRIQUES
Poids spécifiques des substances les pins nsnelles, celui de Tean à la température de 4 degrés centigrades étant pris pour unité.
[ Suite.]
CORPS SOLIDES
Sable terreux
Terre végétale légère
Terre argileuse
Terre glaise
Moellons , les plus denses
» les moins denses
Mortier ordinaire
Verre blanc de Saint-Gobain
Cbône, le plus pesant (cœur)
' » le plus léger (sec)
Hêtre , orme
Sapin jaune
Peuplier
Glace, à zéro
Liège
POIDS SPECIFIQUE.
CORPS LIQUIDES
Mercure, à zéro
Brome
Acide sulfurique hydraté (SO", HO)
Acide azotique fumant (ÂzO\ HO)
» du commerce
Acide chlorhydrique hydraté (CIH, 6H0)
Sulfure de carbone (CS*)
Essence de térébenthine (C"H*'*). .......
Alcool absolu (C^H^O') .'
Éther (CH'«0')
Esprit de bois (C^H*0^) ,
Alcool ordinaire (esprit-de-vin)
Ëther acétique
Êther chlorhydrique
Eau de mer (en moyenne) ,
Lait
CORPS GAZEUX
(à la température de zéro deg^ré et bous la pression de o",76).
Air atmosphérique . . .
Oxygène
Hvdro:?ène
Azote
Chlore
Acide chlorhydrique..
Acide bromhydrique. .
Acide iodhydrique
Ammoniaque
Hydrogène phosphore.
» arsénié . . .
Acide sulfureux
Acide azoteux
Oxyde de carbone
Acide carbonique
Vapeur d'eau
Vapeur d'arsenic
Vapeur de mercure. . .
POIDS SPECIFIQUES,
POIDS SPÉCinOUE.
o,ooi43o
o,oo3i8
o,ooi635
o , oo363
o,ooi52
o,oo34
o,oi344 o , 00896
TABLES NUMÉUlQUeSc
TABLE yc).
MESURES ÉTRAIS6ÈRES EXPRIMÉES EN MESURES FRANÇilSBS.
Mesures de longueur.
PAYS
ANGLETERRE
BELGIQUE
HOLLANDE
NOMS DES MESURES
loch, pouce ( 3^ du yard )
Foot, pied ( i du yard )
Yard impérial
Fathom ou brasse (*) (2 yards).
Pôle ou perch (5 ^ yards)
/ Furlong ( 220 yards ) '. .
Mile (1760 yards)
Mile marin
T.ieue marine (3 miles)
Nail ( j^ du yard) pour les étoffes.
Quarter (i du yard) pour les
étoffes
Système métrique obligatoire.
El {système métrique) { Vadem ou brasse
SUISSE (CoRPÉDÉRA-j Système métrique obligatoire j TioH ) ' depuis 1877.
ITALIE
ESPAGNE
Système métrique obligatoire, depuis la constitution du royaume.
j Système métrique obligatoire, \ depuis le i*' janvier 1809.
Brasse.
VALEURS en uièlrci.
(•) La brasse marine adoptée en France est de 5 pieds et c^'alc à i", 62420.
(») Je dois, pour cette Table, d'utiles indications à M. le D' O.-J. Drocli.
TABLES NUMéRIQUES.
Mesures de longueur [suite].
i Pied
PORTUGAL j Palme
' V'ara, 5 palmes
Système métrique obligatoire, depuis 1872.
Ancien système.
Pouce (jj du pied )
ALLEMAGNE / Pied du Hhin ou de Leyde . . . .
Toise (6 pieds)
Rulhc (perche de la pieds)....
Toise des mineurs (6 pieds,
8 pouces )
Aune ( 23 \ pouces ) •
Mille ( 2000 perches)
Système métrique obligatoire.
Ancien système.
' ] Pouce ( -j*j du pied )
AUTRICHE-HONGRIE^ Pied de Vienne
Toise (6 pieds)
Aune de Vienne
Mille d'Autriche (4ooo toises)..
i Fod, pied
DANEMARK < Mil ( î'^oog pieds)
' Favn ou brasse (6 pieds)
Système métrique obligatoire, depuis 1881.
NORVÈGE ^"®^ système.
Fod, pied
Mil (36ooo pieds)
\ Favn ou brasse ( 6 pieds )
Système métrique facultatif, mais en usage dans les relations officielles.
SUÈDE < Ancien système.
Fot, pied
Mil ( 36000 pieds )
Famn ou brasse
▼ALEGIIS
en mitre*.
i,883iai6 3,7662432
o,oa633 o,3i6i I ,8966 0,7792 7586,4
TABLES NUMÉRIQUES
Mesures de longueur [suite].
PAYS
RUSSIE
NOIU DES MESURES.
TURQUIE
Pied anglais
Sagcne (loisc de 7 pieds) Archinne {\ de sagène). .
Verchoc {-^ d'archinne).
Wersl (5oo sa gènes)
Pied polonais
ÉTATS-UNIS
BRÉSIL
Arrhinn
Pouce (j*^ d'archinne)
Kndazé ou Pic (pour les étoffes).
Berri
Mesures anglaises.
Pied
1 Palme
'. Vara, 5 palmes. .
' Braça, 10 palmes.
VALEURS en mètres.
Mesures de superficie.
ANGLETERRE
BELGIQUE
HOLLANDE
NOMS DES MESURES
Yard carré
Rod ( perch carrée)
Rood (iQio yards carrés).
Acre (48^0 yards carrés).
Système métrique.
Vierkanle rœde {système me'' i trique )
SUISSE (COîIFÉDÉRA-y „ ,»
^ ^ ! Système métrique.
TIOS)
ITALIE
ESPAGNE
Système métrique.
Système métrique.
VALEURS en mètreii ctrrés
TABLES nt'MÉniQUES.
Metares de svperflcia [suite].
PORTUGAL
ALLEMAGNE
AUTRICHE HONGRIE
DANEMARK
Système métrique.
Ancien système.
Morgcn ou arpent (180 perches carrées)
Système métrique.
Ancien système.
Jocli ou arpent (carré de 4o loiseîde côté)
Tônde-Land
NORVÈGE
l Système métrique.
\ Ancien système.
Tônde-Land.
SUÈDE
Système métrique facultatif.
Ancien système.
Tunniand
RUSSIE
ÉTATS-UNIS
BRÉSIL
Dcciatine.
Mesures anglaises.
Vara carrée. .
Braca carrée.
TABLES NDMÉRIQLES.
Mesures de capacité.
PATS.
MOUS DBS MESURES.
ANGLETERRE
BELGIQUE
HOLLANDE
SUISSE ( CONFÉDâRAtior)
ITALIE
ESPAGNE
PORTUGAL
Pinl (| de gallon)
Quart (^ de galion j
Poule (^ gallon)
Gallon impérial
Peck ( a gallons)
Bushel (8 gallons)
Sack (3 bushels) [pour les liquides]
Quarter (8 bushels;
Load (5 quarlers)
Chaldron (i3 sacks)
Système métrique.
Kan ( système métrique )
Système métrique.
Système métrique.
Système métrique.
Cavada
Cantara, 6 cavadas.
Almude, la cavadas.
ALLEMAGNE
Kanne (système métrique). . .
Ancien système.
Vicrtel ( quart )
Mctze ( 3 viertcls )
Scheffel (i6 metze)
Tonneau ( 4 scheffel )
Maas (jîç anker)
Anker ( ^ eimer )
Eimer (mesure pour les liquides).
Ohm ( a eimers )
Oxhoft ( 3 eimers )
Tonneau des liquides (37 metze | )
VALEURS en litres.
290,7813 ii53,9oa i3o8,5i6
TABLES Nl^MÉRIQUES.
Mesures de capacité [suite].
PATS.
?IOM8 DES MESURES.
VALEORS i>n litres.
Système métrique.
Ancien système.
Scitel ( J de maasy mesure pour
les liquides )
Maas ( -pg- de vierlel ) t . . .
Vierlel ( -J- d'cimcr )
Eimer
AUTRIGHE-H01V6RIE' '''"^«r < ^2 eimers )
\ Hecker ( J^ de fudermasscl, mesure pour les solides)
Fudermassel (^ muthmassel).. .
Mulhmassel ( -J- achtel )
Achtel ( \ vierlel )
Vierlel ( ^ de mclze )
Melze
Muth (3o melzc)
DANEMARK
Pol.
Tonde ( céréales )
Tonde ( liquides ) i3i ,32
NORVÈGE
SUÈDE
Système me'trique.
Ancien système.
/ Pol
Tonde (céréales, i44 polie). ...
Tonde (liquides el poissons, 120
polie)
Système métrique facultatif.
Ancien système.
Kanna
Korn-tunna (céréales, 63 kannor)
ii5,8i
RUSSIE
Tchclvcrik ( mesure pour
blés)
Osmine ( 4 Ichelvcriks )
Tchelvert (8 Ichelvcriks)..
Garnilz {\ àe Ichetverik). .
Korzec (mesure polonaise).
les
TABLES NUMÉRIQUES
Mesures de capacité [suite].
PAYS
NOMS DES MESURES
RUSSIE (suite)
TURQUIE
ÉTATS-UNIS
Vedro (mesure pour les liquides). :
Stof (| de vedro) j
Crouchka {-^^^ de vedro ) j
Gliarkey ( j-J^ de vedro )
Garniec ( mesure polonaise ). . . i
Métro.
BRÉSIL
Mesures anglaises.
Quarta (mesure pour les grains).
Oitara ( ~ quarta )
Fanga ( 16 quarlas )
Moio ( i5 fangas )
Canada (mesure pour les liquides)
Pote ( 6 canadas )
Pipas ( 5o potes )
VALEDRS en litres.
12,2989 1,5374 i,23o o, iu3
Mesures de poids.
Livre troy impériale (5760 grains
Once (yï ^^ V^y^e troy)
Penny weight {-^ d'once)
Grain {-^^ de penny weight)
Système avoir-du-pois, pour les usages ordinaires.
0,373241948 o,o3i 103496 o,ooi555i748 0,0000647989
Dram f -r*-* d'once )
Once (-r^ de Dound^
Pound ou livre avoir-du-pois
impériale (7000 grains troy).
TABLES BiUMéniQVES.
Mesures de poids [suite].
INDICATIONS PRELIMINAIRES
Nous empruntons les principaux éléments de cette- Table, qui a été dressée avec beaucoup de soin par M. Sudre, chef des travaux de la Direction générale des Monnaies, à Y Annuaire du Bureau des Longi' tudcs.
On entend par pair des monnaies le pair inlrinsèque ou métallique qui forme la base principale du change pour les monnaies des différents pays. On l'obtient on comparant les quantités de métal pur que ces monnaies renferment, et qui sont égales à leur poids légal multiplié par leur tiire légal (voir p. 235).
Veut-on, par exemple, connaître la valeur de la livre sterling anglaise par rapport à notre pièce de 20 francs?
Le poids légal de la livre sterling est de 78^,98805 et son titre légal est 0,91666. Cette pièce contient donc 76^,3223269 de métal pur.
D'autre part, la pièce de 20 francs française pèse 6^^,45161 et est au titre de 0,900; elle renferme donc 5*% 8064 49 d'or fin.
En désignant par a: la valeur de la livre sterling en francs et en écrivant la proportion évidente
on trouve
Une nouvelle convention monétaire, conclue entre la France, la Be.gique, la Suisse, Tllalie et la Grèce, est entrée en vigueur le i"^ janvier 1880.
D'après cette convention, ces pays demeurent constitués à Tétat d'union pour ce qui concerne le titre, le poids, le diamètre et le cours de leurs espèces monnayées d'or et d'argent.
Divers autres pays, notamment la Roumanie, la Serbie et la plupart des Republiques de l'Amérique du Sud, ont adopté le même système monétaire. En Europe, l' Autriche-Hongrie frappe des pièces d'or de 20 francs représentant 8 florins, et de 10 francs représentant 4 florins.
TABLES NUMÉRIQUES
Valenrs des monnaies étrangères exprimées en francs.
NOMS DES PATS
et
dea monnaie*.
ANGLETERRE
( Loi monéUire da 4 arrll 1870.)
Moonaie de compte : Livre sterling de ao shillings = 25'%aai3.
[On conserre encore en Angleterre l'habitude de compter en fuinée» de ai shillings on de aC fr. 48.)
Or.
Soaverain, livre sterling de ao shillings. Demi-Souverain
Argent.
Couronne, 5 shillings
Demi-couronne
Florin, 2 shillings
Shilling, 12 pence
6 pence
4 pence
3 pence
a pence
1 penny
ALLEMAGNE
(Lois monétaires des 4 décembre 1871 et 9 Joillet
Monnaie de compte : Reichs-Mark de 100 pfenning = i'', a3/|5.
Or.
20 marks, double-couronne.
10 marks, couronne
5 marks
Argent.
5 marks
a marks
I mark, 100 pfennig. . .,
^ mark, 5o pfennig
•|- mark, ao pfennig
POIDS
légal
en
grammes.
38,276 i4,i38 ii,3io 5,655 2,828 1,885 i,/|i4
2» 777 i.iii
TITRE
légal
en
millièmes.
// If
VALEUR
au pair
en francs
a5,22 ia,6i
ia,35
5,56 a,aa 1,11 0,56
TABLES H'UMÉaiQCES.
Valenii des momiaies ètraaaèrM eipriiMes «n îramcê [sotte].
XOMB DES PATS
el
des monnaies.
POIDS . TITKC
TàLECM
léieal 1 léfal
aa pnir
en en
ca
tcramaes. ! aillièflica
francs.
BELGIQUE
( Loi da 31 Jalllel iKC el Conrenlion Inicraaiionale dn b noTcnibre iii:«.i
Système monétaire identique, pour les noms et pour les valeurs, à celui de la France. — La pièce de 20 centimes n'existe pas.
SUISSE (Confédération).
(Convention Internationale du & noTcabrc 1878.) Monnaie de compte : i franc.
Argent.
5 francs
2 francs
I franc
5o centimes
ITALIE (Royaume d').
Lois monétaires des n atrll 1861 et si Juillet 1866.— ConTentlun internationale du b novem I» :«.)
Monnaie de compte : Lira — 1''.
Or.
100 lire
5o lire
20 lire
10 lire
3 lire
Argent.
5 lire
2 lire
1 lira
5o centesimi
'jocentcsimi
oo.oo
5, ou
2,5oo
TABLES ^UMÉlllQUES.
Valeurs des monnaies étrangères exprimées en francs [suite].
NOMS DES PAYS Ot
(les monnaie».
ESPAGNE
(Loi du 26 Juin 1864.)
Monnaie de compte : Escudo d'argent de 10 réaux = a'', 396.
|0n conserre encore en Espagne 1 habitude de compter par piastres rorles de & tr. 10. i
Or.
Doublon, 10 escudos
4 escudos
2 escudos
Argent.
Duro, a escudos
Escudo, 10 réaux
Peseta, 4 réaux
i Peseta, 2 réaux
Réal
(Décret da 19 octobre 1868.)
Nouvelle monnaie de compte : Peseta de 4 réaux = i''.
Or.
25 pesetas.
Argent.
5 pesetas
2 pesetas
i peseta
j peseta, 2 réaux ,
ESPAGNE
(Ilks Phii.ippi!ies).
Monnaie de compte : Duro ou peso de 100 centavos = 5'', 0980.
Or.
Doblon de oro, 4 pesos
Escudo de oro, 2 pesos
Esrudillo de oro, 1 peso
POIDS
légal
grammes.
2,5oo
6,76fî 3,383 1,691
TITRE
VALEt'R
légal
au pair
en
millième».
Trancs.
If
TABLES NUMÉRIQUES
Valenrs des monnaies étrangères exprimées en francs [suite].
NOMS DES PAYS
el
de* moanaiei.
ESPAGNE (îles PHILIPPINES) [suite].
Argent.
5o cenlavos
20 centavos
10 cenlavos
PATS-BAS.
i Lo(8 monélatreit des 26 noyembrf) 1H4: «l 6 jnin
Monnaie de compte : Florin = 2'', 10.
Or.
Double-Ducat
Ducat
10 florins
Argent.
Rixdalor, 2 J florins
1 florin, 100 cents
^ florin
•i5 cents
10 cents :
5 cents
PATS-BAS.
(Colonies, Indes néerlandaises.)
(Loi du I*' mal i«&4.)
Argent.
\ florin
j*g- florin
j*^ florin
FRANGE
Or.
100 francs
5o fra ncs
20 francs
•o francs
5 francs
POIDS
TITRE
I6fcal
légal
en
en
grammes.
millièmes.
tf
tf
i,4oo
ti
tf
ff
valbcr an pair
en francs.
2, Go 1,04
5o,oo
lOyOO
TABLES nUMÉIKQtJES.
Valeurs des monnaies étrangères exprimées en francs [suite].
MOUS DES PAYS
et
des monnaies.
FRANCE [suite].
Argent.
5 francs
2 francs
I franc
DO centimes
20 centimes
AUTRICHE-HONGRIE
(Lois monétaires des u décembre 1867 et g mars
Monnaie de compte : Florin = 2^%/|69i.
Or.
Quadruple ducat
Ducat
8 florins, 20 francs
4 florins, 10 francs
Argent.
a florins
I florin, 100 kreutzers
■^ florin
20 kreutzers, frappés depuis 1868
10 kreutzers, frappés depuis 1868
Maria-Thercsien-Thalcr 1780, dit Levantin, monnaie de commerce
RUSSIE
jMonnaie de compte : Rouble = 4''.
, -J impériale, 5 roubles
3 roubles
Argent.
Rouble, 100 kopecks. . . .
Poltinik, 5o kopecks. . . .
Tchetvertak, 26 kopecks.
POIDS
léiral
en
Ki'smmes.
10,000 5,000 2,5oo 1,000
TITilE
légal
en
millièmes.
5 20 5oo 4oo
VALEUR
OU pair
en franc».
De C. — Cours, I.
TABLES ^it'MéRIQUES.
Valeurs des moimaies étrangères exprimées en francs [suite].
KOMS DES PAYS
et
des monnaies.
RUSSIE (suite).
Argent.
Abassis, 30 kopecks
Florin polonais, i5 kopecks.
Grivenik, 10 kopecks
Piétak, 5 kopecks
RUSSIE
(Gband-Dccbê de Finlande.)
(Loi monéuire du 9 aoAt 1877.)
Monnaie de compte : Markka = 1''.
Or.
20 markkas
I o markkas
Argent.
2 markkas
I markka, 100 pcnni...
5o pcnni
; 25 penni
DANEMARK
(Loi monétaire du a3 mai 1873. — Convenllon avec la Suède du 3; mal 187.*).)
Monnaie de compte : Krone = i'',388S.
Or.
20 kronen
10 kronen
Argent.
2 kronen
I krone, 100 ore.
5o ore
4o ore
25 ore
10 ore
roiDs
lésai
en
grammes
TITKE VALEUK
le^al an pair
en en
millièmes francs.
5oo
i5,ooo
7,5oo
tf
4oo
o,ai
TABLBS «USléRIQliES,
Valeurs dM moimaios étrangères exprimées en francs [suite].
NOMS DES PATS
et
des monnaies.
SUÈDE
' Lo: monétaire du 3o mai 187I, rallQant la Conrentlon arec le Danemark.)
Monnaie de compte : Krona = i'',3888.
Or.
20 kronor
10 kronor
Argent.
2 kronor
i krona, 100 orc
30 orc.
25 ore.
10 orc.
NORYËSE.
(Loi monétaire dn 4 mars 187^- - Convention arec le Danemark et la Sudde.)
Monnaie de compte : i krone = 1'', 3888.
20 kroner (5 specie dalcr)
j 1 0 kroner
Argent.
a kroner
I krone, 100 ore ou 3o skillings
00 ore.
'|0 ore.
2ù orc.
lO ore.
GRËCX.
; Loi monétaire du 10 (la) arrll x867« — ConTentlon internationale du & novembre 187S.I
Monnaie de compte : Drachme = i''.
Or.
100 drachmes
5o drachmes
POIDS
levai
en
grammes.
7,5oo 5,000 3,4ao 1,4^0
t5,ooo 7,5oo 5,000 4,000
TITRE
légal
en
millièmes.
8ao
ff 4oo
tr
tr
VALEUR an pair
en francs.
TÀBLBS NUMÉnfQUBS*
Valonrs des moimaies étrangères exprimées en Irancs [suite].
NOMS DES PAYS
et
des monnaies.
GRÈGE (suite).
Or.
30 drachmes »
10 drachmes
5 drachmes
Argent.
5 drachmes
2 drachmes *
1 drachme» loo lepta
5o Icpta
ao lepta
SERBIE
(Loi monétaire dn 10 décembre 1978.) Monnaie de compte : Dinar = i''.
Or.
30 dinars '
10 dinars >
Argent.
5 dinars
a dinars >
I dinar, 100 paras
5o paras
POIDS
légal
en
grammes.
10,000 5,000 3,5oo 1,000
3,5oo
3,5oo
TITRE
légal
en
millièmes
If
VALEUR au pair
en francs.
d.oo 1,86 0,93 0/46 0,18
TABLES HUMÉRIQUBS.
Valeurs des moimaies étrangères exprimées en francs [suite].
«OMS DES PAYS
et
des monnaies.
PORTUGAL
(Loi monétaire da 2g ]niilet 18&4.)
Monnaie de compte : Milreïs (mille reïs)
Or.
Couronne, 10 milreïs
4 couronne, 5 milreïs
î couronne, 2 milreïs
-^ couronne, i milreïs
Argent.
5 testons, 5oo reïs
3 testons, 200 reïs
Teston, 1 00 reïs
i- teston, 5o reïs
EMPIRE OTTOMAN
(Loi monétaire de 1844) Monnaie de compte : Piastre = o'',2278.
Or.
5oo piastres, bourse
25o piastres
100 piastres, livre turque
5o piastres
25 piastres
Argent.
20 piastres
10 piastres
5 piastres
2 piastres
I piastre, ^o paras
^ piastre, 20 paras
POIDS
TITRE
légal
légal
en
en
grammes.
minimes.
ft
it
ia,5oo
a,5oo
tt
6,oi4
VALEUR au pair
en francs.
ii3,92
TABLES NtJMÉRIQUBS.
Valeurs des monnaies étrangères exprimées en firancs [suite].
NOMS DES PAYS
et
des monnaies.
EMPIRE DE PERSE
Or.
Thoman, 100 schahis
I thoman, 5o schahis
Argent.
Sachib-Kéran, 20 schahis
Banabat, 10 schahis
Abassis, 4 schahis
POIDS
lésai en irrammcs
I 2 , 5oo 6,25o 3, 125 i,25o
10,. -{oo 5 , 200 2,080
TITRB
légal
en
millièmes.
ft
VALEUR
ao pair
en francs.
i5, Il
ff
If
TABLES NUMÉRIQUES
Valeurs des monnaies étrangères exprimées en francs [suito].
NOMS DES PAYS
et
de» monnaies.
INDES ANGLAISES
(Règlement monétaire du 6 septembre ift^o.) Monnaie de compte : Roupie = 2'', 8760.
Or.
Mohur, i5 roupies
1^ mohur, 10 roupies
^ mohur, 5 roupies
Argent.
Roupie
^ roupie
^ roupie
•J- roupie
GOGHINGHINE FRANÇAISE.
Argent.
Piastre de commerce
5o centièmes de piastre
20 centièmes de piastre
10 centièmes de piastre
POIDS
en grammes.
ii,6Gi 5.832 2,916
1 2 , 5oo
D.OOO <
2,5oo f »25o
TITRE
en millièmes.
tt t* r
n tt
// If /'
VALEUR an pair
en francs.
io3,33 51,67 90,83 10,33
TABLES MtJUÉRlQUBS.
Valeurs des monnaies étrangères exprimées en francs [soite].
NOMS DES PAYS et des monnaies.
POIDS
légal
en
grammes.
TITRE
légal
millièmes.
VALBOK an pair
francs.
ÉTATS-UNIS
(Loi monétaire du n férrier i8;3.]
Monnaie de compte : Dollar de loo cents = 5'% 1825.
Or.
Double-aigle, ao dollars
Aigle, 10 dollars
j aigle, 5 dollars 1
3 dollars
I" aigle, 2 i dollars '
I dollar
Argent.
Trade dollar (monnaie de commerce).. >
Dollar, 100 cents |
j dollar, 5o cents , (
-^ dollar, 25 cents
20 cents
Dime, 10 cents
CHILI
(Lois monétaires des g Janvier iBSi et aS octobre
Monnaie de compte : Peso de 100 centavos = 5''.
Or.
Condor, 10 pesos
Doblon, 5 pesos
Escudo, 2 pesos
Peso
POIDS
légal
grammes.
5,000 2,5oo i,25o
25,5oo
TITRE
légal
en
millièmes.
tf
tf
VALEUR
aa pair •
en francs.
100,00 5o,oo '
TABLES NUMÉRIQUES
Valeurs des monnaies étrangères exprimées an francs [suite].
NOMS DES PA\S
et
des monnaies.
CHILI (suite).
Argent.
Peso
.5o centavos
20 centavos
I deciDio, 10 centavos
J decimo, 5 centavos
ÉTATS-UNIS DE VENEZUELA
(Loi monétaire do ii mal 1871.)
Monnaie de compte : Vénézolane = 5''.
[Aux termes d'une nourelle lot du 3i mars 1879, la pièce de a décimes (i franc) de la loi précédente est devenue rualté monétaire sous le nom de Boliuar.]
Or.
20 vénézolanes (100 bolivars )
10 vcnezolanos (5o bolivars)
5 vénézolanes ( 25 bolivars)
I venezolano (5 bolivars)
roiDS
Icfal
en
TITRE
léfal en
Krammes. ! millièuies
i2,5oo
2,5oo
i2,5oo
a,5oo
ff
f ff
Sources et licence
Texte : https://archive.org/details/coursdemathmati03combgoog. Domaine public ; numérisation mise à disposition par Internet Archive. Mise en forme : liregratuitement.com. Tout ce que nous ajoutons reste libre.
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