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PRÉFACE
Le cours de Mathématiques spéciales que nous publions aujourd'hui est, sauf de légères modifications, celui que nous avons ' professé au Lycée Charlemagne, dans ces dernières années. Nous l'avons rédigé en nous conformant au dernier programme d'admisyvsion à l'École Polytechnique (3 janvier 1882). \ Ce cours comprend trois volumes : le premier est consacré à ^l'algèbre ; les deux autres à la géométrie analytique à deux et à '^ trois dimensions; chacun de ces ouvrages est divisé en leçons, à la p; suite desquelles nous avons placé des exercices qui s'y rattachent rv^ immédiatement. • -
\ Le plus souvent nous avons donné, pour ces exercices, un ren-
"^ seignement sur la solution 'qu'on peut leur appliquer et nous avons
'^ indi({ué le résultat auquel on doit aboutir. A ce propos, nous croyons
' devoir prévenir nos lecteurs qu'il n'est pas impossible, quelque
/•soin que nous ayons mis à vérifier nos solutions et à corriger les
^ épreuves, qu'une faute de calcul, ou une erreur d'impression, ait
:J- pu nous échapper. C'est là Tinconvénient, à peu près inévitable,
^ de résultats indiqués pour un nombre aussi considérable de ques-
{ tions. Mais les élèves auxquels ce cours est plus particulièrement
\ destiné, n ayant qu'un temps restreint à consacrer à la recherche
des problèmes, nous avons pensé leur être utile en leur montrant,
pour les exercices que nous leur proposons, en même temps qu'une
marche à suivre pour les résoudre, le résultat qu'ils doivent
trouver.
Nous avons aussi placé quelques notes complémentaires à la fin de l'algèbre.
Les deux premières traitent de la' division et de la divisibilité algébrique. Cette question élémentaire fait partie du programme d'admission à l'École Polytechnique : elle avait donc sa place marquée dans ce livre. Mais il nous a paru difficile de commencer la rédaction de cet ouvrage par l'exposition d'une théorie aussi inci-
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dente et qui se sépare si nettement du cours de mathématiques spéciales.
Deux autres notes sont consacrées : l'une au théorème de Binet et de Gauchy, l'autre au théorème de M. Sylvester. Ces deux théorèmes importants ne font pas partie du programme que nous nous sommes efforcés de suivre, d'aussi près que possible. Mais ils sont enseignés par quelques professeurs et il nous a paru utile de les exposer dans cet ouvrage, comme un complément naturel d'un cours auquel ils se rattachent si intimement.
La démonstration que nous donnons^ du théorème de Binet et
de Gauchy nous a été communiquée par notre collègue et ami,
M. Piéron, dans la conversation duquel nons avons puisé plus
d'une idée que nous avons mise à profit, pour la composition de
' cet ouvrage.
Enfin, dans une dernière note, nous avons présenté, sous un jour différent de celui que nous avons adopté dans la onzième leçon, quelques principes relatifs au calcul des expressions imaginaires.
La conception des expressions imaginaires, la démonstration de leur utilité ou, pour mieux dire, de leur nécessité, sont des choses qui nous paraissent fort délicates. Au moment où les expressions imaginaires se présentent on aborde comme une algèbre nouvelle, et l'on peut, malheureusement, difltrer beaucoup sur la manière d'exposer aux élèves les premières définitions et les premiers principes de cette algèbre.
C'est pour satisfaire, dans une certaine mesure, aux opinions diverses qui sont attachées à l'introduction des expressions imaginaires, que nous avons cru utile de rédiger la note qui termine ce cours d'algèbre.
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(première partie)
ALGÈBRE
-!• Déftnitton des identités. Lorsque deux expressions algébriques A, B dépendant des lettres a, b, c,..,, prennent des valeurs égales, quelles que soient les valeurs numériques attribuées à ces lettres, nous dirons que AetB sont des expressions j algébriques identiques. Pour noter cette propriété nous convenons d'écrire
As:B,
qui se lit : A identique à B.
Les identités sont souvent évidentes ou n'exigent, pour être
1 . Les premières définitions de l'aigëbre ; les quatre opérations algébriques : addition, soustraction, multiplication et division , sont supposées connues des lecteurs de ce livre. La division algébrique qui fait partie du programme d^admission à TÉcole Polytechnique, se trouve exposée dans une note placée Ik la fia de ce livre.
démontrées, que des calculs simples. Ainsi les identités suivantes :
o' + ô'+c'— 3a6c=(a+6 + c)(a* + 6*+c*— aô— 6c— ca)
et beaucoup d'autres, se reconnaissent sans difficulté. Mais il n'en est pas toujours ainsi. La vérification d'une identité exige ordinairement un certain effort de calcul et présente quelquefois des difficultés. Reconnaître l'exactitude d'une identité donnée est un des premiers problèmes que soulève Talgèbre.
59* Nous nous proposons d'indiquer ici, en même temps que certaines applications des identités, quelques procédés élémentaires de calcul algébrique permettant de vérifier ou de trouver des identités.
Prenons d'abord l'identité évidente
(i) (a*+ b*) {c'+d'):s:{ac + bd)* + {bc - ad)\
Elle exprime que : le produit de deux nombres qui sont chacun une somme de deux carrés est aussi une somme de deux carrés. Cette remarque s'applique nécessairement à un produit de &cteurs en nombre quelconque et de la forme arithmétique (a* H- 6*). On peut donc énoncer la propriété suivante :
Théorème. Le pi^oduit de plusieurs nombres de la forme arithmétique (a* H- 6*) est aussi un nombre de cette forme.
d« On peut généraliser la proposition précédente. On a, en effet,
(a* +p6*) (c* +pcr) =: [ac +pbdy +p {ad- bc)\
Ainsi :
TuéoREiîE. Le produit de plusieurs nombres de la forme arithmétique {a*-hpb*) est aussi un nombre de cette formée.
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4. Voici une autre généralisation de l'identité (i). On vérifie facilement que
{a*+b'+c'+(r) (a'*-(-6"+c'*+rf'*) s: {aa'+bb'+cc'+ddy
-I- (ab'^ba'—cd'+d&y + {ac'-ca'+bd'—dby
Il résulte de cette identité la proposition suivante :
Théorème. Le produit de plusieurs nombres de la forme arithmétique (a* -h 6* -h c* -hcT) est encore un nombre de cette forme (*)•
5. Nous donnerons maintenant quelques applications des identités et nous montrerons comment elles permettent quelquefois de reconnaître des nombres composés.
Considérons d'abord Tidentité
Soit ic zz 2*+â , on aura
D'après cette identité (*) fe^ nombres de la forme arithmétique 2**+^* + i sont composés. Si Ton prend, en particulier, &z= i4, on a
25«-f izz 288 230376 151711 745 rz 5. 107 367 629.536 903 681 ('). B» Prenons aussi l'identité
1. Ce théorème est la conséquence évidente de cette propriété connue : Un nombre entier est toujours la somme de quatre carrés entiers.
Identité due à M. Le Lasseur
3. Ce nombre considérable 2**4" ^ ^ ^^ décomposé en facteurs premiers par M. F. Landry, après des calculs qui, entrepris par une méthode rapide et particulière, ont duré plusieurs années.
elle donne le théorème suivant dû à Sophie Germain :
THBOREyB. Aucun nombre de la forme arithmétique (a;*-f-4), excepté 5, n'est premier.
L'identité
donne un théorème analogue, savoir :
l!BÈohiuz.Aucunnombrede la forme arithmétique (a?*-|-x'-hi ), excepté 3, n'est premier.
9. Sans multiplier autrement ces exemples qui suffisent à montrer Timportance des identités les plus simples, nous nous proposons maintenant d'indiquer quelques méthodes élémentaires qui permettent de reconnaître Texactitude d'une identité proposée.
La méthode la plus simple consiste dans les cas peu difficiles, comme ceux que nous avons examinés jusqu'ici, à effectuer les calculs indiqués. On vérifie ainsi que les deux membres de Tégalité proposée sont absolument semblables. Dans d'autres cas on fait subir à l'égalité des transformations qui ont pour but de rendre manifeste que les deux quantités proposées sont bien identiques. Enfin, dans certaines identités, dans celles notamment que Ton rencontre dans l'analyse combinatoire, et qui n'ont lieu que pour des valeurs entières, mais arbitraires de la lettre n, on vérifie que les deux membres de l'identité proposée prennent des valeurs égales pour wzii, et l'on démontre que l'égalité supposée vraie pour ni= A, subsiste pour n =i A -+- !•
8. Prenons, pour montrer l'application de ces idées générales, l'identité suivante, due à M. Catalan
H + 1 n 4" *-* '^^ a 3 an
Première démonstration. Transformons les deux membres et ajoutons, à chacun d'eux, la quantité
c'esl-à-dire,
Le premier membre devient identique au second, quand on a
supprimé, dans celui-ci, les termes a flfec lés des signes H- et — ,
termes qui sont égaux deux à deux.
1 1 Seconde démonstration. Pour w zr i on a : - = i .
Supposons donc que Ton ait vérifié Tégalité
h étant un nombre entier particulier. On a, d'ailleurs,
2A -}" * 2A -f" 2 A + * aA -|- 1 2A + 2 *
Par suite,
L'égalité subsiste donc quand, dans l'identité proposée, on donne à nia valeur A + i. L'identité est donc vérifiée pour toutes les valeurs entières et positives de n.
0« Considérons encore Tidentité
Cette identité qui se rencontre dans plusieurs questions d'analyse et qui est due à Euler, a lieu pour toutes les valeurs entières et positives des lettres x, y, z, en supposant que z — y soit supérieur ou au moins égal à x. Sa vérification directe présente des ç^fflcultés; mais l'autre méthode prouve l'exactitude de l'identité, avec la plus grande simplicité. On reconnaît d'abord que dans l'hypothèse xzzi eiz-^yzn^ zeiy étant
d*a illeurs arbitraires, les deux membres sont identiques à 1.2 ... (y H- 1). Si Ton suppose que (z — y) reste fixe et si Ton change x en (07+1), on'voit que Tégalilé subsiste. Enfin, x restant fixe, si Ton change [z — y) en (^— y-4- 1), l'égalité subsiste encore. Dans ces conditions, l'identité est donc démontrée.
10« Méthode des eoeffielents indétennlnésu Lorsqu'une expression algébrique est (d'après une loi reconnue ou seulement soupçonnée) susceptible d'être développée identiquement sous une forme nouvelle, on peut employer, pour établir Tidentité, la méthode des coefficients indéterminés. On écrit, avec des coefficients inconnus, mais que Ton se propose précisément de déterminer, l'identité en question. On calcule ensuite ces coefficients par des procédés divers, procédés qui varient avec les identités que Ton a à considérer.
Il* Nous donnerons, comme exemple de cette méthode très générale, Tapplication qu'on peut faire d'elle à l'établissement du développement de (a? 4- a)»» (m étant entier et positif; suivant les puissances décroissantes de x.
On reconnaît immédiatement que le développement {x-^-a)^ est une fonction entière de degré m, en a; ; on peut donc poser
mais il faut calculer les coefficients Amj, Am,2, ..., Am,m-i.
1*" Multiplions les deux membres de l'identité précédente par [x -4- a), on aura
(2) (a;+a)»»+'s:x»»+i+Am.i
aiT^+Am 2 +Am,l
a*j?"«-»+...+Am*
+Am,Jt— I
On peut aussi écrire
(3) (a;+a)'»+»s:x«+i + Am+i,i«^^+ Am+i,2a*a;'«-» + . . .
d'après la notation de Tidentité (1).
Si nous identifions les seconds membres (a) et (3), on aura d'abord
Am-|-l,l^=4 +Am,l
et par suite
Am.l ^^ i H-Am-1,
Ail izi+Au
Ajoutons et remarquons que Ai.i iz i, il vient
AiiH.i=rm+i ou, si Ton préfère,
Am = ^
2* On a ensuite
Am^-i ,2 ZI Am.î + m,
par suite
Am.2=Aiit-i,«+(m — i)
A3.2Z=Aa.2+^' Ajoutons et remarquons que A2.2 = i,il vient
Am+i,2 —
OU encore
Am.î —
3« Les deux résultats déjà obtenus, Aw.i iz— , Am.az:^^^
permettent de pressentir la loi suivie par les coefficients cherchés et nous admettrons que
_m(m— i)...(m — ft+*)
Am.ifc — r ,
k étant un nombre entier d'une valeur au plus égale à m On a encore par Tidentification de (a) et de (3)
Am+l,* Z= Am* + Am.A:-.!
Am.Ar ^Z: Am— t,A "T Am_i,jfe_|
A*^.! ,* — A*,Ar + A*,* - 1 .
ajoutons et remplaçons âa.a par i, on aura
_i.a...(A;— i)+a.3...ft+3.4...(/f+i)+...+(m— Aî+a)...^
Mais si dans ridentité (A) établie plus haut, on suppose iczra, yzzk — a, 2 = m, chose possible puisque k, m sont entiers et que z — y := (m — A) + 2 est plus grand ou égal à Xy on obtient
/i N . o f I I / f I \ {m+i)m...{m—k+2) i.2...(/c— i)+a.3.../f+...+ (m— A:+a)...ms:^^ — !— ^ — -^ !— ^;
par suite,
_(7W+t)m>..(m-— fe+2)
Am+l,* — j-i \ A
formule qui donne
On a donc finalement
(x + a)»»s:a:« -^ — ax^-^ -\ — ^^ ^ a*x^^+ . . .
w( W-— 1 ) . . . (w— ft+ 0
c'est la formule du binôme de Newton, formule que nous établirons plus loin, par des considérations différentes.
1I19* Nous indiquerons maintenant quelques méthodes permettant de trouver des identités.
Considérons une fonction algébrique de la lettre x ; nous désignerons cette fonction par la notation Ux et nous poserons
Ux — Ux-I = Vx.
1. Nous écriyoDs, d'après une notation adoptée, kl pour représenter le produit 1 .a. . . ib. Le symbole k I s'énonce factwHel k, k\
De cette identité, on déduit successivement
On a donc Exemples, i* soit
Ux=-4-;
alors
V,zr •
et Ton a
a* Soit, généralement,
"^{x+i){x+2)...{x+hy
on trouve, par cette méthode,
i(a?+i)(jg+a)...(a?+A)— i.a...A__ i
3' Soit encore
si Ton pose
on aura
et
x(x+i),,. — {x+hy
Sx.iiz: i+2-|-...+a?,
Vx ZZ 20? + 1
Ox,i — — .
4* Soit enfin
Ux=:(x+i)'.
Ici Ton a
et, en posant
on trouve
Sx,2 = l' + îï*+.-.+^*
Sx.2 g
US* Dans d*autres cas on posera De cette identité on déduit la suivante :
Ux
Exemple. Soit
,, =V.Vx-i...Vi.
Ux= *
On a
Vx = .- *
par suite,
^=(— ;)(^-3-)--('-^)- On a donc
-ï ('-î)(-4) (-;)(-4)-('-.-iT)
On peut aussi poser
Uar
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On obtient alors
-sa. \x Vx • . • V*
Exemple. Soit
Ux m sin a;.
La formule précédente donne
Vx -=: a cos -,
et, par conséquent,
sîn a; s: 2* sîn-r cos- cos- cos- . . . cos -r.
ft Reconnaître rideniilé
% Démontrer que Von a -
[(a-6)(a-c)rH-[(6-c)(c-a)]*+[(c-a)(c-6)]' = (o'-+- 6'H-c*— «6 — ac— 6c)'.
(Ed. Logas.) S. Démontrer Videniité
H- («z -h pa? -f- yy)" «J Tcm a
par exemple, si ton suppose
a = (a-— 6)(a — c), P=i(6 — c)(ô-a), Yrz(c — a)(c — ô).
(Catalan.) 4. Démontrer Videntité suivante, due à Lagrange :
Vérifier que ton a
(aa*— 2ftc)*H-(2Ô'— aac)V(îc'— 2aô)'=[(aH-&)"HK«-+-c)'4-(6-l^^^
•• Si ton pose
X s a?' —y' -h 6xV -f- 3a?y', Y:ss:y'—af-h 6y*a: -f- 3ya^,
As:xy{X'hy)y
démontrer que Von a
X' + Y'sAZ'.
(Ed. Lucas.)
V» Sachant que tout nombre entier est la somme de quatre carrés entiers ^
démontrer que le sextuple dun carré quelconque est une somme de douze bi~
carrés.
(Ed. Lucas.)
Cette propriété des nombres est la conséquence de Tidentlté suivante : 8. Démontrer que l'on a, quel que soit a et p,
cos a sin (« -hS) -h cos* a sin (aa-h P) 4- cos* a sin (3aH- P)+ . . . cosp a sin (pa+3)scoi a [cos P— cosp « cos (pa-f-3)].
On vérifie l*égalité précédente pourp=i, p=a et l'on démontre ensaite qu'étant vraie pour p:=zk, elle a encore lieu pour pzrA+i.
t. Démontrer que si fort pose
on a
On pourra utiliser la remarque suivante :
en — Cn-^ï ^ - (^ii-i — Cn-i)'
ARRANGEMENTS
1&. Définition, m lettres différentes étant données, a, b,c,,..l, si Ton prend p de ces lettres, p <_m, et si, dans un certain ordre, on écrit ces lettres les unes à la suite des autres, nous dirons que ce résultat est un des arrangements des m lettres proposées prises pkp. Ainsi deux arrangements diffèrent, soit par la nature des lettres, soit seulement par Tordre dans lequel elles sont écrites, soit enfin par la nature et par Tordre des lettres. Avec m lettres prises pkp, on peut former plusieurs arrangements, dont le nombre sera représenté par
Afii"
IG. Théorème. Entre les deux nombres A^, A^\ il existe une loi de récurrence, expiHméepar la relation
Aî:,zi(m~i?-hi)ASr*.
Démontrons d'abord que Ton peut former le groupe A^*. Prenons m lettres a^ b^ c,... , l. Ces lettres, prises isolément, constituent des arrangements de m lettres prises une à une,
c'est-à-dire le nombre A^ qui, on peut le remarquer, est égal
à m. Nous pouvons donc supposer que le groupe AÎT* a été
formé. 11 nous reste à montrer comment avec ce groupe A^T*
on peut former le groupe A^. Nous chercherons aussi la relation qui existe entre ces nombres.
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Imaginons donc tous les arrangements AZ'\ et Tua d'entre eux a, en particulier. Il y a {p — i) lettres qui composent a, et («i— p+ i) par conséquent qui n'en font pas partie. Prenons successivement ces (m — p+ 1) lettres et plaçons-les à la suite de a, nous aurons de la sorte constitué, avec ce terme, (m — /> + 1) termes nouveaux, qui appartiennent néces •
sairement au groupe A^. On peut d'ailleurs remarquer : i"" que le même terme n'a pas été formé deux fois ; a» que tous les termes du groupe â£ ont été ainsi constitués.
1* Deux arrangements obtentis par la loi précédente sont différents. En effet, ces arrangements proviennent, ou du
même terme de A^S et alors la dernière lettre n'est pas la même : ou de deux termes distincts ; alors ils diffèrent par Tarrangement des (p — i) premières lettres.
2* Les termes de Aj, ont été obtenus sans exception. Imaginons, en effet, l'un de ces termes 0 ; ayant fait abstraction de la dernière lettre, nous obtiendrons un des termes du groupe A;r*« Celui-ci a été considéré tout à Tlieure, et nous avons placé à sa droite les (m — p+ i) lettres qui n'entraient pas dans sa composition ; 0 a donc été formé.
On peut maintenant conclure que, chaque terme du groupe
AJp' donnant (m — jo+ 1) termes dans le groupe Aj^, on a
(i) Aî;z=(m-p+i)Ar- C'est la loi de récurrence qui lie entre eux les nombres
PERMUTATIONS
18. Définition, m lettres différentes a,b^c,...k,l étant données, si on les écrit les unes à côté des autres, mais dans des ordres différents, nous dirons que nous avons formé ainsi des permutations des m lettres proposées. Nous désignons le nombre de ces permutations par Pm. De cette définition il résulte que
et par conséquent
Pm — Am,
Pmi= 1.2.3.. ,m.
Mais nous établirons directement cette formule, sans la considérer comme une conséquence de la formule des arrangements. Imaginons à cet effet (m— i) lettres a,byC,,..k; puis toutes les permutations Pm-i de ces lettres, et Vune d'elles a, en particulier. A la gauche et à la droite de a, et dans tous les intervalles qui existent entre les lettres qui constituent ce terme, plaçons la m"« lettre l; nous formerons ainsi m termes appartenant à la famille Pm, et Ton reconnaît sans difficulté que tous les termes de ce groupe Pw ont été ainsi formés^ sans exception et sans répétition. On a donc
Pm =fnPm-.i, par suite
Pm-l Zi {m — l) Pm-2,
d'ailleurs,
on a donc enfin
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Pi=i;
X m .^^ l.^.«/. .•• iit.
On rencontre, dans un très grand nombre de formules de l'Analyse, le produit des m premiers nombres entiers consécutifs. Ce produit est désigné par Texpression factoriel m; il s'écrit symboliquement m! Avec cette notation abrégée et symboliqpie, la formule précédente s'écrit
(4) Pm = m!
COMBINAISONS
!•. Définition, — m lettres différentes étant données, si Ton considère un arrangement de ces lettres prises p à p, sans se préoccuper de Tordre dans lequel elles sont écrites, on obtient une combinaison. — Deux combinaisons diffèrent donc nécessairement par la nature des lettres, et le nombre des combinaisons qu'on peut faire avec m lettres groupées p 5 p sera désigné par CJ^. On le représente aussi quelquefois par
TiiÉoBÈME. Entre les nombres AJ^, CJ,, Pp , on a la relation
^m ~ ^^m' Pp-
Imaginons, écrites dans un tableau A, toutes les combinaisons du groupe C^; prenons un terme a de ce tableau,
terme qui renferme p lettres que nous permuterons de toutes les feçons possibles. Nous obtiendrons ainsi, avec ce terme a, un nombre Pp d'arrangements, que nous placerons dans un second tableau B. Ayant opéré ainsi pour tous les termes de A, il est facile de reconnaître que B renferme, sans exception et sans répétition, tous les termes du groupe A^.
«" Le même terme n'a pas été formé deux fois. Car, si Ton imagine deux termes g, g' du tableau B, ou ils proviennent
de deux termes a, a' du tableau A, et alors ils diffèrent par la nature des lettres ; ou ils proviennent du même terme a, mais alors ils diffèrent non par la nature des lettres, mais par Tordre de ces lettres.
20 Un tei^me qtielconqne du groupe AJ, a été ainsi formé.
Imaginons, en effet, un terme 2 du groupe A^, abstraction
faite de Tordre de ses lettres ; il représente une combinaison des m lettres proposées prisesp à p. et, par suite, ilfigure quelque part dans A ; encore une fois, abstraction faite de V ordre de ses lettres. Ce terme ayant été considéré à un certain moment et ses lettres ayant été permutées de toutes les façons possibles, z figure donc quelque part dans le tableau B.
Ceci établi, puisque chaque terme de A donne Vp termes dans B, on a bien
\p) A„, ^: C„Pp.
Des formules précédemment trouvées
AJi zr yn (m — i) . . . [m — p-h 1), Pp zz 1.2... p\
et de la relation précédente on déduit la formule des combinaisons
T^TT
qui donne lieu à Ténoncé suivant :
TnÉORiuE. Le nombre des combinaisons de m lettres ou objets, groupés p par p, s'obtient en divisant le produit de p nombres entiers consécutifs décroissants, le premier d'entre eux étant égal à m, par le produit des ^premiers nombres.
Ml. Remarque. Le nombre C^, par définition même, étant
un nombre entier, il résulte de la formule (6) la propriété suivante :
Théorème. Le produit de p nombres entiei^s consécutifs est toujours divisible par le produit des p premiers nombres entiers.
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M . La formule (6) pouvant s'écrire
p _m{m — 1) . . . (w — p-hi) {tn — p ) . . . 2. i .
91^. Théorème. Le nombre de comf^inaisons de m lettres, prises p « p, est égal au nombre des combinaisons prises (m — p) à (m — p).
En d'autres termes, et d'après notre notation, on a
(8) c=cr^.
Ceci résulte de Tégalité (7), le second membre restant identique à lui-même quand on change p en (m — p). Mais on peut aussi rétablir a priori^ ainsi qu'il suit.
Imaginons les m lettres proposées ; prenons p d'entre elles, nous formons un terme a de CJ^ ; mais les {m —p) lettres qui n'ont pas été considérées forment, par leur ensemble, un terme a' de C^^ ; ainsi on ne peut pas imaginer un terme du
groupe de CJj qui n'ait son correspondant dans le groupe
C*"^. La réciproque est vraie; on a donc autant de termes
dans les deux groupes CJ^, C^~^.
*3. Théorème. Le nombre des combinaisons de m lettres a, b, c,... 1 ; prises p à p, est égal au nombre des combinaisons de (m — 1) lettres p à p, augmenté du nombre des combinaisons de ces (m — 1) lettres pi^ises (p — i) à (p — 1).
U faut démontrer que Ton a
(9) C = c^-i + cj.z\.
Cette relation, comme celle du théorème précédent, peut s'établir de deux façons différentes. Elle peut d'abord être considérée comme une conséquence de la formule (7). En effet, on a, d'après cette formule^
rv - (^^^ " 0 î
d'où
ou
(p — i) î (?n — p — i)!p. (w — p) p\{m — p) ! * et par conséquent
. fis. Remarque. On peut aussi reconnaître celte propriété a priorij en remarquant que les termes du groupe C^ peuvent être séparés en deux parties : la première formée de ceux qui ne renferment pas la lettre a et qui sont en nombre QP^^y î
Tautre, constituée par tous les termes dans lesquels entre la lettre a. On peut imaginer que, dans ces termes, on mette la lettre a. en facteur : on voit alors que la parenthèse ainsi obtenue renferme, sans omission et sans répétition, tous les termes du groupe C^jlp formés avec les lettres 6, c,... k, /.
Ce raisonnement montre donc bien que le nombre C^ est la somme des nombres CJ^^j et C^'^-r
COMBINAISONS AVEC RÉPÉTITION OU COMBINAISONS COMPLETES
^S. Définition. Étant données m lettres a, b,... l, si Ton prend p de ces lettres, certaines d'entre elles pouvant être répétées plusieurs fois, on aura formé une combinaison des lettres données, prises p àp et avec répétition.
Ainsi, ab, ac, bc sont des combinaisons simples des trois lettres a, b, c prises deux à deux; ab, ac, bc, aa, bb, ce représentent les combinaisons complètes de ces mêmes lettres prises deux à deux. Nous désignerons par y^ le nombre des combinaisons avec répétition de m lettres données prises p k p. Dans la notation Cj^, on a forcément p.^ m; cette condition n'est
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plus nécessaire pour les combinaisons complètes ; on peut avoir, avec celles-ci, p > m. Par exemple,
a. a. by a. ci. a, a. b. b, b, b. b.
sont les combinaisons complètes de deux lettres a eib prises trois à trois.
««. Théorème. Les deux nombres 7J,, vîîr' *^^^ ^^^* P^^ ^^ relation de récurrence
(10) vP - rn-hp-i «-,
La démonstration que nous allons donner repose sur cette idée évidente, que si, dans un tableau donné on compte une lettre a par deux voies différentes, mais toutes deux exactes, les deux nombres ainsi trouvés sont égaux.
Considérons, par exemple, la lettre a : elle entre dans le tableau .^ un nombre de fois que nous désignons par x. Le nombre des lettres renfermées dans ce tableau étant p Y^ et chacune des lettres y entrant un même nombre de fois,
on a
D'autre part, on peut encore compter la lettre a d'une autre façon, en séparant, par la pensée, les termes de y^ en deux
parties : la première formée de tous ceux qui ne contiennent pas la lettre a ; l'autre, au contraire, de tous ceux qui renferment cette lettre, une fois au moins. Imaginons que Ton écrive ce second groupe en mettant a en facteur commun et appelons P Tensemble des termes qui se trouveraient ainsi placés dans la parenthèse. On peut facilement observer que P représente, sans exception et sans répétition, tous les termes de la
famille v^*. Sans répétition, parce que, en supprimant le facteur a dans ces combinaisons, qui ne sont pas identiques, les résultats sont aussi différents ; sans exception, car s'il
manquait dans P un seul terme de y^TS ^n imaginant ce
terme absent et en lui ajoutant le facteur a, on aurait ainsi un terme de ï^ qui n'eût pas existé dans la parenthèse P.
D'après la formule (ii), la lettre a est répétée — ./"' dans P.
Mais pour former P, on a supprimé aux termes de Ym autant de fois la lettre a qu'il y a de termes dans P ; c'està-dire ï^*fois ; on a donc
7n ou
En comparant (it) et (la), on trouve bien la formule annoncée.
5BV. Formale des €N»inbiiialsoiis complètes. Si Ton
applique le théorème précédent successivement aux nombres
p-, _ yn-^p-^2 P-.2
En multipliant ces égalités membre à membre, et en remar-
quant que yJ» = /w, on obtient la formule des combinaisons complètes
qui donne lieu à l'énoncé suivant ;
Théorème. Le nombi^e des combinaisons complètes de m lettres groupées p à p s^ obtient en divisant par le produit des p
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preiniers nombres entiers, le produit des p nombres entiers consécutifs croissants, dont le premier est égal à m.
Définition des permutations nvee répétition
Si Ton imagine m lettres parmi lesquelles a sont identiques à fl, 3 à 6, Y à c,... X à /, les différents groupes que Ton peut former en plaçant ces lettres les unes à la suite des autres de toutes les manières possibles portent le nom de permutation avec répétition.
80« Formule des permutations h répétition. Considérons m lettres et formons le tableau des permutations que Ton peut faire avec ces lettres.
Soit Rm le nombre de ces permutations. Affectons dans chacun des termes les a lettres a des indices i, 2,. .a. Permutons maintenant ces indices de toutes les manières possibles ; nous obtiendrons un second tableau dont le nombre des termes sera égal à Rm . Pa. Or ce second tableau contient toutes les permutations qu'on peut former avec m lettres parmi lesquelles 0 sont identiques kb,y kc,,..Xhl,les autres lettres étant distinctes. En effet, i^ deux termes du second tableau sont distincts, car s'ils proviennent d'un même terme du premier tableau, ils diffèrent par Tordre des indices 1, 2,... a , ou, s'ils résultent de deux termes distincts, ils sont différents par l'ordre des lettres. — a» Une permutation quelconque des tn lettres, où Ton suppose que g lettres sont identiques à 6, Y à e^... Xkl, les autres lettres étant distinctes, figure dans le second tableau ; car, si l'on supprime dans cette permutation les indices 1,2, 3,... a , on obtient un terme du premier tableau ; et , par hypothèse, on a affecté les
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lettres a qui se trouvent dans ce terme des indices i , 2,... 2, en donnante ces indices toutes les dispositions possibles.
Cette remarque étant faite, affectons les 3 lettres b des indices 1, 2,... 1^, dans chacun des termes du sacond tableau, et permutons tous les indices de toutes les manières possibles; nous formerons ainsi un troisième tableau, dont le nombre des termes sera égal à
lim . Pa . Pp
et on démontre, comme précédemment, que ces termes sont les permutations distinctes de m lettres dont y sont identiques
En continuant ainsi, on finira par former toutes les permutations de m lettres distinctes. Le nombre de ces permutations sera
Rm.Pa.Pp.Py P^,
or ce nombre étant égal à Pm» on a donc
Rm=:
Vm
Pa . Pp . Py .
..Px*
(1.2 .. . a)(i.2 . . . Jîj) (1.2 . . .y) . . . (I.-4 . . ."a)
OU encore
lu 3:
'"■"a! . g! . v! . ., . Al
t. Poiin former les combinaisons simples de m lettres a ^ 6, c, . ,. /, prises p «/>, on écrit les lettres qui entrent dans les diverses combinaisons (p— i,' à (p— i), dans l'ordre alphabétique, et on écrit à la suite de chacune de ces combinaisons, successivement chacune des lettres qui suivent la dernière dans Vordre alphabétique. En déduire la formule
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S. Oa considère le tableau des combinaisons complètes de m lettres (p— ij àp^i)y tableau où Von suppose que dans chaque combinaison les lettres sont écrites dans Pordre alphabétique, A la suite de chaque combinaison o?i écrit successivement la dernière lettre et toutes celles qui la suivent dans tordre alphabétique. Démontrer que Von forme ainsi toutes les combinaisons complètes de m lettres p à p.
3. Soient /« (m +/> — i) lettres fl, ''j • - . û « + « — i. ^^^ chacune des combinaisons simples de ces [m -f-/) — i) lettres, ou Von suppose que les indices se succèdent dans tordre croissant, on diminue le second indice de i
ie troisième de a, le p" de (p— i). Démontrer que Von obtient ainsi, sans omission et sans répétition , les combinaisons complètes des m lettres flj, a j . . . fl„ prises p àp; en conclure la formule
•^fP rP .
FORMULE DU BINOME
81. La formule que nous nous proposons d'établir, formule due à Newton, est celle qui donne le développement, suivant les puissances croissantes de x^ de la puissance m'*'"" du binôme (a? -h a); m étant un nombre entier et positif. En généralisant ce problème, on est naturellement conduit à rechercher le développement du produit,
Vzz{x + a){x-hb) {X'hc)...{x-hl)
en supposant les lettres a, b. c, . . . l en nombre m. On peut, en effet, considérer (x-^ aY comme un cas particulier deP, celui où l'on suppose azzbzzc , ..zzL
89. Théorème. Si Von désigne par Sp, la somme des combinaisons p àp, ces lettres a,b,c...,l;ona
(i) (a:4-a)(a:4-6)(x4-c)...(a:-h/)=:x'»-l-S,x«--»-|-SjX"»-2 + ...-|-
On peut établir cette identité en démontrant qu'un terme quelconque du premier membre existe dans le second et vice versa. Considérons un terme du premier membre ; il est nécessairement obtenu en prenant la lettre x dans (m — p) binômes et les lettres autres que x dans les p autres binômes, (p ^ m). Ces dernières constituent par leur produit une combinaison des lettres données a, b,c. , . , l prises p à p ; le terme ainsi obtenu fait donc partie, dans le second membre, du groupe Spx"»-p. - Réciproquement, prenons un terme quelconque du second membre, par exemple le terme Ax»»-*, du groupe S*a;*«-* ^<^^); je dis que ce terme existe aussi dans le premier
membre, lorsquMl a été développé. Remarquons, en effet, que A représente une combinaison de m lettres prises kkk; soulignons dans le premier membre tous les binômes qui renferment ces k lettres et multiplions celles-ci par la lettre x prise dans tous les binômes non soulignés. Le produit obtenu est un des termes du premier membre, et Tidentité se trouve ainsi démontrée.
Formule dn binéme. Si Ton considère le coefficient Sp de ridentité précédente, et si Ton suppose
tous les termes de Sp deviennent égaux à op. Le nombre de ces termes est égal au nombre des combinaisons de m lettres prises pàp'yon voit donc que, dans cette hypothèse particulière, on a
SpzzaPC^y ridentité (i) devient alors
Si nous tenons compte de la formule des combinaisons établie plus haut, nous obtenons la formule
H ^ — î^ ^ ^ ap a:»»-' -h ... -h a"*.
Nous pouvons aussi la réprésenter, en prenant une notation abrégée, par
(4) (a?+'fl)«=Aoa^+A,aa:'n-«-l-Aja»a;"»-î-l-...--f-APa^a;'»-/' -4-...-hAma«».
II suffit de poser A© =:: i et
(3 j An — Lifg^^
Telle est cette formule du binôme, formule due à Newton et qui est fréquemment employée dans Tanalyse. On peut observer que le développement du binôme renferme (m -h t) termes. Les coefficients de ces termes donnent lieu à diverses remarques que nous allons successivement établir.
341. Remarques. ±^ Detuc coefficients binômiaux consécutifs Ap-1 , Ap satisfont à la loi de récurrence suivante
(^) Ap — p ^P-^ •
Ceci résulte immédiatement de la formule (5), formule qui donne
_^in[m — 1^ . .. (;n — p-l- a)
En divisant, membre à membre, les égalités (5) et (7), on obtient bien la relation,
A» — Ap-i .
2* Deux coefficients également éloignés des extrêmes sont égaux.
En effet hp est le coefficient du terme qui on a p avant lui ; de même, km^pX? est le terme qui en a {m — p) avant lui.
Il y a d'ailleurs (m+ i) termes dans le développement, il y en a donc p après Am^pXP ; il faut donc reconnaître que
rip ZlAm— /)♦
ou que
propriété démontrée précédemment.
3® Lorsque m est pair, les coefficients vont en augmentant jusques et y compris le terme du milieu, et, lorsque m est impair, les coefficients augmentent pendant la p7*emière moitié du développement.
La relation (6) prouve que les coefficients augmentent tant que rinégalité
ou, puisque p est positif, tant que Tinégalité
est vérifiée.
Nous distinguerons deux cas, suivant que m est pair ou impair.
Premier cas. Supposons d*abord m pair ; soit m i= 2A. 11 y a (2A+ 1) termes dans la formule de Newton. L'un d'eux occupe la place du milieu : c^est celui qui a A termes avant lui et h termes après lui. Dans notre notation, ce terme s'écrit AAa^x*. L'inégalité (8) devient alors
p est entier et il ne peut être inférieur à A + - que s'il prend
les valeurs o^ 1, 2..., A; donc tous les coefficients Ao, At^ Ai... Aa sont rangés par ordre de grandeur croissante.
D'ailleurs, et d'après la remarque précédente, les coefficients qui suivent le terme du milieu étant respectivement égaux à Aa-i- . . , Ao, la suite Aa+i. . . , hu représente des nombres décroissants.
Deuxième cas. Dans l'autre cas, celui où m est impair, m — 2A + 1 ; l'inégalité (8) devient
On voit par là que p ne peut prendre, pour obtenir des coefficients croissants, que les valeurs o, 1, 2..., A. Ainsi, Ao, Ai,... kh est une suite croissante, et, Aa+i . . . , A^a+i est une suile décroissante.
4** La somme des coefficients binômiauxde (x -j- a)^ est toujours égale à 2^. En effet, ridenlilé,
{x-ha)^::s:A^x^-hAiax'^''^ ^...H- Aw a^
donne, pour a? zz a zz i ,
2*» zz Ao 4- A4 -I- Aa 4- . . . 4- Am.
5« Le développement de (x— a)»», peut se faire par la formule
(9) (a? — a)"» = Aoa;'»— A4a»xw~»+ ...-h (- i)P' Ap aP oc^'P
+ ...-f-(— i)«Ama»».
Pour établir cette identité, il suffit de changer a en (— a) dans la formule de Newton.
6^ Les coefficients hinômiaux d^ indice impair forment une somme toujours égale à celle des coefficients d indice pair.
Si l'on suppose x-^ia dans (9), on obtient,
Ceci prouve la proposition énoncée, proposition qui d'après la deuxième remarque, était évidente pour m impair. D'autre part, si Ton observe que
Aq 4- A» -h . . . 4- Am zz u»»,
on a encore
(10) Ao4-A,4-...zzA4 4-A,4-...zza«n-«.
Pour vérifier les propositions qui précèdent sur un exemple numérique, considérons le développement de (a; 4- a) 6
;j?4-«)*zzAoX'4-Aiflx'4-AjaV4-A3a'a;'4-A4a*a;'4-Aja=a:4-Aea*.
On a bien conformément aux propriétés démontrées tout à l'heure,
AoZzAfl=: 1,
Al zzA^nG,
Aa=A4iz: i4,
A3 zz 20,
Ao4-A, + ...4-AeZz64n2«, Ao4-A,4-A44-AeZzA44-A3 + A5 = 32zi2».
3&. ISomme des caurrés des CNieftteients bteomiaaiL.
Considérons les deux identités
(x -h a)« s: Ao J7™ -h A» or*»-* + . . . 4- Am a»», (x-h a)»» s: Am a'« + Aw-i a»»-» a; -4- . . . + Ao o;^.
Multiplions les^ puis égalons dans les deux membres, les coefficients de x^a^ . Tenons compte d'ailleurs des égalités Aq = Am, A| = Afii-i etc., nous obtenons
^^-r — ' -— . — Ao' + A i' 4- . . . A^,
ou encore
(il) Ao'4-A,--f-...-4-A^ =
SB. Paissmnee d^an polyndme. Considérons Texpression
m étant un nombre entier et positif. On peut dire que X est le produit de m facteurs égaux à (a -h ô + c + . . . 4- Q. Un terme quelconque de X pent donc être conçu comme obtenu en prenant a, dans a facteurs, b dans 3 facteurs, etc. ; / dans X facteurs a. Les nombres a, ^, . . .,X sont nuls ou positifs, mais on suppose toujours
D'après cette remarque, et sous la réserve de cette condition, on peut dire qu'un terme quelconque du développement cherché est
U &ut maintenant déterminer le coefiScient H . A cet effet, remarquons que la puissance m^ de (a -f- 6 + c ■ .. + /) est le produit des m polynômes
{a^b-hc,..'-hl){a-\'b-hc.,. + l)...{a-hb-hC'h.'. H-O- Prenons une lettre dan^ chaque facteur et écrivons les lettres
ainsi choisies, les unes à la suite des autres, en plaçant la première, celle qui est prise dans le premier facteur, la seconde, celle qui est prise dans le deuxième et ainsi de suite. Nous formons ainsi une permutation de m lettres dont a sont identiques à a, 0 à 6, . . .| X à ^* à chaque disposition de ces lettres correspond une manière de former le terme considéré. Le coefficient de ce terme sera donc égal au nombre de permutations de m lettres dont a sont identiques à a, 3 si ^9 • • • X à /, c'est-à-dire à Rm* Ainsi on a
ou
Ji • p • • • • A •
On a donc la formule
31. Da symbole O! Le raisonnement n'est nullement en défaut si Tune des lettres^ a par exemple, n'entre pas dans les termes considérés, termes constituant un groupe analogue à celui que nous avons considéré tout à Theure. 11 suffit d'envisager les permutations avec répétitions des lettres 6, c, . ,A; h étant répété P fois, . . ., ^ X fois ; mais, bien entendu, avec la condition
En appliquant à ce cas particulier le raisonnement que nous avons fait tout à l'heure, on trouve que le coefficient qui correspond au terme considéré est égal à
Éi!Y---->-'
On peut convenir, dans le but de généraliser la formule (B), que l'expression symbolique o! à laquelle on est conduit en faisant, dans (B), l'hypothèse a zro, qui correspond au cas
particulier qui nous occupe, sera remplacé par Tanité. Avec cette convention, la formule (la) est générale. Le signe S de cette formule veut dire que le second membre est constitué avec tous les termes de la forme
2^ 0 . . .X représentant toutes les solutions entières^ positives ou nulles, de Téquation
(G) a-f-g + ... + A:rm.
Il faut pourtant accepter cette restriction que, par convention, on écrit o 1 — i .
88* Procédé pratique pour le développemeot de la poiasaoee m d'un polynéme. La formule (la), comme beaucoup de formules analogues de l'analyse, présente, dans Tapplication, une difficulté évidente, difficulté qui tient à la recherche de toutes les solutions Rentières positives ou nulles de l'équation (G). Dans la pratique, il est plus simple d'opérer de la manière suivante. On considère (6 + c + . . . + 0 comme ne formant qu'une lettre. On développe, par la formule du binôme, l'expression
On opère de même, sur (6 + c-h. .. +Z), en considérant (c-f- . . . +0 comme formant une lettre. On obtient ainsi de proche en proche, le développement demandé.
Soit proposé, par exemple, le développement de {a-hb-hcY; on a
I ou
(a + ô-+-c)'z=a' + 3a*(6-hc)4-3a(6-+-c)'+{6-f-c)' ou enfin, après réduction
Pour développer la puissance m*^«« d'un polynôme on peut aussi former toutes les combinaisons complètes mk m des lettres a, b, c, . . . l, et affecter chaque combinaison du coefficient convenable.
rVombre des termes da déTeloppemeot de X
Les termes de la formule (ta) étant de la forme a*6P . . . f'^, avec la condition a-h3+--f-^=»î> ilya autant de termes que Ton peut faire de combinaisons complètes avec les lettres a, &, . . . /, prises m à m. Si l'on suppose ces lettres en nombre p, il y aura donc yP termes dans X.
Mais on a trouvé
et, comme
on aura donc
j,_im +p — i) (m +p — -i) . . . îM
ou
On prendra Tune ou Tautre de ces formules ; la première de préférence, si m < p — i ; Ja deuxième dans le cas contraire.
4MI« Théorèmes d*Ealer et de Fermât. On peut déduire de la formule (ta), une démonstration des théorèmes d*£uler et de Fermât.
Imaginons que dans cette formule^ qui a lieu pour toutes les valeurs de a, b,Cy , . /, on fasse a zzbzzc zz , ., :z:/=i;le premier membre devient p'«, les lettres étant supposées en nombre p. Dans le second membre se trouvent, parmi les termes qui le constituent, a»»*, 6'«, . . . /'», dont la somme devient égale à p, de telle sorte que
M désigne ce que devient l'ensemble de tous les autres termes du développement dans Thypothèse aizôzzc... =zZ— i. Un terme quelconque de M est, dan s cette hypothèse, de la forme
ml
alpl.-.X!
Gomme on suppose « -h p +...-+- X := m, les nombres positifs, a, 3, ... X sont tous inférieurs à m. Il n'y a d'exception à cette règle que si l'on suppose tous les nombres «, p, . . . X nuls, à l'exception d'un seul ; celui-ci étant nécessairement égal à m. Mais alors le terme qui correspond à cette hypothèse particulière, le terme Y ir H a« ôP . . . /^ (H étant dans ce cas égal à i) devient l'un des nombres a*", 6*», . . . ^«. Ces nombres constituent le groupe que nous avons d'abord considéré, et qui, comme nous Pavons remarqué, a pris la valeur p. On peut donc affirmer que, dans les termes de M, les lettres a, p, . . . X représentent toujours des nombres positifs, et inférieurs à m. D'ailleurs H est un nombre entier. Si nous supposons que m soit un nombre premier, après la simplification que comporte H et qui a pour but de lui donner la forme entière, on peut être certain que le nombre premier m n'entrant pas au dénominateur, sera l'un des facteurs de cette forme entière.
Ainsi tous les termes de M, mis sous la forme entière, seront divisibles par m ; le nombre (p»» — p) est donc lui-même divisible par m. On arrive ainsi au théorème d'Euler :
411. Théorème. Si m est un nombre premier absolu, et p un nombre entier quelconque, la différence p"* — p est toujours divisible par m.
Le théorème de Fermât n'est, à proprement parler, qu'un coroUaûre du précédent. Puisque (p^ — p) est divisible par w, on peut écrire
p(pw-»— i) zzmA, A désignant un nombre entier. Si Ton suppose que le nom-
bre premier m, ne divise pas p ; divisant le produit p (p»-* — i) et étant premier avec le facteur p, il doit donc diviser Tautre facteur (p»»-* — i). Cette remarque constitue le théorème de Fermai, qui peut s'énoncer ainsi :
419. Théorème. Si m est un nombre premier ne divisant pas p, il divise nécessairement (p'^^ — i).
i. Démontrer à priori que les coefficienis binômiaux également éloignés des extrêmes sont égaux»
On remarque, comme une conséquence de la multiplication algébrique,
que (i 4- xy^ est, après développement, une fonction entière de x de degré m. On pose
(i + 0;)"»= Aaar" + A^a;»»-* H- ... H- A^^x H- Am, puis on change x en -.
Z, Démontrer les deux identités
cp - c^'c;_. + c^c^. . . . + c^. = - c^
yp — ^p Vh-< ' VP P+i • • • ^JH-^ — P
dans lesquelles C représente, bien entendu, les conbinaisons de a objets pris
On développera (x+i)P ei (x — i)P-^ ^, puis on fera le produit de ces deux développements. On observera que
et Ton trouvera facilement les deux identités proposés. H faut pourtant distinguer deux cas : suivant que Ton considère, dans ce dernier développement, un tenue de rang pair ou un terme de rang impair.
Démontrer les relations
a (ai-1 - 1) C^- ::= C;cj;:; + (;;C^5 "l" • • • t:^'~'(^^^.l
On prendra l'identité
on y changera x en (x -{- 1); on, x en a x-}* i, comme on Toadra. 4. Démontrer ndentité
On Identifie les termes denx à denXi dans l'identité
ix+ i)'^p^(x + i)p(x+ ly».
s. Si Von pose démontrer que
«H-» = s; + c^sLt + cjssij + . . . + cj-*sLt + si_i
Pour répondre à cette question on pourra considérer la fonctioa X, X=:(n — i)nP + (w — 2)(n — i)i» + . . .-f-i. 2P
ou
Démontrer que si l'on pose
et
on a
Vp+i— î/Vp-t-C^,V;,_i-yCJlVp_î-f-C^iV;^i -yC*V,_*+ ... 30. On ponrra établir cette identité en considérant les développements de
(^ + ^r'' et de (x-i-iy.
TBIAKGLE ABITHMÉTIQUB DE PASOAL. — PILES DE B0ULET8.
^ft3. Imaginons le tableau suivant:
{a + 6)0 {a + by (a + bY [a + by [a -h by
p! ni çp-l
Ce tableau a été formé en écrivant dans la ligne de rang (p-hi), les coefficients du développement de la puissance p du binôme. 11 constitue le triangle arithmétique de Pascal. Les nombres écrits dans ce triangle jouissent de propriétés diverses. Nous indiquerons seulement les plus saillantes.
4it. Première propriété. Le nombre écrit dans la ligne de rang z et dans la colonne de rang t est égal à
l . îl . . . (^ — i)
AIVUCATIONS DU BINO>IE
Ed effet, d'après la définition même du triangle de Pascal ce nombre est Cjli et Ton a bien
Remarque. Lorsque t est supérieur à z, la formule Ci n^a plus de sens ; mais on peut convenir que dans ce cas C^ = o .
SA. Denxlénie propriété* Si ton considère dans le triangle de Pascal trois nombres A.^ B, H disposés comme nous t indiquons ici y
de telle sorte que A soit écrit immédiatement à la gauche de B et H immédiatement aurdessous rf^ B, an a A + B r: H. En effet si Ton pose
on a
BnCrS
et
D'ailleurs, nous avoi.s vu que
Cjtî n Cl + Gf
Ainsi
II = A + li.
4MI« Troteléine propriété. Si Von considère deux cptonnes consécutives du triangle
Ona
U=i-HA + B + ... + K-hL.
En effet d'après la deuxième propriété on peut écrire
ajoutons et simplifions, on a
U=:i-hA-+-B+...-f-K-hL.
Remarque. Les nombres du triangle de Pascal situés dans une même colonne se présentent dans certaines questions d'analyse. On les a nommés nombres figurés. Les nombres figurés delà troisième colonne sonilesnombres triangulaires; ceux de la quatrième les nombres pyramidaux.
APPUCATIONS DU BINOME . 4i
Fonniile préllmiiiaire. Nous poserons
k désignant un nombre entier et positif. On sait que
Nous nous proposons de chercher S^.
On a
par suite,
Ajoutons, il vient
(w + i)' + n'— i=6Sa + an
2n'-h3n* + w=:6Sa
ou enfin
Cette formule sert de base aux calculs qui vont suivre.
418. Plies A base ewerée. Les projectiles ronds, dans ces sortes de piles, sont disposés de la ikçon suivante : sur le sol on range les boulets de façon quMIs forment un carré ayant n boulets de chaque côté ; au-dessus, et dans les creux formés par cette figure, on place de nouveaux boulets qui constituent un carré ayant {n — i) boulets et ainsi de suite ; jusqu'à ce
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que l'on arrive au sommet de la pile, sommet qui est formé par un seul boulet*
11 résulte de cette disposition que le nombre de boulets renfermés dans la pile est:
par conséquent et d'après la formule (A),
itO. Pile €sarrée tronquée. Lorsqu^on veut prendre à la pile précédente un certain nombre de boulets, on retire d'abord celui du sommet, puis ceux qlii forment la couche suivante, etc., et Ton oblient ainsi une pile carrée tronquée. Pour compter les boulets de cette pile tronquée, en supposant que le carré do base renferme n* boulets et celui qui termine la pile (p + i)* on aura évidemment pour le nombre cherché X',
ou encore :
Dans Phypothèse de p = o on retrouve la formule (3).
&0. Piles A iMise trianisaiaire. La base de ces piles est un triangle équilaléral. Le nombre des boulets étant égal à n sur chacun des côtés de ce triangle la base renferme
n + {n — 1) -f- . . . -|- 2 + I ou I ^ + - 1 boulets.
F^ar suite le nombre y des boulets contenus dans la pile esl :
APPLICATIONS DU BINOME
OU
ou, après réduction :
&!• Pile triansalalre tronquée. Si Ton retire de la pile précédente un certain nombre de boulets, par couches bori* zontaleSy on obtient une pile triangulaire tronquée. Le nombre de boulets renfermés dans cette pile tronquée est, en désignant par (p+ 1) le nombre de boulets de l'arête supérieure,
S>ft. Piles âk iMise reetanipiiaire. La base est un rectangle. Nous supposons qu'il y a ;? boulets dans une dimension, ip + q) dans l'autre. Le nombre de boulets de la base est doncp(p-f-^)izp*-4-;?j. La couche supérieure renferme {p — i) boulets dans la petite dimension, p -\- q — i ou (p — i) -h (7, dans l'autre.
Le nombre de boulets de cette couche s'obtient donc en changeant dans p* + pq, p en(p— i), et ainsi de suite. Lenombre total de boulets de cette pile est^ d'après cette remarque,
ou, après réduction ,
59. Penuurqne. Ordinairement les nombres proposés sont les nombres n et n' de boulets renfermés dans les arêtes de
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la base inférieure. Supposons que n corresponde à la dimen sion la plus grande ; on aura
et la formule (7) devient:
9^4L. Remarque. Cette formule peut s'écrire :
ou
(8) Z=:Si.(n-nO + S:
On peut donc dire que la somme des boulets renfermés dans une pile rectangulaire ayant n' boulets sur la petite arête de base et n sur la grande arête est égale à la somme des detix nombres que Von obtient en ajoutant à la somme des carrés des n' premiers nombres, (n — Xi')fois la somme decesnombres.
&&• Plies A Obus. L*artillerie moderne emploie principalement des projectiles de forme cylindro-conique qui sont disposés de la manière suivante : La base de la pile est un rectangle renfermant n projectiles dans Tune des dimensions (ordinairement la plus petite) et p dans Tautre. Au-dessus de cette base, et vu la forme de ces projectiles, on peut disposer un rectangle renfermant p projectiles dans Tune des dimensions, (n— i) dansTautre; et ainsi de suite. Le nombre U des obus de la pile est donc :
pn+p(n — 1)+. .-hp.i u zzp.— .
&G« Somme des pnissaoees semblables des Éermes d*uae proi^ressiou arithméUqne. Le problème qui vient de nous occuper et qui repose, comme on vient de le voir, sur
APPLICATIONS DU BINOME
la formule (A), conduit assez naturellement, si Ton veut généraliser cette formule, à calculer les qnantités S,, S)^. . . , et par suite à chercher la somme des puissances k des termes d'une progression arithmétique.
Désignons par «t, wj, . . . Wn+i, les (n -+- 1) premiers termes d'une progression arithmétique de raison r de telle sorte que :
Un = Un-{ -h r
Wa = W. 4- **•
La formule du binôme de Newton permet de former le tableau suivant:
Ajoutons ces égalités et convenons de poser :
on obtiendra :
{B)(tt,+i)w-i-(w,)*+*+A,r2i+A,r*S*+..+A.r<r„+..+nrH-i.
59. En appliquant cette formule il faut bien observer i^' qiie le nombre total des termes du second membre est {k + a); ao que Ai désigne le nombre de combinaisons de {k+ i) objets
groupés ï pari ; en d'autres termes A,- -=. CJLj.4. Si l'on veut avoir S;, on doit faire
V, zr 1, rzzi, «,7+t = ^ + i et A — 2.
En remarquant que A, zr Aa := 3, on a
(n-hi)'- i4-3.^i~f-3S*-|-«.
En remplaçant Si par ^^ — - on trouve
4 _ n(n4-i)(gn+ i)
formule déjà établie.
L On trouve de même
el
I . Démontrer VidentUc
wS„ s: S„ -f- Srt_i + ^n-2 -T- • • • + Si ;
Q I 71 ' Il ~T~' 1 1
en déduire S", connaissant S = ^
Plus généralement établir que.
mS„ s: S„ + S„_t -+- S„«2 + . . . + Sf
S. Démontrer que S ejf u» polynôme entier de degré (p + 1) ett n, mais
ne renfermant pas de terme constant.
i i Le théorème est vérifié pour S , S ; ou le suppose vrai pour Tiudice p^
et, s'appuyaut d'ailleurs sur Tideutlté (i), on reconnaîtra que le théorème subsiste pour la valeur Qt? -|- 1) de riudice.
Démontrer les identités suivantes
2» t.3 4-3.5+5.7+...H-(-^f,-i)(ap+i)s:P^^P'+^P--*^
Ou remarque que
/4 (> + 1 ) (n + a) s w* -f. 3/1* + aw, par suite uu a
Celte remarque s'applique à ud grand nombre de questions de ce genre. Si i on suppose X =U, + U» + . . . +1'^ et si U, peut se mettre sous la forme
Jane fonction entière de n, de degré A', les formules qui font connaître S* ,
^^T • ■ • S permettent alors de calculer X.
Démontrer la formule
Un remarque que les termes de cette somme sont les nombres figurés do l'ordre p multipliés par i, a, 3,. . .p.
RACINE CARRÉE. - RACINE Hi^ne.
En poursuivant Tétude des opérations algébriques élémentaires, on est conduit à Fextraction des racines, opération que nous allons définir et qui peut être considérée comme Toperatien inverse de celle que nous avons précédemment traitée quand nous avons étudié Télévation des polynômes à une puissance entière et positive. Nous examinerons d^abord le cas le plus simple ; celui de la racine carrée.
&0. Définition delà racine carrée exaeie. Etant dominé un polynôme P, qu'on sait avoir été obtenu en multipliant un polynàm^e inconnu R par lui-même; on propose de trouver celui-ci.
BO. Théorème. Le problème que notis venons de poser ne comporte que deux solutions : Ces solutions sont formées par deux polynômes dont les termes sont deux à deux égaux et de signes contraires.
On a, par définition, l'identité
Ps:R'; Soit R' une seconde solution. On a encore
ou
R'srR",
(R — RO(R + R')=:o.
RACINE CARREE
Pour quMn produit soit identiquement nul, il est nécessaire et suffisant que Tun des facteurs soit identiquement nul. On a donc
R = R' on
Il est d'ailleurs évident, à priori, que si R est une solution, (— R) est aussi une solution ; On peut donc dire: i** qu'il n'y a, au problème proposé, que deux solutions^ auplus;2^ques'il en existe une il y en a une autre, identique à la première, quand on change les signes des termes de celle-ci,
61 SkiliiUon du problème. Recherche du premier terme de la racine. Soit
P =: \oX^ 4- AiX'"^' -+- . . . Am
le polynôme proposé, et
R zz BoXP 4- BjicP-"* -h . . . -4- Bp
la racine cherchée.
Les inconnues du problème sont p, 60, 61. . . Bp. On a, pour les déterminer, Tidentilé
(A) A,^ + A^x^i -h . . . -h An, =: [B^ -h B.irP-' 4- . . . -h Bp)*
Le second membre peut être considéré comme un produit de deux facteurs égaux. Le terme bIx'^ est le seul de son espèce ; c'est le terme de degré le plus élevé. On a donc
A^:^ bIx^p.
Par conséquent m zz 2p, et Ao ir bJ.
Cette dernière égalité exige que Ton ait Ao > 0. Nous supposons cette condition remplie; s'il en était autrement le problème serait impossible et le polynôme P n'aurait pas été obtenu, comme le veut Thypothèse que nous avons faite. On voit aussi que m est nécessairement un nombre pair. Nous arrivons donc à celte conclusion : l^ que le degré de la racine est
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hmoUié de celui du polynôme donné, lequel est nécessaire' ment du degré pair; a» que le premier coefficient de la racine, celui du term^e du degré le plus élevé, est égal en valeur absolue à la racine carrée du premier coefficient du polynôme donné, coefficient qui est d'ailleurs nécessairement positif.
Recherche du scf^md €Soeffiolent« Les inconnues p et Bo étant déterminées, on peut écrire Tidenlité (A) sous la forme
-h (BjOU»-» -h . . . Bp)\
On remarque que les termes AoX**^,hl^^P disparaissent ; et, en posant
R4 =: A,a?»«-i -^ A,a;'"---h . . . -h Am,
il vient
R, s: nB^xP (B,a^-' -h . . . -j- Bp) -h (B,^/»-' -4-. . . -f- Bp)*.
Dans le second membre il y a un terme qui ne se réduit avec aucun autre, c*est le terme :
aBoB,a;*P-S ou 2Bfi^o^-K On a donc
(1) A.^iBoB. Si Ton suppose A. :=i 0, on a donc B. = > : si Ton a' Ai ;zi o, on tire de Tégalité (1) B^ = -t^ ; mais dans Tun, comme dans
Tautre cas, on peut dirQ que le second terme de la racine s'obtient en divisant le terme du degré (m — i) du premier reste par le double du premier coefficient de la racine.
Recherche du troisième csoefficient et des tsoefllcients saccesslfs. L'identité (A) peut maintenant s*écrire, Bo et B| étant connus, sous la forme
P -^ {B^VP -h BtXP-^y s: 2(BoZ;P -h B.xP-») (B, c -^ -f. . . , -f-Bp)* -+- (B»rr« -4- . ,.•4-Bp)^
RAaNE CARREE H
Posons
on a
R, s: a (B,^ -h B^x^) (B^xr-^ . . . -^ Bp) 4- (B,a?P-^-+- . . .-f-Bp)^
Il y a dans le seiX)nd membre un terme qui n^est réductible avec aucun autre , c'est le terme aBoBja?*i»^, ou aBoB^a:^-*. Identifions-le avec le terme en a?»-* dans R , : on voit alors que B9 s'obtient en divisant le coefficient du terme de degré (m —a) de R,, par le double du premier coefficient de la racine.
Cette règle se généralise facilement. On prouve ainsi que n Von cofisidère le reste R*
(B) Rt =: P — {BoXP + B^XF-^ -h . . . + B^ja;P-*+' f
le terme BkXP-^ de la racine s'obtient en divisant le tenne du degré (m — k) de Bk, par aBo.
Wjoi de saecession des restes. Les restes succe^fsifs R^, Ra, ... Rfc, dont il est question dans la théorie précédente, peuvent se calculer par la formule (B) ; mais il est plus simple de les déduire les uns des autres, par une sorte de calcul récurrent qui permet de déduire Bk de R*^i. On se fonde sur la remarque suivante. On a
R*-i ir P— (B^' f BiOcP-* H- ... -h Bfc-iiPP-^^)'.
On peut donc écrire R^ sous la forme
Ra = P — (B^P -h B,XP-^ -h ... -h Bk-'iJ^'^y
— B*-ia^*+* («B^ -4- B^xP-^ -h . . . +- Bfc-aa^*+*)]
— (B]fc-iai^*+*)«.
On a donc
(C) R* zz R*-i ^Bk'iXP-^^ [aB^-l-aB»a;*»-»H-...-i-2B*-îa?P-*+« B*-ia:i»-*+»].
Ce qui conduit à la règle suivante : Pour trouver le reste Bm, qui correspond au dernier terme trouvé à la racine^ on ajoute
à celui-ci le double de la partie antérieurement déterminée ; on multiplie cette somme par le dernier terme et on retranche ce produit du reste précédent.
GJ6. Remarque. Si P est im polynôme de degré m, le reste Kit esl d'un degré égal à (m — k) ou d'un degré inférieur.
Cette loi se vérifie pour R, : supposons la vraie pour R*-^ et montrons qu'elle subsiste pour Rjt. Dans la formule (C), le coefficient B^-i a été obtenu en identifiant le premier terme de R*_j,avec 2BoBfc_,a?*P-*+*. Ces termes disparaissent donc et il ne reste plus que des termes en x^p-*, ou en x*»-* puisque Ton diipzr, m; en général R/k est donc de degré (m ~ k). Mais il peut arriver, dans des cas particuliers, que les termes en {?n—k), dans (C), disparaissent aussi. Dans ce cas les degrés de deux restes consécutifs Rjfc-i et Rit, diffèrent de plus d'une unité.
B3«Ré^lepoar l'extracUon de la raeine carrée d*aii . polynéme entier* On conclut de ce qui précède la règle suivante : Soit un polynôme entier P, ordonné suivant les puissances décroissantes de a? ; on suppose que P est le carré parfait d'un polynôme inconnu Q: pour trouver celui ci, on peut opérer de la manière suivante :
1* Ayant constaté (sinon le problème est impossible) que le degré m rfc P, est pair et que le premier coefficient A© estpos itif,
1^ le degré de la racine est — , a** le premier coefficient est égal
à (±V'Ao); ^oit Bo ce coefficient.
2* Ayant retranché de P le catré du premier terme, on obtient un reste R|. Si Von divise le terme de degré (m — i), de ce polynôme par le double du premier terme trouvé, on a le second terme de Q.
30 Ayant déduit RarfeR,, et, plies généralement, llude Ra_,, comme il a été expliqué, on obtiendra le terme correspondant de la racine en divisant le lerine de degré (m — k) deWk par le double du premier terme de la racine.
Lorsque le problème est possible, comme nous Tavons supposé jusqu'ici, les termes de la racine se déterminent ainsi suc-
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cessivement. Il admet d'ailleurs deux solutions, car Ton peut
prendre, au début, pour Bo la valeur 4-VX^ ou la valeur— vXô. La règle même que nous venons de donner prouve que les deux résultats, qui correspondent à ce double choix, sont identiques, au signe près.
G4I. Extraction de la racine ewtrvée d'un polynôme ordonné par rapport aux puissances croissantes de x.
On peul obsers^er que la théorie précédente s'applique à des polynômes ordonnés par rapport aux puissances croissantes de la lettre x. L'énoncé de la règle donnée se modifie facilement dans cette hypothèse et il est inutile d'insister sur celte modification. Nous ne touchons à ce point que pour feire remarquer que si un polynôme donné P est, par hypothèse, le carré d'un polynôme entier Q; on peut, indifféremment, pour trouver Q, ordonner P par rapport aux puissances croissantes ou décroissantes de x. Les deux voies conduisent au résultat cherché sans qu'il y ait, en général, de raison appréciable pour préférer lune à l'autre.
6&. Forme homogène d'un polynôme entier. Pour bien marquer la raison de Tindifférence qui préside au choix des deux manières que nous venons de noter pour l'extraction de la racine carrée, il est utile de remarquer qu'une fonction entière de x peut toujours être considérée comme identique à une fonction homogène des lettres x et y, mais avec cette réserve que y est supposé égal à i. En effet Tidentité que l'on veut résoudre,
(A) AoO^-l- A,ir^-^-f- . . . -h Ams:(Boa:P-4-B,xP-*-f-... -I-B;,)*
peut s'écrire, si Ton suppose y ~ t ,
(A') Aoa^+IL^x^''^ y-h. . .+A«y'"s: (BoicP-l-B,xP-*y + . . .-hBpypy.
On peut dire d'ailleurs que l'identité précédente a lieu,
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jmW que soit y, et quel que soit x; et non pas seulement pour y =: 1, quel qu^ soit x. Imaginons en effet une identité,
identité qui est vérifiée quelque soit a;. Posons a? — -^; ona
(f)=Kï)-
Cette identité est vérifiée quel que soit X et quel que soit Y,car X pouvant prendre toutes les valeurs possibles, on peut donner à Y et à X toutes les valeurs que Ton peut imaginer. Ainsi X et Y sont des variables arbitraires. Toutes les valeurs d'X et d*Y satisfont à cette égalité et aussi, évidemment, à celle-ci
ï«,(|).ïh(|).
k étant le degré commun des polynômes ^ et ^. On peut donc formuler la remarque suivante : Une identité dans laquelle n'entrent que des fonctions entières de x étant établie y si on la trans-
forme en remplaçant x par - , après avoir chassé les dénominateurs, on obtient une identité qui a lieu quel que soit X et
QUELQUE 801T Y
D*après cette observation, si Ton veut établir Tidentité (A), on pourra, si on le préfère, établir l'identité (A'), puis suppose r y :=: 1. Or on peut ordonner indifféremment (A'), par rapport aux puissances décroissantes de x ou par rapport aux puissances décroissantes de y. L'extraction d*une racine carrée exacte peut donc, pour ce motif, se faire également bien, et indifféremment, en opérant sur le polynôme proposé écrit dans la première ou dans la deuxième forme.
GG« Racine etkwrée des polynômes qui ne sont pas des carrés parfidts. Définition. Étant donné unpolifndfm P supposé quelconque, jn étant son degré; si m est pair il existe toujours, nous allons te démontrer, un polynôme Q de degré
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— ei un polynôme R de degré moindre qu^ , têts que F on ait
(•) Ps:Q»4-R:
Q eêt la racine carrée deV; K est le rate de F opération.
09. Théoréiiie. Le problême que nous venoni de définir ne peut comporter, pour la racine, que deux valeurs identiques et de signes contraires; et, pour le reste j qu'une seule valeur.
En effet, soit Q' et R^ une seconde solution ; on aurait donc
Par suite, en comparant (1) et (a),
oa
m Or, Q et Q sont, par hy pothèsoi des polynômes de degré — ;
R et R' des polynômes de degré moindre que — • Si le produit
(Q — Q') (Q H- 00 ii'ôst pas identiquement nul, l'identité (3) est donc impossible, le premier membre étant de degré supérieur à Tautre. On a donc nécessairement
(Q-Q')(Q + Q')=:o par suite
ou
La racine carrée petit done avoir seulement deux solutions représentées par des polynômes identiques, mais de signes contraires. On voit aussi, que Tidentité (3), dont I@ premier membre est identiquement nui, donnô
R' — Rso
G8. SkilnUon du problème* — DétermliMUion des Inconnues Q et R. Nous supposons que P est un polynôme de degré pair et que son premier terme, celui de degré le plus élevé, est positif. On doit, en effet, remarquer que Tidentité (ij n*est réalisable que si ces deux conditions sont remplies.
Appliquons au polynôme P, la règle pratique donnée plus haut pour extraire sa racine carrée, en supposant, pour un instant, que ce polynôme soit un carré parfait.
Désignons par Q Tensemble des termes obtenus à un certain moment, dans cette opération qui peut être poursuivie jusqu*à ce qu'elle devienne impossible ; le reste obtenu est identiquement égal à P — ^* et Ton peut écrire, en désignant ce reste par r
(1) P=:?'"hr.
Cette identité peut se vérifier pendant tout le courant du calcul ; mais l'opération, si P n*est pas un carré parfait, cessera d'être possible quand on ne pourra plus diviser le premier terme du reste par le double du premier terme trouvé à la racine ; c'est-à-dire quand le reste sera d*un degré plus faible que celui de la racine. Si, à cet instant, on appelle Q la valeur de g et R la valeur de r, Tidentité (4), devient :
Les polynômes Q et R, ainsi déterminés, remplissent les conditions exigées par la définition que nous ayons donnée tout à l'heure. On peut donc conclure i* que la racine carrée de P est ± Q ; a® que le reste est égal à R.
Raelne mtème.
GO. Définition. Si un polynôme donné P, a été obtenu en élevant un polynôme inconnu Q, à une puissance m, on dit que P est une puissance m^^ exacte : Réciproquement, Q est la racine fn"* de P.
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Si, ce qui est le cas général, P n'est pas une puissance m"*« exacte; extraire sa racine m""" c'est trouver deux polynômes Q et R tels que Ton ait
Ps:Q«-|-R;
R étant de degré moindre que Q : Q est la racine ; R est le reste de cette opération.
La théorie de la racine m^'' est très semblable à celle que nous venons d'exposer pour la racine carrée. Nous allons Texposer ici, mais rapidement, pour éviter des répétitions inutiles.
Racine m"'* exacte. Posons
axP ^ bûcp-^ -h cxr-^ J^ . . .h- /s(aa:^-f-^-« 4- . . . +X)'".
et développons le second membre par la règle de la multiplication des polynômes. On a
et, par suite
a ma*"
Les nombres p et ^ sont entiers ; pour que le problème soit possible, il est donc nécessaire que Vexposant p, soit un multiple de rindice m de la racine. Si cette condition est remplie, q est donné par la formule,
D'autre part on a, pour déterminer a, l'égalité;
Si m est impair, on sait que ^a n'a qu^une valeur réelle ; si au contraire m est pair ily a zéro,oudeux valeurs,suivant que l'on suppose a < o, ou a> o. Ainsi, si m est impair, il y a toujours une solution pour le premier coefficient a et il n'y en a qu'une seule ; si m est pair il faut, pour que le problème soit
possible, que le premier coefficient a, du polynôme donné
soit positif. Si celle condition est remplie, a a deux râleurs égales et de signes contraires ; dans le cas conlrairei le pro* bième est impossible.
Pour déterminer le second coefficient 0, on remarque que si Ton pose,
c'est-à-dire
H| — bxp-^ 4 cxP-^-h . . . + ^ on aura
bxP-^ -4- cxp-i -h . . . 4- / = ma"»-'ic('»->)î(Pa^"^ -h . . -f- X) + ^*.
Le polynôme 8t désigne ici l'ensemble des autres termes en xqai proviennent du développement de Q""» ces termes sont d'ailleurs d'un degré inférieur à {mq — i). On conclut de là que le terme
ma»»-' Pa;»»«^-» ou tna»»-» f^xP"^
est irréductible : le coefficient du premier terme de R^ est donc égal à ma^^^^. Ainsi le second coefficient g s'obtient en divisant le premier coefficient du premier reste par m fois la puissance (m — i)"^ du premier coefficient trouvé.
Celle loi se généralise sans difficulté. Dans cette théorie qui offre, avec celle que nous avons exposée tout à l'heure pour la racine carrée, des analogies trop marquées pour qu'il soit utile de la présenter avec les mêmes développements ; la différence la plus essentielle porte sur le calcul des restes successifis. Nous avons donné plus haut une loi de formation, par voie de récurrence, des restes de la racine carrée. Cette loi ne s'applique pas à la racine m°*<»; les restes successifs doivent se calculer en retranchant du polynôme proposé la puissance w"»* de la partie trouvée à la racine.
I. Pour expliquer ce polût, dans tous ies détails, on peut se seTrlr du déTeloppement de la puissance m»* d'un polynôme, dëreloppement donné précédemment. Mais on peut aussi observer que les seuls principes de la multiplication algébrique fruffisent à établif les ràisohde&ieiits qUé tious donnotiB iei.
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91. Racine iii»« ineuicte. Supposons que P soit un polynôme quelconque mais remplissant les conditions suivantes: i"* son degré est un multiple de m, ik^ son premier coefScient est positif, dans le cas où m est pair : en appliquant à ce polynôme la règle d'extraction de la racine m""® on a, à chaque instant, Tidenlité
q étant la partie trouvée à la racine, r le reste correspondant. On ne peut être arrêté dans ce calcul que si le reste obtenu est de degré inférieur à celui de q; et si Ton appelle Q la valeur de qj à cet instant, R le reste correspondant, on a :
Ps:Q«-f-R.
Les polynômes Q et R ainsi déterminés résolvent le problème proposé, puisque R est d'un degré inférieur à celui de Q.
Applications.
Kf^. Démontrer que le produit de quatre nombres consécutifs augmenté de i est toujours un carré parfait»
Soit - le premier nombre ; il faut établir que le nombre U est un carré parfait. On a, en développant le calcul indiqué,
Appliquons au numérateur la règle d'extraction de la racine carrée, on est conduit au calcul suivant :
x^-^'Socy-^y^
{2aj*-4-3â72/)3aîyzi6a;V-l-iK!pV
( iLaf-^^xy-Hf )y ■ zz a.ry-Kfiiry *-f-y^
Ce calcul prouve que Ton a
le théorème est donc démontré.
7S. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour que le polynôme U,
U =: Ax* + iBxy + Cy"
soit un can*é parfait :
On doit distinguer deux cas dans cette question, suivant que l'on suppose A — o, ou A ;zf o. Si A =z o, U ne pouvant pas renfermer X au premier degré, il faut supposer B =i o. Cette con. dition nécessaire est d'ailleurs suffisante; car si elle est remplie, on a U = Cy* ; U est bien un carré parfait.
Prenons maintenant le cas général, celui où A n'est pas nul. Supposons A>o, autrement le problème proposé serait impossible, comme nous l'avons reconnu plus haut. On a:
AU = A V + aABojy + ACy*.
Le calcul suivant :
VAV + a Aary + ACy* R,=y*(AC-B*)
Aic + By
(2Aic + By) By zz %Khxy -|- By,
prouve que si Ton a AC — B* ;zf o, AU, et par conséquent U n'est pas un carré parfait. U est donc nécessaire que Ton ait AC — B* zr o. Je dis que cette condition est suffisante. L'identité qui a été établie par le calcul précédent
AU = {kx + By)* + y'(AC — B*)
prouve, en effet, que si l'on a AC = B*, AU est un carré parfait.
Le polynôme U est donc aussi un carré parfait, savoir celui
kx + Bi/
de = — , quantité réelle dans l'hypothèse A > o, que
VA
nous avons adoptée.
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Si A — o, la condition AC — B* ir o se réduit à B'^o. On peut donc dire que, quel que soit A, la condition cherchée est AG — B* zz o.
•JA. Trouver les conditiotis nécessaires et suffisantes pour que U
U s: Aj?" + My* + AV + ^Byz + i&zx + 2h''xy
soit un carré parfait.
On peut appliquer à cet exemple la méthode générale, que nous avons employée dans les deux questions précédentes. On peut aussi déduire les conditions cherchées, de celles que nous avons trouvées dans Texercice que nous venons de traiter. Nous adopterons cette dernière méthode.
Comme tout à Theure nous distinguerons deux cas : i » A =r o^ 2« A;2fo.
i« Cas. Soit A = o. U ne devant pas renfermer de termes da premier degré en x on doit avoir, quelque soit y et z,
B'z + B"y:szo; par suite
B'rro, B" = o.
V:s:Xy+iïhyz + k''z
On sait que la condition nécessaire et suffi^nte pour que U soit carré parfait est
A'A" — B'no.
Les trois conditions sont donc
2"° Cas, Soit A;zf u. Ecrivons U de la manière suivante : U =: Ax' + iix {B"y + B'z) + A'^' + iByz + Mz\
On peut considérer U comme un trinôme du second degré en a;, dont le premier coefficient A est différent de zéro.
62 CINQUIÈME («ËÇON
Appliquons à ce trinôme le caractère démontré au pat graphe précédent, on a
(B'V + R'zy = A(Ay + nByz + AV).
Mais cette égalité est une relation d'identité, elle doit ave lieu quel que soit y, et quel qtce soit z ; on a donc les condition
i B"*=::AA' (i) { B'B"=:AB ' B'*=AA''
Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, en supposant toi tefois A > o. On a, en effet, A n'étant pas nul
AU s AV + AA'y' + AA"^' + lAByz + aAB'zar + 2AB"a:i/
ou, en tenant compte des relations (i),
AU s: AV- + B*y + B' V + aB'B'^^ ^ aAA'^so; + aAA'^ary
ou enfin,
AU s {Ax + B'V + B'zy
Cette identité démontre bien que AU, et, par conséquent, ) est un caiTé parfait ; savoir, le carré de
VA
t. Trouver quelle condition doivent remplir les coefficients a (t y, pow que le polynôme V,
U3E aV -h- aa;'"'-h &x' + yx-hy*
soit un carré pca*fait* On trouve
• 3— aaY:i:7.
S. Recùimaitrt que les polynômes U, Y ;
Us:36a;(6x4-i)(3x+- i)(2X-hi)-4- i
sonides carrés parfaits.
On trouve, en appliquant la règle pour Textraction de la racine carrée
Démontrer que U
a* fi* L- s J?(a? + a)(a:-H 3) (i» 4- » 4-^) + -7-
eti un carré parfait .
On trouve
Usfa;*-h(a4-;à)d;-+-^^j
9&. Définitions. Imaginons, sur une première ligne, n nombres que nous désignerons par
ai (Zi . . . a|.
Imaginons de même (n — i) autres lignes analogues, Tensemble de ces nombres donne le tableau suivant
Gi a9 , . . a^
t*« CIm • • • (»n
Ce tableau constitue un détei^xinanL II faut bien remarquer que flg est une écriture symbolique. La lettre a ne désigne pas une valeur numérique, comme dans là notation algébrique ordinaire; par a* nous voulons seulement désigner le nombre ou
élément du déterminant qui est écrit dans la ligne 6 et dans la
colonne a.
On appelle ferme d'un déterminant le produit obtenu en multipliantnéléments de cedéterminant : ces éléments étant choisis de telle façon que, parmi eux, deux quelconques ne soient pas situés dans la même rangée. Ce produit doit être affecté du signe 4- ou du signe — , suivant les cas, et conformément à une règle que nous ferons connaître tout à Theure.
90. Pennatotionfti, Inversions. Soient i, 2. .*. . n, les n premiers nombres naturels.
Supposons qu'ils soient écrits sur une même ligne, dans un ordre quelconque, et soient a et 3$ deux des nombres de cette suite, 2 étant placé à la gauche de 3* On dit que a et 0 présentent une inversion quand on a a > 3. L'ensemble des n premiers nombres naturels écrits les uns à la suite des autres dans un ordre quelconque constitue une permutation, Lapei'mulalion est paire lorsque le nombre total des inversions est pair; on dit aussi qu'elle est de pi'emière classe: elle esïrnij^aire ou de seconde classe dans le cas contraire. "'* '^ ' -'î
Parmi les permutations on dislingue la suivatité 1^ a, //l ni elle ne présente aucune inversion. Nous la nommerons pe^'mwlation principale.
9*9. Remarque I. Une permutation change de classe quand on fait réchange de deiiœ nombres consécutifs.
Soient p et q deux nombres consécutifs d'une permutation P; désignons par A l'ensemble des nombres qui sont écrits avant p et par B l'ensemble de ceux qui suivent q, de telle sorte que Ton «lil
Permutons les nombres /> et q et considérons la nouvelle permutation
Pj — A . ^.j!> . B.
Us inversions des nombres qui sont écrits dans A, sont restées les mêmes; il en est de même des inversions dep sur les nombres de B, et de q sur ces mêmes nombres. Enfin les inversions des nombres écrits dans Bsont aussi les mêmes. Mais si p. gr présentaient une inversion dans P,, cette inversion a disparu dans P,, ou inversement. Dans tous les cas la classe a changé.
98. Remarque II. Une permutation change de classe quand on pennute deux nombres quelconques.
Soient les deux permutations
Psi=:A.g.B.p.C;
A désigne tous les nombres qui précèdent p, B tous ceux qui sont placés entre p et ç, enfin C les nombres qui suivent q. Considérons la permutation
PjZzA.B.j^.g.C.
Si z désigne le nombre des éléments de B, on a dû faire z permutations d'éléments consécutifs pour passer de P, à P,. De même si Ton forme avec P, la permutation
Pj = A . î . B . p . C,
on voit qu'il a fallu faire {z+ i) échanges d'éléments ou facteurs consécutifs. Concluons donc que pour passer de P^ à P, on a fait (2z+i) permutations d'éléments consécutifs. Or, pour chacune de celles-ci, il y a changement de classe : la permutation considérée passe de la première classe à la seconde ; de celle-ci, à la première ; et ainsi de suite. Si le nombre des échanges entre deux éléments consécutifs est pair, la classe reste la même ; si au conlraire^ comme dans le cas qui nous occupe> ce nombre est impair, on peut affirmer qu'il y a eu changement de classe.
99. Définition du sig^e d*an terme d^un déterminant. Nous pouvons maintenant définir nettement le signe d'un terme d'un déterminant. Soit
U zz al' . al^ . a** . . . a^
P< Pa P3 P,i
un terme formé par le produit de n nombres différents de zéro, nombres pris dans le tableau (A), et de telle façon que toutes les colonnes et toutes les lignes y soient représentées. Alors
"^1 '^a 3Cj . , . Xn
Hi Ha Ht • • • H«
représentent deux lignes identiques à
abstraction faite de Tordre des nombres. Comptons les inversions de ces deux lignes : si la somme totale de ces inversions est un nombre pair nous donnerons à U le signe -\- ; nous lui donnerons, au contraire» le signe —, lorsque les inversions comptées sur les indices supérieurs et inférieurs foi meront, ajoutées les unes aux autres, un nombre impair.
Mais cette définition ne peut être acceptée qu'après avoir établi le principe suivant.
80. Pritt<sfpe. Le signe d'un terme ne changepas quand on intervertit l'ordre des facteurs qui le composent.
Posons
L ^Aa^BaJC
et
U et V ont la même valeur, mais il faut montrer qu'ils ont aussi le même signe. Dans la notation du terme U, A désigne
le produit des éléments qui peuvent précéder a^ ; B le produit de ceuxqui peuvent être compris entre «g et a^, ; enfin C le produit des éléments qui peuvent suivre a^/. S'il n'y a pas d'éléments
avant aï, on supposera A = i ; cette observation s'applique à
B et à C. Si Ton compare dans U et dans V les inversions des indices supérieurs, on voit que deux nombres ont été échangés et que, par suite^ la permutation a changé de classe. Cette remarque s'applique aux indices inférieurs. Mais alors la somme totale des inversions pour les indices inférieurs et supérieurs û*apas changé de parité, donc U et V sont deux nombres égaux et de même signe.
Exemple. Considérons le déterminant
les éléments i, 6, 8 forment un terme dont la valeur absolue est U i:^ 1 . 6. 8 = 48. Pour déterminer le signe de U il faut écrire
et compter les inversions des indices supérieurs et inférieurs. On trouve ainsi une inversion pour les premiers, ^éro pour les autres, donc U doit être pris avec le signe — .
Principes élémentaires poar le calcnl des déterminants.
81. Théorème I. Si Von échange dans un déterminant A les lignes et les colonnes, le déterminant A', ainsi obtenu^ est identique à A-
En effet soit
«1 (Xi a„
a ff » » n a ff
un terme quelconque de A. L'élément ag** qui dans A désigne
le nombre qui est écrit dans la colonne de rang xp et dans la ligne de rang 6;,, est placé dans A' dans la ligne de ranga^ et dans la colonne de rang 6p. Les éléments de U sont donc, d'après cela, écrits dans A' dans des lignes et dans des colonnes toutes différentes. Ainsi U est un terme de A'. Je dis qu'il a dans A' le même signe que dans A.
En effet le nombre a^^ , étant écrit dans A' dans la colonne
6p et dans la ligne ap, doit, conforn\jément à la convention faite,
g être représenté par aj* . Cette remarque s'applique à tous les
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facteurs de U et Ton voit ainsi que ce ternie U se trouve dans le déterminant A', mais avec cette particularité qu'il a feUu échanger les indices supérieurs et inférieurs ; ceci n'^altère pas la somme des inversions et le signe de U dans A^ sera donc le même que dans A. La réciproque est vraie: Les deux déterminants A, A' sont donc composés des mêmes termes, affectés des mêmes signes ; ils sont, par suite, identiques.
Hft. Théorème II. Si r on permute deux lignes ou deux colonnes d'un déterminant A, on obtient un déte^^minani à' qui est identique à A, mais de signe contraire.
Permutons par exemple les colonnes j» et q. Soit U un terme de A; toutes les colonnes devant être représentées dans U il y a, parmi les facteurs de U un nombre A qui est écrit dans la colonne p et un nombre B qui appartient à la colonne q. Désignons par Rie produit de tous les autres facteurs, facteurs que nous pouvons supposer écrits dans U, avant Tes éléments A et B. On aura
a et 6 désignant les lignes auxquelles appartiennent les nombres A et B.
Tous les facteurs de U appartiennent à A' et sont écrits dans des lignes et des colonnes différentes de ce déterminant A\ La seule différence consiste dans ce fait que A est écrit dans la colonne q et la ligne a ; B dans la colonne p et dans la ligne 6. Pour calculer le signe de U dans A' on doit affecter A de Tindice supérieur q et deTindiceinférieur a; pourla même raison l'indice supérieur de B sera q et son indice inférieur 6. Le produit
sera égal et de signe contraire à U. En effet il y a aux indices supérieurs un seul échange de deux nombres et il n'y en a aucun aux indices inférieurs. En résumé les termes de A sont deux à deux égaux et de signes contraires à ceux de A^ La
réciproque est vraie et résulte du raisonnement même que nous venons de faire. On a donc
88. Corollaire. Un déterminant qui a deux lignes ou deux colonnes identiques est identique à zéro.
Soient p et q les deux colonnes identiques de A; permutonsles, et soit A^ le nouveau déterminant. Le théorème précédent donne
(i) Asr-A'.
D'autre part les deux colonnes peiq étant identiques, la permutation précédente laisse le déterminant identique à luimême : on a donc
(a) As A'.
Ajoutons (i) et (2) on a,
aA^o, ou As:o.
Déterminants minears.
84. lléfinitions. Lorsqu'un déterminant A renferme n lignes et par conséquent n colonnes, nous dirons qu'il est d'ordre n. Si Ton supprime une ligne 6 et une colonne a, il reste un déterminant d*ordre (n— 1), que nous désignerons par
Ag. Pour distinguer ces mineurs de ceux que nous allons dé-
finir et pour éviter toute confusion de langage nous dirons que les mineurs obtenus par suppression dune seule ligne et cTune seule colonne sont les mineurs de première classe.
Supprimons maintenant deux lignes 6, 6, et deux colonnes »! a, ; nous obtiendrons un mineur de seconde classe que
nous désignerons par A^^.^ et ainsi de suite. En général A«* J^ / désignera un mineur de classe k du déterminant
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A, mineur obtenu par la suppression des k lignes 6, 6, . . ik et et des k colonnes x^ a, 2. ..k-
85. Théorème. Lorsque le déterminant A est développéy si Ton réunit tous les termes qui renferment le facteur a^^, F en*
semble M de ces termes est égal à (— i)""^a*Ag.
Considérons d'abord le cas particulier où l'élément considéré est a} ; on a
que Ton doit écrire
Al =
ai .
al.
-ly- • •
pour rester dans la convention générale. Mais on peut observer qu'il est indifférent de compter les inversions avec les indices *', l' y . . (n — 1)' de (2); ou les indices 2, 3, . . n de (i). 11 est visible, en effet, qu'au lieu d'adopter les indices 1, 2, . . n on pourrait prendre n nombres croissants quelconques pour marquer le rang des lignes et des colonnes ; ces indices servant uniquement à marquer le signe du terme d'après la parité du nombre des inversions.
Ceci posé, imaginons un terme U quelconque de A renfer*
mant le fecteur a^ ; soit a, z ce terme ; les (n — i) facteurs de
R sont (n — 1) éléments de a! et sont écrits dans des lignes et des colojaues différentes de ce déterminant* Ainsi R est un terme de A. : d'ailleurs le signe de U. puisque le premier fac-
teur est a\^ dépend des inversions qui existent dans les indices
(le R. Nous venons de remarquer que le signe du terme R, dans A| peut se trouver indifTéremment avec les indices des formules (i) et (a) ; ainsi R est en grandeur et en signe un terme de A^ . La réciproque est vraie et le théorème qui nous occupe
se trouve ainsi établi pour un cas particulier, cas auquel nous allons ramener le théorème général.
Considérons Télément a^ de A et permutons les lignes,
deux à deux jusqu'à ce que la ligne 6 soit arrivée au premier rang. Il a fallu pour ceh faire (6 — 1) permutations successives, et Ton obtient un déterminant A', qui donne lieu à ridentité
(i) A:=(-ir^A.
Dans A' faisons subir aux colonnes des permutations successives Jusqû*à ce que la colonne a vienne occuper le premier rang. On a fait (6 — 1) permutations et le nouveau déterminant A" est tel que Ton a
De (1) et(*i) on déduit
L'élément a^ est dans A'', écrit dans la première Ugne et
dans la première colonne; nous venons de montrer que tous les termes qui, dans A'', renferment cet élément en facteur forment le déterminant obtenu par suppression de ces deux
rangées. Ce déterminant est évidemment A^ puisqu'il n'a été
&it que des déplacements de lignes ou de colonnes. L'identité
(3) prouve que l'ensemble des termes renfermant r?g doit être identique dans les deux membres ; on a donc
Mzz
OU
En posant
on a
M - al Kl
Cette DOtalion esl utile dans certaines questions.
SB. CtMrollaire I. Le déterminant A peut se développer en mineurs de premièi^e classe conformément à In foj^mnle :
(i) A = «1 AÎ -«î A?-+- . . . + (- i)«+* < A? + . . .
-4-(-ir^'«;Aï.
En effet, si nous imaginons que A soit développé, conformément à sa définition même, les éléments de la première ligne entrent au premier degré dans chacun des termes de ce développement. On peut donc dire que l'on a
A s: ^1 X| 4- «I As 4- . . + a*! a„
en imaginant que a^ Xt représente l'ensemble des termes qui
renferment l'élément a^ et ainsi des autres. En appliquant le Ihéorème précédent on voit que
Al — Al A2 — ( — l)rt|At • • • A,i = ( — V rt|Ai-
La formule (i) est donc démontrée; elle s'applique, sauf une modification évidente sur les indices, aux éléments d'une colonne ou d'une ligne quelconque. Cette formule donne un procédé de calcul pour développer un déterminant donné. En effelaprèsavoirdéveloppé A en mineurs de première classe, comme nous venons de le montrer, on pourra appliquer à cha-
cun de ces mineurs le même procédé de calcul et Ton obtiendra le développement de A en mineurs de seconde classe; et ainsi de suite.
HK. Corollaire II. Lorsque les éléments (Tune ligne oudune colonne p (Tun déterminant A renferment tous le facteur K; si Von appelle A' le déterminant obtefiu en supprimant ce facteur K, on a
As:KA'.
Soient A, B, C ... L les n nombres écrits dans la colonne p. On a d'après le corollaire précédent,
A = (- i)^* AA?-h(- i)''+'BAÇ . . .-h(- i)'^LAS.
Mais on suppose
A = KA' B = KB'. ..L=:KL'.
On a donc,
|:=(-.)'^'A'AÎ-»-(-.)'^'B'A§... + (-.f"L'Aî:.
Si nous imaginons le déterminant A' formé en remplaçant dans A ; A par A', B par B' etc., L par L', on voit que le second membre de cette identité est précisément A'. Ainsi on a
^=:A'; ou AsKA'.
88. Corollaire III. Lorsque dans un déterminant A deux lignes ou deux colonnes ont des éléments proportionnels, ce déterminant est identique à zéro.
En effet A' a deux colonnes ou deux lignes identiques, on a donc {% 83), A' z o ; mais A est identique à KA', (g 87) on a donc A«o.
89. Théorènie. Lorsqxie dans un déterminant A une ligne, ou une colonne p, est formée d'éléments polynômes
fi i 0 \ 0
Xi -+- Xg . . . -f. "^
A est identique à la somme de k déterminants de même ordre; ces déterminants se déduisent de ^en remplaçant dans celui-ci la colonne p successivement par les colonnes.
«i a» etc. ... ak
Xf 7*2 ... Xfe
On a en effet
A=:(-i y^' (ai-+-a.-h..-4-ak)AÎ4- H i)^-(3|-+-^,^-...-hgA-)A;-4- • • • H- (—0^" (ai -f- a. -h . . . Ak) M
ou bien
A = [{- .y* a, AÎ + {-.;^*3, A? + ... + (-.)'^''À, AS]
+ [{- «r ' ,j A? + (-. )^* 3. A?+ . . . 4- (-1)'^" X, AS] +
+ [(-«)^'a*AÎ + (-ir^feAÇ+...+(-.)^''XtA!:]
La première parenthèse représente identiquement A lorsque la colonne p est remplacée par celle des premiers éléments de cette colonne, et ainsi des autres. Le théorème est donc démontré.
90. Corollaire I. On peut, sans changer la valeur d'un déterminant, ajouter à une colonne les éléments d*une ou de plusieurs colonnes situés dans les mêmes lignes ; on peut même
supposer que ces éléments, ainsi ajoutés, otil élé préalabieineni multipliés par des facteurs arbitraires.
Je dis, par exemple, que Ton a
hb-h
Xb'-h
xfc'+
:xr",
Le second membre peut en effet se décomposer en trois déterminants de même ordre (§ 89)
\lf
Le premier est identique au déterminant proposé ; les deux autres sont identiquement nuls, les éléments de deux colonnes étant proportionnels ; l'identité est donc démontrée.
01 . Corollaire II. S'il existe entre les éléments correspondants de K colonnes une relation linéaire et homogène, le déterminant cofisidéré est identiquement nul.
Prenons par exemple le déterminant A,
Vf
ff
et supposons que, pour des valeurs \ \ \, qui ne sont pas nulles, on ait
Aiû" -f- \iV + Xac" \^a'"']-U¥''^\7^c"
Je dis que Ton a
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on a en eflet,
\\ar
\îb
AjC
rf
XiXiAsA "=■
/via'
\ib'
Aia"^
rf"
Si Ton ajoute (corollaire précédent) aux éléments de la première colonne ceux de la seconde et de la troisième, la première colonne a des éléments tous nuls. Un pareil déterminant est, évidemment, identiquement nul. 11 suffit pour le reconnaître de le développer en mineurs par rapport aux éléments de cette colonne vide.
L Les principes que nous venons d'exposer, et dont l'ensemble constitue comme un premier chapitre de la théorie des déterminants, suffisent dans beaucoup de cas, soit au calcul des déterminants, soit à la démonstration de leurs propriétés. Proposons-nous par exemple le calcul du déterminant :
lO
On peut remarquer qu'en ajoutant la première colonne à la deuxième, on a
'ih
ou, en retranchant la deuxième colonne de la troisième,
ifi 35 0
Sous cette forme on peut développer A en mineurs parrap-
pori a4ix éléments de la troisième colonne ; on n'a à calculer qu'un seul mineur
on a donc finalement
A ^^ «iOo.
La marche que nous venons de suivre peut être souvent appliquée dans le calcul des déterminants numériques. On s'efforce^ par Taddition et la soustraction des lignes ou des co« lonnes, d'amener la présence d'éléments nuls ou tout au moins d'éléments plus simples que les proposés. Nous signalerons, à propos de cette transformation d'un déterminant donné» le cas particulier oh toute une rangée est formée dunités.
Lorsque cette circonstance se présentera on fera la soustraction des rangées, prises deux à deux, et la rangée considérée ne renfermera plus qu'un élément égal à i ; tous les autres étant nuls. Le calcul se réduit alors à celui d'un seul déterminant mineur. On pourra d'ailleurs appliquer cette remarque à tous les déterminants. C'est ce que montre le théorème suivant.
98. Théorème. On peut toujours transformer un déterminant donné de façon que toute une colonne soit foi^mèe d'unités.
Multiplions les lignes respectivement par a'a'\ ao", aa' en supposant aa*a!'-pL^. Il vient
a^a' V^A rz
1 aa'a^ ba'a" ca'a" aa'a" ab'a' ac'a" aa'd* aa*b" aa'd'
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ba'a'
ca'ol'
ab'a"
aa'b"
aa'd*
aa'd'l =
La transformation annoncée est effectuée. Si Ton veut pro fiter de cette transformation pour calculer A, on écrira,
aa'd'l rz
i ha'd
o a' {ab' — ba)
o a" {ab' — ba')
ca'a" a' {ac a!' (ac' -
ca') 'ca')
ou
aa'a'\ — afa''{ab'—bd){ac'--ca")'-a'a"{ac'^ca') {ab"-ba") on trouve finalement,
A =r ab'c" 4- bc'a" 4- ca'b' — ac'V' — ba'c' - cb'a,
04. Régie de Siarras. Le déterminant du troisième ordre à cause de sa simplicité même, se rencontre fréquemment. On peut le développer par la règle suivante donnée par Sarrus.
Formons le tableau ^
tableau déduit, comme Ton voit, du déterminant proposé
en lui ajoutant les deux premières lignes. En coupant le tableau par des lignes parallèles aux diagonales de A on obtient
SIXIEME ET SEPTIÈME LEœSS
les six termes de ce déterminant: les trois termes qui sont dans les lignes parallèles à la diagonale principale doivent être pris avec le signe -h ; les trois autres avec le signe — .
0&. Remarque. La règle que nous avons donnée pour transformer un déterminant en un autre ayant une colonne d^unités est plus particulièrement applicable au cas où le plus petit multiple commun (numérique ou algébrique) des élémenls a, a\ a" n*est pas le produit aa'a\ mais un nombre plus simple.
Soit par exemple,
Multiplions les lignes respectivement par a,b et c. Le déterminant est ainsi multiplié par abc; mais la première colonne ayant tous ses éléments égaux à abc, on a
bc
ca
ab
ou,
ab'
ne
bc'
ba*
ca;
ab'
ac'
ab)
a{ab
— bc)
b{bc
ou enfin
A — (a' — bc) {b' — ac) [c'— ba).
OO. Nous ferons une dernière remarque. Le calcul d'un déterminant peut toujours se faire par le développement de celui ci en mineurs. Mais, dans un grand nombre d'exemples, on a surtout en vue la discussion du signe de ce déterminant et la détermination des cas particuliers où il s'annule. Ledéva^ loppement en mineurs n'est ]ias, en général, favorable à ces discussions et Ton doit s^efforcer, avant d'avoir recours à ce développement; d'utiliser, s*il y a lieu, la fonne algébrique du
SI
déterminant donné pour faire apparaître par Faddition ou la soustraction des lignes et des colonnes les facteurs de ce déterminant.
Soit par exemple
abc b c a c a b
On écrira ; par une transformation évidente,
a + 6-f-c a + ft-fc
Ai=(aH-6 + c)
On en déduit.
A = (a + 6 + c; (a6 + ttc + 6c — a' — 6* — c*). Le second facteur est égal à,
Il est toujours négatif, excepté dans Thypothèse a^bnc. Dans ce cas particulier A est nul; dans tous les autres cas A est positif, nul ou négatif suivant que la somme (a + fc + c) est négative, nulle ou positive. •<, ;• f
On peut remarquer qu'en développant A en mineurs on a
on a donc
identité remarquable que nous avons déjà signalée {% i)
9K. Théorème de Taadermonde. Soit encore proposé de calculer
jH-l ^»-l çH-l _ ^ ^^i ^«-1
déterminant étudié par Vandermonde et dans lequel on suppose, bien entendu, que les lettres ayb,c, , . .1 sont en nombre n. On remarque que A s'annule pour azzb,a:^Cy . . . kzzL Posons
Ce nombre F est formé diaprés la règle suivante : 1* Il renferme d'abord (n — i) facteurs obtenus en retranchant de a tous les nombres suivants ; a" Puis (n — a) facteurs obtenus en retranchant de b tous les
nombres suivants, etc. Soit, totalement, —^ ^fecteurs.
Je dis que Ton a (— i) A = P. En effet, A est certaine* ment divisible par P, puisque A est divisible par chacun des facteurs binômes de P. Ou peut donc poser XA = P ; il reste à mon-
trer que Ton a X = (— i)
On remarquera d*abord que toutes les lignes de A devant être représentées dans Tun quelconque de ses termes, chacun de
ceux-ci est du degré i -h2-f-...-h(w— i)n-^^ -. D*après cela, A est un polynôme entier et homogène des lettres a,&,e,.../; le degré de chacun des termes étant égal à —^ — -. D*aulre
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part, P est aussi un polynôme entier, homogène et du degré
— - — , des lettres a,b^..,L De cette comparaison il résulte
que X ne peut être une fonction entière des lettres a, b,..A.
Or X est nécessairement une fonction entière, si X a une forme algébrique. On doit conclure de là que X est une quan* tité numérique.
Enfin le terme principal de A est
Uzi:i.6.c\..A»-*r-*.
Parmi les termes de P on trouve aussi
on a donc
et^ par suite
ux = v
41. Démontrer que si ton prend dam leur ordre naturel neuf ternies consécutifs d'une progression arithmétique ou géométrique pour former les trois lignes d'un déterminant^ celui ci est nul.
On retranche les colonnes denz à deux, dans le cas de la progression arithmétique, et, pour la progression géométrique, on remarque que deux colonnes ont les éléments proportionnels.
S* Soit la suite
1, s, «), Oy O, iOf • • •
dite suite de Lamé oH de Fibonaccik Démontrer que si Con prend fieuf termes
consécutifs quelconques pour former un déterminant, celui ci est toujours nul,
Vérifier les identités suivantes
abc b-i-c c + a a + b bc ca ab
bc a a* ac b 6* ab c c*
=: (a— 6) (fe — c) (c — a) {ab -{-ac-^ bc)
iH-rf
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h) la-b) (b-c) (c-a)
k-*)(V-6;jV-6;(A-c;(A'-c);A'-c)
-bk'-c
_ (a-b)' " ab
= — (o — 6) (ft — c) (c — a) (aô + flc -f- 6c)
-a) (o*+&'+ c'+oi-f ce+fec
a a + A a + aA 6 6-f-A' ô-f-2A' c c -4- A'' c + 2A"
ISO
il»
a 6 afr b c bc c a ca
si(a& — éïc)*-f--(6o — ôa)* + - (ca-cft)*
2abc
[(a-6)*4<(ô-c)*4-(c-ay]
a b a'b' b c b'c* c a cW
:^(^^+^J'+^''V(aft--flcr+(^>c-^fta)'+(gg-e&)']
ab
_^(b^ay(b + a){c-b){c + a)
S. O/t cofisidère la suite,
0, 1, 3, 7, i5, 3i, 63, . . . di7e, suite de Fermât, Cette suite est telle que le terme u de rang n £it égal à
(a"" — i)- Démontrer que neuf termes consécutifs quelconques, plus gêné' ralement p> termes consécutifs, donnent lieu à un déterminant d'ordre p qui est identiquement nul.
On remarquera que
u — au , =: 1.
•. Lorsque tune des diagonales et un déterminant sépare celui-ci en deux régions; si Vune de ces régions ne renferme que des éléments nuls, le déterminant se réduit à son terme diagonal.
Calculer le déterminant A
iH-t*
(n-hp) ... (n + i)
in+p){n+p-i)... (n+i)n
(n+|>-f-i)(n+p)..(n+Q), (n+/>)..(n+i),.. (w-f-i)n..(n-p-ha)
On retranche les colonnes denx à deux et on reconnaît que Ton a
D'après cela,
f(rf<)
THÉORÈME DE M. ROUGHÉ.
1. Nous nous proposons^ dans cette leçon,. de résoudre et de discuter le système de m équations linéaires à n inconnues x^,Xi,... Xm* Nous examinerons d'abord le cas où il y a au* tant d'équations que d'inconnues. Posons
X* = a[x^ + a\x^ -[-••••+" <*r^m"" ** = *> Xj = a^^i + a^c^ -h ... -h àl^x^— A, zr o
X«=<a?,+aia?,-f-.., + a;;a?
et,
a* . . . aj*
di9 . • ■ tt^
mm m
A est dit le déterminant du système proposé.
OO. Théorème. Lorsque A est différent de zéro il existe, pour le système proposé^ une solution unique formée par des nombres qui sont tous finis et bien déterminés.
Développons A en mineurs, on a, par une notation indiquée précédemment (S 85)
A = a|A| + aJAJ-f-...a«A7.
Les nombres A], A|, . . . A^ne sont pas tous nuls, puisque
nous supposons A p^ o. Formons la combinaison A|X| 4-
AjXj 4- . . . -I- Af* Xm = o et désignons par D, le déterminant
obtenu en remplaçant dans A la première colonne par/r^, k^^ km- On peut remarquer que Ton a
En effet le premier membre peut être considéré comme réprésentant le développement en mineurs d^un déterminant qui peut se déduire de A en remplaçant les éléments de la première colonne, respectivement par a\, a^, . . - a^. Mais un
pareil déterminant ayant deux colonnes identiques, est identiquement nul. Cette remarque appliquée aux coefficients de J?,, OT], . . . x^f dans la combinaison
A|X. +AÎX,H-...-4-A-X^=o,
prouve que cette relation se réduit à
On pourra donc former avec les équations proposées les combinaisons suivantes
HO
iCaAl^Da
Nous allons établir gi^e les systèmes H et IV sont équivalentSy en démontrant que toute solution du premier convient au second, et vice versa,
11 est d'abord visible que si les égalités (II) ont lieu pour les valeurs a:J, a?J, . . . x'^ des inconnues, les combinaisons
II' &ites avec les équations H, comme nous Pavons expliqué,
seront vérifiées par les valeurs x^ ■=. x[^ x^zz a?J . . . x^z=.x\^^
Mais il &ut démontrer le réciproque de cette proposition, réel proque qui est moins évidente et qui peut s'établir ainsi. Le système (H') étant écrit sous la forme
x,ùi = A|^, + A^A:, + ... + hlk^
x^b. zz k^k, + A?*, -h ... -h Kk^,
Multiplions ces égalités respectivement par a{, af , . . . a^ ;
cette combinaison est possible parce que tous ces nombres ne sont pas nuls à la fois. En effet si tous ces éléments étaient nuls on aurait A=Oy et nous supposons, au contraire, Api^o. Dans cette combinaison le coefficient de Ar^ est
a|AÎ + aîAÎ+... + <A;f*.
Or ceci n'est autre chose que le déterminant A développé en mineurs par rapport aux éléments de la première ligne. D'autre part, le coefficient de k^
peut être considéré comme le développement en mineurs du déterminant A, quand on a remplacé les éléments de la
deuxième ligne, respectivement par a} aj . . . aj* ; mais alors
deux lignes sont identiques et ce déterminant est nul. Cette remarque s'applique aux coefficients de A„ ..., de k^, et Ton a finalement
ou
AX| := o.
Puisque A n*est pas nul, on a donc
Des calculs analogues permettent de déduire successivement des équations (H') chacune des équations (H) : ainsi se trouve établie Féquivalence des deux systèmes.
1 OO. Régie de Cramer. Le théorème que nous avons énoncé et la règle, dite règle de Cramer, que nous allons donner, sont la conséquence immédiate de cette équivalence.
Prenons l'équation
a7|Ai=D|.
Cette équation peut être interprétée ainsi : étant donné un nombre Dtj et un autre nombre A p^o; trouver un troisième
nombre a:,, qui, multiplié par ûl , reproduise D,. On a vu, en arithmétique, qu'il n'y avait, à ce problème, qu'une solution^ et que le nombre cherché Xg était le quotient (nombre unique, fini, bien déterminé) de D| par A.
D'après cela, et puisque les systèmes (H) et (W) sont équivalents, il n'y a au système (H) proposé qu'une solution ; cette solution a lieu pour les nombres finis et bien déterminés.
-. D, _ D, _ Dm
Ces valeurs peuvent s^écrire immédiatement en observant la règle suivante : i^ Lorsque le déterminant A des inconnues est différent de zéro; les inconnues x^, x^, ... Xn ont un déno^ minateur commun ; ce dénominateur est le déterminant des inconnues; a*» le numérateur de Finconnuexp, s'obtient en remplaçant, dans ce déterminant, la colonne formée par les coefficients de Xp respectivement par les termes tout connus des équations; ces termes étant pris avec le signe qu'ils possèdent quand ils constituent les seconds membres des équations proposées.
TnÉORÈME DE M. BOUCHÉ (').
lOl . Définition. Déterminant principal et déterminants caractéristiques» Nous allons considérer maintenant le cas le plus général qu^on puisse imaginer dans la question qui nous occupe, celui où Ton se propose de résoudre le système de n équations à m inconnues. Soit
X» z=z a[x^ + a\x^ + . . + a'^x^ — h\ zz o Xj n a\x^ -4- a\x:^ -+-... + û7a:^ — A", := o
^ Il « t I II > I * II** m n —
le syslème proposé. Formons avec les coefficients des inconnues le tableau suivant
aj
Nous ferons d'abord remarquer que tous les éléments de ce tableau ne peuvent être nuls à la fois. En e£Fet, s'il en était ainsi, on observerait que si un seul des coefficients k était différent de zéro, le système n'admettrait aucune solution finie et que si, au contraire, tous les coefficients k étaient nuls, les équations proposées seraient identiquement nulles et, par suite, vérifiées par des nombres quelconques.
En prenant dans le tableau U un même nombre de lignes et de colonnes, on obtient des déterminants et parmi ceux-ci, il en existe certainement un, que nous nommons déterminant principal, et qui remplit les deux conditions suivantes :
1* U n'est pas nul.
s*" S'il est d*ordre /?, tous les déterminants déduits du la-
1. Comptes rendus des séances de rAcadémie det sciences, 29 noTcmbro 4875. _ Journal de l'École Polytechnique, xlviu* cahier; i880.
bleau U et qui sont d*un ordre supérieur à p, sont tous nuis.
Nous avons dit que l'existence de ce déterminant principal était certaine, car si tous les mineurs du second ordre étaient nuls, on trouverait au moins un élément différent de zéro^ et cet élément serait pris pour déterminant principal. U peut arriver que plusieurs déterminants d*ordre p remplissent les conditions précédentes ; dans ce cas on choisira Fun d*entre eux arbitrairement comme déterminant principal.
Les éléments qui constituent le déterminant principal sont des coefBcients des inconnues dans le système proposé. On peut toujours supposer que ces inconnues sont X^x^ .. .x et
en désignant par s le déterminant principal, nous aurons donc
al
al
.. aP
ap % '" oPp
Prenons maintenant une des équations Xp+a = o et ajoutons à 3 une ligne formée des éléments
et une colonne formée avec les coefficients
k{ k± ... kp kp^oL
Nous obtenons ainsi un nouveau déterminant. Tous les déterminants que Von peut ainsi déduiredu déterminant principal sont dits les déterminants caractéristiques du système. En posant,
p-\.a. /»fa
a doit prendre successivement les valeurs 1,2, . . . (u — p). Ainsi S{^ $2 . . . i„^p sont les déterminants caractéristiques.
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de M. Rou* ché.
IIM. Théorème. Etant données n équations à m inconnues.
1® Si les déterminants caractéristiques ne sont pas nuls, les
équations sont incompatibles,
a<» Si les déterminants caractéristiques sont tous nuls, et si tordre de ces déterminants est supérieur au nombre des inconnues, le système admet une solution unique.
3* Dans cette même hypothèse y les déterminants caractéristiques étant tous nuls, si la différence m — p est un nombre positif i ; le système admet une infinité de solutions, et ton peut prendre arbitrairement la valeur des i inconnues dont les coefficients n'appartiennent pas au déterminant principal.
Freiiièrb partie {Incompatibilité). Les déterminants caractéristiques ne sont pas tous nuls.
Développons §« par rapport aux éléments de la dernière
colonne, on a
Nous désignons ici, et d*après une notation conventionnelle déjà rappelée, par Al, la quantité (— i)*^'Ai; Ai étant d^ailleurs le mineur obtenu par la suppression de la ligne de rang z, et de la colonne de rang t. On i:emarquera
que A^i = ±3; A^i est donc une quanlitédiflférente de zéro. Considérons maintenant la combinaison;
(a) V = Af-^'X. + Af"x, + . . . + Af X^ + A'^lx^^^ Le coefficient de X|, dans cette combinaison est,
«1^ ^%\ -H... + a^^Aj^,,
C*est-à-dire, par comparaison avec (1), i^ quand les éléments de la dernière colonne sont remplacés par ceux de la première. Ainsi le coefficient de x^ est nul. Cette remarque s'applique aux coefficients de x^x^ , . ,Xp. Quant aux coefficients de x^\ , . . . Xhj ils sont nuls parce que ce sont des déterminants d'ordre (p+ 1) déduits du tableau (U), déterminants qui sont supposés égaux à zéro. On a donc finalement
ou,
(3) V rr - 3«.
Imaginons maintenant une solution du système proposé. D'après la formule (3), V serait nul, pour ces valeurs des inconnues, et ceci implique contradiction, la formule (3) prouvant que V est différent de zéro. Ainsi le système est incompatible quand un seul déterminant caractéristique est différent de zéro.
Deuxième partie {Solution unique). Les déterminants car acléristiques sont tous nuls, et leur ordre est supérieur à m.
Nous supposons maintenant 8» :^ o^ et p+i>m; le nombre p est donc égal à m, ou supérieur à m. Soit d*abord pz^m. Le déterminant principal étant formé, comme nous Favons dit, avec le tableau rectangulaire (U), p est tout au plus égal au plus petit des deux nombres mein; et puisque p 3;: m, on a donc nir m, ou n > w.
Si Ton suppose d'abord n = m, le déterminant principal S est justement le déterminant du système. Nous avons montré, en établissant la règle de Cramer, que le système comportait, dans ce cas, une solution unique.
Soit maintenant n>m; il y a plus adéquations que (P inconnues et nous pouvons considérer le système.
(4) Xj — o X^ m o . . . X^ iz o
formé par les m premières équations. Puisque p = m le déterminant de ce système est le déterminant principal S. Nous supposons S pf o ; le système précédent admet donc une solution unique, et il reste à montrer que celle solution convient aux équations Xm+i =r o . . . X» = o. Des égalités (2) et (3), établies ci-dessus, résulte Tidentilé
(4) Af+'X, + . . . + A^\ + a;+;x^, + 8, = o.
identité dans laquelle nous supposons pnm. Soit x\,x\,.. xJi
la solution du système (4); puisque î» =: 0, et Aj|î = 8, on a
Xi,-^ai désignant ce qui devient X^^^j quand on y remplace les lettres x^, a?„ . . . Xm par les valeurs particulières x\^ x^ • . • x]^. Mais on suppose S ^f 0 ; on a donc
Enfin si Ton suppose p > m, on a nécessairement n> m; le raisonnement précédent subsiste sans modification essentielle et Ton peut dire encore que le système admet une solution unique.
Troisième partie (Indé(enninatioii), Les déierminants cartic- Jéristiques sont toits nuls, et leur ordre est égal ou inférieur à m.
Nous supposons maintenant p + i ^m;p9L donc Tune des valeurs (m— 1), (m — a), etc....Quantaunombren il peut être, suivant les cas, plus grand que m ; égal, ou inférieur à m. M«iis on peut toujours supposer w > m; on peut toujours, en d'autres termes, admettre qu'il y a plus d'équations que d'inconnues, car on peut adjoindre au système proposé autant d'équations que Ton veut, pourvu que celles-ci soient identiquement nulles.
Considérons maintenant les équations proposées.
(">) X, iz o X^zzo , . .X zi o
et distinguons, dans ce système, les équations (6) X. — o X„ — o . . . X =z ».
Nous supposons p < m et m < n ; par suite p <n. Donnons aux lettres x^^^ . . x^ des valeurs arbitraires, et résolvons le
système (5) par rapport aux inconnues x^j x^, , . . x^; chose possible puisque 8 ;zf o. L'identité (4) prouve que cette solution convient aux équations X^^, n o, . . . X„ z= o. Ainsi il
existe une infinité de solutions pour le système proposé, rindétermination étant caractérisée par ce fait que Ton peut prendre arbitrairement les valeurs des inconnues qui ne sont pas représentées par leurs coefficients dans le déterminant principal.
108. Remarque. 11 nous reste à établir un dernier point en montrant qu'en opérant comme il vient d'être dit> en donnant aux lettres Xp_j^p . . . a?^ , des valeurs arbitraires et en déterminant ensuite x^x^ . . .x^ par les équations (6) on a bien obtenu toutes les solutions du système proposé,
Soit.en effet x[x'^ . . . x'^xxne solution quelconque du système (5). Nous avons donné, avons-nous dit, des valeurs arbitraires aux lettres a? , ^ . . .a?^. Les nombres a?^^. . . x'^ ont
donc été choisis, ou peuvent Tètre, pour représenter les inconnues x^^, , . x^. Les équations (6), quand on y fait x^^^
z= x' . . . ic^,, iz x'^y constituent un système de p équations à p inconnues. Le détei-minant de ces inconnues est S, quantité différente de zéro. Un pareil système n'admet qu'une solution (règle de Cramer) ; et puisque ip, zi a?( .. . Xp n oîj^cons-
Qtaent, par hypothèse, une solution de ce système, ces nombres représentent la solution unique du système. La solution xj, x'. x'„ a donc été trouvée en opérant, comme nous
l*avons dit^ et la méthode indiquéedoaae biea toutes les solu lions du système donné.
t. Résoudt'e et discuter le système
ax+ y '\-dzzii
Le déterminaot du système est égal à (a— </) (c— 6) : ou distioguera différents cas, et OD appliquera le théorème de M. Rouché.
S. Résoudre et discuter le système
aœ+ by-\' zm i x-haby-h zzzb x-\- by-^azzni
Le déterminant du système est 6(a— i}*((i-f-J}»
Résoudre les équations
(Archives de Grûuert.)
EXEHQGES 99
En supposant a, à, c différents, ou IroiiTe
•X^ — / rT~7 V 6tC« . . .
i. Résoudre les deux équations
a^ + y* — d{x-hy)_a
^ {y^x — d){y* + af)''d
x^^y^—djx + y) _b
Od pose x=z€U, y=zbt; t étant une inconnue auxiliaire. Ou trouve,
;g_ (a'H-6*) — d(a-4-ft) a*" (a-h6 — rf)(a*-4-6*) y_Ja'-hb')^d{a^b)
H. Résoudre,
ax-^-by-^-czzzb-hc bx + cy-hazz^^c + a cx-hay-hbzz=a + b
Daus cet exercice, on peut appliquer la remarque suivante, qui est quelquefois utile : le système, dira-t-on, admet visiblement la solution jcrzo,
y=i, : = i; mais il ne peut admettre qu'une solution, donc, etc Ou
vérifie d'ailleurs facilement ce résultat en appliquant la règle de Cramer.
V. Résoudre et discuter successivement les systèmes suivants :
ax-\-ay + bz:=z i
(i) ax-hcy + bzzz i
bx-^-by + az-^. i
b*x-\-ay + c*zzzb
(a) aa,+ y-haz=z i
c^x-^- ay -{-Vzz^ c
c*x-{- ay + c*zzzb
(3) ax'^ y-hbzzz i
c*x-hby-hc*zzz.a
Appliquer le théorème de M. Bouché aux équations
-j? -h 1/ -4- os ^ 1
On trouve d'abord
_(a-fe)' ab
Si ToQ suppose a = 6, tous les mineurs de première espèce sont nuls, et le déterminant principal est l'élément i .
est un déterminant caractéristique ; si
On voit ensuite que
a " l'^Of il y a incompatibilité; si a = i, il y a indétermination et ou peut preudre y ei z arbitrairement.
• . Résoudre les équations
of — y* — 3* — éf _ a
^y{x —d) _ 6 x*-hy*-hz'--d''^d
En supposant
On trouvera
X _a* — b* — c'^d' d~a*'i'b*'^c*-'d' y __ 2b(a — d) d ~ a' + 6* -t- c* -- cT
z __ 2C(fl — d)
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104. Défioliion des formel* lloéaire« et homon^ti ses. L'expression algébrique fonnée par une suite de termes» chacun d'eux renfermant une des lettres ar,, a?„ ... o:^, et
une seule, Texposant de cette letlre étant d'ailleurs égal à Funité, constitue une forme algébrique linéaire et homogène de ces lettres. En désignant cette forme par U, on a donc
les lettres a^ b, ... l étant en nombre égal à m. Ces lettres représentent des coefficients numériques ou algébriques; mais dans aucun cas les lettres x^, a;,, . . . x^ n'entrent dans
a,by .. . L Lorsqu'on égale une suite de formes linéaires à des constantes A^^, /r,, . . . k^ qui ne sont pas toutes nulles, on
obtient le système de m équations linéaires que nous avons résolu et discuté dans la leçon précédente : en les égalant à zéro on a des équations linéaires et homogènes qui vont nous occuper maintenant.
l€l&. Théorème I. Soit le système
U, z= a\x^ + a\x^ H- ... + a^x^ — o U, zz rtjir, + alr^ -f- . . . + a^x^ = »
U,„=«>i + <^« -I- . . . -f- alx„ zz o
de m équations linéaires et homogènes à m inconnues. Si le déterminant A formé avec les coefficients des inconnues n'est
pas égal à zéro, il n'y a, au système proposé, aucune solution autre que la solution éf)identex^z=.o^ a;, — o . . . x^-=. o.
Supposons que Ton ait A ^f o et soit x\^œt, ... x^ une solution du système : nous allons montrer que Ton a nécessairement.
X[z=.X',,.ZZC(f — C) 1 2 m
Désignons, en effet, par X, , X„ . . . X^ des nombres arbitrairement choisis, mais tels que la somme a\\^ + afx« + ; . • + ûi^m soit différente de zéro. Cette condition peut toujours être réalisée, car Fun au moins des coefficients a\, a]^
..; of n'est pas* nul : en supposant a^y^o on pourra toujours, après avoir donné des valeurs arbitraires aux lettres Xi, X„ . . . X,^_,, déterminer \^ par la condition
«ÎX, + aîX.-l-...+a^X^=:*„
A4 étant un nombre arbitrairement choisi et autre que zéro. Posons maintenant
On aura donc
ou
ojX' -H . . . + a»X' =:*,. (t)
De même on trouve
«ix; + . . . -4- «jx;^ = *. (,)
en posant
aJX,4- ••-+-ûr^„ = *i
Si Ton considère les équations (*) qui sont linéaires mais non homogènes, elles admettent une solution, puisque le déterminant des inconnues est différent de zéro. De plus on sait que cette solution est unique.
Par suite les équations (i) et {i) ont les mêmes solutions.
On a donc
A ^ X^ A^ — Al • . • A I^ K
l'a' mm
et, par conséquent,
lOS. Théorème 11. Lorsque le déterminant A du système r c»f e</a/ à zéro, ce système admet une infinité de solutions non nulles (i).
Nous supposons maintenant A = o. Dans les équations U donnons à rr_ une valeur arbitraire x' différente de zéro et
ni m
posons A, = — a'^x'^ h, = ^afx'^ ... A^ - — a^'^. Ces quantités A|, A,, ... h^ ne sont pas toutes nulles, Tun au moins des coefficients a^, a^, . . . o^ étant différent de zéro. Les équations
a\x^ + . . . + a^ir^Xn^i = A, «ii^i + . . . 4- am^'^w-t = A^.
i. Par abréyiatioD, nous appellerons solution nulle celle qui correspond à des valeurs des inconnues toutes nulles, et solution non nulle celle qui correspond ft des valeurs des vartables qui ne sont pas totftes nulles.
lOi
Constituent un système de m équations linéaires, non homogènes, à (m — i) inconnues, les coefficients h n'étant pas tous nuls. On peut donc appliquer à ce système le théorème de M. Rouché. Considérons le tableau rectangulaire des coefficients.
IW-i
Soit p Tordre du déterminant principal B ; on aura p ^
9n — 1 . D'ailleurs les déterminants caractéristiques sont tous nuls. En effet, Pun quelconque de ces déterminants B' est
>>+« • • • ^p+a "p-^OL
ai a^
Le déterminant qui est facteur de apj,, dans cette formule,
est, ou un déterminant du tableau (V), ou le déterminant A ; dans Tun et Tautre cas il est nul. D'après cela il est prouvé que le système U admet une infinité de solutions non nulles ; le nombre des variables arbitraires peut d'ailleurs se déterminer. Nous avons donné à x^ une valeur arbitraire x' ; de
plus dans le tableau (V) l'ordre du déterminant principal étant plus petit ou tout au plus égal à (m — i) en désignant par h un nombre nul ou positif, on peut poser
m — 1 — p zz h.
D'après le théorème de M. Rouché on peut prendre h inconnues arbitrairement. Le nombre total des inconnues arbitraires, en y comprenant x^, est donc h + i, ou (m — - p).
Théorème III. Lorsque entre m inconnues U existe
/m — i) équations linéaires, i étant un nombre entier et positif; ce système admet une infinité de solutions non nulles. Le nombre des variables arbitraires est au moins égal ai; il est exactement (m — p), p étant V ordre du détet'minant principal qui correspond au tableau rectangulaire formé avec les coefficients des inconnues.
Considérons en effet les équations linéaires et lioinogènes, entre les inconnues ar,, ar,, . . . .r^.
(i) l', zzo U, = 0 ... U„ — o ; et le tableau rectangulaire des coefficients.
Soit
le déterminant principal de ce tableau. Considérons les équations.
(a) . U , zi o r, := o ... {jp — o
Qui font partie du système (i). Donnons, dans ces équations, des valeurs arbitraires aux inconnues x^^ . . . x^. Le
déterminant 3 des inconnues a:,, a?,. . . . iCp étant différent de zéro, on pourra résoudre le système (2) par rapport à ces va* riables. On obtient ainsi, iSnalement, une solution x[j a;^. . . .
^pî ^^1 • • ^m» du système (a), solution présentant le caractère suivant : les (p — m) dernières inconnues sont arbiii^aires; les p premières ont, au contraire^ des valeurs dépendantes de celles-ci.
Il nous reste maintenant à montrer que Tune quelconque des solutions précédentes satisfait aux équations.
IW«=" U^2 = «
Posons en effet
La dernière colonne de ce déterminant est un polynôme En développant i^^ en déterminants d'ordre (p-f- 1) on voit,
1** que les coefficients de a:,, rr,, . . . x^^ ont deux colonnes
identiques et sont par conséquent nuls;
2o que les coefficients de x^^, . . . x„ sont des déterminants d'ordre supérieur àp, pris dans le tableau (V), déterminants qui sont nuls conformément à la définition même du déterminant principal. Il résulte de ceci que Ton a s^^ is o.
Dans cette identité remplaçons x^, par x[; a?, par x^ etc. . .; Xp par Xp. On a Uj :=: o uj = o . . . Up rr o (*). La dernière colonne de 3^,^ a tous ses éléments nuls, à l'exception du
dernier terme U^a- ^" P®^* ^^^^ écrire
Nous avons montré que i^^^ est identiquement nuL a donc B^^j z= o et, par suite,
On
1. Vff désigne ici ce que devient U^^ quand on remplace dan» cette forme algébrique les lettres x^, ^^"^m P**" l^avalenrs particulières dr{, a:^,. . . x'^.
Mais on suppose 5?^ « ; on a donc enfin U^^zz o. De celte conclusion résulte le théorème en question. 1,0(9. Théorème WW. Lorsque entre m inconnues x^, x^y . . x^ existent n i=m -4-1 équations linéaires et homogènes
(i étant un nombre entier et positif)y ces équations admettent une infinité de solutions non nulleSy si V ordre p du déterminant principal qui correspond au tableau rectangulaire des coefficients est inférieur à m. Les équations n'admettent, au contraire, que la solution nulle^ si Von suppose p > m.
Si Ton suppose d'abord p'^m, les m premières équations n'admettent que la solution nulle (Th. I). Prenons maintenant rhyçothèse p < m. On peut donner aux variables a?^^ . . . ic^
des valeurs arbitraires et résoudre les équations
(P) U, zzo U, — o ... Vp^O
par rapport aux inconnues a?,, a?„ . . x^. On voit, comme
dans le théorème précédent, que toute solution du système (P) appartient aux autres équations U^, n: o . . . IJ„ =z o. Le
nombre des variables indépendantes est égal à (m — p).
mo. Théorème V. Pour qu'un déterminant soit nul il est nécessaire et suffisant qu'il existe entre les éléments des lignes ou des colonnes des relations linéaires et homogènes.
i" Je dis d'abord que cette condition est nécessaire. Considérons en effet le déterminant A ,
a\ al . . , a^
un n
et supposons A = o. Les équations linéaires et homogènes
P, = œ{x, + afX, 4- ... -+- a^X, = *» (H) P, = «iX, + a|X, + ... + a;x„ = o
admettent pour les inconnues X, une solution non nulle ; le déterminant formé avec les coefficients des inconnues étant nul (g 106).
2® Je dis maintenant que cette condition est suffisante. En effet si les équations (H) sont vérifiées par des valeurs des inconnues X qui ne sont pas toutes nulles, c'est que le déterminant A est nul {% io5).
11 0. Théorème ^1. Lorsqu'un déterminant est nul ainsi que tous ses mineurs, jusqu'à ceux de la classe h exclusivement y il existe entre les éléments de chaque ligne une même relation linéaire et^ parmi les coefficients qui définissent cette relation, h sont arbitraires.
Conservons les notations du paragraphe précédent et supposons que A soit nul ainsi que tous les mineurs de première classe, de seconde classe, etc.. , mais non le mineur de classe h.
Bz=
^« A az, A • » . ^i,~/,
Considérons les équations
(1) P,=o P.izo ... P„^;i = 0
et donnons aux lettres A„_/i_|.i, ... ),„ des valeurs arbitraires. On peut résoudre ces équations par rapport à X,, X,, • • • \~h î puisque le déterminant de ces inconnues î, est différent de zéro. On obtient ainsi une solution X,, X,. . . X„
du système (1) et nous allons montrer que ces nombres vérifient les équations
Soit en effet le déterminant A'
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déterminant dans lequel z désigne un des nombres (h — i), (A — a), ... o . Si Ton développe A' en déterminants d'ordre (n — A-f-i), conformément à la règle connue; il résulte de rhypothèse que nous avons faite que ces déterminants sont tous nuls. On a donc A' z=. o. D'autre part les nombres A„ X,, . . . X^ rendent nuls les éléments P,, P, , . . . P„_i^ de la dernière colonne. On a donc
et comme S n'est pas nul, on a finalement P^_. - o, ce qui démontre le théorème en question.
lit. Définitions. On dit que des formes linéaires U|, U,, . . . U^ des variables rc, , a:,, . . . a?^sont indépendantes lorsque l'identité
ne peut avoir lieu qu'en supposant X, = X, ... ^ X„ := o. Si le contraire a lieu, les fonctions U sont dépendantes.
Si Ton suppose n > m, la dépendance existe nécessairement. En effet Tidendité (a) peut être établie en écrivant entre les coefficients X qui sont au nombre n, m équations linéaires et homogènes ($ 107).
Théorème l^WÊ. Pour qu'il y ail une dépendance entre n formes U linéaires et homogènes de n lettres Xt, . . . j?„ il est néces-
saire et suffisant que le déterminant A formé par les coefficients de ces lettres x, dans les formes U, soit nul,
i^ La condition est suffisante. En effets si ou suppose A zr o nous venons de voir (^ 109) qu'il existe des nombres X,, X,,...
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An qui ne sont pas tous nuls, et qui satisfont aux conditions suivantes :
X,aî 4- X,a| -H . . -h X«fl; = o
on a donc
X,U, + X,U, -h . .. + X„l « = o 3» La condition est nécessaire. Supposons que Tenait
X,U, + A|U, + • • + XnU„s:o,
les équations (0) sont alors vérifiées pour des valeurs des
coefficients X qui ne sont pas toutes nulles ; on a donc A = o. (§ io5).
1 1 !9. Théorème THÉ. Pouj* que n formes linéaires U| , U,, ...Un, entre les m variahlesx^ x^,..XmySoient dépendantes il faut et il suffit que le déterminant principal î, du tableau rectan* gulaire (V) des coefficients soit d'un ordre inférieur an: on suppose (n < m).
II nous reste à examiner le cas où le nombre des formes est inférieur au nombre des variables. Pour déterminer les paramètres X et former, s'il est possible, une relation d'identité entre les fonctions U, on doit résoudre un système de n équations linéaires et homogènes entre les inconnues X,, \,... X^.
Le tableau rectangulaire de ces équations n'est autre chose que le tableau (V) des coefficients proposés. Après cette remarque, il suffit d'appliquer le théorème IV pour établir la propriété en question.
113. Théorème IX« Lorsqu'un polynôme U, entier, du degré m, U =r Aoa:'« -f- A,a:»»-* -»- . . . -f- Am s' annule pour (m + i) valeurs de a?, il est identiquement nul.
EQUATIONS HOMOGÈNES Ml
Soient XoX^ . . . Xm, {m -h i) nombres différents et tels que Ton ait,
AoJ?S* + A,a;îî*~ -+-...+ Af^^^Xo + A,„ n: o
AoXj^ -f- A^X^ff^ -+-•••+ ^nt^V^m "h A,„ HZ O
Considérons les équations linéaires et homogènes entre les inconnues X09 X|9 . . . Xm ;
X^Xq -j" XjO^o -h • . . + Xm— 1X0 + X^ ^^ «
Xoxr+XjO;?*""*-!- ... -h X^-i^?, + X^ in o Xo^m + X,X,„ -h . . -f- Xffi^iXfn'i' Xfli — O
Le déterminant des inconnues est un déterminant de Vandermonde et il n'est pas nul si les nombres XoXi . ,. Xm sont tous différents, comme nous le supposons. Un pareil système {% io5) ne peut admettre que la solution nulle. Or en comparant (1) et (a) on observe que X© = Ao, X, — A,, . . . Xm = Am est une solution du système (2). Cette solution est nécessairement nulle. On a donc Ao — A, zz ... Am == « ;
Ainsi U est identiquement nul.
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NOMBRES INCOMMENSURABLES* CALCUL DES RADICAUX
1 1 4 . On a exposé en arithmétiqae(^) la théorie des nombres incommensurables^ et on y a défini notamment la racine m"* d'un nombre, m désignant un nombre entier et positif. Nous reviendrons pourtant ici sur ce point important.
Étant donné un nombre A, entier et positif, si Ton peut
trouver un nombre x tel que Ton ait x"^ zz A, on dit que x est la racine m""' de A. Si A est fractionnaire et positif, si Ton a
Azi-, on remarque que Ton a, A zz-- — ; et, en posant.
— m"* > (-) = A. L'extraction de la racine mJ^ d'un
nombre fractionnaire se trouve ainsi ramenée à celle d'un nombre entier.
Dans le cas où A, nombre entier, n'est pas une puissance m"<^ exacte ; si Ton imagine la suite
(i) i'", 2"*, :r, r, etc..
A est nécessairement compris entre deux nombres consécutifs de cette suite, p'" et (p + i)"*. On dit que p est la racine m"* de A, à une unité près, par défaut; (p -»- 1) représente la
1. Mesure d*uDc grandeur iucommou durable avec ruuiti*. — DéHuiUou des opératioDS sur les uoaibres incoiuiueusurubles. (Programme d*adluissiou à l'École pol^teclinique, 3 jauvicr 1882.)
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radne m"^, à une unité près» par excès. On sait d'ailleurs qu*il n'existe aucun nombre commensurable ftactionnaire dont la puissance tn^ soit égale à A.
On est alors conduit à Tidée des nombres incommensurables, et nous allons définir en particulier le nombre incommensurable dont la puissance m^^ est égal à A.
Posons
p étant un nombre entier quelconque : Ap*" est donc un nom-> bre entier. Ce nombre n'est pas une puissance m"* exacte ; car
si Ton avait Ap"* =i x*" on aurait \^\ =r A, ce qui n'est pas
possible, comme nous l'avons rappelé tout à Theure. Ainsi Ap**est un nombre compris entre deux nombres consécutifs du tableau (i); w*" , (n + i)*". Écrivons donc
n'"<Ap'^<(n + ir ou
Nous poserons
a«i=- et p^::r
p p VP p
Considérons maintenant les deux suites
(l) «1 9 âCi I • • • Op
(^) • ô| > 6f 9 • * > 6p et désignons par p la valeur principale (0 de la suite (i) et
pars celle de la suite (2). Les nombres p
(3) p, , pi » • • • pp
(4) ffi > ff| > • • • Cp
1. Noui appelons, avec M RoucLé, valeur principale d'une suite de
joaisseat des propriétés suivantes : i» Les nombres p vont toujours en croissant ou du moins ne décroissent Jamais ; a» les nombres 9 vont toujours en décroissant ou du moins ne croissent jamais ; d'ailleurs les premiers sont nécessairement infétieurs à A, les autres supérieurs à Tunité. Les uns et les autres ont donc une limite ('). Je dis que cette limite est la même. En effet, on a
mais Ton suppose
in a donc
Pp>^ -r<^p-
Quand p tend vers Tinfini, la différence ff^ — Pp tend vers
zéro ; la limite est donc la même pour les deux suites. Cette limite commune, ce nombre positif bien déterminé et que Ton peut imaginer nettement, est ce qu*on appelle la racine m""® de A. Nous conviendrons de représenter ce nombre par récriture symbolique y A.
Il faut d'ailleurs remarquer que la limite que nous venons de définir est unique. Imaginons en effet deux nombres positifs incommensurables x eiy tels que Ton ait
a?'" = A et y'^^rzA.
On aurait donc
quantités x^ 0:^ • • • ^n ^^ P^us grande ou la plus petite du ces quantités, suivant quelles représentent des valeurs approchées par défaut ou par excès de la quantité incommensurable qu'on veut définir. (V. Traité de Géométrie étém.y Rouché et dc Gomberousse.)
1 . Nous supposons ici, pour ne pas insister davantage sur ces idées élc' mentaires, que les notions de limites, Tsuciome fondamental que nous Venons de rappeler 0t les principes relatifs aux limites ont été développés dans le cours d'Arithméti(iue.
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OU
(x — y) (a?"'"' -i-ya;^* -h . . . 4-»'""*)^ 0,
Le second facteur du produit est positif, il £iut donc que le premier fticteur soit nul ; ainsi on a a; =: y.
1 1 &• Remarque. Lorsque m est pair, si Ton appelle x la, racine m"« de A, — x est aussi une racine m"»« ; maïs pour éviter toute confusion^ nous appellerons valeur arithmétique d'une racine d'indice pairie nombre positif défini au paragraphe précédent. Avec cette convention, la racine m** d'un nombre positif est une quantité toujours bien déterminée, c'est-à-dire n'ayant qu'une valeur.
Nous ferons aussi remarquer que nous avons supposé A > 0 ; si Ton suppose A négatif et m impair, on ramène immédiatement ce cas au précédent de la manière suivante.
Soit X la racine m^^ du nombre positif — A ; x est un nombre que nous venons de définir et qui est bien déterminé. On pourra donc écrire.
ou m étant impair,
Multiplions, de part et d'autre, par (— i)*", il vient
(_,)"»a?'"=A ou enfin
D*après cela — x est la racine m^^ de A.
Enfin si l'on suppose m pair, et A < o il n'existe aucun nombre, positif ou négatif, commensurable ou incommensurable, qui, élevé à une puissance paire, puisse donner un résultat négalif.
lis. Théorème 1. le produit de deux ou plusieurs ra^
dicaux de même indice p, est égal à la racine d'indice p du produit des nombres proposés.
Je dis que Ton a
* • (i) Ç'âÇ'Bs^âb.
Le premier membre de (i) est un produit de deux fiicteurs et chacun de ceux-ci n'a qu'une valeur : le produit n'a
((onc lui-même qu'une valeur. Désignons par a cette valeur unique.
Si on élève a à la puissance p, il faut élever chacun des facteurs à la puissance p, et faire le produit des deux résul-
tais. Par définition, la puissance p du premier facteur ^Â est
égale à A ; la puissance p du second facteur Ç^B est égale à B. 'On voit déjà : i** que le premier membre a une valeur unique ; ^* que cette valeur est telle, qu'élevée à la puissance p,
elle donne pour résultat AB. Or ^AB est un nombre bien déiahi, n'ayant qu'une valeur, et cette valeur est telle que, élevée à la puissance p, elle donne pour résultat AB. En rapprochant les deux &its on voit que les deux membres ont des valeurs uniques et égales.
Le théorème étant vrai pour deux facteurs, s'applique, pour des raisons évidentes, à *un nombre quelconque de radicaux.
119. Théorème II. Pour élever un radical à une puissance m, il suffit d'élever, à la puissance m, le nombre placé sous le radical.
Nous voulons démontrer que l'on a
Le premier membre peut s'écrire
aÂ)(?/Â)... .
le nombre des facteurs étant égal à m. D'après le théorème
précédent ce premier membre est égal à Ç^ A. A... ou !( A"*. La proposition est donc établie.
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118. Théorénie III. Le quotient de deux raçCiçdux '4e même indice p est égal à la racine d'indice p du quotient des deux nombres dominés.
En d'autres termes, nous voulons montrer que Ton a
Va_7a
OU • •
Vâ=VbV§-
Or cette dernière identité résulte du théorème I ; le second membre étant, d'après ce théorème, égal à
g, ou a \A.
IIO. Théorème 1^. La racine d'indice p dun radical d'indice q est égale à la racine d indice pq du nombre proposé. On a donc à reconnaître l'exactitude de Tidentité
V^VÂs'^Â.
Élevons le premier membre qui a une valeur unique et bien déterminée à la puissance pg. A cet effet on peut, si Ton veut, rélever d*a bord à la puissance j9, puis à la puissance 9. La ph*
mière opération donne pour résultat y\ ; la seconde A. Or le second membre a, lui aussi, une valeur unique et bien déterminée ; valeur telle que si on Télève à la puissance pq on obtienne pour résultat A. Le premier membre a donc une valeur unique égale à celle du second membre.
IIBO. Théorème V. On ne change pas la valeur d un radical en élevant à une puissance quelconque q, le nombre placé sous le radical, pourvu que Von multiplie en même temps par q Vindice du radical.
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' Sôit ^Ale radical proposé; je dis que Ton a
n suiBQl d'élever le premier membre à la puissance pj' et de raisonner, comme nous l'avons fait dans la démonstration du théorème précédent.
Applioatioiis. Le théorème précédent est surtout employé dans les deux cas suivants : i® Simplification des radicaux \ 7^^ Comparaison des radicaux.
1® Soit à calculer
On aura
ou enfin
a?zz45V*«
i"" Soit à comparer les quantités
\^a, V^^ V4? • • • Wî etc. . .
Posons
Vn = \n par suite,
Réduisons les radicaux au même indice; écrivons, à cet effet, et,
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Pour comparer yn et yn^\ nous allons considérer la quantité
Cette expression peut s^écrire
Pour w zr 2 on a y, =: ^; ainsi Ton a yj'Sy \2.
Nous verrons bientôt que Texpression ( i +- 1 est toujours
comprise entre 2 et 3; alors z^, 24, . . . sont plus petits que Tunité. On a donc
•v'3>V4>^5...,elc.
Ifil. Expasttnts ffraetionnalreflu L'expression a^ (0 a une valeur bien définie quand m représente un nombre entier et positif. Cette valeur est le produit obtenu en multipliant les
p uns par les autres m fiicteurs égaux à a. Mais a9y pei q étant
des nombres entiers et positifs, est une expression algébrique dénuée de sens, si Ton considère l'exposant comme marquant
1. Avant Tadoption de l'écritare symbolique a^, les mathématiciens employaient diverses notations plus compliquées. Par exemple, Texpression
zb — 3d* t'écrivait
Acub.bis—dcub.
z in à — d.q. ter
(Lett. de Fermât à Mersenne. V. Journal de Mafhém. spéc, janv. 1883.) Nous voulons faire comprendre par cette citation toute l'importance des notations symboliques de l'algèbre.
un nombre de acteurs. Nous convenons ici de considérer a?
comme égala ^aP. Cette dernière écriture algébrique représente une quantité bien définie. Hais nous devons expliquer, dès maintenant, comment on a été conduit à faire cette convention; nous ferons voir plus tard, quand nous discuterons la fonction a^, pourquoi elle a été faite et quelle est son utilité.
Lorsqu'on a à calculer une expression de la forme
il résulte du théorème V que Ton ay=: a«' ou y:z:aP. Ainsi
l'expression a *• a une valeur bien définie y ^'^ quand m est exactement divisible par m, et c'est ainsi qu'on a été conduit à
considérer conventionnellement a " comme égala ^a"* quand mein sont des nombres entiers et positifs quelconques. Pour que cette convention puisse être acceptée il faut ob-
server que les deux expressions yzza^eXzzz l^a"*, jouissent, Tune et Tautre, de la propriété de rester égales quand m et n varient proportionnellement. Cette propriété, évidente sur la forme y, est encore vraie pour la seconde forme z, puisque
Ton a "^a"Vs: y'ô^ ($ 120).
Ikftft, Théorème. Les règles connues pour le calcul des exposants entiers subsistent pour les exposants fractionnaires.
Prenons, pour ne citer qu'un exemple, la propriété fonda^ mentale
Je dis que cette règle subsiste pour les expoi^ants fractionnaires positifs, que Ton a, en d'autres termes,
m m' m mf
n nt n «'
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En effet, d'après la convention faite tout à l'heure on a
a" a"' :=Va"«"va-'
ou
* ^ MU/ y «M'y «rt^y nnf y
• »/ I X m«/ 1 y nm* | X m/»/ «m/ | X m?i'+n7n/
a a z^y Or y/ a —y a ,a zzy o,
Mais ce dernier radical peut s'écrire, d'après la même convention,
ïM.i'4-nw m mt
nnf OU n «'
On a donc bien
m mf mm'
n nf n nf
Exposants néf^atiffs. Nous ferons maintenant une autre convention^ et celle-ci est relative aux exposants négatifs. Nous conviendrons que l'expression a-p {p nombre entier ou fractionnaire, mais positif) représente le nombre bien défini — .
La règle pour la division de deux exponentielles de même base a*, a» donne, pour le quotient, l'expression a*-y, expression ayant une valeur bien définie quand on suppose a? > y .
En posant zzz. — , on voit que si a? zz y on a :$ n i ; pour ce mo
tif on a fait dans l'algèbre élémentaire la convention suivante : a^» = 1. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point dans Fétude que nous ferons bientôt de la fonction a^^ ; et nous établirons que l'exponentielle de base quelconque a pour limite l'unité, quand l'exposant tend vers zéro. Enfin si l'on suppose a? < y, en posant y — a? iz A on a
zir—rrï» ou z — 7-, ou enfin zzi-r.
Ht DIXIÈME LEÇON
D'autre part, la règle qme nous avons rappelée donne
On pourra donc appliquer cette règle de la division de deux
exponentielles de même base dans le cas où Texposant du
numérateur est plus faible que celui du dénominateur, mais
en faisant la convention cr* s -7.
%9^. Théorème. Les règles connues relatives aux calculs des exposants positifs s'appliquent aux exposants négatifs. Prenons encore la propriété fondamentale
za'^":
Je dis que Ton a
sra-'^'
En effet les identités
innent
^mmUm^^m» %
Mais^ par la convention que nous avons faite, on a
1 "(iH-o) "1»^
On a donc bien, finalement
IM^ Déflnitlcwi. Une expression telle que y zi \/^^ est dénuée de sens, si l'on veut exprimer par cette égalité qui y est un nombre commensurable ou incommensurable, positif ou négatif, dont le carré est égal à — ^. Nous convenons ici,
pour généraliser récriture symbolique VA, que VA représente dans tous les cas une expression algébrique dont le carré doit y dans les calculs où pénétre ce symbole, être remplacé par A.
11 est facile de comprendre Futilité de cette convention et comment on est naturellement conduit à la faire quand on cherche à généraliser le calcul algébrique. Prenons, pour mettre ce point en évidence, Tégalité
on a, par une propriété connue
D^autre part, on peut écrire
Si nous admettons, conformément à la convention que nous
proposons, que V — - ^ ne soit qu'une écriture symbolique, ne s^expliquant pas par le sens qu^on a attribué en arithmétique
au signe symbolique V > mais soumise aux règles ordinaires du calcul algébrique, on peut écrirOi sans inconvénient
En effet, le carré de Texpression écrite dans le second membre de cette égalité est égal, si Ton admet la convention que
nous venons de faire, au produit des carrés des facteurs V — ^
et v^^^ ; égal par conséquent, d'après cette convention, au produit de (— 2) par (— 3); c'est-à-dire enfin égal à 6.
Le théorème relatif au produit de deux radicaux carrés, celui qui est exprimé par l'identité
VA VB=:\/ÂB
et tous les principes du calcul algébrique se trouvent ainsi généralisés. On peut donc, pour poursuivre cette généralisation des formules qui est un des buts de l'algèbre,
introduire l'écriture symbolique \/U sans avoir à se préoccuper du cas où l'on a U < o. Il &ut seulement accepter la con-
vention suivante :
i^ On a, quel que soit U
VÛ)" = U
2® Quand on suppose l] <Co les expressions ^U» dites expressions imaginaires, sont soumises aux régies ordinaires du calcul algébrique, règles démontrées pour les nombres qui ont été définis en arithmétique.
Par opposition aux expressions imaginaires, les nombres définis en arithmétique sont nommés quantités réelles.
Nous désignerons, suivant l'usage, par i Texpression imaginaire dont lo carré est égal à (— 1). On a, d'après les conventions précédentes
i =: V — * «• 1= — 1 t' rz — - / i^ zzi. Généralement
t :^i i nî î m — i t rz — t.
Nous appellerons expression imaginaire de forme normale
Texpression (a +6») ;aeib étant réels : a —bi représente Vexpression imaginaire conjuguée,
- ItSO. Prineipe I. Si ton rencontre C égalité a+bi=:o {}) on peut remplacer celle-ci par la double égalité a = o, b — o.
En effet Tégalité proposée soumise aux règles ordinaires du calcul, conformément à la convention faite, donne
a — — bi puis,
a'zr+6'(-i) ou
a* + 6* zi o
Deux nombres réels a et 6 ne peuvent avoir une somme de carrés nulle que s'ils sont séparément nuls. On a donc a = o, b = o.
Principe IL Si Von rencontre t égalité
a + 6tz=a'-f bH
on pourra la remplacer par t ensemble des deux égalités a = a% b=b'.
L'égalité proposée donne, conformément à la convention,
(a — aO + (ô — 6')t = o,
et le principe précédent permet de conclure de cette égalité
a — a' rr o, et i — ô' z= o.
199. Tiiéorème I. Le produit de plusieurs expressions imaginaires de la forme a -f- bi est une expression de cette forme. On a d'abord
1. Pour éviter des répétions coatinuellesy il va sans dire qu*en parlant de l'expression (m -{- nt), nous sous-entendons toujours que m et n sont des nombres réel*. •■ ■
le théorème est donc vérifié pour deux facteurs ; il est donc
vrai aussi pour un nombre quelconque de facteurs.
' C^orollaire. La puissance p d'une expression de la forme
(a + bi), p étant entier et positif , est une expression de cette
forme.
II suffit évidemment de supposer que Ton applique le théorème précédent à p facteurs identiques.
1198. Théorème D. Le quotient de deux expressions imaginaires de la forme a -+- bi est une expression de cette forme.
Soit
_ a-hbi
_{a + bi){a'-'b'i)
f*^^hf
a'*-hb
ou,
_ aa' + bb' {ba' — ab') .
ou enfin
en posant
y=:A-+-Bt,
._aa' + bb' ba' — ab'
A et B sont bien deux nombres réels.
1 fiB. Théorème WÊÊ. Un polynôme entier V,
U = Aoo;'" + A,a:^-* + ... + A^.ia;+ A^
dans lequel les coefficients Ao, Aj, . . . Am sont des expressions imaginaires de la forme (a-hbi) (*), prend la forme P + Qî, si Von remplace x par (a-f- pi).
1 . Cauchy a douué le uom de fonction entière au polyuème entier qae uous couttidérous ici.
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11 résalte en effet de la convention que nous avons Taite, que l'on a
S(a -h bi) s Sa -f- iS^.
Chacun des termes de U étant le produit de £aicteurs de la forme (w 4- ni) est, d'après le théorème précédent, une expression de cette forme ; la somme de ces termes est donc aussi de cette forme.
130. Théorème WV, Le produit ou le quotient de deux fonctions entières de Xy est une expression imaginaire de la forme (m + ni) ; quand on y remplace x par (a -f- ^0-
Soity z= -. U et V étant deux fonctions entières. D'après le
théorème précédent U et V prennent la forme (m + ni) quand on remplace la lettre a; par (a + ^i). D'autre part le théorème II prouve que le quotient de deux imaginaires de cette forme est aussi une expression imaginaire, de cette même forme.
131. Théorème V« Deux expressions imaginaires conjuguées substituées dans un polynôme entier à coefficients réels, donnent detix expressions imaginaires conjuguées.
Soit U :=fix) le polynôme proposé. Remplaçons x par (« H- &i) on aura
P et Q sont des polynômes entiers par rapport aux lettres a, ^etparrapporlauxcoefficients, supposés réels, de U. Dans rident i té précédente, les deux membres étant absolument les mêmes, il est évident que Tidentité subsiste si l'on change i en( — i). Les polynômes P et Q ayant leurs coefficients réels, consentent des valeurs identiques et l'on a
1S9. Forme trig^nomëtriqae de l'expression Ima- Sinsire. Posons
le radical étant, par conveotion, pris avec le signe +. Cette quantité p, qui est évidemment réelle et que nous supposons positive, est ce que nous appellerons le module de l'expression imaginaire. L'identité évidente,
fl + fcisvVTyr ^ H — ~ il
peut s'écrire
a-^- bi:s: p(cos w -f- » sin g))
en posant
cos 0) n — —-— — sm u) zz .
Les nombres
\'a* + b' va* + b*
sont, quels que soient a et 6, compris entre + 1 et — i . On a d'ailleurs
\vV-hW \va*-hW
Cette identité prouve qu'il existe entre o et 2% un arc, etun setU
a arc admettant pour cosinus, "" ^ et, en m^me temps, pour
b sinus ^:==. Cet arc w, dont la valeur est bien déterminée ^ est Va'-f-ô"
V argument de la quantité imaginaire {a + bi).
De là résultent les remarques suivantes : 1** une quantité ima* ginaire nulle a un module nul; et réciproquement; a» deux expressions imaginaires égales ont le même module et le même argument, et réciproquement; 3o deux expressions imaginaires conjuguées ont le même module, mais des arguments dont la somme est égale à ax ; et réciproquement; 4® deux imaginaires
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égales et de signes contraires, deiLX imaginaires dont la somme est nulle j en d autres termes^ ont : i" te même module, 2^ deux arguments différents de t:; et réciproquement.
138. Représentation f^éométriqne de Texpresslon imaginai re(*)« Imaginons deux axes rectangulaires ox, oy et une expression imaginaire (a -{- bi)- H y a dans le plan des axes ox, oy y un point M, et un seul, dont les coordonnées sont x = a y 1= 6 ; nous convenons de dire que ce point M représente Timaginaire {a + bi). Réciproquement, à un point quelconque du plan, au point M% correspondent une abcisse a' et une ordonnée b' et nous dirons que l'imaginaire a' -F- b'i correspond à ce point M^
Dans cette manière de voir les nombres réels sont considérés comme un cas particulier des expressions imaginaires ; la forme a-+-6t représente en effet un nombre réel quand on suppose 6 r= 0 : les points qui correspondent aux nombres réels sont coux qui sont placés sur Taxe des x.
Lorsque Texpression imaginaire proposée est mise sous la forme trigonométrique p (cos w-|-îsin w), le point qui la représente est celui dont les coordonnées polaires sont p et o).
On peut, d'après cela, faire les remarques suivantes : iT origine représente {imaginaire nulle ; 2*» deux imaginaires égales sont représentées par le même point ; 3° deux imaginaires conjuguées, par deu^ points symétriques par rapport à OX; i'^deux imaginaires égales et de signes contraires, par deux points symétriques par rappoiH à Forigine.
tB4L Théorème VI. Lorsqu'on multiplie plusieurs imaginaires: i* lemodulédiiproduit est égal auproduU des modules, 2« r argument du produit est égal à la somme des arguments des facteurs considérés.
Considérons d'abord les deux facteurs Uj et U, ; soit
U, rr p, (cos (I), -h * sin (t),),
1. Voyez lu repréàen talion da point en Géométrie Analytique. {Cours de Maikémaiigues spéciales , deuxième partie.) ;
et
U, =r p, (cos (I), -f- i sin to,).
On aura donc
U, U, ~pf p,(cos<d, cos(i>, — sino), sinw^-i-/; sino)^ cos(i).-+- i sinw,cos(o, )
ou
UjU, = p,p, [cos (o>, -f- (I),) -h l'sin (o), -h wj].
Sous cette forme on voit que U^ U, est une expression imaginaire dont le module est p, pj et l'argument (w^ + wj) .
Le théorème est vrai pour deux facteurs ; il se généralise sans difficulté.
13&. Formule de Moivre. La puissance m (Tune exprès, sion imaginaire (m nombre entier et positif) s'obtient en élevant le module à la puissance m et en multipliant V argument par m.
Il suffit d'appliquer le théorème précédent aux facteurs U^, Us, . . . U^en supposant que tous les facteurs soient égaux à U ;
Vzzp (cos w + t sin w).
On a ainsi
Cette formule remarquable est due à Moivre. Elle est démontrée dans rhypothèse où m est entier et positif. Il est fecile de reconnaître qu'elle subsiste quand 7/1 est entier et négatif.
Soit m:=—m'y alors m' est entier et positif. On a U '" zz U^"* = ; : par conséquent, et d'après la formule de Moivre
rm
V'^ZZ—r
p*" (cos m'o) 4- i sin m'w) Multiplions, haut et bas, par (cos m'(o — i sin m'o)), il vient
U"* iz p""* (cos m'w — i sin w'w),
OU enfin
13B. Théorème VD. Ze quotient de deux expressions imaginaires s'obtient en divisant les modules, et en retranchant les arguments de ces deux expressions.
Soit
U, =z p, (COS ^ù^ -4-tSÎn ^ù^)
U, =: p, (cos <i), -f-i sîn <i),).
Désignons par U le quotient cherché, et posons
U iz p (cos (0 -I- 1 sin w).
On aura donc
U, = LU
En appliquant le théorème précédent, on obtient
Pf=P-P« et (o^rrw + G),,
par suite
p = ~ et 0) zz 0), — 0),,
Pi
1 89. Théorème TIII. Pour qu'un produit de facteurs soit nuly il est nécessaire et suffisant que Vun de ces facteurs soit nul.
Cette proposition peut être considérée comme évidente pour des facteurs réels ; nous allons l'étendre au cas où Ton considère des facteurs imaginaires de la forme {a + bi).
Soit
U = (a, 4- b,i) (a. + b,i) ...{a^-h bj),
U est une expression imaginaire que nous désignerons par (A+Bi), (g 127). On a d'ailleurs (g i34),
(i) ^/A•-^B-r:vVî-^-ÔJv'aH^^•Va^+^^
13i ONZIÈME LEÇON
i"* Si Tun des facteurs proposés est nul ; si l'on a, par exemple,
a, + b^i HZ o,
il faut alors supposer que Ton a a, r=o, et 6, = o. Le second membre de Tégalité (i) est un produit de facteurs réels ; Tuo d'eux étant nul, le produit est nul. On a donc
et comme A et B sont réels on doit supposer A = o et B :=: o. Ainsi le produit est nul quand Tun des facteurs est nul.
20 Supposons maintenant que le produit soit nul; nous allons démontrer que l'un des facteurs est nécessairement nul. En effet si Ton a A -h B* i= o on doit supposer (§ ta6), A rr o et B zz 0. Dans l'égalité (i) le premier membre est nul; le second l'est donc aussi. Les facteurs étant réels, il est nécessaire
que Tun d'eux soit nul, que Ton ait, par exemple aj -{- ôf z: o; par suite a, r: o et 6, := o, puisque a* et 6, sont réels. Le facteur (a, + b^i) est donc nul.
138* Théorème IX. Le module d'une somme est pluspe* tu qice la somme des modules, ou est tout au plus égal à celte somme.
Cette proposition est évidente quand on se sert de la représentalion géométrique de Timaginaire. On voit ainsi, sans peine, que la propriété en question est la conséquence immédiate de celle vérité géométrique : qu une ligne droite est plus courte qu'une ligne brisée aboutissant à ses extrémités, ou est égale à cette ligne brisée, quand celle-ci vient s'aplatir sur la ligne droite. Mais nous voulons établir cette proposition par des considérations purement algébriques.
Prenons d'abord les deux expressions imaginaires U, et U,,
l\ zz a, 4-6,^ L\ z= fl, + 6,e.
On a
el il faut reconnaître Tinégalité suivante
Les deux membres étant positifs on peut les élever au carré et nous aurons à démontrer que Ton a bien
(A) a,a, + b,b, < v/(flf -h ôf) {a\ -f- ô*).
Si le premier membre est négatif, le second étant positif, l'inégalité est vraie : Supposons donc que le premier membre soit positif. Élevons alors les deux membres au carré, il vient
a\a\ + M,b,a,b, -h b\b\ < {à\ + b\) [a\ + b% ou finalement
Si Ton suppose a, 6,— 6«a,;zf o, l'inégalité précédente est vérifiée : dans le cas particulier où afi^ — bfi^ = «(0 1g module de la somme est égal à la somme des modules.
Nous ferons remarquer ici que la condition (0 ne suffit pas pour que Ton puisse dire, quand elle est vérifiée, que le module de la somme est égal à la somme des modules. Nous reviendrons tout à l'heure sur ce point, mais nous voulons d'abord achever la démonstration du théorème qui nous occupe et considérer le cas général, celui où l'on compare le module d'une somme de n expressions imaginaires avec la somme des modules de ces expressions.
Soit
Uj, U,, . . . U„ désignant des expressions imaginaires. On peut poser
On a alors
U-.VH-U„.
Le théorème précédent donne
(i) ModU<ModV-f-ModU^.
D'ailleurs le théorème en question, «étant supposé vrai pour (n— - 1) expressions imaginaires, on a
(•i) ModV<ModU,-l-ModU. + ...-f-ModU„.j.
En combinant (i) et (2), il vient
ModU<ModU,-i-ModU, | ... |-NfodL\,.
Le théorème est donc général.
139. Théorème X. Le module dune différence est 2ih(s grand que la différence des modules ou tout au :noins égal à celte différence.
Jo dis que Ton a
ModU>ModU,- Modl',.
En effet de l'égalité (i) on déduit
Le théorème précédent donne donc
Mod U, < Mod U + Mod U, ou
ModU>ModU, — ModU,.
l^tO. Remarque. Lorsque Ton suppose
les théorèmes IX et X montrent que l'inégalité qui a lieu dans le cas général, se transforme dans ce cas particulier en une égalité.
LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES i3S
Le module de U est alors égal, ou à la somme, ou à la différence des modules des expressions imaginaires U, et U,. L'objet de la présente remarque est d'établir comment on peut distinguer, l'un de l'autre, ces deux cas particuliers.
Soient M, et M, les deux points qui correspondent aux imaginaires U, et U, ; l'égalité (i) prouve que ces points sont situés en ligne droite avec l'origine 0. Supposons, pour fixer les idées a, > o et ô, > o ; si a, est positif, b^ est aussi positif,
puisque h^ zz. -i-^; les points M, et M, sont situés du même côté
par rapport à l'origine, et si Ton suit avec soin la démonstration du théorème IX, on voit qu'elle conduit 5 la conclusion : Mod U rz Mod U, -h Mod U,. Mais supposons a, < o : alors on a aussi 6, < o. Reportons-nous à la démonstration du théorème IX; le premier membre de l'inégalité (A) est alors essentiellement négatif; l'élévation au carré des deux membres de cette inégalité n'est plus permise et la conclusion précédente n'est plus exacte.
Dans ce cas les deux points M, et M, sont encore en ligne droite avec l'origine, mais ils sont situés de part et d'autre de ce point et le module de U est alors égal à la différence des modules de U, et de U, (0-
1-41. Théorème XI. Pour qu'une fonction entière î{x), soit exactement divisible par {x — a — bi), il est nécessaire et suffisant que la condition f (a + bi) n: o soit vérifiée.
En effet, on peut toijgours diviser /'(a?) par {x— a—bi) conformément à la règle de la division algébrique et en se conformant à la convention faite sur la lettre i. On obtient ainsi l'identité
(i) f(x):^{x — a — ôt) ç (a;) + nu- m . Dans celte identité, ? {x) désigne une fonction entière et le
t. CecirAsiilte aussi de l'identité évidente
y/a*-\.b*^k sUi^ + h* = Vfl«{i~/c)'+6Mi— ^O*-
reste (m+nî) est indépendant de x. Si Ton suppose d^abord f[a+bi) zz o, l'identité précédente, quand on remplace x par (a + bi) donne l'égalité
on a donc
m-^ni nzo:
mzzo et nz=.o;
par suite f(x) est exactement divisible par (a? — a — bi). Réciproquement^ si la division se fait exactement, si Ton suppose, par conséquent, m = o et w := o ; Tidenlilé (1) prouve que pour x:=ia-hbiy on di f{a'\-bi)z=.o.
f . Démontrer que Vexpression ,"y représente un nombre réel quand on suppose 1 ^, ^, = o.
Démontrer que Von a
(»+X.)(t+X.) ... (t-HXp)=:(t7(« -\i) (« -A.0 - (' -Xpt). 11 suffit de remarquer l'ideotité évideote
ÉQUATIONS ET TRINOMES DU SECOND DEORÉ.
14*. Lorsqu'on égale à zéro la fonclion entière du second degré
(A) ax^ -h "ibx -\-cz=.Ki
on obtient Téqualion générale du second degré; les coefficients sont réels ou imaginaires. Nous nous proposons de résoudre celte équation. Mais nous devons définir d'abord ce qu'il faut entendre par là .
D'une façon générale, et sans distinguer les solutions réelles et les solutions imaginaires, on peut dire que résoudre une équation f{x) — o, (/(ic), représentant la fonclion entière telle que Ta définie Caucliy, Lee. XI) c'est trouver une expression de la forme (a -\ gi), telle que, étant substituée dans f(x)^ cette fonction prenne la forme (P4-Q0> ^^^^ les conditions Vzzk^ y Qrzo.
143. Pormiiles de résolution. Nous examinerons d'abord le cas où les coefficients a, 6, c, sont réels et nous supposerons a;zf o.
Posons
U s: ax* + '^^^ + c
on aura
aU ^{ax + hy — (6* — ac).
Cette forme donnée à l'équation U = o met en évidence l'importance de la valeur du nombre t zz 6* — ac; elle conduit à distinguer trois cas, suivant que t est positif, nul, ou négatif. Mais dans tous les cas on a
(i) a\5 :^{ax + b -\'\/T){ax -{-h ^\>T).
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Le trinôme U se trouve ainsi décomposé identiquement en facteurs du premier degré. Mais il faut ajouter que suivant les cas ces facteurs sont réels ou imaginaires. Dans Thypothèse <>0 on a pour satisfaire à la condition U -r o les deux valeurs réelles
formules dans lesquelles on a posé tzzb* — ac.
Si Ton suppose i <0, x' et af* sont des expressions imaginaires; mais d'après Tidentité (1), elles vérifient toujours l'équation U — o
144. Cas des racines ég^ales. Le cas où Ton suppose / zz. o, mérite d'être particulièrement signalé ici.
Nous voulons faire remarquer que la condition b* — aczz o, qui exprime que Téquation a ses deux racines égales, peut s écrire aussi
ou encore
"■ \a + cj^\a-hc) ■
Cette remarque a son importance parce que dans certains exemples, notamment en géométrie analytique, il est utile de pouvoir écrire un résultat sous des formes algébriques différentes; chacune de ces formes, mettant en évidence certaines propriétés de la courbe que l'on étudie.
14S. Relations entre les coefficients et les racines.
Des formules (B) on déduit
et aussi
De 068 formules on peut tirer beaucoup d*autres relations ; en parliculier celles qui donnent la somme ou la différence des carrés, la somme ou la différence des cubes, etc.... des racines de l'équation , ou des inverses de ces racines. Nous indiquerons seulement ici la formule qui donne la somme des puissances p des racines de Téqualion du second degré.
Posons d'abord
(i) \yzzx
L'équation
devient
(A') ax* -h 6rc 4- c :r o cO*y* -+- àXy 4- c =z o
c fc
Si - est positif, on pourra poser (a) X =: y -; soit aussi posé (3)
— ^^, réquation (A') devient
Soient y' et y" les racines de cette équation et soit
On a d'ailleurs
(5) y'/P^Py^ï-l-y'^» — O.
relations qui se déduisent des égalités
en les multipliant respectivement par y'^^ et y*^*. Ajoutons (4) et (5) il vient
C'est la relation de récurrence entre trois fonctions U consécutives. Elle permet de calculer de proche en proche, par voie récurrente, les fonctions U„ U„ elc... connaissant les deux premiers termes de la suite : savoir.
Uo=:2 U, = p.
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On trouve ainsi
146. Formule de Wariof^. Celle formule donne le dé- Teloppement de U^ suivanl les puissances décroissantes de ^.
Posons
Up=3r-+-A;r"'+A^r'-f- -. (7)
L'égalité
prouved'abordquesiU jest un polynôme entier ne renfermant que les puissances (p— 2), {p — 4) etc. .. de g; U^_j un
autre polynôme entieriie renfermant que les puissances (p — 1) (p — 3), etc. . . de g; U sera lui aussi un polynôme entier en
g, ne renfermant que les puissances p, p— 2, elc .. de la lellre ^. Cette loi étant vraie pour les deux premières fondions U^et Up est donc générale.
On peut remarquer que la formule (X) donne
Ap =: - 1 -+- Ap_i .
En supposant A^_, - — (p - i) ; liypollièse permise parce que celte loi se vérifie pour les premières fondions U ; on en déduit
Nous allons maintenant déterminer le coefficient A*. On a, d'après (X) et (7),
ou
Changeons p en {p — i), puîsp en (/>— 2), etc....; on a successivement
Asn: Aj+ 3.
On a d'ailleurs AJ =: 2. Ajoutons ces égalités, il vient
A^=:[2 + 3+... + (;> — 2)] = [i+aH-...-h(p-a)]— 1,
ou
On trouve, de même
On peut alors soupçonner la loi suivie par les coefficients et nous allons montrer qu'on a généralement
(G) A^^( ^^k(P-^)(P-^-')'^'iP-^h+i)
Kl
ou, plus simplement,
Ap — (— 1 j P -j^ .
Remarquons d'abord que les derniers coefficients sont donnés par les formules
Ar=4-2
AlJ^, = 4iH-i
Ajj-^i — — 2 A;i+^=-(.4t4-3}
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Ces relations se vérifient sur les premières fonctions U, qui font précisément soupçonner celte loi. On les généralise sans difficulté au moyen de la formule (X*)
Ceci posé, (X) donne, en égalant, de part et d'autre, les coefficients de ^P'^'
Nous supposerons km 2 1, pour fixer les idées, et, par le changement successif de p en (;> — 1 ) , nous déduirons de régalité précédente une suite d'égalités dont la dernière sera
Ai/ Ai» a2i-1
Remarquons maintenant que Ton a
et ajoutant ces égalités, membre à membre, il vient Aj-2/r4-i-(A*:l-hA*:^ + ... 4-AÎr*).
La formule (C) est supposée vraie pour les nombres A^" * On a donc
. 3.4... (A-M)-h...+ (p — 2/:-f-i)...(p— Âf— 1) k,-.,k^ i 4- ^i;—^,
Appliquons au second membre Tidentité d'Euler (§ 9), on a
Ap=2*+i-h jj~rrprk
(p — k — i) ...(p — 2k'hi) — 2 .'d ,,,k
ou, en réduisant
^ = P Âl
La formule de Waring se trouve ainsi établie.
149. Remarque. Nous avons supposé plus haut, pour effectuer la transformation de l'équation
or* -{-bx-hc zzo et lui substituer Téquation
y' — Py -I- A = o
- > o ; si Ton a - < o on pose
ah zz — c, — T'p.
L'équation devient alors
Le calcul précédent peut être effectué et il n'y a d'autre modification à la formule de Waring que le changement des termes négatifs en termes positifs.
148. Cas où a teod vers sEéro. 11 peut arriver que les coefficients a, b, c renfermant un ou plusieurs paramètres variables,*, 6, Y- . • et que, pour certaines valeurs deces coefficientS; a prenne la valeur zéro. Dans Thypothèse a = o les
formules (B) donnunt a?' z=-, af'zz, — '—.
L'indétermination de x' n'est qu'apparente. Les formules (B), par une transformation évidente, peuvent s'écrire
x' zr X* zz -
On voit alors que dans l'hypothèse a =: o on a rr' = — y.
D'autre part, si Ton suppose que a tende vers zéro, la valeur de x^ croit au delà de toute limite.
ÉQUATIONS. ET TRINOMES DU SECOND DEGRÉ
C'est ce que montre encore Téquation proposée mise sous la forme
Si Ton suppose que a tende vers zéro il y a deux façons de choisir a; en satisfaisant à la condition précédente : on peut admettre, en effet, que x prenne la valeur qui annule le se-
cond fecteur xzn — -; ou bien que x croisse au delà de toute
limite mais avec un signe bien déterminé, si la variation cfca est elle-ménie bien définie, c^est-à-dire si Ton sait que a tend vers zéro, en conservant toujours le signe -4-, ou toujours le signe — .
14IO. EjLameii du cas où a et b tendent vers azéro.
Les formules (B) dans lesquelles on suppose c^f o, prennent l'une et l'autre la forme — ; ainsi les deux racines croissent
sans limite. C'est aussi ce qu'indique l'équation proposée, écrite sous la forme (8).
Enfin si les trois coefficients a, b, c, tendent simultanément vers zéro, les formules donnent des valeurs indéterminées pourx' et a;". Il est évident en effet, qu'à la limite, tous les nombres imaginables satisfont à Téquation.
15pO. Condition nécessaire et suffisante pour que deux équations du sec^ond de^^é admettent une racine
Soient les deux équations
\ ax* -{-bx -hc no ^^^ I a'x^-^-b'x-hC —iy
1* Supposons d'abord ab' ^ ha' ;^o, et considérons x^ et x comme des inconnues distinctes : les valeurs de x* et de x qui vérifient simultanément ces deux équations sont
, _ bc' — cb' , ^ , ^ "■ ôô' — ba'
^"'ciU- lu'
et il li^y a pas d*autres valeurs de x vérilSant ces deux équations.
Si les deux équations admeltent la racine commune x'^ on a :
b& — cb'
x" zz
ah' — 60' ca' — ac'
ah' — h il' • Ainsi la condition est
(D) (ca' — ac') ' zi {hd - ch') {ah' — ha').
Elle a été obtenue en écrivant que le carré de xf soit égal à la valeur de x'\ Réciproquement^ si cette condition est remplie la valeur
Cù' — flc'
xzz^-- — —-, est une racine commune aux équations (9). ah' — ha' ^ '
51" Soit ah' — 6a' — o : ceci peut arriver quand a et a% étant
fonctions d'un même paramètre, tendent simultanément vers
zéro ; dans ce cas les deux équations ont une racine commune
infinie, et d^ailleurs la condition (D) est vérifiée. Si a et a' ne
sont pas nuls à la fois, supposons a^f o.
ha' De ah' — ha zi o, on tire h' z= — . Portons cette valeur dans
la seconde équation, elle devient :
'-{ax'-\'hx)-\-c — u.
Soit o/ une racine commune, on a
ax''-{'hx' z=: — c,
par suite
ou enfin
ac' — ca' ~ o.
Or la condition (D) se réduit à ac' — va •=. o, lorsque Ton a
ah* -^ba' — o.
En résumé la condition (D) est générale.
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t&l. La relation précédente est souvent employée; notamment dans les questions de géométrie analytique lorsque Ton veut éliminer un paramètre variable X, entre les deux relations.
PX» f QX + K =0
Le résultat de Télimination est
(PU' — RP')' - (PQ' - QP') (QH' - HQ').
On récrit immédiatement, en appliquant la règle suivante : Ayant formé le tableau suivant, avec les coefficients donnés,
si ton prend, successivanent, deux colonnes de ce tableau rectangulaire on obtient trois déterminante, lesquels sont en progression géométrique ; le terme moyen étant celui qu'on a obtenu en supprimant la colonne du milieu, La relation précédente peut encore s'écrire :
(QQ'- 2PR'— •iRP')* = (Q*-4PR)(Q''— ÎP'K ^
Cette autre forme est, en général, plus compliquée que la première : pourtant, dans certains cas, il peut être utile de la connaitre et de rappliquer. On verra, en effet, en géométrie analytique qu'il importe à Tétude et à la construction d'une courbe, de pouvoir écrire son équation sous des formes diverse^;, mais identiques; les formes précédentes peuvent, pour ce molif, être Tune et Tautre utilisées dans Tétude et la construction des courbes :
1519. Dé€*oniposUioii du trinéuie du second de^ré* Nous avons déjà fait remarquer que l'identité (i ) résout, tout à la fois, le problème de la décomposition du trinôme en facteurs, réels ou imaginaires, du premier degré et celui qui a pour but de chercher les racines, réelles ou imaginaires, a l'équation du second degré. Si l'on désigne, comme nous lavons fait plus haut, par ocf et ai' ces racines, on a
aa^ -t- 'ibx+c s a {x — a;') {x — a/')*
La décomposition précédente est d'un usage constant dans la discussion des problèmes du second degré. Mais cette discussion se trouve ordinairement simplifiée quand on lui applique les théorèmes suivants, qui sont d'ailleurs une conséquence immédiate de cette décomposition.
158. Théorème. Étant donnée une équation du second degré f {x) =: o à coefficients réels si F on substitue à x les nombres a, P ; i^ siî (a) et f (fi) sont de signes contraires, V équation a denr racines réelles et tuyiede ces racines est comprise entre a et J3. 2*» Si{(3i) et f (^) ont le même signCy il y a entre xet& deux racines de V équation, ou il n'y en a aucune.
En effet, on a dans ce cas l'identité :
f{x) =: ax* -h ibx-\-c ^ a {x — x') (x — ir").
Ello prouve que, en supposant a>o, et a/<a;", tout nombre inférieur à a/, ou supérieur à x"y substitué à x donne un résultat positif. Au contraire le nombre substitué donne un résultat négatif, sMl est compris entre x' et xf\
Cette remarque faite, si Ton suppose d'abord/* (a) et/ (3) de signes contraires on peut donc dire que Tun de ces nombres, a ou 6, est compris dans Tintervalle qui sépare x' et x'*\ Tautre, étant situé hors de cet intervalle. Il y a donc une racine unique entre a et 3.
Supposons maintenant /(a) et /(S) de même signe. On doit distinguer deux cas. Dans une première hypothèse on peut supposer a et ô situés dans Tintervalle x' a/'; il n'y a alors aucune racine entre a et 6: dans une seconde hypothèse on peut admettre que a et 6 sont situés, l'un et l'autre, hors de l'intervalle x\ x" : les deux racines x' et x" sont alors situées dans rintervalle a, 6.
1&4. Théorème. Soit f (x) zz ax^ + nbx + c n: o u*ie rquation du second degré il coefficients réels \ si Von suppose 1—6' — rtc-< o, les deux nombi*es f (a) et f (6), onty quels que 'Huicnl X et fi, toujours le même signe, savoir celui de a.
L*identité
prouve que si t est négatif, comme nous le supposons, le second nombre est toujours positif.
Ainsi on a quel que soie x.
af(x)>o.
Si Ton suppose a > o on a donc quel que soit x, f[x) > o. De même si a < o on doit avoir, pour toutes les valeurs de x, f(x) < o. Dans tous les cas f{x) a un signe toujours le même, ce signe étant celui du coefficient a.
1&&. Théorème. Lorsque dans t équation du second degrt* {(x) zzo on substitue à xun nombre très grande ou seulement supérietir à la plus grande des deux racines, le résultat ohtenu a le même signe que celui du premier coefficient.
Si les racines de f[x)-=,o sont imaginaires, nous venons de reconnaître que le signe Aef[x) était constamment le même que celui de a. Supposons maintenant que les racines soieni réelles, l'identité
f{x):sa (x — x') (x — xf')
prouve que, pour toute valeur de x supérieureà la plus grande des deux racines, f{x) a le même signe quer/.
\. On considère la fonctitni
on propose de démontrer que fi Ton pose
on a :
r -^p_(p-,)r ^+(^Lz^^^îz± gp-»_ ^/>-m;>-y-6) ^^
le dernier terme H étcml égal :
ï^ A la moiti: de r indice p prise avec le signe —, *i p est un multiple de 4 ;
û'» A (+0 si l'indice est un multiple de 4+i ;
"î* A la moitié de r indice p si celui-ci est un multiple de /^, -{-j;
4* Ou enfin à {—}) si l'indice p est un multiple de 4» + 3*
On remarque d'abord que les fonctions Up satisfont à la loi de récurrence,
y, - ?Up_, + i)p_, = 0
avec les conditions initiales Uo =:(> U i = i .
On peut ainsi calculer Us » Us, . . . et Ton trouve la formule proposée eu suivant la marche adoptée pour établir la formule de Waring.
1t. Calculer '—, — — et cosp6, en fonction de cos b seulement, !•» La formule
sinp6 4-sin(/) — a)6:=:2cos Asin(p — i)b
donne eu posant :
l ,. z= — r^-r- et u cos bzzft / sm 6
^p - H^p-i + ^p^i = «; avec To = o, U, zr I . i» De nit'nie, en partani de la formul(>
cos;)A-f-cos(;î — *>.)bz:z «cosAcos(/>— i)6
l'I en poi^ant
2C0S/?6~ Vp '< COS 6 = ji,
4 in a :
avec les conditions initiales
etc. .
Démontrer que .« ron considère Véquation
dont le» racinen sont a et h; si l'on poae :
U„=fl=±" ¥, = «'• + 6».
ce» fonctions U^. V^, nommées par M, Edouard Lucas fonctioiii nome-
riqiiM aimplement périodiques, jouissent ^ entre autres, des propriétés mvantes :
V» - />U„ + aîU„_, =: «
^'in — ^'n %
r< «I potant
Cfts formules se vérifient fRcileinent; les doux dernièn^s peuvent ^'Ha- Wir en remarquant que l'on a, 2û— />+o, et 2f)=p~'i,
On élève ces f'galités à In puis^^ance 7i : puis après* avoir développé les* second» membres par la formule de Newlon, on ajoute et on retranche le* deux égalité» ainsi ubtenuos.
Démontrei' que Von a
t désignant le nombre des letti^s a, ^. . ■ . >. On Appliquera la remarque suivante :
ÉQUATIONS BICARRÉES. — ÉQUATIONS
QUADRATIQUES.
IMI. Avant de résoudre réquation générale du second degré à coefficients imaginaires nous rappellerons rapidement la résolution de Téquation bicarrée à coefficients réels
On sait comment, en posant x* zz y, on ramène cette résolution à celte de trois équations du second degré.
X* — y" zzo
y' eiy'' étant les racines de Téquation (1). Mais on peut aussi effectuer cette résolution directement, et trouver immédiatement les racines sous la forme {a-hbi), en s'appuya nt sur le théorème suivant.
i&9. Théorème. Le trinôme bicarré l\
peut toujours être décomposé en deux facteurs réels du second degré.
Nous distinguerons deux cas suivant que la quantité /,
tizV — ac
est positive ou négative.
Premier cas {t > o). On a
aV.siiax'-^by — t ou
la décomposition est donc effectuée.
Deuxième cas [t < o). On a
ail s (a*x* + ac) -h ^abx* ou
aU ^ (aaf -f- V^)* — aa {\/ac — b)x*.
Il faut remarquer que Thypothèse fe* — ac < o entraîne nécessairement la condition ac < o : on voit aussi que le coefficient yâc—b est positif. Ceci est évidemment vrai quand on suppose 6 < o, le radical étant pris, expressément, avec le signe + > quand b est positif, Tinégalité b* < ac donne
b < y/ôc. On peut d'ailleurs supposer a > o ; car si l'on avait a < o on décomposerait le trinôme (•— U). Ainsi aU, est mis sous la forme d'une différence de deux carrés, et Ton a finalement
alJsrj ax*-hx\2a(\^ — b)-h\^ } { ax* — x\iiia(s^ — 6) + >/âc }•
Dans la pratique on voit que, pour effectuer la décomposition du trinôme bicarré en facteurs réels du second degré, on associe le premier et le second terme dans le cas où Ton a / > o ; au contraire, le premier et le troisième terme, quand on suppose^ <o.
Exemplt^s {Premier cas). Décomposer
On a
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(Deuxième cas). Décomposer
On écrira
U zz (x* -f- 2)* — 4a?*
i&8. RéSM»lution de réquation du se€N»nd degré A enefBeieote haÊm§finmirea.
Nous abordons maintenant Tétude de Téquation
(1 ) {a + a'i)af + (b-h b'i)x + (c -^ c'i) zz o.
En multipliant les deux membres par ^^, cette équa-
tion prend la forme
que nous allons considérer uniquement.
Soit y+zi une racine de cette équation : on doil avoir
(y -f- zif -+-(/> + /> '*) v2/ -I- ^0 + ^ -+- î'* = "
ou, après calcul,
(3) y" — z* -i^py —pz + 9' = o (4) î/5 4--y-4--z+^=:o.
Telles sont les deux équations qu'il s*agil de résoudre. Il se présente ici, à propos de cette résolution, une légère difficulté qui tient à ce que la mélbode ordinaire, celle qui consiste à tirer z de la seconde équation pour en porter la valeur dans la première, conduit à une équation complète du quatrième degré. On évite cette complication en dirigeant le calcul comme nous allons, l'indiquer.
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Les équations (3) et (4) peuvent s'écrire
On est ainsi conduit a poser
les équations deviennent
La méthode de substitution conduit alors à une équation bicarrée. Mais il est plus simple de remarquer que l'on déduit de CCS deux équations, par combinaison,
On a donc, finalement, pour Y et pour Z deux valeurs
) Y = ±Jh-hs-h' + iJi''
(6) Z=:dzJ^h-\-\/r-hW
Ces valeurs de Y et de Z sont réelles parce que Ton a toujours
Si h' est positif on prendra le même signe pour Y et Z ; si A' est négatif on choisira des signes contraires, de façon à satisfaire toujours à la condilion YZ = h'. Désignons par Y, Tune des valeurs de Y, donnée par (5) ; à Y, correspond une valeur Z, donnée par(6\ etune seule. D.» même àla valeur— Y,, cor-
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respond la seule valeur (— Z,), et Ton a, finalement, pour les racines de Téquation proposée deux valeurs,
150. Racine earrée de {a-\-bi). La racine carrée d'une expression imaginaire {a + bi) est, par définition, une expression imagiuaire(y + ^0» vérifiant Tégalité
Le problème que nous allons résoudre peut donc être considéré comme un cas particulier du précédent; savoir, le cas où Ton propose de résoudre Téquation
X* — a — biii o.
L'égalité (7) donne
'lyz — b.
On retrouve ainsi les équations du paragraphe précédent Le même calcul donne
et l'on trouve, comme tout à l'heure,
, = ± V^:zfiiLvZ±î:.
Il y a deux valeurs réelles de y, et aussi deux valeurs réelles pour z. Mais à la valeur y^ ne correspond pour z qu'une seule valeur z,, le produit y^ z^ devant avoir un signe bien déterminé, celui de b. D'ailleurs à la valeur (— j/J, correspond aussi la
seule valeur {— z^). La racine carrée de Texpression imaginaire a donc deux valeurs :
Comme la âomme Xt + x^ est identique à zéro, on peut dire, pour rappeler ce fait, que les deux expressions imaginaires de la racine carrée de a -4- bi sont égales et de signes contraires.
IBO. Théorème. Une équation bicarrée admet quatre racines de la forme [a -f- 6i)> lesquelles sont deux à deux égales et de signes contraires.
L^équation considérée étant
ax* + ibx^ -i-cizo^
si Ton pose, comme on le fait habituellement, a;' = ^ Féqua* lion
ay* -h «ôy + c n 0
admet deux racines a'-f-6'*, a'^-hb^i; c'est ce que nous venons de démontrer. D'ailleurs on détermine x par les deux équations
Or on a vu, au paragraphe précédent, que chacune de ces équations admettait deux solutions égales et de signes contraires.
Le théorème en qiieslion se trouve ainsi établi.
1 Gf . Discussion de TÉquation bicarrée. Certains pro* blêmes, et notamment, comme nous le verrons dans la géométrie analytique, la construction des courbes, donnent lieu, assez fréquemment, à des discussions portant sur une équation bicarrée U ^ o
L' =: ax* -h abx' -f- c* Nous supposerons a> o; ceci est toujours possible. Ou
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pourra, dans Tétude de cette équation, suivre la marche que nous allons indiquer. Ayant calculé la quantité /,
on distinguera trois cas suivant que Ton supposera / < u, < — o et /> o i. Soit t <o. L'identité
prouve qu'aucun nombre réel ne peut satisfaire à Téquation U = 0; les qnatre racines sont imaginaires.
Soilt-r. o. On a
al ^{ax'-^byj
L'équationadoncquatre racines réelles, eldifférentes de zéro, si Ton a 6<o; quatre racines nulles, si b est nul; enfin quatre racines imaginaires si Ton suppose 6 > o.
11 faut ajouter que, dans Tun et l'autre cas, ces racines j?,, j:,, Xt, œ,, coïncident deux à deux ; on a a?, m a:,, a?, =: 0:4 ; et aussi Xi 3z — j7„ a'j n — x,,,
Soit enfin t > o. L'équation
«y* 4" ^by-hczz o
obtenue en posant o;* zr y, a ses racines réelles ; soient y\ y"
ces racines. Si c est négatif, comme Ton a y Y' zz -, Tun des
nombres y' ou y" est positif, l'autre est négatif. L'équation bicarrée a deux racines réelles; les deux autres sont imaginaires. Si Ton suppose c positif, alors les racines y', y^ sont de même signe: elles sont positives si l'ona 6<o; négatives, au contraire, si Ton suppose 6 > o. Dans la première hypothèse les quatre racines sont réelles ; elles sont imaginaires dans Tautre cas.
On remarquera que si Ton suppose c < » il y a nécessairement deux racines réelles; les deux autres étant imagi* naireSé
Le tableau suivant résume cette discussion : Équation bicarrée. — {Discussion),
ax^ -h ^bx* -h c — o a > o inb* — ac
C < o Deux racines réelles, les deux aulres imagioaircs.
C n: o ) ^ ^ <* Les deux autres racines sont réelles.
/ >o ( ">«"» '•^<^'"" """<^« 1 * > 0 Les deux autres racines sont imaginaires.
( fe < G Les quatre racines sont réelles. C > o l
{ u'^ o Les quatre racines sont imaginaires . 6 < o Quatre racines réelles deux à deux coïncidentes.
t no { fe — o Quatre racines nulles.
6^0 Quatre racines imaginairen.
^<C^ { Quatre racines imaginaires.
Equations quadratiques
IG^. Lorsqu'une équation, d*un degré supérieure à a, peut se résoudre par la considération d*équalions dont le degré est égal à 1, ou à 2, on dit que Téquation proposée est quadratique. Si à cette équation correspond un problème de géométrie, on pourra dire aussi que ce problème est quadratique. Nous verrons, en géométrie analytique, qu'un pareil problème jouit de cette propriété remarquable de pouvoir être résolu par la règle et le compas.
Les équations bicarrées, qui viennent de nous occuper, donnent un premier exemple d'équations quadratiques. Les équations réciproques du quatrième degré, dont nous allons maintenant parler, en fournissent un second exemple.
1G3. Équations réciproques du quatrième degré» Nous nommerons, en généralisant un peu la définition donnée ordinairement, équations réciproques du quatrième degt^é celles qui jouissent de cette propriété que si {{x) rz o désigne une pareille équation, X ^^k étant des nombres déterminés, indépendants de Xy on a identiquement
fix)^^^f{^).
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Il résulle de cette définition que l'équation /* (a;) = o ne peut admettre la racine x' sans admettre nécessairement la racine
-7. En effet si f{x')z=.o, onaXic'v(— ) ==<>> ou / f—j n 0.
Ainsi les racines peuvent se grouper deux à deux de telle façon que le produit de ces deux nombres soit, pour Fun et l'autre groupe j égala k. Nous reviendrons plus tard sur les équations réciproques de degré quelconque. Nous nous bornerons pour le moment au cas parliculier des équalions du quatrième degré.
[9]. Théorème. L équation réciproque du quatrième degré est de la forme :
(A) ax^ -f- ba^ -H ex* -h bkx H- a/c* 1= o .
En effet Tidentité
^ I I. • . • . j . - 4/û/f* bk* ck^ dh , \ ax*+bx*+cx*-+-dx-+-es:Kx'' —-h — --4-— -h -^e]
donne
(1) az=i\e
(2) bzzXdk
(3) c-VCc
(4) d=i\bk'
(5) e rz Xakr
Soit d'abord c?do; légalité (3) donne XA*i=i. On a, par suile
dzzbky e rr a*'.
Les égalités (1) et (i) sont d'ailleurs vérifiées par ces valeurs.
Soit maintenant c =: o ; comme on suppose a différent de zéro on a donc Xc ;zf o et, par suite, e^zfo. Les égalités (1) et (5) donnent, par combinaison,
c'est à dire,
XA' — 1 ou >Jc' — - 1 .
Dans la première hypothèse on retombe sur le cas précédent et sur réquation (A). Il faut seulement signaler cette particularité que celle-ci ne renferme pas de terme du milieu. Mais si Ton prend la solution X*' zz — i on trouve
L'équation proposée devient alors
ax* + bic^ — bkx —ak* zzo
ou
(ic* — k) {aaf -hbx-hak)zzo.
Elle se décompose donc en deux équations du second degré.
En résumé, il n'y a qu'tin seul genre d équations réciproques du quatrième degré, équations dont la forme est celle qu'indique l'égalité (A).
1G4. Théorème II. Pour que F équation générale du quatrième degré •
(B) Ax'-hBx^+Cx^ + Dx-hE^io
soit réciproque (sens général) ; il est nécessaire et suffisant que Fon ait
En effets si Ton identifie (B), avec (A), on a
DnBK et K'AmE.
En éliminant K, il vient
SoitB=io, on a D*A=:o et comme Ton suppose A^o, et D = 0, on retombe sur l'équation bicarrée qui peut être con- ; sidérée comme un cas particulier des équations réciproques du quatrième degré. Enfin si Ton suppose B;zl o^ on a bien
ÉQUATIONS QUADRATIQUES «63
imi». Théorème m. On peut toujours amener V équation
réciproque du quatrième degré à la forme :
En effet» supposons B ^ o : la forme trouvée ci-dessus est
Aa?* -h Baf -h (V -h Da; 4- -T-r = o.
Changeons d'inconnue et soit a; = rr^X ; il vient
A* A> kC
X«4-^X'+^X'+ DX + D
OU, en posant,
C'est la forme des équations réciproques du quatrième degré, dans le sens général que nous avons donné à ce mot. Il est bit abstraction, bien entendu, du cas particulier déjà signalé, celui où B = o. L'équalion, dans cette hypolhàse, est bicarrée. Nous avons, tout à l'heure, résolu et discuté ce genre d'équations et nous n^avons pas à y revenir.
IIM. Théorème IV. L'équation réciproque est quadratique.
Écrivons cette équation sous la forme :
t»X» + l5+aa; + I + &=<s
et posons :
On a d'abord
et l'on obtient, pour déterminer y, Féquation
(a) y' + y-h^ — 2aY = o.
Si Ton désigne par %f^ \f\ les racines de cette équation, les inconnues cherchées sont les racines des deux équations :
^ ^ (aX* — Xy"4-Y=:o
Le problème proposé se résout donc au moyen de trois équations du second degré.
lOV. Remarque. Dans la pratique, quand il s'agit de résoudre une équation réciproque, il n'est pas nécessaire d'effectuer la transformation précédente.
Reprenons en effet la première forme :
D'A ij
On peut écrire cette équation
et en posant
on voit, par un calcul tout semblable à celui que nous avons fait tout à rheuroi que Téquation proposée se résout par trois équations du second degré.
Exemple. On propose de résoudre t équation
On vérifie d'abord que celte équation est réciproque. On a en effet,
D'Azzlô'Xa
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el, par conséquent,
Cette remarque ihite, écrivons Téquation donnée sous la forme
SI nous posons
nous obtenons
On tire de cette équation les racines y\ y'\
y'zzi y'=zl
Les valeurs de x sont alors données par les deux équations
X* — ir -f- 3 rr o
On trouve finalement
IBO. Résolution directe de l*éqaatioii réciproque.
On peut éviter, pour la résolution de l'équation réciproque, remploi d'une inconnue auxiliaire et décomposer immédiatement le premier membre en deux facteurs réels ou imaginaires du second degré, comme nous allons le montrer. Soit
D*A ^ = Ax* -h Bx' -4- Cx* -h Do- -4- —j- —o
jj
Téquation proposée. En posant
rr:B(B'-4ABC + 8A'D)
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on a
/. , , Rr DA\* ,. a-'
Si U est positif, la décomposition en deux facteurs réels du second degré est une conséquence immédiate de cette identité. Si U est égal à zéro, 9 est un carré parfait. Enfin, si U est négatif on voit que 9 ii*a que des racines imaginaires. L'identité précédente permet, dans tous les cas, de résoudre directement réquation réciproque.
lVO« DéiNMDposlÉion de Inéquation réeiproqiie en ûmuiL fttcÉeurs réels du seeond degré. En terminant cette étude de réquation réciproque du quatrième degré, nous ferons voir qu'on peut toujours décomposer cette équation en deux facteurs réels du second degré. Nous verrons ultérieurement, et d'une façon générale, pourquoi cette décomposition est possible ; nous voulons seulement montrer ici comment elle peut être faite sur l'équation que nous étudions. Conformément à une idée que nous développerons plus tard, en exposant la résolution de l'équation générale du quatrième degré, écrivons l'équation donnée fzz o, en supposant
sous la forme
Disposons maintenant du paramètre X au moyen de l'éga • lité suivante :
(I) (X~Y)«zi4(V--Y*)(.aX-P-h^).
On aura
ou
/•sP-^Q*,
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suivant le signe du coefficient | aaX — p + ^ V On aperçoit d'abord la racine X zz y et celte racine conduità la solution du paragraphe précédent. Mais on peut aussi déterminer X par Téquation du second degré.
(a) 2«X* + X(2(rr — 0)-+-- (i — ag) - o.
Si X = Y n'a pas donné la décomposition cherchée, en deux facteurs réels du second degré, on peut être certain que Tune des racines de l'équation (a) permettra de mettre ^ sous cette forme algébrique.
En effet, Téquation (i) après suppression de la racine ^ s'écrit :
4(X-hT)(îiaX-^P-4-l)-(X-Y) = «-
Or si Ton suppose ««y — 3 + - < o, en substituant dans cette
égalité X zz ^,el i », on a des résultats de signes contrai-
aa
res. Il y a donc une racine plus grande que , et une au-
aa
Ire plus petite que . Suivant le signe de a, l'une ou l'autre
as
t de ces racines rendra positif aaX — g 4-7.
IVl. Méthode pour reconnaître qn^ane équation
ionnée est quadratique. Nous voulons faire connaître ici un procédé élémentaire, souvent commode, pour décomposer le premier membre d'une équation quadratique. Ce procédé consiste à considérer particulièrement un paramètre a de l'équation donnée, lorsque ce paramètre entre dans celle-ci au second degré.
L^équation proposée peut dansce cas semettre sousla forme,
PJt'-i-Oa-f-il-o,
S*il arrive que la fonction Q* — 4PR soit le cafré parfait d'une fonction rationnelle 9 ; si Ton suppose que Ton ail
on pourra former Tidentité suivante
La résolution proposée est ainsi ramenée à celle des deux équations rationnelles
aPa 4- 0 + ? ^^ ** îîPa -f- Q — 9 zz o
qui sont, en général, d*un degré plus faible que celui de réquation donnée.
Nous allons montrer, sur un exemple, une application de cette idée. On remarquera que la méthode précédente s'applique aussi aux équations bicarrées en a et, généralement, à toutes les équations résolubles rationnellement par rapport à un paramètre.
IVfB. Application. Réaoxidre et discutei^ V équation 9 = 0,
9 =: S' — (4m« -1-3) S*-f. im*(m'4- 2) S - f (m* — t) (•)
Le premier membre de celte équation peut être considéré comme un trinôme bicarré en w, et on peut récrire
Si Ton cherche à résoudre celle équation par rapport à m* on trouve, pour la quantité soumise au radical,
4[S"(2-S)'-(S-i)(S*-^3S* + 4)]=:4(S-ti)V 1. On rencontre coUe équalion lorsque Ton discute la s^urface
{École Polyterhntguef 1858.)
La méthode s'applique donc à l'exemple proposé ; on trouve finalement
^s (S — aw'- 2) [S'- (i + aw*) S+ 2(m"- i)]. On discute alors, sans difficulté, l'équation donnée.
Établir la diâcussion suivante
Soit r équation réciproque (sens général) ;
En supposant
Aa:^ -h Ba;' -f- Cx* -f- Da: -f- F zi o
(0 p = j^ et B;zfo
tt en posatit
U s B (B' - 4ABC 4- 8A'D Vs(BC-f-2AD)*-.ÎB'D WsB(B'— 2AG — 4A*D)
Oïl propose de démontrer les résultats suivants.
f^r ^ l Deux racine» réellcfl,
\ les denx autres imaginaires.
. l W > o Quatre racines réelles .
t^>oc fW<o Quatre racines imaginaires.
/ W <C <» Quatre racines réelles, mais deux coïncidentes. Vz: 01 W<a Deux racines réelles égales, les deux antres
imaginaires et inégales.
U <C 0 Les quatre racines sont imaginaires.
B (B' — iOA'D) > G Quatre racines réelles, deux à deux coïncidentes .
Quatre racines imaginaires, deux & deux coïncidentes.
B (B* — i6A'D) zz « Quatre racines réelles et égales.
'B(B'— i6A'D)>o Uzzo(B(B'— i6A*D)<o
S. On conâidèrf Véquatinn
X^ + QX^ + r J7 -f * — "
et aprèt avoir posé x = y -f- h on demande de déterminer h de façon que C équation en y soit réciproque (dans le sens général donné À ce mot).
(Todhunter.) L'équation en y est :
81 on applique, à cette équation, la condition (i), on trouve :
8AV-I- 4A* (4^ — ?•) — ihqr — r^zzo
On peut ainsi ramener la résolution de Téquation du quatrième degré k celle d*une équation du troisième degré et de deux équations du second degré.
S. Résoudre l'équation U =o,
Usiix-hp) (a:-hpH- i) (a-'+P + a) (a: -4-p-h 3) ^ (x + g) {x-hq'hi)(x-hq-h^){x + q + 3).
On sait que Ton a
(x 4- a) (a: + a -h 1 ) (rr -h a -h a) (a? -h a H- 3) •+ i s [(x -f «)• 4- 3(0? + ») + iT,
en appliquant cette formule, U se décompose en deux facteurs, dont Tun est du premier degré et donne la racine Xt ,
On examinera ensuite Téquatlon du second degré
2j?*-f-2ic(/) + ^+3)+p*H-/4-3p4-3^ -ha =«
qui donne les deux autres racines.
Le cas particulier où p — 9 = 1; celui où p — ^ :^ 2, donnent des nombres commensurables ; et si p et 9 désignent des nombres entiers différents, il n*y a pas de racines réelles, en dehors de ces denx cas.
Résoudre l'équation U = o
Us(a; -f-a) (a: -f-a-4- i)(a?-+-a-l-a)(a?-f a-f-3) + A
On pourra considérer encore lldentité de Texercice précédent et l'on distinguera les trois cas suivants :
Oa constatera que dans le premier cas les quatre racines sont imaginaires; denx à deux coïncidentes si A = i; enfin toujours réelles et distinctes si Ton suppose A < i .
Résoudre l'équation
et montrer i» que si l'on suppose h> — 4— , les racines sont imaginait es;
2* dans le cas où h = -— les racines sont deux à deux coïncidentes et
réelles; 3* enfin si Von a h < — ^, il y a toujours deux racines réelles,
•. Résoudre Véquation
on ajoute et on retranche x^ et on utilise l'identité
^ (a? -h A) (aa? + A) (3j? + A) + a?* s: (a;* + .Ux -h A*)*.
T. Démontrer que si Véquation
QC^ -h pic* '\-qx^-\'rX'\'S^=:o
a quatre racines x^^x^, x^^x^y telles que jT|4-j5j=:j?j+^4 ''* coefficients satisfont à la condition
8r +p (/>* — iq) := o.
Cette relation étant accordée, on propose de résoudre l'équation .
Résoudre l'équation
œ x-hix x+6 x + x + 6
et montrer que les trois racines sont des nomfjf*es commensurables quand fâ-\-f? est un carré par fait ,
1#. Soit f (x) = o une équation bicarrée, si a et 6 sont deux nombres de même signe et si ton a f («) f (6) <o, démontrer qu'il y a une seule racine de Véquation, entre otet6.
198. Une expression irrationnelle donnée peut, dans certains cas, se mettre sous une forme différente, mais plus simple, ou mieux appropriée au calcul approximatif qu'elle
comporte. Notamment les expressions de la forme xzz-^^
dans lesquelles V désigne une quantité irrationnelle, peuvent quelquefois être remplacées par des quantités égales mais ayant un dénominateur rationnel. Il y a, à une pareille transformation, plusieurs avantages que nous mettrons en évidence par Texemple suivant.
SoitoT un nombre irrationnel défini par la formule
On sait que
y 2 rz 1. 4 lîî . . .
En prenant la formule (1) il faudrait, pour calculer a;, effectuer la division de Tunité par 0, 320... Si, au contraire, on remarque que Ton a
une simple addition, &it connaître la valeur de x,
X zz 3,i44. • •
Mais il faut aussi observer, et ceci constitue un second avantage de la transformation précédente, que la valeur ainsi trouvée 3, 144.. représente rinconnue avec une approximation qu*on détermine immédiatement et qui est inférieure
à , puisque les nombres iM-i, . . et 1,732. . . sont appro-
chés avec une erreur absolue plus petite que
1V&. TransConDaAIoii des expressions irrailoa-
iraeÉioaiiaires. Nous supposons d*abord que le dénominateur est de la forme v/a, ou y/ a -+■ V P* ou y/a 4- v^P -H \/ïlo Soit
on a évidemment
Py/l
2» Soit
xzn
On multiplie, haut et bas, par va — v^3 et, on obtient pour a:, la valeur
3p Soit maintenant
XZZ
Va-4-V^P-l-V-Y
On transforme d'abord l'expression en multipliant les deux termes par
et Ton obtient :
PW^ + vl — Vy)
x:=z • ^zi.
a-l-P — Y-H*Va&
On est ainsi ramené au second cas. En multipliant de nouveau, haut et bas» par (« -|. 3 • y — V«0) I^ dénominateur de X sera rationnel.
Remarqae. — La transformation précédente peut se faire en employant Tun ou Tautre des facteurs
Va-4-V^ — \/y, V^a — v/p-f-V^Y, — V^-HV^ + V^Y*
On peut profiter de cette remarque pour choisir entre ceuxci, celui qui donne lieu au calcul le plus simple. Prenons par exemple la quantité irrationnelle
*rr: -
on voit que le facteur
se prête plus commodément à la transformation et donne
ti* — z: •
îV 6
ou
*JLr ^^m *
Plus généralement Texpression
xzn
V/a-hV?-|-Va-h0
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peot s'écrire, par celte transformation.
IVO. Considérons encore l'expression irrationnelle
xzr. —z ^
On multiplie, haut et bas, par
OU par Tun des facteurs analogues, et Ton est rameoé au cas précédent.
IW» Remarque. On peut, assez souvent, abréger ce dernier calcul en appliquant la remarque suivante.
L'expression \ot-h\ ^-hVy-^-Và esi décomposable en deux
facteurs de la forme v^ A -h v'B, quand les qtmtre nombres «, P, V, î forment une proportion .
Soit
Si nous posons
Y 3 on aura %
Cette expression peut s'écrire aussi
Exemple. Soit :
xz:
Ayant observé que lo.ii = iS.ii» on trouve en appliquant la remarque précédente
xz=.
(v/îi + v''3)(v54.v/7i
ou
xzz
tHH* L*idée précédente peutèlre appliquée, utilement, dans des cas analogues.
Soit, par exemple, l'expression
xzz
dans laquelle on a
On peut, par la transformation indiquée tout à l'heure, établir Tégalité
La valeur proposée s'écrit alors :
en multipliant, haut et bas, par(v'^ — v^)^ le dénominateur devient une somme de quatre radicaux carrés.
IVO. Méthode g^énérale pour rendre ratloniiel le dénomiiiateor d*ane fracÉton, loraqoe eelol-el est la somme algébrique de radleanx earrês.
Les artifices de calcul que nous venons d'exposer sont ceux auxquels on a le plus souvent recours dans la pratique, car
il est rare qu*on ait à calculer, ou à transformer, des expressions de la forme
2 Va,
plus compliquées que celles que nous venons d'examiner. Hais il existe une méthode générale pour rendre rationnel le dénominateur des expressions de la forme (i), et, au moins au point de vue théorique, il est intéressant de montrer que le problème qui nous occupe peut être résolu quel que soit le nombre des radicaux carrés qui constititent le dénominaleur
dez.
Soit donc
Z zz ■-:::z =z =z
vA-^-V«,.••^-vV
les radicaux ayant un signe explicite, pour que z soit bien déterminé.
Posons
x, rz va,, X, z=, v'a,, . . • a;^ = V ay
et considérons tous les polynômes que Ton peut déduire de l'expression
*^'i in '^i it ^i it • • • JL *^'i»>
en choisissant les signes par toutes les combinaisons possibles.
On peut, pour trouver ces polynômes, opérer de la manière
suivante. Le signe de x^ peut toujours ôlre choisi arbitraire-
A ment, puisque Ton peut, dans la fraction — , changer les
signes des deux termes. Supposons donc que x^ ait explicitement le signe -h. On formera fè tableau
iCj "T" «37j, X ^ —"" X,
J/| "T" x^ -H Xj, iC| — x^ -+" X'g
•Z?j "T" X^ — iCj, J/j •—' X^ ■— fl/3
a?, -h ip, -+- x, S- aî4, a;, —x^-hx^ + x,,
X^-hX^-hX^ —^4» ^} — X^-hX^—X^
a?, + a?, — x, -h a?4, a;^ — a;^ — iCj -f- X4
3/j "t" ««/g ■""" X^ ""• M/^f iP j ~~" X^ ~"^ 3/ J — ^ iP^
En général, on voit que, si P,, P,. . . P^ désignent les polynômes formés avec les (p—i) lettres a;, , a?, . . . x^j, on a ib — a'^-;
et qae les polynômes qai correspondent aux p lettres a:,, x,. . . a?p, sont
P, + a;^, P, -h Xp, ... Pjt + aTp Pj a;^, Pj aîjj,, . . . Pj^ — ar^
Le produit U, de ces polynômes est donc
U = (Pf-xj)(P^-a:j)...(PiS-xj).
Ainsi U est une fonction entière de a:*; ou de a^. Mais U ne
change pas, par la permutation deux à deux, des lettres x,, ^s) ••• a7^9 ot ceci est une conséquence delà loi môme qui sert dedéfinition à cette fonction. U est donc déjà reconnu que \J est une fonction rationnelle des lettres a^, a,, a^.
Il reste encore à vérifier que U est une fonction entière et rationnelle par rapport à x^. Observons, à cet effet, que dans l'expression de U, à tout polynôme (a?, -h Q,) correspond le polynôme {x^ — Q,) ; on aura donc
U = (a^-QÎ)Kl-0|).-.K-OS.
Cette égalité prouve que U est aussi une fonction entière^ et Rationnelle de x^ .
Ceci posé, désignons par XJe dénominateur proposé;
et considérons tous les polynômes analogues X|, X„ . • «
X^ qui, multipliés entre eux^ et multipliés par X^ constituent la fonction U. L'expression proposée Zj peut donc s'écrire
A AX,X, • • • X
Son dénominateur est alors rationnel et égal à cette fonction U, que nous venons de définir.
Cette transformation repose sur un principe, que nous établirons d'abord et que nous énoncerons ainsi :
Théorème. Si a et a' sont des nombres rationne/s, et si 3 et P' ne sont pas des carrés par faits y on ne peut pas avoir
si [on ne suppose pas En effet Tégalité proposée peut s'écrire
Les deux nombres v/3,(«'—a-+-V^) étant égaux, leurscarrés sont aussi égaux. On a donc
Si Ton suppose (a'— a) ;2l o, on peut alors résoudre cette égalité par rapport à V&'. On trouve pour V^' un quotient dont les deux termes sont rationnels, et il n*en peut être ainsi ; puisque nous supposons que ^' n'est pas un carré parfait. Ainsi il faut supposer que a = a' : on a donc d'après Tégalilé
181. Ceci posé) nous nous proposons d'effectuer sur Texpression
la transformation qui a pour but de mettre cette quantité irrationnelle identiquement sous la forme \/x 4- y y. Lorsque x et y sont des quantités rationnelles, on observera qu'il y a avantage à calculer u par la formule
uzzsjx-hy/y
1* parce que Ton extrait la racine carrée de deux nombres connus; â'» parce que Ton évalue plus facilement Terreur absolue qui a été commise dans le calcul.
Posons donc, les signes des radicaux étant explicites,
(i) Va + V^ = V^ + VV-
Nous supposons que b est un nombre positif, mais qu'il n'est pas un carré parfait.
L'égalité (i) donne
^y ne peut être un carré parfait, puisque \[b est une quantité irrationnelle. On peut donc appliquer ici le principe précédent et Ton obtient, pour déterminer xQiy les deux équations
x-^y zr a lixyzz h.
On en tire, par combinaison, la relation
{x^ yyz=.a* — b.
Si X et y, et par suite (x — y), sont commensurables, il faut supposer que a* — b est un carré parfait.
Soit, a* — bz=. k\ k étant un nombre positif représentant la valeur arithmétique de la racine carrée de a* — b, et soit x, le plus grand des deux nombres cherchés.' On a
par suite ,
/ a-hk
xzz
et finalement
C'est la formule cherchée.
1I85S. Remarque I. Nous avons supposé dans ce qui précède que a; et ^ étaient des nombres commensurables. On peut remarquer que la transformation que nous venons d'effectuer peut être encore employée dans le cas où x et y sont incommensurables. Mais alors cette transformation (au moins, au point de vue pratique) n'est pas avantageuse.
En eflfet on satisfait à Tégalité (a), qi^ls qtie soient x et y, en posant
x-hyzza ixy:z: b.
On tire de ces équations
xzz--h-\'a —b
On a donc
(A) Va + v/^:=V +V •
Cette idenlilé a lieu quels que soient a et b, mais elle n'est avantageuse que si (o* — b) est un carré parfait.
Remarque II. Un calcul tout semblable donne la
transformation de rirrationneUei/^ — v'ft, en une expression
de la forme {^x — >Jy) Les signes étant explicites, on trouve
V^^s Sj"-^^^'-^ - y/a-^a^-b^
184. Remarque m. Z^ors^ua ^^ dernier terme q, de téquation bicarrée
est un carré parfait^ la transformation précédente s'applique avantageusement.
On a en effet :
Prenons, par exemple, la racine x^
La quantité (a* — &), dont il a été question tout à Tlieupe, est ici égale à g. Si g est un carré parfait la transformation est donc avantageuse
n^t^^EiiLetaple. Résoudre r équation
Posons
^ = y, on trouve
Considérons Tune des racines a:,,
On a, ici, a* — ô = 4 ; par conséquent * = a, et, par suite,
On trouve ainsi
Les autres racines sont :
x^ zz v/3 — 1
a? j — ~^ Xa X/^ZZ — X^\
ou, a près,
JOOO
a?, n 2,782 Xj iz 0,782
— x^zz 2,78^
1I80. Remariiaell^. Si Ton suppose que [a^ — b) soit négatif; les formules (A) et (B) sont, bien entendu, toigours exactes ; mais elles n'offrent, en général, aucune utilité parce que les seconds membres sont imaginaires. Ainsi, d'après la fonnule (A), on a
si Fon cherche, d'autre part, à débarrasser le second membre des imaginaires qu'il renferme; si l'on pose
on a
= A — Bt.
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On trouve alors, par le calcul que nous avons fait connaître précédemment, pour extraire la racine carrée d'une quantité imaginaire,
On retombe ainsi sur la quantité même que Ton voulait transformer. Il n'en pouvait être différemment. L'égalité
v/i 4- v/5 = (A -+- Bi) -|-(A - Bî) donne, en effet,
A - - V* -Hv/5.
On rencontre ici un exemple de ces impossibilités algébriques, impossibilités qu'on ne peut pas toujours prévoiràpn'ori, mais que révèle le calcul. Si Ton veut transformer, comme
nous avons essayé de le faire, l'expression i/ « H- v'^; on obtient des quantités, en apparence, imaginaires : et si Ton cherche à débarrasser ces expressions, des imaginaires qu'elles semblent renfermer, on retombe sur le point de départ; nous voulons dire sur l'expression qu'on voulait transformer. C'est là un de ces cas irréductibles, dont l'analyse offre quelques exemples curieux, et qui semblent constituer comme un cercle vicieux algébrique.
181f. Irrationnelles cubiques. Nous terminerons cette leçon en montrant comment on peut, dans quelques cas simples, transformer des expressions renfermant des radicaux du troisième degré.
\^ Soit là quantité x,
Va + V6 L'identité
a' -h *' = (« + 6X«' - "ft + *').
donne On a donc
p (V? -K6 + Vë]
xzz
Le dénominateur de x est alors rationnel. 2* soit maintenant la quantité x,
x:zi
Va + Vô + Vy L'identité
a*-4- ô'-f- c'— 3a6c s: (a 4- ô 4- c)(a*+ 6* + c*— a6 — ac — 6c),
prouve que si Ton pose
a z=. Va, 6 =: V6, c iz Vy ; et
on a
Si «67 est un cube, la transformation de x se trouve effectuée; le nouveau dénominateur est rationnel : si non, on remarquera que celui-ci peut s'écrire
Y (a -f- 6 + y)' 4- V— 27aSY-
et l'on retombe dans le cas traité précédemment. 3"" Soit enfin la quantité x^
et supposons que Ton ait -7=-. On voit facilement que le
dénominateur est le produit de deux &cteurs de la forme
VU -h v'V, et Ton retombe dans le premier cas.
i. Démontrer que la somme de deux radicaux carrés^ radicaux portant sur des quantités commensuraàles et qui ne sont pas cof^s parfaits, n'est jamais une quantité rationnelle.
Si Ton avait
a=\/3-+-v/Y, on aurait donc
ce qui prouve que Py serait rationnel ; on a d'ailleurs
av/p = 3 + Vg^;etc...
S. Démontrer que n a, p» y ^ désignent des quantités commensuraàles et « p, Y Ô ne sont pas des carrés parfaits^ on ne peut pas avoir
On élève l'égalité au carré et, par une combinaison évidente, on e»t conduit À l'égalité a* =z y ou ol* = ^ qui sont Tune et l'autre incompatibles avec l'hypothèse.
8. Démontrer que si b n'est pas un canv parfait la quantité «/^^ • ^
n*est pas réductible à la forme Vx+ Vy ; ^ et y étant commensurables . Par deux élévations au carré, successives, on trouve
v/6 — (a? -t- y — a)*-hiry -+^iiyxy {x -j-y-^ay
by n'étant pas un carré parfait il faudrait {Ex. /} que Ton eut
la première égalité est impossible si l'on suppose x et y positifs.
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Vérifier qxte Von a
On désigne par x la Bomme des deux radicaux cubiques proposés et ou fait Yoir que ce nombre x satifait à l*équation
X = — 3 est une racine de cette équation ; les deux autres racines sont imaginaires.
S. Résoudre Véquation
ay^ + 2y*(a— aô) + a = o
on trouve, en appliquant la transformation des irrationnelles,
yzz+y/b±^^b--a.
%. Transformer la quantité irrationnelle u,
u:s\a + )/b+)/c-h)/d en un produit
Montrer que 8i Fon a
a*d — bc
la transformation est toujours possible, et que si (a* — b) et (a* — c) sont des carrés parfaits, elle est avantageuse . L'égalité
V^a + \/6 + V^-hv/rf = (v/i -h v/y) (v/X -I- A)
donne :
et l'on satiëfait à cette égalité en posant :
\b = i{x-hyy\Y d =z lÔaryXY
Ces équations boqI incompatibles si l'on n'a pas a*d = bc. Si Ton suppose a<(i= 6*c, le système est indéterminé. Cette indétermination s'explique aisément au moyen de l'identité
Cette identité a lieu, quelque soit X; elle prouve donc que la décomposition est possible d'une infinité de façons.
On profite de cette indétermination pour poser x -f- ^ = i ^^ l'on obtient finalement
ai.
7. Transformer Va + V^b en une somme fie deux radicaux simples. Démontrer que si (a* — b) est tme quatrième puissance exacte et si
' — est un carré parfait la tra^isfomiation est avantageuse.
Exemple :
V7+v/48-2V^-'-iV^.
La transformation est encore avantageuse, mais ii un degré moindre quand la première condition est seide remplie. Exemple :
'^fi7^o=\/l±^W'^^=^-
Transformer l'expression
— V 4aô -h 2 (a H- *) (« — 6)\/— I
(Lacroix.) On trouve
xz=.[a-\-b)-\-{a — b) yj — i .
H. Transformer l'expression
OJzrWa' —
a6 + - -h 2 y a'6 — aa'ô' -h —
(f^croix.) Le résultat qu'on doit trouver est
X ■=. sjab + V/ a* — lab -|- ■-
fit. i)aiw ^t«?/ cas estait possible de transformer i expression
X— ^a-^-yJb ?
Montrer que la h^amformée ne peut jamais être de la forme yjx -f- \/y ; mais qu'elle peut être, pour une infinité de valeurs de X, de la forme
(Lacroix.)
La transformation devient aTantagense en disposant de X de façon que X (a* — b) soit un cube parfait.
Par exemple :
de même
V^52 -h 3o v^3 := (a -h\/3) Va.
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188. Définition. Lorsque la différence entre deux quantités A, B, n'est pas égale à zéro, on dit que ces quantités sont inégales et Ton exprime ce fait en écrivant
A?zfBO)
Si la différence est positive, on dit que A est plus grand que B ; au contraire A est plus petit que B si la différence est négative. Dans le premier cas on écrit : A > B ; dans le second A<B. Dans les égalités que nous avons considérées jusqu'ici nous avons distingué deux genres ; le premier était formé par ^ les égalités que nous avons nommées équations^ ce sont celles qui n^ont lieu que pour certaines valeurs attribuées aux lettres, valeurs en nombre fini, et convenablement choisies ; Fautre comprenait les égalités que nous avons nommées identitésy et qui étaient vérifiées pour une infinité de valeurs données aux lettres.
De mème^ on peut distinguer les inégalités en deux genres suivant que Tinégalité proposée a lieu pour toutes les valeurs numériques attribuées aux lettres; ou seulement pour des valeurs qui peuvent être en nombre infini, mais qui sont coni'^ prises entre des limites bien déterminées.
Résoudre une inégalité renfermant les lettres x, y,.,, c^est chercher entre quelles limites, bien déterminées, peuvent être prises les valeurs de ces lettres pour que Tinégalité soit véri*-
i. Lisez : A différent de B.
fiée. Si ces limites sont arbitraires, c'est-à-dire si rinégalité est vérifiée pour toutes les valeurs numériques des lettres, nous exprimerons ce fait en disant que Vinégalité est absolue. Ainsi :
a* + ft* H- c* — a6 — «c — 60 -h 1 > o est une inégalité absolue. Elle peut s'écrire en effet :
-(a-^^r+-(6-c)*H-~(c-a)*-hi>o;
et, sous cette forme, on reconnaît qu^elle est vérifiée quelles que soient les valeurs de a, b, c.
Au contraire l'inégalité :
qui peut s^écrîre,
n'a lieu que si la valeur de x est prise dans l'intervalle i, p : ce n'est donc pas une inégalité absolue.
Assez souvent, et notamment dans les discussions que soulèvent les problèmes du second degré, on a à résoudre une inégalité, telle que U > o ; mais on admet aussi, dans cette discussion, ce qu'on peut appeler les valeurs extrêmes^ celles qui donnent U :=: o. On écrit alors que la condition de possibilité du problème donné est U >. o. Les valeurs cherchées sont, dans ce cas, celles qui satisfont : l*à Tinégalilé U>o; 2* à réquation U — 0.
Nous rappellerons d'abord quelques principes qui sont fondamentaux dans le calcul des inégalités.
189. Théorème 1. On peut ajouter ou retrancher* wie même quantité aux deux membres dune inégalité.
Il faut entendre, par cet énoncé, qu'au lieu de résoudre l'inégalité
on peut résoudre^ m étant positif ou négatif, Tinégalité
En effet on a
(3) A — Bs(A-f-wi)— (B-+-m).
Si le premier membre est posilif, l'autre Test aussi : Si la différence (A + m) — (B -f- w) est positive, c'est que, par définition même (A -h/n) est plus grand que (B -h m). Ainsi toute solution de l'inégalité (i) convient à (a). La réciproque est vraie ; les inégalités (i) et (a) sont donc équivalentes.
190. Corollaire. On peut faire passer un terme dun membre da^is r autre, mais en changeant son signe.
Soit rinégalité
Retranchons B* aux deux membres, l'inégalité
est équivalente à la proposée, d'après le théorème précédent, et la propriété se trouve établie.
1 91 . Théorème Vk. On peut multiplier ou diviser y par un facteur positif y les deux membres dune inégalité.
Soit m >.o, je dis que
(i) A>B et
(a) Km > Bm
sont des inégalités équivalentes.
En effet, si Ton a A > B, il faut supposer que (A — B) est positif. Le produit m (A — B) est donc aussi positif si m est positif comme nous l'admettons.
Hais on a
m ( A — B) =: m A — mB .
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Ainsi m A — m B esl positif; on a donc bien, d'après la définition même,
mA > mB.
La réciproque esl vraie et Ton reconnaît, de la même façon, que toute solution de (2) appartient à (1) ; les deux inégalités peuvent donc être substituées Tune à l'autre.
IWt. Remarque. Ce principe a de nombreuses applications dans le calcul des inégalités, on Tutilise notamment pour simplifier celles-ci en supprimant les facteurs communs aux deux membres d'une inégalilé, lorsque Ton est certain que ces facteurs sont positifs. Si Ton aperçoit, par exemple, un facteur dont la forme algébrique est celle d^un carré, ou d*une somme de carrés, on peut, purement et simplement, le supprimer. Ainsi l'inégalité
peut, d'après le tliéorème précédent, être remplacée pur rinégalité plus simple
Un applique encore ce principe quand on a besoin de chasséries dénominateurs des inégalités. Par exemple, si Ton veu! résoudre l'inégalité.
ou
ou encore
VS — QK
On pourra remplacer l'inégalité proposée par l'inégalité équivalente
QS(PS-gU)>o.
198. Théorème III. (hi peut multiplier ou dimser les deux membi^es dune inégalité par un facteur négatif à la condition de changer le sens de ^inégalité.
La démonstration de ce théorème esl tout à &it analogue à celle que nous avons exposée tout à l'heure (§ 191).
194. Théorème IV. On j9eu^ ajouter memlyre à membre deux ou plusieurs inégalités de même sens. Si Ton a :
A >B A'>B' je dis que Ton a aussi :
En effet, (A — B) et (A' — B') sont, par hypothèse, des quantités positives .leur somme est donc aussi positive. Mais on a :
Le second membre étant positif, on a bien
Cette proposition étant vraie pour deux inégalités, se généralise évidemment ; elle peut d'ailleurs s'établir directement pour un nombre quelconque d'inégalités.
19&. Remarque, il faut observer que les deux systèmes
^'^ I A'>B' "' AH.A'>B-f.B' j ^''^
ne sont pas équivalents et ne peuvent pas, dans une discussion, être substitués Tun à l'autre. Sans doute, toute solution de (1) appartient à [i), mais la réciproque n'a pas lieu nécessairement. On peut en effet avoir
sans avoir
Il suffit que la valeur négative attribuée à (A' — B') soit, en valeur absolue, plus faible que (A — B).
C'est par une raison semblable qu'il n'est pas permis de retrancher membre à membre deux inégalités de même sens.
On peut en effet, la chose est évidente, supposer
et
sans avoir nécessairement :
i 9e. Théorème V. Lorsque deux ou plusieurs inégalités de mhne sens, ont leurs membres positifs; si on les multiplie, membre à membre^ Vinégalité obtenue peut être considérée comme une conséquence des inégalités proposées.
Soient les deux inégalités.
et
A, B, A', B' étant d'ailleurs des quantités positives. Avanl de démontrer le théorème en question nous ferons une remarque générale, remarque que nous utiliserons encore dans la suite, et que nous énoncerons ainsi : une inégalité telle que A ^ B peut toujours être remplacée par une égalité
la lettre x désignant une quantité dont le signe est explicite; savoir le signe -h si ton a A^B et le signe — , si ton suppose A < B. On a donc d'après cette observation évidente
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xeiy étant plus grands que zéro. De ces égalités on déduit :
AA' — BB' z= B'x + By H- xy.
Le second membre est essentiellement positif puisque B, B' J?, y représentent des nombres positifs. On a donc
AA' > BB
Si l'on considère maintenant plusieurs inégalités
On aura de même
A| = Bj -+- x^ A, = B, + 07,
p p * p et par suite
A, A. . . . Ap zi (B. -h or,) (B, -f. 0?.) . . . (B^ + x^) ou
A,A,...Ap~B,B....Bpr:Sar,(B, + x,)...(B^-+-Xp).
Le second membre ne renferme que des termes positifs. On a donc bien :
199. Théorème WW. Si l'on a, entre deux quantités positives, une inégalité ; on peut lui stcbslituer r inégalité obtenue en élevant les deux membres à une puissance quelconque^ et positive.
Ceci revient à reconnaître que Tinégalilé (i)A>Bdans laquelle A et B sont des quantités positives, est équivalente à l'inégalité
p étant un nombre entier et positif.
Remarquons d*abord que le théorème précédent, appliqué au cas particulier où Ton suppose,
et
donne bien
A, — A, — ... Ap — A
B. = B,zz... Bp-B
A''>BP.
Mais il faut encore démontrer que : réciproquement toute solution de Tinégalilé (2) convient à (1). On a, en effet,
A'^ — B'^sCA- B)(A^' -hBA^V ... + B'*"')
le polynôme A'^' 4- ... 4- B**"' est constitué par des termes
tous positifs : par conséquent si A**— B'' est positif, A— B Test aussi, nécessairement.
Remarque. Si les quantités A, B sont toutes deux négatives on peut encore élever les deux membres de rinégalité à une puissance p quelconque y mais il faut changer le sens de l inégalité, dans le cas où p est pair.
Soit l'inégalité
A et B étant, Tun et Tautre négatifs. Posons A=: -A', B:r - B ; on a donc
A'<B'; par suite, puisque A' et B' sont positifs,
ou
Si p est pair on peut diviser par ( — if, et il reste
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Si p est impair, on peut encore diviser par ( — 4)^*, mais il faut changer le sens deTinégalité et, dans ce cas, l'on obtient rinégalité
198. ThéePème VH. Si ton a, entre des quantités positives A, B; A', B'; les deux inégalités
on a aussi
Posons
et
xeiy sont alors des quantités positive?. On a donc
ou
A B B'j-fBy A' B'"" A'B' •
Le second membre est essentiellement positif; ainsi ---
est plus i^rand que — .
199. Théorème ^111. Si entre deux quantités positives A ethmi a T inégalité :
AP>B
on peut lui substituer Vinégalité plu^ simple,
p désignant un nombre entier et positif. Celte propriété est la conséquence évidente dé Tidentité
AP — BPs:(A — B)(A'*''-|-BA'*"-^-h...-hB^*).
5MMI. Théorème IX. Si des quantités positives Ay B, C, D, véinfient tinégalitè
elles satisfont aussi à P inégalité
En effet, on a d'abord : AD — B C> u. Divisons par le produit positif AC, il vient
OU
On exprime quelquefois cette propriété en disant qu'on peut renverser les deux membres d'une inégalité, mais en changeant le sens de celle-ci.
RÉSOLUTION DES INÉGALITÉS
ftOM . La méthode la plus générale que Ton puisse indiquer pour résoudre les inégalités rationnelles algébriques qui renferment une variable x, consiste à faire passer tous les termes de Tinégalitè proposée dans un des deux membres. On donne à celui-ci la forme entière, chose toujours possible, et Ton est ainsi ramené à discuter Tinégalilé
r(x)>o, f (x) désignant une fonction entière de a?. On décompose
alors celle-ci en facteurs bluùmes de- la forme {x-^a) ou en bcteurs de degré supérieur mais dont le signe soit connu. Le signe de f(x) est alors bien déterminé, pour une valeur donnée de X.
Prenons, pour montrer une application de cette méthode, l'exemple suivant :
Écrivons d'abord cette inégalité sous la forme
ou
ou encore
(^• — 4) (ic* + 3a:* — aa; + 2) > o.
Ici se présente une difficulté qui porte sur la détermination du signe de la fonction
(c^-h'ix* — aa? -j- 2.
En effet, on ne sait pas, en général, décomposer en facteurs binômes les polynômes dont le degré est supérieur à 2.
Mais cette décomposition n'est pas toujours nécessaire pour résoudre Tinégalité. 11 suffit évidemment, pour la discussion qui nous occupe, que Ton soit fixé sur le signe du facteur. Cest ainsi que, dans l'exemple proposé, ayant observé que Ton a
on peut affirmer que cette fonction est constamment positive. Dès lors rinégalité donnée revient à celle-ci,
inégalité qui est vérifiée pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas comprises dans l'intervalle — (2 -+- 2).
9Wê. Wné§;BUtéH qaMdratlqaei?. Nous appelons ainsi les inégalités qui ramenées à la forme f{x) > o, sont telles que la fonction entière /'(or), puisse êlre décomposée en facteurs du premier, ou du second degré, au plus.
i » Soit d'abord l'inégalité
(i) ax + b>a'x + f/ ou
dans laquelle on suppose, bien entendu, a — a';zf o. On peut donc écrire Tinégalité (1), sous la forme
Si Ton suppose a — «' > o, les valeurs de x qu'il faut choisir sont celles qui sont supérieures à ; si Ton a
a — a' <o on doit prendre, au contraire, les valeurs àex infé-
neuresa -.
2« Proposons-nous maintenant de résoudre Tinégalilé
aa.* -f- bx-\'C> a'x* + ô';r-f- c'
ou
Si (a— a*) est nul on retombe dans le cas précédent. Supposons donc (^ — ^') 7^ o et distinguons Irois cas, suivant que la quantité U
est positive, nulle ou négative.
Premier cas, (U > o). On a
Vs(a — fl')(a: ' x'){x-^x'')
x' et af étant les raines de Téquation V =z o. Si Ton a (a — a') > o les valeurs cherchées pour x sont celles qui ne sont pas comprises entre les limites a?', a/'. La conclusion est inverse si l'on suppose a — «' < o.
Deuxième cas. (U = o). Dans ce cas on a
Le second facteur est toujours positif, sauf pour la valeur
ô — A' X zz —, -. Si l'on a a — a' > o, Tinégalité est vérifiée pour
toutes les valeurs de ar, excepté pour x — —. — ; si, au con-
traire, on suppose a- a'<o, il n'y a aucune solution à l'inégalité proposée.
Troisième cas. U<o. Nous avons vu que, dans cette hypothèse, le trinôme V conservait toujours le signe de son premier terme; si (a — a') est positif, l'inégalité est absolue; si {a — a') est négatif aucun nombre ne peut la résoudre; Tinégalité est impossible.
S"" Considérons maintenant l'inégalité
ax-^b xx+iJ a'x + b'^7^^:i^''
Elle peut s'écrire, en utilisant la transformation indiquée plus haut>
(a'x + //) {x'x + ?) {Ax* + Rr -+- C) > « ;
en posant
Az:
Bit
La discussion est ainsi ramenée à celle du trinôme Ax* Bâ?+C; et Ton vient de voir comment cette discussion peut être fiiite.
Remarque. Nous avons supposé
et aussi
Si Tune ou l'autre de ces expressions était nulle, Tune des fractions proposées serait constante et Tinégalilé proposée s'écrirait
ax-{- b ^
ou encore
Sous cette forme, sa discussion n'offre aucune difficulté. 4'' Considérons enfin Tinégalité
ax* + bX"\-c a'
a'x* + b*X'\-& Elle peut s'écrire sous la forme
Le pi*emier membre est un produit de deux facteurs trinômes du second degré, et Ton peut résoudre cette inégalité en suivant la marche indiquée plus haut.
Remarque. En dehors des cas que nous venons d'examiner le problème qui vient de nous occuper, ne peut pas en général être résolu^ du moins par les méthodes élémentaires, les inégalités cessant d'être quadratiques. Ce n'est plus que dans des cas particuliers que Ton peut opérer leur discussion.
903. Inég^aliiés irrationnelles. Les inégalités renfermant des radicaux présentent une difficulté particulière qui tient à la discussion du signe des fonctions soumises à ces radicaux.
Nous indiquerons rapidement, sur un exemple simple, tel que celui que fournit l'inégalité
la marche qu'il faut suivre dans ces discussions.
Nous supposons explicitement que le radical est pris avec le signe +» pour que Finégalité soit bien déterminée.
La variation de x ne peut évidemment avoir lieu qu'entre —- <x> et 1, ou entre a et -f-». D'ailleurs l'inégalité a lieu, visiblement^ pour toutes les valeurs de x qui n'étant pas comprises entre i et a, sont inférieures à 3.
On a donc déjà, pour les valeurs cherchées de Xy toutes' celles de l'intervalle ( — », -4- 1 ) ; et aussi celles de l'intervalle % 3).
Supposons maintenant que x soit plus grand que 3. Les deux membres étant positifs on peut les élever au carré et chercher les nombres qui satisfont à Tinégalité :
of — 3a? -+- 2 > a;' — 6a; -|- 9
Celle-ci est vérifiée par tous les nombres supérieurs à 3. En résumé les solutions cherchées sont celles qui sont comprises entre — <» et -4- 1 et entre + 2 et -H ».
I. Démontre^' que « ai, aj,.. .ap; sont des nombres différents, positifs et inférieurs à Vunité, on a toujours
206 UUlNZlÉ^fE LEÇON
Ou établit d*abord ndeiitMô
' puis Ton remarque que l'ou a, quel que soit a,
ia{i — a)^i.
1t. Démont t'er fjue si ai, «3. . .a., sami des nombf*es qui ne sont pas tous égaïuc on a
(a,-htf,. .4-ap)*</>(aî-héi^-+-...-ha^).
Pour résoudre cette quesliou ou pourra 80 servir de riuégaiitc absolue
3. Démontrer j avec la même hypotlièse sur les 7iomôf*es »i|, o^. . .a^, finef/aiité absolue
Ou cousidèru les inégalités
X* -f- ai -h ai — it'tf , - jL'a^ — a^a^ > o
X' -f- rtp -^ «î - ^^Ip — «^t'^i — ilpO'x > «• 4. Démontrer que Von a Vinèy alité absolue
px* — 2a (a, f a, -f- ... 4- «p— y) + tf î 4- . . . a,^ — 2/» (a, -4- a,
-f-... +«p)-l-jo'>o.
Ou peut, par uu groupement convenable, ramener le premier memlire à la forme
On peut aussi suivre la méthode générale. On considère le trinôme du second degré en a
Aa* + Ba-I-C,
et Ton montre que Ion a ici
B'-4AC<o; on trouve, en effet, l'Inégalité de Texeroice (2).
Vérifier que les deux éyaliiés
p(p'--p)-'^iq — q')^^
entraînent : ou p = pfj et par suite q = q'; ou /)« — 4v = ^> *' P —p'^^* On supposera p — pf "^o et oo formera avec les égalités proposées les deux combiuaisoos
ip [q ~\- q* ) zz iqp' etc..
•. On cunsidére les fractiom iuéyalen, et rangées par ordre de grandeur croisante
et Con propose de démontrer i^ que le notnhre Z
Uy -t- (/^ t- . . . h 0^
cjt Compris entre
— , et — •
20 que la différence Z — — e^ft plus grande que
*'U* b\)\b, ' b,-hb,-\-'...bJ'
Ou pourra poser :
V6 ~fr, "-'
Ou aura aiosi
Oj __ g, — 6,a?, _ gj — ôjJ?, _ _ % — ^|^y>^i On doit remarquer aussi que Ton a
«C'a ^^ ^%y **'3 ^^ **'» *^^ •*^f * • • ï^lC . •
V. Résoudre l'inégalité
8. Démontrer que si a, b, o,. . .k, 1, représentent des quantités qui ne sont pas toutes égales, et qui sont supposées en nombre p, on a ;
(Cauchy.) r Le théorème est vrai pour/>=:j; il résulte de Tideutité
, ;a'-f-6\" /a — bV ab
j* La propriété 8*éteud à 4 nombres car
4.-7—: 4/"'^T Fî V^a&-hv'^crf _ 2 2 yjabcdzs. V V aô • V crf < î^ ^^^ — <
OU
3* On généralise la remarque précédente pour 8, i6, . . . i2^ nombres.
4* Pour établir le théorème général 11 suffira, d'après ce qui précède, de vérifier que s'il est vrai pour {p-{-i) nombres, il est vrai pour p.
Cette méthode inverse de celle qui est ordinairement suivie pour la généralisation d'une propriété, est remarquable : elle a été employée par Cauchy pour établir le théorème qui nous occupe.
On a par hypothèse
^ p+iy •
Le Uiéorèuie étant vrai pour (/}+i) quantités, ou peut écrire
y a.b,,.k}/ab...k<—^—-^ ^^-^
Hemnrtfue, Lu rarine, d'iudire p, du produit de p nombres», s'appelle quplqoefois moyenue géométrique : le théorème du Cauchy peut, en adoptant cette expression, s'énoncer ainsi : la moyeune géométrique est toujours inférieure â la moyenne arithmétique.
•. Démontrer que la moyenne harmonique est toujours plus gratuie que la moyenne géométrique,
(Oo appelle moyenne harmonique, un uombre égal â p fois l'iuversu de la somme des inverses des nombres donnés.) L'iuégalité
\ a,b,.,kA>
que l'un propoge «If, «léiuoulrcr, est la conséqueucc iiiiiuédiate du Uiéorémc |>ré««(leDt. On a, en cfTet, d°upn>s ce théurèuie,
l#. Démontrer que l'on û, a étant différent de h
(a -h oy
(i) a*+6"*>^— ft, plus généralement,
\^ étant un nomitre entier positi/.) Étendre ce théorème à des quantités positives a, li, e,. . . k, 1, en nombre p. i* L'inégalité (i) revient à celle-ci, qui est évidente
(a: -h y) (x — yy > o J' L'inégalité ( j), eu posant
se transforme et devient Tinégalité évidente
0 < cl2*a/^^-h CfcX*x'^* -h . . .
3^ Pour généraliser la propriété et l'étendre à p quantités positives, ou suit la marche indiquée dans Texercice précédent.
On remarque d'abord que le tliéorème est vrai pour quatre nombres Of b, c, d^ car
mais ou a vu que
on a donc
Ainsi le théorème est vrai pour j,4'^»'^-" quantités positives. Eufin on montre que si le théorème est vrai pour (p-hO quantités a,b,...k,l,m; il est vrai aussi pour \q9 p quantités a, b,.».k, L
On remarque à cet effet que :
P-^^r . r IN , 1. I .1 «-4-64-...-+-/
on a donc
(_ . , a-hb-\-..-\-l\^ A- Je / «4-6-4-.. 4a-f-6-h..-h/H ^\ aV..-^^+ --!^--:î:_:X P 1^ \ P
ff . Soient p nombres en progression arithmétique^ a, b... if, \j démontrer que Von a
jo Ç^n . ^ . . . / > y/àl.
Pour la première propriété on peut appliquer le théorème de Cauchy, et la formule connue,
a-hb + .,. + lzz^(a + ll
Pour l'autre propriété, on appelle r la raison de la progression, et on forme le tableau sulTant :
alliai
akzz{a-h r) (/ — r) m a/ -h (p — 2) r*
ch — (a-4-2r)(f — 2r):=:a/-f-2 (p — 3)r*
On a, par suite,
lazzal kb>al hc>al
• ■ • • alzzal
d*où
{abc...krf>(alf
Application^ On a, p étant entier et positif,
(Todhunter.)
SEIZIÈME LËÇUN
90A. Définitions, liuagiûons des nombres l^p»Up_|,U^.^
etc. . . se déduisant les uns des autres au moyen de la relation de récurrence
Celte égalité, dans laquelle les coefficients a^ et b^ peuvent
être supposés fixes, ou, r!ans d'autres cas, variables avec />, permet de calculer U, conuaissant U, ; puis U3 connaissant U,. etc — On peut écrire Texpression de U^ sous la forme
On a donc
et, finalement,
Ces formes algébriques représentent, dans Tacception la plus générale du mot, les fractions continues.
On considère plus ordinairement, et nous nous occuperons exclusivement, de fractions continues d'un genre particulier.
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de ceUes qui correspondent aux hypothèses suivantes : lo tous les coefficients &,, b^. , , b sont égaux à + 1
2* tous les coefficients a,, «, . . . a^, et le terme initial T,, représentent des nombres positifs et entiers.
MI&. IMi^ne des f mêlions eontinaes. Nous ferons remarquer d'abord comment ces fractions continues particulières s'introduisent, par une voie naturelle, dans l'analyse. Imaginons une quantité quelconque Xy commensurable ou non; cette quantité est nécessairement comprise entre deux nombres entiers consécutifs «, el a, 4- 1. On peut donc poser
X étant supposé plus grand que lunité. L'égalité (1) donne
La quantité est, elle aussi, comprise entre deux nom-
bres entiers consécutifs «,, o^-\- \\ a^ étant au moins égal à Tunité. On peut donc écrirez
j7, zz n^ H ,
avec la condition a?, > I .
En continuant ce raisonnement on a, pour déterminer a\ la formule
C'est une fraction continue, dans le sens restreint et ordinaire du mot ; «,, a„ «3 ... sont des nombres entiers, positifs; a, seul, peut être nul.
Dans rétude que nous allons faire des fractions continues nous considérerons d'abord le cas où /i, /ïj . . . a^, sont en
nombre fini. Ces quantités sont appelées les éléments de la fraction continue ; on les nomme aussi quotients incomplets. Pour abréger l'écriture, nous représenterons quelquefois par la notation symbolique
la fraction continue dont les éléments sont : a,, a, ... a„.
IMM. Théorème I. Toute fraction continue limitée est un nombre commensurable.
Soit
On
par
suite,
Faisons passer le terme a, dans le membre de gauche, il vient
X — ff^ i
tt
En poursuivant cette manière de faire, le premier membre est toujours le quotient de deux formes linéaires de x. On a donc, finalement,
xr + 6 __
On tire de cette égalité
xn
valeur qui n'est ni nulle, ni infinie, puisque x est compris entre a, et a. H- 1
MI9. Remarque. Le calcul de x, et la démonstration du théorème précédent, peuvent encore se faire en remarquant que Ton a
puis
clc... On arrive ainsi, de proche en proche, à la valeur de x qui est, d'après cela, le quotient de deux nombres entiers.
190S. Théorème II« Réciproquement, tout nombre com^ mensurable peut être écrit sous ta forme (Tune fraction continue limitée.
Soit ~ le nombre proposé ; a ei b désignant des nombres
entiers, premiers entre eux. Nous supposerons d'à bord que a est plus grand que b. En cherchant le p. g. c. d. de a et de b, on obtient les égalités suivantes :
azzbq^-h r, b-r,q,-hr.
Le dernier reste r„ élant d'ailleurs égala l'unité. De ces égalités on déduit
l'-'-i'+ib
fè)
On a donc
it-l
Remarque. Lorsque - est une fraction proprement dho,
on développe - en fraction continue.
I.a méthode précédente, donne
el, par suilo,
)909. Théorème lU. le développement (Tun nombre commensurable en fraction continue n'est possible que (Tune seule façon.
Soit X le nombre proposé. Ce nombre, développé en fraction continue par le procédé indiqué tout à l'heure, a donné le résultat suivant
(i) x= I a^y rtj, flTj, ... a^ I
Supposons que, par une autre méthode, il soit possible de
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trouver pour x un second développement en fraction continue, tel que
Nous allons montrer que ces deux développements sont identiques. L'égalité (i) prouve que x, est compris entre les deux nombres entiers consécutifs a, , a, -+- 1 : Tégalité (2) prouve à son tour que x est compris entre les deux nombres entiers consécutifs a«, 2, -|- 1. En rapprochant ces deux conclusions
on voit que a j ira,.
Cette première remarque étant faite, nous pouvons écrire les égalités (t) et (2) de la manière suivante :
a,, fit, ... fi
OL^y 2). ... 2
En raisonnant, comme nous venons de le faire, on déduit de là que a, zz a,. On voit ainsi, de proche en proche, que les «Héments a sont, deux à deux, égaux aux éléments a.
^^O, Réduites, ou fm^lloiift convergente». Lesp premiers éléments d'une fraction continue, constituent une fraction continue. Le calcul de cette fraction donne lieu à une expression fractionnaire dont nous désignerons le numérateur par X^ et le dénominateur par Y^. Nous poserons donc
(It , ^«9 "^^ . . (l .
et nous dirons que ^ est la réduite tf ordre p
p On a, d'après cela
rt,«j 4- •
et, par suite,
(i) Xt=:a^ X, = a,a,-|-i Xs— «,«,«, -+- a, + ats etc.. (2) Y, rz 1 Yj = a, Y, iz: a^a^ -h 1 etc. . .
911. Théorème iV. 7roî5 fondions X e^ Y consécutives satisfont aux relations de récw^ence
Les égalités (1) et (2) prouvent que cette loi se vérifie pour les trois premières fonctions x et y. On a, en effet
Xj "Z. Oi X, -f- X,
et
Yj zrûfsYj f- Y,.
Supposons donc que la loi énoncée soit vérifiée pour les fonctions X et Y jusqu'à celles que nous désignons par X,
et Y^, , inclusivement ; admettons, en d'autres termes, que
Ton ait
' jv-l ^p-l ' /)-2 "^ ' ;i-3
Pour obtenir —, il suffit de remplacer,.dans cette expression,
rélément «p_ppara^_, 4- — . On a donc
Yp
Celle égalité peut s'écrire
\^^P ^«p-Âr-2 -^ V^Ty^,
Mais on a, par hypothèse et
l'égalité (i) devient alors
On a donc, conformément à la définition des fonctions X elY,
et
Yp = a,Y,^,4-Xp_,.
La loi de récurrence des fonctions X et Y est donc dénion- Irée.
9Mft. Remarque. Les nombres X et Y^ augmentent sans
cesse, et croissent au delà de toute limite, en même temps que p . On a en effet
et
Yp ^ *p_i + ^p-i'
La remarque en question est la conséquence manifeste de ces inégalités.
^18. Théorème "V. Les termes de deux réduites consécutives
satisfont, quel que soit p, à l'égalité
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Cette propriété se vérifie facilement pour les deux premières réduites. En effet les égalités
X, zr.a^ X, — fl,a, -h i Y, ir i Y, = «,.
donnent bien .
Supposons donc que la loi ait été reconnue exa cte pour toutes
les réduites, jusqu'à -p^, inclusivement. Les relations
donnent, par combinaison, Mais on a, par hypothèse,
On obtient donc, flnalement, la relation
. I^ loi est donc générale.
914. Théorème VI. Les réduites sont des fractions m*^ duclibles.
L'égalité que nous venons d'établir
Vp-. - ^';. V. = ( - ')'
prouve, en effet, que X et Y. qui sont des nombres entiers, ne peuvent admettre un diviseur commun^ sans que ce nombre soit un diviseur de (— \f' Ainsi X^ et Y^ n'ont d'autre diviseur commun que Tunité; ces deux nombres sont donc premiers entre eux.
5Sfl&. Théorème VU. Ufie fracUon conlintie a une valeur qui est toujours comprise entre celles de deux réduites consécutives : elle est plus grande que la réduite d'indice impair, et plus petite que la réduite d'indice pair.
On a, comme nous venons dç le montrer
Vp apYp., -h \^:
Posons
a^ étant le dernier élément de la fraction couliuue proposée f.
La valeur de /se déduit de la formule (t) en remplaçant, dans celle-ci, a^ par X. On a donc
On tire de là
et.
^p-i ^p_i l^»Vp_, h Vp^ij
Soitinaintenant
u-A-Jtii et y-f-^h=^^
<Jn a, par application du théorème V, les deux égalités
ri— -I
V. (ÂYp_,+ V
et si l'on suppose que p soîl pair on a U > o, et V < o ; le théorème en question est donc démontré.
X_ 191 O* Théoréine WWÊË. La réduite ^ est plus voisine de
la fraction continua f, que la réduite précédente — ^^.
Xp-t
Les égalités (A) donnent
V"" XY^,- On sait d'ailleurs que X est plus grand que i, et que Yp_, est supérieur à Y^^j: pour ce double motif, — est une fraction
proprement dite. On peut donc dire que le nombre (f— ~^ 1 est, en valeur absolue, plus faible que (/"— y^)*
Cette propriété remarquable des réduites leur a fait donner le nom de fractions convergentes ; et Ton veut exprimer, parce mot, que les réduites se rapprochent, sans cesse, de la valeur de /*, quand leur indice augmente.
SI K. Reinarqae. Il résulte de ce qui précède que la suite
est formée de nombres toujours croissants : et qu'au contraire les nombres
(.2\ Ùl ±ï 1 , 1 4
sont décroissants. De plus un nombre quelconque de (i) esl inférieur au plus petit nombre de la suile (a).
\. Théorème UL II n'existe aucun nombre comment
surable qui s'approche plus de f, qu'une réduite —^ et qui
p s'exprime par des nombres plus simples que X et Y .
Considérons les trois nombres
Noas supposons que p soit pair, pour fixer les idées ; les trois nombres (i) sont, dans cette hypothèse, rangés par ordre de grandeur croissante.
Soit- le nombre proposé, nombre qui est supposé plus voisin
de /"que -^. Il est alors nécessaire que -fasse partie des nom-
p bres qui sont compris dans Fun ou Tautre des deux intervalles
Dans Tun et Tautre cas, on peut dire que les trois nombres
■ (fe^) = (^'TJ
sont rangés par ordre de grandeur croissante; on a donc
On peut remarquer, d'ailleurs, que Ton a X^Y^^^— Y^X^jn: i ; par suite,
5>Y^(aY^^,-eX^_,)>«.
11 résulte d'abord de là queaY^^, — ôXp.p est un nombre entier et positif; il est donc au moins égal à i.
Ainsi, on a bien
Im même raisonnement appliqué aux fractions
\ 6 Vi
prouverait que Ton a aussi
I>« Iff 1?
DêfiniÉlon. Soil lafraclion continue x
(i) a;zr I rt^, a^, a^, ... a^|.
Supposons que le nombre n des éléments croisse au delà de toute limite et considérons les deux suites (A) et (B),
/»\ '^1 ^ '21 lA) ^., y; y/-
formées; la première suite, avec les réduites d'indice impair ; l'autre, avec celles d'indice pair. La suite (A) comprend des
nombres toujours croissants mais tous inférieurs à -^
-r ; ces
nombres ont donc une limite; soit 0 celle limite. D'autre part, la suite (B) est constituée par des nombres toujours décrois-
sants, mais qui sont tous supérieurs à — ^; ces nombres ont
aussi une limite 0'. II est facile de reconnaître que Ton a
^~6'. En effet, soill/ un nombre de la suite (A);li±i est
alors le nombre correspondant de la suite (B) : on a d'ailleurs,
Les nombres Y^, et Y ^ croissent au delà de toute limite ;
par suite ^-y — tend vers zéro, quand p croit au delà de toute
limite. Les deux limites 0 et 0' sont donc égales.
1^90. Fractions conÉinues périodiques. Lorsque dans une fraction continue illimitée, fraction dont la valeur est maintenant bien définie, on suppose que les éléments se reproduisent dans un ordre constant, on dit que cette fraction continue est périodique. On distingue deux sortes de fractions continues périodiques : i® La fraction péiHodiqv£ simple
xz=.\ a„ a„ ... a^\ a„ a, ... a^\a^ya^ ... a^\ ... |
qui est telle que lesp premiers éléments se reproduisent dans le même ordre it,^ La fraction périodique mixte
X ^^ Xif x% »'• iX/i> aif fl?, ... a^j a^f (Z| ... éz^^ ...
dans laquelle la partie périodique est précédée d'éléments ne faisant pas partie de la période.
1991. Théorème de Las^rang^e. La racine dune équation du second degrés à coefficients commensurables^ peut se développer en fraction continua péi'iodique.
1®"* Cas. — Les deux racines sont de signes contraires. Nous distinguerons plusieurs cas^ dans la démonstration de cette propriété. Nous supposerons d'abord que les racines de Téquaticn proposée ont des signes contraires, et que les dénominateurs, s*il en existe, ont été chassés.
L^équation que nous allons examiner peut alors s'écrire
(P) \x* + 'iBx — C rr 0 ;
en supposant: i<> que A, B, C sont des nombres entiers ; a^^que A et C désignent des nombres positifs. Si le coefficient n*était pas un nombre pair, on changerait x en aX, et Ton considérerait l'équation en X. 11 va sans dire que (B*-|-AC) n'est pas un carré parfait ; car, si (B*+AC) était un carré parfait Téquation donnée aurait ses racines commensurablcs,
el nous savons que ces nombres se développent en fraction continue limitée.
Développement de la racine positive. Ces conditions diverses étant supposées remplies par les coefficients de réquation(P) nous allons développer en fraction continue sa racine positive X.
(0 ,--b+n/b' + ag.
Ce nombre x est compris entre deux nombres entiers consécutifs a,, a, -[- 1 . Nous pouvons donc poser
ensupposant j;t> 1. L'équation (P), d'après cette formule, devient
OU
après avoir posé
l A, = G — iBa, ~ Aa,' (3) j B,i::-Aa,-^B ( C-A
L'équation (P,) donne lieu aux remarques suivantes: 1* Les coefficients Ai, B„ C, sont des nombres entiers. î" Les nombres ki et C^ sont positifs, y On a.
(a) Br + A,C,zzB*-hAC.
F^es formules (3) prouvent immédiatement que A,, B^, C|, sont des nombres entiers et que C, est positif. Il reste à montrer que A, est positif et que Tégalité (a) est exacte.
Je dis d'abord que Ton a A, > o. En effet la racine positive de l'équation (P), étant comprise entre a, et (a, -hO, elle est aussi comprise entre a* et -f * • ^^^ déduit de là que .le premiermembre de (P), prend une valeur négative, pour X z: 2^. On a donc bien
Aaf + îBa, —C <o
ou
Passons au second point. Les formules (3) donnent B* + A,(:, - (B -h Aa,)' -h A (C - ^Ba, — Aaf) ou, après réduction,
BI + A,C, -B* + AC
Le théorème de Lagrange résulte, comme on va le voir, des remarques précédentes.
DeTéquatiou en ojj, on peut déduire une équation eu a:«, comme nous avons déduit Téquation P,, de Téquation P. On obtient ainsi, par une sorte de voie récurrente, une suite d'équations donnant lieu au tableau suivant:
(P) Ax* -h ittix —C zz o
On a, d'ailleurs, les conditions suivantes :
et,
( V -^- 'V.C„ = ir 4- AC.
On tire, de ces deux dernières égalités, la relation
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en désignant par h le nombre entier et positif (B*-f- AC). Les nombres positifs A„. A„_p B„; qui peuvent satisfaire à (4), sont
nécessairement en nombre fini; les combinaisons que Ton peut feire avec ces nombres en les écrivant dans l'ordre
sont elles-mêmes en nomhi^e fini. Il est donc certain qu'en formant le tableau (II), on trouvera, à un certain moment, une équation (P.), qui sera identique à une équation (P^),
précédemment écrite.
Lorsque ce résultat inévitable aura été atteint, les calculs se reproduiront identiquement dans Tordre où ils auront été obtenus. On aura donc, pour a:, un développement en fraction continue périodique.
Développement de la raciîie négative. Changeons a? en — a-, dans réqualion proposée; celle-ci devient
En développant, en fraction continue, et comme nous venons de l'expliquer, la racine positive de cette équation, la valeur trouvée, changée de signe, représente le développement de la racine négative.
2"»V/«w. — Les deux racines sont positives. Soit a la plus grande de ces deux racines. Elle est comprise entre deux nombres entiers consécutifs «, a + \. Nous supposerons
d'abord que la seconde rncine g n'est pas comprise dans cet intervalle. En posantar=za-|-X, Téqualion en X aura deux racines réelles X' et X", et l'on calculera les racines a et g par les formules
X' est donc, d'après cela, une quantité positive et plus petite queTunité: X' est, au contraire, une quantité négative. On
pourra donc développer X' elX' en fractions continues, par la méthode indiquée au paragraphe précédent.
Dans le cas où les deux racines a et 6 sont comprises entre les deux nombres entiers consécutif a, a+ lyles nombres X' et X" sont, Tun et l'autre, positifs, et plus petits que l'unité. On pose alors
L'équation en y di deux racines positives, et plus grandes que Puni té. Si la plus grande racine de cette équation est comprise entre deux nombres entiers consécutifs ô, ô -f i ; Taulre racine étant inférieure à b, on retombe sur le cas que nous venons d'examiner. Sinon on pose
et ainsi de suite. Il arrive certainement un moment où Ton obtient une équation dans laquelle la plus grande racine est comprise entre deux nombres entiers consécutifs, l'autre n'étant pas renfermée dans cet intervalle. Ceci résulte de ce fait, que la différence entre les racines a et 3? est une quantité finie; tandis que la dififérence entre deux réduites consécutives tend vers zéro, quand le nombre des éléments croît au delà de toute limite. Il n'est donc pas possible que les deux racines a et g, qui se développent en fractions continues, d'après les formules
x — a-h-y y zzô-f--,... ;
aient, indéfiniment, les mêmes éléments.
^^ Cas, — Les deux racines sont négatives. On ramène immédiatement ce cas, au précédent, en changeant x en (— x).
itftlt. Appllcationfi. Les racines d'une équation du second
degré étant delà forme a 4\^5^a et 6 désignant des nombres
commensurables, le théorème de Lagrange prouve que ces quantités irrationnelles sont susceptibles d'être développées en fractions continues périodiques. Nous nous proposons de vérifier cette propriété sur quelques exemples simples.
i''^ Exemple. — Développer y/a* + i en fraction continue, a désignant un nombre entier et positif.
Soit
X est compris entre a ol (a + i). Posons
On a donc
d'où
yn"* -\- t—a
=ia-h y/a* + « .
D'après cette formulo la valeur de .r, est comprise enlre 2a ("ii'ia-h 1). Soit
OU
a + y/rt* -h I r: 2rt H — .
On a donc
x,zz
y/a* + 1 — a ou
•>C M MB» •A' I •
La périodicité du développement se trouve ainsi vérifiée ; et Ton a
En supposant, successivement dans cette formule: a =z i, a rr 2, r/ — 3 ; on trouve
v/2 zz I 1,2,2, ... I
y 5 ZZ I ^ > M -#>••• I
\/iû zz I 3, 6,(), ... I
1^ Exemple,— Développer \^Q^ -h "^^ en fraction continue ^ a désignant un nombre entier et positif.
Soit
X zz \/a* -[- 2rtf
a? est compris entre « et ^/ 4- 1. Posons
xz:za-\-^.
On a
on pose alors
on trouve
Ce nombre a*, est compris entre 2a et (ar/ -h i). Posons donc
on trouve 0*3 — ,r,. On a ainsi
X — yV-f- 2a — I a ; I, 26r; 1, 2^ ; ... |.
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Par exemple
v/îTrz 1 1; 1,2; 1,2; ... |-
ftf^B, Tliéoréine. Lorsqu'une quantité est développée en fraction continue péi'ïodique, elle peut être considéi^ée comme
une quantité iiTationnelle de la forme a + Vô. Ce théorème est le réciproque de celui de Lagran«<e. Soit une fraction continue périodique.
(1) ir=: |3c,, a, . . a^^; a,, a^, » «pî ^i> «1» ••• «p'» ••• | Posons
(a) y-|«„^„...ap a,,a^,.,.a^ ... |
on a donc
z désignant une fraction continue dont les éléments sont les nombres a,, a,, .,. ttpSe reproduisant sans cesse, dans le
même ordre. Or, nous avons montré, au début de cette leçon, qu'une pareille quantité avait une valeur unique, bien déterroinée. Cette valeur étant désignée par y y on a donc
En effectuant le calcul indiqué dans le second nombre,
celui-ci prend la forme / „, . On conclut de là régalité
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On a d'autre pnrt
Le second membre peut se mettre sous la forme jq-
on a donc
Les égalités (3) et (4) donnent pour déterminera; une équation du second degré. Du moins, elle n'est pas d'un degré supérieur ; je dis qu'elle n'est pas non plus d'un degré inférieur. En effet si la relation qui détermine x était
3ur -f- 3 zi 0 ;
a étant différent de zéro, on aurait, puisque j? est une valeur finie,
et le nombre x^ étant commensurable, serait développable en fraction continue limitée. Ceci est en contradiction: d'une part avec riiypollièse, et, d'aulre part, avec la propriélé démontrée plus haut (g 209).
59941. Développement des transcendante» en ffraetions «continues. Ce développement repose sur la propriété suivante :
Théorème. Soit une quantilé incommensurable X dont la valeur est comprise entre deux nombres commensurables A et B ; si A etB développés en fractions continues admettent lex nombres a^, a„ . -x^tPOur leurs h premiers éléments^ on peut
affirmer que ces nombres sont aussi les h premiei's éléments de X développé en fraction continue.
On peut d'abord remarquer que tout nombre commensurable, ou non, étant nécessairement compris entre deux
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nombres entiers consécutifs, toute quantité est susceptible (1 être développée en fraction continue. Ceci prouve la possibilité du développement de a; en fraction continue. Ce développement est unique {$ 209), et nous voulons démontrer qu'il a, pour premiers éléments, les nombres a,, a,, ... a,,.
En effet les égalités
A zi 1 3t,, A,, . . a/,, A, ... I
prouvent que A et B sont compris dans l'intervalle a,, a, -f- 1. Par suite X, quantité comprise entre A et B, a elle-même une valeur renfermée entre ces deux nombres entiers consécatifs ; x^ est donc le premier élément de X. On a d'ailleurs
et,
aCj, ...
I t La quantité -^ est comprise dans rinlcrvalle •- ,
r ; par suite, et d'après ces égalités,- , a une valeur
comprise entre les deux nombres entiers consécutifs a,, a, -j- 1 : 2, est donc le second élément de â?; et ainsi de suite.
1^5. Calenl de r. Prenons comme exemple le nombre transcendant :: : il est compris entre les deux quantités fractionnaires
Azi '. • et R — r .
lo* 10*
En développant A et B en fractions continues on trouve
3, 7, i5, 1, 9.92, 1, 1, 1 comme éléments communs à ces deux (léveloppemenls. On a donc
T.ZZ I 3, 7, i5, 1,292, 1, 1, 1, ... I
D*après cela on a des valeurs approcliées de ::, savoir :
XV
i 7 loG ii3 33 102
Ces rapports sont célèbres parce qu'ils donnent, de la façon la plus simple {% 218), une valeur approchée de t.. Le rapport r, est attribué à Archimède ; r.^ a été donné par Rivard; et ::^, par Métm^,
ANALYSE LNDÉTER&ILNÉE.
99B. Définition. On donne le nom d'analyse indéterminée à celte partie de Talgèbre qui se propose de trouver les solutions entières d'un système d*équation, système dans lequel il y a plus d'équations que d'inconnues. On a Thabitude de rattacher l'analyse indéterminée du premier degré à deux inconnues aux applications des fractions continues; parce que le principe qui sert de base à la résolution en nombres entiers de l'équation.
ax -4- by zr c,
peut se démontrer très simplement en utilisant certaines propriétés des réduites. Il importe pourtant d'observer, et nous établirons ce point tout à l'heure, que les deux théories sont indépendantes l'une de l'autre.
Quoi qu'il en soit, le principe fondamental, auquel nous avons fait allusion tout a l'heure, est celui que nous allons, maintenint, énoncer et démontrer.
55*7. Théorème. Quand deux nombres A eî B sont premiers entre eux, on peut toujours trouver deux nombres x et y, entiers et de sic/nes contraires, tels que ton ait
A.r f- B//rr 1.
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En effet, développons'-- en fraclion continue. Soit
et posons
U.y (1^, . .. fl,,__i
On peut considérer j et ^: — comme étant deux réduites
consécutives : on a donc, par une propriété connue (;^ ai.'^j:
A Y„_,-BX„_,:r (-.)«,
Si l'on pose
on a bien
Ax -j- By =1 I
J'et y étant des nombres entiers et de signes contraires.
AulremenL Cette propriété remarquable des nombres premiers peut aussi être établie élémenlairement, comme il suit.
Cherchons à déterminer le plus grand commun diviseur de A et de B : nous sommes ainsi conduits aux égalités
By, + Ht
H«^,:=ÏS.^.y,.-4-U,..
Le dernier reste obtenu U„ est égal à Tunité. Il résulte de t^^es égalités que tous les nombres H,, H„ etc.. sont de la
forme arithmétique Aa: -f- By : le dernier d'entre eux, 11^ est donc aussi de cette forme ; et ceci établit la proposition.
9^H. Résolntion de Féquatlon ax-hbyzzc. Nous supposerons que a^beic sont des nombres entiers et qu'il n'existe aucun nombre divisant à la fois a, b et c. Cette double condition est toujours réalisable, avec des coefficients commensurables. On peut aussi supposer que a et 6 représentent deux nombres premiers entre eux ; car si a et 6 admettaient un diviseurs, § ne divisant pas c, il n'existerait aucune solution entière de Téquation proposée.
Cette remarque faite, a et 6 étant premiers entre eux^ il existe deux nombres ueiv vérifiant Tégalité
au-hbvzzi.
On a donc
acu + bcv — c.
Eu comparant cette égalité, avec Téquation proposée
(i) ax~hby:=:c,
on voit que les nombres entiers x' — eu, y' = cv,
constituent une solution de cette équation.
Nous allons montrer maintenant qu'il existe une infinité d'autres soluUons entières de (i) et nous ferons connaître les formules qui donnent toutes ces solutions.
Soit x" y", une seconde solution entière de (i), en admettant, pour un instant, qu'il y ait pour l'équation proposée une solution autre que celle que nous avons trouvée tout à l'heure. On a donc
aju" + by" zz c
et
ax' + by' lie;
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par suite,
ou
Ou sait, d'ailleurs, que si une fraclion ^, — ^ est égale à une
autre fraclion irréductible y ses termes sont des équimuU
tiples de a et de b. En désignant par t un nombre entier arbitraire, on a donc
y'^f-at x^'-'X'-bt ou
) y^^^y^-at
^*^^ I x"^x'-hbt.
Mais nous avons admis qu'il y avait, à l'équation proposée, une solution autre que x\ y' ; il importe de vérifier ce point. On remarquera à cet effet que Ton a, quel que soit f,
a{x'-hbt) + b {y' — ai) zz c, puisqu on suppose
ax' + by' =r c.
il y a donc une infinité de solutions entières à Téquation proposée et il résulte de ce qui précède que les formules (A) donnent toutes ces solutions ; on y comprenant même la solution x\ y' qui correspond à Thypothèse ^= o.
i. Devehpper en fraclion continue la racine positive de l'éqiiaiion
bx* — abx — azzo
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dans laquelle «l eth déisignent deux nombres entiers et positifs. On trouvera
X :r:\ il, 0: (ti 0 \ ... j
« Dév€lopïtf*r \ = *ldlA!!, en fraction continue, et vérifier le résultat ^' ()
obtenu.
On trouve
et on vériflhe que x est bien la plus grantle racine de lequation
Gj;* — i2X-f 5 — o.
3. Montrer que les pretniers éléments rfe y i ». développée en fraction conlinuey sont j, /\, j, G, etc..
4. Trouver le minitnum de ax + by quand on donne à x et y des valeurs arbitraires, mais entières.
On disliuffuera deux cas, suivant que a cl A sont premiers entre eux, ou non. Si avi b sont premiers* entre eux, les nombres «et r, tels que l'on ait au-\'bv = 1, constituent la solution du problème.
Dans l'aulrtî cas, quand on suppose que a et b admettent uu plus grand commun diviseur S, on pose
et l'ou a
ax ~hby :=:l (a'x H- b'y).
Le minimum de cu+by a lieu quand a^x + f/y prend sa valeur miuima: ele . . .
Trouver une infinité de solutions entières de V équation
On remarque que celle équation peut s* éci ire
{X'{-yi){x—yi):=iz'\
on pose alors
on en déduit
X —yi -r(a — 30*-
On trouve ainsi
dans ces formules a et 6 dési^ucol des nombres entiers arbitrdires. Les formules
dans lesquelles / et 6 représentent encore deux nombres entiers arbitraires, donnent aussi une infinib; de solutious de Téquation proposée. On pourra vérifier que ces formules ne rentrent pas les unes daus les autres et que, par conséquent, ni les unes, ni les autres, ne donnent toutes les solutious cherchées.
•. Trouver une infinité de solutions entières de l'équation
Ou peut se servir, à cet effet, de l'identité
(a* + 6* + c* — db — ac- bcY = (a* ^ab - ac + bc)* + {b*—bc — ba+ acY 4-(c*- ac—bc-h ab)*,
•y. Trouver en nombres commensuraùleSj une infinité de solutions de Cfqttation
x*-hy*=z\
On verra, quand nous traiterons de la résolution de Téquation du troisième degré, que la formule renferme, entre autres éléments, un radical carré portant sur une quantité U, somme de deux nombres : l'un carré parrait, Tautre cube parfait Cette formule se prête donc plus commode- Dientau calcul lorsque U est un carré parfait.
Ou trouve une infinité de solutious de ce genre, par les formules;
xzz
t repi*é«entant un nombre commeusurable arbitraire. 8. Démontrer que l'équation
yx* — 5y* — 1 =r 0
n'admet aucune solution entière.
On remarquera d'abord que y est uécessairemcut de la forme (7 A Jt ^)-
On posera alors
5(7A+'i)'-hi=7B.
et on démontrera que B est toujours terminé par uu 3, où par un 8. 9. Résoudre le système indéterminé
ax-hb y + c zzid a'X'{-b'y-\-c'z:=zd'
On éliminera y et on obtiendra une équation à deux inconnues
Soient j; = a + ? ^ y = a' + p7 les solutions entières de celte équation. On aura pour déterminer z et ^ une équation
kt + Bz — c
qui donnera
Par suite 4;, y, z s expriment au moyen de Tindéterminée 0.
iO. Démontrer que si a désigne un nombre incommetisuraOfe, on peut trouver deux nombres commensurables m et n^ tels que Von ait
0 <?na — - 71 ^e
e étant aussi petit que l'on veut.
On imagine a développé en fraction continue et en désignant par
deux réduites consécutives on a (n étant pair)
OU
LES FONCTIONS CONTINUES. -FONCTION ENTIÈRE
FONCTION EXPONENTIELLE.
DéflniUoiis. Une fonction de la variable indépendante X est bien déterminée dans l'intervalle a, b ; lorsque pour toute valeur de x^ prise entre a et 6, la fonction prend une valeur réelle et unique.
Une fonction f{x) est croissantey entre a et 6, lorsque pour toutes les valeurs a» et 3, de la variables, valeurs satisfaisant aux inégalités
a<oL<^<b, on a
elle est décroissante^ si Ton a au contraire
Une fonction f {x) est continue dans Fintervalle a, 6, lorsqu'on suppose qu'elle satisfait aux conditions suivantes :
i^'Elle est bien déterminée dans l'intervalle a, b ;
2<> Elle conserve une valeur finie pour toutes les valeurs de la variable x comprises entre a et 6 ;
30 Si Ton appelle x, et x, deux valeurs de x prises dans Tinlervalle (j;,, x^)\ la différence f (a; J — /" (a;,), tend vers zéro> en même temps que x, — x^.
Une fonction est croissante pour x n a;^ quand elle est croissante dans l'intervalle a;' — s, a;' -f- e : on dit, de même, qu'^elle est continue pour xr=,x', quand elle est continue dans
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cet intervalle : e désigne ici un nombre positif, qu'on peut, d'ailleurs^ prendreaussi petit que Ton voudra.
ftSO. Théorème. Lorsqu'une fonction f (x) est continue
entre a e^ b (a < b ) ; 5i Con suppose f(a) ^ f(b) et si Von désigne
par u une quantité comprise entre f (a) et f (b), la fonction f (x)
prend la valeur u pour une valeur de x comprise entre a et b.
a I ' h Considérons les trois nombres a, — ; — ,6 ; et considérons
aussi les valeurs correspondantes de la fonction
m, r{-^). ni».
Si u est égal kf( — ; — j le tliéorème est démontré; si non,
u est compris entre f{a) ei fl ) ; ou entre f l — ^ — ) eif(à].
Soient a, et b^f a^<ib^^ les deux valeurs de x qui sont telles que u soit compris entre /"(a,) et /" (6,) ; on a
a-hb
En effet, si Ton a a^ = a. on a nécessairement ô, =r
'1 par suite 6, - «, z= — ^ — : si l'on suppose au contraire a^ —
— ; — , on a 6, =: 0 ; et Ion trouve encore 6, — a, zz .
Considérons maintenant les trois nombres a,, -^ -, b, et
les valeurs correspondantes de la fonction
Si Ton suppose wzz/'l-^-- — i), tout est démontré; si non,
on imagine, comme tout à l'heure, les deux nombres a, et 6„ a, < 6j, tels que u soit compris entre f[a^) eif{b^) ; et ainsi de suite.
On forme ainsi un tableau avec les nombres a, a, . . • a d'une part eib^b^. , . b^ d'autre part. Les premiers vont toujours en croissant^ ou du moins ne décroissent jamais; on a donc
(A) û,<âf,<a,...<ap ;
les autres vont toujours en décroissant, ou du moins ne croissent jamais et, par suite, satisfont aux inégalités
(B) ^>,^>,fti... >,V
On a d'ailleurs, comme nous Tavons reconnu,
fc.-
ft,-
_fr.'
égalités
II est maintenant facile de conclure.
Les nombres (A) sont tous plus petits que 6, ils ne décroissent jamais, ils ont donc une limite a ; les nombres (B) sont toujours supérieurs à a, ils ne croissent jamais, ils ont donc, eux aussi, une limite g. D'ailleurs, quand p croit au delà de toute limite la formule (C), indique que la différence b ---a
tend vers zéro ; les deux limites que nous venons de définir sont donc égales. Nous désignerons par / cette limite com mune et nous allons montrer que Ton a
Posons, en effet,
Il résulte des explications qui précèdent, que u est compris entre f{a^ et f[h^ : on a d ailleurs
Si nous supposons que p croisse indéfiniment, heik tendent vers zéro ; par suite, la différence h — k. La quantité u a donc une valeur qui est égale à la limite commune des nombres f{a) et f{b^)) pour /> zr x : cette limite est précisément/"(/).
5^31 . Théorème. Lorsqu'une fonction t (x) est continue entre a et b, si Von a f(a) f(b) < o, V équation f{x) r= o adtnet au moins une racine ^ entre a e/ b.
Cette propriété très importante est la èonséquence évidente, et immédiate, de la proposition précédente. Il résulte, en effet, du théorème que nous venons d'établir qu'une fonction continue, dans un intervalle donné, ne peut passer d'une valeur positive à une valeur négative sans être égale à zéro, pour une valeur de la variable, convenablement choisie dans l'intervalle considéré.
ft39. Théorème. La fonction y = Ax™, A désignant une constante donnée^ et m un nombre entier, est une fonction croissante et continue, quel que soit x.
On peut d'abord remarquer que l'identité
prouve que si a désigne un nombre positif on a
(iH-a/>(i+ar'.
Ainsi y est une fonction croissante, pour toutes les valeurs dex.
On peut ajouter que cette fonction croit au delà de toute limite, en même temps que x. Cette deuxième propriété est la conséquence évidente de l'inégalité
laquelle a lieu quelle que soit la valeur entière dep, a étant positif. Cette inégalité peut être considérée comme une conséquence immédiate de la formule du binôme ; elle peut aussi s'établir directement, en vérifiant qu'elle a lieu pourp n 2, et en démontrant que si elle est supposée vraie pour p zz «, elle subsiste pour p — n + 1 . On sait comment on déduit de cette inégalité que les puissances des nombres plus grands que Tunilé, croissent au delà de toute limite, en même temps que l'exposant ; ou, au contraire, décroissent au delà de toute limite, quand on les suppose plus petits queTunité.
Montrons maintenant que y est, quel que soit Xj une fonction continue. *0n peut d'abord remarquer que y est une fonction bien déterminée pour toutes les valeurs de x. On a d'ailleurs, par la formule du binôme
{X -h JiT - x'" zz AU, ou
ik^AAU;
k désignant l'accroissement de la fonction, et U un polynôme entier en x. Lorsque h tond vers zéro, U conserve une valeur finie et le produit UA tend, lui aussi, vers zéro. Ainsi l'accroissement A de la fonclion devient nul, en même temps que
l'accroissement h de la variable indépendante ; en résumé, Aa?*" est donc une fonction continue, pour toutes les valeurs de x.
S33. 'rhéoréme. La somme ^ ou le produit, de pltisienrs fonctions continues, est aussi une fonction continue.
Cette propriété résulte, sans qu'il soit nécessaire d'y insister : 1*» de la définition des fonctions continues ; a* des propriétés établies en arithmétique, sur la limite des sommes ou des produits de quantités variables.
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On remarquera que l'énoncé que nous venons de donner ne comprend pas les autres opérations algébriques, telles que : extraction de racines et quotient^ Le théorème en question est en effet soumis, dans ce cas, à certaines restrictions. Si u est
une fonction continue entre a et ^, v^ n'est pas nécessairement
une fonction continue, dans cet intervalle, parce que v^'m n'a pas une valeur réelle, quel que soit u. Do môme si u et u sont
deux fonctions continues entre aeib^y iz, - n*e$t pas toujours
une fonction continue dans cet intervalle, parce qu'il est possible que y prenne, dans certains cas, une valeur infinie pour une valeur de x comprise entre a et b.
Théorème. La fonction entièi*e
y zz A^"' H- Ajo;'""* 4- ... 4- A^_,a: -f- A„
est une fonction continue, quel que soitx.
En effet, chacun des termes de y est une fonction continue, la somme algébrique de ces termes est donc aussi, d'après le théorème précédent, une fonction continue.
S3&. Théorème. La fonction entière dont le premier
terme A^x"^ est positif , croît au delà de toute limite, en même temps que x.
On a", en effet,
ou
y^x'^'V, en posant
U = Ao + T^-+- .. 4~
Si Ton suppose que x croisse au delà de toute limite, la
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limite d*une somme étant égale à la somme des limites, U a une valeur variable et qui tend vers Ao. D'ailleurs la limite d'un produit est égale au produit des limites ; la variable y
est le produit des deux facteurs a:*" et U : celui-ci tend vers A^, l'autre augmente indéfiniment; par suite y croît au delà de toute limite.
)^8B. Théorème. La fonction entière y y a le signe de son dernier terme A^^, pour des valeurs suffisamment petites de la
variable.
En effet, pour xrzo,y est égale à A^; mais y est une fonction continue ; par conséquent, pour des valeurs de x suffisamment petites, elle a une valeur qui diffère de A„,, aussi
peu que Ton voudra. On peut conclure de cette remarque, en particulier, que pour ces valeurs de x, le signe de la fonction entière est le même que celui du terme A.,^.
FONCTION EXPONENTIELLE.
On appelle fonction exponentielle celle qui est définie par réquation
Dans cette égalité a désigne un nombre donné positif ^ eix une variable indépendante, pouvant prendre toutes les valeurs réelles. Nous supposerons d'abord que les valeurs de X sont commensurables.
1939. ThéoHiMne Mi £n supposant a>i, i» la fonction
exponentielle y — a*> est croissante quelque soit x; 2° elle croit au delà de toute limite, en même temps que x.
!• Soient deux vabups de la variable : x, x {-h; en désignant par ky Taccroisseinent de la fonction exponentielle on a
Azra — a zia {a — ij.
Dans cette égalité h désigne un nombre positif et commen-
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surable. Soit posé A — -, p et j désignant deux nombres
entiers, positifs ; On a
Le nombre a^ étant plus grand que i, la racine dMndice q,
de a^9 est aussi une quantité plus grande que Tunité ; on n, par suite,
l'accroissement k est donc positif.
2^ Montrons maintenant que y croit au delà de toute limite, . en même temps que x. Soit x' une valeur commensurable donnée à a? ; elle est entière, ou comprise entre deux nombres entiers consécutifs X', X'-f- 1. Lorsque x' augmente au delà de toute limite, X' croît lui-même, sans limite : les nombres
sont, d'après ce que nous venons de voir, rangés par ordre de grandeur croissante. D'ailleurs les puissances entières
a^ , a^"* ; d'un nombre a plus grand que Tunité croissent sans limite {$ 23a); il en est donc de même de la quantité intermédiaire a" .
ftSH. Théorème. — La fonction exponentielle a* tend vers Vunitéy quand x tend vers zéro.
Nous supposerons d'abord que Ton donne à x les valeurs
— - - oit* •
nombres inverses des nombres entiers successifs. Considérons les deux valeurs consécutives, ainsi obtenues
Nous avons y, > y, puisque la fonction a^ est croissante, en
même temps que a?. D'ailleurs ^Ja est une quantité bien définie, et supérieure à l'unité, quand on suppose a > i. II résulte de ceci que la suite
« est formée de nombres décroissants, et qui sont tous plus grands que l'unité. Ils ont donc une limite % ; il reste à faire voir que celte limite est Tunité. Posons en effet
(i) a^-.+A^ ou
(2) azr(.4-A/.
D'après (i), la limite de A , pourp — a© , est a — i ; si « n'est
pas égal à i, i-hA a pour limite un nombre différent de
Tunilé. Or cette conclusion est contradictoire avec l'égalité (a) puisque les puissances d'un nombre différent de l'unité ont pour limite zéro, ou l'infini, quand l'exposant croit au delà de toute limite. Ainsi on doit supposer a= i. Admettons maintenant que œ tende vers zéro, par des
valeurs commensurables quelconques. Le nombre - est tou-
jours compris entre deux nombr..*s entiers consécutifs ; on peut donc poser,
ou
p désignant un nombre entier qui croit au delà de toute limite, quand x tend vers zéro,
on a donc (§23;)
Nous venons de montrer que les nombres àf^ et a^^ avaient pour limite Tunité, quand p croissait au delà de toute limite;
le nombre intermédiaire a' y a donc aussi pour limite zéro.
939. Théorème. La fonction exponentielle est mie fonction continucy quel que soit x.
Soit
y est une fonction bien déterminée pour toutes les valeurs commensurables de x, les seules que nous examinions, en ce moment. Si nous donnons à a* la valeur vC + â, on obtient, pour la fonction, un accroissement k,
Lorsque h tend vers zéro, nous venons de démontrer que le facteur «'*— i tendait vers zéro, le produit a"^ (a'' — i),a donc pour limite zéro ; ceci établit la continuité de a'.
94MI. Définition de a' y quand x est in«M»niniensumi»ie.
Soit x' une valeur incommensurable de x. Nous rappelons qu'un nombre incommensurable peut être défini de la manière suivante. Considérons les deux suites
Hi» Pi» ••• Hp >
les nombres a étant croissants, ou tout au moins ne décroissant jamais ; et les nombres ^ décroissants, ou tout au moins ne croissant jamais. On suppose que Ton a, quel que soit/?, a^ < A, g^ > B ; et, aussi, lim (a^ — '{.^ zz o, pourp iz » ; A et
B désignant d'ailleurs des nombres commensurables, fixes, bien déterminés. Dans ces conditions, les nombres a et 3 ont une limite commune, que Ton peut imaginer, et qui définit la quantité incommensurable x'.
Considérons donc les deux suites
(2) J\ a^S ... rA.
Les nombres a et 3 sont commensurables, el a esl supposé plus grand que Tunilé. Les nombres (i) vont en croissant, ou, au moins, ne décroissent jamais ; ils restent inférieurs au
nombre fixe, bien déterminé, a^. D'autre part les nombres (2) vont en décroissant ou tout au moins ne croissent jamais ; d'ailleurs ils sont tous supérieurs à la valeur bien déterminée
a*. Dans ces conditions les nombres (1) et les nombres (•>.) ont chacun une limite. D*ailleurs cette limite est la même. En effet; si Ton pose
ou
uzza'^(a^^''^^i)
la limite de ^^ — a étant zéro, le facteur a '^ '' — 1 tend aussi
vers zéro (g 238). Ainsilim uzzo ; les deux limites considérées sont égales et c'est celte limite commune, ainsi définie, qui
représente la valeur de a"^'.
il résulte de cette définition que toutes le> propriétés de la fonction exponentielle, propriétés établies en supposant Texposant commensurable, subsistent pour les valeurs incommensurables de cet exposant.
Nous ferons aussi remarquer qu'un nombre incommensurable x' peut, dans certains cas, être défini comme la limite d'une suite unique de nombres commensurables, toujours croissants, ou toujours décroissants.
Le nombre a^' est alors, par définition, la limite de la suite
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formée par des nombres toujours croissants mais inférieurs 3 un nombre fixe* ou toujours décroissants, mais supérieurs à une valeur déterminée.
94L1. Théorème. Le rapport de la fonction exponentielle a^, à la variable x, croit audelà de toute limite, en même temps que X, quand on suppose a plus grand que Vunité,
Posons a = 1 + a» a étant positif, et donnons à x des valeurs croissant au delà de toute limite : nous supposerons d'abord que ces valeurs sont entières. Dans ces conditions, la formule du binôme donne Tinégalité
(1 + af > i -f- ox 4- ^-— ^\'.
On a donc
XX
et quand x croit au delà de toute limite, il est visible que le second membre de cette inégalité, croit lui-même au delà de
toute limite. Ainsi le report — dépasse toute valeur assigna-
ble, quand on donne à x des valeurs entières, suffisamment grandes.
Donnons maintenant à la variable x des valeurs croissantes, et quelconques. Toute quantité, non entière, étant comprise entre deux nombres entiers consécutifs, p, p + 1 ; on peut toujours poser
On a, par suite, et pour un double motif,
ou encore
EXERaCES
oF a^'
Nous venons de montrer que les nombres —, crois-
saient au-delà de toute limite, en même temps que p ; il ré-
suite de là, et des inégalités (i), que — croit au delà de toute
limite, avec x ; quelles que soient les valeurs entières, fractionnaires ou incommensurables attribuées à x. it^it. ReprésenÉation de la fonetion exponentielle.
Si l'on pose y = a^, et si Ton imagine que a; et y soient les coordonnées d'un point, on peut représenter les variations de y par la courbe ci-dessous.
On voit que x variant de — * à -+- », y a une valeur toujours positive. En supposant a > i cette valeur tend vers zéro, quand x tend vers— ». La courbe, comme Tindique la figure, se rapproche donc indéfiniment de ox' ; et la dislance MP d'un point M de la courbe à ox\ tend vers zéro ; quand le point M s'éloigne à Tinfini. Pour a;zzoonayrzi;ona pris, sur la figure, OB m . Enfin x croissant de o, à 4- », y croit constamment de 1, à -h » ; toutes ces particularités sont exprimées par la forme donnée à la courbe ABC.
Nous avons toujours supposé, dans ce qui précède, que a
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était plus grand que Tunité ; si Ton avait a < i toutes les propriétés établies subsistent, avec des modifications évidentes. Le trait ponctué de la figure correspond précisément à la représentation graphique de la courbe y z: a*, quand on suppose a < 1 .
I. Démontrer que la fonction y =. — croit quel que soit [ijau delà de toute
limite, en même temps que x.
On supposera d'abord que p est culier et Tou raisoQuera comme nous lavous fait (§:a4i)*
Ou généralise ensuite la propriété en remarquant que toute quantité est toujours comprise entre deux nombres enUers consécutifs.
• . Considérons la courbe y =za} et soient M et fi les points de cette courbe qui correspondent aux valeurs positives olj p de x; W et N' les points qui correspondent aux valeurs négatives — a, — p. Les droites MX, M'N' rencontrent taxe ox respectivement aux points U et h' ; démontrer que les points R, a, 6 forment un système superposable à celui des points H', — a — p. Déduire de cette remarque que les sous-tangentes aux points correspondants M, M' sont égales.
3. S/ Von convient d* appeler points correspondants sur la courbe y =n' ceux qui ont des abcisses égales et de sii^nes contraires, trouver deux points correspondants M et M/ tels que la corde MM' soit vue de Vorigine sous un angle droit.
Les points rlierchés sont ceux qui corrcspoudeut aux abcisses -f*'i ^^
4. Démontrer que si Von a une fojiction 9 (x), satisfaisant à la condition
on a
? (^/ = «* Ou fera remarquer, successivement, que l'on a
i'>ç(u) rz 1 ; 20 o(x) ^f— a;)=: 4- 1 ; 3^» o(ar,)o(a;,) ... ?«•=: ^ ?(^, + ^, + • • • -4-^„) ; 4« [ ? [x) ]" =: 9 {:^ix), (n entier) ;
5«[ç(x)]'^r=?(^a:); 6oç(x)= [^(of •
ÉTUDE DU NOMBRE e.
Considérons l'expression
expression dans laquelle nous allons supposer que Ton donne à m des valeurs positives, entières, et croissantes. Dans ces conditions le nombre y tend vers une limite finie et bien déterminée quand m augmente indéfiniment. Nous voulons établir d'abord ce point important.
S43. Limite db [ i -| — ] , pour /n = « . Le nombre m étant entier et positif, on a, par Li formule du binôme.
iH-w — I — jH ;
îïi 1.2m 1.2.3. m
_^ ^^(m-0...(m-p+0_L_^...^(ir
rw \ml
développement que Ton peut écrire
\ ml 1 2 ! ' M
-^-^(ir-
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Dans cette formule p désigne un nombre entier, positif, inférieur ou égal à m.
On peut encore écrire le développement précédent, sous la forme
1/ (p+Oî
en posant
1 m U=:iH 1 h. .--h
11,2 pi
et
Les termes de V sont, à partir du troisième, respectivement plus faibles que ceux de la progression géométrique
car, pour former les termes de cette progression, on diminue le numérateur et on augmente le dénominateur du terme correspondant de V. Si Ton remarque, en outre, que V est une suite finie, on pourra dire que V est plus petit que la quantité
ou
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En désignant par 6, une quantité comprise entre zéro et Tunilé, on a donc
et, par suite,
Dans cette identité, supposons que Ton donne à m des valeurs qui croissent indéfiniment, l'identité (A) a toigours lieu ; 6 est une fonction variable, mais ayant une valeur toujours comprise entre zéro et Tunité ; on peut donc dire que 0 a une limite 0^ comprise elle-même, entre zéro et Tunité.
D'ailleurs U a pour limite la suite finie
iH — I h...-f"
L'identité (A) prouve donc r que ( i -f- - ) a une limite, pour m = o& ; a** qu'en désignant cette limite par e, on a
e— iH 1 h. ..H h, — ■ — -,- 0^.
Dans celle égalité, 0^ désigne un nombre, variable av(ic p, mais toujours compris entre zéro et Tunité. Le nombre p est entier et positif, mais aussi grand que Ton veut, puisque la condition i> < m qui était imposée à ce nombre, dans la démonstration précédente, n*empèche pas de supposer p aussi grand que Ton voudra, le nombre t/i, qu'il ne doit pas dépasser, ayant crû indéfiniment.
Nous poserons maintenant
(i) i ir — ^^— 0, ;
et nous dirons que t^ est le terme complémentaire du développement de e. D'après tout ce qui précède, on peut donc écrire finalement
£p étant, d'après(i), une quantité qui tend vers zéro, quand p
croit indéfiniment. C'est la formule que nous nous proposions d'établir (»).
it^L^. Remarque I. L'expression I i H — I a pour limite
le nombre e, qiuindon suppose que m prend des valeurs négatives, mais dont la valeur absolue dépasse tout nombre donné.
Mêlions, dans l'expression ( 1 -h— 1 , le signe de m en évidence, et posons
Nous allons, dans cette formule, donner à m des valeurs croissant indéfiniment et nous ferons voir que y a une limite égale à e, nombre que nous avons défini tout à l'iieure.
On a, en effet
ou encore
y = (iH ^ — ) (iH ^ ,,
\ m — 1 / \ m — i ' On peut considérer y, comme un produit de deux facteurs :
1. Celle démonstratioa, duvî à feu Bellangerj nous a élé commualquéti par M. Rouché.
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le premier [\-\ — ) a pour limite le nombre ^, quand m
croît indéfiniment ; l'autre a pour limite l'unité. En résumé, la limite de y est égale à e.
S<tS. Remarque n. L'expression li-\ — j a encore pour
limite le nombre e, quand m croît indéfiniment par des valeurs non entières.
Le nombre m est toujours compris entre deux nombres entiers consécutifs p, p-h i \ ei Ton peut écrire la double inégalité
00 o+^)'<(.+ir<(..r
Établissons d'abord la première de ces inégalités. On sait
que a^ est une fonction croissante quand on suppose û> i. On a donc
On sait d'autre part que x'* est une fonction croissante avec a: : on a, par suite ,
Comparons (3) et (4) et nous avons
p + ij \ m)
Un raisonnement analogue établit la seconde inégalité. Ceci posé, lorsque m croît indéfiniment, peip+ i croissent aussi indéfiniment, par des valeurs entières. Ainsi les termes extrêmes de la double inégalité (H) ont, l'un et l'autre, pour
limitée. Le terme intermédiaire ( i H — ) a donc, lui aussi,
e pour limite.
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it4L3. Remarque III. La limite de V expression y^
pour a — o, est égale au nombre e.
Il suffit de changer la notation précédente, et de poser a — — ,
pour reconnaître que y a bien pour limite le nombre e.
[ X \** li^^V. Remarque IV. La limite de It -i — I , qttand m
croît indéfiniment, est égale à e*.
On peut observer qu'en posant — m — .w'croitindéfinimenl
en même temps que x. On a d'ailleurs
La quantité ( i H — ; l a pour limite e ; ainsi
De cette remarque, on peut déduire une formule donnant le développement de p"*. Cette formule est
Tf désignant le terme complémentaire, terme qui tend vers
zéro, quand p croit indéfiniment.
(a? \'" 1 + — j les calculs^ et les raison-
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nements, que nous avons feils pour établir la limite cle[ i+~ ] , au moyen de la formule (3), on trouve
Limdeli-f-— mH '--; + t;-'---H — r'^V
en posant
Mais nous venons de remarquer que Ton avait aussi
on a donc finalement
Il reste seulement à reconnaître que y;^ tend vers zéro, quand
p croit indéfiniment.
D'après la fommle (6) il suffit de montrer qu'en posant
y tend lui-même vers zéro. Supposons d'abord que x soit un nombre entier, alors x est un des facteurs de (p+ i) ! On a, d'après cette remarque,
yzz ; :
I . 2 ... a? .(j: -h 1) ...(/?-+• 0 ou
par suite,
Le second membre de celte inégalité peut être considéré comme un produit de deux facteurs : le premier — a
une valeur finie ; l'autre représente la puissance d'un nombre plus petit que Tunilé, cette puissance croissant indéfiniment avec p. D'après cela, on peut conclure que y tend vers zéro, quand p croît indéfiniment.
Si X n'est pas entier, il est compris entre deux nombres entiers consécutifs et le raisonnement prouve que, dans ce cas, la propriété a encore lieu.
it^S. Théorème I. Le nombre e est compris entre 2 et 3. Il est d'abord visible que Ton a, en prenant les trois premiers termes du développement
p> I H h- ou e>a,5.
Comparons maintenant les deux quantités
et
2* 2* aP~* l 1
nous avons, évidemment,
Posons V — u :=: h^, h^ est un nombre qui varie avec p, mais qui est certainement toujours supérieur à la différence
- — :; = — , qui existe entre les deux premiers termes de « et 4 6 12
de V.
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D*aulre part, on a
ou
£p lend vers zéro, h^ est toujours plus grand que — , en supposant p suffisamment grand ; on a donc
1S49. Théorème II. Le nombre e est incommensurable. Supposons, pour un instant, que Ton ait p zr - ; a, 6 désignant deux nombres entiers. On aurait donc
6 ' ■ 2 1 .2. ..6 ' 1.2 ..6(6-ht) • '" ' '^
Multiplions les deux membres de cette égalité parti et faisons passer, dans le premier membre, toutes les parties qui, par le fait de cette multiplication, deviennent des nombres entiers.
En désignant par N, l'ensemble de toutes ces parties entières nous avons
N=:— ' f"- ^ h ...4-6 le,
hi (6-f-O
En comparant ces deux égalités, abstraction faite du terme
6 ! Sp qui tend vers zéro, quand p croît indéfiniment, on voit que, dans Thypothèse que nous avons &ite, N serait plus petit
que - ; conclusion qu'on ne peut admettre puisque N est une
quantité positive. 11 n^est donc pas possible de supposer que e puisse être commensurable.
itfiO. Théorème. Le nombre e ne peut pas être racine (Tune équation du second degré à coefficients commensurables.
Soit
ax* -hbx + czzo
une équation du second degré ; a, 6, c représentant des nombres entiers dont le premier a, peut être supposé positif. Si le nombre e était racine de cette équation, on aurait donc
ae'-hbe-hc =. o ou
ae-hb-^ce"^ z=a.
Les formules (a) et (5) permettent d'écrire celte relation de la manière suivante
âr( 14--H — ^+... ' f-s )+'^ + ^ (— -^ ••
i ,2 ,,,p "^Pj
Pp désignant ce que devient le terme complémentaire v;^ quand
on suppose a? — — i .
Multiplions les deux membres de cette égalité par 1.2...^, k étant un nombre arbitraire, mais inférieur à p. Un certain nombre de termes prennent la forme entière, nous supposerons que N désigne la somme de ces termes changés de signe. Nous, avons donc
(7) « (r— --»-/T-^ — TTT-i — r+...4-*! Spl -+-^ ( ±r— -
... + A! ppl = N.
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Dans cette relation comme on suppose A- < p, les termes k ! e^, Gik Ip^, sont aussi petits que Ton veut^ pour des valeurs
suffisamment grandes de p. Prenons par exemple A* ! i^ ; on a
' ' ""''■" (/f-|-i)....Cp-Hi)/?-h i^'''
et, sous celte forme, on iroit que A- ! s^ lend vers zéro quand p croit indéfiniment.
Le raisonnement que nous avons fait, dans le paragraphe précédent, prouve que le coefficient de a, dans Tégalité (7), est
inférieur à 7. D'autre part on peut choisir h pair, ou k impair,
de façon que le premier terme du coefficient de c soit positif, ou négatif, en même temps que c. Supposons 0 > o, pour fixer les idées ; la suite U,
est toujours positive puisqu'elle se compose de groupes
AH-i (A--Hi)(Af-h5i)' I 1
qui sont tous positifs. De plus, cette suite est plus petite que --Î--. En effet, elle peut s'écrire
^ ~AM^ " l{k+ i)(k-h^)'' {k+i){k^v^){k+\\) 1"""^^-' Sous cette forme, on peut remarquer que toutes les parenthèses qui suivent sont positives ; on a donc U < r ;
on arrive ainsi à cette conclusion que N, nombre entier qui
n'est pas nul, parce qu'il est égal, dans le sens arithmétique du moty à une somme de deux quantités positives, satisfait k Tiné^alilé
k k-hi
Le nombre k peut d'ailleurs être pris aussi grand que Ton veut, puisqu'il est seulement assujetti à être inférieur à p, nombre entier, qui est absolument arbitraire. Or, pour des valeurs de k suffisamment grandes, l'inégalité (8) est évidemment impossible; et celte remarque démontre la proposition en question.
9&f . Indéterminées i *. L'expression! i -\ — ) , quand on
\ ni/
y fait m zz oo, devient i *. Cette forme n'a, par elle-même, aucun sens et constitue, suivant un langage adopté, nne expression indéterminée. Nous reviendrons prochainement sur les expressions indéterminées ; nous voulons seulement montrer comment l'on doit traiter celles qui appartiennent à la forme i ^.
Désignons par w, v, w trois fonctions de a?, et soit y une fonction composée de x, définie par l'égalité
Supposons maintenant que pour iczza?' on ait
y prend alors la forme i ^, Ces expressions indéterminées se ramènent à d autres expressions plus simples, de la manière suivante.
Posons
a peut être considéré comme une fonction de x qui devient nulle pourrez! a?'. On a d'ailleurs
y=L('+«rj
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OU
Si l'on considère la fonction i(? (w-f-ju — i) et si Ton peut reconnaître qu'elle tend vers une valeur ï, quand x tend vers a;', on aura
Lim y zz e"*.
Exemple. Soit proposé de trouver la valeur de y,
/cos j; -f- j: -h sin x* /«'k «^
\ 1 -H sin X j
pour a; =z o. On remarquera d'abord qu'en écrivant y sous la forme
__ (cosa:-ha:-4-sinx)^®^*'^ ^"" (i4-sina:r«^
on aura la valeur cherchée en déterminant successivement celle des expressions
u zr (cos J7 + X' + sin x-r**^"^ et
tj — (i -f-sinic/
Traitons d'abord la première et, conformément à la méthode indiquée, posons
cos a; + x + sinxna-hi on a
ros jr(rosx— 1 -j-jr-f-sin x)
.2^ -^vCOfgX
=[(.4-.rj
Il &ut maintenant déterminer la valeur vers laquelle tend l'expression t,
cos X — i -hx -^ sinx
tzn
smx*
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pour a; m o. Or on a
sin -
X smo; cos-
quand x
tend vers zéro, la limite de i est égale à 2. Ainsi
lim M = e*.
Cherchons maintenant la limite de t^. On peut écrire t), sous
la forme
* 1 "Isinxcolgx
«r (i + sma:)
ou
\ n co.»' jc
V — (i -f-sinx) ;
pour X —
: 0, on a donc
En résumé y, qui est égal à -, a pour limite e.
Remarque. Lorsque uz= 1, comme cela a lieu dans un grand nombre de cas^ la méthode générale que nous venons d'indiquer s^applique commodément.
yi=(i+v)«';
on écrit y sous la forme
et, rona> par conséquent
On reconnaîtra, dans Tindica lion générale que nous don-
noos ici, la méthode que nous avons précisément suivie en cherchant, comme nous Tavons fait tout à l'heure, la limite
de (i 4- sin x)^*^'', pour a; = o.
i. Trouver la valeur de y.
(2 X^/âmT+î
pour m =. » .
Le calcul doune
Lim y = 2 v «j
t . Quelle e»t, pour m=i », la vt*aie valeur de la fraction
On divisera d'abord, haut et bas, par m* et Ton écrira la fraction sous la forme
a ce propo») on démontrera que la limite de [ l + - 4- — , + . • ] ^ pour
wi = 00 est éjçale à e*. Ou géuéralisera eutin Texercice proposé eu cherchant, pourfM=: », la limite de l'expression
•. Démontrer que la limite de [ i ] ^pour w — oc, est égale à -.
Quelle est la limite de l expression d*^', pour a— i
• . Trouver ponr xz:zOf la valeur de la quantUéy^ définie par l'égalité
On remarquera que 1 ou a
y=(i+x)^{i-xf.
'. Définition. Etant donné un nombre positif a, supérieur à Vuniiéy le nombre x qu'il faut donner comme exposant
à a y pour que la valeur bien déterminée a^ soit égale à y, est le logarithme de y.
Le nombre a se nomme la base du système. Avant d'exposer les propriétés des logarithmes, ce mot ayant été employé dans l'algèbre élémentaire avec un sens différent, du moins en apparence, nous devons montrer qu'il y a concordance entre les deux définitions, et que la même expression est bien appliquée à des choses identiques,
9S8. Concordance des deux définitions. Dans la définition élémentaire on considère la progression géométrique croissante
(L) i,(i+a),(i-f-a)', ...(l-ha)^ ... ;
et d'autre part, la progression arithmétique
En supposant que dans les suites U et V les termes se correspondent deux à deux, les nombres de V sont dits les logarithmes des nombres correspondants de U. Pour compléter cette définition, il convient d'ajouter qu'on appelle base du système le nombre de la suite U qui a pour logarithme Tunité. Désignons celte base par b, et soit
i + aK
Lu logarithme de b est, par définition, le nombre ;r : on a donc
qrzzi.
D'après cela on voit que la base b est donnée par la formule
Ceci posé^ soit y un nombre quelconque de la suite U,
(2) yz=(i-ha)^
en désignant son logarithme par x^ on a
(3) xzzpr. Des égalités (2) et (3) on tire
ou
ou enfin
Cette relation entre x ety établit bien l'identité des deux définitions. Nous abordons maintenant l'étude des propriétés des logarithmes.
9&4. Théorème. Tout nombre positif a un logarithme^ dans un système de base donnée.
Soit a» la base donnée (*) ; considérons l'équation
yzza'';
1 . Il est entendu que a désigne an nombre positif, sans quli soit iiécessaire de rappeler constamment celte condition imposée à la base du système.
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quand x varie de — » à -f- ac, nous avons montré dans Télude que nous avons faite de la fonction exponentielle, que y variait d*une façon continue et croissait constamment. Soit y, le
nombre proposé. La fonclion a^ élant continue et variant de
+ 9oà — 30, on sait(§23o) que a^ passe, au moins une fois, par la valeur y„ pour une valeur x^ de x, D*ailleurs la fonction étant croissante ne passe qu'une seule fois par cette valeur y y ; et ceci établit que tout nombre positif a un logarilbme, et quMl n'en a qu'un seul.
On désigne par la notation abrégée Log^ ou, plus simplement encore, parla seule lettre £, le mot logarithme. Ainsi pour exprimer qu'un nombre a, est le logarithme d'un nombre 6, on écrit
a n: Log ^ ou
Lorsqu'on veut rappeler que la base du système de logarithmes que Ton considère est un nombre a ; on peut introduire, dans la notation^ l'indice a, comme l'indiquent les égalités suivantes
a=nLoga3 ou
Le syokbule L, est réservé aux logarithmes népériens; ces logarithmes, sur lesquels nous reviendrons tout à
l'heure, ont pour base le nombre e. L'équation y :^a^ admet évidemment la solution a?iz i y :=: a ; ainsi on a Log^a =: i. Oa
peut aussi remarquer que Ton a Log^ i = o^ quelle que soit la
base a.
96&. Théorème I. Le logarithme d'un produit de plu» sieurs facteurs est égal à la somme des logarithmes des facteurs*
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Nous voulons montrer que Ton a
Log {Vi Vt - V;,) =Logy,+ Logy.-h... -f-Logy^.
Désignons^ en effet, par a;,, d^^, ... x^ ; les logarithmes respectifs des nombres y^ y,» ••2/^; on a, par la définition même,
Vt
yp
ay représentant la base du système considéré. De ces égalités on déduit, par combinaison, la relation
Mais cette égalité prouve que a?, -+- j?, + ... -hx^ est, précisément, le logarithme du nombre y, y, . • y^. On peut donc dire que
Log (y, y, ... y^) -x, + v^ + ... + a?^, ou que
(0 Log(y, y. ... y^) - Logy, -h Log y. -h ... -4- Log y^.
IS&G. Théorème WL Le logarithme dune puissance entiè7*e et positive m, est égal à m fois le logarithme du nombre qui est élevé à cette puissance.
Si dans Tégalité (i) qui, au fond, est une identité, vérifiée par toutes les valeurs positives attribuées aux lettres yi, y„ ... y^
on suppose
y,=:y,-,..y^izy;
on obtient le résultat suivant
Log (y"*) = m Log y.
Celte égalité a lieu quel que soit y et pour une valeur ealière, positive, et quelconque de m ; elle prouve Texactitude du théorème énoncé.
^S^'l. Théorème m. Le logarithme d'un quotient est égal à la différence qui existe entre le logarithme du dividende et celui du diviseur.
Cette proposition est encore la conséquence immédiate du théorème I, théorème qui doit d'ailleurs être considéré comme constituant la propriété fondamentale et caractéristique de la fonction logarithmique.
Si Ton pose en effet
on en déduit
u^vy
et, par suite,
Log u •=. Log t) -\- Log y
ou finalement
u Log - = Log u — Logt).
Cette dernière égalité démontre bien la propriété énoncée.
m&8. Théorème IV. Le logarithme d'une racine d'indice m est égal au logarithme de la quantité positive placée sous le radical^ divisé par Vindice m.
Soit 'Va, le radical considéré ; nous supposerons que A est
une quantité positive ; '>/A dans cette hypothèse a une valeur bien déterminée et que nous avons précédemment définie. Soit y cette valeur ; nous pourrons donc poser
y= vA,
égalité de laquelle on déduit
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On a donc, par application du théorème 11^
Log A =: m Log y.
ou
ou, finalement.
LQg^A) =
$B&0. Changement de base. Nous supposons, sans nous préoccuper de savoir comment ce but a été atteint, qu^on ait construit une table de logarithmes dans un système de base a, et nous nous proposons de transformer cette table en une autre ; les logarithmes de celle-ci ayant pour base un nombre 6, différent de a.
Prenons un nombre quelconque y ; soit x son logarithme dans le premier système, et X son logarithme dans le second.
et aussi
On déduit, de là
a^zzb^.
Deux nombres égaux ont, dans un système déterminé, des logarithmes égaux. Prenons, dans Tégalité précédente, les lo* garithmes des deux nombres dans le système a. Comme Ton a, Log. a= 1, on obtient la relation
Soit posé
= X log„6.
~ Log,ô '
M s^appelle le module de transformation ; on voit qu'il est égal à rinverse du logarithme de la nouvelle base, logarithme pris dans la table proposée. On a d'après cela,
XzrM.a?.
Ainsi les nouveaux logarithmes sont proportionnels aux anciens ; et pour calculer la nouvelle table il suffit de multiplier ceux de la table donnée, par un nombre toujours le même.
Cette transformation pourrait s'effectuer par des calculs relativement simples^ en appliquant la remarque suivante. Soit M le module de transformation ; en calculant, une fois pour toutes, les produits
on obtient ainsi 9 résultats ^
el, avec ces nombres, A< A, ... Ag on peut effectuer la transformation de la table^ par de simples additions. Nous n'insisterons pas autrement sur cette observation élémentaire.
9SO. Remarque. On rencontre fréquemment des expressions de la forme
LogA LogB
la base du système de logarithmes n'étant pas connue, ou, si Ton préfère, étant indéterminée. La valeur de ti n'en est pas moins bien déterminée. Cela tient à la remarque que nous avons faite, dans le paragraphe précédent, et en vertu de laquelle les logarithmes de deux nombres y dans deux systèmes différentSy sant proportionnels.
liMf . WA^gmrîthtnea Mépériens. Les logarithmes ont été imaginés par Néper Q) et la base choisie par lui a été le nombre e. Voici comment on peut expliquer ce choix qui, au premier abord, a une apparence singulière. Dans les deux progressions (U) et (V), dont nous avons parlé plus haut, entrent
deux indéterminées, « et r. Néper suppéldiii module du st/sième
r le rapport - de ces deux quantités arbitraires. Dans cet ordre
d'idées, le système démodule simple est celui qui est égal à
Tunité et qui correspond à Thypotlièse r = a. La formule (i)
donne alors pour la base le nombre (i -+-a)*, et quand on suppose que a est très petit et tend vers zéro, hypothèse naturelle, et même nécessaire, si Ton veut que tous les nombres
et leurs logarithmes figurent dans la table, on voit que la
base doit avoir pour valeur la limite de (i H- a) , pour ar: o, c'est-à-dire e,
PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION LOGARITnilFQUE.
969. Théorème 1» La fonction logarithmique est une fonction continua, quand x varie de zéro à -i- ».
Nous appelons fonction logarithmique celle qui est liée à la variable indépendante x par Téquation
(i) y — Logx.
Si l'on désigne par a la base du système considéré, la définition du logarithme, telle que nous Tavons donnée tout à l'heure, prouve que l'égalité précédente entraîne celle-ci :
(a) a? n fl^.
Au commcD cernent du xvip siècle
D*après cette équation, x est un nombre positif» quelle que noit la valeur de y. D'ailleurs à toute valeur positive donnée à Xy correspond un logarithme y^ et un seul ; ceci prouve déjà que y est une fonction bien déterminée dans Tintervalle (o, -4- ao), que nous considérons.
Pour montrer la continuité de la fonction, donnons à a; la valeur x-\-h\ l'accroissement k de la fonction est donné par l'égalité
h zr Log (a? -+- A) — Log x
que Ton peut écrire
(3) ArzzLog(i-f.^).
De cette égalité, et de la définition des logarithmes, on tire
Lorsque h est nul, le premier membre est égal à l'unité ; le second membre ne peut prendre cette valeur, que si l'on suppose A^= o.
D'ailleurs a"^ est une fonction continue, lorsque h a une valeur très petite, h a donc, lui aussi, une valeur 1res voisine de zéro. Cette remarque établit la continuité de la fonction logarithmique; continuité que nous déduisons, comme on le voit, de celle, précédemment démontrée, de la fonction exponentielle.
Stt3. Théorème n.La fonction logarithmique est croissante.
En effet, d'après l'égalité (2), et en supposant a > 1, on voit que si le logarithme est posilif, le nombre correspondant est supérieur à Tunité; et inversement. L'égalité (3), dans laquelle on suppose, bien entendu, A > o ; prouve que k est le logarithme d'un nombre plus grand que l'unité ; on a donc A: > o la fonction logarithmique est croissante.
Il faut ajouter qa*elle croît indéfiniment avec x. En effet, si
dans réquation (2), on suppose que x croisse au delà de toute
limite, il faut admettre que y n'a pas, dans cette hypothèse,
de limite finie, puisque, à une valeur finie de ^, correspond
nécessairement, pour rr, une valeur finie.
Lojaric ftB4Lirhéorénàe III. Le rapport — ^—tendvers zéro y quand
X croît indéfiniment.
Posons en effet
Lo^x
zzz — ^^
et soit
On a, par suite.
y rz Log x.
xzza^^
La valeur de z peut alors s'écrire
z-zi—.
En supposant que Xj et par conséquent y^ croissent indéfi-
y niment, onavu(§ 241) que le rapport—- dans lequel on sup-
a^ pose, bien entendu, a> 1 tendait vers zéro, quand y croissait au delà de toute limite.
96&. Théorème IV. La fonction ( — Log a^ croît au delà de toute limite, quand x décroît indéfiniment.
Soit
y z: — Log X on a donc
X — rt""^
ou
Lorsqa^on donne à x des valeurs positives, variables, et tendant vers zéro; les valeurs correspondantes de y augmentent sans cesse, et croissent indéfiniment. Ceci résulte de Tétude que nous avons faite de la fonction exponentielle.
MM. ReprésenteÉion graphique de la fonction io« Saritfmiiqne. Si Ton considère Téquation
y=:Logx;
û: étant une variable indépendante, entre les limites o, et + ^ ; les valeurs correspondantes de j^, en appHquant les théorèmes qui précèdent, peuvent être représentées par les ordonnées de la courbe ci-dessous.
Quelle est la valeur de —^ , pour a
On posera
OLZZ i H .
^tOV. Définitloa de la fonotton dteivée. Désignons, comme nous Pavons déjà fait à plusieurs reprises, par x la variable indépendante, celle à laquelle on peut donner, au moins dans un intervalle déterminé, des valeurs arbitraires ; et soit y la variable dépendante. Cette dépendance de y est déterminée par une relation entre les deux variables Xy y ; relation telle, qu'étant donnée la valeur de x^ il faut, pour obtenir la valeur correspondante de y effectuer^ avec cette valeur, une certaine opération, désignée symboliquement par f{x). La formule qui indique ce calcul est.
Si l'on donne à x une nouvelle valeur a; + A, on obtient pour y, une valeur correspondante y-^-k. Nous dirons que h est Taccroissement donné à la variable indépendante, et A;, raccroissement correspondant de la variable dépendante. Ce mot accroissement doit d'ailleurs être pris dans son sens mathématique et les accroissements dont nous parlerons pourront être tantôt positifs, et tantôt négatifs. Le problème des tangentes, problème dont nous dirons un mot tout à Theure,
k a conduit à chercher la limite du rapport j, quand A tend vers
zéro. Lorsque cette limite existe, et a une valeur bien déterminée, on rappelle la dérivée de la fonction. Cette dérivée est une fonction de la variable indépendante x : Nous convenons de désigner cette nouvelle fonction par y', ou par p{x) ; ces deux notations étant également usitées.
9G8. Exemples de fonetions dérivées. Montrons d'àbord^ sur des exemples simples, comment on peut déterminer la dérivée d*une (onction donnée.
I «» Soit
a x-hb
Donnons à la variable indépendante la valeur x 4- A ; on a
par suite
a (a;-f-A)-l-6 ax-hb
OU, encore,
k_ (ab' — ba')
h ^ [a'{x+ h^-h-b^Jia'x+O')'
Si Ton imagine maintenant que h tende vers zéro, on voit,
k par régalité précédente, que le rapport - a une limite, et que
cette limite est égale à
ab' — ba'
{a'x 4- 6') On écrira donc
ab^—ba'
(a'x-hb'y
Dans le cas où y est une quantité constante, pour mettre la variable x en apparence dans l'expression de y, on peut représenter //, par
a x-hb a'x-hb*'
mais avec la condition ab'^ba'zzo.
La formule précédente montre que Ton a y'zzo. Ainsi la dérivée dune constante est nulle ^
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i" Soit encore
On a
puis,
y zz Aaf.
y + kznkix-hhy
^zzpAjT^ + hV;
V désignant un polynôme entier. Cette égalilé prouve que le
rapport -, pour A — o, a une limite qui est égale à pkx^^\ On
a donc
y'zzpkaTK
3^ Considérons enfin la fonction entière
y zz Aox"' -h A.x"**' -h AX"' + ... -^ A,„.,j; -h A,„. On a, par un calcul analogue au précédent,
J|=[mAor'""'-f-AUj-+-[(w - i)A,a;"*~^-HAUj-h...-f-[A,n.i •
Lorsque h tend vers zéro, on conclut de cette égalité,
y' - /nAoT"*"* -h (m - i) k.d^^^ -4- .. -4- A„,_|.
Ainsi la dérivée y' dune fonction entière y, du degré m, est une fonction entière du degré (m — i) ; cette dérivée ne renferme pas le terme constant A^, de la fonction proposée; enfin
un terme quelconque + Aj^x^^^ de y donne, dans y'^ un terme
correspondant + {m —A) A f^x'" * ^ •- * , déduit du précédent d'après une loi évidente.
90S. RepréseataUon f^éométrlqae de la dérivée*
Nous nous proposons de montrer maintenant comment cette
idée de la dérivée s'est nalurellement introduite dans Tana lyse, quand on a cherché à tracer la tangente en un poinl d*une courbe donnée par Téquation
Soit AB la courbe qui correspond à cette équation^ M ur point particulier de AB ; soit enfin M' un point voisin de M surAB.
Sur cette figure, MP représente Taccroissement h donné à Xy M'P Taccroissement correspondant h de la fonction. Le triangle rectangle M'PM donne d'ailleurs
Lorsque le point M' se rapproche du point M et vient se confondre avec lui, la sécante M'M a, en général, une position limite, bien déterminée, qui est celle de la tangente MT à AB, au point donné M. Si Ton désigne par a Tangle bien défini (') que fait la semi-droite MT, avec oXy on a
2/'=:lga-
1. Voyez pour ladéfinilioa de cet angle le Cours de gôomélrie analytique.
C'est ainsi que la connaissance de la fonction y' permet de coQslruire la tangente au point M à la courbe proposée, et Ton voit comment le problème des tangentes a conduite la Dotion de la fonction dérivée.
i PRINCIPES OÉNÉRAUX POUR LB CALCUL DES DÉRIVÉES.
' 5090. Nous désignerons ordinairement par Ax Taccroissement donné à la variable indépendante. Si u désigne une certaine fonction de x, nous représenterons par Au l'accroissement correspondant éprouvé par cette fonction. II importe de bien comprendre cette notation et d'observer attentivement que Ax est un signe symbolique ^ destiné à remplacer ces mots : accroissement donné à x. De même Am n'est qu'une façon abrégée, et commode, d'exprimer Vaccroistement éprouvé par la fonction u.
9911. Théorème. La dérivée dune somme de plusieurs fonctions est égale à la somme des dérivées de ces fonctions. Soit w, y, ... w différentes fonctions de x et soit
Si Ton donne à a? un accroissement Ax ; on a
(2) y-hAy =r w-h Aw-hf -h Au-fp... -f w -{- lu\ Des égalités (1) et (2) on déduit
ou enfin.
u Théorème. La dérivée logarithmique d'un pi^oduit de plusieurs facteurs est égale à la somme des dérivées logarithmiques de ces facteurs.
Lorsqu'une fonction de x est désignée par y, on nomme
dérivée logarithmique (*) de y, le rapport —.
Soit
y :=. u.v... Wy
il faut montrer que Ton a
Prenons d'abord le cas particulier de deux facteurs. Soit
on a
ei, par combinaison»
ax ax àx Ix
Dans le second membre on remarquera que le dernier terme A« -— tend vers zéro, en même temps que Ax, parce que ce
terme est le produit de deux facteurs ; Fun Aw qui a pour li-
Ay mite zéro ; l'autre--- dont la limite est v' quantité qu'on ne
Aor
suppose pas infinie. A ce propos il importe de dire ici que toutes les fonctions que nous considérons sont supposées satisfaire aux conditions suivantes : i° Elles sont continues^ au moins pour la valeur de x considérée. 2» Elles ont une dérivée qui est une quantité, bien déterminée, et non infinie. Cette hypothèse sera admise dans tout ce qui va suivre, sans être rappelée, pour éviter des répétitions inutiles. Si Ton revient à l'égalité (3) on a, en passant à la limite,
z' zz ui)' 4- vu'
1 . NoUâ verrons plus loiu, après avoir cdlculé la dérivée de k fouctioo Xogarilhmiqne, la raisou de cette dénoiniaatiou.
OU
Ceci établi l la proposition pour deux facteurs. En la supposant vraie pour (» — i ) facteurs ou Tétend, sans difficulté, au cas de n facteurs.
fns. Théorème, La déi*ivée d'un quotient y, de deux fondions u et v, est donnée par la formule
vu' — wy' 1/'— ; .
Cette formule s'établit, et sans difficulté, par la méthode direct€y celle que nous avons suivie précisément dans les exemples précédents.
On peut aussi considérer le théorème qui nous occupe comme un simple corollaire du précédent
En effet, soit
on a donc
u ZZ VIJ
et, d'après
la formule (À),
De cette
égalité on lire
uf ■
_ vu* — uo'
ff^^L. Iliéorénie. Lu dérivée de la puissance entière et positive m, d'une fonction w, est donnée par la formule
Cette propriété est encore la conséquence de la formule (A). En supposant que toutes les fonctions u, v,.., w; soient égales
et en nombre m, on a y =: w"*, et, par suite,
OU
— nm —
ou enfin
I^VS. O^rivëe de a^ Nous nous proposons maintenant (le trouver les dérivées des fonctions transcendantes que l'on rencontre dans l'analyse élémentaire.
Nous nous occuperons d'abord de la fonction exponentielle.
Soil
on a
kzz.a ^ — a j ou
Changeons de notation, et posons
a^ — i zi a ;
cotte éiîalilé donne
_ Lo!2(i -f-a) "^ Log û
On voit que si h tend vers zéro, a* tend vers Tunité; a décroit donc indéfiniment.
La formule (4) devient alors
k_ ^_Logfl_ h"^ Log(i-ha)^
ou encore
Lo<ra
Log(i + a)*
Lorsque a tend vers zéro, on sait quefi-f-a)" a pour limite le nombre e: on a donc finalement
, X Lo)? a Loge
On doit remarquer le cas particulier oxxaize; la formule précédente donne alors
y' zze _
Loi?e
Ainsi la fonction e^ est égale à sa dérivée, 99B. Dérivée de XiOg ^* Soit maintenant
y-Logx;
on a
ou
ou encore
Si l'on pose - =: 2, on voit que a tend vers zéro, en même
temps que h ; d'ailleurs lim ( i -+- a) = e, pour a n o : on a donc finalement
Loffe y == •
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On remarquera que dans le eau du logarithme Népérieny la fonction dérivée est V inverse de x,
!999. Dérivée du slnns. Soit
y zzs\ux\
on a
k _sin(a? + /i) — sino:
ou
k asina / /' cos X
Celte relation peut encore s'écrire de la manière suivante
Si nous passons à la limite, après avoir remarqué que le
(sin -\ —, — '- L a pour limite Tunité, pour h =0, on obtient
la dérivée cherchée y', parla forrpule
y' zzcos.r.
!998. Dérivée da eosioas. Un calcul semblable prouve que si Ton pose
y — cos Xy
on a
î/'ir— slnrr.
Dérivée de la tenf^ente. Considérons enfin la fonction
yzntgx
La méthode directe, ou la règle donnée (§ 273), pour prendre la dérivée d'un quotient, prouve que Ton a
COS* X
Mais nous établirons ce résultat par une méthode géométrique, pour donner, sur un exemple simple, une idée du mode de démonstration ordinairement usité dans la géo* mélrie des infiniments petits.
Soit AM Tare a;, AC la tangente correspondante ; soit aussi MM' l'accroissement donné à ar : on a donc arc MM' -=, Aa?. I/acci'oissement de la fonction étant CC nous poserons z =:
ce
— —-; et nous nous proposons de déterminer z quand le rtrc MM' ^ ^ ^
point M' vient se confondre avec le point M. Les triangles
OCC et OMM' qui ont un angle commun donnent la relation
OC . OC ce . OA
OM.OM'^V
ce
arcMM'\OA(»)
arcMMVV MM' /uH
\y\ OH représente la perpendiculaire abaissée du centre sur la corde MM'.
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, , arc.MM'OA .
Si Ton passe a la liinile, les rapports »t77j ont pour
ce
limite runilé.On obtient donc, pour la limite du rapport — ^^,,
c'est-à-dire, pour la dérivée cherchée, la valeur OCV On a donc, finalement,
y' -^ sec* X iz — r— •
COS X
9HO. Hérivée des fonctions sec a?, cosec x, cotg x. Ces fonctions se rencontrent rarement, parce qu'elles sont respectivement égales aux inverses du cosinus, du sinus et de la tangente, et qu'elles peuvent toujours, d'après cette remarque, être éliminées d'un calcul. Leurs dérivées sont données parles formules suivantes.
sinx
u zz sec x
u'zz — — vos X
V zz cosec X
COS X
sin*a?
w»zr cotga;
si no?
On obtient ces résultats par la méthode directe, ou par Tapplicalion de la règle que nous avons donnée pour prendre la dérivée d'une fraction. On peut aussi employer la méthode géométrique, méthode dont nous avons donné tout à Theure un exemple et qui s'applique, très simplement, à toutes les fonctions trigonomélriques.
!981. Ponctions Inverses. Désignons symboliquement par f et F, deux opérations bien définies^ que Ton peut taire avec un nombre donné. Alors /* [F (x)] représente aussi une opération bien déterminée et qui peut être analysée ainsi : l' avec le nombre donné x effectuer Topera tion, désignée par le symbole F ; a** avec le nombre ainsi obtenu F (x), effectuer l'opération qui correspond au symbole f. Ceci posé, nous dirons
que /* el F sont les symboles de deux fonctions inverses, lorsque Ton a
m) a:=:/-[FC.r)].
Cette définition ne distingue pas quelle est celle des deux opérations /, F, par laquelle on doit débuter pour reconnaître Tidentité précédente. Il est facile^ en effet, de reconnaître que ridenlilé (i) entraîne aussi la suivante
(a) xz^?[f{x)\.
Posons» ^n effet,
L'identité (i) donne
•^ - fy) etrégalité(i) devient
y=nmi
Cette égalité qui a lieu, non pour des valeurs particulières de y, mais quel que soit y^ est une identité. Il est donc indifférent de permuter Tordre des opérations f et F.
On peut encore imaginer les fondions inverses de la manière suivante. Soit
une équation à deux inconnues. Supposons que Ton puisse résoudre cette équation, successivement, par ripport à a; et par rapport à j^; de telle sorte que chacune des équations
soit équivalente à la proposée: on dit alors que felt sont les symboles de deux fonctions inverses. En effet, dans (B), donnons à y une valeur arbitraire y ; il en résulte pour a; une valeurs/. L'équation (B) étant équivalente à (A), les valeurs ^,y\ que nous venons de trouver, vérifient donc (A). D'autre
part réquation (C) étant équivalente à (A) : xf.y' satisfont aussi à cette équation et Ton a
ou
Mais y' est arbitraire ; cette égalité est donc une identité et les deux définitions rentrent Tune dans l'autre.
989. Théorème des fonctions inverses. Si Von désigne par f et ¥ y les symboles de deux fonctions inverses^ de telle sorte que les deux équations
soient équivalentes, on a
r{y)¥'{x)=zi.
Soit donné, dans (C), à x un accroissement Ax, on aura pour y un accroissement Ay ; les nombres x -f- Ax, y + Ay constituent une solution de (C), par conséquent une solution de (B). Si, dans (B), on remplace y par y-h^y (Ay représentant, bien entendu, la valeur dont il vient d'être question), on obtient pour X une valeur correspondante. Cette valeur est unique, si f désigne, comme on le suppose, une opération bien déterminée ; et cette valeur unique ne peut être que X + Aa;, puisque y -h Ay, x + Aa? ; constituent une solution de (B).
Le théorème en question devient alors évident. D'après réquation (B) la dérivée de x par rapport à y est égale à la
Aic
limite du quotient — ; d'après Téquation (C) la dérivée de y,
par rapport à x, est égale à la limite du quotient obtenu en prenant le rapport entre l'accroissement de y qui correspond à l'accroissement de x, quand celui-ci tend vers zéro. Ce
deuxième quotient est —^ : Ay et ^x ayant des valeurs égales
à celles qu'on vient de considérer.
On a d'ailleurs
On a donc, à la limite,
1983. Délivrées des fonctions inverses trif^nomé- Mqnes. DeTéquation
(i) mzsiny on tire
(i) ymarcsina?,
relation qui exprime que y est Varc dont le sintis est égal à x. Les deux fonctions qui correspondent aux signes symboliques siuy et arc sin sont des fonctions inverses. Il faut pourtant ajouter que si Ton veut que la fonction y qui correspond au symbole arc sin soit bien déterminée, on doit convenir que y représente le plus petit arc positif qui corresponde au sinus donné.
Si Ton veut trouver la dérivée de y par rapport à a?, il suffit, d'après le théorème précédent, de prendre la dérivée de x par rapport à y, et de calculer l'inverse de ce rapport. On a donc, d'après cela
cosy d'ailleurs l'équation (i) donne
cos y =3 Jh v^ — X' ;
±v/i -rr*
L'ambiguïté du signe disparait si Ton suppose le sinus donné en grandeur et en st^ne.Supposons, par exemple, ar>o; le plus petit arc qui correspond à ce sinus est compris
entre o et ~ ;
on a donc
cos y ZJ. -j-y/i — x'
et , par conséquent,
Au contraire, si Ton suppose œ<,o, le plus petit arc qui corresponde à ce sinus a son extrémité dans le troisième quadrant ; cos y est négatif, la dérivée y' est donnée parla formule
On trouve, par les mêmes considérations^ les dérivées des autres fonctions trigonométriques inverses.
984. Dérivée de v'x. Parmi les applications, que Ton peut faire, du théorème des fonctions inverses, nous signalerons encore la suivante. Soit
Cette relation peut s'écrire
xzny'.
Celle-ci donne x' zz 2y ; on a donc
OU, enfin
yjx
Mais avant de poursuivre Tétude des fonctions dérivées nous résumerons, dans le tableau suivant, les résulals obtenus dans cette leçon.
98&. Tableau des dérivées des ffonetions
élémentaires .
On propose la même question pour la fonction
/^ ZZ sin X -h cos x -+- Igo; -|- cotg x -h sec x -\- cosec x.
4. Expliquer pourquoi Von doit trouver deux valeurs égales et de signes contraires pour la dérivée de la fonction y =2 axe sin a-, si Con définit gpor cette seule équation,
5. Expliquer pourquoi^ à une valeur donnée de x, correspondent poW les fonctions arc siii or, arc cos x, des valeurs égales et de signes contrair^'^'
H. On propose la même question pour les fonctions arc Igar» et arc co\g >'>
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o// Ikmtnlt'er que l'on a
^UD (an — H^t )
LES DÉRIVÉES (Suite).
TIléORÈUES GÉNÉRAUX.
986. Fonctions de fonctions- Lorsqu'une variable y dépend d'une variable w, qui est, ulle-môine, fonction de la variable indcpendanle x, on dit que y est une fonction de fonction d>.
981. Théorème. Pour calculer la dérivée (Tune fonction de fonction^ on prend la dérivée de celte fonction, par rapport à n, et on multiplie ce résultat par la dérivée de w, par rapport à X.
Les quantités ^x, Aw, Ay ayant leur signification ordinaire, ridentilé
prouve qu*on a, à la limite,
988. Dériirées partielles. Nous devons dire ici quelle est la signification de Tindice qui accompagne quelquefois la leUre y\
Lorsqu'une fonction y renferme plusieurs lettres, a, ^, v..., si Ton considère Tune d'elles a, comme étant une variable indépendante, y devient une fonction de a. La dérivée de cette fonction est représentée par y^. On évite ainsi toute confusion et Ton marque, par celte notation, que la lettre a est prise pour variable indépendante, les autres lettres étant cotuidérées comme des constantes.
Il peut arriver que les autres lettres 6, y? .-. soient aussi, à leur tour, considérées comme des variables indépendantes ; y g, y' .. représentent alors les dérivées de y prises, successivement, par rapport aux lettres è, y, .... Ces fonctions U\,y'^9 ... sont nommées dérivées partielles de la fonction
y. Ainsi l'indice qui accompagne les lettres y\ u', ... signifie que la dérivée des fonctions y, u, .». a été prise par rapport à la lettre qui est placée en indice, toutes les autres lettres étant considérées comme des constantes.
089. Applications du Utéoréme des fonctions de fonctions. Le théorème des fonctions de fondions est d'un usage continuel dans le calcul des dérivées. Nous allons montrer, sur divers exemples, comment on applique ce théorème.
i« Soit à prendre la dérivée de la fonction
u désignant tme fonction quelconque de x. On a (^ -iSi)
par suite,
2° Soit
yzzh[x-\-\/\'\'X*)'
Posons
on a
h cos a
on trouve, après calcul,
2 cos -
Ce dernier résultat donne lieu à une remarque qui se présente assez fréquemment dans le calcul des dérivées. Cette remarque est la suivante.
Ayant calculé la dérivée y' d'une certaine fonction de x, yz=.f{x)\\\ peut arriver que Ton trouve, toute simplification étant effectuée, que la dérivée y' est identique à celle d'une autre fonction connue y zz ¥[x). Lorsque cette circonstance se présente, on peut affirmer que les deux fonctions /'et F sont identiques, à une constante près.
C'est ainsi que dans Texercice précédent, si Ton pose
on a^ par application du théorème des fonctions de fonctions
cos a
Les deux fonctions ^ et Y sont en effet identiques : on le reconnaît immédiatement en recourant aux formules connues
i — cos a; — 2 siir -
f-cosa::='2COS
Mais il faut, à ce propos, démontrer le principe général que nous venons d'énoncer ; cette démonstration fait l'objet du paragraphe suivant.
5SOO« Théorème. Lorsque la dérivée dune fonction est constamment nulle, celte fonction est une quantité invariable. La définition de la dérivée donne Tidentilé
(A) f(x-h/i)-f{x):^/i[r{ji')-\-t\
t désignant une fonction de x et de h qui s'annule avec h. On a, en effet,
fj, =. hm ■ — - — ^--— , pour /* — o.
Cette remarque étant faite, considérons deux valeurs quel conques de x, uo et a?, ; supposons x^^x^ et soit
(H) X, — Xozznh
n étant un nombre positif, entier, arbitraire. La fonction f [x] étant constamment nulle, la formule (A) donne successivement
f{x,-hh)^f(Xo:=:/u, f{x^, -h 2h) — f{x^ -h A j = //£,
f{Xo -h nh) — f[xo -f- (/A — I )/< j :h: /u„.
On déduit de ces égalités^ par combinaison^ et en rempla çant xo -h nhj par a*,,
(C) f(x,)-f{x,}zzh{i, -i-(-:j+...-hO.
Désignant par e la plus grande des quantités s, s^ . . . e„: on aura donc
OU, en tenant compte de (B),
ou enfin, d'après l'identité (C)
Supposons que n croisse indéSnimdnt ; h et, par suite chacune des quantités s„ e,, , . £„ tend vers zéro ; par conséquent
e qui est Tune de ces quantités tend, lui aussi, vers zéro. La relation (D) prouve que les deux nombres fixes /*{a;,),/'(a;^);
ont une différence aussi petite que Ton veut; mais alors cette différence est nulle ; ainsi /(a?) est une quantité invariable.
991. Du théorème précédent on peut déduire différents corollaires et notamment celui que nous avons énoncé plus haut : Si deux fonctions ont la même dérivée, leur différence est identique à une constante.
En effet si Ton désigne par y et Y les deux fonctions et si Ton suppose que Ton ait
comme (y — Y) est une fonction de x d«int la dérivée {y' — Y') est nulle, quel que soit x, celte dérivée esl, d'après le théorème précédent, une quantité constante. En désignant cette constante par kj on peut donc dire que Ton a
y-YsA.
On peut généraliser cette remarque en observant que si, entre des constantes a, 3 et les dérivées y', Y' existe la condition
on a, entre y et Y, la relation
\, Théorème. Quand la dérivée d'une fonction est positive pour xzzx' ; la fonction est croissante pour x^ix' ; elle est au contraire décroissante^ quand la dérivée est négative. L'identité
(i) f{x+h)--f{x):szh\f^{x)^i\
reconnue plus haut, prouve immédiatement cette piopriété, Tune des plus importantes de Talgèbre. Dans la relation (i) faisons x:=zx'\ la quantité f'[x')-\' e se compose de deux parties, Tune /*'(ir'), fixe et que nous supposerons positive, pour fixer les idées ; Tautre g qui varie avec A, et qui est aussi petite que Ton veut. Dans ces conditions, pour des valeurs de A, positives et suffisamment petites, la quantité/*' (a') + s est positive. Le second membre de Tégalité
(2) nx' + A) - f[x') - h ir (X') -h s]
est donc positif et ceci prouve que f{x' -hh) est supérieur à f{x'). On verrait de même que f{x^ —h) est inférieur à f{x'). En résumé la fonction est croissante pour a? =r x',
998. Théorème. Lorsqu'une fonction est ci*oissante, pour XZZ.X' \ sa dérivée est positive ou nulle j pour x :=i x' ;la dé^ rivée est, au contraire, négative ou nulle, si la fonction est décroissante.
Supposons, par exemple, la fonction croissante. So\\.f[x'+h) >f[x') ; h étant positif. Le raisonnement que nous avons fait toutàTheure prouveque régnlilé (a) ne peut avoir lieu en même temps que l'inégalité /"' (x') < o. Par suite, la dérivée doit être, ou nulle, ou positive.
994* Théorème. Entre deux racines réelles, consécutives, de Véquation f(x) zz o, il existe au moins une racine de V équation f*{x) zz o.
Soient a et 3 les deux racines considérées, a étant plus petit que 3. Lorsque 0? varie de a à 3, f{x) va d'abord en croissant,
.liO
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puis en décroissant; ou inversement. Prenons la première liypothèse, pour fixer nos idées. La dérivée f {x) est donc d'abord positive, ou nulle ; mais elle ne peut pas être constamment nulle (§ 290) ; elle est donc positive après le passage de la variable x par la valeur a. On voit de même qu'elle est négative avant que x ne prenne la valeur p. La fonction f (x) passant d'une valeur positive à une valeur négative est égale à zéro, pour une valeur de x comprise entre a et p (§ a5o).
Cette démonstration, comme celles qui précèdent ou qui suivront, suppose formellement que les fonctions proposées et leurs dérivées sont continues, au moins pour les valeurs de X considérées. C'est une hypothèse qui est d'ailleurs, toujours sous entendue, dans cette théorie des dérivées.
En appliquant le théorème précédent il importe donc, pour éviter de graves erreurs, de vérifier que la condition nécessaire que nous venons de rappeler, et qui est relative à la continuité, est bien remplie parla fonction proposée et par sa dérivée. Les figures ci-jointes montrent des exemples où la propriété en question est en défaut, parce que la condition de continuité n'est pas remplie, soit par la fonction, soit parla dérivée.
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Théorènie. On a identiquement , 6 désignant une fonction de x^ et de h, dont la valeur est comprise entre zéro et Punité,
(H) rix, -f- A) - f(Xo) =: hr (xo + BA). Posons
(K) r{x,^fi)-f{x.):^h.V;
V est une fonction de Xo et de h que nous nous proposons de déterminer. Soit y une fonction de x, correspondant à Téquation
y rr f{xo + ^) — f(xo) — Vx, On a donc
y' = r{^o-hx)-ll
Or la fonction y s'annule évidemment pour xzzo; et aussi, d'après Tégalité (K),pourir=A ; par suite la dérivée y' s'annule (S *94) pour une valeur de x comprise entre o et A, valeur que l'on peut représenter par OA^ en supposant que 6 est compris entre zéro et l'unité. On a donc
/^(iro4-6A) — Uno.
Cette égalité détermine U, et l'identité (k) devient
na!o + h)--f{x,)xhr{Xo-hh).
AOB. Dérivées sneeesslves. La dérivée d'une fonction f[x\ constitue elle-même une fonction qui» en général, admet une dérivée. Cette dernière fonction se nomme dérivée seconde et se désigne par la notation y" ou /* (x). La dérivée de y* est une nouvelle fonction qu'on nomme dérivée troisième et qu'on désigne par y" ou f" (^)- En général la dérivée d'ordre p, celle qui a été obtenue en prenant p fois de suite, la dérivée d'une
fonction donnée, se représente par y^^\ ou par /'^^(x).
9BV. Théorème. En désignant par 0 une fonction de x^ ft de A, dont la valeur est comprise entre zéro et l'unité, on a
(H') f[Xo'^-h)-f{x,):s:hf\x,)-^~r{x,^^h).
Nous poserons encore, à rimilation de ce que nous avons fait tout à l'heure,
(K') f {X. -H A) - {X.) :^ h r (Xo) + 7 V,
y désignant une fonction de o^o et de A, que nous nous propo* sons de déterminer.
A cet effet considérons une fonction de op, déterminée par réqualion
y::zf{x.-^x)^nx,)'-xr{xo)^^\\ On en lire
y' ^ r {xo+x) ^ r (^<)- X\
et
y" = r(.ro-h.T)-V.
La fonction y s'annule visiblement pour a? iz 0; elle s'annule aussi pour rc n A, d'après Tégalité (K') ; ainsi y' s'annule pour une valeur de x convenablement choisie, entre o et A. D'autre part, on peut observer que y' s'annule avec x. En résumé on peut donc dire que y' s'annule pour deux valeurs ; l'une égale à zéro, Taulre comprise entre o et A. La fonction y" dérivée de y', s'annule donc, pour une valeur de x comprise entre o et A et que Ton peut représenter par 8A, en supposant:
On a donc enfin
et la formule (IP) se trouve ainsi démontrée.
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998, Théorème. On a
f{xo+h)-f[x,)_r{Xo'{-^h) ? (aro -h A) — ? (oTo) 9' (Xo + OA)
fe« fonctions fel 7 e/an^ quelconqties, mais continues^ ainsi que leurs dérivées, dans T intervalle Xq^ Xo + h, Posons
nx. + h)-^r{xo):s:\\[o{x,^h)^^{x:)l
el proposons-nous de déterminer W. Considérons la fonction de 07 qui est définie par Téquation
y =/'(j7o + a-) — AXo) — W [? (Xo 4-0?) — <p(a:o)].
Nous en dédulsoni
D'ailleurs y s'annule pour a? zz 0, et pour 0? = A ; nous avons donc
r {Xo + eA) — W?' (o;^ 4- «A) :;: 0, par suite
r(a:o4-A)^A>,)^^/^"^^^|[9(o:„-hA)-9(^g];
c'est la formule que nous voulions -établir.
999. Fonctions composées. Soit y une fonction des lettres u, t?, t«?, ... ; si Ton suppose que Uy v, u», ... sont ellesmêmes des fonctions de la variable indépendante Xj on dit que y est une fonction composée.
300« Théoréme.Za dérivée dune fonction composée
y — f{u,VyW,..,)
s* obtient par la formule
y' — u'fj (w, V, to..,) 4- 1;' /; (m, v, w? ...) + ...
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Considérons le cas d'une fonction composée de deux fonctions XI et V ; soit
On a
ou
(i) \y zz [f(H + A«, V -h Au) - f{u. n 4- Aw) J -h
Nous ferons remarquer ici que Tidenlilé
f (a?o 4- h) — f{xj) = hf {Xo -4- BA },
établie plus haut {^ 296), subsiste quand on suppose que la fonction f(x) renferme une autre lettre X, pourvu que X ait la même valeur dans f{Xo) et dans fixo-^-h). On écrira, dans ce cas, ridentité précédente sous la forme suivante
f(xo-hh, a) — f{Xo, X) =: /«/^ (Xo 4- 6^, X)
on tire de cette identité, en posant j^„ n ?/, h :z Aw, X rzi^ 4- Ar
(2) /'(M4-Aw,r4-Ar)--/*(>f.r-hAr):sAu/^(w+6A?/,r-f-At').
D'autre part, l'identité
/•(X,aT.,-f-A)-/-(X,iP.) = /i/;^(X,a;o + 0'A) donne
(3) f(u,v -+- At))--./^(w , v)z=:lv. fju,v + e'At»)
en posant
wi=X, iTorzv, Ar=Aï?
Les identités (2) et (3) permettent de transformer la relation (1), et de récrire
En passant à la limite, on a
Cette formule est générale. Si Ton avait à considérer une fonction composée de trois fonctions v, v, ?/' ; on mettrait l'accroissement ^y sous la forme
Ay z=: [f{u -h Aw, v + A», to -f- A?/») — f(u, v 4- Ap, w + A^^?)] + \f(^f> v-l- Aï), tv + iiw) — f{u, V, 2(» -h Aî^)] ( /•(?«, v. M» 4- ltv) — f(u, V, w)]
et Ton prendrait, pour base de la démonstration, l'identité
f(xo -h h, A, p) — f(x,,. X, p) = A/;^^ (a?, + OA, A,p) on trouverait ainsi
formule dans laquelle nous écrivons /^^, au lieu de /^^ (//, t\ ?/»),
pour abréger l'écriture.
801. FoneMons Implicites. Lorsque la relation qui existe entre la variable indépendante x et la variable dépendante y n'est pas une équation résolue par rapport à v et se trouve représentée symboliquement par
on dit que y est une fonction implicite de x.
BiMm Tiiéor^iiie. La dérivée y* d'une fonction impUcito définie par téqtiation
? (,r. y^ zz <»
H^ obtient par la formule
Posons xzzuy y 1= r, et considérons la fonction z
u étant égal kx^elv désignant une fonction de a;; on peut dire que z est une fonction composée, dont la dérivée z' est donnée par la formule
Mais on a constamment zzzo; la dérivée de 2 est donc aussi constamment nulle ; ainsi on a
ou,
en observant que w' zi t.
BOB. AppUemUowkSm Les théorèmes précédents sont fréquemment employés dans le calcul des dérivées. Nous allons montrer quelques applications des deux règles importantes que nous venons d'établir.
!• Trouver la dérivée de yzzof.
Prenons le cas le plus général d'une fonction définie par réquation
ueiv désignant des fonctions quelconques de a?. On peut considérer y comme une fonction composée et Ton a
y' zz u'vu^^ -h v'u%u.
Celte formule appliquée à l'exemple y zrx', donne
y' zix^L{ex),
2® Trouver la dérivée de
p {\)yzzx\
p et q étant entiers, et qnelconqueft.
Supposons d'abord pet; de même signe. La relation proposée peut s'écrire
et Ton peut considérer y comme une fonction implicite de x. On a donc
^pjr^^y'qy'f''zzo ou
, par' .
y zz- •
Mais on a, d'après (i),
par suite
ou
Il nous reste à examiner le cas où p et ; ont des signes contraires.
En mettant les' signes en évidence on a
OU
En prenant la dérivée de ce quotient, par la règle connue, il vient
ou encore
II' —
En comparant les formules (3) et (4) avec celle qui donne la dérivée de la fonction y = x^y quand m est entier et positif, dérivée qui, comme nous Tavons vu, est égale ktnx'^''\o\\ peut dire : quel que soit Vexposant, entier ou fractionnaire,
positif ou négatif la dérivée de la fonction x"\ est toujours égale à //w;"*"' .
d04L. Théorème. Soit f(x , y) une fonction entière par rapport aux lettres x et y y on a
L'écriture symbolique f^^ veut dire qu'on a pris d'abord la dérivée partielle de la fonction f par rapport à a; ; puis, ce résultat obtenu, qu'on a calculé sa dérivée partielle par rapport à y. D'après cela les deux opérations indiquées par les symboles f^^^ el fyy. ne sont pas, en apparence, identiques : nous voulons précisément montrer qu'elles conduisent bien, par des voies différentes, aux mêmes résultats.
Soit U zz Wafy^y un tenne quelconque de f\ on a et, par suite
On a de même
V'zzqHxV'
et, par conséquenl
Eq comparant ces résultats on a
Cette remarque étant vraie pour un terme quelconque de /, la propriété énoncée se trouve établie.
Nous avons supposé que l'expression U, considérée dans cette démonstration, renfermait à la fois les lettres a? et ^ ; il est, en effet, évident que ces termes seuls devaient être soumis à la remarque précédente, les autres termes donnant un résultat nul quand on a pris deux dérivées successives, Tune par rapport à a?, l'autre par rapport à y.
On exprime quelquefois la propriété précédente en disant : l'ordre dans lequel on prend deux dérivées successives est in~ différent.
30S». Théorème d'Exiler. Le théorème d'Ëuler que nous allons démontrer estrelatif aux dérivées d'une fonction entière et homogène. Nous rapelons qu^une forme algébrique enlière U, est homogène, et du degré w, par rapport aux lettres x^y, z.,,, lorsque la somme des exposants qui affectent ces lettres, dans un terme quelconque de U, est égale à m.
Le théorème d'Euler peut s'énoncer ainsi: le pî'oduit d'une fonction entièi*e et homogène des lettres x, y, z, etc., par le degré de r homogénéité, est identique à la somme des dérivées partielles de la fonction , multipliées, respectivement^ par les variables correspondantes é
Nous voulons démontrer ^identité
Pour fixer les idées prenons une forme entière à trois variables. Soit H un terme quelconque de cette fonction,
(a) HsAa;Viî^ avec la condition
DeTégalité (i) on déduit^ successivement,
ir s: aAx^-^y V
d'où
ou .
xU^+ yli; + 3li: = (a + g + y) Au;y£Y
xU'-hyll'-hzU's:mtt.
En appliquant cette formule aux différents termes de U, on reconnaît Texactitude de Tidentité (i).
exercic.es
i . Démontrer que si l*on a
^ ^U,. U, ... L\ y —y V VT
U|, Us ... ; Vfi V„ ... éUtni des fondions de x; le double de la dérivée togarithmique de y est égal à la différence entre les dérivées logarithmiques des facteurs \J et \ ; démontrer^ en dautres tennes, la formule
Hm Une fonction y est définie par les deux équations
t étant la variable indépendante; montrer que Von a
Généraliser cette question en considérant // comms définie par les deux équations
f{x,y,l)=o ^(x,yJ)-o
Pour cette seconde partie, on appliquera le théorème des fonctions composées et l'on aura
Ces deux relations et Téquation y ' = — permelteut de calculer y'.
Calculer les dérivées des deux fonctions
y zz arc tg , ...
^ ^ {x— i)(Sx — l)
Y — 2 arc tg (a — 5x').
Expliquer povrqwd ces deux dérivées sont égales.
4. En désignant pat* «, wie fonction de x, prendre la dériciie de la /onC" tion
y zr arc sin [iM y i — irj On troave
. On peut expliquer ce résultat eu le comparant avec la dérivée de la fouctiou œx sin u.
Démontrei' que si l'on pone
2/ = arcsin8M{i — 2tr)(* — 8?<' + 8?Ovi -«>
on a
1. En désignant par les lettres u et r, deiu fonKlions de x, vérifier le tableau suivant
UV
My' — vu'
y = arclg-î— -. U'-'' ^.^^*
/ — uv'—oW
•i \fUV if —
/ — mu' — vu' 2 y/ MV ?/' — ::r-
y/ = arclg^-^3^ • [u + vWuv
y-arclg— ^j— «^ a^Ue^v^
8» Trouver les dérivées successives de
On remarque que y'
— ~ "*"r"'* *■'" ** u auire
x*-hi x-^i x — i
Ou a doue
U' =x-' (x-h i)-' - - Lv - «T'
De cette formule ou déduit »/ '^^ sans diriicuité. 9. Vérifier ie tableau suivant :
//izarc sin r
i-hx*
y izarclgvj?'— 2x-f-arcsin
y zz arc sec - -f- arc colg- ' "^
II'
i/ — arc sec V dC* -f- i
y -ZL arc sin (3x- — Sx^) y* =z — -
j;* — i , 2 y — arctg — ■ y/'rz- -^
// ~ h- y'rzSx
\X*-h i —X \X'-h i -hx
(^— //) L(x-+;j + \ q-^'xpx^x")
y':=^\q + y'X-hx'
. .r — i î // — L — ^ 2 arc [y: x v' —
y-arclg
2 j; — IX
•^ o/yr* — •
'IX — iX-h i
(x — a,) *...(x — g,) ^ {x^b,)\„.{x^-by
. La formule de Taylor que nous allons élablir donne le développement de la fonclion /"(a: + ^)» suivant les puissances croissantes de A, au moyen des dérivées successives de f{x). Nous nous occuperons d'abord, et plus particulièrement, de la fonction entière ; mais nous donnerons aussi ri'Jenlilé de Taylor, dans le cas général.
309. Formule de Taylor. Soit /*(x] la fonction proposée ; on a
ou, en posant
(Aa) r^x) = \x — a) ? (x) -h A^).
De cette idenlilé on déduit, en prenant les dérivéïis succès sives,
(A,) f'{x)-{x^c^):^'U^•V^z.{,r) (A.) /"(^) = (a;-fl)9^;^)-h2^'(x)
(A; r^\x)^(x^a^^^^'^ {A-Yp^^'^'\x).
Multiplions les identités (Ao), (A,), (AJ, ... (A^); respecli vement par
a^ x (a— a;)* {a — xf
puis ajoutons les résultais ainsi obtenus ; nous avons, après réductions,
Celle identité constitue une des formes algébriques de la formule de Taylor. On pose ordinairement n — x:=:h\ Tidenlité précédente devient alors
( . ) f{x+h )^f{x)-h-r '(X) -\-—f (.r)+ . .+lî-/-''"'(.r^+-^-'r'"' (a.-\ Dans cette formule on a posé
Formule de Taylor pour la fonction entière
[Première dèmonslr ai ion.) Dans le cas particulier où f{x)^ désigne une fonction entière du degré m, on peut remarquer que ^(x) représente aussi une fonction entière du degré (w — i).On a
donc 9'"(.t)=:o, et la formule (i), quand on y suppose ;> n w, donne
Cette identité constitue la formule de Taylor, dans le cas de la fonction entière.
aOO. Formule dn binôme de Mew^ton. On peut déduire du calcul précédent la formule du binôme. Posons, en
effet, f(x):s:x'*' ; on a r{x) n: ?;?x*""* et, en général, f'^^ (x) = 77? (m — i ) . . (m — 7r + 1 ) x*""*.
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D'apros cela, l'identilé (3) donne
c'est la formule du binôme.
Formule de Taylor pour la ffonetion entière
[Deuxième dèmonsitralion,) A l'inverse de ce que nous venons de faire, on peut déduire la formule de Taylor de celle du binôme.
Soit
Nous avons donc
A.r+A=:A«(x-+-A)"'+A,(x -[-*)'"-'+.. .+Aj.(.r -1-A)"'~'"-+--+A,„- Développons, d'après la formule dn binôme, les expressions
(x+h)"; (x-hh)'"-' . ...
el groupons les termes de façon h les ordonner suivant les puissances croissantes de h, nous avons
AoT -+-wAo.r
fîi— 2
—h.,.-hm(m^i)...(m—k-\-i)\urr" ^'
^ +...-f-AoA'"
La première colonne est identique au polynôme proposé
/■(a?); le coefficient deh/s f {x): en général, celui de r-,à/*(x)- Ecrivons donc
f(x-i-k):s:rix)-h-r(x)-h'^r(x)-h...-h^,f^{x]-h
I 'Àl Kl
On remarquera que le dernier terme de ce développement,
le terme Ao^*", a été écrit sous la forme — - /"*Va;),pour donner
à la formule une apparence plus symétrique.
311 . Formule de Taylorponr une fonction entière de deux oa plusieurs variables.
Considérons une fonction entière des lettres a; et y ;
Nous nous proposons de développer l'expression /* (a; +^> y + k), suivant les puissances croissantes de h et de.*, et au moyen des dérivées partielles successives de la fonction donnée.
Nous ferons d'abord remarquer que dans la démonstration de la formule de Taylor, telle que nous venons de rétablir, rien n'empêche de supposer que la fonction considérée renferme, en même temps que la lettre x, une autre lettre y. L'idenlité de Taylor s'écrit alors sous la forme suivante:
f{x + /' y y) = f{x yy)+-fA^yy) +7-T /^(^ » y) -
Celte identité subsiste évidemment quand on y remplace la lettre y, par y -h *, et cela quel que soit k. On a donc
D'autre part, et d'après la formule de Taylor, on a
f(x.y+k)zs:r(x,y) i--j'y(x.y)+-:^fy^x,y) ■\-..+—,f%{x,y)
/;(x.y+fc)=:/->,y)t-*/;'^(x,î/)-f-...+-^l-^/^„_,(x,y)
Multiplions ces identités respactivement par
* > » I» ••• I* 1 2! ml
Ces résultats étant ajoutés donnent la formule suivante
fm)
/C* v/ A'""'ifc
t. a'!'' "^;in-a)!2!^«"-V
C'est cette identité qui constitue la formule de Taylor, daus le cas de deux variables. On remarquera que la démonstration précédente s'applique, sans modification essentielle, à un plus grand nombre de variables. On trouve ainsi pour trois variables ic, y, z la formule suivante
r{x-i-h,yJ(-k,z+l):=:f{x,y,z) + hf'^+ — f:,+
hk fly
kl fyg
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Dans le second membre le nombre des colonnes est ejral à (m+ t), quand on supposée que /"désigne une fonction entière du degré m ; et la colonne de rang [i + f ) est
h' -h Ai) h' \kl ji) A' -/ (i)
3l!S (*). On peut déduire, comme nous allons le montrer, de la formule de Taylor, la dérivée de la fonction implicite. Les considérations qui vont suivre, pour être exposées avec la rigueur désirable, doivent emprunter quelques propriétés à la théorie des équations, propriétés qui seront établies plus loin.
Mais nous entrerons d'abord dans quelques détails nécessaires, sur la fonction implicite.
. Soit y une fonction implicite définie par Téquation
nous supposons que o {x ,y) désigne une fonction entière des lettres x et y, à coefficients réels, et que le plus grand exposant qui affecte la lettre y est égal à q.
La difficulté qui s'attache aux fonctions implicites tient à ce fait que ces fonctions ne sont pas bien déterminées. En effet, à une valeur donnée de x, correspondent q valeurs de y ;
\. La lecturfi de co para^aphfi et dps siiivaals, jusqu'au paragraphe» 316 inclusivement, peut. Bans inconvénient, ^tre reportée après la leçon 27.
c'est ce que montre le théorème de d'Alembert {$ 355). Ces valeurs y,, y„ ... y , varient, avec x, et chacune d'elles peut
constituer une fonction continue et bien déterminée. Nous allons développer ce point dans le paragraphe suivant.
313. TJÊéoréme, Lorsque régulation o(j7,y)zzo admet ta solution xnzxo y:=iyo\si la dérivée partielle de^^ par rapport à y n'admet pas cette solution^ la fonction ?/o est bien dêtei^ininée dans rintervalle x^ -}- 1, Xo — 2. £ désignant une quantité suffl^ammeiit petite.
On a on effet, d'après la formule de Taylor,
/ hk u
fnî If
ou, puisque l'on a 9 teo ?/o) = <»,
Si, dans cette identité, on fait h m o, et si x^-^h et y^ + A? représentent une solution de Téquation proposée 9 (.r , y) — o, on doit déterminer h par la relation
Cette équation est du degré q par rapport à k. En effet
<f{x,y) est du degré q, en y et, pour obtenir la relalion (3), on a remplacé, dans celle équation, la lettre y par y + ^; le résultat est donc bien du degré q en k. Or, parmi les racines de(3) se trouve la solution évidente fe iz o, ce qui prouve déjà que parmi les q valeurs de k, qui correspondent à raccroîssement h donné à la variable indépendante, il y en a une qui tend vers zéro, en même temps que h.
Je dis maintenant que cette valeur de A;, voisine de zéro, est réelle.
En effet, si à la valeur h correspondait une racine imaginaire de la forme «a — i 6,^, Téquation à coefficients réels,
admettrait aussi, comme nous le verrons bientôt {$ 36o), la racine a^ + i6/^.En supposant que h tende vers zéro, Téqualion
aurait deux racines nulles, qui seraient les limites des deux expressions imaginaires conjuguées «a+iSa et «a — iÔA- L'équation (3) ne permet pas d'admettre celte conséquence puisque Ton suppose ^y ;zf o. Ainsi à la valeur Xo-hh, donnée à la variable indépendante, correspond une équation du degré q en k; cette équation admet gr racines, parmi lesquelles il en existe une et une seules jouissant de la double propriété i« d'être réelle, 2" d'avoir zéro pour limite, quand on suppose A :zo. En désignant cette racine par A;^, y» -\- kj^ est une fonction bien
déterminée de h, puisque k^ n'a qu'aune valeur,
914. Ilérivée de la fonction implicite. Considérons maintenant deux solutions, x^, y^ ; rr© + A, 3/o-H * de l'équation
La formule de Taylor donne la relation
h* (i) ozzhoi -i^k^l H o\ 4-...
Nous supposons que 9^ est différent de zéro ; k désigne d'ailleurs la quantité que nous avons définie tout à Theure
et qui est une fonction bien déterminée de h. Par suite -
est une fonction bien déterminée ;'et quand h tend vers zéro, h tend lui-même vers zéro. Nous allons montrer que ce rapport a une limite et nous déterminerons cette limite.
Nous distinguerons deux cas suivant que cette limite est finie ou infinie.
Dans le cas où la limite est finie, on la détermine facilement en remarquant que Tégalité (1) peut s'écrire
k Si h tend vers zéro, et si -ne croit pas indéfiniinant, cette
égalité prouve que tous les termes disparaissent, à Tex.cep-
k tien des deux premiers ; et en posant y' — lim - , on a
Mais cette démonstration est en défaut quand on suppose
k quelerapport -croit indéfiniment, quand A tend vers zéro.
fv
Nous allons montrer que cette hypothèse ne peut pas être admise quand on suppose, comme nous Tavons fait, ç^^ 7^ 0. L'égalité (i) peut s'écrire, en effet,
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Lorsque h tend vers zéro, - lerid, lui aussi, vers zéro, d'après l'hypoUièse que nous avons faite. On a donc, à la limite,
et nous supposons, au contraire, ^y^ ^ o. 315. Remarque 1. La formule
donne encore lavaleur de t/ quand on suppose ^' i^o^el^j^j^^' En effet 1 égalité (i) permet de déterminer la limite du rap-
port - puisqu on suppose o^ ^ o.
Cette limite est donnée par la relation
^^.limyi-o
ou, puisque ^^^^ n'est pas liul,
lini
k On peut donc dire que le rapport - croit indétiniment, quand h
tend vers zéro. Mais la formule^ '~- —, dans riiypothèse ^^y-''*
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s^^;zfo, donne ponr y* un nombre infiniment grand; celle
formule peut donc encore, dans le cas parliculicr qui nous occupe, indiquer la valeur de y*.
31 G* Remarque II. Lorsque Von a simuUanénient
o' :z: o 5' iz u,
k la limite y' du rapport -r n'est pi un donnée par la formule
^jco'.'a
mais par la relation
OU par une relation d'un degré supérieur à 2, par rapport
il y'-
L'égâlilé (1) peul s'écrire, dans l'hypolbose que nous venons de faire
hk „
I^orsque h tend ver:5 zéro, 1 équation du degré q en A; a deux racines qui lendenl vers zéro, et deux seulement, si l'on suppose ç-yg ;zf 0. Admeltons que ces valeurs soient réelles, avant leur
passage par zéro, et considérons Tune d'elles, en parliculler :
h le rapport - est encore une fonction de /«, bien déterminée et
si, pour/i =:o,ce rapport ne croit pas indéfiniment, l'égalité ( 1) prouve que ce rapport a une limite, limite qui est une des racines de l'équation
Le raisonnement précédent s'appliquant également bien
à Tune et à Tautre des deux valeurs de k qui ont pour limite zéro : on voit ainsi que Téquatlon (a) donne Tune et l'autre
des deux limites de r •
Ce résultat est en défaut quand on a simultanément
Dans ce cas, on voit que trois valeurs de k tendent vers
zéro, en même temps que h et que les trois valeurs du rap-
k port r-, quand on suppose hzzo, sont données, par Téquation
du troisième degré
La généralisation de ces résultats est évidente.
31 9. Série de Taylorpour une fonction queleoaqve.
On peut toujours poser
f (x) et ses dérivées successives étant des fonctions continues.
Nous supposons que p-hq est une quantité positive ou nulle; q désigne d'ailleurs une quantité arbitraire, et R, une inconnue que nous nous proposons de déterminer.
En posant
x^ =.Xo-hh, l'identité précédente peut s'écrire
(2) f{x,)-r(xo)^{x,-xo)r(x.) + ...+^'^^^^
pi ip-^q+i)
Considérons maintenant une fonction de x^ fonction que nous désignerons par © (x), et que définit Tidentité
9 {X) =/\x.)- /-i^: - ^^ r (a.-) - fc;^ r Cr) ...
En prenant la dérivée de cette fonction, et en tenantcouipte des simplifications qui se produisent, on a
ou
Ceci posé, on peut remarquer que Ton a : i*» ç {x^) =: «», pour une raison évidente ; îî» & {x^) — o, d'après Tégalité (•>.;.
L^équation ©' (x) =: o s'annule donc (g 294), pour une valeur de jc comprise entre x^ c-t x,, ou entre x^ et a;© + A, et que Ton |)eul représenter par Xq -h OA, en supposant
L'^identité (3) donne donc
R [X, - x„ - hhf - f^'-^'^ (./•„ 4- 0/0 -- o
DU
On a donc finalement
(A) f{x,-hh)^ f{x;,^\r[x,)-^^r{x,H ...
en posant
La formule (A) est la formule de Taylor ; M^ se nomme le terme complémentaire, ou le reste du développement (*).
318. Différeates formes du reste. On peut donner au terme complémentaire différentes formes que nous allons indiquer :
1® En supposant ^ :ir o, on a
cette forme a été donnée par Lagrange.
2® Lorsqu'on a p -h g = o, on obtient une autre forme
c*est la forme indiquée par Cauchy.
3® En prenant dans le développement (A) un terme de plus ; en d'autres termes, en ajoutant et en retranchant
Si, dans cette égalité on remplace successivement M par les valeurs données par les formules (G) et (D) on obtient deux
Cette déiuoiifltratiou est duo a M. Kuurht
nouvelles formes du reste. Mais les formes de Lagrange et de Gauchy sont celles qu^on applique ordinairement.
319. Foraule de Mae-E.anria. Si dans l'identité (A) qui a lieu pour toutes les valeurs de 0*0 et de hj on suppose a-Q =: o, A — x, et g =1 o, on obtient Tidentité
P en posant
(B') ■H^^irj^r'^"'i^)^
ces identités {A') et (B') constituent la formule de Mac-LaunUé
390. DéAoltioii da maximum et du minimum. L'une des applications les plus intéressantes des fonctions dérivées est rétude des variations d'une fonction donnée et, ce qui est un point particulier de cette étude, la recherche des valeurs maxioia et minioia de la fonction, valeurs que nous allons d'abord définir.
Soit e une quantité positive, variable, et aussi petite que Ton voudra ; on dit que la fonction y, définie par Téquation,
a passé par un maximum, pour xzzx, lorsque Ton a
A^-s)</^(a), et /'(a + £)</"{a).
On dit, au contraire, que y a passé par un minimum lorsque Ton a, dans ces mêmes conditions,
/•(a-£)>/'(a), et /•(a-f-2)>/'(a).
On suppose que y est une fonction continue, et bien déler- , minée, dans l'intervalle a — s, a4-£.
On remarquera que celte définition exige que la valeur a, attribuée à a;, soit finie.
891. Théorème. Soil f(x) une fonction entièi'e ; si, ponv xznaL^ on suppose que Von ait
el
!• iSt p est un nombi*e pair la fonction^ pour x rz %,pas8e par
un maximum si Von a /^^^(aXo ; au contraire^ elle passe par
un minimum si Von suppose f^^ (a) > o. 2« Si p est un nombre impair, la fonction est croissante si
r^^ia) > 0, et décroissante si /^'^ (a) < o. Nous avons élabli précédemment Tidentilé :
J .2...JD' ^ ^' ^
/■(a;) désignant une fonction entière.
On sait que dans cette formule 9^^^ (a?), désigne la dérivée d'ordre p de ç (a;), fonction qui est définie par Tidentilé
avec la condition a - xzzh,
11 importe de remarquer que 9 (a?), pour des raisons connues, est une fonction entière de x et de a.
Ceci posé remplaçons dans (1), x par a ; en tenant compte de Thypothèse que nous avons faile, nous obtenons le résultat plus simple
On peut maintenant observer que si Ton remplace dans 'S'^{x)yX par a, et a par (a -4- A), ç'^C^) devient une fonction entière de a et de h. D'après cela on peut donc dire que la parenlhèse a pour limite f^^^ (a), quand h tend vers zéro.
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Le théorème qui nous occupe est la conséquence immédiate de ridentité (3).
i^'pest un nombre pair: pour des valeurs de A, suffisamment petites, positives ou négatives, la différence f{% 'hh) — f{(i), a le signe du nombre f^'^'^o) ; la fonction passe donc par un
maximum ou par un minimum suivant que f^"^ (a) est négatif ou positif.
u® p est un nombre impair : dans ce cas le second membre de ridentité (a) change de signe, en même temps que h ; la fonction f{x) est donc croissante ou décroissante suivant que
Ton suppose f^'*^ (a) > o, ou f^''^ (a) < o.
999. Examea du eas normal. En général, le nombre a qui annule la dérivée première de la fonction donnée ne rend pas nulle la dérivée seconde : c'est ce qu'on peut nommer le cas normal.
11 importe donc de remarquer le corollaire suivant auquel donne lieu le théorème général que nous venons de démontrer:
!• Les valeurs de x qui font passer une fonction y par un maximum ou par un minimum sont celles qui annulent la dérivée première y\ sans annuler la dérivée seconde \f* ;
a® Il y a, pour cette valeur de x, qui annule la fonction y' un maximum ou un minimum pour y, suivant que la dérivée seconde y*, est négative ou positive.
393. Il résulte de cette remarque que si Ton trouve une racine a de l'équation dérivée (*) il ne faut pas affirmer, au moins immédiatement, que pour o; = a la fonction considérée passe par une valeur limite ('). Il faut, avant de conclure sur ce point, vérifier que le nombre a n'est pas une racine de Féquation dérivée seconde.
i . On dit, dans un langage conventionnel et commode, équation dérivée: au lieu de équation obtenue en égalant à zéro la dérivée de la fonction donnée,
2. Valeur limite, veut dire valeur masima ou mlnima, quand on nf vont pas dlMiDguor Time de TautiT.
On peut, dans certains [cas, éviter cette vérification, quelquefois pénible, en utilisant la propriété suivante :
Tliéoréme. Lorsque la fonction dérivée s'annule^ en passant du positif au négatifs la fonction passe par un maximum ; au coîitraire la fonction passe par un minimun^ quand la déi'ivée s'annule^ en passant du négatif au positif .
Nous distinguons deux cas dans cette démonstration, i"" Soit
e désignant une quantité positive et^ d*ailleurs, aussi petite que Ton voudra. On peut alors former le tableau suivant :
Aa— £>o
r décroit ; la fonction^ f^ est négative.
r décroît encore ; /*" est encore négative.
Ainsi au moment du passage; la fonction f\ qui est supposée continue, est négative et ceci prouve que fh passé par un maximum. On voit de même que /* passe par un minimum quand la dérivée f est négative, avant le passage, et positive après.
a* Supposons maintenant que l'on ait f^ (a) = o. Nous venons de montrer que /^ avait le même signe avant et après le passage : Supposons^ pour fixer les idées» que f est une valeur négative : on peut donc former le tableau suivant:
r est une fonction croissante ; f est positive.
r est une fonction décroissante ; r* est négative.
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Maïs alors r s'annule pour a; — a. Ainsi, dans les conditions précédentes on ne peut pas avoir f (a)zz o, sans supposer aussi f^ (a) =i o. On peul poursuivre cette discussion. Si Ton a Z"'^' (a);zf o, en reproduisant le raisonnement de tout à l'heure, on arrive à la même conclusion. Si Ton suppose, au contraire, f'^ (a) — o on démontre que Ton a aussi /"^ (a) z= o ; et ainsi de suite.
3I94« Remarque, l'ne fonction y y de ;r, peut passer par une valeur limite pour des valeurs de x qui rendent la dérivée infinie. Il suffit en effet, pour fixer le raisonnement qui établit le passage de f(x) par une valeur limite, pour xz=.%, que la fonction f (x) change de signe, quand x varie de a — s à a -h e ; /* (a?) étant, nous le rappelons, une fonction continue et bien déterminée dans cet intervalle. Or le changement de signe de /" peut avoir lieu par suite du passage de- cette fonction par la valeur infinie.
Par exemple, soit,
y est une fonction continue et bien déterminée, quel que soit x, La dérivée,
est infinie pour a: — o et passe du négatif au positif. On peut conclure de cette observation que y passe par une valeur roinima, pour x — o.
3$^&. Rapproehement entre la méthode précsédente et la méthode élémentaire.
La méthode élémentaire, la plus générale, pour trouver le maximum et le minimum d'une fonction, consiste, comme l'on sail, à discuter une équation du second degré, telle que
(i) x^{a—n*y)'^'ix {h — l/y) -f r^c'yzz o
éqaalion dans laquelle x désigne la variable indépendante et y la variable dépendante : a, a\ 6, b\ c, c' sont des constantes données. On considère, dans cette méthode, la quanlilp U,
Si réquation U — o admet deux racines réelles et inégales Viy y% ; on dit que y passe par des valeurs limites y., y, pour des valeurs de la variable indépendante respectivement égales à
LMdée qui sert de base à la méthode élémentaire n*est pas identique, au moins en apparence, avec celle que nous avons développée dans cette leçon. Il est pourtant facile de reconnaître que dans le cas que nous considérons, celui d*une fonction y définie par Téquation (i), les deux méthodes donnent des solutions identiques.
En effet, considérons une fonction implicite
/•(a?,y)=:« on a
c'est-à-dire, d'après l'équation (i),
'JL x{a— a*y) -|- 2 (/i — b'y) — y' {a'x* -h 2b'x h c') iz «1.
Pour obtenir une valeur limite de y, il faut avoir y' zz «; par conséquent
(3) x(a — a' y) -\- h — f/y zz 11.
Ainsi dans la méthode que nous exposons les valeurs limites de y; et les valeurs de x qui leur correspondent, s'obtiennent en résolvant (1) et (3), par un rapport à a: et à y. En combinant (1) et (3), on obtient l'équation en y,
{b ~ Vy)* - (a - n'y) [c - c'y) = o ;
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c'est-à-dire la relation U = o donnée par la méthode élémentaire. D'ailleurs Téquation (3) fait connaître les valeurs correspondantes de x par des formules qui sont précisément les mêmes que les formules (a) employées dans cette méthode. Les deux procédés conduisent donc à des résultats identiques. Nous allons, d*ailleurs, dans le paragraphe suivant, étudier les variations de cette fonction y,
rw* -h bx -f c
35MI. Variation.*» de la ffraeUon -7—; rz ,.
ft'x -ho'x-^c'
donnons à la variable indépendante la valeur a; +A9 Taccroissèment k de la fonction peut se calculer par la formule
Â-_ ox* — 2o'x-h y + h(ox — 5^)
en posant
S =z ah'— ha', l' zz en' — ac\ 5" = hc' — ch\
Pour A =: » le dénominateur du second membre se réduit à {a'x*+h^x + &)*^ quantité positive ou nulle ; le numérateur,
dans rhypolhèse où A est nul, est égal à (oîc* — a2'a;4-8*'):
d'après cette double remarque le signe du rapport -7- dépend
donc, pour des valeurs de h suffisamment petites, de celui du trinôme U,
On est ainsi conduit, en voulant discuter le signe de U, à poser
et à distinguer trois cas suivant que Ton suppose
A zz (I, A < <> ou A > o.
!•' C:«M (A = 0). La condition A — o, donne
(aC — ca'Y zz{ab' — ba*)(bd —cb').
Cette relation prouve (% i5o),que les deux équations
ax* -f- 6a? + c == »
ont une racine commune x'. La fraction proposée a ses deux termes divisibles par {x — x'); après avoir effectué cette simplification on aura
et nous avons montré (§ a68), qu'une pareille fonction était, ou constante, ou toujours croissante^ ou enfin toujours décroissante : dans aucun cas elle n'admet de valeur limite.
f^ Vmm (A < (»). Si nous supposons A négatif, la relation
A zzo'* — S8" prouve que Ton a nécessairement 8 ;^ o ; Téquation U = o est du second degré et a ses racines imaginaires. Le signe de U est donc, quel que soit x, le même que celui de 3 : la fonction est toujours croissante, ou toujours décroissante.
8« Ca» (A >o). Nous examinerons^ successivement, dans ce troisième cas^ l'hypothèse où S est différent de zéro et celle où Ton a, au contraire^ S = o.
Première hypothèse (i^o). L'équation Uiro est du second degré et elle admet deux racines réelles et distinctes x' et a^\
Mous ferons d'abord remarquer que ces quantités ne sont pas racines de l'équation
lorsque le trinôme a'x*-hb'x-h(f n'est pas un carré parfait. En effet, pour que les deux équations
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aient une racine commune il est nécessaire que Ton ait V = o, en posant
V s (5c' — a'o'O* + (36' + 'la'VXb'i' + 2 c'S').
Cette condition est d'ailleurs suffisante. V peut s'écrire, par une transformation évidente.
V = [h'' - îrt'c') {il' — 0'*) + (a'r + h'V H- c'$)*.
Mais on a
^/à'^-A'c'-hc'ôsio;
la relation précédente devient, d'après cette remarque,
V=:A(A'*— ia'c').
On voit ainsi que V n'est pas nul, si Ton a b'* — 4a'c' ;zf o.
k Ceci posé, le rapport j changeant de signe quand x est égal
à x\ ouà.'r'^;la fond ion y passe par une va leur limite: t«pour xrzx'; îï" pour a? = x'' , et les valeurs correspondantes de y sont finies et bien déterminées.
Dans le cas où le dénominateur de la fraction proposée est un carré parfait, les deux nombres a?* et x", donnent encore à y des valeurs limites; mais il faut signaler cette particularité que l'un d'entre eux fait acquérir à y une valeur infinie.
Deuxième hypothèse (5 = o). Dans ce cas on a A =r 5'*',ppar
k suite 2* est différent de zéro. Le numérateur de -r devient
k le changement de signe de j n'a plus lieu que pour une seule
valeur de or, valeur finie, donnée par la formule
La valeur correspondante de y est finie si le dénominateur n'est pas un carré parfait; elle est infinie dans le cas contraire.
Vérifions ce dernier point.
Dans l'hypothèse 8 r= o, l'identité
devient
on a donc
'la
b' En remplaçant x par — ^ — - dans Téquation
•"fv
(i/x' -h 6'ir + c' — o on trouve bien
Résainé. Le tableau suivant résume cette discussion.
_ (IX* + ^^ + (' ^ "" a'x'-^b'x + c'
Izzab' — ha' k = b'* — ia'c'
4 _ t La fracliou peat être siiiipliliée, y est uue fonctioQ toujours ■~ ) croissante ou toujours décroissaute, si elle n'est pas constante.
A <^ o I y D admet pas dt3 valeurs limites.
f y admt^t deux valeurs limites; ces valeurs 8;2f o \ sont finies si Ton a k ^o\ une d'elles est au \ contraire infinie si Ton suppose ^' = 0.
A ^ u ^ , k^o y admet uue valeur limite ; cette valeur
^ 1 est unique et finie.
A: = o f^ admet encore uue valeur limite ; mais cette valeur unique est iufiuie.
35^9. Valeurs limites des ffonetlons composées.
Imaginons une fonction y définie par Téquation
X étant une variable indépendante et z une variable liée à x par réquation
on a
et
y'^r.+zr^^
Les valeurs limites de y sont celles qui correspondent à des valeurs des inconnues qui satisfont à Téquation y^ zz o. On a donc
Les équations (i) et (2) donnent la relation
On peut généraliser ce résultat.
Soit y une fonction de trois variables a-, j, m,
les variables j, h étant liées à x par les équations
(5) *b {x, z, u) zz o.
Eu lenanl compte de la condition ^ = o on a
et par suite
^(îi
S'il existe des valeurs de Xy de z^ et de u qui fassent acquérir à la fonction y une valeur limite, ces valeurs constituent une solution des équations (4), (5) et (6). Mais la réciproque n^est pas exacte; et toute solution de ces équations ne fait pas atteindre, nécessairement, à la fonction y, une valeur limite.
31B9. Valeors limites des ffonetioiis de piusieurK variables IndépendanÉes. Soit y une fonction de plusieurs variables indépendantes x^z^u\ fonction définie par l'équation
y = f{x, z. Xi).
Supposons qu'il existe pour y une valeur limite, et qu'elle corresponde aux valeurs suivantes
Considérons la fonction de la variable x
Lorsque x varie, Y a une valeur limite pour x^x^; par suite la dérivée de Y par rapport à x s'annule, pour x zzx^. On a do ne
Ce raisonnement peut être répété pour les dérivées partielles de y par rapport à ^ et par rapport à u. Ainsi Xo, ^oi ^'o constituent une solution des trois équations
/•; (X, J, II) ZZ i>
f[ {x, z, il) zn «>
La réciproque de cette propriété n'est pas exacte et Ton ne peut pas dire, qu'à toute solution du système précédent, corresponde nécessairement, pour y^ une valeur limite.
31^9. VariationN des fonctions trans€seBdantes. Les
théorèmes généraux que nous avons donnés {% ^ai, 3îîîî, 323)
s'appliquent aux fonctions transcendantes. Il faut seulement supposer que ces fonctions et leurs dérivées sont continues, dans rintervalle où Ton fait varier la variable indépendante. La démonstration qui établit cette généralisation des propriétés que nous venons de rappeler est identique à celle que nous avons donnée pour la fonction entière, «mais elle prend pour base la formule de 'i'aylor, dans le cas général (% Mf;. Soit par exemple» la fonction transcendante y y
on a
1/ zzx ■* U*-h 1 —La).
Cette valeur de y' est toujours positive. En effet en posant
V zz X 4- 1
Lr
on a
a? ne peut varier que de o à 4- », d'après Téquation (i): d'ailleurs X variant, de o à i, on a w' < o; ainsi m décroit. Pour .rn I, on a « = a, c'est la valeur minima do u. On déduit de là que Uy et par suite y\ est toujours positive; la fonction y
est toujours croissante et la courbe qui représente cette fonction a la forme indiquée par la figure ci-dessous.
Nous n*in$isterons pas autrement sur la variation des fonctions , cette question étant plutôt du ressort de la géométrie analytique. Cette étude nous occupera d'ailleurs, tout particulièrementy quand nous exposerons la construction des courbes, et nous la traiterons alors avec les développements qu'elle comporte.
i. Trouver le maximum de la fonction U»
V=x'"{i-xP)''
Z, Trouver le maximum de U,
quand on suppose
Trouver le minimum de U
U zz ix' + ixij + 2y* — 2y + 2.
Le iniiiimuiD de U eet égal ù 1 ; il a lieu pour a;=— -ety=i.
4. Trouver, par la méthode élémentaire t le minimum de l'expression
Ui=(a,a; + ô,y4-c,)'+(aaX4-fc.y4-cJ*4-...4-(a„a;4-6„y-+-c„)*
s . Étudier les variations des fondions U,
quand on donne: 1® à P, les valeurs x, x— i, x+i ; 2^ à Q, et à R, les vaieurs i^ X, X — 1, X 4- * • 8. Étudier les variations de la fonction
et montrer, en particulier, qu'elle passe par un maximum pour x = ve*
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On considère un cercle A, inscrit dans un carré ABCD
Soit AB tun des côtés de ce carré et M un point mobile sur A ; on propose d'étudier la variation du produit MA. MB.
On peut traiter cette question en introduisant dans le calcul, l'augle u que fait le rayon oM avec celui qui est perpendiculaire au côté AB. On trouve facilement
\J A^ :=: \i* (3 — 'i sin w — 2 ces w). et
MB zz R" (3 -4- 2 sln w — 2 ces w).
Ces formules permettent de traiter l'exercice proposé et plusieurs autres analogues, sur les quantités variables MA et MB.
a; — 1 icP — I
Trouver le minimum de
On cherchera le maximum de V,
Ayant posé jcP"^ + 1 = X, on a
égalité qui permet de résoudre la question, par une méthode élémentaire.
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380» DéllnitioB de la vraie valeur d*ane expression IndétermiBée. Imaginons une quantité y bien déterminée et définie par Tégalité
yzzf{u, y, ...);
tf, u, ... étant des fonctions de j?. Pour x i= x^, ces fonctions w, u, ... prennent des valeurs correspondantes Wo, Vo, ... ; et celle de y se calcule en effectuant l'opération qui est symboliquement désignée par /" (i/o, Vqj . ..). Mais il peut arriver, dans certains cas singuliers, que par suite des valeurs particulières »o) t?oi "- l'opération dont nous parlons, opération qui, dans le cas général, est bien définie, soit au contraire^ dans ce cas exceptionnel, dénuée de sens. Nous dirons alors que y a , pour X zz Xo, une valeur indéterminée.
Pourtant y a, ordinairement, même pour xizXf^, une valeur bien déterminée et que nous allons définir. Donnons à a; la valeur Xo-hh^h étant une quantité arbitraire que nous ferons ensuite tendre vers zéro. A chaque valeur de h correspond pour y une valeur y^, bien déterminée. Si h tend vers zéro,
deux cas peuvent se présenter : ou y^^ croit au delà de toute
limite, nous dirons alors que la vraie valeur de y pour x = a^o est infiniment grande ; ou, au contraire, y/^ reste toujours plus
petit qu'un nombre fixe, déterminé ; dans cette hypothèse, y^
a, en général^ une limite ; c'est cette limite qui constitue la vraie valeur de y, pour x=iXo.
Par exemple : la fonction
dans laquelle nous supposons a > i , prend pour x =r q» la
forme — , qui est dénuée d*un sens précis ; c'est donc une
expression indéterminée. Pourtant y a une valeur bien déterminée^ pour a; = (x>, puisque nous avons montré {$ 245) que y croissait indéfiniment en même temps que x. Prenons encore la fonction
y a une valeur bien déterminée pour toutes les valeurs positives de Xy mais pour xzi i,y prend la forme - à laquelle ne
correspond aucune opération précise ; c'est encore une exprès* sion indéterminée. Pour trouver la vraie valeur de y, posons
on a
ou
Si X tend vers Tunité, X croit au delà de toute limite^ et ( t -f- - j a pour limite e. On a donc finalement
limy n i, pour x — i.
Nous allons indiquer comment, dans un grand nombre de cas, on peut résoudre une indétermination donnée.
tedétennliiatioii dans le ema des ffonettoiis
entières. Soit y:^:^^ U et V désignant des fonctions entières
de X. La valeur de y est indéterminée dans le cas où Ton a pour a: — a?o, Uo = o et V^ r: o ; et dans ce cas seulement. Puisque U et V s'annulent pour x rz Xo, on a
U = (a: - a;o)'*R V s (a: - Xo)%
R et S étant des fonctions entières. On doit distinguer trois cas suivant que Ton suppose
P>Qf P<Qy ou p:=:q.
Dans le premier cas la vraie valeur cherchée yo est égale à zéro ; elle est infinie dans le second cas ; enfin si p est égal à 9, on a
Ro 2/0 = :^-
389. Ré0çle de rildpltol. Les expressions indéterminées de la forme - peuvent se résoudre, le plus souvent, au moyen
de la règle suivante : lorsqu'on a f[x^ := o. et (^ (x^) zz o, la vraie valeur, pour x — x^, de la fonction y, fonction déterminée par V égalité
fix) est égale à celle de la fraction
Cet énoncé constitue la règle de l'Hôpital, et cette règle
est la conséquence immédiate de Tidentité, précédemment démontrée (§ 298),
Supposons d'abord que Xo ait une valeur finie et remplaçons dans cette identité x par Xo- Puisqu'on suppose f(xo) := o et ? (xo) =: « ; on a
o{x,+h)''^^'{Xo + ^h)
Remarquons d'ailleurs que cette égalité a lieu quelque soit h; supposons donc que h varie et tende vers zéro, les deux fractions
9(a;o + //)' 9' (x„ 4-6/1) ont constamment la même valeur; pour A no, la limîle de
— — : est donc égale à celle de -rz — :
Considérons maintenant le cas où x^ a une valeur infinie. On doit remarquer qu'il est nécessaire d'examiner ce cas particulier parce que la formule (1), qui sert de base à la démonstration précédente, ne peut ëtrd employée quand on suppose
OTo = «.
Nous allons montrer que la règle de THÔpital subsiste néanmoins, dans le cas où la valeur donnée à la variable est infinie.
Posons
on a
On Ipent alors considérer y comme un quotient de deux fonctions de X et, pour X = o, y prend la forme indétermî-
née- . On peut donc appliquer à l'expression — — la règle de
rilôpital et prendre le rapport des dérivées des deux fonctions ^(x)'^(x) P^^^^PP^^' ^ ^- P^^^ prendre ces dérivées il iaut observer que l'on peut considérer que fi-^) comme une
fonction de fonction. Il suffit de poser ~ = t^ ; la dérivée de /'f^l,parrapportàX,estalorsu'/^,(w);ou,— -^/'^'f- U^
même motif, la dérivée du dénominateur ^sl — rri 9 M ç: )• Le
rapport de ces deux dérivées est donc égal à]
pour X =: o. Si Ton remarque enfin que a: =r — , on voit que la
vraie valeur de Texpres? ion indéterminée proposée est égale
a celle du rapport -^ — , pour x zz ».
La règle de THôpital est donc exacte pour toutes les valeurs de j?, sans excepter la valeur infinie.
Expressions IndéÉermlnées de h» fforme-^. La
règle de l'Hôpital s'applique encore aux expressions indéterminées de la forme -^; pour établir ce point nous dislingue-
rons trois cas suivant que la limite cherchée est différente de zéro, nulle, ou infinie.
!•' Cas. Soit y := -, la fonction qui pour xzzxc prend la
forme -^' On peut écrire y de la manière suivante
-9 et TT peuvent être considérées comme des fonctions de x qui
s'annulent pour xzhXq, On peut donc appliquer la règle de rilôpital à cette expression indéterminée ; en désignant par z la vraie valeur cherchée, on a
z zz lim — rr;, (pour X = Xq)
Tt
ou
z=zlim^ lim — i (pour x = x^)
Si nous remarquons que z = lim •- , Tégalité précédente
peut être simplifiée et donne finalement
U IJ
lim-=lim — ;
en admettant que z ne soit ni nul, ni infini.
ifVmm. Supposons maintenant que la limite de-r^ soit égale à zéro. Posons
(,) YziL!-hA,
A désignant une quantilé arbitraire, mais diflérente de zéro. On a donc
Y est encore une fonction de x qui, pour x = œ^, prend la forme -^.
En effet, si pour xzzxo, U -h AV n'avait pas une valeur in-
finie, — aurait pour limite zéro et la formule (a) indique, au contraire, que la limite de Y est égale à A. On peut donc appliquer la règle de l'Hôpital à l'expression indéterminée que donne la formule (3), pour a: =: o. On a ainsi
limY =:lim ^.77 —
ou
limVnlim — -f- A.
La limite de Y étant égale à A, on voit que la limite du rapport— est égale à zéro. On a donc encore,
limrr — lim—.
3« Cas. Supposons enfin que la limite cherchée soit infinie. Alors le rapport— prend la forme ^, pour xznx^^ et a
pour limite zéro. D'après ce qui précède la vraie valeur de —
est égale à la limite de -p; cette limite est donc égale à zéro.
U' Ceci prouve que la limite de — ,.pour xzzxo^ est. une quan-
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tité qui croit indéfiniment, comme la limite du rapport-.
384. Indéterminées de la forme (o. qd). Soit ^ une fonction de X, définie par l'équation
U et V désignant deux fonctions de x qui pour xzzx* prennent des valeurs Uo et Vo, telles que Ton ait simultanément
Uo — o Vo r" 30.
o Ces sortes d'indéterminations se ramènent à la forme - . en
remarquant que l'on a
Elles se ramènent aussi à la forme -^, en écrivant y de la manière suivante :
Remarque. Dans la pratique, il n'est pas indifférent de ramener les indéterminées de la forme (o . oo), à celles de la
forme -, ou à celles de la forme ■^. Il importe, dans chaque
exemple, de choisir celle de ces deux transformations qui donne lieu aux calculs les plus simples.
Soit, par exemple, y r: xLx ; on demande la valeur de y, pour a? = o. On écrira y, sous la forme
Lr
la règle de L'Hôpital donne alors
lim y zr
OU
lim y =: -X,
Pour xzzo, on a, lim y zi <».
On remarquera que, en adoptant Tautre transformation, en
écrivant y = , la règle de riïôpilal donne lieu à des
calculs qui se compliquent, de plus en plus, sans aboutir au résultat cherché. Nous reviendrons, d'ailleurs, tout à l'heure sur ce point, pour montrer comment la règle de l'Hôpital est. dans certains cas, impuissante à résoudre Tindétermination.
aS&.IndéÉemiinéesdela ffoniie( »— »). Soity=:U— V, U et V désignant des fonctions de x qui, pour x = Xo, prennent des valeurs infiniment grandes, et de même signe.
Dans ce cas, on met y sous la forme
et Ton cherche la limite de ^ ; si cette limite n'est pas égale à
l'uifité, y est infini pour x:=:xo. Si, au contraire, on a
lim- 1= I, y se présente sous la forme o. x. . On peut alors
traiter cette indéterminée, comme nous l'avons expliqué au paragraphe précédent.
Remarque. Lorsque les fonctions U et V ont des dénominateurs, lorsque
u=i', v=LS
on peut remarquer que Ton a
En général, cette transformation est utile parce qu'on est
ainsi ramené, immédiatement, à Tune des formes -, ou-|,
formes auxquelles s'applique la règle de L*Hôpita1. Lorsque U et V n'ont pas de dénominateur, on changea:
en—, et Ton peut alors effectuer, sur la nouvelle forme, la
transformation de ^, en un quotient.
Un exemple fera mieux comprendre Futilité de cette remarque.
Considérons trois fonctions entières de a:,
Vi-z ccP j^(xx^'^ + ,.. + X \V=: x' +vj:'"' + ...+v
et proposons-nous de trouver, pour xzz », la vraie valeur de Texpression suivante
les radicaux étant pris, d'ailleurs, avec des signes explicites.
En posant a: r= —, on a
Pour X = o cette expression se présente sous la forme - . En appliquant la règle de THôpital, on trouve facilement,
a "^, pour la vraie valeur de y.
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330. Indéterminées de la forme (^)^, on de la forme (o®). Lorsque dans la fonction
on suppose que, pour a; = Xo, U est infini, et V nul, on a l'expression indéterminée (»**). On ramène ce genre d'indétermination à la forme (o. (x) en remarquant que Ton a
L.y = VLU
Cette remarque s*applique encore au cas où Ton suppose que U et V s'annulent simultanément, pour xz=.Xo»
389. Remarque relative à (i'']. Nous n'avons pas examiné, parmi les expressions indéterminées que nous avons signalées, celles qui correspondent à la forme (i "") ; ces indéterminées ont été, en effet, traitées précédemment (§25i).
Skir le symbole (o^). Si dans la formule
on suppose que, pour x:=iXo, U soit nul, et V infini, y prend la forme (o*), qui est par elle-même dénuée de sens. Pourtant cette forme symbolique que prend une fonction, dans certains cas particuliers, n'est pas une expression indéterminée, dans le sens qu'il faut attribuer à ce mot. Ce symbole (o*") n'est pas non plus une valeur bien déterminée : il peut, suivant les exemples proposés, représenter, tantôt zéro^ et tantôt fin/^ni. On a, en effet,
Ly = V.L(U);
U tendant vers zéro, par des valeurs positives, le facteur L (U), est infiniment grand, et négatif. Si V croit indéfiniment, par des valeurs positives, le logarithme de y est donc infiniment grand et négatif; par suite la limite de y est égale à zéro. Si au contraire V croît indéfiniment, mais par des valeurs néga-
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tives, le logarithme de y étant infiniment grand et posiUf, la limite de y est elle-même infinie.
Impuissance de la rénale de THépital» il y a
des cas assez nombreux, où la règle de l'Hôpital ne permet pas de résoudre Tindétermination proposée. On a pu remarquer, en effet, que cette règle ne donnait pas la vraie valeur de Texpression proposée; qu'elle indiquait seulement que cette quantité inconnue était égale au quotient des dérivées. Si ce quotient est lui-même une quantité indéterminée, la règle de l'Hôpital substitue seulement, à la difficulté proposée, une difficulté de même genre. Dans la plupart des cas, en appliquant un certain nombre de fois la règle de l'Hôpital, on trouve la vraie valeur cherchée; dans d^autres cas, au contraire, la difficulté qu'on veut vaincre sq perpétue indéfiniment, et c'est là le cas d'impuissance que nous voulions signaler.
Prenons d'abord l'exemple suivant
j;cosa; — smx'-f- — X* -h ic* sin X '
et cherchons la valeur de ^, pour a? = o. En appliquant quatre fois la règle de THôpital on trouve que la valeur de y est égale
à — . Ainsi, la règle s'applique dans cet exemple ; elle exige,
il est vrai, un certain effort de calcul, mais enfin elle résout l'indétermination.
Soit maintenant la fonction
et soit proposé de trouver la valeur de y, qui correspond à a; = o. On doit ici traiter une indéterminée de la forme -• L'ap-
plication de la règle de l'Hôpital donne, pour la valeur cherchée, celle de la fonction z
~ xi
Z =: — — ., (pour X =1 o).
Si Ton compare z et y^ on voit nettement que la règle de l'Hôpital a substitué simplement, à la difficulté proposée, une difficulté identique ; et Ton pourrait poursuivre indéfiniment l'application de cette règle, sans jamais aboutir.
340. RésoluÉion directe des Indétermlaées. Nous ferons remarquer enfin que les indéterminées peuvent, dans la plupart des cas, se résoudre par des considérations particulières, et sans avoir recours à la règle de THôpital. Nous avons^ d'ailleurs, donné déjà des exemples d'expressions indéterminées résolues par des méthodes directes (g 241, 264, 33o).
Pour montrer une application nouvelle de cette méthode directe, prenons, précisément, l'exemple devant lequel nous avons vu, tout à Theure, échouer la règle de L'Hôpital ; et cherchons, pour a? ^i 0, la vraie valeur de
Posons xzz—.; nous avons, après ce changement de variable, à déterminer la vraie valeur de
pour a; — oc.
On voit alors, sans difficulté (Lee. 18; exe. 1) que la Ihnite de 1/ est égale à zéro.
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I. Trouver^ par la méthode directe la vraie valeur de
sin/>x siri qx
pour X =: O.
S. On a les relations
a' — ; r' zz tra';
trouver la limite du rapport j quand a, tend vers r,
On pose
U zz ou trouve alors
-47- fS/^^- /• -4- a ▼ 'i
vr
Le facteur
est seul indéteruiiuéf dans l'expreBsion précédeute. La vraie valeur de cette indéteimiuée est -; et ou la trouve eu niultipliaut les deux membres de Tégalité (i)par
/a-f-r ,^ V^ + vr
s. Trouver la limite de Vexpression y= a — * Va" — 6", lorsque a et hr
croissent au delà de toute limite; [sachant que, dans ces conditions, -- tend
CE
vers une limite p*
•I. Trouver directement la limite de y y
y nÇ'flur'-f-ôa^* + ... ^ylaaf + b'a^^ +
quand X croit au delà de toute limite. On utilisera l'identité
U^ — v^:^{u—v) (wP-* + wP-^v -f ... -^t)**-*)
après avoir pose
el
RESULTAT
yo-7
yo^iT
fi
Ou peut résoudre un certuiu uombre de ces iadétermiaèes en utilisant les formules
2l^ '" ^ pi {P -\- l)\ p-h l ''
sin 07^0; — —
-re.
cosj;=i :-+-T7+ ••• + 7— :— /1 — ; — ^vi -ç
formules dans lesquelles ^ , 0 , b' ont des valeurs comprises entre o et i.
La première à été établie plus haut (§24?] ; les deux ajatres sont démontrées en trigonométrie et sout la conséquence du théorème exposé au paragraphe ^92.
LES FORMES QUADRATIQUES.
Sifll. Déflalilon. Une expression entière et homogène, du second degré, entre les lettres a?,^ x,, -Jo^^; constitue une
forme algébrique quadratique.
£n désignant ce polynôme par U^, Texpressionla plus générale de U„ est donnée par la formule
U„ = A,xf 4- Ajj^i 4- ... -4- A^j?); -}• 2B,^îJ?,ar, -h itii^BXtX^ +
Cette notation sous-entend que Ton a B a = ^a •
* a, p pt a
3459. Théorème» 7oi/^e /brme quadratique U^ (/e«
lettres x,, x,, ... or^ «5< décomposahle, identiquement, en
une somme algébrique de carrés de fonctions linéaires et homogènes ; le nombre de ces carrés étant égal, ou inférieur à n.
La méthode que nous allons indiquer pour effectuer la décomposition de U„, eu une somme de carrés, exige que l'on
distingue deux cas, suivant que tous les coefficients A, sont, ou ne sont pas nuls.
Supposons d'abord que A« soit différent de zéro. On a
(i) A,U„ s: Aïicî-h 2A,ir,P H-Q.
Dans cette formule P représente une forme linéaire et homo* gène ; Q une forme quadratique des lettres a;,, a*,, . .. a:„ , ou
de quelques-unes d^entre elles. L'identité (i) peut aussi s'écrire
Q — P* désignant encore une forme quadratique des lettres ic, . .. a?^, ou de quelques-unes d'entre elles.
L'identité (a) constitue une première remarque sur laquelle nous reviendrons tout à l'heure.
Imaginons maintenant que tous lescoefficients A soient nuls, dans la forme U„ ; alors l'un au moins des coefficients B sera différent de zéro. Supposons que ce coefficient, non nul^ soit celui du terme en XtX^^ et désignons-le par B. On a, en ordonnant convenablement la forme proposée,
(2) aBU„ := 4B«a:,x, -4- aBRx, + qBQx, -h S.
Dans cette identité R et Q désignent des fonctions linéaires et homogènes ; S, une forme quadratique des lettres or, ... x^,
ou de quelques-unes de ces lettres. L'égalité (a) peut s'écrire (3) îiBU„s: ;qBj7, -f-0)(aBa*, + R)-f-S - IIQ,
(S — RQ) désignant une fonction quadratique des lettres a;,... x,,, ou de quelques-unes d'entre elles.
D'ailleurs l'identité
mn:^
appliquée au produit
(2Bar,-hg)(2Bx, + R),
prouve que V^, dans le cas qui nous occupe, peut être mis identiquement sous la forme
(6) U„=:aPH-:iJ*-+.V;
I et J sont des fonctions linéaires et homogènes ; V désigne
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une forme quadratique ne renfermant ni Tune ni Tautre des lettres x^ et x^.
Cette identité constitue la seconde remarque que nous voulions faire pour établir le théorème en question^ théorème qui
est d^ailleurs la conséquence immédiate des identités (a)el(6). En effets en appliquant à la forme proposée l\^, l'identité
{oi)y ou ridentité (6)^ suivant que cette forme possède ou non le carré d'une des variables ; on obtient un ou deux carrés, eti à leur suite^ une forme quadratique V, renfermant, au minimum, une ou deux variables de moins.
En opérant de même sur V, ces calculs successifs donnent * pour U„ une forme algébrique identique à la proposée et renfermant un nombre de carrés qui est, en général, égal au nombre des variables ; mais qui, dans tous les cas, ne lui est pas supérieur.
Nousdonneronsàcettemanièrededécomposeruneformequadra tique en carrés le nom de méthode par réduction. En désignant par e, 2, ... s^ des nombres qui peuvent être + «, ou — I;, on aura, en suivant cette méthode, l'identité
avec la condition
849. Forme irréductible. Il résulte de l'identité (A) qu^une forme quadratique est toujours décomposable en une somme de carrés. Le nombre de ces carrés est au moins égal à 1, mais il peut être aussi grand que Ton veut. Désignons, en effet, par W, la somme des carrés de p fonctions linéaires, homogènes et arbitraires des lettres Xi a;, . .. â?„ ; on a
Dans celte identité U„ — W est une fonction quadratique de ar, x^,,,x^\ et en la décomposant en une somme de carrés
on voit que U„ est mis^ identiquement, sous la forme de carrés
dont le nombre est supérieur kp ; par conséquent aussi grand que Ton veut, puisque p est arbitraire.
Ainsi une forme quadratique est susceptible d'être décomposée en une somme de carrés dont le nombre peut être aussi grand que Ton veut, sans pouvoir être inférieur à i. Parmi ces décompositions^ en nombre infini, on peut distinguer celles qui renfei^ment le plus petit nombre de carrés et, si nous considérons Tune de ces formes, nous dirons qu'elle est irréductible.
3^141. TlikéOTéwae. LorsqiCune forme quadratique}]^ est décomposée en une somme de cai^és de fonctions linéaireSy homogènes et indépendantes; la décomposition obtenue est in^éductible.
Supposons que Ton ait trouvé Tidentité
(i) U„=:£.Pr-f£.Pl-h...^-£,P;;,
p,, P„ ... Py^ étant des fonctions linéaires, homogènes et indépendantes,
P, s: axX^ -f- . . . -t- a^n
Nous voulons démontrer qu'on ne peut pas obtenir pour U„, une décomposition en une somme de carrés dont le nombre
soit moindre que h.
Posons, en effet,
h' étant plus petit que h. Le second membre de (i) représentant une forme irréductible, on a (§ 34^), h < n.
Puisque Ton a A'<A et ^ <w, on a donc h' <w. Soîl n— A' =:i; i désignant un nombre entier positif. Les identités (i) et (2) donnent
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Nous poserons
Prenons les dérivées des deux membres de ridenlité (3), par rapport à rr, ; et soit
(4) V, = t,a\?, + ... + s.flÎP, ~ r,,b\\\, -t,,M:K on a
En prenant les dérivées partielles de (3) par rapport aux lettres a:,, or,, ... ar^, on a, de même
(5) V.so, VjSio, ... V„=:o.
Soient maintenant les équations
R, no R,no ... R^, — o;
elles constituent un système de h' équations linéaire^ et homogènes entre les inconnues x^, x^y ... x„. Puisqu'on suppose A'<n, ces équations admettent une infinité de solutions différentes de zéro {$ 107) et (n - h') variables peuvent être choisies arbitrairement. Ces solutions transportées dans les identités (5) donnent les résultats suivants :
s,«:p; -+-... -h 3/^jp;=:«.
Il va sans dire que P( désigne ce que devient P,, quand on
remplace les variables par la solution particulière proposée ; et ainsi des autres. Ces égalités peuvent avoir lieu dans deux
hypothèses que nous allons successivement examiner. Supposons d'abord que Ton ait
(7) P;r=o,PJ = o, ...P;zro;
dans ce cas on peut dire que les équations linéaires et homogènes
P, r=o, P, = 0, ... P^zro
admettent une infinité de solutions, n — A' variables étant arbitraires et comme Ton aw — A'>n-— A nous avons vu (§ lia ) que les formes P|, P„ ... P;^ n'étaient pas indépendantes. Cette conclusion est contraire à Thypothèse.
Supposons maintenant que les équations (7) ne soient pas toutes vérifiées et considérons le système suivant
6,a}X, 4- ... -h e^afX* = «
Ces équations admettent une solution différente de zéro, savoir
A, — r^, ... Ay^ — r^«
- Dans le tableau formé avec les coefficients des inconnues.
les déterminants d^ordre A sont tous égaux à zéro. Nous avons vu (S i i 2 ) qu'il y avait alors une relation linéaire entre les formes P,,P„... P^.
Ainsi, dans Tun comme dans l'autre des deux cas que nous avons successivement examinés, on arrive à celte conclusion que les formes P doivent être indépendantes ; conclusion qui est en contradiction avec Thypothèse.
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Lorsqu'une forme quadratique U^ est décomposée en carrés, d'après Videntité
(i) U>,se,PÎ4-5,P?-l-...-+-eAPA.
si les fonctions P ne sont pas indépendantes, la forme trouvée n'est pas irréductible et Von peut décomposer U^ en une somme
de carrés, dont le nombre est moindre que A.
Puisqu*il y a dépendance entre les fonctions P, on a
les coefficients X, n'étant pas tous nuls. Supposons, par exemple, X^ diflërent de zéro : on tire de l'identité précédente
et ridentité (i) devient
Cette formule prouve que Ton peut considérer U„ comme une forme quadratique des lettres P|, P„ ... P^^^^ On pourra donc (§ 342), décomposer U„, par rapport aux lettres P, en une somme de (A — 1) carrés, tout au plus. Cette décoipposition étant eflectuée, on pourra remplacer P|, P,, .. P^^i P^^ leurs expressions en fonction des lettres a?,,^:,, ...o;^ et Ton obtiendra finalement pour ll„ une décomposition en carrés
dont le nombre est égal, ou inférieur à (A — i). La forme (1) n'est donc pas irréductible.
84M. Théorème. La méthode par réduction conduit à une forme irréductible.
En effets dans le cas où la forme possède les carrés de cer-
laines variables, celui de œ^ par exemple, la première fonction P4 renferme a:, et aucune des autres fonctions P ne contient cette lettre.
Ainsi P, est indépendante des autres fonctions P.
Si au contraire aucune lettre n'entre au carré dans la forme donnée, les deux premières fonctions P renferment, l'une et Tautre, les lettres a;, et a?, ; les autres fonctions P ne contiennent, au contraire, ni x^^ ni x^. Je dis qu'il n*y a pas de dépendance entre les fonctions P.
En effet d'après Tidenlité (3), {% XU), on a
P, =:B'ir,-+-a:j4-!?-il?
et
S'il existait une dépendance entre les fondions P, on aurait
A,P, -f-X^P, + ...so.
En égalant alors à zéro les coefficients des variables x^ el a:,, on trouverait
B(\-X,) = o ou .
Ba, ~ O
mais B n'est pas nul, on a donc
A, rz o et A, ir o.
Ainsi s'il y a une dépendance entre les fonctions P, elle ne peut exister que pour les fonctions P,, ... P^.
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Ea poursuivant ce raisonnement on reconnaît qu'il ne peut j avoir de dépendance entre les formes linéaires et homogènes lui sont fournies par la méthode de réduction ; cette méthode x>nduit donc, avec certitude, à une forme irréductible.
3419. Méthode par sroapemeiito. Lorsqu'on donne me forme quadratique on peut souvent, en groupant convelablement les termes, apercevoir une décomposition de cette forme en carrés.
Par exemple, la forme U
peut s'écrire ainsi :
M importe de remarquer que cette manière d'opérer la décomposition de la forme quadratique peut conduire à une forme irréductible; mais qu'elle peut aussi, dans d'autres cas, donner me forme réductible.
Ainsi dans l'exemple précédent la forme trouvée est réducjble puisque la somme des trois fonctions linéaires est ideniquement nulle.
Prenons maintenant la forme quadratique V.
V 21 3a;* -f- -V -|- .32* — 2xy — 2xz — ^yz. La méthode par réduction conduit au résultat suivant
e second membre est une forme irréductible (% 340) et, par !onséquent, la décomposition de V ne peut pas être faite avec m nombre de carrés moindre que 3.
D'autre part, la méthode par groupements permet d'écrire tT, sous la forme
y:s:(x + y'-zy-h(y-hZ''Xy + (z-hX'-yy.
Le second membre représente encore une forme irréductiMe^ puisqu'il ne renferme que 3 carrés.
3418. Théorème. Pour qu'une forme quadratique de % variables puisse être décomposée en carrés dont le nombre sait %nféi*ieur à n, il est nécessaire et suffisant que le discriminant de la forme soit nul.
On appelle discriminant.d'une forme quadratique U„, le déterminant de n équations linéaires et homogènes obtenues en égalant à zéro les dérivées partielles de cette forme par rapport aux lettres x^,x^^ ... a?„. Nous désignerons ce discriminant par A„.
1*» Si U^ est décomposable en une somme de carrés , dont k
nombre est moindre que n, on a A„ zr o. Supposons, en effet, que Ton ait
Conservons les notations employées plus haut (§ 344), ^ représentons par Ujt la dérivée de U„ par rapport à x^* En prenant les dérivées des deux membres de Tidentité (t), soe^ cessivement par rapport aux variables, nous obtenons, lei identités suivantes :
-Ui=:e,aÎP,+...-h6AflÎPA
^iî;;=e,a;,p,-+-...-+-eA^X.
D'ailleurs les équations
constituent un système d'équations linéaires et homogènes : le nombre des inconnues étant supérieur à celui des équations, un pareil système admet une infinité de solutions différentes de zéro(§ 107).
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imaginons Tune de ces solutions ; les idenlilés(î«) prouvent {ne cette solution vérifie les équations
(3) U:=:o... U:;=zo;
edélerminant de ces équations, c'est-à-dire le discriminant le la forme, est donc nul.
2® Si Ion a A, ~ o, te /b^'we U^^ est décomposable en une
fomme de can*ésy dont le nombre est inférieur à n. Nous savons delà que U„ peut être décomposé en une somme
ie carrés dont le nombre est tout au plus égal à n. On peut lonc poser
et nous allons montrer qu'il existe nécessairement une dépendance entre les fonctions P.
Prenons, comme tout à Theure, les dérivées partielles des deux membres, on a
^Ui=:£,aiP,-f-...-h2XP,.
Puisque le déterminant A„ des équations (3) est nul, on peut trouver des quantités X,, ... )^, qui ne sont pas toutes nulles, et qui vérifient Tidentité
On a donc
en posant
(4) X,Ui + ...^-A„UÏ=:o.
;/., = s.(aÎA, + ...-|-a*A„)
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Si les nombres ;j. ne sont pas tous nuls la relation (5) prou^ qu'il y a dépendance entre les fonctions?; si, au contraire, I< coefficients (x sont tous nuls on a
Ces relations ayant lieu pour des valeurs des coefScients qui ne sont pas toutes nulles, on peut écrire
âi ... a„
Le déterminant des formes linéaires, homogènes, P élaiil nul, ces fonctions ne sont pas indépendantes. • Ainsi il y a certainement dans Thypothèse A^ z= u, om dépendance entre les fondions ?«, ... P„ ; par suite la fomu trouvée est réductible (§ 345) .
34B. Théorème. Si Pon désigne par f^x^, x„ ... x^j,uià
forme quadratique à n variables, on a
Posons en etTet
/"(a;,, X,, ... a:J == A4XÎ4- A,a;ï + . .. + A^;-|- 2B,,ia?,r, -t
On en déduit, successivement,
LES FORMES QUADRATIQUES
Multiplions ces identités respectivement par X,, X„ ...X,, : le coefBcient de a;, dans le second membre est égal à
c'est-à-dire égal à - /^ . Cette remarque s'appliquant à toutes les variables on a donc l'identité
identité que nous nous proposions d'établir.
350. Théorème. Le discriminant est un déterminant symétrique.
£q effet le déterminant A, des équations
est
1^1,2^2 Bg 3 .. Bj „ ^i,3 ^«,3^3 ••• ^3,11
Ce déterminant, qu'on appelle aussi, quelquefois, leHessien de la forme quadratique, peut encore s'écrire de la manière suivante
f f fx
On a en effet
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et
3&t. Théorème. Pour qu'une forme quadratique, de n variablesy soit décomposable en une somme de h carrés indépendants, h étant plus petit que n, il est nécessaire que^ dans le discriminant de te forme i* tous les mineurs d'ordre (h-^-i) soient nuls; 2® qu'un mineur d'ordre h soit différent de zéro. Cette condition est d*ailleurs suffisante.
Soit U la forme quadratique proposée,
(1) UsA,xïH-...4-A„a?,^4-2B, 2iC,a;, + ... + aB„.,^„a;^_,j;.,
Supposons que Ton ait
(2) u = £,Pî^£,Pi-h... + s,P^,
h étant plus petit que n. Des identités précédentes on déduit la suivante
Prenons successivement les dérivées des deux membres par rapport aux lettres a?„ x,, ... x^. Les notations, usitées
plus haut {$ 344), étant conservées, on a
ê,a;P, + ...+s^aJPAs:B,^„ar, + ... -hA^x,.
Le discriminant à, de la forme proposée, est
Si Ton considère les équations
• LES FORMES QUADRATIQUES U^
elles admettent une inanité de solutions, (n — h) variables étant arbitraires. En transportant ces solutions dans les identités (A), on voit que les équations
.'4) U' = o, . . U' zz o
admettent une infinité de solutions, {7i — h) variables étant arbitraires. On saitque, danscecas,(§io7) tous les déterminants d'ordre (h -h i), de A, sont nuls.
Je dis maintenant qu'il y a au moins un mineur, d'ordre h, différent de zéro. En effet si tous les mineurs d'ordre h étaient nuls dans A, les équations (4) seraient vérifiées par des valeurs des variables, (n — A — i) d'entre elles élan! arbitraires. Par suite les équations
admettraient une infinité de solutions, n — h~i variables étant arbitraires.
Dans ces conditions^ on reconnaît, par le raisonnement que nous avons donné plus haut (S 344), qu'il y a dépendance linéaire entre les fonctions F, conclusion qui est contradictoire avec l'hypothèse que nous avons faite.
Réelproquement, si totis les mineurs d'ordre {h-hi) du discriminant sont nuîSy mais non tous les mineurs d'ordre h, la forme est décomposable en une somme de h carrés indépendants.
En effet, la forme proposée est décomposable en une somme de carrés indépendants^ notamment par la méthode de réduction. Soit H le nombre de carrés ainsi obtenus. D'après la proposition directe que nous venons d'établir :
1^ Tous les déterminants mineurs d'ordre (H-f-i) sont nuls;
2^ Il y a au moins un déterminant d'ordre H qui n'est pas nul.
Puisqae^ d'autre part^ tous les mineurs d'ordre (A + i) sont nuls et qu'un mineur d'ordre H est différent de zéro, on a
(i) H<A-hi.
D'ailleurs, tous les mineurs d'ordre (H-f- 1) sont nuls; et un certain mineur d'ordre h est différent de zéro, on a donc
Les inégalités (i) et (a) ne peuvent être vérifiées par des valeurs entières de A et de H qu'en supposant A = H.
Cette démonstration établit, en même temps, le corollaire suivant :
3&9. Corollaire. Si une forme quadratique est décomposée en carrés indépendants, de deux façons différentes, fc nombre de ces carrés est le même, dans Vune et dans Tautn de ces deux décompositions.
On peut aller plus loin dans cette étude des propriétés des formes quadratiques et montrer, notamment, que dans deux décompositions en carrés indépendants^ les nombres des carrés précédés du signe +, et celui des carrés précédés du signe — , sont les mêmes. C'est la loi d'inertie des signes, loi due à M. Sylvester. Nous donnons la démonstration de ce théorème^ dans une note placée à la fin de ce livre.
8S3. Conditions pour qu'un polynéme homogène et do seeond deupré^ à trois variables^ soit un carré parfait.
Soit f{Xy y y z) la forme quadratique à trois variables, f^^y y y 2) = A^' -f- Ay -h AV -f- aBya; -\- iWzx -h 2B'a;i/. On en déduit
i /•; =: B'o; -I- By +k.''z.
Le discriminant de la forme est donc égal à A
^zz
Pour que / {x^ y^ z) soit un carré parfoit, il est nécessaire et suffisant que tous les mineurs du second ordre de ce déterminant soient nuls.
Ces conditions sont surabondantes, et rentrent les unes dans les autres. Nous avons, en effet, précédemment reconnu (§ 74), qu*en supposant A ;zf o, si les conditions
zr o
iz o
zi o
étaient vérifiées, f[Xy y, z) était un carré parfait.
EXEROIOES
fl . Réduire à une forme plus simple Vexpression U,
U s: {'kbcx — (icy — ahz)* + (scay — baz — bcx)* + {2abz — cbx — cay)*,
M . Démotitrer, à priori, que le discriminant de la forme U,
U s: - I (a; + y -h 2)' -h (a? + 2y -+- 2^)* + . . . + (x -f- ny -f- nz)' \
est nul. Vérifier que U est en effet la somme de deux catrés. On trouve
Us
x + ~-(y-hz)^ ^—-^-^iy + zy.
On considère la forme quadratique U,
2y-f-3z)'+(2a?4-3y4-4^)*+. ,-\^[nx+{n-hi)y-H^-h2)z]* n{7i — i)
+ ^zy;
démontrer que U est un carré parfait .
On peut résoudre cet exercice en posant
U^ =r >i (x* 4- y -h ^) -h fy -h 2z).
4. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que la fontu quadratique à trois variables se décompose en wi produit de deux facteurs, est que le discriminant soit nuL
On peut appliquer Tidentité
et 8 appuyer en:»uite sur les principes exposas dans cette lerou (^ '^'^). On peut aussi partir de Tidentiir*
en posant
U is: XT + i»y + V-
et Ton considère les dérivées partielles par rapport à x, ^ et c.
THÉORIE DES ÉQUATIONS
Nous nous proposons d'abord^ au début de la théorie des équations, d'établir que toute équation à coefficients réels, ou imaginaires, de la forme m -{- ni^ admet une racine a -f ^i, La démonstration que nous allons donner de ce théorème est due à M Walecki O.
SS4. Principe. Pour démontrer qu'une équation du de- • gré Pf à coefficients imaginaires, admet une racine a-f-pi, il suffit de reconnaître qu'une équation à coefficients réels du degré ^p, admet une racine de cette forme.
Soit f(x) — 0, réquation proposée. Par un groupement convenable on peut toujours l'écrire sous la forme,
(i) U + Vtizo,
U et V désignant deux polynômes entiers en a?, h coefficients réels, dont l'un, au moins, est du degré p.
i . Démonstration d'un théorème fondamental de la théorie des équations algébriques f par M. Walecki. (Ck)mptes rendus des séances de TAcadémie des Sciences, 19 mars 1883.)
Considérons maintenant Téquation du degré p, à coeffidents réels,
(a) U'-hV = o
(3) U'4-Vs:((T-|-Vt)(r-Vt).
Supposons que TéquaUon (a) admette une racine a-h^i ; il
faut, d'après l'identité (3), que a + ^i soit racine de Téquation (i), ou de réquation
(4) U— Vi = o.
Dans la première hypothèse le théorème se trouye établi, réquation (i) admet une racine ; si non, a-i-^i étant racine de réquation (4), (x^^i est racine de (i). Dans tous les cas U + Vi z: 0 admet une racine, si U* -h V* = o en admet une.
8S6. Eiemme. Lorsque dans une équation f{x) z:o, du degré «p, on remplace x par (y -h z) ; si l'on pose
le résultant des deux formes f^{z*)y f^{z*), résultant que Von obtient en éliminant t^ entre les deux équations
est du degré p (ap — i), en y.
Soit m = sp, le degré de l'équation proposée, on a,
et
/;(^}sny)-hir(y)+...4- " .,.r"'(y)>
On remarquera que les équations /*,(^)=o, f^{z*) =. o sont, par rapport à la lettre z*j de degrés respectifs, p et (p—O- Le résultant R (y) est, d'après une formule établie plus loin.
ny)
'il
ml
Les éléments de ce déterminant sont des polynômes entiers en y et le terme du degré le plus élevé de R s'obtiendra en prenant, dans chacun de ses éléments, le terme qui est du plus
haut degré. Posons
'-'Mi^ . • . • L#
wï
^tny
Cy"-'
• • • ^my y
Je dis que 0 (y) ne renferme qu'un terme en y, et que ce terme est du degré p («p — 1).
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Considérons en effet les équations,
Si, entre ces deux équations nous éliminons t, le résultant est précisément 0 {y). Ces équations étant d'ailleurs homogènes en y et /, 0 [y) est une expression ne renfermant qu'un seul terme en y. D'autre part le terme diagonal de 6 (y) est
ou
m^y'^^'^\ ou encore
^nVyP^^P-'\
Ainsi e (y) est du degré p(iîp— i), et Ton peut poser
Il reste à vérifier que le coefficient numérique H, est différent de zéro. On a en effet
cl si Ton supposait H zz o, les deux équations
» ' ■ Il
auraient une racine commune /'. Ce nombre é' serait donc aussi une racine commune aux deux équations
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OU aux équations
ce qui est visiblement impossible.
3&G. Théorème de d'Alembert. Tonte équation aUjèl)rique a une racine.
Nous distinguerons deux cas, dans la démonstration qui suit, selon que le degré deTéquation proposée est pair, ou impair.
Premier eas. Le degré ;a de Véquation proposée F {x) zz o, est un nombre impair.
Si les coefficients du polynôme F (x-) sont réels, le théorème qui nous occupe est évident ; nous en donnons plus loin la raison (g 366).
Supposons donc qu'ils soient imaginaires et soit
Posons
En conservant la notation adoptée dans le paragraphe précédent, on a
f(x)^r,{:,^)-^zf,{z*).
/*, (2*) el /", (-*) sont des polynômes qui ne peuvent pas être, simultanément, identiquement nuls. Si Tun d'eux est identiquement nul, ce sera /", (^^), puisque /*, (^') a pour premier
terme knZ ^\ AoO?'** désignant le premier terme de f(x). Supposons donc d'abord /", (-j')s: o. L'équation f^{z*) zz o est
du degré ;a enX, nprès avoir posé ^'— X ; comme \i est impair, l'équation /", (X) zz o admet au moins une racine et l'on peut écrire
/'.(X)=:(X~Xo)A(X).
X— Xo est donc un diviseur, du second degré en x, du polynôme f{x) ; et le théorème de d'Alembert se trouve vérifié dans ce cas particulier.
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Admettons maintenant que /^(V) ne soit pas identiquement nul. L'équation R (jy) iz o est du degré p (ap — i ) ; ce nombre étant impair, elle admet donc une racine. Les polynômes /, et /*, ont, alors, un diviseur commun et f(x) est décomposable en un produit de deux facteurs U„ V». Si Tun de ces facteurs est de degré impair, il admet un diviseur réel du premier degré et f{x) a, par suite, une racine réelle.
Supposons, au contraire, que U et V soient Fun et Taulre de degrés pairs : soit ^q le degré de U,, 25' celui de V, ; je dis que Pun des nombres, q ou q'y est impair. On a en effet,
^p ^^q + 2^', ou
p^q-hq\
p étant impair, l'un des nombres q, oxiq\ est nécessairement impair. Supposons, d'après cela, que le facteur U, soit du degré 27, q étant impair et inférieur à p. En raisonnant sur U,, comme nous l'avons fait sur f{x), on fera voir que U„ par conséquent f {x)j admet un diviseur réel du premier ou du second degré ; ou, s'il n'en est pas ainsi, qu'il a du moins un diviseur U„ qui est réel, et d'un degré «r, r étant un nombre impair et inférieur à q.
Ce dernier cas, celui où le diviseur n'est ni du premier, ni du second degré, ne peut d'ailleurs se présenter indéfiniment, les degrés des polynômes U^, L\, ... allant en décroissant. Il y a donc, en résumé, un diviseur de la forme (a? — a — gt), au polynôme U -h Vi, lorsque celui-ci est d'un degré impair.
Deuxième eas (*). Le degré jx, de Véqxiation f{x) — o est un nombre pair.
Considérons maintenant une équation à coefficients réels,
ou imaginaires, et dont le degré ^ soit égal à 2'/>,/> étant un nombre impair.
1. Cette dernière partie est extraite, textuellement, des Comptes rendus {Loc. cit.)
Pour abréger, je dirai que le nombre m est de parité i, et je vais démontrer que, si le théorème est établi pour toutes les équations dont le degré est de parité inférieure à », il est encore vrai pour une équation de parité i ; il sera, par suite, établi dans toute sa généralité, puisqu'il est vrai pour la parité zéro.
Soit /(a:) le premier nombre de l'équation ; posons,
xzzy-hZj et f(x) z= o (^) -f- ^^(2*).
Le résultant de © et de t|; est de degré ^^''^~" iz2'"*p(2*p - 1 )
par rapport à y ; il est donc de la parité (« — 1) et, par suite, s^annule pour une valeur réelle ou imaginaire de y. En remarquant que 9 est de parité (i — 1), on prouvera, comme plus haut, que f(x) admet un diviseur du premier ou du second degré à coefficients réels ou imaginaires, ou un diviseur U, de parité i, mais de degré inférieur à celui de^(a:) ; on prouvera également que U, admet un diviseur du premier ou du second degré, ou im diviseur U, de parité i et d'un degré inférieure celui de U,. En continuant ces opérations, il est clair, puisque le dernier cas ne peut se présenter indéfiniment, que l'on déterminera un diviseur def(x) du premier ou du second degré, et, comme Ton sait qu'une équation du second degré à coefficients imaginaires est décomposable en facteurs du premier degré, la proposition énoncée est entièrement démontrée.
8&9» Théorème* Une équation entière du degré m admet •toujours m racines de la forme (a 4- PO ; mais elle ne peut en admettre davantage sans être identiquement nulle.
Le théorème de d'Alembert prouve que l'équation f{x) =0 admet au moins une racine a^ + b^i. On a donc {% i45)
f{x) s: (a? — a, — b^i) U (^)- /; {x) désignant un polynôme dont le premier terme est Aoo::^'*. Considérons maintenant l'équation
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elle aussi, d'après le théorème de d*Alembert, admet une racine (a, H- 6,i) et Ton peut poser
fi (^) = (a: — fl, - àj)f^(x); et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à Tidenlilô
f^_^ {x) = AoX H- <• H- (fi.
Cette idenlîlé peut s'écrire:
on posant.
Cette égalité donne pour a^^ el ô,,; des valeurs finies el bien déterminées, savoir
en supposant
On déduit, de ces identités successives, (A) f(x) s: Ao [X — a, ~- 6, 0 (x — «, ~ ^^,0 . , . (j; — a^ — i^^^O-
On voit ainsi quo/'(j;) — o, a m racines
D'ailleurs, elle ne peut en admettre davantage. En effet, soit a + gi une racine différente de celles-ci ; le premier membre de l'identité (A) étant nul et tous les facteurs
a: — a, — ^ji , a? — «, — bj, .». x — a,,^ — bj,
étant différents de zéro, quand on remplace x par «4-3*, i' faut supposer Ao := ". Ainsi, le premier coefficient d'une équa-
tioo du degré m qui admet plus de m racines est nul : appliquons cette remarque successivement aux équations
Nous voyons que tous les coefficients A sont nuls ; l'équalion proposée est donc identiquement nulle.
358. Définition des racines égales. L'identité (A) que nous venons d'élablir n'a pas toujours lieu avec des facteurs binômes différents ; certains d'entre eux peuvent être identiques et s'il arrive que la décomposition de f{x) en facteurs binômes linéaires fasse apparaîtrepfois, mais non (p-f-i)fois, le facteur {x — « — bi)y nous dirons que la racine [a -f- bi) est de multiplicité jo, dans Téquation donnée. C'est en adoptant ce langage que Ton peut dire qu'une équation du degré m admet toujours m racines, et cet énoncé sous-entend que certaines de ces racines peuvent être égales.
Si nous désignons par P, le produit des facteurs binômes qui correspondent aux racines simples ; par P, celui des facteurs qui correspondent aux racines doubles, chacune d'elles n'étant prise qu'une fois, etc.; on a, d'après ce que nous venons de voir,
(ij /•(^j=:AoP,(p.r(P,r...(p,y'.
3&9. Théorème. La fonction f(x) n'est décomposab le que (Vnne seule faron en facteurs linéaires. Posons en effet
(2) A(a.')=:BoQ,(y.r...
Les identités (i) et (2) donnent
(.3) AoP.(P,r-..=:BoOi(Q«r...
Dans le premier membre ou a le terme Ao-i;"* ; on doit donc
retrouver ce terme dans le second membre,el ceci prouve : i " que Ton a le même nombre de facteurs à droite et à gauche ; 2^ que Ao == Bo.
Considérons maintenant un facteur de P^ par exemple x^a — bi. Le premier membre s'annule pour a: := a -h W ; le second membre admet donc le facteur a? — a — bi. On voit que ce fadeur appartient à Qj, parce que s'il appartenait à Q,, il serait facteur double de f{x)f ce que nous ne supposons pas. En poursuivant ce raisonnement on trouve successivement PjSQ,,P,s:Q,, etc.. Les deux décompositions sont donc identiques.
Nous signalerons encore quelques conséquences importantes du théorème de d'Alembert.
360. Théorème. Si f{x) = o désigne une équation, à coefficients réels, elle admet le même nombre de fois la racine {a -h ôt), et la racine conjuguée [a — bi).
En remplaçant x par a -j- bi^ dans f{x), on a
f{a-\-bi)-'9—(ii.
et aussi, comme nous Pavons montré précédemment {% i3i)
Si Ton suppose f{a -j- bi) — o, on a P ::z o et Q — o ; et, par suite
f(a — bi) 1=0.
On a donc
/•(ic) =: (x — a — 6 0 (iP — « 4- 6 i) ? {x)
ç (x) étant une fonction entière. On peut remarquer que les coefficients de ? {x) sont réels. En effet, Tidentité précédente peut s'écrire
f{x):^{[x-af'^b']^{xy, le polynôme ç(ir) est donc le quotient de f{x\ polynôme qui)
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par hypothèse, n'a que des coefficients réels, par le trinôme du second degré {x — a)* + b* ; cette remarque prouve que o(x) est bien un polynôme à coefficients réels. En raisonnant sur ç(ir), comme nous Tavonsfeit sur/*(j?), et ainsi de suite, on aboutit à la propriété énoncée.
3B1. Théorème. Une fonction entièi^e f{x)y à coefficients réelSy est toujours décomposable, identiquement, en facteurs réels du premier f ou du second degré.
Cette propriété est la conséquence évidente de ce qui précède.
Soit f[x) — o réquation proposée et soit P le produit des facteurs binômes linéaires qui correspondent aux racines réelles. On a donc
réquation 9 (a;) ir o a tous ces coefficients réels et n'a que des racines imaginaires. Nous avons montré, au paragraphe précédent, que ç (x) était décomposable en facteurs réels du second degré ; finalement on peut donc dire que f{x) est décomposable en facteurs réels du premier, ou du second degré.
3619. Théorème. Si deux équations f{x)z=.o, 9(0?) =0 admettent les mêmes racines, et chacune de celles-ci avec le même degré de multiplicité, on a
f{x)zs:\^[x)\
X désignant un coefficient indépendant de x, qui n'est ni nul,
ni infini.
On a en effet, comme nous l'avons fait voir tout à Theure,
/•(a;)=:AoP.(P.r...(P/ et, d'après l'hypothèse
ç(x)=:B«P,(P.r.-.(PA)'*.
On tire de là
Bo/*(a:)sAo?(a:),
OU bien
f[x) = ^(x) en posant
X désignant une quantité qui n^est ni nulle, ni infinie.
3G3. Théorème. La fonction f{x) s'annule, en chaîigeant de signe, si xzzx est une racine 7*éelle de multiplicité impaire: au contraire f{x) s'annule, sans changer de signe, quand x désigne une racine réelle, de muUiplicité paire.
Pour préciser cet énoncé il faut imaginer que x est une variable indépendante et que Ton calcule, à chaque instant, la valeur de la fonction /*(a?), quand x varie de — » à -f- x, toujours dans le même sens. Si Ton donne à x les trois valeurs
il en résulte, pour f(x), les valeurs correspondantes :
s désignant une quantité positive et que Ton peut supposer aussi petite que Ton voudra.
Soit k le degré de multiplicité de la racine a : on a
Comme nous supposons s {x) ;zf o, on peut choisir £, assez petit pour que s (x) conserve le même signe, quand x varie dans rintervalle x — e, a -h e.
On a d'ailleurs
D'après cela, si k est impair^ on a
on B, au contraire^
si k est pair.
4 . Dfhnonlrer que « toutes les racines d'une équation f [x) i= o, d'i/n degré impair w, sont des nombres en progression géométrique ; la racifie
jj^teme^ cfiangée de signe, du teigne tout connu de Véquation, est une racine de f équation.
Soient a, aq, ... aq^*^"^ les tn raciueî* ; ou u d'après le théorème de d'A- Iciuberl,
f{x)^z{x ■-a){x — aq) ... {x — aq^'^) ;
Le» terme tout coimii est /*(<)). Ou a d'ailleurs
et, |mr suite,
m-l V/(o) - -^aq ' .
Ou remarque eutiu que est i;u uum]ii*e eulier, qui fait partie de la
suite I, j, ... (»j— i).
Démontrer que si toutes les racines de téquation
■ x" — Aie'""' + . . -MI = 0
A sont en pr-jgression arilkmêtiqUe, et si m est un nombre impair^ — est une
des racines de Véquation.
Les raciues sout
*;t elles out pour somme la quautité
nia
D ailleurs ndentiic de d*Alembert
f{x) :s:{x — a) (x — a — r) ... (a; - a — mr-^r)
prouve que le coefficieut de a**"~', chaugé de signe, est égal à la :?oiiiiMe des racines. On a donc
A . Wi — I
si m est impair ou voit doue que — est uue des racines.
3. Les racines d'une équation de degré impair élani en progi'cssion kar' monique, trouver une racine de l'équation.
On sait que des nombres a, 6, c, ... /c, / sont en progressiou harmonique lorsque les inverses sont en progression arithmétique. La solution de cet exercice se rattache ainsi immédiatement à celle de la question précédente. Il suffit de considérer l'équation aux inverses.
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES ÉQUATIONS
l. Nous allons exposer, dans cette leçon, quelques propriétés relatives aux équations d'un degré quelconque et nous prévenons ici, pour éviter des redites inutiles, que les équations que nous examinerons seront supposées satisfaire aux conditions suivantes:
1* Elles auront la forme entière et le second membre sera égal à zéro ;
a* Elles seront ordonnées par rapport aux puissances décroissantes de X ;
> Les coefficients seront réels ;
4* Le premier coefficient Ao sera supposé positif, et le dernier coefficient A^, différent de zéro.
»• Théorème !• Soit f{x) r: o une équation; si le produit f{(x) f{t) est négatifs il y a au moins une racine comprise entre a et 6.
En effet f{x) est une fonction continue (§ 234); elle ne peut, par conséquent, passer d'une valeur positive à une valeur négative sans s'annuler, une fois au moins, pour une valeur de Xy comprise entre a et 6 (g 23o).
S0B. Théorème 11. Une équation d'un degré impair a au moins une racine réelle ; cette racine ayant un signe contraire à celui du dernier terme.
Soit A^^ le premier terme de Téquation proposée f{x) — p,
et A,„ le dernier terme. Substituons successivement, dans /"(a?), 1*" un nombre positif très grand ; a^ zéro; 3<> un nombre' néga-
tif très grand, en valeur absolue. La première subsUtution
donne un résultat positif {$ 235) ; comme m est impair Aoo;" a le signe -— , lorsqu'on donne à x une valeur négative ; la troisième substitution fait donc acquérir à la fonction f{x) une valeur négative.
D'après cette remarque, et en s'appuyant sur le théorème précédent, on voit que si A^ est négatif il y a une racine entre
o et -|- » ; au contraire, si Ton suppose A^ > o, on voit que Té-
quation proposée admet une racine, entre o et œ. En résumé, dans tous les cas, on peut donc dire que f{x)rzo a une racine d'un signe contraire à son dernier terme.
SBV. Théorème 111. Une équation dont le degré est pair, et dont le dei*nier terme est négatif a, au moins, deux racines réelleSy Cune positive, l'autre négative.
En effet, en substituant -|- », o, et — », on peut former le tableau suivant
j; I -f- 00 () — ex
Le théorème (I) prouve qu'il y a: i« au moins une racine entre -h » et o ; 2® au moins une autre racine entre o et — »• Li proposition se trouve ainsi établie.
Théorème IV. Soit V équation f(x) = o; si Pan a
il y a un nombre impair de racines dans rintervalle xet^; si Von suppose, au contraire,
ily a zéro, ou un nombre pair de racines, entre x et g.
Désignons par j?,, o:,, . . a:^ les racines de l'équation, comprises entre a et 0. On a
9(x) izo n'ayant que des racines imaginaires, ou des racines réelles, mais non comprises dans Tintervalle a, ^. L'identité précédente donne, successivement,
/(«) = (»— ^,)(«- ^.) •••(« — ^p)? (a) et
par suite
On remarquera d'abord que le rapport ^^^ est positif; car
si ç (a) et 9 (P) étaient de signes contraires, Péqualion <p (x) iz: o, admettrait au moins une racine entre a et ^ (^ 365), ce que nous ne supposons pas. D'autre part chacune des fractions
a une valeur négative puisque chacun des nombres x^y a?^, ... X est compris entre a et p. Si /"(a) et /(g) ont des signes
contraires, le nombre des fractions (A) est impair: il y a donc un nombre impair de racines dans l'intervalle considéré. Au contraire si /"(a) et f{^) ont le même signe, on doit admettre, ou qu'il n^existe aucune fraction (A), ou qu'elles sont en nombre pair.
3BO. Remarque. On peut observer que la démonstration précédente ne suppose pas que a?,, par exemple, soit différent de a;,. Les racines comprises dans Pintervalle a? 0 doivent donc être comptées, quand on applique le théorème précédent, A\\ théorème des substitutions^ avec leur degré de multiplicité. Soit par exemple
f(x) s: (a: - i)' [x - îi)' (a;' -h i)
on a
/^(3) = 4o, et A«) = -8.
Entre o et 3 il y a, à prendre les choses à la lettre, deux racines réelles, i et a ; mais on doit dire, pour se confonner à la démonstration précédente, qu*il y a, dans cet intervalle, cinq racines réelles; savoir, deux racines égales à i, et trois racines égales à 2.
BKO. Définitioiis. Lorsqu'une équation du degré m
a tous ses coefficients Ao, A4, ... A„, différents de zéro, on dit que V équation est complète ; au contraire si Ajt est suivi
du terme Ap_j_^ia?'""^"*~*, on dit qu'entre ces deux termes il
existe une lacune. Cette lacune est paire ou impaire suivant que le nombre A, des termes absents, est lui-même pair ou impair.
Lorsque les coefficients de deux termes consécutifs ont le même signe, ces termes forment une permanence ; on dit au contraire qu'ils offrent une variation^ quand leurs coefficients ont des signes contraires.
Nous adopterons les notations suivantes :
f(x):^\ ox"' -i- A.a?'"""* + . , . -f A^ rz o (équation donnée),
P, nombre des racines positives,
N, id. négatives,
2I, id. imaginaires,
V, nombre de variations du polynôme f (x),
y, id. id- A--^).
avi. Théorème. Lorsque f{x) est un polynôme complet, onaW-i-y'zzm; siy au contraire f{x) présente des lacunes, V -h V est égaly ou inférieur à m.
Considérons 4'abord le cas où f (x) est complet ; ce polynôme renferme alors (w -+- 1) termes. Les deux premiers
termes offrent, soit une permanence, soit une variation ; et chacun des termes suivants, lesquels sont en nombre égal à (m — i), fournit une permanence, ou une variation : ce qui prouve que dans un polynôme complet le nombre des varia^ lions et des permanences est égal au degré m du polynôme. D'ailleurs chaque permanence de f{x) devient une variation de /"(—a?); on a donc V-+-V' z=m.
Prenons maintenant un polynôme offrant des lacunes et considérons l'une d'entre elles, en particulier; par exemple celle des deux termes
termes qui sont consécutifs, dans le polynôme ordonné.
Nous allons étudier l'effet produit par cette lacune sur l'abaissement du nombre V -h V.
Supposons, en premier lieu, que la lacune soit paire ; posons h =r 'xk. et
Si la lacune n'existait pas, la parenthèse de Tégalité précédente serait formée par un polynôme de degré (^4- 1), polynôme qui fournirait au nombre V -+- V, A -h t ou aA-f- 1 unités. D'ailleurs (A -h i) étant impair, les deux termes consécutifs que nous considérons ont des exposants de parités différentes ; ces termes offrent donc une variation dans /"(a?), ou dans f (— x), mais une seule : par suite, ils fournissent une seule unité au nombre V-+-V' ; la présence de la lacune diminue donc V H- V de 2k unités.
Il nous reste à examiner le cas d'une lacune impaire. Soit A = 2ib -f- 1 ; /r pouvant être nul. En raisonnant comme nous venons de le faire, on voit :
1* Que si Aj, et A^^^, ont le même signe, V h- V est diminué de 2k +2 unités ;
a* Que si A^ et A^^^^ ont des signes contraires, V + V
est diminué de 2k unités.
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Ainsi dans tous les cas on a V + V ^ m ; et Ton peut dire que la présence d'une lacune abaisse toujours le nombre
V -j- v ; excepté lorsque cette lacune est formée par deux termes, ayant : i*" des signes contraires ; i"" des exposants différant de deux unités seulement.
^It9. Théorème. Le nombre des racines positives d'une équation, et le nombre des variations de son premier membre sont, ou égauXy ou de même parité.
Supposons d'abord que Ton ait A^>o, les substitutions
o et + 00 donnent Tun et l'autre le signe + ; par suite le nombre P des racines positives est zéro, ou un nombre pair, 2Â. D'autre part, dans un polynôme dont les termes extrêmes ont le même signe, le nombre V des variations est zéro, ou un nombre pair, 2A;'. Ainsi V — P est zéro, ou égal à 2 (ft' — k). Dans le c^s où Ton suppose A,„ < «, on voit, de même, que
V et P sont deux nombres impairs ; leur différence est donc encore égale à zéro, ou à un nombre pair.
Théorème. Entre les coefficients A© A, ... A^ de Vè
quation k^x^ 4- • • . + A^ zz «, e^ les racines a-, a;, . . . x^y réelles ou imaginaires de cette équation, on a les relations :
"T~ \ "■" 1 ) ~T — ■— ^^tXj */7j • t « X,
jn "* ■y 'y* nr
Dans ces égalités Sa?,ir, ... a:^ désigne la somme des produits différents que Ton peut obtenir avec les m nombres x^x^ . . . OTp, combinés php.
Ces relations sont la conséquence évidente de l'identité, établie précédemment (§ 35;)
En effet, si Ton effectue le calcul indiqué dans le second
membre, on voit que tous les termes en a:*"^ s'obtiennent en prenant la lettre x dans {m — p) binômes, et les lettres munies d'indices, dans les p autres binômes. Par exemple, un des termes dont nous parlons ici, est
ou
Ao{—iYx^x^..,x^x'"^^'
Le coefficient de x^"^ dans le second membre est donc et rid.enli té ( i ) donne
A — f i ) \^^^XyX^ . . . X •
894. Remarque. Si Ton cherche à combiner les relations précédentes de façon à obtenir une égalité ne renfermant plus que J?,, on trouve précisément
On peut remarquer à priori, qu'il n'en peut être autrement, car tout calcul semblable à celui que nous venons d'imaginer peut se répéter, identiquement, avec les lettres .r„ a?,, ... a?,^^.
On ne peut donc pas trouver une combinaison F (jJj) iz « sans que Ton ait aussi nécessairement F (a?,) =0, ... F(a;J=:«.
Ainsi a?!, a;,, ... a;^, sont racines de l'équation F (a;) — o : celle-ci
est donc identique à /* (a;) = o ; à moins qu'elle ne soit dHm degré supérieur.
On peut d'ailleurs vérifier qu'en éliminant a?„ a;,, ... a?^ ; on
retombe bien sur l'égalité (/"a?,) = o. En effet, les relations (H) étant écrites sous la forme :
Ao
Ao
Multiplions-les respectivement par — a^r"', -ha^T"'» •••
( — if^^Xt et (— i)*" ; les égalités ainsi obtenues étant ajoutées, on trouve bien, après avoir tenu compte des simplificalions que comporte le résultat, f(x^) rz o.
LES FONCTIONS SYMETRIQUES.
- SUS. Définitions . Les relations que nous avons trouvées entre les racines et les coefficients d'une équation conduisent assez naturellement à l'étude des formes symétriques.
Une forme algébrique des lettres a et h est dite symétrique, par rapport à ces lettres, lorsqu'elle reste identique à elle* même par la permutation de a en b, et de b en a. Ainsi
«• -f- 6* — aby a'^b' — a'b — b'a,
sont des formes symétriques de a et de b.
Généralement, une forme des lettres a, 6, ... l, est symétrique par rapport à ces lettres lorsqu'elle ne change pas quand on permute^ l'une dans l'autre, et successivement, ces lettres combinées deux à deux.
La forme
a^ ^b* + c* — T^abc
LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES il 1
est symétrique par rapport aux lettres a, by c. Au contraire
n'est pas une forme symétrique.
Kous nommerons forme symétrique simple Texpression
dans laquelle p désigne un nombre entier et positif ; et nous poserons
Nous appellerons aussi forme symélrique simple l'expression
nous la désignerons par S^^.
Les formes symétriques qui ne sont pas simples sont dites farines symétriques composées. Par exemple
est une forme symétrique, composée.
En supposant que a, 6, ... l soient les m racines, réelles ou imaginaires, de Téquation
U = AoX^'-f- A,a;"*"' -4- ... + A„, =: o
nous allons chercher la valeur des formes symétriques des racines a, b, ... /, en fonction des coefficients Ao, A^, ... A^.
89B. Formnles de Mewton. Soit U = o l'équation proposée. L'identité
Us: (a? — a) (a? — b) ... {x — l)A^;
donne
U'=:S(a? -6)...(x--0Ao.
On en déduit,
ou,
(0 r'isS
On a d'ailleurs
^3^ = A^"'-' + (A, + «>"--+ (a' + A,rt+A.)ar'"-V . . .
Il résulte de cette identité, appliquée successivement aux V U
fonctions
(a) 2 — — sAoMix"*-' +(S,+MiA,)x"'-*+(S,+ A.S, + >nA,)ù" D'autre pari on sait que Ton a
Des identités (i), (2) et (3) ; on déduit les formules suivantes
AoS, -h A, = 0
A,.Sj + A, S, + îA, — o
/pj\ i AoS, -h A,S, -l-A,S, H-^A, — o
AoS„,^, -^ A,S^_,-f- ... + (m - 1) A,„_, = o.
Ces formules permettent de calculer successivement les inconnues S4, S„ S,, ... S^_,. On trouve ainsi As; — « \
Ar)>t = Aï - îAjAu
A<l^*3 — — Aj -p «lAoAjAj "^ .*AjAy
aJs^ - AÎ - 4AÎA.A, -h îA.AjAJ + 9.aJa| - 4A4A0.
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Il nous reste à montrer comment on calcule les fonctions S^S p etc., et aussi les fonctions S_p S_3, elc...
On a, par la définition même des nombres a, b, ..« /,
;Aoa'^ + A,a'"-+ . -+-A,„zzn
^^^ ,Ao«^"-^A./r-'+ .. + A,„-o
A/'* + A,/"' ' -f- ... -H A,,, zi ».
De ces égalités, on lire^
(N') AoS^ -+■ A.S^., -f ... + A,_,S, + mX^ - «,
relation qui permet de trouver S„ quand on a, préalablement, calculé St, S,... S„j_p au moyen des formules (N). Multiplions maintenant les égalités (i) respectivement par
a*, 6*, ... /*, et ajoutons ces résultats ; nous obtenons l'égalité
Si dans cette relation qui a lieu quel que soit le nombre entier, positif, h, on donne à k successivement les valeurs 1, a, 3, etc., on forme un tableau qui, avec les égalités (N) et (N'), permet de ciilculer, par voie récurrente, toutes les inconnues S,, quelle que soit la valeur du nombre entier et
positif, z.
Les fonctions symétriques simples S_. se calculent aussi,
par voie récurrente, au moyen de formules que nous allons donner et qui sont, d'ailleurs, la conséquence immédiate des relations (N), (N') et (N"), que nous venons d*élablir. Soit /■ (x) zz o l'équation proposée ; considérons Téquation
ou, ç (x) = o, en posant
ç (x) :si k^3^ ■ ( A„_,a!"'"' + . . . + A, x + A..
f (x) se nomme Véquation aux inverses^ parce qu'elle admet
pour racines les m nombres -»t9 •••t* Etablissons d*abord ce point. De Tidentité
on déduit
'fâ =?«"■' ^ •
et» comme Ton suppose /"(a) = o, on a donc bien
Cette remarque étant faite, les formules (N), (N') (N') appliquées à réquation 9 (a;) = 0 donnent les relations
Les formules (N), (N'), (N"), (N*'), dites formules de Newton, résolvent complètement le problème que nous nous étions posé, et qui avait pour but le calcul des fondions symétriques simples.
SW» Ponetions symétriques CN^mposées. 1® Imagi* nous une forme symétrique des lettres a, b,... l; ces lettres étant affectées des exposants p et g et posons
Pour calculer S ^, qu'on nomme fonction symétrique double, considérons les deux identités
Si nous les multiplions, membre à membre, les termes des seconds membres seront multipliés deux à deux, et ces multiplications seront de deux espèces, suivant qu'elles ont lieu pour des termes A, B^ disposés comme l'indiquent les tableaux (i) et (2]
Les multiplications du premier genre donnent la fonction symétrique simple S^^ ; les autres S^^ . On a donc
formule qui permet de calculer la fonction symétrique composée S puisque nous connaissons les fonctions symétriques simples S^, S^ et S^^.
a^" Considérons, maintenant, une forme symétrique dans laquelle les lettres sont affectées d'exposants p, q, r^ et posons
On a
S^sa^+6* + ... + /^
Si nous multiplions, membres à membres, ces trois identités, les termes des seconds membres seront multipliés trois à trois et ces multiplications peuvent être distinguées en trois espèces, suivant que les termes A, B, G, que Ton considère, sont disposés comme l'indiquent les tableaux (t), Wet(3);
Les multiplications qui correspondent à la figure ( i ) donnent la fonction symétrique simple S^_^_j_^ ; celles qui correspondent
à la figure (2) fournissent les fonctions symétriques doubles
enfin les multiplications de la troisième espèce donnent li fonction symétrique cherchée S^ ^ ^. On a donc
Celte formule permet de calculer S^ ^^;et,ens'appuyanl sur Tidentilé
on trouve finalement
La démonstration que nous venons de donner pour établii les formules qui permettent de calculer les fonctions symétriques doubles et triples est susceptible d'une généralisaiios évidente et sur laquelle nous n'insisterons pas autrement. Il résulte, de ce calcul, ce fait important : Toutes les formes sy* métriques composées peuvent s'exprimer au moyen d'une fonc tion entière des formes simples.
8*98. Théorème. Toute fonction rationnelle et symetriqui des racines d\ine équation s'expiHme rationnellement en fonc tion des coefficients.
Les formules de Newton prouvent que les fonctions symétriques simples des racines s'expriment rationnellement en fonction des coefficients. D'autre part nous venons de remarquer que les fonctions symétriques composées s'expriment rationnellement au moyen des fonctions symétriques. De là résulte la propriété énoncée.
f . V équation
ians laquelle on suppose
2S?mA, r:(w - i)At
a 7iécessairefnent des racines imaginaires, si elle 71 est pas une puissance «"^ exacte.
On remarquera qu'en désignant les racines par x„ i-j ... x^, on a par ivpo thèse
\^x,x, -{m^i){x,+x^...-\- xj^
OD
{^i-^x,-'+xJ-m{x] + )xl.,.-\-xl)
OQ encore
{x,~x,y+ (x-, -a?,)* + ... + (X, -xj + (•«, — a:,)' -(-... -4- (ar. — a; J'
' «. Exprimer que dans V équation générale du troisième degré, une racine W la somme des deux autres, et résoudre l'équation dans ce cas partiulier.
L'équation étant représentée par
x^-hpx*-{'qx-hrzzoy Iq trouve
P^ — âpg -h 8r =z 0.
I Les racines sont
x,zz-t.
^z = ^ (—;>— vV — !(></).
3. Exprimer qu'une racine de L'équation du troisième degré est fnoyenne arithmélique, ou moyenne géométrique, entre les deux auttvs.
Résoudre les équations
(Grunerl s ; arcliiv. vol. xxih.)
On cuusidcre X, (x, v comme les ti'ois racines de Téquation en X
X — tf X--6 X— c
On pose ensuite X — az=^ et l*ou a une c(|uatiou du troisième tle^fc en \ qui donne, par lo^ relations connues
^ __ (rt — a) {a \)) la — v) """ {a — 0) I H — c)
Les Taleurs de y et de z se déduisent de cette] formule, •ar . En designanl par a, 6, c, les racines de Céquation
démontrer que l'on a
(a' + ô* - ab) [b* + c* — bc) (c'-ha'-^ ac) + Sq' + 3p'- o.
Exprimer que les trois racines de iéquation
ce? + P^* -H ya? -h r z: 0 ,
sont les dites d'un triangle rectangle et résoudre l'éqttaiion, dans ce cas particulier^
En désigaant par a, b, c les racines et en supposant
on déduit, de la relation
a-i-b =r — p—Çy la suivante
pc^ -^r __ p" c "~ 2 "
Ou trouve finalement
__ p' -f- 2/* — ipq
la condition cherchée est donc
p^{p* — < 2q) zz 2 {2pq — 2r — i>^/. ». Exprimer que deux des racines de l'équation
x' -hpx* -f- </ic -h r :r 0,
ont un produit égal à + 1, ou à — i. On trouve
t;t, dans le second cas,
f O. £/i appliquant les relations entre les coefficienls et les racines^ trouver
la condition que doivent vérifier les coefficients de léquation
X* -h px^ '\-qx-\-r-=io^
pour que celle^i admette une racine double.
En dësigaaat par x' la racine doable, ou trouve d abord les deux relations
3a?'* -h 'ipx' -hq = o, px'* H- 2qx' -f- 3r := o.
On en conclut la condition demandée
(gr—pqy = 4 (3y — p*) (3jor - q*),
ou >
4p'r — /?V — i^pqf" + iq* -H ^yr* — o.
if. On propose de déterminer une équition du troisième degré
^ +px* 4- ^0? +■ r = o,
connaissant la somme, la somme dfs carrés^ et la somme des cubes^ des racines de cette équation.
Ayant posé
S, zz a +6 + c
ou a, d ubordy
oi
Si — S,
D autre part, l'identité
a* -f- ô* -h c' — 3aôc s: (a -H ô -H c) {a*-hb* -{-c^ --ab --ac—bc)
donue
S'î — 3S,S,-l-aS, r=: ^ .
K. Trouver une râlation entre les nombres S|, Sj. Ss efc C exercice précèdentf et la quantité
on remarque qne
Si -hpS^ -h qS^ + rS, = o, et les formules précédentes donnent
6S4 -+. 6SfS, = Sf-f. 8S.S3-l-3Sf.
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899. Déflnition. Éliminer x entre deux équations entières et homogènes
(0 fip^yy)^% (a) 9(dr,y)=:o.
c'est trouver la condition nécessaire et suffisante j que doivent vérifier les coefficients des polynômes fet 9, pour que les équations (i) et (a) admettent, tune et Vautre, la solution ajurx', yz=.y'; x' et y' n'étant pas nuls à la fois.
Les principes connus sur la divisibilité d*un polynôme entier et homogène par un facteur linéaire aix -f 3y> prouvent que la condition énoncée ci-dessus est équivalente à celle-ci : trouver la condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier ki coefficients des polynômes fet 0, pour qu'ils admettent un diviseur commun de la forme ax + ^y.
Cette condition nécessaire et suffisante se nomme le résultant ou Véliminant des deux polynômes proposés.
K Théorème. Si les polynômes entiers et homogènes
le premier du degré p, F autre du degré q, admettent un diviseur linéaire commun ^ on peut trouver deux autres polynômes entiers et homogènes U ,, V^_p respectivement de degrés (p— »)
et{q — 1) satisfaisant à V identité
LÉLIMINATION 423
Soit xc-h^ le diviseur commun aux deux polynômes proposés ; si nous désignons par U^^, et V^_j les quotients
«a?H-Py
et ^-î --, quotients qui sont respectivement d'un degré
aa: -f- Py
indiqué par les indices des lettres U et V, nous avons
/),(x,y)s:(aa:-f-py)Up_p ?y(a?,y)=:(xr-|-gî/)V^.p
Pt, par combinaison,
3S1. Théorème. Réciproquement j les notatwnss précédentes étant maintenues y si on a
^\^\ ^^ U^_t w*^'^^'*^ P<^ identiquement nuls^ les deux polyn<ymes f^ et ^^ admettent un diviseur communie la forme zx + ^y.
En effet le premier membre de l'identité (i)est décomposable en (p-+-^— i) facteurs de la forme (xx+^ ($ 357). Panni ces facteurs, (g— 1) constituent par leur produit le polynôme V^^^^ et nous pouvons imaginer que les deux membres de (1) ont été divisés successivement par ces (^ — 1) facteurs. La simplification une fois effectuée, comme 9^ est du degré q, il restera dans le second membre, au moins un facteur de <p^, (mx + ny). Ce facteur appartient donc aussi à f , et cette remarque établit le théorème en question.
38^. Remarque. On peut généraliser les deux propriétés précédentes et montrer, par un raisonnement tout semblable à celui que nous venons de développer, que la condition nécessaire et suffisante pour que les polynômes fp et <p^ admettent h diviseurs de la forme olx -}- ^yy est que l'identité
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soit vérifiée; V^_j^, U^^ désignant des polynômes entiers, homogènes, respectivement de degrés g —keip — k.
3S3. Méthode d*Ealer. La méthode d^Ëuler, que nous allons d'abord exposer, peut être considérée comme la conséquence immédiate des théorèmes précédents.
Posons
Nous avons démontré Texistence de doux polynômes U ,,
v^_, = ,ox''-' + z,x"-y + ... + »,,_y-\
lesquels vérifient Tidentité
Écrivons que tous les coefficients de ce polynôme sont nuls : nous obtenons {p -+■ q) équations linéaires et homogènes, que l'on peut écrire, en supposant p supérieur, ou égal, à q.
! A<,so -HB„6o
A,ao+Aoa, +H,6„+Bo6,
A,a„+A,a.-i-A„a, +B,6o-f-B,6,-|-Bo5,
De ces équations linéaires et homogènes qui admettent une solution non nulle; résulte un déterminant que nous désignons par A^, et que nous nommerons de/^rmwian^ cTEuler. Ce déterminant donne lieu aux remarques suivantes :
1" Il est d'ordre (p-hq)y et ses éléments sont les lettres A et 6, coefficients des équations proposées.
2* Les q premières colonnes renferment les seules lettres A, coefficients de Téquation qui est du degré p ; et les p colonnes suivantes les seules lettres B, coefficients de Féqualion qui est du degré q.
3« Le terme diagonal est (Ao)^ (B^f .
Démontrons maintenant que : rédiproquement, si l'on a \zz o, les équations /* (j? , y) zz o, o (a; , y) =r o ; ont au moins une solution commune.
En effet si Ton a A^ — o on sait (% 109) que les équations (H) admettent une solution différente de zéro; il exisle donc des facteurs U^„ V^, tels que Ton ait
et nous avons prouvé [% 38 1) que celte identité établit le fait que les équations /'(a:,y)i=o, o (x,y)iro ont, au moins, une racine commune.
l. Théorème. Le résultant est homogène et du degré p par rapport aux coefficients B, de V équation ^{x ^y)zzi\; homogène et du degré q, par rapport aux coefficients A, de réquation f{x^y)zz o.
Ce théorème résulte des remarques qui ont été faites au paragraphe précédent, relativement à la forme de A^. Imaginons, en effet, un terme quelconque U de A^ ; toutes les colonnes doivent être représentées dans les facteurs qui constituent U. U y a donc, dans ce terme, q lettres A eip lettres B,
38&. Méthode de M. ISylveftter. Les notations précé-
(lentes étant conservées, on a
x^^?{x,y): yx^h{xyy\i
AoO^^y^-'-f-
K,xy^'
Boa;^^*y'^-4- ... +B,a:y'^^"-
Ro.^^2/'^*-^ . . • -^V
Posons maintenant
les équations précédentes, après ce changement de notation, deviennent des équations (X), linéaires et homogènes par rapport aux lettres
Si nous supposons que les polynômes /"(x. y) Qi^{x.y\ soient exactement divisibles, Tun et Fautre, parle fecteur {ax -h by), le système (X) est vérifié par des valeurs des inconnues X, qui ne sont pas toutes nulles. Il résulte de cette remarque, que Ton a
Ao Aj .••• A_ •••»•• . • Ao Aj • ■ • • A • . • .
Bo B B^^
• • Oa De • • • ■ I'.. • • • ■
Bq b, . . . b
zz o.
Tel est le déterminant donné par la méthode de M. Sylvester ; on remarquera qu'il est, au signe près^ identique à celui auquel a conduit la méthode d'Euler. L'un et Tautre représentent le résultant.
380. Méthode de Bezont. Dans Texposition de celte méthode nous distinguerons deux cas suivant que les équations considérées ont, ou n'ont pas, le même degré.
i""" Cas. Soient U ir o et V =: o, deux équations du degré m. On a, par un groupement convenable des termes,
h désignant un nombre entier, pouvant prendre successivement les valeurs i, îî, ... (m— i). On en déduit
et
Soit x\ y' la solution commune aux deux équations U r= o, \ zz o\ x' e\ y* n'étant pas nuls simultanément. En combinant deux à deux les identités précédentes on a
P,S,-R,Q. = o (i) P,S. - R,S, zr o
équations qui admettent* la solution xzzx\yzz y'. On peut d'ailleurs remarquer que les fonctions
P P P U,, iij, ... i\ ;
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sont, par rapport à Xy respectivement de degrés
* m — 1, m — 2, ... o ; D'autre part,
sont des polynômes en a?, respectivement de degrés
Ainsi les équations (i) sont, tout au plus, du degré (m— i), en X, Ordonnons-les, par rapport à a? et posons, comme nous Tavons fait tout à Theure, dans l'exposition de la méthode de M. Sylvester,
m^y—^ y -^m-i=:x y, ...Xo — y ,
nous trouvons ainsi m équations linéaires et homogènes, équations qui admettent une solution non nulle et nous obtenons, finalement, sous la forme d'un déterminant d'ordre m, égalé à zéro, une relation entre les coefficients des deux équations proposées. Nous démontrerons tout à l'heure que celte condition représente le résultant.
2"*® Cas. Supposons maintenant que les degrés m etp, des équations U m o V=:o, soient différents; et soitf»=p4-î-
La méthode que nous venons d'indiquer fournit seulement p équations :
A|Xfn— I + A|Xfn— 2 + ... -h Ai Xq ru o
ApXfR.1 -h A^Xfiï-2 + . . . -f- Ap Xo "^ 0.
On peut compléter le tableau de ces équations de la manière suivante, soit
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on en déduit
yx'^W = ^.af^'i-'y + • . . -f- gy-y^'
on a donc
-ry-l
(II'
3„Xo =0.
Les équations (H) et (H') étant vérifiées par des valeurs des inconnues X, qui ne sont pas toutes nulles, on a
Aï
Hj ••• (*p
Ho • • • Hp
Ho ••• Hp
. Théorème. Le détet^minant auquel conduit la méthode de Bezout est égal au résultant,
La condition Ag zz o que nous venons de trouver est une condition nécessairjment vérifiée quand les équations que nous avons considérées admettent une solution commune ; il reste à reconnaître que A b = o est aussi une condition suffisante.
Nous avons montré (J^ 384) que le résultant des équations U :r: o, V =r o devait être du degré m par rapport aux coefficients de V et du degré p par rapport à ceux de U. Les élé-
ments A et Ag sont d'ailleurs des fonctions du premier d^ré relativement aux coefficients de U et de V.
Observons aussi que toutes les lignes et toutes les colonnes doivent être représentées dans un terme quelconque de Ag. Ainsi Ag est une fonction des coefficients, et cette fonction est
telle que chacun de ses termes est du degré m, par rapport aux coefBcients de V ; et du degré p, par rapport à ceux de U. Le déterminant Ag n'est donc pas d'un degré supérieur au ré*
sultant ; et comme il est au moins égal au résultant, puisque Ag — o est une condition nécessaire, on voit, finalement, que
Ad représente bien le résultant lui-même.
388* Perfectionnement de Canchy. Le perfectionnement que Cauchy a apporté à la méthode précédente est d'une importance secondaire, et porte seulement sur une l^re modification relative à la manière de calculer les équations qui nous ont servi à établir le déterminant Ag.
Imaginons d*abord deux équations de même degré, et Élisons passer successivement dans le second membre i, 'i^...ni termes: si nous divisons, membre à membre, les équations ainsi trouvées^ nous obtenons les m équations de Bezout et, par suite le déterminant Ad.
Dans le cas où les deux équations ne sont pas de même degré, le procédé de Cauchy donne encore/? équations de Bezout auxquelles on adjoindra les équations H% considérées tout i rheure.
380* Élimination par les fonctions syniêtriqHe». Tiiéoréme. Considérons les deux êquadoiis
f{x) =: A^P + A,a^* + ... + a^ = o, ç (x) =: BoO?'' -h B,x''-' + ... -h B^ = u,
et soient a,, \, •••'-,,; '^^ racines de la première; •/„ ;jl„ ...;ji^' celles de la seconde ; les devx expressions S, et T,
Sz:/-(|x.)/*(i..).../^(pt,),
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sont identiques, au signe pf*éSy et représentent le résultant. On a, en effet,
f(x) =: (x — A,) (x — A,) ... (a; — A^), et^ par conséquent,
S zz (;;., — A,) (;x, —A,) ... ([/., — Xp) (l^-i— Xi) {\J-t — \) ••• (l^i — Xp)
On trouve de même
(Xp— l^) (Xp— ;;..) . . . (Xp — [i.y).
En comparant ces expressions de S et de T on voit qu'elles se composent, Tune etTautre, de pq facteurs identiques, au signe près; ainsi S et T sont deux expressions identiques, au signe près.
Je dis maintenant que S ou T représentent le résultant. En effet si f{x) — u, et 9 (x) — o, admettent une racine commune ; si A^ = [x^, dans la colonne de rang h et dans la ligne de rang
h' de S, on trouvera un facteur nul. On voit de même que dans la colonne de rang h' et dans la ligne de rang h on a, dans T, un facteur nul. Ainsi Set T s'annulent, quand les équations proposées ont une racine commune.
Réciproquement si Ton a S == o ou T = o ; un des pq facteurs qui constituent S ou T est nul; et les deux équations ont une racine commune. On a donc le résultant en écrivant, indiffé* remment, S — o, ou T — o.
390^ Remarque. Le résultant pouvant s^écrire
8 zr (Ao^Ç + ... + Ap (A«î;i4- ... 4- Ap) ... (Aoi^.? -h . . . 4- A^)
on voit que S est une fonction symétrique des racines |Ai, [>.,,
... li.^; par conséquent on pourra exprimer S par une fonction
rationnelle des coefficients B (g 378). On remarquera d^ailleurs que S est une fonction rationnelle, et du degré ^, par rapport aux coefficients A.
L'égalité
T = (BoM + ... -hB^)(BoA?-h ... f. B^) ... (BoA^ 4- ... +B^)
prouve encore que T est une fonction rationnelle du degré py par rapport aux coefficients B ; S et T étant identiques, au signe près, et représentant le résultant, quand on les égale à zéro, on retrouve ainsi la proposition déjà établie (§ 384).
301 . Théorème de BesEout. Si Von imagine deux équations quelconques entre xety
Vune du degré p, Vautre du degré q, le résultant est, efi gênéralj du degré pq : dans tous les cas, il ne peut être d'un degré supérieur à pq.
Ordonnons les équations données, par rapport à x, elles s'écrivent alors :
(1) \^ 4- k.x^"^ -h ... + Ap =1 o, {1) Boxv H- B,a:^-* + . . -}- B^ 1= o.
Les coefficients A et B sont des polynômes entiers en y et le degré de chacun d'eux, par rapport à la lettre y, est égal, ou inférieur, à Tindice correspondant.
Soit x'y' une solution commune aux équations (i)et(2), si nous remplaçons y par y\ dans (i), et dans (2), on obtient deux équations en Xy qui admettent une solution commune : X11X*. Le résultant de ces deux équations est donc nul; ainsi y^ est une racine du résultant.
Réciproquement. Considérons le résultant R (y) rr o et soil y une racine quelconque de cette équation ; remplarons^ par y' y dans (1), et dans (2); nous obtenons deux équations, dont
le résullant est nul, et qui, par suite, admettent au moins une solution commune, x zzx'\
Il résulte de cette discussion que les solutions des deux équations proposées s'obtiennent par la résolution deTéqualion R (y) iz o, équation qu'on peut nommer la résolvante du système. Nous nous proposons maintenant d'établir que cette résolvante est d'un degré égal, ou inférieur, au produit des . degrés des deux équations données.
Posons a? r:—; les équations
r (i ') AoK" + A .pXP-' + . . . H- ApP'' =: o, (2') B.X» + B ,pX»-' + . . . + B^pP = o,
ont respectivement pour racines
et
Le résultant U, des équations (i) et (2), étant donné par la formule
on voit que chacun des facteurs sera multiplié par p et comme il y a pq facteurs, le résultant V, des équations (i ') et (2'), sera
(3) V iz U . ^'
D'autre part, si nous comparons les équations (1) et (2) avec (i*) et (2'), on reconnaît que la seule différence que Ton puisse noter est la suivante : chacun des coefficients A ou B est remplacé dans (1') et dans (2') parle même coefficient
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multiplié par une puissance de p dont Texposant est justement égal à Tindice de la lettre considérée. La formule /3) prouve que tous les termes de V renferment le facteur p^ ; on conclut de là que chacun de ces termes est constitué par des facteurs A et B, les indices de ces lettres ayant une somme égale à pq. Chacun des termes de U est donc d'un degré en y égal ou inférieur à pq.
HWit, Théorème. Le nombre des soltUions communes à deux équations de degrés p et q est généralement égal à pq : dans aucun cas, il n'est supéi'ieur à j)q-
Imaginons le résultant R {y) = » : cette équation est généralement du degré pq\ elle admet donc pq racines,
Vi Ut' -y
A chacune d'elles, à y^ par exemple, correspond une racine tt',, x^ désignant la racine commune aux deux équations
On a ainsi, en général, jt>(/ solutions pour les deux équations proposées.
On peut pourtant objecterque le rïombre des solutions sérail supérieur à ;?^, si, à la racine y,, correspondaient deux solutions X,, x\, communes aux équations M ; ces nombres x, x| étant d'ailleurs différents de ceux qui correspondent aux racines y,, .,.y^.
Cette circonstance particulière ne saurait se présenter, parce que en éliminant y entre les équations
on obtiendrait un résultant S (2;) = o qui admettrait plus de pq racines, et nous avons démontré que le résultant ne pouvait, dans aucun cas, être d*un degré supérieur à pq.
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398. MétfMNle de lirewton. Considérons deux équations du degré m, admettant une solution commune x\
l '= AoO?"* -I- . . . +A^n=o, V- Boa?** -h. .4-8^ = 0.
L.es deux équations
(i) U.-BoU-A,V-o, BU - A V
sont, Tune et l'autre, du degré {m — t) et sont vérifiées évidemment par xz=Lx*. En opérant sur U, et V, comme nous Tavons fait sur U et V on obtiendra deux équations U, = « V, — 0, du degré {m — a), et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à deux équations du premier degré en x
Pa;4-Q=:o,
MiT'-hNzio.
Ces équations admettant la solution a; =: vc;' on a donc
PN-MQ = o.
Cette méthode indiquée par Newton donne lieu généralement à des calculs assez simples ; malheureusement elle ne donne pas toigours le résultant lui-même, mais^ dans certains cas, le résultant multiplié par des facteurs étrangers.
Lorsque les équations ne sont pas du même degré, on forme d*abord la combinaison (2); puis on remplace (1) par la combinaison
BoU — Ao Vu;* - o,
en supposant que le degré de U surpasse celui de V de A unités.
i . Éliminer les paramètres X e/ pi entre les éqiialions
(i) x(t+\)=Rv.
(2) y (i -h ji.) = KX
1° La uiéthode naturelle pour effectour cette découipo^ition cousUle à résoudre les deux première» équations par rapport à X et à |i. On a
\(li'-X!f) = y(x + l{) ;x(R*-ary)=j!(R4-y).
par suite
(A) (ir - xy)' = y* (x -+- U)' + j;* (R + yf.
2o Ou peut encore diriger le calcul d'élimiualiou de la mauière soi* vaute. Les équations (i) et (a) donnent
R (i-hA) 1-+-/S U-+-X*
Ou a donc pour le résultai de réiiminatiou, ainsi dirigée
3® Prenons enfin la marche suivante : on a, par une combinaison endente
x-hy_ 1-I-X4-.W.
et
Cette derniôre forme D'est pas décomposablc ; soq discriminant étant différent de zéro. C'est donc le résultant demandé. Les formes A et B sont roRpectivcment da quatrième et du huitième degré. On voit par cet exemple, combien l'élimination, en dehors du cas que nous avons traité dans cette leçon, et qui est seul complètement résolu, est une chose délicate et avec quelle facilité s'introduisent les facteurs étraugcrs, dans ces méthodes d'élimination par combinaison des relations données.
• . Éliminerai entre les deux reiatiom
A sin a + B COS a n C, A' sin a -h B' cos a ir C.
on trouve
On rencontre quelquefois le cas particulier suivant
A sinaH-B cosarzC, A cosa — B sinazzC.
le résultant est alors
A*-+-B*-C'-hC'V
S. Rendre rationnelle Viquation
On pose
et on élimine y et s entre les équations
2/*— a;=ro,
2* — a; zr o ;
on a, finalement.
x' — toir*4-^"" * — ^*-
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Démontrer que /é»/î /ro/> équations
(e> + c)a? + (aH-c)3/-H (a-f- ft) == «,
jon^ compatibles.
Nous nous proposons de ramener la résolution d'une équation, qui admet des racines multiples, à celles d'équations de degrés moindres, et ne renfermant que des racines simples. Ce problème, qui constitue un premier exemple de l'abaissement des équations, se résout en prenant pour base la théorie du plus grand commun diviseur. Nous exposerons d'abord celte théorie.
THÉORIE DU PLUS ORAND COIIIIUN DIVISEUR.
30ii. Définition dn plus §^rand CMNnmnn diviseur algébrique. Lorsque deux polynômes entiers et homogènes U et V n'admettent aucun diviseur commun de la forme (iX'{' hy, on dit que ces polynômes sont premiei^s entre eux.
Si, au contraire, D désignant un polynôme entier et homogène, on a
et
II , et V , étant des polynômes entiers, homogènes, et premiers entre eux; on dit que D est le ])lus grand commun diviseur de U et de V.
Deux polynômes U, V, qui ne sont pas premiers entre eux, admettent évidemment un p, g, c. d., lequel est d'un degré égal, ou inférieur, au plus petit des degrés de U et de V. On voit aussi qu'il n'y a qu'un seul polynôme pouvant repré-
senter la fonction que nous venons de définir. Il peut y avoir plusieurs diviseurs communs à U et Y; mais il n'y a qu*uii seul p .g . c.d., lequel est, parmi les diviseurs communs, celui qui a le degré le plus élevé.
Ceci posé, nous allons résoudre le problème suivant : Detix polynômes U et V, étant donnés; reconnaître qu'Us sonty ou non, premiers entre eux; et dans le cas où ils ne sont pas premiers entre eux, déterminer leur p . g . c . d.
On remarquera, dans les développements qui vont suivre, le rapprochement que Ton peut faire entre la théorie du p.g ,c .d, algébrique et celle du /> . ^ . c . cf., telle qu'elle a été exposée en arithmétique.
89S. Eiemne. Si U n'est pas exactement divisible par V, /e p . g • c . d. entre V et\ est le même que celui qui existe entre le polynôme V et le reste R obtenu en effectuant la division de U par V.
Si U était exactement divisible par V, -V serait évidemment le p, g. c, d. cherché. Supposons donc que cette division ne se fasse pas exactement et conduise à Tidentité
(i) U=:VQH-U,
on voit d'abord que si U et V sont premiers entre eux, V et R sont, eux aussi, premiers entre eux. En effet si V et R admettaient le diviseur commun x — a;© on aurait
Vo — o et Ro — o,
par conséquent Uo = o; mais alors U serait divisible par
x-^xo, et les polynômes U et V ne seraient pas premiers entre eux.
Supposons maintenant que U et V admettent unp .g .c .d. D ; nous allons montrer que D est aussi le p . ^ . c . d. de V et deR,
On a, par hypothèse,
(a) Us:l\D (3) VsV,D
U| et V, étant deux polynômes entiers, premiers entre eux. L'identité (i) peut donc s'écrire
U, — V,Q est un polynôme entier qui n'est pas identiquement nul; car si Ton avait U, — V,Q:so on aurait Rs:o et par suite les polynômes U et V seraient exactement divisibles Tun par Vautre. Ainsi R est divisible par D el les indentités (3) et (4) établiront que D, est lep. g. c. d. des polynômes V etR, quand nous aurons inontré que
V„ et (C,-V.Q),
sont premiers entre eux.
Considérons en effet un diviseur quelconque (x — a?o) de V , ; si (x — Xo) était un diviseur de U, — V,Q, a:2:a?» rendrait nulle cette fonction, et par suite U,, puisque V| s'annule pour xzzx^; or Uj et V| sont premiers entre eux; il en est donc de même de V, et de (U, — V,Q).
800. Redierehe da p. g, e. d* algébrique. Désignons toujours par U et V les deux polynômes proposés ; divisons U par V, soit R^ le reste obtenu; divisons V par R^ soit R, le reste de cette division; el ainsi de suite.
Deux cas peuvent se présenter : i* le dernier reste obtenu R^
est numérique: le p. g, c, d, entre U et V étant le même que ceux des polynômes
V et R,, R, et R„ ... Rp^^ et 11^
et ces derniers n'ayant pas de diviseur commun de la forme ax + by on peut conclure de ce calcul que U et V sont premiers entre eux. a* le dernier reste R est nul : dans ce cas le
p. g. c. d, entre I^^ et R^., est égal à R^., ; Rp_i représente donc le p. g. c. d. cherché. On conclut de cette théorie la règle suivante :
liésto. Étant donnés deux polynômes U et V, on divise successivement: 1® U par V ; 2* V par le reste R^ de cette pi*emière
division ; 3» R, par le reste R, de cette deuxième division ; et ainsi de suite : ces calculs conduisent nécessairement à une division dont le reste est numérique^ ou égal à zéro : dans le premier cas U et \ sont premiers entre eux; dans la seconde hypothèse, ils admettent t<n p . g . c . d. qui est égal au diviseur employé dans la dernière division.
9911. Théorème. Lorsque deux polynômes V et\ sont premiers entre eux, on peut toujours trouver deitx polynômes entiers, ix e^ v tels que Von ait
|i.U + vV = >,
£n effet les opérations que nous venons de définir dans renoncé de la règle précédente donnent les identités :
R étant un nombre. La première identité prouve que R» esl
de la forme algébrique aU-j-gV, a. et (5 désignant des polynômes entiers ; portons cette valeur de R^ dans la deuxième identité, on voit que R, est aussi de cette forme; et ainsi de suite. Toutes les quantités R,, R„ ... R ont donc la forme
algébrique (mlJ + wV) et Ton peut poser
RpSra'U-hp'V.
En divisant par R^, qui n'est pas nul et en posant
on a
I s: ;xU + vV ;
'X et V étant deux polynômes entiers.
k Théorème. Un polynôme qifi divise un produit de deux polynômes^ et qui est premier avec Tun d'eux, divise Vautre.
Soit P un polynôme divisant le produit U.V, de deux polynôiues U et V; je suppose que P soit premier avec V, je dis que P divise U.
En effets P et V étant premiers entre eux, nous venons de
reconnaître qu'il existait deux polynômes ;x, h vérifiant Tidentité
jjlP + vV=:i,
et, par suite, Tidentité
|aPU4-vVU = IJ.
Par hypothèse, le polynôme P divise VU; soit Q le quotient, on a
UVrsP.Q,
et, par conséquent,
P(liiU+vQ)=:U.
Cette identité prouve que U est exactement divisible par P.
3BO. Théorème (*)• Étant donnés dev^v polynômes U et\\ si Fan peut trouver deux autres polynômes P e/ Q, P étant d'un degré inférieur à V, et Q d'un degré inférieur à U, tels qu>e la relation
(i) PU-QV=:o,
soit vérifiéey M et\ ne sont pas premiers entre eux. La relation (i) donne
(,) i:^:^, ou u = v|.
1. Ce théorème* w iligâ été établi plus haut (§ 38i}; mais la démonstration que uous donnous ici offre un intérêt particulier, parce qa*elU' ei»t aflTrauchie de l'idée de décomposition d'un polynôme entier en fietcteurs. C'est cette démonstration que nousavoui* vitiAo en exposant, d'après M. Wnlorki. le théorème de d*AIembprt.
OD peut d*a illeurs supposer que Q et P sont premiers entre eux, car s'ils admettaient un diviseur commun D on pourrai! diviser les deux membres de (i) par D, Tidentité n'en subsisterait pas moins.
D'après Tidentité (a) P divise le produit VQ ; il est premiet avec Q, il divise donc V. Posons, d'après cela
(3) VsiP.e
et observons que P étant, par hypothèse, d'un degré inférieui à V, 0 est nécessairement une fonction entière de x, du premier degréy au moins.
Les identités (a) et (3) donnent alors
(4) UsQ.O.
Les relations (3) et (4) prouvent que les polynômes U et V admettent un diviseur commun 6, 6 étant un polynôme entier en ar; U et V ne sont donc pas premiers entre eux.
ABAISSEMENT D'uNB EQUATION QUI ADMET DBS RACINES ÉOALES.
400. Théorème. Si ol est une racine de multiplirifé p de r équation f{x)'z: o, elle est racine de multiplicité {p — i) de l'équation f{x)-=zo.
On a, d'après l'hypothèse,
(i) Aa;)s(a:~a)^^(a?),
f (x) étant un polynôme entier qui, pour xzzol^ prend une valeur différente de zéro.
L'identité (i) donne la suivante
Sipz=i, en d'autres termes, si a est une racine simple, on a
^{ji est donc différent de zéro^ puisqu'on a supposé ^(a)^o. Unsi une racine simple d'une équation n'' appartient jamais à *équati(pn dérivée.
Mais supposons, au contraire, />> i ; Tidentité (2) prouve |ue X est une racine de multiplicilé (p — 0' de Téquation f {x) = 0 ou une racine d'une multiplicilé supérieure. Pour tpie celte seconde hypothèse fût admissible il fiaudrait que le polynôme
devint nul, pourxna. Or, pour a; iz a, ce polynôme prend
la valeur p^ (a), qui est différente de zéro. En résumé a est toe racine de multiplicité (p — i), dans l'équation dérivée.
401I . Théorème. Si x est une racine de multiplicité {jl, de Téquation f (x) 1= o, ou elle n'est pas racine de Véquation f{x) zr o, ou celle-ci Vadmet avec une multiplicité égale à (ix-i- 1).
Si X est racine de. l'équation f{x) zz o, elle ne peut être qu'une racine multiple, puisque si elle était racine simple elle ne pourrait vérifier l'équation f {x) — o. Soit z son degré de multiplicité dans f{x):=:o\ z — 1 sera, d'après ce que nous ver ons de voir, le degré de multiplicité de a dans f (a?) ir 0. On a donc 2— i=:ijl, ou^:=:ii.+ i.
^Mt. Théorème. Si x est ufie racine de multiplicité p, de Véquation f{x) z=. o, elle est racine des équations
(1) f (a:) = o, r{x)z^^,...f^^''\x)-o, avec les degrés respectifs,
mais elle n'est pas racine de Véquation f^^^ {x) zz 0.
En effet x est racine de multiplicité (p— 1) de l'équation r (x) = o (§ 398). Cette propriété appliquée successivement aux équations (1) établit le théorème que nous venons d'énoncer.
I. Théorème. Si Von a, simultanément
X est racine de mulUplicité p de Véqtiaiion f{x) zz o. Si, dans ridentité
011 pose,
zzzoL, el aH-/<zia;;
011 a, en tenant compte de Thypothèse,
f(j:)^^£:Z^ IfiP) (ai -h (X ~ a) f ''^ (a)].
Celle identité prouve bien que x est une racine, de multiplicité p, de réquatîon f{x) m».
SO^ Théorème. «S't râquaiion f{x):zo n'a pas de racines multiples, les polynômes f(x) et f{x) sont premiers entre eux ; sij au contraire f{x) rr « admet des racines multiples
a, b, c, ... l avec des degrés de multiplicité rejyrésentés respectivement par
f[x) et f*(x) ont un p. g. c. d, qui est donné par la formule
D =: (a; - a)''-* (x - bf"^ (x -c)'"* ... (x - /)*'-'. On a, par hypothèse,
( I ) f(x) zzP.iX'-af {X - bf (x — c)^ ... (a: — 1)\
P, désignant le produit des facteurs binômes qui correspondent aux racines simples. Prenons les dérivées des deux membres de cette identité et mettons en évidence le facteur commun à tous les termes^ nous obtenons l'identité
(2) r M =: (.r — a)*-* (x — bf"^ . . . (x — T/"* • V
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Vs:aP,(j; — 6)...(x' — 0 + 6P, (a? — a)...(x— /) +
Ce polynôme V ne s'annule pour aucune des valeurs de x qui sont racines de l'équation proposée. Cette observation faite, les identités (i) et (2) prouvent que D est bien le p, g. c. d. des polynômes f(x) et ^ (^)-
Remarque. Si Ton pose, d'après une notation déjà indiquée (S 358),
le//, tj. c. d. enlre f{x) est f {x) est donné par la formule
Cette formule est générale et convient à tous les cas, si l'on convient, comme nous le faisons ici, que dans le cas où réquation n'a pas de racines de umltiplicité t, on y remplace P^ par t.
44iS». Reeherehe des racines éf^ales. Nous pouvons maintenant résoudre le problème que nous nous sommes posé plus haut et nous allons montrer comment on ramène la résolution d'une équation, à racines multiples, à celle d'équations n'ayant que des racines simples.
Soit posé
Si Ton désigne par D, le p, g. c. d, enlre f{x) et f {x) on a, comme nous venons de l'établir,
Soit D, le p. y. c. d, enlre D, et le polynôme dérivé Dj,ona
i),=p,(iv^..(ivA'
et ainsi de suite. On peut donc former le tableau suivant :
Da-isP,,.
Dans ces identités les premiers membres sont des polynômes entiers; ces polynômes sont connus et ont été calculés, comme nous Tavons expliqué. On peut aussi remarquer que dans la suite
f{x), D„D„ ... D^_2, Dy^,;
chaque terme est divisible^ exactement, par le suivant et Ton peut poser :
Les divisions, indiquées dans les premiers membres, étant effectuées, on déduit de ces identités, les suivantes
Les divisions indiquées dans les seconds membres sont encore supposé^s effectuées, et la résolution de Téquation
proposée se Irouve finalement ramenée à celle des équations
qui n'admeilent que des racines simples.
410G. Exprimer qu'une équation a une racine double. Un problème qui se pose fréquemment, notamment dans la géométrie analytique, est celui qui a pour but de rechercher la condition que doivent vérifier les coefficients d'une équation donnée, pour que celle-ci admette une racine double.
L'équation étanf, sous la forme homogène,
ou a
? (a:,y) =: {a,x + b,y) {a^x + b^y) . . . {a^x -h b^jj).
Supposons que Téquation ^ (a:, i) =r o admette deux racines égales à a ; on a, dans ce cas,
Q désignant une fonction homogène des lettres x et y. L'identité (2) donne d'ailleurs
?x (^ . y) = ^ (x — ay) Q + (a? — ay)*Ox' et
©y (ic , y) = — ix [X — ay) Q + (a;— %yY Q^.
Les équations ?^ — o, 9yZ= o sont donc vérifiées par les valeurs a: — a, y zz i Cette propriété importante peut s'énoncer ainsi :
Soit f (x) := o une équation qui, rendue homogène, s'écrit s (j; , y) — o ; si x' est une racine double de f {x) = o, a est une racine simple des équations,
La réciproque de ce théorème est vraie. En effet soit 2 une racine simple des équations
<pi(a?,i)=:o et ç^^(a:,i)-().
on a, d'après rideiitité d'Euler (g 3o5)
m? {x y y) ^x^'^ [x , y) +- y^^'^ {x , y). Faisons a;= a, y =z i, on a
m?(a,i) rz u
et, par suite, /"(a) = u. Ainsi a est une racine de Téqualion proposée. Je dis qu'elle est racine simple de Téquation dérivée, f'{x) = 0.
En effet, (pi (a? . y) est identique à f (^), quand on y fait y=.i; or Ton suppose ^^(a,!) z= o ; on peut donc dire que a
est une racine double de Péquation /'(a?) =o (g 399). Application. Exprimer qjue t équation
admet une racine double.
On a^ dans cet exemple,
par conséquent
:('^{x,y)^inx'*^'+py"'-' el
?y (ir , y) = {m — 1 )i>^'y"* " + wy^ "*" ' •
Si nous appliquons le théorème que nous venons d'établir, nous obtenons les deux équations
(•i) (m* — 1 ) ^i X -h /ng — u qui ont une solution commune. L'équation (2; n'admet
itj iiuuiur» — : —
dition cherchée est
d'autre racine que le nombre — — ; par suite, la con-
LKS HACINES È(;ALES iïl
OU
Dans le cas parliculier où Ton suppose m = :)^ Téquation étant
la condition (A) devient
'I09. Remarque. On peut iacilement généraliser le principe que nous venons d'établir (g 4o6), et montrer que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation f (x) zz. o admette la racine a à la multiplicité p sont
s (a?, y) désignant la fonction, entière et homogène, //V (-) •
On voit d'abord que ces conditions sont nécessaii'es en prenant successivement les dérivées des deux membres de l'identité
Pour reconnaitre qu'elles sont suffisantes, on peut s'appuyer sur l'identité
qui est une généralisation du théorème d'Euler, relatif aux fonctions homogènes.
Cette identité peut s'établir de bien des façons différentes; ou peut notamment la déduire du théorème d'Euler, de la manière suivante.
4o2 TRENTIÈME LEÇON
Les fonctions ?'(a?,y), <?' (:c,y) étant homogènes, et du degré (m— i), on a d'après le théorème d'Euler
(rn — i) 9Î: (x,y =: 0:9'^. (a?,y) -f- y?^ (x,y), et
(m— 0 (py (a;,y) =: X5^y (x, î/) -f yçyt (a;,y).
On tire de là, par combinaison^
(m-^ 1) (0:5; -h y^y) = x*^l. -h 2xy<fl^ -h y% et; par suite
m(jn — i)
Ceci représente Tidentité (H), dans le cas de /> z= 2. On ob tiendra Tidentité (H), elle-même, en supposant que la propriété est vraie pour les dérivées d'ordre (p — i), et en montrant qu'elle subsiste pour les dérivées d'ordre p.
*. En désignant par 9 (x,y) une forme homogène, cVx et rf'y, démontrer l'identité suivante :
On peut déduire celte relatiou des ideutilés
W? =: ar^^ -h y-iy m{nx—\) X* V . xy u . y' „
et de r égalité coonae
2 — i iz wH + •••
Ou peut aussi rétablir, directement, au moyen de la formule de Taylor
le , hk „
en y faisant A = x /{ = y.
Démontrer que si l'équation
A^x"^ H- A^rer'""' -h ... 4- A„,_^jj? 4- A„ — o, admft deux racines égales à a, on f/
On considère Téquation aux inverses, laquelle admet deux racines égales à-: - est donc une racine de l'équation
TTiA^a?"*"* + ... A, z: o ;
un a donc bien la relation (i).
S. Démontrer que si a est une racine double de V équation f {x) =o, on «, quelque soit X,
le premier* iei'me de f [x] étant x"*.
L'équation f {x + l) = o a une racine double, quel que soit X; on développe f{X'\-X) par la formule de Taylor et on écrit que a est une racine lie i'éqnation dérivée.
4as. Définition de la transformation. Soit f (x) = «i une équation donnée, du degré m; supposons qu'une quantité inconnue y soit déterminée par la relation
a?,, a:,..., 07^^ désignant* racines particulières de réqualion
proposée. Ces quantités y, ainsi définies, peuvent être considérées comme les racines d'une équation
F {y) zz (>.
Nous dirons que F(y):z:o est Téquation transformée de l'équation f {x) :— o ; (A) est la formule de la transformation.
Oeuvré de i*éqaatlon transformée. Si la formule
de transformation renferme k racines et si nous la supposons rationnelle, entière, et du degré 5^ en y ; le degré jx de Téquation transformée est, généralement, donné par la formule
\j. zz q , m [tfi — 1) ... (m — /r -j-' »).
Imaginons, en effet, un des arrangements kk k des m racines de l'équation /(a?) zzo : à cet arrangement correspondent g valeurs dej^. Le nombre total des valeurs de y est dono égal à q fois le nombre des arrangements des m racines groupées kl\ k; il est donc bien donné par la formule précédenlo.
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Nous examinerons surtout, dans ce qui va suivre, le cas où k:=z iy et celui où A? =r a; mais nous ferons observer que le problème 'général peut se résoudre et que cette solution dépend seulement du calcul connu des fonctions symétriques des racines de l'équation f(x) zz o.
Imaginons, en effet, toutes les combinaisons, kh k^ des ra* ciri6s tZ' j , ^|i ■•• "^,ft
L'équation en ?/
(i) R (.V, ,i\,J\y ... ./y H (.y, .r^, arj, ... Jr^.^^).., =0,
a pour racines les nombres cherchés, sans exception et sans répétition ; en d'autres termes, (i) est Féquation transformée. Le premier membre de (1) est d'ailleurs une fonction symétrique des racines ic,,ar„ ...a?„, ; en effectuant le
produit indiqué, et en appliquant les formules connues pour le calcul des fonctions symétriques, on aura donc l'équation transformée. On remarquera, ceci est une conséquence d'une propriété précédemment démontrée (§378), que les coefficients de la transformée sont des fonctions rationnelles de ceux de la proposée.
410. Définitions f^énéralesuNous adopterons les dénominations suivantes: la transformation est:
lo (Tordre k, lorsque la formule (A) renferme k racines ;
a» rationnellCy lorsque la formule (A) est Uy =z V, U et V étant des fonctions entières des racines;
y^ entière j lorsque Ton a yz^^{x)\^{x) désignant une fonction entière de a?;
f«* homographique, lorsque la relation entre x et y est
Axy + Ba?+ Cy H- D — o,
A, B, C, D désignant des constantes. Dans tous les cas, il est entendu que la formule de transformation n'est pas décomposable, identiquement, en facteurs rationnels.
41 1 . Théorème I. Dans une transformation rationnelle du premier ordre, r équation transformée est identique au résultant des deux équations.
Soit
réqualion proposée et
(2) y.^[x)=ifi{x)
la formule de transformation. Désignons par a?,, x^. . x^ les m racines de (i); Téquation cherchée est
Nous avons vu (% 389), que le premier membre de celle équation est identique au résultant des équations (1) et (3}. On pourra donc, dans ce cas^ effectuer la transformation par Tune ou Tautre des méthodes qui ont été indiquées (leçon 29), pour former le résultant de deux équations.
411 9. Théorème II. Une transformation entière^ définie par les deux équations
f{x) étant du degré m, et ? {x) d'un degré p^ supérieur ou égal à m, peut toujours être ramenée à la transformation
^ (x), désignant une fonction entière j dont le degré est inférieur à m.
Soit posé
f {x) =: x'" — Ax'""^ — Ba-*"-- ... - Il . On a donc
par suite
OU
x"*-^' =(A' + B)x'"-' + (AB + C)a;"*-- + ... 4- AH.
On peut ainsi calculer, de proche en proche, a;"*, x^^\ a;"*^", ...; les expressions de ces quantités élant des fonctions entières, du degré (m — i), en x. Il résulte de cette remarque que y, qui est une fonction entière de or, pourra toujours s'exprimer par une formule ne renfermant aucune puissance de Xy supérieure à (m — i).
413. Théorème III. Une transformation rationnelle ^ du premier ordre, définie par les équations
y.U — Vno,
peiU toujours être ramenée à une transformation entière^ toutes les fois que les polynômes V et f (or), sont premiei^s entre eux.
Les polynômes U el f{x)y étant premiers entre eux, on sait (g 397), qu'il existe deux polynômes entiers [jl, v, tels que l'identité
li./'(a:)-f-vUs: I,
soit vérifiée. On a donc
ou enfin
Considérons maintenant la transformation entière définie par les formules
f (x) zz o, (2) Y=:vV.
En appelant x^y o:,, ...j?,^, les m racines de f{x)zzoy on
a, pour y el Y, des valeurs correspondantes !/<, J/., ... y,« ;
Y,, Y„ ... Y^ ; d'ailleurs les égalités (i) et (9.), donnent
L'équation en Y est donc identique à Téquation en y et c'est ainsi que Ton peut ramener la transformation fractionnaire, à la transformation entière, dans le cas où il n*y a pas de diviseur commun à /"(a;) et à U ; c'est d'ailleurs le cas général.
41141. Théorème l¥. Toute transformation entière, teffe f/ue relie q^ii correspond aux équations
(i) /•(.r;=x'"--Aj?'"-*...— Hno, (•0 y- 7.x'''' + rs.r'**-' -h ... -^ A»
peut toujours être remplacée par une transformation fractionna tre définie par les deux équations
[ ' ^^ V, désignant des fonctions entières dont les degrés ont unf somme égale àm; Vun de ces degrés étant d'ailleurs arbitraire. On à en effet
.ry zr xr"' -f- ;!?:*"" ' H- ... 4- a.'\
ul, par conséquent,
V, étant du degré m — 1 , et 1 1, du degré 1 . On a, do même,
.r*// =(3 -H 3iA) x'" -h ... 4- Wxv ou
(4} .r**?/ r: (,^ -h aA) rA./'"-' -^ ...-+- H) -+.... h- x\\x.
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Le second membre de cette égalité est, généralement, un polynôme du degré (m — i) en a?. Mais on a
Substituons cette valeur de x^^\ dans (4) et nous avons
V, désignant une fonction entière du degré (m—:?), et U, un trinôme de second degré. Le raisonnement précédent peut être poursuivi indéfiniment; le théorème en question est donc établi.
41S. Théorème. Lorsque Véquation qu'on transforme pst du troisième degré, une transformation entière ^ du prc- 7nier ordre, peut toujours être remplacée par une transformation homographique.
Soit
f[x) — x'' — ax' — hx — c — I», l'équation proposée, et
(i) y :=: mx'' -h nx + j),
la formule de transformation.
On a d'abord
(2) xy zz m {ax^ -hbx-\- c) + 7ix' -H 2^^-
Si Ton a wa + n — o, la formule précédente est celle d'une transformation homographique; si Ton suppose au contraire ma 4- w ;zf o, on peut éliminer x^ entre (*) et (ti), et la relation finale, entre x et y, est homographique.
41 G. Remarque. L'avantage de la transformation homographique ressort de la remarque suivante. F^a relation
Axy-h Bx + Cy 4- 0 — o donne
A?/+ir
réquation transformée s^obtient donc immédiatement en écrivant la relation
Cy -f D
Ay + B,
419. Transformatioiis rationnelles do second ordre. Ces transformations sont définies par les trois équations
La transformée est du degré , et peut s'obtenir par
la méthode générale indiquée plus haut (§ 409}- Dans la pratique, et pour éviter le calcul, ordinairement pénible, des fonctions symétriques, on cherche la transformée en éliminant x^ etj-,, entre les équations (i), (2) et (3). On obtient ainsi une équation R {y) = o qui, après une simplification que nous allons signaler, représente, en général, Téquation cherchée.
La nécessité de la simplification dont nous voulons parler tient à la présence, dans l'équation R (y) iz o, des facteurs
dont le produit 6, donne une fonction symétrique des racines de réquation donnée f[x) zz o. Il résulte de là que R (y) est décomposable en deux facteurs rationnels et que réquation
cherchée est (— ^) = 0, ou une équation d'un degré infé-
rieur S (y) =: 0 ; S (y) désignant un certain diviseur de ( -^-^ I.
On évite Tintroduction du facteur 6, en remplaçant Tune des équations (1) ou (2), parla combinaison
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le premier membre da celte équation représentant une division effectuée.
Nous devons faire remarquer ici que la méthode que nous venons d'indiquer, pour obtenir la transformée par Télimination des lettres x^ et x^, ne donne pas toujours cette transformée. Comme nous l'avons observé tout à Theure, le premier membre de l'équation cherchée peut, dans certains cas, être un diviseur du premier membre de l'équation obtenue. Ceci tient à ce que Tonne sait pas, en général, éliminer deux paramètres, entre trois équations, avec la certitude de ne pas introduire des facteurs étrangers.
Lorsqu'on emploie la méthode par élimination, on doit toujours s'assurer que le résultat obtenu n'est pas d*un degré supérieur à celui que Ton peut calculer, à priori^ d'après la formule de transformation. Ce degré est w (m — i), dans le
cas général ; il n'est plus que — ^ lorsque la transfor-
malion est entière et symétrique ; c'est-à-dire lorsquelle est définie par la formule
la fonction entière 9, étant symétrique par rapport aux lettres
Applications.
ÉQUATION AUX CARRÉS DES DIFFÉRENCES
^18. Equation aux sommes deux A deux. Cette transformation est définie par la formule
(i) yzzx' \'X\
x' et af étant deux racines quelconques de l'équation f{x) z=. o. Considérons seulement le cas où f{x) — o est une équation du troisième degré; et soit
f{x) s: j? -hpx' -h qx h r.
i62 TRKNÏE ET UMKMË LEC.ON
Désignons par x la troisième racine de Téquation f (x) — •»: on u
j: -hx'-\- af zz — p
el, par conséquent,
y =. — yy — X.
La transformation proposée se trouve ainsi ramenée au premier ordre ; Féquation transformée est
h) r -+- '^py* '•- (p' -^(j)y + (pq — n = »•
41 0. Remarque. La transformation des équations permet, dans certains cas^ de calculer commodément certaines fonctions symétriques des racines d'une équation donnée. Ainsi, de Téquatîon que nous venons d'obtenir, et de propriétés connues^ on déduit immédiatement qu'en désignant par fty hj t'y les racines de Téquation
et aussi
x^ -hpx* H- qx -h ^' — i»
(a -+-b)(a -{- c) [h -h c) zz r — pq ;
a -{-b o-hc c -j- a r — pq
ÈitO. Élquation aux «Mirrési des dlffêrenee«(. Soieul x' et x*^, deux racines quelconques de Téquation f {xj n o; si nous posons y zz {x' — x^)*, Téqualion en y, F (y) zz «, que Ton obtient par cette transformation est dite équation aux carrés des différences. L'importance de cette équation résulte du théorème suivant :
Théorème. Pour qu'une équation f{x) zz o ait toutes «e» racines réelles, il est nécessaire et suffisant que Véquation (iw cairés des différences soif complète, et n'offrt que des variations.
On voit d'abord facilement que si Téquation f(x)zz»^ toutes ses racines réelles ; F (y) — o est une équation complète^
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qui n'offi*e que des variations. En effet soient a, 0, deux racines de l'équation /*(a?) ir o, la quantité positive {a — b)\ est alors une racine de Téquation F {y) = o. Si nous désignons par a, 6, Y, ... les racines de celte équation, et par [i. son degré, on a
ou
Les nombres a, 6, y, ... étant tous positifs, on voit que les expressions Sa. Saê. ... sont des sommes de quantités positives : ceci montre bien que l'équation
yV- _ Vay!^-» + Saeyl^-- ... = o,
est complète, et n'offre que des variations.
Je dis maintenant que réciproquement : si F (y) — o est une équation complète et si elle n'offre que des variations, 'équation /*(a?) ir o a toutes ses racines réelles.
En effet l'équation f{x) ■=. o ayant ses coefficients réels ne peut avoir une racine de la forme a -t- 6î, sans admettre aussi la racine conjuguée a — 6j. Parmi les différences des racines, combinées deux à deux, se trouve en particulier la suivante
(jc + ^ij — (a — Éi'j'
différence qui est égale î».^/ ; par suite, — 4^* est une racine de l'équation F {y) iz o. Or l'équation F ( — 2^) z= o n'offre que des permanences si nous supposons que F (2/) = o est une équation complète n'offrant que des variations ; il est donc impossible que F {y) r= o admette une racine négative, telle que — 4 k''
4161 . Kx.priiiier qu'une équation a une racine double. Nous avons déjà répondu à cette question (§ 4o5); mais nous voulons montrer qu'elle peut aussi être résolue par le moyen de l'équation aux carrés des différences. On remarque en effet que la condition nécessaire et suffisante pour que Tt»qiiaiion f{x) — o ait une racine double^ est que Véquaiion
aux cannés des difTèrences F (y) — o, ait son terme tout connu égal à zéro.
Nous allons indiquer ici un moyen de calculer ce terme.
Soient a;,, a?,, ... a?^ ; les m racines de Téquation f(x)zio:
X,, X,, ... X,„_, , celles de Téqualion r (^) = «. On a,
f(x) = {x — x,) {x - x;) ... (d? ~ xj,
/^ (x) = wx'"-* + ... = wi (x— X,) (JJ— X.) ... (a; — X^,).
On a, d'autre part,
/^ (a;) =: S (a? — j;,) ... (j; — xjy et, par suite,
/ (^1 ) ^^ (^1 x^) ..,[Xi — x,,^).
Multiplions ces égalités, nous avons :
Mais on a aussi
r (a:,) r (x,) ...r{xj = «r (a^, - X.) {X, - X.) . . . (X. -X^,)
{x„— X,) (x^ - X,) ... (ar^ — ^M-i)»
ou encore
r(x,)r(x,)...r{xj.- ±m'"{\,-x,)(\,-x,)...{\,- xj
(X, - a;,) (X, — x.) ... (X.- xJ
On a donc, finalement,
±(a:.-a;.)*(a;.-a-,y...(x-,„-x^,)*-flrAX,)AX.)"AX-i)-
Dans cette égalité le premier membre représente le terme tout connu de Téquation aux carrés des différences; le second membre est une fonction symétrique des racines de l'équation dérivée ; fonction qui peut s'exprimer, rationnellement, au moyen des coefficients de Téquatîon proposée.
Le terme tout connu de Téquation aux carrés des différences présente un intérêt particulier dans le cas où l'équation f(j-) = o est du troisième degré ; nous allons en donner le motif.
. Théorème. Pour qu'une équation du troisiètne degré ait ses trois racines réelles^ il est nécessaire et suffisant^ que le terme tout connu de Véqtialion aux can'és des différences ait un signe contraire à celui du premier terme. Soit (i) f{x) — o, réquation proposée et soit
réquation aux carrés des différences; nous allons montrer que la condition nécessaire et suffisante^ pour que réquation f{x):=. o ait ses trois racines réelles, est exprimée par l'inégalité V < 0.
Il est d'abord évident que Ton a y < «> lorsque les racines de réquation donnée sont réelles; car en appelant y, y^ Vt les racines de l'équation (2), on a j/, ^, y, zz — y; d'ailleurs y,, y, et y^ sont des nombres positifs, on a donc bien y < (*•
Supposons maintenant que réquation (1) ait deux racines imaginaires ; soient
x', a-\-bi, a — bi,
les trois racines de cette équation ;
(x' — a - biy, {x' — a 4- bi) ', (26//,
sont les racines de (2). On a donc
Y zz ~ {2biy[{x' — ay -h b']\
i6ti rKENTE ET UNIEÎiïE LEÇON
OU
Vrz-t-4ô'[(j^'-ar+^f
Ainsi^ daus le cas des racines imaginaires on a y > o. De ces remarques, on déduit le théorème énoncé.
4198. Équation aujL diiléveiiees. Prenons Tei^ réduite du troisième degré
a' ■+-px + g z= o,
ut proposons-nous de transformer cette équation par la foit^ mule
is
Le calcul peut être dirigé de la manière suivante. I (
Des relations ^
on déduit
On a d'ailleurs
el, par suite, en combinant (i) et (2),
(3; :\x'x"zz—p^y\ et aussi
De ces deux égalités^ on déduit la suivante on a d'ailleurs, en désignant par x, la troisième racine,
A) et (B) éliminons a-, on a |ii enfin
1 41S4. Remai^ae. L'équation aux différences est du dekéw (m— i); mais, pour une raison évidente^ elle présente ï particularité de n'avoir aucune puissance impaire de z. En |d. kXi y* zz Zy l'équation en z est précisément l'équation aux ^l'S des différences. D'après ce que nous avons vu plus * va 4^1 et 422), il résulte de (C), que V équation
X' -4- px -+- y rz o, \a une racine double qiumd on a 1 4/>* ■+- 27^* = <» ,
\ quelle a ses trois racines réelles quand un suppose
l seulement dans celte hypothèse.
49S. Équation aux prodiiiUi deux Ék deux. Dans le IIS du troisième degré> Téquation proposée étant
t'/' -h px' + y^f -h r zz 1»,
I formule de transformation,
yzzx'x\
lonne
xy zz — r.
Par suite, Inéquation transformée est
Eu général, le degré de la transformée est —
419B. Équation aux quotients deux dà deux . Considérons réqualion du troisième degré, privée du second terme,
(i) jr'-hja-^qzzo,
et proposons-nous de transformer cette équation, en prenant, pour formule de transformation, la relation
On remarquera, d^une façon générale, que dans celte transformation, l'équation obtenue F(y)=:o ne peut pas avoir la
rac-ine^,, sans admettre aussi, pour racine, la quantité ia-
x" verse — . Nous nous occuperons, dans la prochaine leçon, de
ces équations remarquables, équations que nous nommerons réciproques et qui jouissent de la propriété d'admettre simul-
tanément les racines a et-. Pour le moment, nous voulons
seulement faire remarquer (ju'en posant
x' JL^
Téquation en z nu peut être que du troisième degré", si réqualion f[x) zz o, qu'on transforme, est elle-même du troisième
degré. Généralement, le nombre des valeurs de z est — ^ *
si f{x) zz o est du degré m. On doit aussi observer, qu'après avoir calculé la transformée en z, on obtiendra la transformée
en f/ on remplaçant, dans la première, z par y r -•
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Appliquons celte remarque à l'équation (i), el cherchons d'abord la transformée en z.
En désignant par .r la troisième racine, et en tenant compte des relations
on obtient
ou encore De cette formule de transformation on déduit
l'équation en z est donc
La transformée en y s'obtient, comme nous l'avons remarqué tout à rheure, en remplaçant j par y -f- -; cette transformée est
EXERGIGES
I. Démontrer qup ai ton romidère Véquation génAraU duiraiftièmê (Ugrê,
.r' -h px- -h qx 4- r rz o,
r^qualion nu.r carréfi des différence» exl
+ P (4/>V — iH^rr — ;>//•) z: o ;
et vérifier que le» deux inégalités
rentrent l'une dans Vaub*e.
C Transformer V équation
/>^r /<! formule
y zz a* — bc ;
a, hf ^, désignant les trois racines de Véquation proposée , Déduiref du résultat obtenu^ la résolution de téqualion du troisième degré.
flans le cas partinilier o» Fune des racines est moyenne géométrique entrt
les deux autres.
On trouvera d'abord qnc )a transiforuiation OBt homographiqiio^t qu'elle
correspond à la formule
léP r«^8nltat est
y' - y' ip' - ;»?) -Qip' - %) y-hq'-p'r = «.
9. Transformer r équation générale du troisième degré par la formule
y :r:a* -h bc.
Loî* notations précédentes étant conservées, on trouve
y"- y' {p"-q) - y {Q^-CW+pVj - ^'+ ^W ^/>V4-8r' := «■
On donnû Nfftuttion
fiL en désignant par a, /y, r œs trois racines, on pvofiose de la transfav' mf^r par la fot^iuh
y* ^ahy-hr:=:o.
On ivronrqiio d'abord que lV>qiintion cherch^ft es!
En dAToIoppant ce produit, cl en tenant compto dp» relations connues entro les coefficients et les racines^ on trouve
s. Transformer l'équation
X* -\'px-k-q:zz o, par la formule
y zz a*b -f- b*c -f- c'a ;
a, h, 0, désignant les trois racines de l'équation profwsée (Todliunler).
Où peot résoudre cette question en remarquant que y admet seulement deux valeurs: en appelant celles-ci y' et if* on observe que .v' + v" **l .V' V" sont des fonctions symétriques des lettres a, A, r.
ÏjR rt'snllnl est
y* + nfy + ;>* — M — i(?' = «•
•. Transformer Véquation
(i) .r*-K;>.rH-(7:z:o
/)flr /« formule *
ff «f/a»/ une racine quelconque de Véquation (i). U^qnation cherch('»c est
On trouve finalement
2/* + vw^ -hpY — q{q-^ '^) y' -hp{i — q)y' -g^ ».
7. Tra7u former y au mogen d'un déterminant, F équation f{r)=o; ia formule de transfonnalion étant y = x^y et p désignant un nombre entier. On remarquera qne Ton a
ol, de m^mn
et ainsi do suite. On applique ces formules aux équations
f{x) — o, xf{x) =1 (», ... J^" V;.r) zz o ;
et après avoir posé a:«=: Xo.j:* = X| r**" =X j,on a fmaleraent des
t^qnations linéaires et homogènes.
H. Transformel' Véfjuation
[ I ) .r -hpx* -h qx -h m II,
par la fo}*mufe
ff, A, c, désignant les trois racines de (i) On trouve
rY + »y {'>'Q -+- 'T') -H .V (3^-' -h r'q-hpqr -h rp -H g*) + ('' + ;^) (''* -f- ^V' -h ^) — r =: o.
Transfonner l'équatwn
x^ -h /7.r* -h ^J? 4- r = o, por to fnrmuh
Le résultat est
ry"" ■+- y" (g -f- ;>r)+y (p—>^ pq + r^) -h (/)— r)*-f- (g — i )' n o.
On peut déduire de cette équation diverses conséquences; parmi elle^. nous signalerons Tidentité suivante :
(«•+ 1) (ô'-f-i) (c' + \):^{a-Jt-h-^r'-ahcY-h{ah^ac\rbc-i\
iO. Qu'arrive t-il pour Véqualion nu.r quotients deux à deux, quand Us proposée a une racine double ?
Si f{x) =r o a deux racioos ôi<alos a?', a?"; los quolienls — ol — devien-
neDt égaux à TuDÎtô ; la traneform/^} aux quotients deux à deux a donc
deux racines égales à l*nnité.
Si dans les ôquations en z et en ;/ (§ |j6}, on fait y =: i ou r =: a on trouve
CTest bien la condition trouvée plus haut (S 4^») pour exprimer que l'éqaation .r* + p.T + ^ :i= o a une racine double .
Généralement, si l'équation /" (x) = o, a (i. racines égales, la transformée aux quotients a (i. (ji— i) racines égales à l'unité.
4W. Définition. Lorsque le premier membre d'une éqaalion f{x) = o, peut être décomposé identiquement en facteurs rationnels, de telle sorte que Ton ait
(i) /•(j')=:9(a?)'Mx)...y.(a?),
la résolution de cette équation est ramenée à celle des équations d*un degré plus simple,
Nous exprimerons ce fait en disant qu'on a abaissé Téquation donnée.
Cet abaissement des équations se produit dans plusieurs circonstances et notamment^ comme nous allons le reconnaître, quand il existe entre les racines de l'équation proposée, une, ou plusieurs relations connues.
Les équations (a) ont des degrés respectifs 2,^, ...X qui vérifient la relation
m désignant le degré de l'équation donnée. Ces nombres, a, ^, ... A définissent l'abaissement dont cette équation est susceptible.
4168. Théorème. Lorsque deux racines particulières x\ y de Véquation f{x) zz o du degré w, vérifient la relation \}, {x\ j?" ) — o ; Véquation peut être abaissée ; sa résolution étant
ramenée à eellea de deux équaliom du premier degrés d'une part; et à celle dune équation du degré [m — :«), d^ autre part. Nous supposons que les trois relations
sont vérifiées; on peut dire d'après cela que les deux équations
ont une solution commune, xz=,x'\ par suite le résultant de ces équations est nuL Soit R (.T^), ce résultant : les deux équations
fix) = o, R (x) =1 o,
ont une solution commune, x z=. x" . Il existe donc un polynôme D {x) divisant exactement f[x) etR(ir). Ce diviseur commun étant calculé parla méthode connue (§396), en désignant
fix^ par Q (a?) le quotient Trr\ . on a
Nous avons ainsi établi que Téquation proposée est susceptible d'abaissement; mais il nous reste à définir cet abaissement.
Nous supposons que la relation (3) n'est vérifiée que par deux racines particulières. Il résulte de cette hypothèse que si l'on suppose que of est un nombre donné il n'y a qu'/o* seul nombre x' vérifiant les égalités (t), (a) et (3). Le raisonnement précédent et les calculs que nous avons indiqués conduisent donc à un polynôme D (o:) du premier degré.
D'ailleurs les équations
admettent une racine commune x — x" ; les polynômes R {x), Q (a?), admettent donc un diviseur commun E (o;), et l'on peut poser
4ni TRFATK-l)ErXlh:.\IE LFXON
On voiU en raisonnant comme nous Pavons fait tout à rheiire, que E [jt) est nécesairement du premier degré en x et Ton a finalement
/•>:=:I)(x)E(x)Oi(x):
D (x) et E {jr] sont du premier degré, par suite Q, {x) du degré {m — •>.).
499. Remarque I. Si la relation \i [x'x") = o est symé- Irique par rapport aux lettres x' dx^ Téquation qui fournil ./•'doit donner aussi x\ Dans ce cas particulier, rabaissement obtenu par la méthode précédente est défini par deux équations rationnelles dont les degrés sont 2 et (jn — 2).
430. Remarque II. Lorsque la relation 9 {x', x'')zzo est vérifiée pour p groupes de racines combinées convenablement deux à deux, le raisonnement que nous venons de feire (*onduit aux conclusions suivantes :
1° Si [j. {x', x" ) n'est pas une fonction symétrique des lettres ./••, .z", rabaissement est défini par deux équations du degré ;) et une troisième équation du degré w — ap.
2« Si \L (.r', x") est une fonction symétrique des lettres *r'x', l'abaissement est défini par deux équations seulement; Tune du degré 2 p, l'autre du degré m — 2p.
De celte dernière remarque on conclut qu'il n'y a pas abaissement effectif, dans le cas où la relation ix(x',.r'')z=o est symétrique, et a lieu pour p groupes de racines, associées deux à deux; l'équation proposée étant du degré 2 p.
431. Théorème. Si trois racines particulières x\ x" ^x" iVnne équation du degré m, f [x) zz 0, vérifient la relation \}. {x\x'\ x'^)zzoyOn peut abaisser V équation; les abaissements étante généralement^ définis par les tableaux suivants:
(1, 1, 1, m — 3), ou (1. îî, m — 3), ou enfin (3, m — 3).
On a, par hypothèse,
(0/(.r')=n, {9.)f{x")zzo. (3) /-(a-'^j-o, r{);jL{.r',jr%jr-)-o. .Éliminons x' et x" entre les équations (1), (2) et (4). On
obtient entre les coefficients donnés et la racine x"' une relation que nous désignerons par R(x'") — u. Considérons maintenant les deux équations
elles admettent une racine commune x — .//' : par suite, les deux polynômes f {x) et R {x) admettent un diviseur commun D (a) et Ton a
l) [x) est, généralement, un polynôme du premier degré, si la forme i^Or', x^x'") n'admet aucune symétrie, comme nous le supposerons d'abord. Dans cette hypothèse on peut trouver deux autres facteurs rationnels du premier degré au polynôme f{x), en cherchant le plus grand commun diviseur des polynômes
f{x), et iiix).
On remarquera d'ailleurs que Ton a les relations
nx')zziu Q(x') = o;
et aussi les suivantes
D'après cela il existe aux polyaôm3S f\x) et Q [x) un diviseur commun qui est, généralement, du second degré. Ce diviseur est d'ailleurs décomposable en tacteurs rationnels du premier degré, puisque les racines x-', j/' peuvent être obtenues, comme la racine x"", par des équations rationnelles du premier degré. Dans ce cas, rabaissement est défini par les nombres i, i, i et {m — 3).
Lorsque la forme i* (a;', x'^ , x") est symétrique par rapport aux lettres x' et x\ Téquation du second degré, dont nous parlons ici, ne sera plus, en général, décomposable en facteurs rationnels, et rabaissement est défini parles nombres i, 2 et {m — 2).
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Enfin si la forme ;j. (.r', a", x") est symétrique par rapport aux trois lettres x'y j?", x"^; le calcul indiqué conduit, généralementy à une équation de troisième degré dont les racines sont> précisément, les nombres x'^ x" et j;*". Dans cette hypothèse, rabaissement est défini par les nombres 3 et (m — 3).
EQUATIONS RECU>ROQUES
439. Défliiiiioii des équations réefproqaes. On peut encore abaisser une équation lorsque^ comme dans les cas (jue nous allons examiner, les coefficients de cette équation présentent certaines particularités. Nous avons déjà donné i.leçon i3) des exemples de cette sorte d'abaissement lorsque nous avons ramené la résolution d'une équation du quatrième degré, à celles d'équation du second degré. Nous avoo> cité, à ce propos, les équations réciproques du quatrième degré comme étant des équations quadratiques. Nous revenons ici sur ce sujet pour examiner maintenant les équations réciproques d^un degré quelconque : nous définirons d'abord ces équations remarquables. Soit f{x) = o, l'équation proposée ; nous supposerons, dans ce qui va suivre, que -|- i el — 1 ne sont pas des racines do cette équation ; s'il en était autrement, si Ton avait /(i) — u, ou /*(-- Tjnio, on commencerait par déban-asser /"(x) des fecteurs (^•— i) ou(.r-i- i\ qui seraient diviseurs de ce polynôme.
Cette réserve étant faite, nous nommerons équation réci proque celle qui a leif niémes racines que P équation aux if* verses.
Les deux équations
na; = .. f[^)=o,
ayant les mêmes racines, m étant le degré de f {x\ on doit donc avoir
;i) /-(.rri/a'V^;.).
Nous ferons d'ailleurs remarquer que Ton a X = i . En effet ridentitc précédente donne pour x:=n, l'égalité
et comme l'on suppose /"(i) ;zf o, on a bien X z: i.
^133. Théorème. Le degré d'une éqtiatton réciproque est toujours un nombre pair.
L'identité ( i ) donne
A-i)=A(-iyY(-i;
ou
Mais on a prouvé que X était égal à l'unité ; celte égalité montre donc que m est un nombre pair.
484. Théorème* Datis une équation réciproque les coeffi- L'ients, également éloignés des extrêmes^ sont égaux et ont le tnéme signe.
En effet si nous posons
r^x) = A^-'" + A.^r"*-' 4- ... -h A,,,,.f -f- A„. ; on a
u-Y(^i) ^ A„/"4- A,,_jx-+ ... 4- A,r + Ao. Nous venons, d'ailleurs, d^établir Tidentité
nous avons donc
Au rz A,^^ A, z: A^^^^p etc. . .
La réciproque est évidemment vraie ; de Tidentité f{x) =: AoU.-"'' + A,^--''"' -4- ... 4- A^a'' 4- ... + A.o; 4- Ao un déduit
<(i8&. Tliêor<6nie* Dafis utie équation réciproque, les ru cines sont, deux à deuu:, inverses l'une de Vautre. Si f{j:) =0 désigae une équation réciproque, on a
Soil a uue des racines de l'équation f{x) — o, Tidentité [\i donne
mais on suppose
on a donc
(.) = Va(1);
ou encore
Ainsi - est une racine de Téquation proposée.
43B* Thêor^oie. Vne équation réciproque, du degré j ^qest susceptible d'abaissement ; sa résolution pouvant être ramenéf à la résolution simultanée d'une équation du degré q, et de q équations du second degré.
L'équation proposée est
AoX-''-+- \,x-'^-^ -h ... 4- A,^x' 4- ... -f-A,.f-hAo :::: <N ou
A.('"+j,)+A,{..-'+5ri)
En posant
on a
(i) A«V^^-f.A,\;^_j-}-... + A^iro.
Nous avons vu (§ i46) que V pouvait s'exprimer au moyen
d^une fonction entière en y, du degrép. L'équation précédente sera, d'après cela, du degré g en y ; soient y,, y„ ... ^q ses q
racines. La résolution de Téquation proposée se trouve ainsi ramenée à celle de Téquation (i), et des q équations du second degré
X- -^ij^x-hi rz
439. Équations réciproques {Sem yénéral). Les équa* lions qui viennent de nous occuper peuvent èlre considérées comme un cas particulier de réquation suivante :
: I ; A^-^ + A,^-'^'"' -f-. . . 4- A/' -h ^A,^,/'" ■ -4- Aj^A,^_,y '-h . . . -hfc''"**A,J--+-ft''Ao-o.
Cette équation présente la particularité de rester identique
A; à elle-même quand on change r en-. En supposant ^ =: i,
on a une équation réciproque, dans le sens ordinaire du mot.
L'équation (i) est susceptible du même genre d'abaissement que réquation réciproque ordinaire.
Écrivons-la sous la forme suivante :
puis posons
Entre les trois fonctions VV' \V„ ,,\V„ ^ existe une relation
^d2 TRENTE-DEUXIÈME LEQON
de récurrence, et Ton vérifie immédiatement Tidentité
Cette relation permet de calculer, de proche en proche, les fonctions W„ W,. ... ; sachant que Wo :ii 2 et que W, =y ; elle montre aussi que W^ est une fonction entière de y, du
degré p.
De ces remarques diverses, il résulte que les équations réciproques, dans le sens général que nous attribuons ici à œ mot, se traitent comme les équalions réciproques ordinaires et sont susceptibles du même genre d'abaissement.
438. Remarque I. Les équations réciproques (sens général) peuvent être définies par Tidentité
On détermine X en remplaçant x par v/Â, ce nombre ^h n'étant pas, on le suppose du moins, racine de Téqualion f{x)zzo; celle-ci ayant été, au besoin, débarrassée des foeteurs {x* — k). On trouve ainsi
ou
L'identité ( 1 ) devient alors
11 résulte de cette identité, que si x' est racine de Téquatiou f{x) =: 0,-; est aussi racine de cette équation.
On peut, d'après cette remarque, ramener les équations réciproques (sens général), aux équations réciproques (sens
ordinaire). Il suffit de remplacer x par — .
4139. Remarque II. On peut encore abaisser Téquation f{x) zz o lorsque ses racines se séparenf , deux à deux ; les racines de chacun de ces groupes vérifiant une relation bomograpbique en involution.
Soient x' et a;" les racines d'un groupe; supposons que, A et B étant des constantes données, on ait
x'x" + A (x' -f-^) + B no, ou
Nous supposerons A' — B, différent de zéro ; car si Ton avait A' — Bizo, ~A serait racine de Téquation proposée et Ton débarrasserait celle-ci des facteurs (a? -h A), autant de fois que la division par (j7-f- A), serait possible.
Supposons donc A' — B ;zf o, et soit k' — Bzzk. En posant
\_, zzX, l'équation, transformée par cette formule, sera
réciproque.
4L^ËO. Remarque lil. Nous avons supposé dans le paragraphe précédent que la relation homographique renfjrmail nécessairement le terme en itV; il nous reste à examiner le cas particulier où Féquation homographique est privée de ce terme et affecte la forme
0?' -hx -h'rzzo, A
On remarquera que cette relation peut s'écrire
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et en transformant Téquation proposée f{x) =: o^ par la formule
réquation transformée aura ses racines, deux à deux, égales et de signes contraires. En posant X* =: ^ on aura donc finalement, une équation en y du degré q ; si f{x) est un polynôme du degré 2q.
Kquatlons binômes. Les équations binômes, telles quo
peuvent se résoudre, complètement, parle moyen des tables trigoiiomélriques. Nous ne voulons ici que signaler rabaissement dont elles sont susceptibles quand on cherche à les résoudre par des signes algébriques.
Si l'on suppose que m soit pair, et égal à 'Aq, ridentité
^•*v- is:(a''-.i)(x''-f.i)
ramène la résolution de Téquation proposée, à celle de deux équations du degré q.
Si m est impair, et égal à -^q-h i, on remarquera que Ton a
Un doit alors résoudre Téquation
qui est réciproque : elle peut, comme nous Tavons vu, être résolue au moyen d'une équation du degré g, et de q équations du second degré.
449. Racines eublquf»» de ranlté. On appelle ainsi un nombre réel ou imaginaire dont le cube est égal à Tunité. En
désignant ce nombre par x, il est déterminé par Téquation
(l) J™' — 1 ZI o.
Cette équation binôme a trois racines qui jouissent d'une propriété remarquable qui nous servira plus tard, quand nous traiterons de la résolution des équations du troisième de<rré, et que nous voulons signaler ici. La propriété en question peut se formuler ainsi : les trois racines cubiques de l'uni tt^ sont trois termes consécutifs dune progression géométriqup, le premier de ces termes étant égal à Vunité,
Eq effol, l'équation (i) peut s'écrire
On obtient d*abord la racine .r, — i, et les deux autres racines œ^. x^ sont données par Tequalion
On a donc
ou
OU Xa — (jp./, en tenant compte de l'hypothèse [x^Y m i .
Nous représenterons, d'après cette remarque, par i^'.f: les trois racines cubiques de Tunité.
%, Résoudre une équation du troisième degré sachant que, parmi ses racines^ il y en a deux qui sont égales et de signes contraires. Soit
f{x) =: Ax* -h Bx' -f. CîT» -h D = o,
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l'équatioa proposée ; on cherche d'abord la condition que doivent vérifier les coefficients pour que les nombres ol et^x $^oient, i'unet Tantre, racine» de cette équation. On trouve ainsi
AOizBC,
et l'on n, finalpinont,
*. Résoudre une équation du trohième degré , sachant quf'Vime dn rad* nés est nioyenne géomMrique pntre les deux autres, L*éq nation «Hant
on trouve In condition suivante g' =;>*r, et l'on a
3, Exprimer que dans V équation générale du quatrième degré il y a deur racines particulières égales et de signes contraires et, dans c^tt^ hypoihè$e. résoudre V équation,
LVquation étAnt
tr* -h px"" 4- qx* + rx -h « zz i». On trouve, ]>our la condition cherchée,
r^ ^pqr-\-p*s.zzi\.
On suppose /) ^ 0 et Ton tire Sy de cette relation. L'équation peut alor? s'écrire
i. Exprimer que l équation
a deux racines particulières, dont la somme est égale au ptH>duit des deux autres racines.
Soient a, à, c, d les quatre racines : on suppose que Ton a
a-hbzzcd,
la somme des quatre racines étant nulle, on n
cd-hc + dzzo, on, —h-.'i' t =zo.
1 1 On peut poser ^ = - -^ - ; la transformée en y est une équation du qua-
trième degré ayant deax racines égales et de signes contraires. On peut donc résoudre celle-ci, en suivant la marche indiquée dans Texercice pré cèdent.
6. Démontrer que h m est un nombre premier , les m racines de l'équation
sont
a étimt une expressiofi imaginaire dont la puissance m***** est égale à i.
On voit d'abord, sans difficulté, que les m termes de !a suite (a) sont des racines de (i): on reconuait qae ces expressions sont différentes, de la manière suivante.
Soit A < ^ <m ; je dis que Ton ne peut pas avoir
(3) a* = a\ Posons Âr == A -f- 0, Tégalité précédente devient
puisque 0 est inférieur à m, 0 est premier avec 7^2, et l*on a
mx — Oy—i 1,
jc et y étant entiers. Adoptons le signe +: Tégalité (4) donne a^^=: i, et,
par 8uiU, a^y+* = «, ou a"**" = a. Mais on a a'" = i , par conséquent a"*^ = i . On aurait donc a= i, ce qu'on ne suppose pas. En prenant le signe ^, on
est conduit à l'égalité - = i . qui donne encore a = i .
TRKÎVTK-TROISIÈME LEÇO\
LIMITES DES RiLCINES
443. Déflniaoa des limites. Soit A et B, A étant plus grand que B, deux nombres positifs et tels que toutes les racines positives de Péquation f{x) n: o soient comprises entre A et B ; nous dirons que A est une limite supérieure^ et B, une Hmite inférieure des racines positives de cette équation.
Imaginons, de même, deux nombres négatifs A' et B', A* étant moindre que B' en valeur absolue; si toutes les racines négatives de Téquation f{x)zzii sont comprises dans l'intervalle A', B'; nous dirons que A' est une limite supérieure, et B' une limite inférieure des racines négatives de cette équation.
Remarqoe. La recherche des nombres A, B ; A'^ B' peut être ramenée à celle d'une limite supérieure des racines posififyes.
Soit f(x)zzo, réquaiion proposée et a une limite supérieure des racines positives de Téquation jt'"/' f — | =r o ; - est
évidemment une limite inférieure des racines positives de réquation f{x) — o.
De même, si Ton considère Téquation f{^x)-=:o et si toutes les racines positives de cette équation sont comprises entre les nombres [x et v ; toutes les racines négatives de la proposée seront renfermées dans Tinten'alle ( — îjl, — v).
Le problème que nous nous sommes posé et qui visait la recherche des quatre nombres A, B, A', B' ; se trouve, par ces considérations, ramené à cette question unique : déterminer une limite supérieure des racines positives d'une éçtuition donner.
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Les différentes méthQdes que nous allons exposer, à Texcep* tion pourtant de celle de Newton^ reposent sur le théorème suivant; théorème qui constitue comme un principe fondamental dans la recherche qui nous occupe.
l. Théorème. Si une fonction entière f{x), dont le premier terme a un coefficient positif , est ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x, et si elle ne présente qu'une variation ; cette fonction est croissante y pour toutes les valeurs positives de x.
Soit une fonction entière f(x),
f yx) s A.r'" -h . . . -r Rr" — (k*'' ... - Dx^ ,
f{x) est, par hypothèse, un polynôme ordonné, ne présentant qu^une variation, variation qui a été mise en évidence ; les quantités A, ... B; ... C, ... D étant supposées positives. On a
La fonction x*^ est croissante pour toute valeur positive de x;
d^ailleurs les quantités Aa;"'~", ...B, pour le même motif, sont croissantes; exception faite de B, qui est une constante.
Enfin, les fractions — ^, ... diminuent, quand x croit.
Pour ces raisons diverses /* (.r} est une fonction croissante, pour toute valeur positive de x.
II résulte évidemment de cette propriété que si Ton suppose : «% /"(*)>»; îï^6> a; ona aussi /'(6)>o.
44S. Méthode par f^roupeaicnte. Une fonction entière f{x), ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de Xy peut toujours être écrite sous la forme
chacune des parenthèses ne présentant qu'une variation.
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On doit d*aiUeurs observer que la dernière de ces parenthèses peut ne présenter que des termes positifs et se réduire a Texpression P^, dans le cas où le dernier terme de f{x) esl positif.
Ceci posé, soit a, un nombre qui^ substitué à x, dans chacune des fonctions
donne des résultats positifs, ces fonctions étant croissantes (g444)i si Ton suppose /* (a) > o, on a /'(x)>o, pour toutes les valeurs de a? plus grandes que a. Ainsi a est une limite supérieure des racines positives de Téquation f{x) =: o. . 4Ufl6. Méthode par fl^roupements lrré§^llers. Le^ raisonnement que nous venons dd faire n'exige nullement que les groupes considérés aient été obtenus par la méthode de groupement que nous avons indiquée.
Si, en cherchant à généraliser la règle que nous venons de donner, on suppose que Ton ait
et si, pour a? — a, on peut reconnaître que les fonctions U^, V^ . W^; sont croissantes ; a est, évidemment, une limite des racines (*).
11 résulte de cette observation, qu'au lieu de grouper dans leur ordre naturel, les termes de 1 équation ordonnée, on pourra les associer dans un ordre différent, chacun des groupes commençant par un terme positif.
Cette remarque a une certaine importance ; elle permet quelquefois, comme nous le montrerons tout à Theure sur un exemple particulier, de trouver une limite plus avantageuse que celles qui sont fournies par les autres méthodes.
1. U sera s^oud-eateudu, dans la auile de cett« leçon» que le mot désigne, explicitement, une limite supérieure des racines potiliTet: oou tupposeroDS aussi que cette limitf^ est un nombre plas grand que l'unilé.
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ifl4l9. Théoréoie. Le nombre a déterminé par la méthode par groupements est une limite poxir les équations dérivées.
/•(^)s:(P,-0.)-+-(P,-Q.)-u... + fP^-Q^,
r (X) = (p; ~ g;) -f- (p; - Qi) + ... + [Ph - Qi) .
La fonction (P, — Q,) est croissante, pour a; — a; sa dérivée
(Pj — QÎ) est donc positive, pour cette valeur de x.
D'ailleurs la forme {P[ — QÎ) n'offrant qu'une variation, cette
fonction est croissante, pour x = a. Ainsi f {x) est une fonction positive, et croissante, pour celte valeur d^; x.
Cette démonstration s'étend, comme on le voit, aux équations /* (x) zz o, f^ {x) = o, etc. ..
ifliiS. Refile de Ma€»-Eiaariii. Lorsque le premier coefficient Ao, d'une équation f{x)zzo, est un nombre positifs
I -h — ^^^ ww^ limite des racines; N désignant la valeur abso-
Aq
lue du plus grand coefficient négatif.
Soit
(A) A^) = Ao.^"* + A,y'*--h...4-A^; l'équation proposée ; posons
Nous allons chercher à déterminer un nombre positif x\ vérifiaat Tinégalilé ç {x') > o, mais nous établirons d'abord que ce nombre est une limite*
On a
en posant,
les coefficients A, + N, ... A^ -f- N sont nuls ou positifs, puisque N désigne le plus grand coefficient négatif, changé de
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signe. Ainsi, on a f{x') > ç (j:'). Si Ton observe maintenant que 9 {x) n'a qu'une variation, on reconnaît que © {x)^ est, poor
j:i=ir',une fonction positive et croissante (§444), si Ton a s (x') > 0. D'après cela, f{x) représentant identiquement la somme derdeux fonctions ? {x), '^{x)^ qui sont, Tune etTaulre, positives et croissantes, pourx zrx', f{x) est elle-même, pour qette valeur de x, une fonction positive et croissante. Cherchons donc à résoudre Tinégalité
pour une valeur de x supérieure à Tunité. On doit donc avoir
ou
ou, encore
jn
La fraction est positive, et plus petite que l'unilé:
par suite si Ton pose
Ao
iw "~" 1
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données tout à Theure, une limite des racines de Féquation /'(j;) = o; on peut même ajouter que la fonction f{x), est croissante pour x = x'y et pour toutes les valeurs de x supérieures à x\
N ^^MÊ, TTliéoréme. Le nombre i + -^ donné par la règle
Ao
de Mac-Laurin^ est aussi une limite pour les équations dérivées.
On a, en effet, d'après (A)
SoitNMa valeur absolue du plus grand coefficient négatif, du second membre. Le terme qui a pour coefficient N' provient nécessairement d'un terme négatif— A^a?"*"''*^*, du polynôme f{x).
On a doue,
et la règle de Mac-Laurin, appliquée à Téquation r[x) = o, donne une limite z,
. m — A 4- 1 Ay,
Mais on a
puisque Ton a < i . Ainsi 1 4- 4- est une limite des
m Ao
racines de l'équation /"(a?) n o.
Cette remarque s'applique évidemment à Téquation r(x) = o eiy généralement, à toutes les équations dérivées.
4MI. R^i^Ie de W^mgrBuge» Si le premier coefficient nétjaiif d'une équation f{x) = o, ordonnée, et du degré m, appartient au terme dont l'exposant est égal à (m — />), les notations
précédentes étant conservées, le nombre i 4- y/-^ est u/#e /t-
mite des racines de réqtiation.
Cette règle, due à Lagrangf^^ donne une limite plus avantageuse que celle de Mac-Laurin, quand on suppose que le terme
A^a?***"^ de Téquation proposée a un coefficient A,, positif ou nul.. La règle de Lagrange peut s'établir ainsi. On a
/•(rc)s:[Aoa;"* — N(a;"-^ -h ... + x 4- i)j -h lA.x"""' ^
... + (N-hA^)a;"'-'' + ...-h(N-4-AJl.
Les coefficients
sont positifs ou nuls, et Ton voit, en raisonnant comme nous Tavons fait pour établir la règle de Mac-Laurin, que si Ton peut trouver un nombre x' vérifiant Tinégalité
x' et tous les nombres supérieurs rendront la fonction f{x) posilive et croissante.
L'inégalité précédente peut s'écrire
Ao^-"'>N^^ ^,
ou encore, puisque (x—i) est une quantité supposée positive.
A,y" (a; - I ) -- Na:"*-^+' + N > o, OU; encore, sous une autre forme,
Remarquons maintenant que Ton a a7>a;— i et, par suite,
x^"*>te — i)*^* ; puisque (a — i) désigne une quantité positive.
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L*iDégalité (a) peut d'ailleurs s'écrire,
^ni-;>.
ou
On voit, d'après 'Cela^ que si Ton détermine x par l'équation
\o{x^ i7=:N, laquelle donne
V Ao'
ce nombre x' vérifie Tinégalité (s) et^ par suite, Tinégalité (i).
451. Théorème. Le nombre i + \/ — donné pat' la règle rfe Lagrange^ est une limite pour toutes les équations dérivées. On a y en effet,
r (a:) = m A«x"*-' + ...--(m-j>) A^or*"^^^' + - "^ Vi-
Le premier coefficient négatif, dans le second membre, est (m— p)Apqui correspond au terme dont l'exposant est
m — p— K La règle de Lagra nge, appliquée à l'équation r (x)z=:o donne une limite z^
m Aft
(//i — A) Ay^ représentant le plus grand coefficient négatif de réquation f (x) = o. On a d'ailleurs A;^ 4N et comme l'iné-
galité < 1 est évidemment vérifiée, z est plus petit
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que • + V T* ^^^isque f (x) e^l une fonction positive et croissanté pour x = j, et pour toutes les valeurs de x supérieures
^ ^> * + V T" 6st doncaussi une limite de Féqualion /\x) =z o.
La propriété s'étend évidemment aux autres équations dérivées : r {^) — «> etc. . .
^59. Métbode de Mewton. Nous allons enfin exposer une dernière méthode ; cette méthode due à Newton repose sur le principe suivant /
Théorème. Si f{x) zz u désigne une équation entière^ ei si un nombre a satisfait aiu.r inégalités
a est une limite des racines de V équation proposée. La formule de Taylor (g 3o8), donne
.fW-I
/•(«-4-A)=:/-(«)+-r(») + - + 7,-7—. ri ^ '■'•'+ •^•*'"'
A» désignant, comme toujours, le premier coefficient du polynôme f{x), coefficient qui est positif. Cette identité prouve que, dans Thypothèse formulée plus haut, /*(a + A) est plus grand que /'(a), si l'on suppose h positif. La fonction f{x) esi donc croissante pour x =: a, et pour tous les nombres supérieurs à a.
Ceci posé, considérons la suite 4
soit a, le plus petil nombre enlier qui rende U^ nul ou positif. Substituons a, dans U,„_i, U,,,.^, ... ; jusqu'à ce qu'on trouve une fonction U„,_A qui soit négative pour a: == a,. Dans cette fonction, remplaçons x par a, + 1, a, 4-2, ... ; jusqu'à ce qu'on obtienne un nombre a. qui donne à U^^-a une valeur positive ou nulle.
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On doit remarquer ici qull résulte de ce qui précède i»que (a, — i) donne à U^.^ le signe —, 2® que a, donne le signe +, aux fonctions U^^^, ... U^; et ce dernier point résulte du théorème précédent, puisque les fonctions, U„_a^i...U^, sont
croissantes pour a* rz a, et pour toutes les valeurs supérieures à a,.
Après avoir déterminé a„ comme nous venons de l'expliquer, on calculera successivement, d'une manière analogue, *«> 3[», etc. .. ; jusqu'à ce qu'on trouve enfin un nombre entier a, satis&isant aux conditions suivantes :
i" a rend positives les fonctions U,
2« (a — 1 ) ntf jouit pas de cette propriété.
Le nombre 2, ainsi défini, est la limite que nous adopterons.
4&8. Exemple. Soit
réquation proposée :
1^ Méthode par groupements. On écrit Téquation sous la forme
Première limite y a, zz, 5o.
2<» Méthode par groupements irréguliers. Écrivons Téquation de la manière suivante :
(j^ -h ir* — 1 00) -h (.'U^ -- 3x') -h 2X - 0.
On trouve :
Deuxième limite y a, — a.
3« Méthode d^Mac-Laurin. On a, dans l'exemple proposé Nz= 100 Ao = t. '
Troisième limite^ a, — loi.
4° Méthode de Lagrange. Le premier terme négatif est
- 3x' ; la formule * + X/t*' donne ici, 1 -l- y 100 .
Quatrième limite, «4 — 6.
5^ Méthode de Newton. Nous formerons ici, pour appliquer celte méthode, le tableau suivant :
f{x) 1= a;* + yx^ — 3x* + ax — 100 /*' {x) =, 6a;* -4- 28a?* — 9X*-h 2
— ^-^ z= i5x*-4- 42X — QX 1 . a
11 est inutile, dans cet exemple, de calculer f* (x), puisque
f*^{x) est constamment positif.
La valeur x :=. 1 donne le signe -f- aux fonctions f^, Tj et T ; mais non à /"; a; z: 2 donne le signe + à /" : concluons donc que la méthode de Newton donne :
cinquième limite, a, 112.
La méthode de Newton donne lieu, en général, à des calculs plus compliqués que les autres méthodes exposées dans cette leçon ; mais elle offre certains avantages^ comme le prouvent les considérations qui suivent.
ift&ifl. Théorème. Les limites données par les méthodes exposées plus haut (exception laite de la méthode par groupements irréguliers) sont supérieures, ou tout au moins égales, à celle qui est fournie par la méthode de Newton.
Soit a la limite donnée par la méthode de Newton; x' une des limites qui ont été calculées par les méthodes que nous avons exposées. Nous avons montré que a', et tous les nombres supérieurs, donnaient le signe +, à la fonction proposée, et à toutes ses dérivées* Or a jouit de cette propriété, mais non (a — i). Ainsi a' est un des nombres
a, a+i, a4-2,...; il est donc au moins égal à a.
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». TThéorème. Lorsque réquaiion f(x) = o, a toutes ses racines réelles, la méthode de Newton conduit à la meilleure limite.
Nous nommons meilleure limite le nombre entier immédiatement supérieur à la plus grande racine positive.
Posons
on a donc
f{y+h) :^f{hHyr{h)+ fj AA)4- ... + -/'"\à).
Dans cette identité, remplaçons h par 2, ce nombre x étant la limite donnée par la méthode de Newton. Tous les coefficients de réquation en y y
sont positif:i. Au contraire dans Péquation
un certain nombre de coefficients sont négatifs.
L'équation f{xj =z u ayant toutes ses racines réelles, il en est de même de Téquation f{y-hh)zzo. Or nous verrons bientôt (leçon 36), qu'une équation qui a des variations, et dont toutes les racines sont réelles, admet nécessairement des racines positives.
L'équation (i) ayant des racines positives, une au moins, parmi les racines de l'équation f{x) no est supérieure à (a— 1). U n'y a donc pas de meilleure limite que ce nombre a donné par la méthode de Newton.
i . Soient A», Ai, ... A-^j les p premiers coefficients d'une équation^
coefficients qui sont supposés positifs ; et soit A le plus grand coeffidenl négatif t pris en valeur absolue ; démontrer que a.
ai= 1 -}-
est une limite supérieure des racines.
Soit
l'équation proposée ; on considère la fonction ç [x),
ç (a;) = (A, -4- A, + . . . 4- Ap_,) x'""'^' — A^a;'-"'' -+-... -I- H,
et on applique la règle de Mac-Laurin & cette équation.
1t, Les notations de Vexei'nice précédent étant maintenues A' désignant lu valew* absolue du plus grand coefficient négatif après A, démontrer que p.
2A0 + 'jA, -4- ... -t- î«A^j 4- A^_/
est une limite supérieure des racines.
Il suffit de considérer l'équation {x-}-i)f{j:)z=zo et de lui appliquer la règle précédente.
3. Appliquer les différentes méthodes ^ pour trouver une limite supérieure des racinesj à Véquation
f{x) zioc^ -^ gV 4-yx' — ^V + j; — 1 — o,
dans laquelle on suppose q=i 100.
On trouve les résultats suivants :
1® Règle de MacLaurin ;
q* -\- i zz 1000001. j® Règle de Lagrange
yg»-|- j j: 101.
30 Celle de Texercice (1) donne
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Oa a donc
ou
a <C ^ + 1 ; 3c ^ 101 est une limite.
4^ Celle de l'exercice {2)
En effectoant la diviBion indiquée on voit qne
3<;- + 1 ; 3 n Oi est une limite. 'À
ô® La méthode par gronpemenU et celle de Newton donnent 10 pour limite. Ce nombre est, dans le cas précédent, la meilleure limite, l'équation ayant une racine comprise entre 9 et 10.
RiLCINES ET FACTEURS COMM ENSURABLES.
Parmi les causes d'abaissement d'une équation donnée, nous signalerons encore la présence des facteurs commensurables.
Nous dirons qu'un polynôme homogène 9 {ce,y), à coefficients commensurables, est un facteur commensurable du polynôme homogène f{xyy), lorsque la division de f{x,y) par 9(x,y) peut se faire, sans donner de reste.
Nous nous occuperons d*abord du cas le plus simple, celui où Ton a
9{x,y):^xx + ^y,
^A&B. Théorème. Si le premier membre de V équation^ à
coefficients entie7's,
Kox'' + k.x'^'y + . . . -4- A^*" rz o,
admet le facteur commensurable xr + py (a et 6 étant entiers) : x"" (xest un diviseur de Ao ; a** P est un diviseur de A^. On a, par hypothèse,
(A) AoX^H- ... -4- A^y^srCxr-H^y) (Pa:~-* + ... ^-Qy-"').
Dans cette identité (note A); P, ... Q ; désignent des nombres entiers. On a, d'ailleurs, en égalant dans les deux membres
les termes en a?*" et en y"*,
Ao = aP, et A« = 3Q.
RACINES ET FACTEURS C0MMEN6LRABLES 503
Ces égalités prouvent que les quotients — ^ , —, sont des
nombres entiers.
ii&9. Corollaire. Quand le premier terme cTune équation en Xy a pour coefficient Vunitéy cette équation n'admet^ pour racines commensurableSy qu^ des nombres entiers.
En effet, si^ dans Fidentité (A)^ on suppose que Ton ait y = i et A» 1= 1 ; régalité A» i= aP, devient i n aP : on a donc a = i etPi=i.
D'après cela, le diviseur »r-f- 3y se réduit à ar-h 3, 3 étant un nombre entier.
^S8. TThéoréme. On peut toujours ramener la recherche des racines eommensurableSy à celle des racines entières.
AoX -+- A,.T^~ -|- , . . -|- A^ — o,
réqualîon donnée. Posons a? z=— ,il vient alors
Ao
~-+- A, ; -f~ .•• -h A_ir O,
o Ao
ou
X*" 4- A.X*""* + ... -h A„Ao*"~* = o.
Dans cette équation les coefficients sont entiers et le premier d*entre eux est égal à Tunité. Nous venons de montrer, dans le paragraphe précédent, qu'une pareille équation ne pouvait admettre que des racines commensurables entières ; lé principe énoncé se trouve ainsi établi.
ift&S. Remarque. La transformation que nous venons dMndiquer donne lieu, quelquefois, à une simplification digne d'èlre notée. Le cas que nous voulons signaler ici, est celui où réquation proposée se présente sous la forme
jn^m t__ r. /•*"■" *yv*'w~*
«.«"•rc" + a.a" 'x"^'-H... + a«_i<xaf + 0» = o.
Posons
OiXZl —
L*éqaation transformée est
si nous prenons X égal à Uoy nous avons, pour déterminer X, Inéquation :
X'^ + a^X*''"'^-.. +aX"^ = «-
On remarquera que le terme tout connu de Téquation, ainsi transformée, est a^aj*"* ; parla méthode générale, on eut
trouvé, pour le dernier terme delà transformée, a„aJ'~*3i"^*~*K
La facilité de la recherche de^ racines commensurables reposant, principalement, sur la simplicité plus ou moins grande du dernier terme, la remarque que nous venons de signaler a une importance notable ; elle devra être appliquée toutes les fois qu'il sera possible de le faire.
iflOO. Recherche des racines entières. Soit une équation, à coefficients entiers, le premier d'entre eux étant égal à Tunité,
(i) a;'" + «,^"'V(i.x*^V...4-«^ia: + a«, = o;
et soit OL, une racine commensurable, entière, de cette équation. On a
(2) x« + a.x^-* + ... + a^=: (a; — a) {af^^ -h X.x--- + ...
En égalant les termes tout connus de cette identité on a d'abord
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Les coefBcients X sont entiers, pour des raisons bien connues, et qui résultent de la division du polynôme
a?"* + a,a;"*""*4- ... -f-a^ par a? ~ a ; ainsi les racines entières
de r équation {i) sont des diviseurSy positifs ou négatifs, du terme tout connu a^.
L'identité (a) donne aussi les égalités suivantes
ûm~2 — \» -2 "~ ^'^fïi-a
a, zn A, — a.
Ces relations, et l'égalité (3), donnent successivement
OL
On peut maintenant énoncer la propriété suivante : pour qu'un nombre entier a, soit racine de l'équation (i), il est nécessaire qu'il remplisse les conditions suivantes :
i« Il doit diviser le terme tout connu ; soit Q,le quotient obtenu.
2» Si à ce quotient Q., on ajoule le coefficient a^_„
cette somme doit être encore divisible par a; en général, si, à un quotient Q^^, obtenu par la voie indiquée, on ajoute le coefficient du terme en ce*, cette somme, divisée par a, doit donner un quotient entier, Qy^^^ .
30 La loi précédente étant vérifiée, tout le long de Téquation, les nombres On Qi» •• Q«»i étant entiers, ilfeul encore que régalité
(6) a^ zz \ — a,
soit vérifiée; et comme Ton a X, n — Q^_^, il faut donc que
le dernier quotient trouvé augmenté du coefficient du terme
en ar*""*' donne une somme égale à la racine essayée, mais affectée d'un signe contraire.
Ces conditions sont nécessaires; elles sont aussi suffisantes. En effet si elles sont vérifiées les égalités (5) et (6) entraînent les égalités (4), et, celles-ci, l'identité (2).
On voit, d'après cela, que la recherche des racines entières de réquation (1) exige d'abord la connaissance des diviseurs positifs ou négatifs, du terme tout connu. Pour diminuer le nombre des calculs, on utilise un certain nombre de remarques que nous exposerons maintenant.
4LB1 . Régies d'exclusion. 1 ^ Si a est une racine de réquation entière f{x) iz o,
les divisions ^ et- , doivent se faire exactement ^
En effet, l'identité
(t) /"(a;) s: (X — a) ç (a?) donne, successivement, les égalités suivantes :
Ai)
D'ailleurs 7 {œ) est un polynôme à coefficients entiers, par
sulte^ ? (i) et 7 (— 1) sont des nombres entiers : la remarque énoncée se trouve donc démontrée.
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:ïo Si parmi les troùt nombres
î7 n*y en a aucun qui soit divisible par 3, il n'y a pas de nombre entier vérifiant Véquation proposée.
En eflfel ridentilé (i) donne les trois égalités suivantes :
Dans les trois nombres entiers consécutifs
il y en a un qui est certainement divisible par 3 ; le diviseur 3 doit donc appartenir à Tun des nombres
Cette remarque, qui est due à Gauss, est susceptible d'une généralisation évidente. On voit que Tun des nombres f{\). /■(a), .../"(P), doit être divisible parp quand réquation f{x) zz o admet des racines entières. Mais dans la pratique on se borne, généralement, à la remarque simple que nous avons donnée sur les trois nombres /"(i), /"(o), /"(— t), parce que ces nombres se calculent facilement.
Racines eommensorables ffraetionnaires
L'identité (A) qui peut s'écrire, en faisant y:=-^y
(AO A^*" -h A.a;'"-* 4- . . . 4- A^ =: (ax 4- g)(X,a:'"-* H- X,a?'"-*+
Ao — 2A|
A. =: 3X, + aX, A,=:pX,-4-a)^
donne les égalités
Réciproquement, si ces égalités sont vérifiées par des valeurs entières des coefficients X, l'identité (A') a lieu, et ( — \
est une racine commensurable de Téquation proposée. Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes, pour que
( — j soit une racine de Téquation sont les suivantes :
3Ao
tous les coefficients X étant entiers.
4163. Application, i** Exemple nuinéiHque. Soit Féquation (i) f{x) - 8a;* — \x* — 1 2x* -}- «a; -— 3 iz o
Pour la ramener à la forme d'une équation n'ayant que des racines entières et pour appliquer en même temps une remarque faite plus haut (^4^9)» multiplions les deux membres par 2 ; il vient
i^x^ - a'o:' — 6 . a\r* -i-OL .n>x — 6 ~ o, ou, en posant a a: == X,
(2) X* — X^ — GX'4-'2\-6 = o,
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C'est cette équation que nous allons considérer. On a
La remarque de Gauss n'exclut pas toutes les racines entières, puisque f{o) est divisible par 3.
Les diviseurs que nous devons considérer successivement sont
îi, :\y () :
— 3 et
/■(i), fait exclure —a; /*(- i), 6 et —6. 11 reste donc à examiner les seuls nombres
«, 3 et —3.
Voici le tableau du calcul :
(2 n'est pas racine)
(3 est racine)
(— 3n'eslpasrac/y
Ainsi 3 est la seule racine entière de Téquation (2) et, par
conséquent, -la seule racine commensurable de l'équation {i ).
On peut vérifier ce calcul en remarquant que l'on a, en effet,
Sx-* - 4^' — 12X* 4- 2j? — 3 =: {2X — 3) (ir' -h ix* -f- 1).
20 Exemple algébrique. La recherche des facteurs commensurables ou, si l'on préfère, des facteurs rationnels, de la forme oo; + 3y, peut encore se faire, dans certains cas, sur des équations algébriques.
Prenons l'équation
Parmi les diviseurs algébriques du terme tout connu se trouve l'expression p -H g. Appliquons la méthode des racines commensurables à la quantité — (p + g).
Le calcul suivant :
prouve que — (p -4- (?) est racine. On a, en effet, l'identité connue
4641. Remarque. Il y a une règle d'exclusion que nous n'avons pas encore signalée et qui peut être profitable dans certains exemples numériques. Cette règle évidente peut se formuler ainsi : les seuls diviseurs du dernier terme que ton doit essayer y sont ceux qui sont compris entre les limites assignées aux racines, par les méthodes connues.
Prenons, par exemple, Téquation
Le dernier terme admet un grand nombre de diviseurs, puisque Ton a 3^4 z: 2'3*. Parmi les diviseurs positifs, on peut exclure tous ceux qui sont égaux ou supérieurs à la, la règle de
Lagrange assignant 1 + yioS comme limite aux racines positives.
On peut encore abaisser cette limite, en remarquant que l'équation précédente peut être écrite sous la forme suivante
(x* — 36a;* -h 3i4) +- a: 2;x — io8j n o
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Le nombre 4 est donc la limite assignée par cette méthode et les seuls diviseurs positifs que Ton ait à essayer sont a et 3. Ce dernier nombre est d'ailleurs une racine de Féquation comme le prouve Fidentité suivante:
a:*— gx" — io8j;-f-324 = (iC — 3)(x'-h3«^ — io8).
4M&, Faetoors eommensorables d'an de^peé quelconque. Soit f{x) = o, réquation proposée ; f{x) admettant, nous le supposons, le facteur commensurable y
y == «^ H- a.x'^' -f- . . . -♦- ap^jX 4- a^-
On tire de cette égalité
Multiplions, de part et d'autre, par x, et, dans le second membre, remplaçons x^y au moyen de la relation précédente ; nous
obtenons, pour jf^^^ une expression ne renfermant que les lettres
V, Xy JL • • • • X •
En poursuivant cette manière de faire, nous pourrons calculer, successivement, toutes les puissances de x : sf^ a?^^y ... par des expressions qui sont des fonctions entières de y, et des
puissances de j? : a:, jj", •.. o;*^* . Ce calcul étant effectué, le polynôme f{x) prendra donc, lui aussi, celle forme algébrique et en groupant convenablement les termes de cette forme, on aura finalement
U,, U„ ... U^ désignant des fondions entières de y. Ceci posé soit \ une des p racines de Téquatîon
(2) x'^H-aiX-'^'-h... -}-Jt„=: o.
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Pour rc = X, on a y = o. Désignons par m„ W|, .. . u^ les termes .
indépendants de y^ dans les fonctions U ; puisque \ est une racine de l'équation f{x) n: o, Tidenlité (i) donne
«tX,''"* -H w,X,P- V . . . + w^ = o.
On conclut de là que Téquation, du degré (p — i),
u,X^' + t^.X'^' -h . . . + Up z= o,
admet p racines, savoir celles de Téquation (a). On a donc
w, zio, w, zro, ... w nzo,
et ceci constitue un système de p équations, entre lesp inconnus a,, a,, ...(Zp.
On doit enfin remarquer que Télimination de a,, ... x^ entre ces équations, si elle se fait sans introduction de facteurs étrangerSy conduit, pour une raison évidente, à une équation en a du degré C^. On cherchera, parla méthode exposée plus haut, les racines commensurables de cette équation et Ton déter* minera ainsi la première inconnue a,. Les autres inconnues a,, ... Op se calculent ensuite par des équations que l'on peut former par combinaison des équations ti := o ; ces combinaisons sont, généralement, du premier degré.
4IOO. Théorème. Étant donnée une équation f{x) zn o, ayant ses coefficients réels, on peut toujours trouver les racines de la forme a -h ^i; a et ^désignant deux nombres commensurables.
En effet Téquation f{x) zz o ayant, nous le supposons, ses coefficients réels, a — 3* est aussi Tune de ses racines ; par suite, le produit
est un diviseur de f{x). Mais on a
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xel frétant commensurables, le trinôme(x"— 2aa;+a*-f-&*)est un facteur commensurable du polynôme f[x) ; il sera donc possible de le déterminer, notamment par la méthode précédente. Dans ce cas, Téquation du degré m, proposée^ est abaissée ; sa résolution étant ramenée à celle de deux équations^ dont les degrés sont 2 et (/h — 2).
Trouver les racines de l'équation
X^—'p*{p'+p-hi)X'-p^{p'h ij =<S
Sachant que ces racines sont commensurables, quelle que suit la valeur commensurable attribuée à p.
Les trois raciaes sont — /?, —p*, eipip + i).
Le théorème de Rolle que nous allons exposer dans celte leçon, ceux de Descartes et de Sturm, que nous verrons ensuite, ont pour but ; soit la recherche de la présence des racines imaginaires dans une équation donnée^ soit la séparation des racines réelles, non commensurables.
On dit que deux nombres commensurables a et 0, séparent une racine de Téqualion f(x) zz o, lorsque il y a, dans Tîntervalle a, ^, une seule racine réelle de cette équation.
4169. Principe. La dérivée logarithmique cTune fonction entière passe du négatif au positif lorsqu'elle devient infinie.
Soit f{x), la fonction entière proposée ; considérons la fonction y,
La dérivée /"' {x) étant d*un degré inférieur à celui de f(x) y ne peut devenir infinie que pour les valeurs de x qui sont des racines réelles de l'équation /"(x) rz o.
Soit a Tune de ces racines, p son degré de multiplicité ; on a donc
9 [x) désignant une fonction entière. On d> par suite,
et, par conséquent,
Supposons maintenant que x varie dans Tintervalle a — i, a -h s; comme ^{a) est différent de zéro, on peut prendre t assez petit pour que o{x) ne change pas de signe, pendant
cette variation. La fraction -^-^ conserve donc une valeur
finie; au contraire, — - — prend des valeurs qui croissent au
delà de toute limite, quand e tend vers zéro. Cette fraction donne donc son signe au second membre de Tégalité. Pour
X- rr a — e,la fraction —^ — prend la valeur , nombre néga
tif, si nous supposons t positif; au contraire, pour xzzu-h s,
P cette même fraction est égale à ~, valeur positive, dans la
même hypothèse. En résumé, y est négatif avant le passage de o^par la valeur a, positif après ce passage.
4G8« Théorème. Knire deux racines réelles consécutives a, 3 (Tune équation, il y a un nombre impair de racines réelles de réquation dérivée.
Désignons par s une quantité positive, variable, et qui peut être aussi petite que Ton voudra. Faisons varier x dans l'intervalle
Le rapport --—- est positif, pour a; — a + s; négatif, pour
a; = îi — £ (g 4^7) . D'ailleurs f{x) conserve le même signe, pour toutes les valeurs de x prises dans l'intervalle que nous con* sidérons, puisqu'il n'y a, par hypothèse, aucune racine réelle lie l'équation f[x):=zi), dans Tintervalle a, Ji. On doit donc
admettre que r i»^) ^ des valeurs de signes contraires, pour x^x-i-i, etpoura* — ^— s. fl y a, parsuite,(^3G8), un nombre impair de racines de Téquation f*(x)=zoy dans Tintervalle (a-f-î, fi — 2), c'est à dire dans Tintervalie (a, ^), puisque s est aussi petit que Ton veut.
409. Théorème. Entre deux racines réelles, con^éculives, a', 6', de Véqualion f'{x) — o, il y a soit zéro, soil une racine de r équation f(x) zz o.
En effet, si dans rintervalle a', 6' se trouvaient plusieurs racines de réqualion /*(./•) — o, en prenant deux nombres consécutifs», 6, parmi ces racines, on aurait, dans l'équation /[xjrro, deux racines consécutives ne comprenant aucune racine de réquation dérivée. Nous venons de voir, au paragraphe précédent, que celte hypothèse est inadmissible.
^VO. Tliéoréme. LorsqxCune équation f{x)zzo na que des racines simples, elles sont séparées 2)ar les nombres
X, aj, ^3' ••• ^y» T" ^*
Cette suite, dite suite de Holle, étant formée par les racifie^ jc,, ... oi,^; réelles, et rangées dans V ordre croissant, de V équation
Considérons d'abord deux nombres a consécutifs, par exempie, X. et a. j., . Si nous avons
il y a une seule racine de Téquation /*(.r)— o, dans Tintervalle «s» *;;+i- Au contraire il n'y a aucune racine, dans cet inler valle, si nous supposons
Ceci résulte du théorème précédent.
Considérons maintenant l'intervalle — *, ^t, : daus cet intervalle il y a aussi zéro, ou une racine de l'équation /'(x)izo.
Il suffît, pour le reconnaître, de reproduire le raisonnement que nous avons fait tout à Theure (§469), raisonnement qui s'applique encore à Tintervalle a , -f «. En résumé, la suite
de RoUe sépare les racines de Féquation proposée.
Telles sont les propriétés qui constituent, par leur ensemble, la méthode de Rolle, pour la séparation des racines. Nous l'appliquerons, tout à l'heure, à quelques exemples, mais nous voulons d'abord déduire, des principes précédents, certaines conséquences importantes.
4111 . Théorème. Lorsque Véquation f (./•) ir o admet 9.k racines imaginaires, ou nk racines égales, ou enfin 2A4-1 racines égales, il y a, au moins, 9.k racines imagi7iaires dans Véquation f{x) zz o.
L'équation /*' {x) zz <> étant du degré (m — 1 ), si l'on suppose f(jr) du degré m, la suite de Rolle comprend (m-4- 1) termes, par conséquent, m intervalles, tout au plus. S'il y a aA? racines imaginaires, ou (2/r-f- i) racines égales, dans l'équation dérivée, le nombre des intervalles se trouve, par cela même, diminué de 9.k : chacun d'eux renfermant tout au plus, uno racine, de l'équation f{.r) — o, il y a donc, au moins, 2 A racines imaginaires dans cette équation.
Supposons maintenant qu'il y ait une racine a de multiplicité aAr, dans l'équation dérivée. Il est facile de reconnaître que cette racine doit être, purement et simplement, supprimée dans la suite de Rolle.
Supposons, en effet, que a soit placée dans la suite de Rolle entre les racines (3, y; cette suite est alors
Dans l'intervalle (g, a) il y a zéro, ou une racine ; il y a aussi zéro, ou une racine, dans l'intervalle (a, y)- P^^ suite dans l'intervalle (3, y) il y a zéro, une, ou deux racines; mais cette dernière hypothèse doit être rejetée. En effet, s'il y avait deux racines a', a'' entre ^ et y» il faudrait que a' fut placée entre 3 et a, et a" entre a et y ; mais alors entre les deux racines
M 8 TnENTE-CINQUfÈME LEÇON
consécutives 2' et a" se trouveraient un nombre pair aA-, de racines de la dérivée ; ce qui n'est pas possible (§46ô).
Dans les trois cas que nous venons de signaler la suite de RoUe perd ^k intervalles; il y a donc 2k racines imaginaires^ au moins, dans Téquation considérée.
^Hft, Corollaire. Quand une équation f{x) zzo a toutes ses racines réelles et distinctes y il en est de même pour les équations dérivées f (a?) =: o, /* (a?) zi o . . . ,
D'après ce que nous venons de voir, cette proposition est évidemment vraie pour 1* équation r{x)zzo. Du moment qu'elle est vérifiée pour la dérivée première, elle s'étend, par cela même, à toutes les dérivées successives.
/tlfS. Théorème. On peut appliquer le théorème de Rolie aux équations du quatrième degré, sans qu'on ait besoin de résoudre une équation d'un degré supérieur à 2.
Considérons Téquation du quatrième degré, débarrassée de son second terme,
( I ) x^ -hpx* -^qx-hrzz o.
L'équation aux inverses est
(u) rx* -h qx'' ~hpx* -h i :z: o.
Si les racines de Téquation (2) sont séparées par des nombres a, b, ...; ceux de l'équation (1) seront séparées par les
nombres -, r, ..• Or le théorème de Rolle s'applique, comme-
dément, à l'équation (2) parce que l'équation dérivée
4rx'' + ?iqx* 4- '^px zz o,
admet une racine nulle. La suite de Rolle sera donc formée par les quantités
auxquelles on adjoindra, s*il y a lieu, les racines de l'équatioD
4rx* + *^Q^ + 2J^ — **•
iflVifl. Applit^tion da théorème de Rolle dà an exemple. Avant d'aller plus loin, nous voulons montrer, sur un exemple, comment on applique, ordinairement, le théorème de Rolle.
f{x) zr i6x' — 'x\px^ -h 9P*x +/)^' = o,
réquation proposée. On a
L'équation r (^) = <> admet pour racines
La suite de Rolle est, si Ton suppose p > o,
4 4 on trouve, d'ailleurs,
et
f{x,)-pq\
Quel que soit le signe dep, f{x^) et f[x^ ont évidemment le même signe. Ainsi l'équation proposée a nécessairement deux racines imaginaires. Mais cette manière directe d'appliquer le théorème de Rolle est, souvent, impraticable. Les développements qui suivent ont pour but de montrer quelques perfectionnements qui peuvent, quelquefois, être apportés à la méthode de Rolle.
>. Remarque I. Au lieu de substituer les racines de la dérivée dans V équation proposée f{x)z:zo^ équation du degré
m, on peut, quand on applique la méthode de Rolle^ faire ceUe substitution dans une équation du degré {m — *k). Si l'on divise /"(a;),
par/*'(a:), on a
9 (a?) désignant une fonction entière du degré (m — a). Soit a une racine quelconque de Téquation r {^) = « ; Tidentité précédente donne l'égalité
On pourra donc, et ceci donne lieu à un calcul plus simple, substituer les éléments de la suite de RoUe dans la fonction du degré (m — a), ç {x); c'est ce que nous voulions montrer.
4llfO« Remarque II. On peut remplacer la suite de Bolle
par une autre suite, dont les termes sont : i" ( M ; a<>(tn— î)
nombres, racines d'une équation du degré {m — a). LMdenlité (A) peut être écrite sous la forme suivante :
^ f[x) '^[nimy \m wîV f{x)'
Nous supposons, d'ailleurs, que l'équation f(x)^o, n'admet pas la racine ; s'il en était ainsi, si Ton avait n ^ ) = «,
m \ fn /
on abaisserait Téquation en divisant /"(ic) par (a; -J- — j. En répétant, sur l'identité (A'), le raisonnement que nous avons fait plus haut (g 467), on voit qu'entre deux racines réelles consè-
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eudves de réquntion f[x) — o, il y a un nombre impair de ra rines de Vèqtiatinn
I^ méthode de RoUe s'applique donc à l'équation f(x) zz o, en remplaçant la suite de Rolle, par les racines de l'équation (i).
^HH. Remarqae III. Soit f{x] = o une équation du troisième degréy et soient oLet ?t les racines de V équation f [x) — o ; r équation proposée a ses trois racines réelles y quand on a /"(«) /"(^Xo. Cette condition est nécessaire et suffisante,
La condition est nécessaire. En effets a et 6 sont deux éléments consécutifs de la suite de Rolle; si le produit /*(«) /*(6) est positif, lesfecteurs /*(a), /'(6) ayant le même signe il n'y a aucune racine de réquatioa/'(ic) — o dans l'intervalle a, g ; cette équation a donc des racines imaginaires.
Si l'on suppose maintenant que le produit /'(a) /*(6) soit négatif, il y a certainement une racine entre a et 6; mais il faut montrer que les trois racines sont, dans cette hypothèse, nécessairement réelles.
En eflet si la méthode de Rolle donne, en supposant a <6, le tableau suivant :
a?; —X a 6 -foc f[^)\ — •+• — -+-
les trois racines sont réelles. Mais on peut avoir /"(a) f{i) < o avec cette seconde disposition :
et, dans ce cas, l'équation f{x) zz o n'aurait qu'une racine réelle. Je dis que le tableau précédent est impossible. En effet si Ton a
f{x):^x''itpx^-hqx + r
on a, par suite,
Quand x varie de — », à a, f [x) est toujours positif; /"(x est donc une fonction croissante. Pour iczza, /^(jt) s'annule et change de signe; par suite /'(.r) est une fonction décroissante dans rintervalle a, 3. Il est donc impossible que f[p£) soit négatif, pour a? i=: a ; et positif, pour x zz 6. Le premier tableau est donc le seul que Ton puisse trouver, quand on suppose /*(a) /* (6) <o.
419 8. Applit^tion. Appliquons les remarques précédentes à réquation générale du troisième degré.
Soit
f{x) - vC' -hpx* -^qx + rzi o,
réquation proposée. En divisant /"(ic) par/* (ic) on a
Désignons par a et 6 les deux racines de réquation
3j7* -f- 9.px -h ^ z: o, le calcul nous donne
Effectuons maintenant le produit indiqué dans le second membre et remarquons que nous avons
. + 6=_^. et ae = f; nous obtenons finalement, en posant
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„=n.,m=(?-'fyf-(f-^)(.--f)f
La condition nécessaire et suffisante pour que Téquation générale du troisième degré ait ses trois racines réelles est donc
It <0.
Si l'on a ti = o, Téquation a une racine double; enfin, elle a deux racines imaginaires quand on suppose te>o.
4199. Le théorème de RoUe peut quelquefois s'adapter à des cas pour lesquels l'application de ce théorème ne semble pas possible, et^ par exemple, lorsque l'équation dérivée ne peut pas être résolue.
Soit l'équation X zr o,
' Xsi h-: — H •,•
i'" ' (!«/> — i)î' et, par conséquent,
Soit a une racine deTéquation X'=:o; d'après Tidentitc précédente on a
On voit donc que si Téquatipn X'= o a des racines réelles, la suite de Rolle donne constamment le signe +> dans X ; l'équation X = o n'a donc que des racines imaginaires.
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480. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que f{x) représentait une fonction entière; par suite que /(xjet sa dérivée étaient continues. Cette continuité des fonctions f et f'y est une condition nécessaire et Ton doit toujours s^assurer qu'elle est remplie. S'il arrive qu'une fonction soit discontinue, pour x = x^y on doit séparer la suite de RoUe en deux suites, l'une s'arrètant à x^ — s, Tautre commençant à oTo + e; e désignant une quantité positive, variable, et d'ailleurs aussi petite que l'on voudra l'imaginer.
1 . Appliqtter direct ement le théorème de Rolle atix équations
x' -\-px^ -^^q zzo, S . Appliquer le théorème de Rolle à téquation X = o
On remarque que l'on a
Appliquer le théorème de Rolle à Véquation
i -^ax , i -i-bx i 4- ex ./• — rt '.r — 6 jr — c
On doit observer que la fonction est discontinue pour les valeur» a, b, c de la variable x et appliquer la remarque du paragraphe 48o,
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Ud Toit alors que a, b, c, séparent deux des raciued. • S. Une équation^ du degré rUf
dont les d'où premiers coefficients vérifient Vinéijalité
(i) (m— i)Af — •i//<AoA,<<>,
a des racines itttag inaires.
On prend la dérivée d'ordre (m — 2)
f"'~*\x):=.m{ni — 1 )...*UoJ?* + (wi — i)...'iA,a;-|-(m — u).. lA,.
Cette équation a ses racines réelles si Ton suppose que Téquatioii proposée a toutes ses racines réelles (§ 47^} ^ on a donc
[!m — 1) . . 3 A,]' — [m (m — 1). . .'>.Ao][(/n — a) •.. ij A, > o
et, par suite, riuégalité(i) est impossible. • • Lorsqu'une équation du troisième degré
x'' -h '^px' -h '^X -f- ?• - o, a ses racines réelles^ on a
p* — q>o et ^'— pr>o.
Ou applique le théorème précédeut à l'équation proposée, et à l'équatiou aux inverses.
ir. SiV =0, représente une équation ayant toutes ses racines réeltes, les équations suivantes
/',nU-h(^--a)U' = o
/•,:^ U -f-3(x' — a)U' -f- {x - fl)*C" = o
^ =: u -f-7 (a? — a)U' -f-6 (x- — a)'U*4- {x — afl" — o
onif aussi f toutes leurs racines réelles .
Chercher l'expression générale de /"„, et montrer quen posant
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on a *
. .1 2.2 -Kl
Ou dciuuiitre cette deruière formule en remarquaat que les coelficieiiU vérifient la loi de récurrence suivante :
La fouctiou f^ est formée en prenant la dérivée de {x — a^f^^i. S. Appliquer le théorème de Rolle à V équation trinôme
X " -hj'jx'* "hqzzo, (m et M imiiairs)
On trouve que 1 équation a une ou trois racines réelles^ suivant que la quantité
nq
est positive ou négative. Si l'on suppose, en particulier, m = 3, /i=:i, ou a la condition connue
pour exprimer que l'équation a:i-\'px-{^qz=o a ses trois racines réelles- 0. Appliquer le théorème de Rolle à l'équation
(i) /'(a-)izj;*-f-J?*-h/*J: — i izo,
et séparer :tes racines.
On considère Tcquatiou
obtenac en posaut
Ou a
&' (x) s: 'io; -h i-h-;
ç {x) est une fonctiou continue pour toutes les valeurs de x, excepté pour x=:o, et toute racine de Téquation (2) est aussi racine de l'équation proposée (i). On remarque aussi que Ton a
et en faisant varier or, i» de —oc à — e; ao de -|- e à -f- <^} on trouve le résultat suivant :
1 -H- A < o ; 3 racines réelles séparées par —oc, — 1, o, +oc. i + X rr o ; i racines égales à — j, la troisième égale à -f- *• 1 -f- A > o ; une seule racine réelle, comprise entre o et+ 00.
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Le théorème de Descartes, et les corollaires nombreux qu^on en peut déduire, permettent, dans un grand nombre de cas, de reconnaître la présence des racines imaginaires, dans une équation donnée. La démonstration de ce théorème important repose sur le Lemne suivant.
4181. Eiemne. Lorsqu'on multiplie un polynôme f{x) par (^x — a), a étant positif, le produit obtenu renferme 2^-4-1 variations de plus que, f{x).
Nous poserons
-h ¥.x'^^ — I o r' — aj:-'-' ... — /^'.
Cette notation exige quelques explications. 1** Le polynôme est ordonné par rapport aux puissances décroissantes de a:.
2"* Le premier terme Ao est positif, et Boo;" est le premier
terme négatif, après AqX*".
y C^x^ est le premier terme positif après B^x*^ ; et ainsi de suite.
4® Enfin le polynôme f{x) se termine par un groupe de termes et, pour fixer les idées, nous avons supposé ces termes
négatifs. Ce groupe possède un premier terme, — L^x^ ; lequel est, selon les exemples^ suivi, ou non, d*autres termes. Dans le cas où le dernier groupe renferme plusieurs termes, — X ic* désigne le dernier d'entre eux.
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En résumé^ et d'après ces conventions: i® les signes des coefficients sont en évidence; ^^ les lettres A, B, ... K; a, ... a désignent des coefficients qui, suivant les cas, sont nuls, ou différents de zéro; mais les Mires Âq, Bo^ •.. To, désignent des nombres positifs ; 3® quand les coefficients a, ... X, ne sont pas tous nuls, on suppose "k^o.
Ces explications étant données, soit posé
On a donc
5(ar)=A^'"'*''...--B.
X ... \~\ax
-Ko
Comparons maintenant les polynômes f{x) et ç (x).
Entre les termes Aox*" et — BoJj", il y a, par hypothèse, une variation dans f{x) : entre les termes Aoj/'*"^* , — (Bo 4- Ao) x"^' i il y a dans 9(0;) une variation, au moins; et cette conclusion peut être formulée, également bien, en supposant A = o^ ou A;zf o.
Le raisonnement précédent peut se répéter dans les polynômes f{x) et ç (x), pour les groupes qui se correspondent, deux à deux, jusqu'à ce qu'on arrive aux derniers groupes qui exigent un examen particulier.
La comparaison que nous venons de faire de f[x) et de ? (x) prouve que, jusques et y compris les termes,
— LoJ?', dans f{x) ; — (Lo + Ka) or'^S dans ç (a?).
il y a, au moins, autant de variations dans f (x), que dans f{x).
D^autre part, si tous les coefficients a, . . X sont nuls, il y a
dans 9 [x) une variation qui n*existait certainement pas dans /■(x), savoir celle des deux termes
— (Lo-f-K«)x''', 4- aLox'.
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Si, au contraire, tous les coefficients a, ... X^ ue sonl pas nuls, on a, notamment, X;zf o; et la comparaison des deux derniers groupes
— Lox' — xr'~* ... — /a*, de f[x\
I — (Lo-hKa)a;'"'"* . . -f \ax\ de 9 (x)
prouve que le premier n*a atœune variation, mais que Tautre en possède une au moins. Ainsi, dans tous les cas, il y a plus de variations dans ç (x), que dans f[x).
Il est d'ailleurs facile de voir que celle différence esl un nombre impair.
En effet, si le dernier lerme de /'(.^O est négatif, le dernier terme de <f (x) est positif, ou inversement. Si Ton compte successivement les variations de ces deux polynômes on trouvera donc deux nombres de parités différentes ; en d^autres termes, leur différence est un nombre impair.
4189. Théorème de I^escartes. Le nombre des ratifies positives d'une équation f{x) no, est inférieur, ou tout an plu^ égalj au nombre des variations que présente lepolynùm ordomié f[x).
La proposition est évidente d'elle-même, sll n*y a aucune racine positive. Supposons donc que Téquation admette d^ racines positives que nous désignerons para,, ......a^; et posons
U désignant une constante, ou un polynôme entier dont W premier et le dernier terme ont, nécessairement, le mèmtr signe. En effet s'il en était autrement, Téquation U =: o admettrait une racine entre zéro et + x.
Le polynôme U n'a donc pas de variation, ou en renferme un nombre pair. Nous désignerons ce nombre par 2ib, k pouvant être nul.
La multiplication successive par les binômes x — a,, x h X — ap, introduit des variations, savoir:
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Le nombre total des variations est donc donné par la formule
k^k^,..kp] désignant des nombres positifs, ou nuls. On a donc^ finalement,
R étant un nombre positif ou nul. C'est cette égalité qui constitue le théorème de Descartes.
Il est visible que si Ton applique ce théorème, à Téquation /'(— a;) n 0 ; N désignant le nombre des racines négatives de l'équation f(x) zz u, et V le nombre des variations do la transformée en — X, on a
K.' désignant un nombre positif, ou nui.
COROLLAIRES DU TUÉORÈMË DE DESCAHTES
4K$3. Corollaire 1. La différence {m — V — V) est éyale à zéro, ou à un nombre pair.
Nous conserverons les notations adoptées précédemment (g 370). Le théorème de Descaries donne les deux égalités
V — PIZV.K V— N-9.K'.
On sait d'ailleurs que Ton a
U en résulte,
P -h N + I — V — V — iK" — ik' — iK ou
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Le nombre V -f- V est égal ou inférieur à m (g 371), par suite K' — K' — K est un nombre positif, ou nul. Nous pouvons donc poser
itSift. Corollaire U. Lorsque la différence {m — V — V) n'est pas nulle^ mais égale à 2jjl; il y a, au moins, a;/, racines imagiîiaires dans réqualion proposée.
Les égalités
V — P=iK
V — N =: 2K' m — y — \' z=. -ijjL,
donnent
m — P — N=:2(K + R' + ix),
ou
I=:2(K + K' + ix),
ou, enfin^
I > 2li..
418&. Corollaire 111. Lorsqu'une équation a toutes ses racines réelleSf on a i«> V n F, 2® V = N. Les égalités
donnent
I-(V — P)+(V'— N) + (tn— V — V
D'ailleurs (V — N), et (m — V — V), sont des quantités positives, ou nulle?; on a donc
I > îiK.
4189. Corollaire \, (Réjçle de Starm). Si, en multi^ pliant /"(x), par x — a,on introdxiit ik + 1 variations ; il y a, ou moins^ 9.k racines imaginaires dans Véquation f{x) zz o.
Posons
o{x) = {X''a)f{x), et considérons l'équation
Si Ton désigne par V le nombre des variations du polynôme/* (a:), réqualion (1) admet V + afe-i-t variations, et P-f-i racines positives. I.a différence de ces deux nombres est
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ol comme (V — P) est un nombre positif, ou nul, il y a donc, (1* f^^0> ** racines imaginaires, au moins, dans Téquation
et, par conséquent, dans Féquation proposée f[x] zz o,
4189. Corollaire VI. (Théorèmr des ÎB.euwà^s,) Lorsqu'une équation présente une lacune, elle admet, au moins, autant de racines imaginaires qu'il en existe dans Véquation obtenue en égalant à zéi*o Vensemhle des deux termes qui constituent la lacune considéi^ée.
une équation présentant une lacune de q termes entre
Hrr''^^'^'et rF,r''.Nous allons compter les variations qui peuvent exister dans les parties i, 2 et 3 ; et dans les parties correspondantes 1', 2% y ; de la transformée en [—x).
1» Dans (1), si Ton met j^^"^* en facteur, on obtient un polynôme d'un degré égal à m — p — q— i : le nombre total des variations des parties i et i' est donc égal, ou inférieur, à (m ^j) — q — 1).
2« La même remarque, appliquée aux parties 3 et 3', donne pour ces deux régions, un nombre total de variations, qui e>l tout au plus égal à p.
30 Étudions maintenant les variations qui peuvent exislrr dans les parties 2 et i\ et distinguons deux cas, suivant que la lacune est paire ou impaire.
L'équation obtenue en égalant à zéro l'ensemble des deux termes qui constituent la lacune est, abstraction faîte du
facteur .tP,
(2) H.r^^' -f. ir z= o.
Si q est un noml)re pair, celle équation binôme admet une
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seule racine réelle. On voit aussi que dans les parties 2 et 2' il y a une variation.
Dans cette hypothèse, le nombre total des variations de f{x)eX def[—x) est, donné par l'égalité,
Il y a donc, dans Téquation proposée, au moins q racines imaginaires. D'ailleurs l'équation (2) n'ayant qu'une racine réelle, admet q racines imaginaires aussi, et ceci vérifie la proposition, dans le cas de la lacune paire.
Prenons maintenant le second cas, celui où la lacune est impaire. Si II et H' ont le même signe, il y a zéro racine réelle dans l'équalion (2), et zéro variation dans 2 et 2'. Le nombre total des variations est alors {rn—p — ^— i)+p, ou m — q — 1. 11 y a donc, au moins (^+1) racines imaginaires dans l'équation donnée, et il y en a aussi (9 4-1) dans l'équation (2). Enfin, si II et H' ont des signes contraires, il y a deux variations dans les parties 2 e^ 2' ; il y a aussi deux racines réelles, et par conséquent (g — *) racines imaginaires, dans l'équation (2). Le nombre total des variations est alors (m—p—q—i) -\-p H- 2 ou tn — y + 1. Par suite il y a (y — 0 racines imaginaires, au moins, dans Téquation proposée : il y en a aussi {q — i) dans l'équation (2). Le théorème des lacunes se trouve ainsi établi dans tous les cas.
Lorsqu'une équation présente plusieurs lacunes, il est bien entendu qu'on doit appliquer le théorème précédent à chacune des lacunes.
itSU. Parmi les conséquences qu'on peut tirer immédiatement de ce théorème, nous citerons les deux suivantes qui sont fréquemment invoquées :
1» fS'il manque un terme, entre deux termes de même signe ^ il y a des racines imaginaires.
2» S'il manque deux termes consécutifs, il y a aussi des racines imaginaires.
Mais, le plus souvent, le théorème des lacunes est appliqué d'une manière indirecte et nous allons montrer cette applica-
tion indirecte, sur des exemples divers. Ces corollaires reposent sur une idée très simple, que Ton peut formuler ainsi : lorsqu'on multipliant f{x)y par 9 (a;), le produit étant effectué, on obtient une lacune qui révèle la présence de racines imaginaires dans réquation
il existe certainement des racines imaginaires^ dans fèqmtion /* (a:) — o, sHl n'y en a pas dans V équation o (.r) — o.
Le théorème suivant est une application de ce principe srénéral.
iftOO. Théorème. Si q coefficients consécutifs d'une équation f(x) ■=: o,
vérifient, pour deux valeurs consécutives de p, la relatimi
et si réquation o {x) zz o,
o (x) zn a^iC^~'4-a^_,a?^' 4- . . . -h a,iF + a,
w'a que des racines réelles, réquation f{x) zz o, a des racini'^ imaginaires {*).
En effet, dans le produit effectué \f{x), <^{x)], le coefficient
du terme en x'""^ est
1. Journal de mathématiques spéciales, i883, p. j.k (Nut«' i^ur le thé'trrtii'' tie Descartes, par M. Walecki.)
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et celui de x'^'P"^
Ces deux coefficients sont nuls, par hypothèse. D'après la propriété que nous avons établie, tout à l'heure {% 4^9)» il y a donc des racines imaginaires, dans Téquation proposée.
iftOl. Corollaires. Du théorème précédent découlent diverses conséquences ; nous indiquerons seulement les deux propriétés suivantes :
1® jS"* iroù termes consécutifs sont en progression géoinètriquCy il y a des racines imaginaires (théorème de M. Hermile).
En désignant par t la raison de la progression^ on multiplie f(x), par (i — /x).
'k^ Si quatre termes co)isécutifs sont en progression arithmétiquCy il y a des racines im,aginaires.
Dans ce cas, le facteur ç(,r) est égal à (i — -aa? -f-^').
499. Théorème de Badan. Étant donnée une équation f{pc) — o, du degré m, qui a tontes ses racines réelleSy si dans la suite
on substitue successivement à .r, les nombres a et 6, (a < ê) ; il existe^ dans V intervalle (a, g), autant de racines réelleSy qu'ail // a de variations perdues dans cette suite, quand on compare les résultats des deux substitutions (*). Posons
1. Le théorème donné parBudanct par Fourier est plu» général que celui qin» nous venons d'énoncer. Budan ot Fourior ont montré que le nombre dos variations perdues était supérieur, ou é^al, au nombre des racines réelles comprises dans Tintervalle considéré. Le théorème de Sturm ne lais^so pins ^ère d'intérêt, qu'au cas particulier qui noua occupe ici.
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I/équalion transformée est
Cette équation a toutes ses racines réelles ; par suite, elle admet autant de racines positives qu'il y a de variations dans la suite
En désignant par z^ le nombre des variations de la suite
(A), pour xzzoL^ on voit donc que le nombre des racines supérieures à a est égal à z^. En appliquant cette remarque à la
valeur ^, donnée à x, on voit, finalement, que les racines comprises entre a et ^ sont comptées par les unités de la différence {z^ — z^,
4103. Remarque de Jaeobl. Nous ferons ici une dernière remarque, laquelle a pour but, comme le théorème précédent, de rechercher le nombre des racines comprises dans un intervalle donné (a, 6), lorsque l'équation considérée a toutes ses racines réelles.
Soit f{x) zz o, réquation proposée : et soit posé
I/équalion transformée ç (y) i= o a toutes ses racines réelles. Si elle présente 0 variations, par conséquent, si elle a 0 racinos positives, la formule de transformation indique qu'il y a 0 racines de réquation f(x) n o, dans Tintervalle (a, 6).
i . Appliquer h Ihéorhnr des laaines à réquation
Ou multiplie Jps» doux mombres par ar' — j.r 4- 1 •
EXERCICES ;:i!'
it. Loi'Sffue /^* h'oi.f premiers ODefficienisfCuneéqiuition^rhi thfp^é m^ snni \
m 'm — I I. fn, f^tie éff nation a des racines imaginairea .
On remarque que ]>quation proposée peut être écrite soiiî* !n forme
3(j-) di'':«i;bfuaat une fonction endcpc du degré (m — 3), tout au plu». En posant jr-]- j i:://, le théorème dos Inciine» rt'îvèli' la présence des racines imaginaires.
3. Si quatre coefficients cvtséctftifs .«o/i/ A. B, A, li; l' équation proposée admet des racines imaginaires.
On multiplie par (>* — . i ) .
4. Si 3 A, — A, — A, 3 A désignait quatre coefficients consécutifs (Tune équation j celle-ci possède des racines imaginaires .
On multiplie par x*-^^2x-\-\,
5. Lorsqu'une équation a toutes ses racines réeltes, si Von désigne par I*, Q, R irvis coefficients consécutifs quelconques^ on a toujours
PH
(De Giia).
Cette proposition »c v)''rifte fitcilemeiil pour les troi« preiiiiorsi coefficienlfl. On n. en effet,
(Aox"'+A,a;"'~' +A,.t"'"-+ ...)(j::— À) =Ao.r""^' 1(A — A.À)x"' -h(A,-A,X;.r'"-' + ...
Prenons >.zz -- , le coefficient de x^"^ est alors Aj — 7- et comme dnns
Aq Ao
l'équation proposée f{.r)=:o il n'y a pas de racines imaginaires, l'équation (.r — X)^(.r} =<> jou't» *^lle aussi, de cette propriété. La lacime qui provient lie la disp«irition du terme en jp*" doit donc se produire entre deux terme-» ayant des si|(nes contraires. Ou a donc
ou
Aj— AoA, >o.
Cette remarque étant faite, on considère quatre coefûci«*nl8 conséculits A, B, C, D. Soit
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on a
L'équation
a tontes ses racine» réelles si > est réel, on voit donc qae trois coefficienU coniécutifs ne peuvent pas être en progression géométrique. (Tbéorèoie de M. Ilermitc.) L'équation
(C - BX)» - (B - A a) (D — CW
ou
>/(B'— .AC)-X(BC-AD)+r/-BDr:o
a donc ses racines imaginaires. Les deux nombres C— BD,et B« — AC»odI donc le même signe. Le théorème de de Gna découle de cette remaninf". On voit aussi, comme l'a remarqué M. Catalan, que quatre cœ/jfidenit ronséctttifg quelconques A, B, C, D ; d'une é'^uation^ n'ayant que des mcinn r^etles^ vérifient toujours la relatiort
(BC -AD}'— 4(B'-AC)(C* — BD)<o.
6. Si quatre coefficients consécutifs sont quatre termes ronséaitifs de la suite de Lamé, t équation a des racines imaginaires.
Les coefficients considérés sont;), q^ p-\*q%p-\'^qi et, ponr démonlrcr la proposition, on multiplie par.T-— a:— i.
T. Si quatre coefficients consécutifs sont A + B. B« A, B — A : Véquatian a des racines imaginaires.
II suffit de multiplier par x*-{-x—i.
8. Si neuf coefficients consécutifs sont A, B,C: A, B, C: A, B, C: féqvfilion a 4 racines imaginaires ^ au moins.
On multiplie par .r'— i ; on produit ainsi une lacune de 6 leraioi» el comme Ton a introduit deux racines imaginaires seulement il y en nrail donc4t ûu moins, dans l'équation proposée.
On peut facilement généraliser cefto propriété.
H. Véqttation f{.T) = o
fix) = U -h A.rP r Rr^-' ^ Ax^' ^ Cr^"'^ -^ Aj^"' 4- V.
si 1*071 suppose que\} et\ n" offrent que des permanefices, et que A, B. C soient des nombres positifs, a des racines imaginaires.
On remarque que (Jc* + 1 ) /* (.t) n'a que des permanences. L'êquaU«ni f{.r)=nn\'a, donc pas de racines positives et comme elle offre deux varialions, ou a V — P = j.
!•. Lorsque les trots premiers coefficients (V une équation sont i, p, —
efte a des racines imayinairts, si Von suppose p{p'\' m) >o. Oo remarque que l'équation proposée peut a'écrire
i >u pose alors j;-{ — = y et il se produit, duus Téquation trau^roruiée, une
Jacuoe eutrc deux termes de même signe. Daus le cas de p ^ m ou retrouve Texercice (2), avec uae légère modiflcatiou .
H . Si cinq coefficients consécutifs sont
A, B, C, (2B — A), (aC— B);
l'équation a des racines imaginaires.
Ou emploie le multiplicateur xs — jx-f- 1 ; ou remarque d'aillcui's que I équation
x* — IX TT 1 :z: o, a toutes ses raeiues réelles, car lun a
(x* — îx -H i ) = (x- — 1) {x* + X- — 1).
It. Si cinq coefficients consécutifs A, B, C, D, E: vérifient ta relation
X-' — (a*-f i)x-hx=z[x — x)[x'-^xx—i
Les différents théorèmes que nous avons exposés jusqu ici, indiquent bien, dans certains cas particuliers, la présence des racines imaginaires dans une équation donnée^ mais aucun d'eux ne résout complètement le problème fondamental de la résolution des équations numériques, celui qui se propose de donner le nombre des racines réelles comprises dans un intervalle donné. € L'Agèbre offrait ainsi une lacune regrettable, mais celte lacune se trouva comblée de la manière la plus heurelise par le fameux théorème de Sturm. Ce grand géomètre communiqua à TAcadémie des Sciences, en 1829, la démonstration de son théorème qui constitue Tune des plus brillantes découvertes dont se soit enrichie l'analyse mathématique (').. »
41041. Définition des fonctions de Sturm. Soit V 1= «i, une équation qui n'a que des racines simples; désignons par V, la dérivée du polynôme V.
En divisant V par V„ on obtient un quotient Q^, et un reste que nous désignerons par Vj, après ravoir changé de signe. On a, d'après cela,
Divisons maintenant V, par V, ; soit Q, le quotient, et V, le reste changé de signe ; on a encore.
l. SciTcl, Ahjèbre àUperteute.
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Si Ton poursuit ces opérations, qui ne sont autre chose que celles que Ton fait pour chercher le plus grand commun diviseur des polynômes V et V,, on aboutit à un reste numérique, puisque V et V, sont des polynômes premiers entre eux. En désignant par V^ le dernier reste, change de signe, on a l'identité finale
Les polynômes
ainsi définis, constituent la suite des fonctions de Slurm.
On voit, en particulier, que la première des fonctions de Sturm est le premier membre de Téquation proposée ; la deuxième est la dérivée de la première fonction; enfin la dernière est une quantité numérique, autre que zéro.
410S. Théorème de SÉurm. Si dans la suite de Slurm on sabsiitue à x, successiveme)U les nombres a e/ ^ (a < 3) ; ^6 nombre îg des variations obtenues, dans cette suite, par la seconde
substitution est égal, ou supérieur, au 7iombre ^^ des variations
qui correspondent à a. Dafis le premier cas (ïg — ï^ = «)> ^l n'y a aucune racine réelle dans r intervalle (a, 6) ; dans le second cas (C^ -— ïa - fc)> il yak racines réelles dans Vinter-
valle (a, 6).
La démonstration de ce théorème remarquable repose sur diverses propriétés que nous établirons successivement.
Première propriété. Deux fonctions consécutives de la suite de Stui'm ne peuvent pas s' annuler, pour une même valeur de X.
Celle propriété est évidente pour les deux dernières fonctions Vy^_p V^; puisque celle-ci est un nombre différent de
zéro : elle se vérifie aussi pour les deux premières fonctions V et V,, parce que Téquation V — o n'a que des racines simples. 11 reste à la démontrer pour deux fonctions
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V. n*élant pas la première, el V.^, la dernière, des fondions
de Stumi .
On a, dans cette hypothèse,
Celte identité prouve que si V- et V^ ,, s'annulent pour
X zz a, V,^2 s'annule aussi pour cette même valeur de x. D'après cette remarque toutes les fonctions de Sturm qui suivent \- s'annulent donc pour a? — a : cette conclusion ne peut être acceptée, puisque Ton a V^;zf o.
Autt^ement. On peut encore raisonner ainsi : V^ n'étant pas la première fonction de Sturm, on a
Par suite V^p et toutes les fonctions de Sturm qui précèdent V,., en particulier, les deux premières fonctions V el V,,
s'annuleraient donc pour xzzx : a serait une racine multiple de réqualion V zzo; ceci est en contradiction avecThypo thèse.
Deuxième propriété. Lorsqu'une fonction de Slurm, qui n'est ni la première, ni la dernière, s^annule pour x zr a; le nombre des variations de la suite est le méme^ un peu avant le passage par a, et un peu après.
Remarquons d'abord que la dernière fonction de Sturm est une quantité numérique différente de zéro; elle n'est donc jamais nulle. Nous nous réservons d'examiner tout à l'heure le cas où la première fonction V, passe par zéro ; et, pour le moment nous voulons seulement observer le passage par zéro, d'une fonction V-, qui n*est ni la première, ni la dernière.
Dans cette hypothèse, on a
Soit a une racine réelle de Téquation V,~u, Ce nombre i
n'est pas racine de Téquation V^j zz o, ni de Téqualion V,.^| iz o {première propriété). Lorsque x varie dans l'intervalle (a — e, a-h s), les fonctions V^., et Vq., conservent donc le signe qu'elles possèdent au moment du passage de x^ parla valeur a. Or, l'identité (i) montre que, pour o? = a, V,^, et V,^| ont des valeurs égales et de signes contraires. Ceci prouve qu'un peu avant, et un peu après le passage, V,._, et V.^^ ont des valeurs
de signes contraires.
Si, avant le passage, les fonctions V,_p V., \V^j donnent
lieu au tableau suivant :
un peu après le passage, ou aura
ou
suivant que V, s'est annulé en changeant, ou en ne changeant pas, de signe. Dans tous les cas, les trois fonctions ^i_i> Vp V,.^j présentent le même nombre de variations, un
peu avant, et un peu après, le passage de x par une racine de l'équation V,. =z o. Le seul effet produit dans les variations,
par ce passage, est le déplacement de l'une d'elles ; encore feut-ilqueV,- s'annule, en changeant de signe; dans cette
hypothèse la variation se déplace, de la droite vers la gauche ; le nombre total des variations n'étant d'ailleurs nullement modifié.
TjNrffliénie propriété. Toutes les fois que la variable œ, passe par une racine de V équation Y = o, il y a perte éCune variation dans la suite de Sturm.
Nous savons en effet (§ 46*7), que V et V, ont des signes contraires, avant le passage de o; par une racine de l'équation
V = 0 ; el qu'elles onl le même signe, après ce passage. Il y a donc perte d'une variation dans la suite de Sturm, toutes les fois que la variable x passe par une racine de réquation proposée.
Oonclnsioii* Le théorème de Sturm est la conséquence immédiate, et évidente, des remarques qui précèdent. Imaginons que X varie dans Tintervalle (a, ^)» a étant plus petit que 0. La suite de Sturm perd autant de variations qu'il y a de racines réelles dans cet intervalle. S'il y a le même nombre de variations^ pour a; = a, et pour x nzB, on peut afSrmer qu'il n'y a aucune racine de l'équation V ir o, entre a et 6 ; si non, le nombre des variations perdues indique, exactement, le nombre des racines réelles renfermées dans l'intervalle considéré.
4IOB. Second énoncé dn théorème de Stamt; les limites étant — » et+ <x. Le nombre des couples des racines imaginaires de réquation V ir o, est égal au nombre des variations de la suite formée par les premiers coefflcietUs des fonctiotis de Sturm,
Soient i, m, «,,«„ ... a,,^^, les premiers coefficients des fonctions de Sturm et considérons les deux suites :
(A) 1, -m,-Ha„ .■+-(— «r«m-i>
(B) 1, + m, + a„ ... -4-aw.i.
Soit z le nombre des variations de la suite (A); z' celui des termes de la suite (B). Si dans les fonctions de Sturm ou substitue d'abord ^ oc, on obtient z variations ; en substituant 4- ex» on en a 2'; par suite le nombre R, des racines réelles, est donné par la formule
(i) li- z — z\
D'autre part l'examen des suites (A) et (B) prouve que deux termes consécutifs présentent une variation soit dans (A), soit dans (B), et une seule. On a, d'après cette remarque, et eu observant qu'il y a (m + i ) termes, dans chacune de ces suites,
(■i) zH-z'^m.
Les relations (i) el (2) donnent,
m — R zr. I zz 22'.
U y a donc autant de couples de racines imaginaires que d'unités, dans le nombre z\
4199. Corollaire I. Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelleSy il est nécessaire et suffisant que les premiers coefficients des fonctions de Sturm soient positifs,
La formule 1 iz 25', que nous venons d'établir, prouve : i^que si Ton a 2' = o, on a aussi I =: 0 : la condition est donc suffisante ; 2" qu'en supposant I n: o, on a pareillement 5' zz o : la condition est donc nécessaire.
498. Remarque. La méthode de Sturm conduit aux [m — 1 ) conditions suivantes
a, > o, OL^^Oy ... a„,_|>o.
Ces inégalités^ lorsqu'elles sont vérifiées, expriment que réquation V = o a toutes ses racines réelles ; les nombres a étant, nous le rappelons, les premiers coefficients' des fonctions de Sturm. Ces conditions ne sont pas nécessairement distinctes^ et nous le montrerons tout à Theure, en appliquant la méthode de Sturm à Téquation générale du troisième degré. Il y a même, toujours, entre ces nombres a, une sorte de dépendance de laquelle il résulte qu'il n'est pas possible d'écrire les inégalités
dans un sens arbitraire. Par exemple on ne peut pas avoir
^i<^> *i>^> ••• *i/H.i<o^ ai/,>o, etc..
En effet le nombre z' des variations de la suite (A) serait alors égal à m, et l'on aurait I = 2m; résultat évidemment impossible. Pourtant cette remarque sur la dépendance des nombres a, n'entraîne pas, avec elle, cette conclusion que les
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coadilioQs trouvées par la méthode de Slurm rentrent, nécessairement, les unes dans les autres. Le cas de Téquation bicarrée, que nous examinons plus loin, met ce point hors de doute.
411NI. <yorollali« 11. Lorsque V équation obtenue en égalant à zéro une des fondions de Stumi a ^k racines imaginaires; ou encoreysoit 2k, soit 2* + i racines égales ;V équation proposée admet, au moins^ 2k racines imaginaires.
Considérons trois fonctions de Sturm
et reportons-nous à la démonstration donnée plus haut. On doit observer que si Téquation V = o a toutes ses racines réelles il est nécessaire, non seulement que les (m— i) racines de réquation V,- = o soient réelles et distinctes, mais encore
que V, s'annule, en changeant de signe, et de telle sorte que la
variation que présente les fonctions V,_j, V,., V^^j se déplace de
la droite vers la gauche. Si pour un motif, ou pour un autre, cette condition essentielle ne se trouve pas réalisée, si notamment réquation V, = o a ik racines imaginaires, ou, dans
d'autres cas, soit 2/r, soit (2A+ 1) racines égales; la fonction V,. ne laisse passer que m — i—ik variations, au lieu de m — 1.
11 y a donc, certainement, 2k racines imaginaires dans réquation proposée.
tMO. Examen da eas des raeines égales. Nous allons maintenant montrer que, sauf une réserve essentielle, et que nous formulerons plus loin, la méthode de Sturm s'applique encore au cas où réquation V = o a des racines égales.
Supposons donc que V, et sa dérivée V„ admettent un plus grand commun diviseur D. Le calcul qui donne ce polynôme D fournit les identités suivantes
\V„ Ws, ... W^ désignant, bien entendu, non les restes des
divisions successives, mats les restes changés de signe. On remarquera aussi que si W^ représente, comme nous le
supposons, le reste de la division qui précède celle qui se fiait exactement, nous avons
Nous pouvons aussi observer que D divisant V et V,, divise exactement W,, par suite Wt et, en général, tous les polynômes de la suite
Posons donc '
^= (5)' '' = (fr)'"«= (^)'- *''== Çïï}'
les termes de la suite
seront des polynômes entiers et le dernier d'entre eux t?^ est
égal à Tunité Ces polynômes vérifient, d'ailleurs, les identités suivantes
relations qui découlent des identités (i), en divisant par D, les deux membres de chacune d'elles.
Ces fonctions u, «,, ... r, donnent lieu aux remarques suivantes.
1» f^e rapport |— | passe du négatif au positif y quand la variable X passe par une racine de F équation t) = o.
On a, effet
Le rapport rp passe du négatif au positif quand x passe par
une racine de l'équation V := o ; d^ailleurs, abstraction fiiile de
la multiplicité des racines, les équations t) =r o et V = o ont les
V V mêmes racines, les rapports — et rr- ayant, à chaque instante
des valeurs égales, la remarque énoncée est donc vérifiée.
Les deux propriétés qui suivent résultent des identités (i): leur démonstration est toute semblable à celle que nous avons donnée plus haut, pour établir les propriétés semblables, dans les fonctions de Sturm. Il nous suffit donc de les énoncer.
a® Lorsque la variable x passe par une racine (Tune des équations V, rz o, ... v^_, — o, la suite
ne perd aucune variation,
3® Lorsque^ au contraire^ x passe par une racine de réqualion V — o, il y a, dans la suite précédente ^ perte dune variation.
De ces trois propriétés des fonctions v on conclut qu'en substituant successivement a et ^, dans la suite (3), le nombre des variations perdues indique, exactement, le nombre des racines réelles comprises dans l'intervalle (a, 0).
On doit, d'ailleurs, remarquer ici qu'il n'est pas nécessaire de calculer les fonctions (3) et qu'on peut leur substituer la suite
(4) V,V„\V,, ..W,; fonctions qui sont fournies par la méthode ordinaire de Sturm.
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Ceci tient à ce que les suites (3) et (4) ne différant que par un feicteur commun D (positif ou négatif, il n^importe), elles présentent le même nombre de variations, pour une valeur donnée de x.
En résumé, on pourra donc appliquer la méthode de Sturm à une équation ayant des racines égales, mai^ avec cette restriction importante^ que le nombre des variations perdues, pour a? = a, et pour j? — 6, indique seulement le nombre des racines distinctes comprises dans Vintervalle (a, 3); abstraction faite de leur degré de multiplicité,
SOI. Généralisation du théorème de Storm. Nous avons remarqué, dans le paragraphe précédent, que la méthode de Sturm s'applique à des fonctions qui ne sont pas celles qui constituent ordinairement la suite de Sturm, mais qui jouissent, pourtant, de ce qu*on peut nommer les propriétés essentielles des polynômes de Sturm; ces propriétés étant celles qui sont indispensables à la démonstration que nous avons donnée, plus haut, pour établir le théorème de Sturm. Il résulte, de là, une généralisation de ce théorème qui, ainsi étendu, peut s énoncer dans la forme suivante :
Soit
une suite de polynômes entiers remplissant les conditions suivantes :
i® — est négatif avant le passage de x par une racine de
r équation U — o ; il est positif après le passage, 2" Ujt conserve le même s igné y quand x varie entre a et 6. 3" Trois fonctions U consécutives ^ quelconques y vérifient
V identité
q^lors Véquation U zr o, a autant de racines réelles dans Vintervalle (a, p) qu'il y a de variations perdues dans la suite (A) quand on y substitue à Xy successivement^ les valeurs a et p.
APPLICATIONS DU THBORXUE DE ftTORM.
tMM* Équation du Éroisléme
Considérons d'abord Téquation
Le tableau des fonctions de Sturm est alors
Yzaix^-i-px + q
i« Forme réduite.
Elles sont obtenues par le calcul suivant :
3 OQ
ap 4p*
un
ap ,\ 4P' ^3
Les conditions nécessaires et suffisantes, pour établir la réalité des racines de Téquation V zi o, sont donc
qui rentrent Tune dans Tautre; elles se réduisent, en effets à la condition unique
20 Forme générale. Considérons maintenant Téquation géné> raie du troisième degré
Les fonctions de Sturm sont alors :
V = «* -H jKC* -j- ga? -(- r
ap q
2 (p* — :\q)x -hpq—dr
Ces fonctions sont données par les calculs suivants :
Calcul de V,.
af-hpx^ + qx-i-r
9V, zz2(p*^ 3q)x -hpq — 9^
Ca/cti2 de V,.
>• — Sgrpefo)
iC'
2 (p' — 3(2^)0? 4-pg- 9r "~~ ap pg— 9»*
y—g^") ( p pq—9r \
3 ' 2(p'^3q)\ 3 2(p"-3g); 1 îi(p*-3(y)«V,- -.4|(p'-3^)*+4f (p* ~3g)(p^-9r)-(pî -9^)*.
On trouve ainsi^ pour exprimer la réalité des trois racines de l'équation, les deux inégalités^
CB) (P^ -9r)' - 4^ (p' - 3^) {pq ^ gr) f- 4f (p^ - 3^)* < o.
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Ces conditions rentrent d*ailleurs Tune dans Tautre. (Ex. 4.} MM. Équation Mearrée. Considérons, enfin, Téquation
û^ -\-px'-^q::zo.
On a, dans ce cas,
r=x* -{-px* -\-q
zzq.
Ces fonctions sont données par les calculs développés ci-dessous.
Calcul de \\,
a?* + PiT* -1-7 xr +- - x
Calcul de \\,
px
Calcul de \\.
par
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Les conditions, pour la réalité des quatre racines de Téqualion V zz o, sont donc
ou
Ces conditions ne rentrent pas les unes dans les autres.
Nous ferons remarquer ici que si les conditions, en nombre {m — i), fournies par la méthode de Sturm,ne se réduisent pas d'elles-mêmes^ et dans tous les cas, à un nombre moindre, rien ne prouve qu'il ne soit pas possible, par une combinaison convenablement faite sur elles, de les remplacer par des conditions qui sont suffisantes pour exprimer que les m racines de l'équation proposée sont réelles ; le nombre de ces relations étant inférieur à ( m — i). C'est ainsi que, dans le cas de réquation bicarrée, les trois conditions que nous avons trouvées
peuvent être remplacées par les deux inégalités
En effet, le produit q {p' — iq) ne peut être positif que si les deux facteurs ont le même signe. Mais on ne peut avoir, simultanément
q<.o et p* — iq<.»'
On a donc, nécessairement,
7>o et p' — iq>o,
MI4. Remarque. En appliquant la méthode de Sturm à une équation V = o, il faut bien noter que les dividendes ou diviseurs peuvent être multipliés par des facteurs numériques, mais non par des facteurs algébriqueSy dont le signe ne serait pas constant, et connu.
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i . Soit V = o, une équation ayant toutes tes racines réelles et distineUs. On sait (S 499) 9^ Véquation V,==o, Vj étant un des polynômes de Sturm,
a toutes ses racines réelles. Démontrer que ces nombres séparent les raeittes de Véquation V,- . | =0.
S. Ayant posé
et
on sait que V„ =ro est une équation du degré nen y (§146). Démontrer que
lesn racines de cette équation sont réelles, dèslinetes, et comprises entre '}'i et — a.
On considère la suite
Trois termes conséctitife de cette suite vérifient TidentitA
Il en résulte que la suite ne peut perdre de yariation que si y passe par une racine de V„ =0. On remarque d'ailleurs que pour y =r — a, on a
V„— j-î, V, — -a, V, iz f 2, etc..
et, pour v- + ^»
Vo— ^, V,— «, V, 3: «, etc..
Il y a doue n yariations perdues ;
S. Les notations de V exercice précédent étant conservées, démontrer que si Von pose
Véquation
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à toutes ses racines réelles, distinctes et comprises entre ^- j ei — a. Des relations
on déduit
OU
Oasobstitue successivement — a et -)-a dans la suite:
U^ U U„_„ U„. (Uo=o)
On trouve. d*abord,
i, -h i, etc
puis,
if •'y «)y clC* > •
4. Reconfiaitre que les deux conditions trouvées (§ ôoj), t^ntreAt l'une dans tauire.
Ije premier membre de rinégalit<^ (B) peut être considéré comme un trinôme du second degré par rapport à (pç — g»*)- Eu cherchant à décomposer ce trinôme en facteurs, on trouve que la quantité soumise au radical
est - (i^ — 3ç]<. Si Ton avait p* — 3^ <0| la décomposition serait impossible
vi le trinôme considéré aurait constamment le signe de sou premier terme, c'cst-à-dirc le »ignc +•
DE NEWTON
&0&. Le problème qui va nous occuper dans cette leçon peut être défini dans les termes suivants :
Étant donné un nombre a^, représentant une valeur approchée (Tune racine incommensurable x' de V équation f{x) i=o; V intervalle (a,, x') ne renfermant aucune racine de cette équation; trouver des nombres a,, a,, ... a„ donnant des valeurs de plus en plus approchées de x\ valeurs telles que ton ail : lim {a^ — x^)^o,pournz=, oo.
On peut résoudre ce problème par trois méthodes principales; la méthode de Newton, celle des parties proportionnelles; enfin par la méthode de Lagrange,
Nous exposerons successivement ces trois méthodes; mais elles reposent toutes sur un problème que nous devons préalablement traiter : nous voulons parler de la séparation des racines.
MIG. li^imratioii [des raeines. On dit qu'une racine o;'^ de réquation f{x) zz o, est séparée par l'intervalle (a, 3) lorsqu'il n'y a aucune autre racine de Téquation, dans cet intervalle. Si Ton suppose a < 3, a est une valeur approchée par défaut, 0 une valeur approchée par excès, de la racine x\
La méthode de Slurm permet de séparer les racines d'une équation donnée.
Substituons, en effet, les nombres a et 3 dans la suite dt;
Siurm : s'il y a perle d'une variation, on sait qu'il existe une seule racine de l'équation dans Tintervalle (a, 3) ; cette racine est donc séparée. Supposons maintenant qu'il y ait perte de deux variations ; ceci indique la présence de deux racines dans rintervalle (a, &), et il faut alors séparer ces racines. A cet eflet, on pourra substituer les nombres
S'il y a perle d'une variation dans Tinlervalle (a, ^^— ^),
les deux racines sont séparées ; Tune est située dans cel inter-
a-f-û valle ; Tautre est comprise entre et ^.
Si, au contraire, il y a perte de deux variations entre deux termes a, et ^i de la suite (i) on pourra considérer la nouvelle suite
et substituer ces nombres dans la suite de Sturm. En remarquant que
Ton voit, qa'au bout de n opérations de ce genre, on aura
Cette égalité prouve que la différence (x„ — ^„) tend vers zérO; quand n croît indéfiniment.
On peut donc dire que la méthode précédente, abstraction &ite de la longueur des calculs, conduit, avec certitude, à la séparation des racines.
R09. Formule de eorrection de IKeivton. Soit a, une valeur approchée^ el donnée, d'une racine inconnue x', de
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réquation f{x) zz o« Soit h la correction, positive ou négative, qu^il fiiut ajouter à a pour avoir a;'; de telle sorte que
x'zia-*- A.
On a d'ailleurs /*(s+A) =r o, et Tidentîté connue
/^(a-^A)=/(a)-hV(*)+^rWH-..- f ^ ^ ^
donne
o =r(x)+hr {*)+... +
La méthode de Newton consiste à néglifçer, dans le second membre, tous les termes qui suivent A r (^)> et à faire subir au nombre (x, une correction A,, donnée parla formule
C'est la formule que nous voulions établir.
MM. Inteiprétetion s^ométriqve de la foraiale de ewrrevÊMwn de Mewton. Construisons la courbe dont Téquation est
et soit OA == a ; l'ordonnée correspondante A'A, est égale à /"( 2) .
METIIOOES D'APPROXIMATION
Le triangle rectangle A'AC^ donne
AA'ziAClgACA'.
D'ailleurs X'Cx est un angle dont la tangente trigonométrique est égale à f («)• On a donc
IgACA'^-rW,
el, par suile,
AC
On a dope ACn^,, el Ton voit ainsi que la méthode de Newton revient, au fond, à chercher Tintersection de la tarjgente à la courbe, au point considéré, avec Taxe ox.
Cette interprétation géométrique prouve qu&la formule de correction de Newton peut, suivant les cas, être bonne ou mauvaise ; qu'elle peut donner, tantôt une expression plus approchée de la racine et tantôt, au contraire, une valeur qui s'en écartera beaucoup plus que le nombre approché, donné. Dans la figure (i), la méthode de Newton s*appliquerait avec
succès; mais la figure (2) donne un exemple où cette méthode serait absolument en défaut.
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Puisque, d'après ces explications, la formule de correction de Newton ne donne pas nécessairement une approximation préférable à la valeur donnée, nous devons, avant d'aller plus loin, rechercher dans quelles conditions il convient de se placer, pour appliquer, avec certitude, la méthode que nous exposons.
Nous supposerons, dans ce qui va suivre, qu'avant tout autre calcul, on ait pu déterminer, par la méthode de Sturm, ou par un autre procédé, deux nombres a et 0 remplissant les conditions suivantes :
1» Entre oLet^ily a une seule racine de V équation proposée f{x)zzo.
3*> Dans ce même intef^alley il n'y a aucune racine des équations r (x) ■=. o, f^ (x) ir o.
MM. Théorème. Lorsque f{y) et r (>) ont le même signe, on peut appliquer la méthode de Newton, avec certitude, au nombre a.
En effet Tidentilé établie précédemment (g 297),
donne
On en tire
oiz/-(a)+;na)-f^i^r(a-f-0/0.
^_ A») ftV(» + o/0^
ou bien, puisqueA, =
f'iv
A=:A,-f-A,; en posant
On a doue
Nous supposons d'ailleurs : i^ que r (>) ^ le même signe que f{x); 2» que r (a?) conserve le même signe, quand x varie entre a et 0. En supposant ^ > 2, pour fixer les idées, on a
et, à foi'Uoriy puisque 0 est compris entre zéro et Tunilé, ou
Il résulte de cette remarque que le rapport
est positif et que, par suite les deux corrections Aj et A, sent de même sens; la correction A, donne donc une valeur a -♦- A, qui est comprise entre a, et la racine x'.
S^IO. Iliéorèine. Lorsque deux nombres a et ^, i^ne coni" prennent aucune racine des équations f(x)zzo^ f(x)zzo ao sont telSy qu'une seule racine de Véquation fix) =: u soit comprise dans Vintervalle (a, 3) ; to méihode de Newton s^ applique^ avec certitude, à Vun de ces nombres^ mais à un seuL
Considérons, en effet, les deux rapports
Les numérateurs ont des signes contraires, mais le^ dénominateurs ont le même signe. L*un des nombres^ uou t?, est donc nécessairement positif; au contraire^ l'autre est négatif» Si Ton
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suppose^ par exemple^ <« > o ; la méthode de Newton s'appliquera, avec certitude, au nombre a. Elle peut aussi être appliquée au nombre 3; mais, dans ce cas, on ne peut plus afBrmer que la valeur corrigée soit plus approchée que la valeur donnée.
S^l 1 . Théorème. Si la méthode de Newton a été appliquée j avec certitude, à la valeur a, et si elle a donné une nouvelle valeur n^^cette méthode s'applique aussi, avec certitude, à 2,.
Nous avons vu tout à Theure qu'en prenant la valeur x = 2,
valeur qui rend positif le rapport '^ , la formule de Newlon
donnait une correction h^, dans le sens voulu, mais insuffisante pour que a+A, puisse atteindre, ou dépasser, la racine x'. Ainsi «, est compris entre a et x'. D'après cela f{<x) et /"(a,) et par^uite, les rapports,
ont le même signe, puisque /'''(â;) conserve un signe consUml, quandx varie deaà ^. La méthode de Newton s'appliquaul
à a, avec certitude, on a \>o; par conséquent ' . est
positif, et la méthode de Newlon s*applique aussi, avec*certitude, à la valeur approchée x^ .
l&titm Théorème. La méthode de Newton, appliquée comme il vient d^étre dit, conduit à une limite; cette limite est la racine cherchée x\
Supposons, pour plus de précision, que a désigne celle des deux limites a, ^ à laquelle s'applique la méthode, avec certitude, et soit a < 3.
La formule de correclion permet de calculer des nombres
toujours croissants et toujours inférieurs à x'. Ils onl donc
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une limite : mais il faut montrer que celte limite est précisément a;'.
Je dis d*abord que l*on a
(i) Lim (a^ — a„_,) — o, (pour nzz »).
Supposons en efTet.que cette limite, limite qui existe nécessairement puisque, d'une part, le nombre variable (a„— a„_|)
est supérieur à zéro, et qu'il est, d'autre part, inférieur à (3— a), soit un nombre A, différent de zéro. En prenant dans l'intervalle (o, ^), un nombre fixe k', on aurait, à partir d'un certain moment,
et, par conséquent,
En donnant à n une valeur suffisamment grande, le second membre de cette inégalité dépasse toute limite, tandis que le premier membre, quel que soit n, conserve une valeur inférieure à (g — a). Ces deux conclusions sont contra dicl cires, et Ton doit admettre l'égalité (i).
Ceci trosé, comme Ton a
rW
et, aussi,
on a donc
I îm f (""^ -
Lim — : — r :=. o.
D'ailleurs f'{x) a une valeur finie, quelle que soit la limite de^.
limite qui est elle-noème une quantité finie, on a, finalement
ou
lim /•{«„) rro,
lim (a„) zzx'.
puisqu'il n'y a qu'une seule racine de réquation/'(a?)ir «, entre 9, et 0.
&18. Remarque. La propriété que nous avons établie tout à rbeure (§ 509) et qui est fondamentale dans Fexposition delà méthode de Newton, peut se reconnaître aussi par les considérations géométriques suivantes.
Les hypothèses que nous avons faites précédemment étant maintenues, on voit facilement qu'entre a: =r a et a: zr g, la forme de la courbe y -=. f{x) est l'une ou l'autre de celles que nous représentons ici.
Pig. (5).
FIg. Ib)
Examinons la disposition donnée par la figure (3). La méthode de Newton s'applique avec certitude au point A'. Quand X croît, au delà de a, Tangle X'Cx augmente ; la tangente trigonométrique de cet angle obtus diminue, en valeur absolue» mais augmente, en réalité, puisqu'elle est négative, hà fonction f*(x) allant en croissant, sa dérivée /* (x) est positive, pour a? —a. D'ailleurs, AA.'oufU) est une ordonnée
positive ; ainsi le rapport -t^^ prend une valeur positive pour
celle des deux limites données à laquelle la méthode de Newton s'applique avec certitude ; du moins lorsque la courbe présente la disposition qu'indique la figure (3). Mais en appliquant cette façon de raisonner aux autres figures on reconnaît que la conclusion précédente s'applique à tous les cas.
S^i4. MéÉhodc par le» iiarties iiroportioiinellesu
Cette méthode a pour but de calculer une valeur Pi plus approchée que P ; 3 désignant celui des deux nombres donnés auquel la méthode de Newton ne s'applique pas avec cerlitude.
Menons la corde A'B' ; les triangles semblables AA'D, BB'D
ju
Fil
donnent la proportion
BD _ WB AÏJ " A' A'
ou
Bï)
HL)-^A1) B'B + A'A
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Cette égalité a lieu pour les valeurs absolues des lignes qui y figurent.
L'ordonnée BB' est négative, et elle est égale à /* (3) ; on doit donc remplacer BB' par — /•(^). Il vient alors
En désignant par !f , la correction que Ton peut faire avpo cette formule, on a donc
II — /-i \ ' ^'^^
La nouvelle valeur 3( est
ou
On peut vérifier que cette formule convient aux dîfférenls cas qui peuvent se présenter et qui correspondent aux figures (4), (5) et (6).
On peut aussi reconnaître que les nombres 3i> h«» ••• 3« forment une suite décroissante; et que Ton a lim (3») zzx'. La démonstration de cette propriété est semblable à celle que nous avons donnée plus haut, pour les nombres a.
L'emploi simultané des deux méthodes, permet d*évaluer n chaque instant une limite de Terreur commise. On a en effet, en posant e, ir x' - a, ,
el, généralement.
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&1&. WÊééhmûe de Kmgrmnge. La mélhode d'approximation de Lagrange est une application des fraclions continues.
Supposons d*abord que les deux nombres entiers consécutifs a et a-fi, séparent une seule racine de lëquation /'(a?) = o.
Ayant posé a? — a -f- -, la transformée en y,
hi)-
n'admet qu'une seule racine supérieure à Tunité. En effet, si cette équation admettait deux racines y^ el y^ plus grandes. Tune et l'autre, que l'unité, on aurait, pour Téquation proposée, deux racines dans rinlervalle a, a -fi ; ce qu'on ne suppose pas.
I/équation en y est
ou
En substituant, successivement, i, 2, 3, ... on trouvera deux nombres consécutifs 3, 3 + «> donnant des résultats de signes contraires. Nous poserons alors
L'équation transformée en z, pour In raison déjà donnée, n'admettra qu'une seule racine supérieure à l'unité.
En poursuivant ces calculs, malheureusement pénibles, on obtiendra le développement de la racine cherchée, en fraction continue.
Il nous reste à examiner le cas où plusieurs racines de Té-
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quation f{x) - o sont comprises entre deux nombres eoUers, consécutifs, a et a + » •
Si cette circonstance se présente, on remarque qu'en multipliant deux nombres incommensurables, par une puissance de 10, on peut toujours obtenir deux nouveaux nombres, n'ayant pas la même partie entière. On opérera donc sur réquation
et Ton verra si les nombres
séparent les racines de cette équation. Si Ton trouve encore qu'il existe plusieurs racines, dans Tun de ces intervalles, on
considérera l'équation ç( — )=o, sur laquelle on opérera
comme il vient d'être dit. Ainsi, du moins à un point de vue théorique, on peut toujours» en appliquant la méthode de I^grange, obtenir le développement d'une racine incommensurable d'une équation numérique donnée, en fraction continue.
PARTIE THEORIQUE
&1B. Défliiitions. On appelle fraction rationnelle le rapport -, de deux fonctions entières U et V, de la lettre x. Parmi
les fractions rationnelles, on distingue particulièrement celles dans lesquelles U désigne une constante» et V la puissance entière d'un binôme mx + n ; et aussi celles qui ont pour numérateur un binôme de cette forme, et pour dénominateur une puissance entière d'un trinôme du second degré x^-^px -\- q, ce trinôme n'étant pas décomposable en facteurs réels du premier degré.
Nous nommerons fractions simples ces fractions rationnelles particulières, et nous supposerons formellement que les coefficients m, n, p, q sont réels.
Décomposer une fraction rationnelle —, en fractions simples,
c'est trouver l'identité suivante - is: W ; W, désignant une somme de fractions simples. LMdentité
.> — 'Sx 1 1 2
donne un exemple particulier, et facile à vérifier, du problème que nous allons traiter.
Il sera entendu que les polynômes considérés ont des coeffi-
eients réels, et que - est une fraction proprement dite ; c'csl-
à-dire que nous supposerons formellement, dans les développements qui suivent, le degré de V supérieur à celui de V. S'il en était autrement on devrait, avant tout autre calcul, effectuer la division de U par V, et après avoir établi Tîden-
tité,
r = VQ -f R, ou
on appliquerait les procédés de décomposition, que nous allons
exposer, à la fraction proprement dite r*,. Enfin, la fhiclion
considérée sera suposée irréductible. Si les polynômes U et V n'étaient pas premiers entre eux, on devrait simplifier la fraction proposée, en divisant ses deux termes par leur plus grand commun diviseur.
&19. DéfNmipositioii des fraetions de la
. Soit \]^f(x)y f(x) désignant un polynôme du degré;).
Conformément à ce que nous venons de dire, nous supposons .
On a
nx)^f\a Ko? -a)] et, par suite,
i —f(n)^ — ^ — rw + ■»«">-" r{à).
On en déduit
(x-^af (a? — a)* (a? — /?)«-' (a? — a)*"^
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Il en posant
(,•) x.=rw. .,.=CSn.....y,=m.
La formule (i) donne donc la décomposilion, en fractions simples, de la fraction rationnelle proposée; nous allons montrer que cette décomposition n'est possible que (Tune seule façon.
On reconnaît, en effet, sans difficulté :
i^ que toute décomposition en fractions simples de Texpres-
U sion , ne peut êlre faite qu'avec des fractions dont les
(x — a* dénominateurs sont des puissances de {x — a) ;
2"* que Texposant du dénominateur de la première fraction ne peut être différent de x ;
3» que le numérateur de cette fraction est égal à A, ;
4^ que les numérateurs des fractions suivantes sont respectivement A„ ... A„.
&18. DécNNiiposiCioii des fmcCions de la fome
T. Nous supposons, dans cet exemple, que U dé-
signe un polynôme d*un degré inférieur à ihy et que Téquatien Tz:o,
'ï:^x*^px + q\
a ses racines imaginaires.
On peut, par des divisions successives, former le tableau suivant :
En multipliant ces identités, respectivement, par
r^li' rp/.-l' ••• 'l^»-
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on a
Si Ton observe que :
lî est tout au plus du degré 2A — i , l\ 2A — :^,
on voit donc que Pidentité (a) donne la décomposition cherchée.
Je dis maintenant que cette décomposition n*est possible que (Tune seule façon.
Il est facile de reconnaître d'abord que cette décomposition ne peut être faite avec des fractions simples qui renfermeraient un dénominateur non identique à T*'.
On voit aussi, très aisément, que Texposant A' doit élre égala h. Il reste à montrer que les numérateurs des fractioDS simples obtenues dans les deux décompositions considérées sont, deux à deux, identiques.
Supposons donc que nous ayons
ri\ft rntt '
si nous chassons le dénominateur commun 1"^, nous avons
Soit « + gi, Tune des racines de Téquation T — o ; TideiiUté précédente prouve que Téquation du premier degré
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admet les deux racines a -f- 'fii, a — ge. Ceci ne peut avoir lieu* que si Téquation précédente est une identité. On a donc :
On prouve ainsi, de proche en proche, que les numérateurs des fractions simples sont, deux à deux, identiques.
&1 9* Théorème fondanental. Soit-— --, une fraction
rationnelle proprement dite; si V et \V désigtient deux polynéfnes premiers entre eux, on peut toujours trouver deux polynômes entiers P et Q, tels que Vouait
vw ■~v"^\v'
- et ^,, étant des fractions proprement dites, et irréductibles. V \\
Cette décomposition n* est possible que d'une seule façon.
Nous diviserons cette démonstration en deux parties.
!• La décomposition est possible. En effet les polynômes V
et W étant premiers entre eux, nous avons montré (g 397)
rju'il existait deux polynômes entiers Pet Q, vérifiant Tidentilé
>ous avons donc
U _UP Ql VW ■" V ^ W
Les fractions -77-» tzt peuvent être supposées irréductibles ;
car, s'il n'en était pas ainsi, nous pourrions, sans troubler
ridentité, opérer cette réduction.
Si ces fractions sont proprement dites, le théorème en
question se trouve établi. Si non, effectuons la division du
numérateur par le dénominateur et nous aurons
UP P
{)ar conséquent,
-^-:[/-.(a;)-hF,(u;)] + ^+^.;
-rr et r^ désignant des fractions proprement dites. Dans celte
identité donnons à x des valeurs croissant au delà de toute
limite : le premier membre et les fractions -r ■— tendent vers
zéi'o. Nous pouvons donc dire que /", {x) -f- F, [x) tst une
fonction entière qui tend vers zéro qu:ind x croit au delà
de toute limite. Ceci n'est admissible que si nous supposons
rAx)-hv\(x)=o.
Nous avons donc
c'est Tidentilé annoncée.
'2® La décomposUion précédente n'est possible q»ie d'une seule façon.
Supposons que, par deux procédés différents, nous aylons trouvé
' ^ VW V \v et
V p' 0 0' les fractions -, — ; r^., ^, étant, d'ailleurs, proprement dites
et irréductibles. Nous allons reconnaître que nous avons nécessairement
Ps:P' et Q^(i\
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Kri effet les identités (A) et (13) dorment
ou
Toute racine a deTéquation V — o annule le second membre, puisque V et W sont des polynômes premiers entre eux. Mais P et P' désignent des polynômes d'un degré inférieur à celui de V ; or il est impossible que les racines de Téquation V = o appartiennent^ avec leur degré de multiplicité, à Téquation P — P' zr o, à moins qu'on ne suppose P — P'3: o. On a alors Q ~ y'zz: o, et ceci montre que la décomposition n'est possible que d'une seule façon.
&ftOm Théorème. Une fraction rationnelle est toujours décomposabie en fractions simples ; cette décomposition n'^est possible que d'aune seule façon.
Soit — la fraction proposée- D'après le théorème de d'Alem-
bert (§358), si Ton désigne par a,, a„ ... a les racines réelles de l'équation V n o, et, par a,, a„ ... a^, respectivement leurs degrés de multiplicité, on a .
l'équation V, = 0, n'ayant que des racines imaginaires. Nous savons d'ailleurs que le polynôme V, est décomposabie identiquement en facteurs réels du second degré, T,, T,, ... T,^
affectés d'exposants i3,, g„ ... fi^. Si nous posons
T, =r jc* -h m.o: H- n„
nous avons
V,s:Tf«T^ ... Tf/h et, par suile,
V = (x - a,)°^t (X - a.)*i . . . (x ~ ap)*/'T?' 1'?^ . . . tJ*'/ .
Cette remarque étant faite, soit
les polynômes (x — a,)"* et W sont premiei'â onlre eux. On a donc (§517)
D'autre part, on a , (i 5 1 7)
/•.(^) _ Al _^ . ■^«' .
On peut observer ici que le cocfflcient a{ élant é^al à /i (« ,), on a A| ;zf 0 ; mais les autres coefficients Ai> ••• A^ peuveni,
suivant les exemples, être nuls, ou différents de zéro.
En appliquant ce raisonnement, successivement, aux binômes {x — a^)^^, (j? — aj"*, ... (x " a^fPy on aboutit à lidentité suivante :
• lî A* Ai
(X— aj"^ ^~«.
AV aî;
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Ce premier résultat étant obtenu, soit V, = T?i V,. Les polynômes Tf* et V, étant premiers entre eux, on peut poser,
On a, d'ailleurs, (§5 18)
et Ton doit observer ici que les coefficients P^, Qi ne sont pas nuls à la lois. En effet, si cette circonstance se produisait, l'identité précédente, après avoir chassé le dénominateur commun Tf», s'écrirait
6 (x) désignant une fonction entière. Il résulterait de là, que ?, (x) serait exactement divisible par ïj, ce qui est contra-
dictoire avec Tliypothèse, la fraction ^^—- étant irréductible.
Tf 1
En répétant ce calcul^ successivement, sur les trinômes T,, ... T^, on a ce second résultat : .
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Ea ajoulant les identités (i) et (t»), on obtient la décomposi-
tion de -^ en fractions simples et on peut remarquer, pour les
raisons données plus haut, que les fractions écrites dans la première colonne de ces identités ne sont pas nulles.
&59f . Théorème. On peut toujours décomposai* une frac-
tion rationnelle^ en fractions simples du genre , si Von
admet que a et k peuvent représenter des expressions imaginaires.
Soil -la fraction proposée et soit a une racine imaginaire,
de multiplicité ^, de Téquation V = o. Posons
V = (ic-ay^(a;), et [::^/{x); nous avons
V (x — af { (x — àf^ (x) {x — a/ ) ou, encore,
V {x — aY {x — a/<f [X) Disposons maintenant du paramètre A, de façon que Ton ait
Celte relation donne pour A, une valeur bien déterminée et qui n*est ni nulle, ni infinie, puisque nous supposons /'(a);zf «, et aussi ? (a) ;zf o. Pour cette valeur de A, valeur que nous désignerons par a, + g,/, la fonction /'(jj) — A<p(a;) est divisible par (x~a), et nous obtenons, en posant, /"(x)'— A5(a:)s (x — a)/", (o;),
V {x—a/- {x — tf)' 'g(x-)
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En opérant, de même, sur la fraction ' ' , nous
(x-ay-'^{x)-
obtiendrons la décomposition de la fraction —, par la formule
11 est peut-être bon de noter la marche que nous avons suivie^ pour la démonstration du théorème qui nous occupe ; parce que le procédé de calcul, que nous venons d'exposer, rentre dans une méthode générale de l'analyse, méthode que nous avons signalée au début de ce livre (g lo), et que Ton nomme méthode des coefficients indéterminés.
PARTIE PRATIQUE
Calcul des etieffielenÉs. — Appli<Mitlons.
Les calculs que nous avons exposés, dans la première partie de cette leçon, pour établir la possibilité d'effectuer la décomposition, en fractions simples^ d'une fraction rationnelle donnée, constituent, évidemment, une première méthode pour calculer les diflférents coefficients inconnus, qui entrent dans les numérateurs des fractions simples cherchés. Mais nous allons indiquer d'autres procédés de calcul donnant ces coefficients par des voies qui sont, ordinairement, plus courtes.
Nous distinguerons quatre cas, suivant la forme algébrique du dénominateur V.
&^iS9. Premier cas. V équation V zzo n^a que des racines simples et distinctes,
Soil - la fraction proposée.
Posons
En désignant par A,, A„ ... A^, des coefficients indéterminés, on sait que pour des valeurs convenablement choisies pour ces coefficients, on a
On déduit de cette identité,
En remplaçant, successivement, x par a„ a„ ... a^; on a
&5t3. Remarque d^Euler. On doit à Euler, sur le sujet qui nous occupe, une remarque intéressante et qui simplifie souvent le calcul des coefficients A.
De ridentité
\:3s:[x - a,)(^— rO ... [x — a^], on déduit
V'=:S(.r — rt.) ... {x — a^),
et, en remplaçant x par a,, il vient On a donc
et, de même,
On peut donc dire que les coeflScienls A s oblicnnout en
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prenant le rapport —, et en y remplaçant, successivement, la
lettre x parai, a„ ... a^. C'est cette observation qui constitue la remarque d'Euler.
&5^ii. Deuxième €î«s. L' équation Y ::zo admet une racine réelle de multiplicité a ; (a> i).
Désignons toujours par -- la fraction donnée et posons
V:s:f{x) et Vs(a:— af<p(a
En développant, par la formule de Taylor, les expressions
f[a -h (x — a)l, et ? fa + {x — a)], nous avons
Posons maintenant j: — a = X (') et divison?, Tun par Taulro, les deux polynômes P, Q,
o'{^\ s*' fa)
Qs?(a)+XÎ-^4.X*i^^H-...
On sait (note A, g 5) que Ton peut pousser aussi loin que Ton veut la division de ces polynômes ordonnés par rapport aux puissances croissantes de X. Nous arrêterons Topération après
avoir obtenu, au quotient, le terme en X*"'. On sait aussi
i. Ce chaDgPinent de notation est adopté ici^ pour donner plu9 de clarté à Texposition de la méthode. Évidemment, il n'est pafi nécessaire de s*y k^umettre, dnn» la pratique; il snf6t de considérer (.t— a) comme représf*nlant une lellpe.
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(noie A, § 3) que le reste obtenu, à cet instant, est de la forme
X"R, R représentant une fonction entière de X. En désignant par A,, A„ ... A^, les coefficients du quotient, on a donc
et, par conséquent,
ou enfin
^ {x-af {x-af-' .-^-û Q
Dans ce développement, il feut observer que — est une frac-
lion proprement dite. Op peut reconnaître ceci par des moyens divers et, notamment, en supposant que x croît au delà de toute limite.
&9&. Troisième cas. L'équation V = o admet une r^acine imaginaire simple.
Supposons maintenant que l'on ait
T désignant un trinôme du second degré qui, égalé à zéro, donne une équation dont les racines sont imaginaires et Qu'annulent pas le polynôme o{x). D'après ce que nous avons vu plus haut (^519), on a
Et il faut déterminer A, B ; puis f^ [x). L'identité précédente peut être écrite ainsi :
(1) r{x)^{kx-^h)^[x)^ir,[x).
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Soit a -f gi une desl^cines de Téqualion T r: o, et soit posé
— — m-j-ni.
En remplar.nnt, dans (i), x par i.-k-'^i il vient
w -h ni zi Aa + B -h Ag/, et, par conséquent,
(2) m zz Aa -h li,
(3) n n Aji.
Il faut d'ailleurs remarquer ici que les paramètres m et n ne sont ni infinis, ni nuls simultanément : ceci résulte de ce que Ton a <? (a -+- g/) pif o, et aussi /"(a -h ?0 ;z^ o.
Les égalités (2) et (3) déterminent A et B. En effet g étant différent de zéro, on a, d'abord,
puis,
Bzrwi .
Quant à la troisième inconnue, la fonction /,(.r}, elle se détermine, après lo calcul des coefficients A et B, au moyen de ridentité
- . _/'(.r^. — (A.r-l-B)?fj-)
/ 1 V^) rn
La division, indiquée dans le second membre, doit se faire exactement; et celte opération peut, précisément, servir de preuve aux calculs qui ont été feits pour déterminer les valeurs de A, et de B.
&9S. Quatrième cas* Véquation V = o admeiune racine imaginaire mtiilîpir.
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Dans ce cas, la mothode des coefficients indéterminés est, dans le plus grand nombre des cas, celle qui conduit au but par la voie la plus sûre et la plus directe.
D^ailleurs nous indiquons plus loin d'autres méthodes de calcul qui s'appliquent avantageusement à certains exemples.
&99 . Exemples divers de déeompf^sition de inuv Uons rationnelles.
1" Cas. — Décomposer la fraction
{x — i)(«r — 2) ... {x —p)' Soit posé
F ^ic)=:(a;— i)(a?— «) ... {x — p)\
on en déduit
et, par suite
La remarque d'Euler (§523), donne le résultat suivant,
^''>''P __, .«-1 P ,, xp-2/>(/>— «ï
-^^^(-ir'-Ji-+(-*r
(J* — Ofj-— 2) ... (OT -p) iC— 1 '^ ^ I
a? — 2 1.2 ic — 3 X — p
ft^ Cas. Décomposer la fraction
(a; — rt)«(,r-6)f*
LES FRACTIONS RATKïNNELLES .^81
On peut trouver le développement de y^ en fractions simples, en suivant la méthode indiquée plus haut; mais nous voulons mettre à profil cet exercice pour faire connaître une manière, souvent utile, d'appliquer la méthode des coefficients indéterminés.
Posons
./• — n f ^ iA'ii ' ,
et
nous avons
Si, dans celte identité, nous faisuns xzza, nous obtenons d'abord A,,
A, zz(a~ /;)-?.
Prenons maintenant les dérivées des deux membres de l'idenlilé (i), nous trouvons
(2) - 3(0;— 6)-P-' zz A.+ 'iA, (a* -a) -f ... + (a- 1) \J.r^ar-'-h{x - «)«-' r„
en posant Faisons or — a, dans Tidentité (2), nous obtenons
^la-ôrf^-'zzA,.
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Si nous calculons ainsi successivement les dérivées, nous avons finalement :
A» izi ■■ ^ es 9 etc. . •
Quant aux coefficients B, ils se déduisent, de ceux-ci, parla permutation des lettres a et h, d'une part ; a et 3, d'autre part.
^^"^ et 4I"'*' cas. Supposons, enfin, que le dénominateur V de la fraction rationnelle donne une équation V m o, ayant des racines imaginaires. Une des méthodes les plus simples que Ton puisse adopter pour effectuer la décomposition est celle que nous avons indiquée plus haut, dans la partie théorique de cette leçon.
Soit, par exemple,
Nous avons
it* -f- a =: (j;' — j'-f-i j (.r* -f- x) ~ .r -h a, X' -H .r :s: (.r* — j^ -f- « ; . « -f- {'^x — i ).
Multiplions la première par
[x^ — x-^-xf la deuxième par
[x' — x+ 1)"-* et nous obtenons le résultat demandé :
&SSI. Applications de la décomposition des ffractiofis
LES FIUCTIONS UATIO.NNKLLKS oW
rationnelles. La décomposition des fractions rationnelles en fractions simples est, comme on Ta vu, un problème dont la solution est élémentaire ; mais les applications de cette décomposition ressortent principalement de l'analyse supérieure. Les exemples qui suivent, choisis parmi les plus simples, ont pour but de montrer le caractère ordinaire de ces applications. !«' Exemple. Trouver la dérivée 7"'' de la fonction y,
x' — '^x^ -hJo^ + '^J^ — 2X* -hx' — X — 1
On s y évidemment,
^{x) désignant une fonction entière du degré 6; il importe de faire cette remarque, pour pouvoir conclure que la dérivée ;"'« dey, ne renferme pas trace de la fonction 9 (x). Il est donc inutile de la calculer, si Ton peut déterminer les coefficients A et B,
sans connaître ©(y). Or ce calcul est possible, comme il est facile de le vérifier. On a, en effet,
x"^ —'Sx^ -h x*^ + :U-^ — 2X-* -+- jj* — X- — i = ix - i){x - 2) ^ {X) H-A(x — 2) + B{x- 1).
En faisant x- — i, puis x = 2 ; on trouve
A = I, et B — I.
On a donc
X — i ' X - 'l ou
et, par conséquent,
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*« Exemple. lYouver la dérivée cTordre u, de la fonction
y r: arc Ig x.
On a, d'abord,
Décomposons le second membre en fractions simples, ayant des coefficients imaginaires ; nous avons
et, par conséquent,
On peut ensuite, si Ton veut, développer les expressions
(x-i)" et(a;H-i)'*, par la formule du binôme; Pimaginaire i disparait alors de l'expression trouvée. 3* Exemple. Trouver la fonction, ]jrimitive{^) de y\
X ( 1 — xf
Si Ton observe: i*» que la primitive de la fonction '^
est égale à -— —;, quand on suppose WyCîi : a* crue
( I — m) (il — a) - ^
la primitive de — — est L (w — a) ; on voit tout le parti que
Ton peut tirer de la décomposition d'une fraction rationnelle, en fractions simples, pour la recherche des primitives des fractions rationnelles.
Dans rexemple que nous avons choisi, la décomposition de
1. La priuiilivc dune fuiRlioii /(x), e:?t une fuuction F{x), telle que l'un
Hit P{x)^r{x).
ËXËUCICES u9i
y' cil fractions simples se fait, iiumédialement, en remarquant que Ton a
En effticluant la division indiquée, on trouve
La primitive demandée est donc,
f. Uémonlrer f/ue si Von pose
on a
il I
Eii ilrc.ouiiiosuiil r: — Cil fraction:- s»iiiip!e:j, on Irouvi*
F(ic) X' — a '" a; — r
ou
.=SjT7^(X— 6)...(x-0.
De ceUe ideutitc on déduit l'égulitc pi-opos«ie, ot beuucojp d'autre^i
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1t. Suit f{j:) un polynôme du degré m — a, ou d'un degré infêrieuà,. «, 6, . . / désignant m nombres différents^ démontrer que l'on a
fia) ■
On peut résoudre cet exeirieo en eousiilérmit lu fructiuu rationiielle i
et eu raisoiuianl coiniiie nous luvous iudiqué duus Texereioe précédeut. 3. Décompijsery en fractions shfiples, l'expression
Ou posera
A, A, A, Mj7 4-N
on trouve
_P-hg—i A _P*-f-^' — 3;> — 3g-|- i '
Enfin M et N se déterminant par Tégalité
et Ton doit distinguer différents cas, suivant la pariti' d#^' nombres entiers^ p et (j.
4. Démontrer que si Ur=(), désigne une équation du troisième degré , ayant ses racines distinctes ^ on a
—^ étant une fraction proprement ditCy et P,, Pa? • • • 1*„ rcptx'stntant des j
trinômes du second degré. \
On peut observer que l'on a
nx)_f{x)-v i>
Wt fiosaiit
P s: ax» -h bx -+- c.
Ou (lispoéo des paramètres a, 4, t-, île façon quo l'ou uit
ax*
-\-bxJrc
ai.'
i. p, Y {'laiit les trois ra<!iues de l'équalioii U=o. Ces racines étant disfine tes, ou a, d'ailleui*s,
. hëcotfiposer, en fractions simples, la fraction rationnelle
Oïl remarque d'abord quV; Ton n
X» -f- 1 =: {x' + 1) [x' -f- xy/^-^ t) (x' — a; y^-f- i),
et l'on pose
Px + y P'a;4-0'
FX4-0"
•^"+' x*-4-j?v/3-Hi j;*— xv'3+i Eii chassant le dénominateur et eu faisant x = i, on trouve d'abord
Ou obtient alors, ajirès simplification, Tidentité
Il serait peu commode de substituer, dons cette identité, à la place dex, It'S racines des équations
X — xyJS-^ 1 —o X* -i-xyJ'S -[ 1 ::=o,
et il parait préférable d'écrire que les coefficieuts des diverses pai$saiice: de X sont nuls. On trouve ainsi .
S. Décomposer, en fractions simples, les fractions suivantes :
JO JC J)
Dans cette dernière fraction, on supposera p et ç, premiers entre eux.
RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ.
L'idée qui nous sert de point de départ, dans la résolution algébrique des équations du troisième degrés est naturelle ; elle peut être appliquée dans plusieurs autres cas. Soit [i) /'{x)zzo, réquation proposée. Supposons qu'elle soit du degré m et qu'on puisse récrire, identiquement, sous la forme
P et Q désignant des fonctions entières de j?, du premier ou du second degré, tout au plus. La résolution algébrique de réquation donnée se trouve ainsi ramenée à celle de réquation binôme >2''* — i — o, en posant ziz -.
Cette idée, en définitive, est celle qui a servi à résoudre les équations du second degré, quand on a utilisé Tidentité,
C^est aussi celle qui préside à la résolution de l'équation du quatrième degré, comme nous le verrons plus loin, en exposant la méthode de Ferrari. Il peut paraître naturel de rappliquer au cas du troisième degré et^ de cette façon, la résolution algébrique des équations, dans le cas où elle est possible (*)^ se trouve découler d'un seul et même principe.
1. La résolution algébrique dce équatious u'est possible que pour les équations dout le degré est iuférieur à 5 ; du moins dans le cas général.
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6)99« lleeherehe de la résolvante (t). Soit
(3) af -{- px -hq zzo
réquation proposée. Nous allons chercher à Tidentifier avec réquatioû
laquelle peul s'écrire
(4) x' (^' — I ) + 3 (^x - a) a?* + 3 (a*Ji — X> + a* - X' - o.
Pour identifier (3) et (4)9 il faut supposer ^ différent de Tunité, et poser
Ces égalités forment un système de trois équations, à trois
inconnues : p et 9 sont les nombres donnés ; x, 0 et X, les inconnues.
De (5), tirons a ; cette valeur substituée dans (6), et dans (7), donne d*abord
puis, en éliminant ^' entre ces deux relations,
(A) 3X> - 9gX —/?*=: 0.
C'est la résolvante ; elle est du second degré. Les équations (6) et (8) donnent, d*autre part,
1. Ce théorème rcmarquublc est du à Guluis (V. Algèbre supérieure tli> M. Serret, t. Il , p. 63;) .
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On a doncy par combinaison des équations (5) et ( i o)
(B) />g-|-3aXrro; eiy aussi,
Ainsi la résolution de Téquation proposée se trouve réalisée par celles : i^ d'une équation du second degré (A) ; 2*» d'une équation du premier degré (B) ; 3» d'une équation binôme du troisième degré (Q.
En désignant par y Tune des racines cubiques imaginaires de l'unité {$ 44^), les racines x,,a:„ x, sont données par les formules :
a -t-Px, =a;, -hA
a + gx, r:/(a;3+A).
Remplaçons X par 3*a» on trouve, facilement, en tenant compte de Thypothèse/ := i ,
(il) x, =a(?-+-i)
(i3) x,-OLJ{?.j^t).
&30. Difteasisioii. Soit X' Tune des racines de la résolvante (A) ; à celte racine, et d'après la formule (C), correspondent pour a, trois valeurs qu'on peut représenter par «> «/> */• D'ailleurs la relation (B) prouve que si Ton change a, en a;, ou a/, g prend les valeurs correspondantes g;', ou g/. Par suite, les formules (D) ne peuvent donner que trois valeurs pour x. Mais il faut observer que la résolvante admet deux racines X',!" et la discussion qui va suivre a pour but de montrer que la deuxième racine X* donne les mêmes valeurs pour X,
Pour établir ce point, remarquons d'abord que Ton a
D'autre part, à la racine X" correspond un nombre a' déterminé par la relation
On a, d'ailleurs,
et, par suite,
81 XV ou
On trouve donc, successivement,
La formule (11), en tenant compte de la relation (10), donne
Cette expression ne change pas quand on substitue^ à 2. - -^. SiToxi remplace maintenant «, par— ^, on obtient
Y -- PJ iP ^^^
ou
Y — ^ PJ
En remarquant que y — « , cette valeur peut s'écrire Mais on a
.T, - OLJ -f- a3/i OU, d'après (lo),
On voit donc que X,zra7,.0n reconnaît, de même, qu'en
pj *
remplaçant a, par -^ la formule (a) donne la valeur de a:,.
Le même raisonnement, appliqué aux deux autres formules (12) et(i3) du groupe (D), prouve que l'on retrouve toigours les nombres a;,, x„ x, ; il n'y a donc pas, pour l'équation proposée, d'autre solution que ces trois racines.
531. Formale de résolatton. Ces racines sont données par la formule
W-fW(!)V(?)-
dans laquelle on donne successivement à 0 les valeurs 1, y et/.
En effet, la résolvante (A), écrite sous la forme
donne
Nous avons montré, tout à Theure, qu'on pouvait prendre indifféremment, dans cette formule, le signe + ou le sig^ne ~ :
nous ferons choix du signe -h, et nous aurons alors, pour ri
une valeur bien déterminée, savoir celle qui correspond à la formule
La formule (C) donne aussi,
f:=-fW{!y-(f)-.
-='V-fW(!)V(f)"
0 ayant successivement, dans cette expression, les valeurs 1, y,;'. LUnconnue x étant donnée par la relation
on a donc, enfin,
="^-fW(fy+(fy
-UWW^'
&319. Formale de Cardan. La formule de Cardan ne diffère que par la forme de la précédente; on peut, ou la déduire de celle-ci, ou rétablir directement, comme nous allons le montrer.
Soit toujours
x' -hpx -h g — «>, réquation donnée, ut soit posé
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On a
ou
y* + ^" + {y-^2){^yz^p) + q = o,
et celle relation esl vérifiée, si les nombres y ei z satisfont aux conditions suivantes :
P yz^~,
La première donne
et Ton peut considérer y' et z* comme étant les deux racines de réquation
On a donc, d*après cela,
et, par suite,
en posant
v=(!)'-tf)"
L'inconnue x est donnée, finalement, par l'égalité
x=y-U^y+\/-l~sy-
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C'est la formule de Cardan, formule que Ton peut encore écrire
Ce dernier point résulte soit d'une discussion directe, que Ton peut faire sur cette égalité, soit de la formule (A), précédemment établie et discutée.
&33. Discussion de Téquation générale da tréksiéme degré. Une équation du troisième degré peut avoir, suivant les cas qui se présentent: i® trois racines réelles, distinctes ; 2» trois racines réelles, non distinctes ; 3« deux racines imaginaires. La distinction de ces différents cas constitue la discussion de Téquation, et cette discussion repose sur le signe et la valeur d'une fonction des coeffidenls, fonction que nous avons déjà signalée (g5o2); mais que nous nous proposons de trouver directement.
Soit
réquation proposée. Elle admet, certainement, une racine réelle a, et Ton peut écrire
en posant
^ {x) s: X* -+- (A H- x)x + a« + Aa 4- B.
Pour que f{x) zz o, ait ses trois racines réelles, il est nécessaire et suffisant que l'équation 9{x)zzo ait, elle aussi, ses racines réelles. On doit donc avoir
(A-+-a)' — 4(a'-hAa + B)>o,
ou
Posons
3a' + 2Aa + 4B— A*<o.
(2) 3a'-|-2Aa-f-4B— A* — -s -o.
il résulte de ce que nous venons de dire que la condition nécessaire et suffisante, pour établir la réalité des racines de réquation (t), est 2; < o.
Remarquons, maintenant, que nous avons
et que, des relations CO et (2), nous déduisons, par combinaison,
(4) Aa* + (A* — B-f-3)a + 3C = 0.
Si nous éliminons a entre les égalités (2) et (4), nous obtenons, pour déterminer z^ Téquation
(5) [90- A(ÎB~ A*- 2;)« =: [3 (A* - B + 5) — aAT
[■fiAC — (A' — B + 2)(4B-A*- z)].
Telle est cette équation en z ; elle est du troisième degré, ce point est évident à priori. On doit aussi observer qu'elle ne peut admettre une racine négative, sans avoir, par cela ' même, ses trois racines négatives. En effet si Tune des racines de l'équation (5), est négative, f{x) := o a nécessairement ses trois racines réelles; l'identité /■(a;):=(a? — a)ç(ic), peut alors être réalisée de trois façons différentes ; et, pour chacune de ces formes, le facteur correspondant ? (x) égalé à zéro, doit constituer une équation, ayant ses racines réelles. Les trois valeurs de z qui correspondent à ces différentes formes, et qui sont données par l'équation (5), sont donc négatives.
Si Ton développe cette équation (5), on a
en posant
A* — 3B)[6AC + (A* — B)(A*-4B)]-[9C + A(V— 4B
Pour que Téqualion proposée ait ses trois racines réelles,
cm QUARANTIÈME LEÇON
il est nécessaire et suffisant que la relation 0 > o, soit vérifiée. En développant les calculs indiqués^ on trouve
(a) 4A'C — A'B'-i8ABC + (4B'-f-a7C')<o.
Le raisonnement qui nous a conduit à ce résultat prouve encore que, si 0 est nul, Téquation proposée a une racine double. Cette condition est, d'ailleurs, nécessaire et suffisante.
&34. Discussion de quelques équations remmqaables. LMnégalité (a) que nous avions déjà établie (§47^ et 5o2), peut être difficilement retenue, et sa démonstration exige un certain effort. 11 est donc utile de signaler quelques exemples, où Ton peut discuter Téqualion du troisième degré, sans avoir recours à cette relation compliquée.
i® U équation est x^-^-px-^q-zio.
Cette forme qui constitue le type normal de l'équation du troisième degré réduite, se discute, comme on Ta vu {% Soa), au moyen de la fonction 0,
qui est celle que Ton retient ordinairement. La discussion de réquation proposée se fait, comme nous l'indiquons ici :
\p* -f- 275^" < 0 j Trois racines t^elles et distinctes.
iDeux racines égales à ^, /a troisième racine égale p'
i/) -h 27c > o j Cne i^arine réelle, les deux autres imaginairejf.
Ces propriétés étant rappelées, nous allons maintenant montrer comment on peut, dans quelques cas, ramener la discussion d'une équation du troisième d^^, à celle qui est résumée dans le tableau précédent .
2" Véqnation est x"" -h pa^ -f- (7 = «. ^
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En prenant réquation aux inverses, Téquation transformée est
On a donc ici,
et la discussion porte sur la fonclion Xp'q 4- 277'. 3» V équation est
Posons u?— a — -; l'équation transformée est
(^-^--) -« + & = "• \ yJ y
La discussion proposée est alors ramenée à celle de l équation
'4" L équation est
aj?'+ (vf — Jij* — o.
Nous poserons ici
d'où
L'équation transformée est alors
5» V équation peut se mettre sous la forme
[xc + 3)' + j; r: o.
On transforme cette équation en posant
le résultat est
6° L'équation peut se mettre sous la forme
Posons
zz y : d ou x zz
L'équation proposée devient alors
ou
&3&. Applications de la fformiilc de Cardan.
Nous nous proposons de montrer, d'abord, quelques exemples dans lesquels la formule de Cardin s'applique avec avantage.
Premier exemple. Résoudre Véquation
On a ici
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la fonnule de Cardan donne donc, pour la racine réelle,
ou
La racine cubique de 2, à — près, est égale à 1,26 ; on a donc
xzz — I, 26-1- 2, 26, ou
Cette valeur est approchée à -j^ près, car Ton peut vérifier
que la racine cherchée est comprise entre — 2, 84 et — 2, 85. neaxiéme exemple. Résoudre l'équation
x^ -4- 3a^ -f- 3tg (iâ — a) — 0.
On trouve
par suite,
vC rz va'iii — V^i'jt.
Troisième exemple. Résoudf'e l'équation
x^ — Sx^ùx -h a' -f i^î' — 0.
Dans ce cas on a
(a- + y)'_/a-^yy
La racine réelle est donc donnée par la formule
^^Y/_i±ii+l:zii4.Y/_
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&8B. laeoiivéïileiits de la fforamle de Csrdaa. On
voit^ par ces exemples, que la formule de Cardan peut, quelquefois, s'employer avantageusement dans le calcul des racines d'une équation du troisième degré : il nous reste à montrer les inconvénients graves que présente l'emploi de cette formule, dans un grand nombre de cas. Considérons Téquaiion
la formule de Cardan donne
V 27 ^ Va;
L'équation proposée a une seule racine réelle â; 1= 3. La formule de Cardan donne ce nombre simple, sous une forme arithmétique, assurément exacte, mais qui est compliquée d'expressions irrationnelles. Nous rencontrons là un premier inconvénient de cette formule; elle en présente un autre, plus grave encore, et que nous allons mettre en évidence, en examinant maintenant le cas qu'on a nommé cas irréductible.
' &39. Cas irrédactible. Lorsque Téquation
a ses trois racines réelles, et distinctes, on sait que l'on a
Dans ce cas la formule de Cardan donne les racines de celte équation par une formule qui est compliquée dVxpressIons imaginaires. Mais ces imaginaires ne sont qu'apparentes, et il est naturel de chercher à dégager la formule de ces symboles, qui déguisent la valeur de Tinconnue.
Pour opérer celle Iransformalion il esl nécessaire d*extraire la racine cubique d'une expression imaginaire. Nous allons montrer, à ce propos, qu'en cherchant à résoudre ce problème, on rencontre une difficulté identique à celle que Ton cherchait à vaincre.
Soil a-4-pt une expression imaginaire; .r + y* sa racine cubique. On a, par définition,
et, par suife,
a — a:' -- '^xy^^
Telles sont les deux équations simultanées qui déterminent X et y. On peut remplacer Tune d'elles par la combinaison suivante :
ou, en posant - := ^, et - := m, par Téqualion
t^—^mt' — 'M + mzzo.
Pour résoudre celle équation, et lui appliquer la formule de Cardan, il est nécessaire de faire disparaître le second terme. Posons, par conséquent,
L'équation qui détermine z est, alors
En posant,
on a
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Ainsi réquatiou en ^ a ses trois racines réelles el la formule de Cardan ne peut donner l'inconnue, que sous une forme compliquée d'imaginaires apparentes.
Cette impossibilité de sortir de la difficulté imposée par la formule de Cardan, dans le cas des trois racines réelles, constitue le cas irréductible de la résolution des équations du troisième degré.
&88. Résolation de Téqnatlon du quatrième deipré. U existe de nombreuses méthodes pour ramener la résolution d'une équation du quatrième degré, à celle d^équations d*uii degré moindre. Nous signalerons d*abord celle qui est une application de Tétude que nous avons faite des formes quadratiques.
Soit:
( 1 ) x'* -hpx-' -h qx' 4- rx -f- a* zi o,
réquation proposée. Posons
et considérons (1) et (a), comme des équations simultanées. On peut d'abord remplacer Tune d'elles par la combinaison suivante :
(3) y^ + pxy f- qi/-hrx + sj=. o.
Cette dernière équation peut elle-même être remplacée par celle-ci :
y* +pxy + gy -h rx + 5 -h A {x* — y) zz 0.
En remplaçant x par -, et y par^, on a
(4) 'fJD* + y*+ sz* -^{q — X) yz 4- rxs -i-pxy - o.
Écrivons maintenant que le discriminant de cette forme quadratique est nul, et déterminons X par la relation
prjq-^^) . {q --X)' r* p*s _
Celle égalité peut s'écrire
Si ron peut trouver une racine X' de cette résolvante, en remplaçant X parX' dans (4)» celle équation se décompose en un produit de deux facteurs du premier degré, réels ou' imaginaires.
En désignant ces facteurs par U et V, on est ainsi ramené à la résolution des deux systèmes :
( 1=0, j Vire».
En résumé, la résolution de l'équation du quatrième degré se trouve effectuée par celles : i* d'une équation du troisième degré; a"" de deux équations du second degré.
&3II. Méthode de Ferrari. Celte méthode est celle à laquelle nous avons fait allusion, au début de celte leron. Soit :
J5* -+-/>x' 4- qx* + rx 4- A' =z o,
réqualion donnée, et, pour plus de commodité, écrivons-la sous la forme :
( I ) Xx^'\' ipx^ + iqx* + 4ru? + 4« := «.
On peut alors considérer ses deux premiers termes comme provenant du développement de {'ix* + px -h^)\ Celte remarque sert de base à la méthode de Ferrari.
Ecrivons Téquation (i), de la manière suivante :
(2x*+pa?-hX)*— (4X-fy— 4g)j;'+i(ir— pX)x— (X*— 4«) izo.
Si nous disposons du paramètre X, de façon que la relation:
(2) (2r — p\; =. (4a -h-y — 4^) 0" - ^)y soit vérifiée, Téqualion (i) se présente, pour celle valeur par*
612 QUAUANTiËME LEÇON
iiculière de X, sous la forme d'une différence de deux carrés, et sa résolution est ainsi ramenée à celle de deux équations du second degré. Si Ton observe enfin que la résolvante de réquation donnée» réquation (9), est seulement du troisième degré, on voit donc que la méthode de Ferrari, comme celle que nous avons exposée tout à Theure, permet de résoudre réquation du quatrième degré, en considérant : i"* une équa* tion du troisième degré ; a» deux équations du second degré.
i . Rêsoudt'e Viquation du quatrième degré :
.r* -\-px* -I- qx-^rzzo,
çn l'idenlifiani avec réquation suivante :
On Irouvc pour la résolvante :
X* — pX* — 4rX-h 4pt' — (?' — o.
S. Démontrer que Véqualion du sixième degré, débarrassée de son sy:oHtl terme,
of 'hP»^* -h yjf + rj;* -h 5J? -h < = o,
peut être décomposée en deux équations du troisième degré, lorsque /on a :
a p q p 2r s q s ut
ZZ
Ou pose x*z=zy, et Ion ruiuarque que A est le ^scriuiiuant «le la forme quadratique
y' +pj^ + qy^-hrx^ + sxz-htz^^
9. Résoudre un triangle connaissant le périmètre 2p, le rayon r du cercle inscrit et le rayon R du cercle circonscrit,
(Concours général, iHjJj/^.
En appelant x, y, z les troii^ côtés du triangle on trouT.% en s*appuyant sur les formules connues :
les relations suivantes:
x + y-hzzzip, xyzz: iprRy xy'A- xz 4- yz z:p* -hr^-^ IRr.
D'où lï'quation :
X» — apX' -+-(/)• + ^' + 4Rr)X -4;>rR = o.
En popant X = X' + Y"» on a :
On demandait aussi dans quel cas le triangle était équilatéral, Isocèle ou rectangle: «M, enfin, on proposait de résoudre l'équation dans le cas où l'on avait:
(2) pzz, 12, r=:2, R=:5.
L*équation (1) permet de répondre facilemont à ces questions divei*ses. Le triangle qui correspond aux hypothèses (j) est un triangle rectangle, dont les côtés sont 6, 8 et 10.
Inscrire dans un cercle un polygone régulier de 3o côtés
Soit AB = J' un des côtés de ce polygone, Tanglo au coiilro A(B= u".
On a donc - = riin (i". En remarquant que 3.6 = 3i), et que:
sin 5a zr ,>sin a — 20 sin *a-h\i\ sin *«,
on a, pour déterminer j, l'équation :
x' — ox* + 5a: — 1 ir o, ou, abstraction faite delà solution x= 1,
ic* -h x* — ix* — 4^ + I zr ».
Li méthode de Ferrari <lonne pour répolvante :
). = — 3 est une racine de celte équation . S. Soiefit .7*1, a*,, j*j, 0*4 les i*achtes de V équation :
/• (a?) zi Ao:* -f- Bx* + Car* -h Da: -h E n o,
démontrer qu'en posant:
00^ "J" Xm ~~~ iCj ^^ it^
/flr tranêfoitnée en y, résolvante de l'éqtialion^ est :
Hy'+Iy* + JyH-K=o;
/'»* coefficients H, I, J, K étant donnés par les formules :
H - 8A*D - iABC -h B' I zz i6A»E -h 2ABD -h B*C ~ 4AG' J =r 8ABE -h B*D — 4 ACD K := B'E - AD*.
6. On considère l'équation du quatrième degré, dél*arrassée de son second termCf
X* f px* -h qx -f r = 0,
trouveriez résolvantes qui correspondent aux formules suivantes:
(B) zzzXt-hx^-- x^ — x^
La première formale correspond à la méthode de Ferrari, elle donne pour résolvante, Téquation
(A') y^ —py* — 47y + ipr — q' = ».
La formule (B) est celle qui correspond à la m»'*thode qu'a iudiquéi' Ujir.mpe : elle donne pour r^'solvante :
(B') 2' 4- 8;?2' -h 1 6 (;/ 4- 4r) z — 64^* = o. Euûn. la formule (C) donne :
(C; ne + 4(4r - />*) <• - 4py/ - ^ = «•
7. Démontrer, par des transformations homographigueSfque les réiolroAtes trouvées dans Vexercice précédent renti^nt les unes dans les autres.
EXEBCICES et 5
On pose d'abord :
et ou vrriae que (C) doviciit (A'). La transformation :
pronve, d'autre part, que{CO n'est autre chose que (B').
8. Rcconnaiire que si a, 6, y désignent les trois racines dp la résolvante (C)» les racines j,, .r,, Js, x; de Véquation :
sont données par les formules:
x^ zz \'bc -f- \fâô — \ffïï)
a:, r y/ôô -h \^ — \^ j?4 - \/ab — v^^ "" V^'^^'
Appliquer celte méthode h i équation :
,T* -f- lax* - 1 6o.r + î î » = «>•
hA DIVISION ALGÉBRIQUE
1. Déftnition des divlstons exaotes* Étani donné vh polynôme entier U, qu'on suppose avoir été obtenu en muUipliant un polynôme connu V par un polynôme inconnu Q, on propose de trouver celui-ci.
L'opération que cette recherche nécessite se nomme la division : U est le dividende ^ V est le diviseur; l'inconnue Q est le quotient.
Théorème. Le problème^ ainsi défini, ne comporte qu'une solution.
Nous admettons que le problème a une solution, et nouft voulons montrer qu'il n'en a qu'une, En effort, soient Q et Q» deux solutions ; les identités
donnent ridenlilo
VQ s VQ' ;
mais alors, les deux membres prenant la même valeur quel que soit Xy il faut aussi que les polynômes Q et Q' soient égaux, quel que soit a; ; on a donc, finalement,
9. Recherche du quotient. ■• Détermination du premier* terme.
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Soit posé
U =: AoX^ + A,a;^* -h . . . 4- A^, V = Boa;*-|-B,a;'''"'-l-... + B^, Q = Coaf-f-C,a?''"' + ... t-C,,.
On a 9 par définition,
iAoX;'* 4- Aja;*^' -h ... -f" A„ s:(Bo2;^-4-B,a:''^* +...-[-B^)(Cor' 4-C,a:'^' +... 4-C,.).
Le calcul effectué dans le second membre donne un terme
BoCo.r^"^'^ qui n*est réductible avec aucun autre terme ; on a donc, d*après la définition même des identités,
Golle-ci entraine les égalités suivantes : et,
Les nombres p^ q^ r étant positifs, ces égalités prouvent :
i" Çwe le degré du dividende est toujours supérieur à celui du diviseur.
20 Que le degré du quotient est égal à l'excès de ces deux nombres.
3* Que le premier coefficient du quotient est égal au quotient du premier coefficient du dividende par le premier coefficient du diviseur.
II. Détermination du second terme et des termes
successifs.
Les inconnues Co et r étant déterminées, on peut écrire (i) sous la forme :
AoZ^ -h k.af'"^ + . . 4- Ap ^ Qox'' (BoX^ + . • . -h \\) =:(Boa:-f- ... 4- B^)(C,a'"~' H- ... -h C,). Dans le premier membre, les coefficients sont connus:
désignons ce polynôme par R, ; R, est dit le premier reste.
Les termes AoO^, et — BoC«a:'^^, qui sont identiques, disparaissent, et Ton a :
(2) R,=:(BoX^+... + B^)(C,a:""'-4-...4-C,),
R, est un polynôme entier, tout au plus de degré (p — i); il se calcule, comme on le voit, en retranchant, du dividende donné, le produit du diviseur parle premier terme du quotient. Lldentité précédente prouve d'ailleurs que R^ est un polynôme qui a été obtenu en multipliant un polynôme donné V par un polynôme inconnu, qu'il reste à déterminer. Le premier terme de celui-ci s'obtient donc par la règle précédente. Les termes du quotient se déterminent ainsi, successivement ; il y a pourtant, dans ce calcul, un cas singulier que nous devons signaler.
Quand on commence la division de U par V, on suppose, explicitement, que le premier coefficient Âo n'est pas nul. Mais il peut arriver que, dans (2), le premier terme de Rj ne soil pas du degré (/? — 1). Cette exception donne lieu à la simple observation suivante : Puisque, l'égalité (2) est une identité, le terme en a^^ qui n'existe pas à gauche du signe s, ne doit pas non plus figurer dans le second membre ; et cela
exige que Ton ait BoC,ir*"*^*"*=:o, ou BoC, := o. Comme Bo n'est pas nul, on a donc C, = o.
3. Remarque. Lorsqu'on a déterminé un certain nombre de termes du quotient
Cox" -h i\x'"' -f C^x"^' H- . . 4- C^._,
le reste R^^, qui sert à la détermination du terme C^*^*, est
obtenu en multipliant successivement le diviseur V par les termes
KaoX y yJ^X f •*• VJI. tX ,
et en retranchant successivement ces produits du dividende l.
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OU
U s: V (Coa;'' -h C.x""' -h ... H- C^^tOf "*"*) -+- R^^-
On peut donc dire, et c'est l'objet de la remarque que nous avions en vue : Si, dans la division, on veut arrêter V opération à un moment quelconque; le dividende est toujours identiquement égal au produit du diviseur par la partie trouvée au quotient, ce produit étant augmenté du reste obtenu à V instant oîi Von interrompt le calcul.
4. Division de deux polynômes entiers qneleonqnes; définition g^énérale de la dlwlslon. Étant donnés deux polynômes quelconques U et V, respectivement de degrés p et q [p étant plus grand que q), diviser U par V, c'est trouver un polynôme Q et un polynôme U d'un degré inféiùeur à q, tel que ton ait
Us:VO + R.
Les polynômes U, V, Q, R se nomment, respectivement, ditndende, diviseur ^ quotient et reste.
Ce problème comporte donc la détermination de deux inconnues, Q et R ; mais il est facile de reconnaître, avant d'aller plus loin, que le problème n'admet qu'une solution, au plus.
Imaginons, en effet, deux solutions : Q et R ; Q' et R'. Nous aurons donc :
et, par suite,
V:^\Q +R, U = VQ' + R
V(Q- Q'jsR-R'.
Supposons, du moins pour un moment, que Q et Q' ne soient pas identiques ; alors, V(Q — Q') représente une fonction entière, d'un degré au moins égal à celui de V. Cette hypothèse n'est pas admissible, car R et R' étant, l'un et l'autre, des polynômes d'un degré moindre que q, leur différence ne peut pas être un polynôme identiquement égal à celui du prc-
mier membre. Il y a donc contradiction, si Ton ne suppose pas Q s Q' ; mais, alors, on a aussi R s: R'.
La recherche des polynômes Q et R résulte d'ailleurs de la solution donnée plus haut pour trouver Q, quand on suppose R = o.
Imaginons^ en effet, deux polynômes quelconques U et V ; on peut se demander si ces polynômes ne sont pas exactement divisibles Tun par Tautre, et Ton peut toujours leur appliquer la règle établie pour ce cas particulier. Rien n'empêche d'ailleurs, qttels que soient U et V, de poursuivre Topération jusqu'à ce qu'elle conduise soit à un reste nul, soit, ce qui est le cas général, à un reste de degré plus faible que celui de V. Si Ton désigne par Q le quotient et par R le reste, trouvés à cet instant, nous avons remarqué que Ton avait :
i:=:VQ4-R.
Le problème ne comportaut qu'une solution, les polynômes Q et R, ainsi trouvés, constituent cette solution unique.
&. Division des polynômes ordonnés par rappcHt aux puissanet^ croissantes de x. Deux cas sont à distinguer, suivant que la division proposée comporte un reste ; ou n'en comporte pas.
Dans ce dernier cas, le théorème que nous avons exposé pour les divisions, dites divisions exactes, se répète avec des modifications insignifiantes, inutiles à signaler ici. On détermine d'abord le terme constant, puis le terme en x, etc., on trouve ainsi le quotient demandé, ordonné suivant les puissances croissantes de x.
Mais prenons le cas des divisions dites inexactes ; quelques faits nouveaux vont se produire qui méritent d'être signalés.
Nous ferons remarquer d'abord que le problème est indéterminé, et que l'on peut établir d'une infinité de façons Tidentité
U=:VQ + R.
En effet, le premier terme du divi^sour étant une constante.
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le premier terme d'un reste quelconque sera toujours divisible, dans le sens algébrique de ce mot, par cette constante ; Topération ne peut donc pas s^arrèter d'elle-même puisque, par hypothèse, on n'arrive jamais à un reste nul.
Une seconde remarque porte swr le degré du reste. Ce polynôme entier R, est de la forme xf^^ R, ; R, étant aussi un polynôme entier.
Cette loi se vérifie pour les premiers restes ; il est alors très
simple de remarquer qu*en l'acceptant pour le reste R„, elle est encore vraie pour le reste suivant, R„^j.
tt. Théorème. Étant donnés deux polynômes U et V, qui ne? sont pas exactement divisibles V un par Vautre, onpevttoujom^s déterminer deux autres polynômes entiers Q et R, tels que ton ait Tidentité
U=:VQ-f-a?"+*R,
H étant un nombre entier, et positifs quelconque; cette déter^ mination n'est possible que d'une seule manière, lorsque Q est de degré égal, ou inférieur ^ à n.
L'identité que nous voulons démontrer est la suivante :
\ + \^iOO + ..,+A^'':=:[B^{-B^^^x+,..-^BoX'')Q-hx'''^%
R et Q étant des polynômes entiers, et ce dernier ayant un degré égal à n. Posons
Q = xo~h «1^: -h ... 4- x^x'" ;
' les inconnues sont ici ao, a,, ... , a„. La première est déterminée par régalité
Les coefficients A et B_, étant différents de zéro, celle éga-
lité donne pour Oo une valeur unique, qui n'est ni nulle, ni infinie. Égalons maintenant les coefficients de a;, dans les deux membres ; nous obtenons une relation du premier degré entre ooet a, ; le coefficient de at étant B^, nombre différent de zéro,
et 2o étant connu, on obtient donc pour a, une valeur qui est bien déterminée. Continuant ainsi à égaler, deux à deux, et successivement, les coefficients de af, dex*, ... on voit que chacune des inconnues «o^ a^, ... a„, a une valeur bien déterminée. On remarquera que les coefficients de R n'entrent pas dans les équations qui déterminent les coefficients a, puisque, pour cette détermination, on égale seulement les coefficients des puissances de x, d'un degré inférieur à ri +- 1 . Ainsi Q est déterminé, et a une valeur unique ; il en résulte
que le polynôme a;'*t*R, a, lui aussi, une valeur unique : savoir celle de U - VQ.
K. Théorème. Lorsqu'une foi^ie entière, homogène, du degré m, en X et y y à coefficients entiers^ est exactetneni divisible
par la forme linéaire oLx + ^Py aet 3 désignant des nombres entiers premiers entre eux, le quotient a des coefficients qui sont, eux aussi, des nombres entiers.
Soit U, la forme homogène proposée .
i; =: Aox'" +- A, j:;"-^ + K.x'^-y* + . . . + A^"*.
Si Ton effectue la division de ce polynôme ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x, la règle ordinaire, sur la division de deux polynômes entiers, prouve que les coefficients du quotient sont :
Ao A, iiAo
et si ces nombres ne sont pas entiers, ils représentent des fractions dont les dénominateurs sont a, a', etc..
Supposons maintenant que Ton fasse la division du polynôme U, ordonné par rapport aux puissances décroissantes de y par 3y+2a;.Les coefficients du quotient sont alors
r. y ". r.i 9 6lC...
On peut encore remarquer que, si ces coefficients ne sont pas entiers, ils représentent des fractions dont les dénominateurs sont 0, ^*, etc.
Les deux divisions que nous venons d'imaginer doivent, Tune et l'autre, conduire au polynôme Q, quotient exact de U par ax-h Py. Les deux quotients, Q' et Q" obtenus ainsi, par ces deux opérations successives, étant identiques à Q, il
est impossible, a et 3 étant deux nombres entiers premiers entre eux, que les coefficients de Q' soient des fractions de la
Hecomiaitrfi que la division
>f /ail ejcactement.
On trouve
Q — nx^-hin -i)u7'*+*H- . .-f-x.
S. Diviser
A ir n V^* — (3h* + 3/i* — 3/i 4- 1) x**"^'
par
Le quolieal est égal ù
n'x" + (n — i /j?'*"*' 4- . . . -+- a'jf + 1 "j:*.
A = Hx''+^ — {i-{-n2>)x"-h{p- i)x"~*-h(p—i)x''~'-h ...
par
B zi x' — (p 4- 1) a: + p.
Hésultat :
Q zz «x""* + (m — 0 a;"''* + ... + 2j; -+■ i .
Démontrer t/vc
A = /« [tt-hi) [h + 2) x" * ' — ^1 (/<* -f. 3>i -f- 8)0? — 6 (M — 2)x''*'
çjïf divisible par {x — 1 )'.
Même résultat que pour rexercice précédeut.
7. k désignant un nombre pair, démontrer que ie produit de k nombres entiei's consécutifs, diminué du produit de k autres nombres entiers consécutifs, est toujours divisible par le nombre guon obtient en ajoutant le plus pelU et le plus grand des ftombres considérés.*
EXERCICES ^ûo
11 suffit de remarquer que dans rexprcssiou
V=p(p-hi)...(p + *— t)~ ?(? + !)...(? + *— 4),
où Ton suppose p>q, q est le plus petit, et f^-f ^~~ >) ^^ P^^s grand, des nombres: pour démontrer qne V est divisible par j94'^~~i4*7t i^ suffit de remplacer q par — (p+ k — i).
8. On propose de reconnailrtj n étant un nombre entiei* et positif, que le polynôme U,
U rr w V+» - (an' + «« - i) i;"+* + (« + i )*a;"+' — ic* - j;
«/ exactement divisible pw le polynôme V,
En ettectuaiit lu divistfon on fiTa voir que le n'î^le d'ordre k, R. , est donné {lar la formule :
-H (n — ft-i- 1 ) V*"^^^'— a;' - x.
Le quotient Q est égal à :
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1. Eq algèbre, le problème de la divisibilité peut être posé dans les tei*mes suivants: étant donnés deux polynômes V et V, trouver les conditions que doivent vérifier leurs coefficients pour que Vun de ces polynômes soit exactement divisible par Vautre,
Nous indiquerons d^abord la méthode la plus générale que l'on puisse suivre pour rechercher ces conditions.
Ayant ordonné, par rapport à une même lettre, les deux expressions proposées U et V, on poursuivra aussi loin que possible, c'est-à-dire jusqu'au point où la règle est en défaut, et ne permet plus la continuation du calcul, la dii^ision de ces polynômes. Si Topération donne un reste nul, il est, par c«la même, démontré que U est divisible par V.
Soit proposé, par exemple, de vérifier la divisibilité de L —a* -h ô* + ^*' — '^dbc^ par V r: a -|- ô -h c ; on fera la division suivante:
(r — Wabv -I- ^' -h c'
K, = — a' (6 -h c) — Mibc + 6» 4- &
II, n a [b^- -f- e — bc) + ^^' H- e
a^—a{b'hc)-\'b'''\'C' — bc
On conclut de ce calcul, que U est exactement divisible par V.
De même, les deux expressions U — a;'" — a"* et V ir x — «, soumises au calcul delà division, donnent Tidentité
wi— I I .. _w— i , ^« _m— ;t , ,„*«"'
kA) X — a ^ (X — ai\x -^ax ~hax -t-...-hrt i
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A la méthode générale précédente nous ajouterons quelques caractères, ou règles de divisibilité, qui permettent de reconnaître, sans qu'il soit nécessaire de feire certains calculs, quelquefois pénibles, que deux polynômes sont, ou ne sont pas, divisibles Tun par Tautre.
Nous désignons, dans ce qui va suivre, par U^ un polynôme
entier en ic ; U^ repntaente alors la valeur arithmétique prise
par cette expression algébrique, quand on remplace la lettre Xy par un nombre donné a.
9. Théorème. Étant donné un polynôme entier IJ^; i** si Von rt U^ z= o, U^ est exactement divisible par [x — a) ; 2® si Von a U„;2f o, le reste de la division de V^,par (x* — a), est égal à ce nombre IJ^.
Soit :
r^ rz A^' -4- A, x''"^ + . . . -I- A^_jX 4- A^ ; on a alors,
{:^^Aoa^^Ay' + .. 4-A^,ja + A^, et, par suite, V,-V^^Ao{o^'-a^) + A,{x^'--a^') + .„+A^,{x-^a).
Les facteurs de Aq, A,,.. Ap_j sont tous divisibles par x-^-a^ d'après ridentité (A); par conséquent si Ton a U„ r: o, U^ est divisible para; *- a; dans tous les cas on a :
Q étant une fonction entière de x; V^ est donc le reste de la division de U^ par (x — a), 11 résulte de cette remarque que si U„ = o, on peut toujours
poser U^ — (a: — a/v^, /* étant un nombre enlier positif, au
moins égal à i, et V^un polynôme entier.
3« Eiol des coefficients du quotient. L'identité précédente peut s'écrire
A. (xP-' + axP-*+ a'jT' + ... + oT')
A, {xr"--\-aar^ + -H a^")
U^-U.s(x-a) ( H- A, {jT-' + ojT* + +«»-']
ou
Ao^X/
Aoû
HA
• • • "^^«X^itt 1
Les coefiicienls du quolienl vérifient donc la loi suivante: <* un coefficient quelconque, celui de jc^ par exemple, est égal à Aott^"*-!- Aja*^""*-!- . . . + A^.^i ; 2** entre deux coefficients consécn- '*/* V;^_„ V^., on a la relation
Vi,-.,=aV,.-hA,..
ift. Divisibiliié pai* (a;+a). Rien ne suppose, dans ce que nous venons de dire, que a désigne unnombre positif ou négatif ; pourtant si on veut mettre en évidence le signe de cette lettre, on pourra dire : i® que si U_^ zi o, U^ est divisible par
{X H- a) ; a« que si Von suppose U_^ ;zf o, U^^, divisé par [x + a\
donne un reste égal à U_^.
S. Divisibilité pwkw {a/^dza^). Ciierclions maintenant les caractères de divisibilité de U^ par des diviseurs de la forme
(^ ± ^)% P étant entier et positif.
Le calcul suivant :
H, = oP»*"'' - o
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prouve que si la relation m :=: k-p est vérifiée par une valeur entière de A, on a R^^ :z o ; la division se fait exactement et le quo
Vît
tient renferme — termes, qui se succèdent suivant une loi
simple, loi rendue évidente par le calcul précédent. On peut appliquer cette méthode aux exemples analogues :
Le quatrième cas, celui de , conduit à une division
x^ — cf
qui ne peut jamais se faire exactement ; en effet, le diviseur
s'annule pour xzza, et le dividende prend, pour xzza^ la
valeur la^*
G. Dii'isibiliÉé par (a;— a) [x—b), Ciierchons maintenant les caractères de divisibilité de U^ par {x — a) {x — b) ; nous
démontrerons d'abord le théorème suivant : Théorème. Pour que le polynôme entier U^ soit divisible
exactement par le'produit {x — a) (x — 6), en supposant a^b^ il est nécessaire et suffisant que Von ait U^ ir o, U^ =: ».
En effet, U^ étant divisible par a? — a, on a (§ a) l\z:io; on
a, de même, U^ zi o ; mais il faut démontrer que ces conditions
sont suffisantes.
Si, dans l'identité
on fait xzzb, Vf, étant nul, il vient'
Il en résulte V^ =r o, puisque b est différent do a. Ainsi V^ est divisible par x — b, et Ton peut écrire :
W^ étant un polynôme entier. On a donc enfin
et cette identité prouve que U^ est divisible par le produit
Le théorème proposé est donc démontré ; on retend facilement à un nombre quelconque de facteurs binômes différents.
If. InÉroduetion du polyndme dérivé. Ici se présente, dans Talgèbre élémentaire, une difficulté, lorsqu'on se propose (c*est le cas particulier du problème précédent) de chercher les caractères de divisibilité de V^ par {x — a)*. Les deux
conditions trouvées : U„ zz o, l\ rr o se réduisent, si 6 = a, à
la condition unique, nécessaire mais non suffisante, U^iro.
La recherche des conditions suffisantes constitue la difficulté que nous venons de signaler.
Reprenons les conditions du cas général
IJ^ rr Aoa*" -h A.a"*""' ^ ... + A^ zz o, . l\ n Aoô*" 4- A^b'"""' H- . . . -1- A^ = o.
On peut remplacer Tune d'elles par la combinaison
ou
AoCa"*-* -h ôa"*"- 4- ... + b"^'^) '
zzo.
^TO-i
DIVISIBILITÉ ALr.ÉBRIQUE cni
Si nous supposons que a tonde îw.<?ô, celle relalion devient, ii la limile
mk.fr'' -^ {m ^ i) A,//"^"' + ... + A,„^j - o.
Celle remarque étant faite, nous appellerons jmhjnôme dârivè, d'un polynôme donné U^,
(:^-:Aça:'*^ + A..r"-'-h... f- A„,_,;r-f- A^,
un polynôme qu'on déduit de U^ par la loi suivante : i** Si
h^x"^"^ est nn terme de T^, {jn — fe) A^a;*"""*"* est le terme correspondant du polynôme dérivé ; 2® la constante A„, de U^ ne
paraît pas dans le polynôme dérivé.
En désignant par UJ. le polynôme dérivé de U^ on a, d'après celle définition,
rls/nAo.'c"'"'-+-(m— i)A,a:'"~--f ...-f A,„^,.
H, Théorème. Pour qu un polynôme Vj.soit divisible exac-
tentent par (a?— «)*, 'V est nécessaire et suffisant que Von ait ('^^ n: o, U^ =: o ; c'est-à-dire qu'il est nécessaire et snffl^iant que a
annule le polynôme proposé et le polynôme dérivé.
Nous avons déjà reconnu (g 6j, que ces conditions étaient nécessaires ; mais il reste à montrer qu'elles sont suffisantes.
On a :
U^ ^ AqJ^ ~r A|.r -[-...-+- A j^j__iir -f- A j^^, U„ = A,/?*" + A./T."-* + . .. -f- A„_,/7 + A„ ;
par suite, puisque U„ = o,
Ao (x"--' + flx"'-* + . . . + «•"-') A, (o^"* -i- nxr^ + ... + «"'"-)
OU
V^ désignant le polynôme entier placé entre les deux accolades.
On a d'ailleurs
Puisqu'on suppose U;, = o, on a donc aussi V^ — o. Le polynôme Vj. est donc divisible par {x — r/), et Ton peut poser
On a donc, finalement,
ce qui prouve bien que, si Ton a U„ zi o, et U^ := «»; U^ est exactement divisible par {œ— o)\
9. Polynôme dérivé se<Nmd* On peut généraliser les idées précédentes et après avoir définile polynôme U', dérivé de U, nous pourrons imaginer, de la même iaçon, le polynôme dérivé de U'. Nous désignerons ce polynôme par U^ et nous le nommerons polynôme dérivé second. Nous avons donc, diaprés ces définitions
11^ smAûX*""* -f- {m — i) A,.r"*""- -f- . .. -f- nA^^-h i . A^,, U"sm(m-i)AcKC*^"- + (m— i)(m— a)A.x'""V i.aA. ,.
Nous nous proposons maintenant de rechercher les caractères de divisibilité de U, par (x— a)\
lO. Divisibilité par (a;— a)'. Tiiéoréiiie. Pour qu^un j)olynôme entier U^ soit divisible par {x—a)\ il est nécessaire
et suffisant que Von ait:
DIVISiOIUTË ALCÉeniQUE ti:U
Soit posé :
II, „ = a;*" 4- oa;'""' -I- «»a:"'"- + ... + «•«.
On a
et, par suite,
(C) Rx.m-(«»+«)«'"=(^-»)(K^.^,'4-«H,,„_2 +...-|-a'"-'). La formule (A), (g 7), peut donc s'écrire :
En posant :
et en tenant compte de Tégalité (B), on a d'abord
V„ = A.»ia"-' + A, (w _,)«'"--+ . . + A,^,î!« + A„,_, ; puis, en tenant compte de (C),
(1) V,~V„s(a;-a)^^ ou
V.-V„=:(ar-«)W
Dans cette identité, W^ désigne l'ensemble dos termes, entre
accolades, qui suivent le facteur {x — a), dans Tldentito (i). Il est maintenant facile de reconnaitre que Ton a
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On a, en offel,
+ Afii-3'^a, 1 OU, en vertu de Tégalité (B),
W« ^ Ao^*". ^ [1 4- î« 4- . .. -I- (Ml ■— i)l
D'ailleurs, si Ton pose :
S^r: i-f.îî4-34- . . -4-;), ou,
on a :
«Sp = /?(/? 4-1).
En tenant compte de celte relation, on obtient : 2W„=r/H(?w— i)Aort''*""4-(m — i)(7H—2)A//"'"^4-.. .4-^.1 A^_,,
ou, enfin.
La démonstration du théorème énoncé est maintenant très simple. On a successivement établi que l'on avait
avec les conditions :
on a, par conséquent,
Si Ton suppose que Ton ait, à la fois, U^ =: o, U^ n o ; U^ est divisible par (x — a)\ et Ton peut poser :
Alors de deux choses Tune : ou Ton suppose W^ pi o par suite, D^ ^ o, et, dans ce cas, U^ n'est pas divisible (par x — aY; on, au contraire, on suppose W„ n o, par conséqu'ent l]"^z=:o, et alors W_ est divisible par {x — a)'. En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes^ pour que V^ soit divisible par {x — rt)*\ sont
U„zro, u;-o, r:~o.
f . Reconnaître que U :
eft divisible par y :
V sa?* - :^x*y -h 3xy* - y\
On vérifie qae U, U', U*' s'annulent pour x = y. S. Calculer le quotient
i — X cos ? — ip" cos wo -+-a;""*"* cos (w — i ) e
1 — 2x cos 9 -h or"
Réponse :
Démontrer que r et r donnent des restes éqaux
5. Désignons par V <»< V c/ewj: nombres entiers, diffé^^enis de i; le plus yrand commun diviseur entre les nombres a, af (supposés entierSj différents de 1, et non premiers entre eux) est une puissance exacte de 2, taules les
fois que y =r V*-j-^' ^^ ^*' '''* nombre premier. On po?o:
0 t''tantiin diviseur commun impair, et autre que i. On a nlor:^:
y = (V)«+(V'«r, iH code cxi>i'CBsion est (liv!!>iblo par
Heronnattve que V
eut e.TfiHcïiiPni diviaihio pftr\ i
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1 . Définition. On appelle déterminant symétrique, un déterminant dans lequel les éléments placés symétriquement, par rapport à la diagonale principale, sont égaux; on a donc a^ :=: a?, pour toutes les valeurs de a et de g. Si Ton change les lignes en colonnes, et vice versa, l'élément b^, du second déterminant, est égal à a^; et, par conséquent, égal à a^. Il en résulte que les déterminants mineurs, relatifs aux éléments al et a*, sont égaux.
1©. Tiiéoréme. Soit D ie coefficient de Vêlement «r^ dans le déterminant A, D^', le coefficient de a^î dans le déterminant D, OH a :
souslesigne^, les indices xel'^ sont invariables; 2' doit prendre toutes les valeurs 1, 2, 3, ... n excepté la valeur a, et g' toutes les valeurs 1, 2, 3 ... «, excepté la valeur g.
En effet, tous les termes de A qui contiennent l'élément a^ sont compris, par hypothèse, dansle produit aH). Las autres termes renferment donc des éléments distincts appartenant, l'un à la ligne a, Tautre à la colonne 3. Réunissons tous les termes où se trouvent les éléments a^ et a^^ et représentons
leur somme par a^' . «^,A. Si, dans chacun de ces termes, on
permute les indices fi et }»', on obtient des termes de signes contraires ; la somme de ces nouveaux termes est donc égale
D*aulre part, ces termes se trouvent dans le produit a^D, et puisque D^' est le coefficient de a^) dans D, leur somme est: aPflP'DÇ'Onadonc: A=: — D^' et, par suite, dans le détermi*
01 (X' (X' et' *■
nant A, la somme des termes contenant les éléments a^' et
a^,est: — aPV,DP'. Ainsi
3. Corollali^ I. Si Ton suppose a = ^ =: i , on a D = Aj ; cl en appelant A]^! le déterminant mineur déduit de A} par la suppression de la ligne, et de la colonne qui se croisent sur rélément aKy on a :
A = alA|_i:(-.)«'+!''«X'A!;S:;;
ou, en supprimant les accents,
A=«jA}-S(-.)«+Paf«;.A;|.
Dans cette formule les indices x et 0 doivent recevoir les valeurs 2, 3, ... n.
41. Corollaire II. Appliquons cette foi*mule à un déterminant symétrique et, à cet effet, considérons séparément les termes, compris sous le signe ^, pour lesquels on a a = 2, et ceux pour lesquels a et ^ sont différents. Puisque Ton suppose «5*=:ajj, la somme des premiers est — S(— i)'"a,*aJjAÎ'",ou
— S(a»)*A|'*. Les autres termes sont égaux deux à deux. En effet, soient deux termes afaJjAj^P, «fa^Aj;*; ils ont le
même signe, celui de — (— O""*"^; et ils sont égaux, car A} étant un déterminant symétrique, les deux déterminants mineurs relatifs aux éléments a\ et a^ sont égaux.
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Ainsi Aj'^nAÎ^Q el comme a^=:a^, et aj^ira^.
on a, finalement,
A = al Al - ï «)'Ai:« - .ï (- .)»+P«r«?A;;f[.
l'ar exemple ;
^ACA'A'— B')— B**A"— B"A'— 2(— i)'B'b''B
\Hy»
zzA^VA'— AB*-A'ir— A^B'^fiBB'B
(O.UJ
zza'a''-\'b'b''-hc\'''-iaba'b*-''iaca'c'—2bcb'c\
5. lléeoinp«is»itioa d*an déÉemiiaant en une stouime de prodnitai de déÉerminnnto. Théorème. Si ioKs les eVe. menis d'un délermhunU d^ ordre n, situés dtuis les p pretnièi^es cofonnes el les [n^p) dernières lignes^ sont nulsy ce détei^minanl est égal au produit d^ui déterminant d ordre p, par un déterminant d! ordre {n — p).
Soit le déterminant :
«1 nz
pfl
o ... o a^^y il ... « ^|P+i
((P ti^''^ ... a'\
et soit posé :
a ir p f
a\ (1% ... aS
et ir —
Je dis que Ton a : A zz DD'.
En effet, i"" un terme de A est le produit d'un terme de D, par un terme de D'. Car un terme de A, différent de zéro, contient un élément pris dans chacune desp premières colonnes et dans chacune desp premières lignes, et par suite un élément pris dans chacune des (n — p) dernières lignes et colonnes. Ce terme peut donc s'écrire :
^i> ««1 « • ^ désignant, dans un certain ordre, les nombres i, 2, ...p; et ^p+i» ap_|-2 ••• ^n» i^s nombres j9-f- i,p4- a, ... m. Le nombre des inversions des indices supérieurs est nul ; et le nombre des inversions des indices inférieurs est égal à la
somme des nombres d'inversions des deux suites a,, a,, ... Xp et (Xp^xy Xpj^i, ... a„. Si ces deux nombres sont de même parité, le terme considéré a le signe -h ; s'ils sont de parités différentes, ilale signe- Or (4,, 4^, ... «y, et («„^^,. «Ç^^, ... «:)
sont, en valeur absolue, des termes de D et de D^et ils doivent être affectés du même signe ou de signes différents, selon que les suites des indices inférieurs sont de même parité, ou de
parités différentes. Ainsi, le terme considéré est, en valeur, et en signe, le produit de deux termes des déterminants D
On voit de même que réciproquement le produit de deux
termes quelconques de D et D'est un terme du déterminant A.
G. Ilicorèmc. Si tous les éléments situés dam les colonnes
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cTindices 3,, g„ ... Pp el dans les {n — p) lignes d'indices différents de a,, «j, ... Xp sont nuls, le déterminant A est égal à
D désignant le' détei^minant des éléments situés dans les colonnes 3|, P, ... Pp et les lignes a, a, ... t.^ ; {ces élémeyits étant
pris dans le même ordre que dans le déterminant A) ; D' représente le déterminant mineur complémentaire de D, c'est-à dire celui qu'on forme en supprimant^ dans A, les lignes et les colonnes oii sont situés les élètnents de D. En effet, supposons :
». <^, <...<^p, et 3, <?,<... <fip-
Par des permutations successives de lignes et de colonnes consécutives, amenons les lignes a., a, ... «p à être les p prenaières et, pareillement, les colonnes iï,, g„ ... 3p, à être les p premières. Pour amener la ligne «« à la première place, il faudra effectuer (a, — i) échanges de deux lignes consécutives ; pour amener la ligne a, à la deuxième place, il faudra faire (a, — a) échanges, et ainsi de suite. Enfin pour amener la ligne Op à la première place, il faudra faire («p —p) échanges. On a ainsi multiplié le déterminant A par
De même, en amenant les p colonnes considérées aux p premières places, on multiplie le déterminant par :
Soit A' le nouveau déterminant, on a, d'après cela,
OU
A' — A(— ,\«l+«i+-+«p+Pl + P2+-- +Pp.
BIdis nous avons vu (§ 5), que Ton avait A' = DD', on a donc,
If. Motations. Soit :
Nous désignerons par A r'g^**'g^< le déterminant mineur
d*opdre (n— p), déduit d'un déterminant A, d'ordre «, en supprimant les lignes et colonnes qui ont pour indices a, a, ... 2^
et P,3t .. . Pp; et par D /«*«*.*..« j le déterminant complémentaire,
celui qui est formé des éléments de A pris successivemenl dans les lignes 7^, a, ... ap et les colonnes ^,, @t *•• 3p-
Théorème. Un' déterminant A d*ordre n, a pour valeur
en supposant que PhP,, ... ^j, soient invariableSy et rangés par ordre croissant, et qu'ion prenne pour a,, a, ... Op toutes les combinaisons^ pà p, des nombres 1, 2^ 3 ... «, ces nombres étant disposés, dans chaque combinaisonypar ordre croissant. En effet, réunissons tous les termes de A qui contiennent j) éléments appartenant aux colonnes ^,, 0,, ... ^p, et aui lignes «19 «i,...âip; et désignons leur somme par A^.Nous
avons donc A =: A, -|- K ; en appelant 11, la somme des autres termes. Cela étant, annulons tous les éléments situés dans les colonnes ^,, |3, ... 0p; et dans les lignes autres que ^M ^1 ••• ^p' Chaque terme deR contenant au moins un de ces
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éléments sera nul ; A, qui n'en conlient aucun ne sera pas modifié. Quant à A, il devient égal à
et ce produit représente la valeur de A^. 11 résulte de là que chaque produit donne un certain nombre de termes de A. Observons, en outre, que si l'on change la valeur des indices (x^, a, ... Op, les indices descolonnes, restant fixes, tous les termes du produit changent; le théorème sera donc établi, quand on aura prouvé que le nombre total des termes de tous ces produits de déterminants est égal au nombre des
termes de A, c^est-à-dire égala 1.2.3 n. Or, dans chaque
produit, il y a 1 . 2 ... p 1 . 2 ... (« — p) termes ; le nombre des
produits est Cî ir '—^ — '-^ — ; r . Le nombre total
des termes contenus dans la somme des produits est donc Cp(» — p)! ; ou ni
9. Corollaire. U)i déterminant est nul quand les éléments appartenant à p colonnes et à [n — p -f- k) lignes sont nids ; car on peut décomposer le déterminant en une somme de produits de déterminants d'ordre (n — p) et d'ordre p. Ces déterminants étant tous nuls, comme ayant k lignes, au moins, composées d'éléments nuls.
MO. Exemples.
o/>g o o o 1 jogo 00 \.pq aqoo ip p o o o i
op ^qo
pqo ipq 0 0 1 q 0 0 ipq 0 i p
op po
pqo ipq 0 ip
q 00 ipq 0 0 1
ou:
A - — 2PÎ (/)• — g) — p' (// - wq) — 2g .pq ^pq (p' — q)
OU, enfin,
A n — p* -f- 5p'g — 5pg*.
Ce déterminant représente la somme des puissances o™«* des racines de Téquation
cf'^-px'\'q z:o.
1 1 . Théorème de Binet* et de Caiiehy. Soient deux systèmes de np éléments disposés sur n lignes et p colonnes, dans les tableaux rectangulaires suivants :
a\ a\ ... aÇ
al al ... aj
al al ... flj
b\ fef ... 6Ç b[ b\ ... 6$
Désignotis par G^ ^la somme des produits obtenus en multipliant les éléments de la ligne dHndice a dans le système (U), par les éléments homologues de la ligne dHndice ^, dans le système
et considérons le déterminant :
. Cj .^
Cm
Co-
1*» Si Von suppose p < n ; o/i a P rz o. a« *Vêp = n; /e5 systèmes (U) e^ (V) formant deux déterminants A e/ U, qui vérifient Végalité AB r= P.
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3® Enfin si l'on a p>n; P est la somme des produits des déterminants formés en prenant n verticales quelconques du système (U), et les n verticales homologues du système (V).
(Ce théorème a été démontré, en même temps, par Binet et parCauchy.)
Considérons le déterminant A, d'ordre (n-hp),
ûir
ai
aï
oi
Ajoutons à la première colonne, les p dernières colonnes naultipliées, respectivement, par a], aj, ... a? ; à la deuxième, les p dernières multipliées, respectivement, par ai, a2...aÇ; etc ... ; et ainsi de suite jusqu'à la w"« colonne, à laquelle on ajoute les éléments des/? dernières, multipliées par a,„ a„ . . . a^.
Le déterminant n'est pas altéré et il prend la forme :
... Cj „ ...
bl
NOTEC
La valeur de A est donc :
-\--/ ,y + 2+... + fi-ffp + l)...+(p+n)p
d'où,
ou,
A ir (— 4) «+2 + ...4-ii+(p+l)+(p+î)4-... + (p4-«) p / vp^
Distinguons, maintenant, différents cas.
!• Soitp <n. Sous la forme (i) on reconnaît que le déterminant A est identiquement nul, on a donc aussi P = o. 2*» Soit n =p. Dans ce cas, on a
ou.
A = (-!)*"(«- *)aB,
A-AB
Mais, d'après la formule (3), on a, pour p =: n,
ArzP.
Ainsi P est égal au produit des déterminants A et B.
8** Soit enfin p>n. Décomposons le déterminant A, en une somme de produits de déterminants d'ordre p et n, les déterminants d'ordre n étant formés d'éléments pris dans les n premières colonnes. Parmi ces déterminants, les seuls qui ne soient pas nuls sont composés d'éléments pris dans les p premières lignes. Soient an (Xsvai,?^ nombres distincts rangés par ordre croissant, et pris dans la suite i, 2, 3, ...p. Désignons les
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(p ^ n) nombres qui restent, nombres rangés en ordre croissant, par Y„ Yt ••• Yp.n- Nous avons alors
D*ailleurs le déterminant d'ordre/?, A(a4a,V..a,j est égal à un
déterminant d'ordre n. En effet, dans chacune des (p — n) premières lignes tous les éléments sont nuls, un seul excepté^ celui qui est égal à (-> i). Développons ces déterminants par rapport à la première ligne et remarquons que l'élément (— i) est situé dans la colonne de rang Yi • Soit o« le déterminant obtenu en supprimant : !• la première ligne, ^^ la colonne de rang Yi ; nous pouvons écrire
Développons maintenant S^, par rapport aux éléments de la première ligne, et observons que tous les éléments de cette ligne sont nuls, excepté celui qui est situé dans la colonne de rang (y, — 0, élément qui est égal à (— i). Soit 8„ le déterminant déduit de 3,, en supprimant la première ligne et la colonne de rang (y, — i); on a,
et ainsi de suite :
iFoù
NOTEC
et, par suite,
A _,_ v*+2+-+*«2f— i)"*"^"2 + - + «n + Yl + -+Yp-n ^
jn(1.2... n} î
Observons que cette quantité étant indépendante de an «i? *•• a , on a :
«(«+0 . pCp+o
OU, en réduisant Texposant,
D'ailleurs D|a^^'j;"^ est le déterminant formé, en prenant
dans le système (i) les éléments situés dans les colonnes d'indices a„ a, ... a , c'est-à-dire le déterminant déduit du sysième
( i ) en supprimant les colonnes d'indices y, , y,, y ^ ; 3 résulte
aussi du système (2), en supprimant les colonnes dMndices Yi' ïi' Y ^ ^^^ deux déterminants étant désignés par A et B, pour abréger récriture, on a donc :
A =(-!/'+« S(AB
En comparant ce résultat à la formule (3), on a» finalement,
dz P = 2 (AB).
1 9. Examen du eaks oikp:=:n. Posons
tti a^ ... ai
a» (Zj ... 04
0„ 0„ ... fl„
,Bzz
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et,
iious avons montré que Ton avait
P = AB; en posant
On dit alors que P est le produit des deux déterminants A et B, effectué, lignes par lignes. Or on peut changer les lignes en colonnes, et vice versa, soit dans Tun des déterminants A et fi, soit dans les deux à la fois. Il y a donc, pour le produit de deux déterminants, quatre formes, en général différentes ; ces formes correspondent aux quatre valeurs suivantes de rélément du déterminant P :
i) Cflj^p = aJi^p -f. a;ô^ -+-...+ <*« | produit par ligne».
2) CP = ajjôf H- albf -h . . . -+- a^b^ ) produit par lignes
" 1 2 ni *^^
3) Cî = a"6p4-«?6p-|- ... +• «"ôp J colonnes.
4) C"'P = afbf -+- a^b^ -f- . . . 4- a^bf^ } produit par colonnes.
On peut donc énoncer la propriété suivante.
Théorème. Le produit de deux déterminants d'ordre w, est égal à un déterminant d'ordre n, dont les éléments sont les sommes des produits des éléments des lignes ou des colonnes de Vuny par les éléments homologues des lignes ou des colonnes de Vautre,
US. Remarque. Pour cfTecluer lo produit de deux déterminants d'ordre n et p, (p<n), on transforme le déterminant d*ordre p^ en un déterminant égal, d'ordre n.
1^ Théorème. Le can*é d'un déterminant est un déler-
Gr;o
minani symétrique, lorsque les déterminants égaux sont multipliés lignes par lignes ; ou colonnes par colonnes. On a, en effet :
Cp,« —
et
Ca.B — «ot^S -'- ^a^â + •• + «a«Q-
'a,p -^ '*ot"p
d'où Ton conclut
Gp,a — ^«,p-
!&• Exemples. Voici maintenant quelques applications des principes précédents.
ab\ cd\
pq rs
ap-hbq ^cp-^-dq ar+bs^cr-^-ds ap-hcrfbp+dr aq-hcSjbq-i-ds
ap-^bryCp-\-cr aq'\-bs^cq-\-ds
ap-hcq,bp-hàq
abc def ghk
aa'-hbb'-hcc'.da'-hcb'+fc', ga' + hb' ad'+be'-hcf, rfd'4-ee' +fr, gd'+he' ag'-hbh'-hcV, dg''hch'-hflc\ gg'+hh'
kc'\
^ ( kk'l
aa-hbd'-hcg^da^-hed'-hfg', ga'-hhd'-h-kg' aV-hbc'-j-ch', db'+ee'+fh', gb'-hhe'-hhk' a& -i-br + chf, dc'-i-er -h fr,9c'-hhr -i-kk^
aa'-+-db'-hge',ba''heb''\'hc',ca'+fb'-hkc' ad'-^de'-^grybd'+ee'-hhryCd'-hfe'-hkr ag'-hdh' + gk\ bg'+ eh' -hhk\cg' +rh' + kk'
aa'-hdd'-hgg', ba'-hed'-hhg', ca'+fd'+ kg' ab'-hde' +gh\ bb'+ee' 4-M', cV + /e'+ W ac'-f. df + gk\ bc' + «r + A*', ce' + /T-H A*'
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aa'
■Jfbb'
cd,
cm'
'-\-bb'
+ cc!' 1
aa' ■+■ bb' + ce',
m'+bb' -^-cc',
(Produit
par colonnea.)
a* + 6a' 4- ca\ ab + 66' 4- cb" y ac -h 6'c 4- cc'^ aa' + b'a'-^c'a", a'b-hb'* +c'b% a'c-^b'c'+c'c" aa^+b^a'-^cW, a'b-hb'b'+c'b^ (fc-^b^c'-^c"*
(Produit
par Ijgnes
et coloDues.)
a" H- a'* 4- a"*, ab-^-a'b'-^a^b' .ac-k-a'c'-^a'c" ab-^a^V-i-a'^Vy 6* 4- 6'* 4- ft'"», 6c4-6'c'4-6*c' ac4-a'c' + aV, 6C+6V4-6V, c* 4- r'* + c**
(Produit par colonnes.)
abc de f
abc de f gh k
Pzz
aa'-hbb'f da' ad' + b€\ dd'
éb\ ga'-hhb' ee\ gd' 4- Ae' k
ILB. ApplicMition do théorème de Binet et Cauehy.
Considérons deux systèmes composés d'éléments égaux :
On a:
aj&i 4-a,6,4- ... ajbn^ b^ -\-b^ -h .. ou, en développant : j
isS
(a? + a|4- ... 4-a'„) (6Î-h 6| + ... f 6^) - (a,6, 4-aA4-...+«»6n)* s: S (a«6|î — h^a^"- (A)
Le signe S désignant la somme de toutes les expressions de la forme (a^6g — bjiy, qu'on obtient en prenant pour a
NOTEC
et g les ' combinaisons des nombres i, 2, 3 ...n. La
formule (A) n*est autre chose que Tidentité de Lagrange^ dans le cas le plus général.
1 9. Remarqoe. Si les deux systèmes de np éléments, considérés dans le paragraphe ii, sont identiques^ le déterminant P est égal à une somme de carrés.
Car Â étant égal à B, on a :
P = SA
Le nombre des carrés compris sous le signe S est égal au nombre des combinaisons dep objets, pris w à w, c'est-à-dire égal à :
Il en résulte que les déterminants mineurs principaux de tous Ifis ordres du déterminant symétrique P, qui est le carré
du déterminant A, sont des sommes de carrés. Par déterminants mineurs principaux^ nous entendons désigner ici ceux que Ton obtient en supprimant dans le déterminant proposé un même nombre de lignes et de colonnes affectées des mêmes indices.
Supprimons dans P les lignes et les colonnes d'indires a„ a„ ... aj^; on forme un déterminant mineur d'ordre (n — k]
qui est composé^ diaprés la règle de Binet et de Cauchy, avec les éléments de deux systèmes identiques, déduits du système des éléments de A» parla suppression des lignes a,, a, ... 2^.
18. Déterminants de syst^émes a^ointe. Soit le dé« terminant :
An
^1 ai ... ai
ci'i a^ . . . a*t
résignons, suivant une notation adoptée, par aJ le coeffi-
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clent de rélément a^; on donxiQle nom de déterminant adjoint au déterminant D :
Aj Aj ••• A.I A^ A-^ ••• A 2
19. Théorème. 7/6 déterminant adjoint d'un déterminant (Tordre n est égal à la puissance (w — i)""® de ce déterminant.
En effet, multiplions A par D, et soit C^j ^ un élément quelconque du produit; cet élément a pour valeur:
Si Ton imagine que Ton développe A un mineurs^ par rapport aux éléments de la ligne p, on voit, i» que C^^ o est nul quand
on a %^^\ a<»que Ggj p — A, quand on suppose a — p. Par
suite, le produit considéré a tous ses éléments nuls, excepté ceux de la diagonale principale, lesquels ont pour valeur commune A. Ainsi le produit DA est égal à A'*; on a donc
DizA"-'.
itO. Théorème. Soit d, un détei^minant mineur d'ordre p dudéterminant adjoint D. Avec les éléments homologues du système A onpetU former un déterminant de même ordre ayant pour coefficient G; ces quantités d, A et G, vérifient l'égalité
rfzrA'^-^C.
Considérons le déterminant :
dzz
OÙ Ton suppose a, < a, < - .. < «p, et 3, < ?, < . .. < 0p.
On peut écrire le déterminant d sous la forme d*un déterminant d*ordre n,
dzz
... aI"
Af^+i ...
aL'^* -
Af'
Af"
Dans les p premières lignes figurent les éléments de D qui sont situés dans les lignes a,, a,, ... a^. On doit aussi re* marquer que dans les (n —p) dernières, les éléments situés sur la diagonale principale sont égaux à Tunilé, et que tous les autres éléments sont nuls.
On a d'ailleurs :
al' /^ ... a^P a^P+» ... /« /' /* ... a^P a^P+' ... a^'
Ph
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DOO
Faisons maintenant le produit de d par A% nous obtenons le résultat suivant :
a"* , a\" , «•" ,... rt
a^^\ /p+l ^f»f^+l ... ^Pp+l ... «Pp+1
Ce déterminant se réduit {% 5) au produit :
rfXA' = A''
^Pp+i /p+i^ ^Pp+i ... ^Pp+i
^Pp+2 ^Pp+2 ^Pp+i
Remplaçons A' par sa valeur (3) il vient :
car, (g 8), la quantité
est le coefficient de
Pi Ji
... fl^P
lit. Exemples, i* Le déterminant mineur déduit de D, en supprimant la ligne a et la colonne 3» est égal à :
On », en effet,
a-i:+(a+lH-. .+'»-M+i4-...+(p-l)-HP+iH
S"" Soit le déterminant symétrique X
a b" b' \ b" a' bb' b a"
el le déterminant adjoint D,
où Ton suppose :
A = o'a"-6', A' = h-b'b'—ab, B' =
zaa' — b".
: bb'—a'b
On a les identités :
= -bA.
Ou, en développant :
(n'a^^b') {aa" '-' 0") — (Ob' • ^ a' à' y - a" A (aa' — b'*)(aa'''b'"-) - (b'b"^aby-a^ {a' a' - b*) {aa' — b*") — [bb' — a'b'f - a' A {b'b' - ab) [b'b-^a'b') - {aa" - 6'*)(6^^'' - rt'i^') : (b^'b - a'6') (6 V - ab) — (««' — b"*) {bb^'-a^b") iôb'^a'b''){bb' ^a:b')'-(a'a''^b'){b'b'^ab):
zb'\
=zb'\
<. Développer le détei^minanl syméb'ique.
A zz
Rt'iioiise :
AI) - C
B^J) ce B'D CC"
iro ce
A'])— C* Bl) — C'C^
B'D - ce
BD CC" AMJ— e^
ia
S. Soil te dHerininant
Désignons par A le coefficient (le a, h le coefficient de h elc ... IMmonirer ndentité
Pour résoudra cette question^ on peut appliquer leé identités déiuuutrëes au dernier paragraptic de cette noie.
rt, b^ 6\ ... /, f(^ b^ C^ ... /^
An:
Si Icjt éléments de ce détennituml vérifient les relations ;
^l^b^ — o, — ^/,c', := o, — ^,c, — o . . ilA,/,
on a :
Vérifier cette proposition^ qui est une conséquence évidente du théorétne de Binet et Cauchy,sur Cejcetnple numérique suivant:
[,CalaluH.)
Uu Iruuvu, L-u effet,
Hésoudre les équations
(IX -hby+ cz -\-iU=:X
— bx-hay-hdz — clzz Y
— ex — dt/ -^ az -h bt zz Z
— dx + cy — 6-5 -H ai — T .
Calculer le déterminant des inconnues, et Cexpression U ;
{Ed, Lucas.) Soit A, le détermiuaut des iacouuueé. Ou a,
A s: (a* + 6* -h e*-+- dj.
Cepoiut s'établit facileiueiit eu formaut A*. Ou trouve aloi':»,
aX — 6Y-CZ — rfï
_6X-+-aY-~dZ+cT ^ _ cX -h dV + aZ — 6T e/X — cY-f-ôZH-aï
et, par suite:
(x'-Hy*-h2'-^0(û^*-+-ô*-Hf*-hd*) = X* + \"-HZ'-+.r. C'est lideutité d'Euler.
6. Résoudre, par rapport aux lettres x; y, z,i,p, q, r, s, les équations:
ax-hby -\' cz -{- dt -{- ep -h fq -{- yr -h as zr X
— bx-h ay -{-dz^ et + fp — eq — hr -^ gszz Y
— ca; — 6?y -)- az-hàt-h gp + hq — er — fs -ziZ
— (te-}-cy — bz -h al -h fi]} — gq +fr — es zz T
— ex^ fy — gz — A< 4- op -f ^^ + cr -h c^ r; P
— fx + ey -^hz-hgt — bp-haq — dr -h es zzQ
— gx -{- hy -^ ez — ft — cp -hdq-h ur — bs -^.M
— hx — gy-^fz-het^-dp-^cq-hbr-hctszz S
Calculer le déterminant des inconnueSf et T expression U:
U :s:x' -^y* -h z' -h t' -hp* -i- q* + r-hs\
{Ed, Lucas,) Eu élevant au carré le détermiuaut A, ou trouve
y -(or ^b' -^-r -hfP + e' -h r {-y'-hh')'
ou:
Le^ valeurs des lucounues soat doauéos par les Tomiulcs
^I . a? = aX — i^Y — cZ — (f r — eP — /Q - <7R — /iS
VÂ . y = ÔX 4- aY -h dZ + cï H- fP-^eQ-h hl\ 4- f/S vÂ . j - cX +dY + aZ — i^T — ^P - AQ + eR + /S vÂ.i z=c/X — cY-4-6Z + «T — AP + ^rQ- /-R-f eS Vl./;:=:eX-|-/'Y-f^Z-HAT-4-f/P — ÔQ — cR— «rr Vl . (7 -/"X- eY -h/iZ — (/T -h ^P -f-aQ -f rfR - cT \ Â . r n r/X — hY — cZ -h H' + cP - rfQ -+- aR ~h bS VÂ.A- -/iX-^^Y — /y — eT + c/P-+-cQ — WH-aS.
Le théorème de M. SylvesCer peut s'énoncer ainsi. Si nnc forme quadratique U, a été décomposée, de deux manières différentes, en carrés de fonctions linéaires indépendantesy il y ût, daiis Vune et Vautre de ces décompositions, le même nombre de carrés affectés du signe -\-, et le même nombre de cai^és précédés du signe — ,
Nous distinguerons, dans la démonslralion qui va suivre; deux cas; suivant que le discriminant de la forme est différent de zéro, ou égal à zéro.
Premier Cas. Le discriminant n^est pas nul. La forme U est alors décomposable en n carrés indépendants si, comme nous le supposons, le nombre des variables est égal à n (^348).
Supposons que, par deux méthodes différentes, on ail trouvé successivement :
(0 u=:PÎ4-...+P;~0î...-Qg,
Nous allons montrer que a et 6 sont, respectivement, égaux à a' et à 6'.
Nous savons déjà que Ton a :
a + 6rzw, et x'-|-6' = ;î.
tffô NOTE D
Si Ton suppose x < a', on a, nécessairemeni, 6'< 6. Puisque
a4-6=: w, on a donc:
Celle remarque élnnt faîle, considérons les équations :
Le nombre des variables est supérieur à celui des équations, puisque a -i- 6' est inférieur à n ; elles admettent donc une infinité de solutions, différentes de zéro. Soit x\^ ••• ^'„; Tune de ces solutions. Les identités (i) et(îi) donnent:
Pr+..-^P; — Oî... -QisRîH-... ^R;/-Sî...-S|r.
Dans cette identité, remplaçons ir,,...a?^; respectivement par j'î,...,ri il vient:
11 résulte de là, en particulier, que Qj, ... Q^^ sont des quantités nulles. Mais alors les équalions
P, = 0, ...P^ = o; Q, no, ...Qgzzo;
admettent une solution différente de zéto. Ces n formes P,, ... P^; Q,, ... Q^, ne sont donc pas indépendantes, conclusion
qui est contraire à Thypothèseque nous avons faite.
On ne peut donc pas supposer a < a' ; ou pour le même motif, a' < a ; on a donc a =: a' ; et par suite, 6 — 6'.
SeeondVwkm, Le discfnminant est nul. Les notations précédentes étant conservées, on a encore, pour des raisons connues (§352). 3t-f3=:a'-f-P'. Nous poserons a-i-gzza'-f-P'r: 3; on supposant, maintenant, z<Zn.
P. z=:n\Xt +---+alr^f
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et considérons le tableau rectangulaire
^* ,.* ^1 «i ... a s ... flf
'ïi . . a. ... ff„
Dans ce tableau^ un déterminant d'ordre z est certainement différent de zéro, autrement les fonctions P et Q seraient dépendantes, linéairement. Posons donc :
at ... 0'
. :A?:fo)
et considérons les fonctions :
Je dis que ces fonctions sont indépendantes. Supposons, en effet, que Ton puisse trouver des coefficients a, tels que Ton ait,
En égalant à zéro les coefficients des variables 0:^ , .. .r.; on a, d'abord,
X,rti-h. . -f-X-aj' — o,
\a~ -+-,.. -\- X-at n o.
Le déterminant A de ces équations est différent de zéro ;
6GV NOTE n
elles ne sont donc vérifiées que pour des valeurs des coefii-. dents X, qui sont toutes nulles. Mais alors Tidentité (2) exige que Ton ait aussi :
Ainsi les fonctions (1) sont indépendantes. Ceci posé, considérons la forme quadratique :
V e^^t la somme de n carrés indépendants :
Si Ton supposait a ;zf x\ en remplaçant dans (3) successivement U, au moyen des formules (1) et (2), on aurait, pour Y, deux décompositions renfermant des nombres différents de carrés affectés du signe +. Nous avons établi, dans la première partie de cette démonstration, que cette hypothèse n'était pas admissible.
SUR LES IMAGINAIRES
Dans Texposilion que nous avons faite du calcul des expressions imaginaires (Leron ii), pour généraliser le calcul des radicaux, nous sommes convenus d'appliquer aux expressions imaginaires toutes les règles démontrées généralement pour les quantités réelles (i).
Celle convention n'est pas admise par tout le monde; ou du moins ne Test que dans une mesure plus restreinte que celle que nous avons employée. Nous indiquerons rapidement, dans celle note, comment on peuf présenter, autrement que nous l'avons fait, dans la leçon citée, les premiers principes du calcul des expressions imaginaires.
1. IMfiiiiÉioii des Iniai^nairesuConsidérons une identité dans laquelle entre la variable x^ et prenons pour amener ridée que nous avons en vue, une identité ne renfermant que des puissances paires de x\ par exemple, Tidentilé :
Les deux membres prennent des valeurs égales quand on donne à x une valeur arithmétique, positive ou négative, quelconque. Imaginons maintenant qu'on remplace la lettre a;*, par le nombre (— i). L'identité donne lieu encore à une égalité, qu'il est lacile de vérifier, mais dont l'existence est évidente
Bortramï. A ff/èhre élémentaire, i>.\T
66tî NOTE E
fi priori^ puisque en posant x* zz z, l'identité
est vérifiée pour toutes les valeurs positives ou négatives de :;.
Examinons maintenant, de plus près, ropération que nous avons faite: nous avons remplacé af par — i et il n'y avait, à cela, nul empêchement, puisque Hdentité considérée par nous, ne présentait que des puissances paires de x. Ainsi on peut dire que cette identité est vérifiée non seulement pour des valeurs positives ou négatives de Xy mais encore pour des valeurs négatives de x*.
La généralisation des identités, conduit ainsi à envisager ces valeurs négatives de x*, qui ne correspondent pas à une valeur arithmétique de x. Pour les distinguer de celles-d, nous leur donnerons le nom d'expressions imaginaires, et nous désignerons en particulier, par iy celle de ces expressions dont le carré est égal à — i.
Considérons maintenant une identité renfermant, dans ses deux membres, des puissances impaires de x. On peut par un groupement convenable, éciûre cette identité sous la forme :
r, {x) -h xr, ^^) s: <?, (.r) H- xo, {x) en supposant :
les fonctions /i, /*, ; ©,, 9, ne renfermant que des puissances paires de x. En remplaçant x* par — 1 ; /*,, /i, ?„ 0, prennent des valeurs arithmétiques, bien déterminées, égales deux à deux, et le premier membre devenant égal à A -f- BXy le second membre prend la valeur identique A + Bx.
Ainsi les identités subsistent, même pour ces valeurs singulières de X que nous avons nommées imaginaires, et quand, dans ridentité de deux fonctions entières, on remplace a: par ile premier membre prend la forme A-f-B»; le second membre la forme A' H-B'i, les égalités A = A' B zr B' étant vérifiées.
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9. Égalité des Imai^iiaires. Deux expressions imaginaires a-hbiy c-+-dt\ sont égales, par déflnilion, lorsque Ton a a r: />, r — cf; ainsi, de Tégalité,
(i) rt + ft? izr-i-rfî , on déduit
Si Ton compare les épralilés (i) et (2) on voit que la définition précédente revient à celle-ci : dans le calcul des imaginaires^ la lettre i est considérée comme représentant une quantité variable, dont le carré est égal à — 1.
Nous ferons ici celte convention dont Tutililé nous parait plus fecile à vérifier par la suite, qu'à motivera) priori,
3. Opérations alg^ébriques. i^ Addition et soustraction. Le calcul algébrique de l'addition effectuée sur les expressions imaginaires a-hhi, a* -\-hH, ... donne, en traitant i comme une variable,
(ahbi)-h{a'-hbi) + ... -:V^ -hr/' -f- ...) -h{b -hb' + .,.)i.
Cette identité constitue l'addition des imaginaires et si Ton représente le résultat par x + y^, on a :
Pour les mêmes raisons, la soustraction des imaginaires a + biy a' -h b' i, est définie par l'identité :
a-hbi- [n' + b'ï)^ a — r/' -h [b — V) i.
2® Multiplication. Considérons les deux expressions imaginaires a + biy c-hdi; traitons i comme une variable, nous avons :
(a 4- ^0 (c + di) =: ne -f- bdi* -f- i ^bc -\- ad).
Faisons maintenant /' z= — 1 et nous obtenons, pour le produit {a -h bi) (c H- di), le résultat suivant ;
ac — bd -}- i {bc -h ad).
f.r»8 NOTE E
Remarque I. On peu f intervertir tordre des facteurs Unaginaires.
Prenons deux facteurs imaginaires a -f- '>', e -^di : nous voulons établir Tidentîté
(rt -f. hi) [c H- di) == (c + di) [a -h />*:)• D'après ce que nous venons de voir nous avons
( 0 (if -{• hi) (c -f- di) — rrc — hd + / yhe 4- ^/^/).
Prenons maintenant le produit {r + di) (« -[-/>/); en lui appliquant la même règle nous trouvons
(2) {c + di) {a + bi) zn {ac - hd) H- i (bc -+- ffd).
En comparant (1) et (u), nous voyons que les deux seconds membres sont identiques ; il en est donc de même des premiers membres.
Remarque VÊ- On peut multiplier par une même exp}*ession imaginaire les deux membres d'une égalité.
Si Ton a,
(1) a-hbiiin'^bU, je dis qu'on a, pareillement,
En effet, le premier membre est égal, d'après ce quo nous venons de voir, à :
ax-b^-\- i [bx 4- ^3), (A) le second est égal à
Mais régalité (1) donne a ~ a', et 6 — //; les résuUats(A)et (B) sont donc identiques.
3° Division. Nous définirons la division de la manière suivante : Diviser a + bi par c -f- di, c'est trouver une expression imaginaire o^-hyi, xety étant réels, tels que Pou ait.
a + bi zzic-i- di) (x-hyi).
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Celle égaillé peut s'écrire, d*abord,
a -hbi :iz ex —dy-h i [dx -h cy) ;
on a donc:
ex — t/y — a, dx + cy — b.
Ces équations donnent les valeurs des inconnues Xy y ;
__ ac -hbd __bc — ad
(l -h bî
Si nous convenons d'indiquer par -, le quotient cher-
c -hdi
elle, nous aurons donc, finalement,
XI -\-bi __av-\- bd ^ bc — ad
c-f-c/i c*-hd* f^-hd
Remarque III- On peut rniilli plier, par la même expression imaginaire x-hi^i, les deux termes d'une fraction; ces termes étant réels ou imaginaires.
Soit TT une fraction ; h et V désignant des expressions, réelles
ou imaginaires, de la forme a -hbi. Nous venons de démou- Irer qu'il existait une expression x + yi, telle que Tégalité
soit vérifiée. Multiplions ses deux membres par a -h ^i, nous avons
l (x + i,i)-\ {X -h yi){o^-h i^i).
D'autre part, nous savons qu'on peut intervertir l'ordre des fadeurs imaginaires; nous avons donc
U {x H- i,i) = V (a -h i.i) {X -h yi).
Celle égalité prouve que Ton peut considérer U, i= U (a -+- },i) et Vj r= V (a -f- gO> comme des expressions imaginaires, et
H) .NOTE E
ces expressioas sont telles qu'il ejûsie uue imaginaire x-hyi qui, après avoir multiplié V^, reproduit U,. Ainsi x-i-yi est le quotient de U| par V«, et Ton a bien:
Remiiriiae IV- On déduit de la remarque précédente uu moyen commode d'effectuer le quotient de deux expressions imaginaires. Il suffit de mulliplier, haut et bas (comme nous l'avons dit dans la leçon XI, g 128) les deux termes de la fraction proposée par l'expression conjuguée du dénominateur.
Pour la suite que comporte Texposition du calcul et des propriétés des expressions imaginaires, nous ne pouvons que renvoyer à la leçon citée.
ERRATA
Page 30; ligne 11 (»;u remoutaut) :
au lieu de (j;+")^ î ^^^^'^ (r + a*).
— 19 — 3 (oh remoutaut] :
au lieu de a' : lisez a'^.
— Id. - DaUîilc tableau qui correspond à la règle de Sarrus, a la
troisième ligne,
au lieu de a', ^', C ; lisez a", M, c".
— 88 — 3 au lieu de x„^ ; lisez .r,, .
— 3c i -- 7 (en remontanti :
au lieu de 9 (Xu) ^o ; lisez 9' ^x») ^f o.
— 361 — 4 (eu remoutaut) :
au lieu de -rr- lisez ^^•
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		PRÉFACE

		VI PRÉFACE

		TABLE DES MATIÈRES

		VIII TABLE DES MATIÈRES

		X . TABLE DES MATIÈRES

		TABLE DES MATIÈRES

		ALGÈBRE

		Identité due à M. Le Lasseur

		On peut aussi poser

		Vérifier que ton a

		ARRANGEMENTS

		PERMUTATIONS

		COMBINAISONS

		T^TT

		COMBINAISONS AVEC RÉPÉTITION OU COMBINAISONS COMPLETES

		Définition des permutations nvee répétition

		FORMULE DU BINOME

		rVombre des termes da déTeloppemeot de X

		Démontrer les relations

		Démontrer que si l'on pose

		Fonniile préllmiiiaire. Nous poserons

		APPLICATIONS DU BINOME

		APPLICATIONS DU BINOME

		I . Démontrer VidentUc

		Démontrer les identités suivantes

		Démontrer la formule

		RACINE CARREE

		QUELQUE 801T Y

		Racine m"'* exacte. Posons

		RACINE CARREE

		V:s:Xy+iïhyz + k''z

		Démontrer que U

		Vérifier les identités suivantes

		Calculer le déterminant A

		HO

		Résoudre les équations

		Appliquer le théorème de M. Bouché aux équations

		ÉQUATIONS HOMOGÈNES. - FORMES LINÉAIRES

		Théorème III. Lorsque entre m inconnues U existe

		NOMBRES INCOMMENSURABLES* CALCUL DES RADICAUX

		NOMBRES INCOMMENSURABLES

		VÛ)" = U

		U, = LU

		Démontrer que Von a

		ÉQUATIONS ET TRINOMES DU SECOND DEGRE

		ÉQUATIONS. ET TRINOMES DU SECOND DEGRÉ

		Démontrer que .« ron considère Véquation

		Démontrei' que Von a

		Soilt-r. o. On a

		Soit enfin t > o. L'équation

		X«4-^X'+^X'+ DX + D

		Exemple. On propose de résoudre t équation

		Établir la diâcussion suivante

		Résoudre l'équation U = o

		Résoudre l'équation

		Résoudre l'équation

		SoitoT un nombre irrationnel défini par la formule

		A AX,X, • • • X

		Remarque II. Un calcul tout semblable donne la

		Vérifier qxte Von a

		Transformer l'expression

		AA' > BB

		AP>B

		RÉSOLUTION DES INÉGALITÉS

		Vérifier que les deux éyaliiés

		V. Résoudre l'inégalité

		I.a méthode précédente, donne

		V. (ÂYp_,+ V

		DêfiniÉlon. Soil lafraclion continue x

		BI + A,C, -B* + AC

		XV

		X :r:\ il, 0: (ti 0 \ ... j

		Trouver une infinité de solutions entières de V équation

		LES FONCTIONS CONTINUES. -FONCTION ENTIÈRE

		Théorème. La fonction entièi*e

		XX

		rw \ml

		I . 2 ... a? .(j: -h 1) ...(/?-+• 0 ou

		hi (6-f-O

		Quelle est la limite de l expression d*^', pour a— i

		i + aK

		Au commcD cernent du xvip siècle

		Quelle est la valeur de —^ , pour a

		Dérivée de la tenf^ente. Considérons enfin la fonction

		OM.OM'^V

		On propose la même question pour la fonction

		o// Ikmtnlt'er que l'on a

		h cos a

		f-cosa::='2COS

		Calculer les dérivées des deux fonctions

		Démontrei' que si l'on pone

		Formule de Taylor pour la fonction entière

		Formule de Taylor pour la ffonetion entière

		Cette déiuoiifltratiou est duo a M. Kuurht

		Trouver le minimum de U

		On considère un cercle A, inscrit dans un carré ABCD

		Trouver le minimum de

		tedétennliiatioii dans le ema des ffonettoiis

		Expressions IndéÉermlnées de h» fforme-^. La

		U IJ

		L.y = VLU

		Skir le symbole (o^). Si dans la formule

		Impuissance de la rénale de THépital» il y a

		I. Trouver^ par la méthode directe la vraie valeur de

		RESULTAT

		Ba, ~ O

		THÉORIE DES ÉQUATIONS

		wï

		Démontrer que si toutes les racines de téquation

		THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES ÉQUATIONS

		Théorème IV. Soit V équation f(x) = o; si Pan a

		Théorème. Entre les coefficients A© A, ... A^ de Vè

		Résoudre les équations

		Exprimer que les trois racines de iéquation

		Ho • • • Hp

		L.es deux équations

		Démontrer que /é»/î /ro/> équations

		I. Théorème. Si Von a, simultanément

		Démontrer que si l'équation

		Oeuvré de i*éqaatlon transformée. Si la formule

		ÉQUATION AUX CARRÉS DES DIFFÉRENCES

		A) et (B) éliminons a-, on a |ii enfin

		On donnû Nfftuttion

		Transfonner l'équatwn

		X- -^ij^x-hi rz

		Kquatlons binômes. Les équations binômes, telles quo

		LIMITES DES RACINES

		LIMITES DES RACINES

		RACINES ET FACTEURS COMMENSURABLES

		Racines eommensorables ffraetionnaires

		RACINES ET FACTEURS COMMENSURABLES

		Trouver les racines de l'équation

		X- rr a — e,la fraction —^ — prend la valeur , nombre néga

		Appliquer le théorème de Rolle à Véquation

		THÉORÈME DE DESCARTES

		X ... \~\ax

		I-(V — P)+(V'— N) + (tn— V — V

		THÉORÈME DE DESCARTES

		PH

		X-' — (a*-f i)x-hx=z[x — x)[x'-^xx—i

		i, -h i, etc

		DE NEWTON

		AC

		HL)-^A1) B'B + A'A

		PARTIE THEORIQUE

		UP P

		LES FACTIONS RATIONNELLES

		PARTIE PRATIQUE

		V:s:f{x) et Vs(a:— af<p(a

		A* — 3B)[6AC + (A* — B)(A*-4B)]-[9C + A(V— 4B

		ZZ

		Inscrire dans un cercle un polygone régulier de 3o côtés

		II. Détermination du second terme et des termes

		V:^\Q +R, U = VQ' + R

		LA DIVISION ALGEBRIQUE

		Hecomiaitrfi que la division

		Démontrer t/vc

		DIVISIBILITÉ ALGÉBRIQUE

		HA

		V.-V„=:(ar-«)W

		Démontrer que r et r donnent des restes éqaux

		Heronnattve que V

		Théorème. Un' déterminant A d*ordre n, a pour valeur

		A-AB

		A =(-!/'+« S(AB

		P = SA

		a-i:+(a+lH-. .+'»-M+i4-...+(p-l)-HP+iH

		AI) - C

		Hésoudre les équations

		SUR LES IMAGINAIRES

		Bortramï. A ff/èhre élémentaire, i>.\T

		XI -\-bi __av-\- bd ^ bc — ad

		H) .NOTE E

		ERRATA

		Sources et licence





