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remplacez : d par arf, et rf* par ^d*.
au lieu de : (§ no), lisez : (§ 120).
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au lieu de : '^ StU lisez : (§ Sgft).
— 218; ligne 7:
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— 396 — 2 (en remontaut) :
au lien de : équilatiou, lisez : cquiialcre. — des centres, -i- du centre.
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LBS COORDONNÉES. — PREMIÈRES APPLICATIONS
1 . Oa peut dire que la géométrie analytique a pour but principal Tétude des propriétés des courbes et des surfaces, à Taide de formules algébriques. Le moyen employé pour atteindre ce but, se résume dans la représentation du point, dans le plan et dans l'espace ; et cette représentation s'effectue par le secours des coordonnées. Nous indiquerons d*abord les principaux systèmes de coordonnées, dans le plan.
^. Abcisse et ordonnée. Imaginons dans un plan deux droites indéfinies xx^, yy'; se coupant au point o. Sur chacune d'elles nous adoptons une direction positive et nous
De L. Tome II. i
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^ convenons. que les semi-droites ox cl oy représentent les directions positives des axes.
jgy
Ceci posé, soit M un point quelconque du plan des deux axes; si par M on trace une parallèle à a:j;' jusqu'à ce qu'elle rencontre yy* au point Q, la longueur MQ représente Xabcisse du point M. Cette longueur est affectée du signe -h , lorsqu'elle se trouve du même côté que la semi-droite ox, par rapport à yy\
De même, si par M on mène une parallèle à yy'^ droite limitée à XX* ; la longueur MP ainsi obtenue représente Xordonnée du point M : cette ordonnée est positive lorsqu'elle se trouve du même côté que la semi-droite oy^ par rapport à xx*\ elle est négative, clans le cas contraire.
De cette définition, il résulte i*" qu'à tout point du plan correspondent une abcisse et une ordonnée, positive ou négative; 20 que, réciproquement, à une abcisse et à une ordonnée, données de grandeur et de signe, correspond un point bien déterminé du plan.
3« Axe» obliques etasces reetAng^ulaires. L*eusemble dendeux droites ara;', yy' constitue les axea de coordonnées. Le
plus petit angle dont il faut faire tourner la semi- droite ox pour rappliquer sur la senti-droite oy est Fangle des axes. Lorsque cet angle est droit, les axes sont dils rectangulaires; ils sont obliques dans tous les autres cas.
Si un point M, pris dans le plan des azes, a une abcisse qui est représentée, en grandeur et en signe, par <x; et une ordonnée qui, dans les mêmes conditions, est égale à 3» nous dirons que a et ^ sont les coordonnées du point H. Le point o, intersection des axes, se nomme Yoingine des coordonnées,
41. Coordonnées cmrAésiennes. C'est à Descartes qu'est due cette représentation du point, et, pour distinguer ce sys* lème de coordonnées de ceux que nous définirons tout à
riieure, nous dirons que a et ^ sont les coordonnées cariésiennes de M.
Lorsque les coordonnées x , y d'un point sont supposées variables, on exprime ordinairement ce fait en disant que x et y sont des coordonnées courantes.
Par exemple, lorsqu'un point M, dont les coordonnées rectangulaires sont X et y, est mobile sur un cercle de rayon R, ayant son centre à l'origine, les nombres x , y vérifient constamment la relation :
x' -\-ifzz \\\
5. Représen talion des courbes. Imaginons, d'une façon générale, qu'un point M se déplace en restant, constamment, sur une courbe A, bien définie. Les coordonnées a?, y de ce point sont des quantités variables, mais ces deux variables ne sont pas indépendantes. Imaginons, en effet, que x prenne une valeur numérique a: tous les points, dont Tabcisse est égale à 2, se trouveront situés sur une droite A', parallèle à yy' et coupant Taxe xxf à une distance a de Torigine. Par suite, à Tabcisse a, correspondent des ordonnées en nombre fini, ces ordonnées étant celles des points qui sont commune à A et ù AMI y a donc une certaine dépendance eulre les variables Xyy ; quand M se déplace sur la courbe A<
Celle dépendance peut, généralement, s'exprimer par une relation entre x eiy:
Nous dirons que la courbe A est représentée par cette équation, et dans le cas où f(x,y) désigne une fonction entière du degré m, en x et y, nous dirons que A est une courbe d'ordre m. Réciproquement^ à une relation donnée entre a? et y, correspond une courbe. Considérons, en effet, l'équation (i) et imaginons toutes les solutions réelles x^yy^\ x^^ 2/i;-- ^^ cette équation, solutions qui, en général, sont en nombre infini. A ces solutions diverses correspondent des points M„ M.,... ; et si Ton suppose que les points soient réunis par un Irait continu, la courbe que Ton peut ainsi concevoir, et construire, est celle qui correspondra Téquation proposée.
B. DéfiniÉion des lieux ^éiowaéixî^ue». Imaginons une figure fixe F et associons-lui, par une construction géométrique effectuée sur F, une seconde figure mobile F', dans laquelle nous distinguons, particulièrement, un certain point I. Lorsque la mobilité de la figure F' est convenablement réglée, nous verrons, dans la suite, ce qu'il faut entendre par là, le point I se déplace, avec F% et engendre, par ce mouvement, une courbe A. Nous convenons de dire que A est le lieu géométrique du point I.
La recherche des lieux géométriques constitue l'un des problèmes les plus ordinaires de la géométrie analytique, et cette recherche repose sur un théorème fondamental, que nous établirons d'abord.
1. Théorème. Lorsque les coordonnées x, y, d'ww poi7U I, vérifient cojistamment les deux équations :
datis lesquelles a représente un paramètre variable, Véqualion du lieu décrit par I s'obtient en calculant le résultant de ces deux équations^ par rapport à a.
En effet; soit R {x, y) = o, le résultant des équations (i) et (a^; désignons par a?y les coordonnées d'un point T, lesquelles vérifient les équations (i) et (a). Nous avons vu, en algèbre, que les deux systèmes :
W{x,y,\)z^i^ if{x,yy\)-o
étaient équivalents et que toute solution xf,y\\', du système (A), vérifiait aussi les équations (B). On a donc, en particulier, R {x\ y*) z: o ; ce qui prouve déjà que les coordonnées d'un point quelconque du lieu satisfont à Téqualion : R(ic,3/)zio. Réciproquement y soit x^y" , une solution de l'équation R ( a: , y ) = o ; l'équation fi^x" .y" y\)zzo, détermine pour X des valeurs correspondantes, réelles ou imaginaires. Soit X* l'une de ces valeurs. Les nombres x!'y^\\ vérifiant le système (B) et celui-ci étant équivalent à (A) on a :
axr,yr,r)-o,
o[lxf,y\r)^o.
Par suite, le point V qui a pour coordonnées x^y^ est un des points du lieu cherché, puisque af et y" vérifient les équatiens (A), quand on donne, au paramètre variable X, la valeur particulière X" .
On remarquera que cette démonstration suppose que le paramètre variable peut prendre des valeurs quelconques et même des valeurs imaginaires. Nous aurons occasion de nous appuyer sur cette observation pour expliquer certains faits, d'apparence paradoxale, et pour distinguer, par exemple, dans un lieu géométrique, trouvé par cette méthode, les points de ce lieu qui correspondent à la construction géométrique donnée, de ceux qui proviennent des solutions réelles d'équations à coefficients imaginaires.
8. Remarque. Les coordonnées du point mobile I peuvent être liées à deux paramètres variables par trois équations; et, généralement, à p paramètres variables, par {p + ±) équations.
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L'équation du lieu s*oblient encore par rélimination des paramètreSy mais le résultat de cette élimination : F {x,y) =: o, ne représente pas toujours, uniquement, le lieu géométrique demandé. Sans doute, tous les points considérés ont des coordonnées qui vérifient l'équation F (a? , y) = o, mais la réciproque n'est pas nécessairement vraie. On ne peut pas, eti général, affirmer que toute solution de Téquation obtenue représente les coordonnées d'un point du lieu. Ceci tient à ce que, comme nous l'avons signalé en algèbre, on ne sait pas, toujours , éliminer plusieurs paramètres, sans introduire des solutions étrangères.
Nous allons montrer, dès ces premières leçons, diverses applications du principe précédent; mais nous compléterons d'abord la notion que nous avons donnée de la représentation du point.
9. Coordonnées! polaires. Imaginons une droite indéfinie xx'y que nous nommerons Vaxe polaire; sur cette droite prenons un point fixe o et adoptons la semi-droite ox, comme direction positive de l'axe polaire. Faisons tourner maintenant oxy autour du point o, d'un angle que nous désignerons
Fig. j.
par (ù ; nous obtenons une position nouvelle oi de la semidroite ox. Enfin prenons sur ot un point M et désignons par p la longueur oM. Les valeurs p et <o , ainsi définies, représentent les coordonnées polaires du point M.
Pour compléter cette définition et représenter le point M sans ambiguïté, nous ferons ici les conventions suivantes :
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i^ Tangle <ù est pris positivement quand ox tourne autour du point o dans le sens inverse des aiguilles d'une montre; 2° la valeur de p est positive quand le point M est situé sur la semidroite ox, lorsque celle-ci a tourné de l'angle w; elle est négative quand le point M est placé sur le prolongement de cette semi-droite.
Dans ces conditions, la position d'un point est bien déterminée, c'est-à-dire qu'à des coordonnées p et w , données de
grandeur et de signe, correspond un point unique.
Coordonnées bi-polaires. — Coordonnées tri
latères. Il existe beaucoup d'autres moyens pour représenter un point, mais les deux procédés que nous venons d'indiquer sont ceux que nous emploierons presque exclusivement. Nous citerons pourtant, à titre de renseignement, les cooi'^ données hi-polaires dans lesquelles la position du point est définie par ses distances t«, v à deux points fixes, nommés pôles; et le système des coordonnées trilàtères.
Dans ce système, on imagine un triangle ABC, dit triangle de référence, et la position d'un point M, pris dans le plan de ce triangle, se trouve déterminée par les distances Xy y, j, du point M aux droites BC,CA, et AB. Ces valeurs a?, y, Zy dites coordonnées trilatères de M, sont prises positivement ou négativement ; par exemple, x est positif si les points A et M sont situés du même côté de BC; il est négatif, s'ils sont de côtés différents.
On doit remarquer que les données rr, y, z, qui déterminent le point M, sont surabondantes et qu'elles doivent vérifier, constamment, la relation :
aa? -h 6y -h C5 — aS,
dans laquelle a, h, c désignent les côtés, et S la surface, du triangle de référence.
11. Éqoation eartésienne de Tellipse. Lorsqu'un point M, mobile dans un plan, doit satisfaire constamment, dans ses positions diverses, à une certaine loi géométrique, les coordonnées a?, y de ce point vérifient une relation algébrique : f{Xy y) zz o, que nous avons déjà nommée l'équation
du lieu décrit par le point M. Noos nous proposons de rechercher quelques-unes de ces équations, en prenant pour exemples des lieux géométriques simples et connus.
Examinons d*abord le cas où le point M décrit une ellipse, dont les foyers sont F et F',
Fig. 3.
et choisissons i<> pour axe des x, la ligne des foyers, 2» pour axe des y, une perpendiculaire à FF', en son milieu.
A ce début de la géométrie analytique, la seule méthode que nous puissions indiquer, pour trouver Téquation du lieu décrit par un point, peut se résumer ainsi : traduire la propriété géométrique proposée en une égalité algébrique entre x et y, en utilisant, au besoin, les relations qui peuvent exister entre les éléments de la figure, relations qui découlent, d'ailleurs, des propriétés de cette figure.
Considérons le triangle FMF'; soit a/? son périmètre, et S sa suriace.
On a,
ou.
par suite.
MF-|-MF' + 2C
;) — FF'niflr — c.
et, par combinaison, et en posant «*—&•== c*,
p (p — FF') = b\ D*aiitre part, on a :
(p — MF)(p -MF') =:p' — î*ap 4- MF. MF', ou,
(p — MF) (p — MF') 1= MF . MF' — b\
D'ailleurs, la surfece du triangle peut se représenter, indifféremment, par cy, et par ^p (p — FF') (p — MF) (p — MF'); on a donc :
(t) £1- = MF.MF' — ^>'.
On peut maintenant observer qu'un théorème connu donne :
2C* + !iMo'zzMF*-hMF'", on,
(2) 2C* + 2{x* + y*) - MF* + m'\ Les égalités (i) et (a), en tenant compte de la relation:
MF* 4- MF'' + îMF . MF' — ia\ donnent, par combinaison,
OU, après réduction.
C'est réquation que nous retrouverons plus tard, et que nous nommerons, alors, éqtuition de rellipse rapportée à ses axes.
19. Éqnatioii polaire de l'ellipse. Prenons pour origine le foyer F', pour axe polaire F'F; la direction positive de cet axe étant celle qu'on obtient en allant du foyer F', pris pour origine, vers l'autre foyer.
Dans le triangle F'MF, on a,
MF':=p, MF=zM-'P, FF' Des formules connues (*) donnent :
rz 2C,
et,
Kig. 'l-
. (ù ia-t-c)(p-i-c —
2 îîp^
laison,
pc
relation qu'on peut encore écrire,
1 — c COS (I)
en posant :
1. Les formules que nous utilisons ici sont celles qui, dans la notaUon ordinaire de la trigonométrie, sï'crivent sous la forme :
—^^ -> sm —
oc 2
bc
LES COORDONNEES
Jl
18. Équation cartésienne et équation polaire de i'hyperliole. Des considérations analogues à celles que nous venons d'exposer et des calculs semblables à ceux que nous avons développées, prouvent que, dans le cas de l'hyperbole, après avoir posé FF' r= ac, MF' — MF n aa, et c* — a* + 6*; on a, pour Téquation de cette courbe,
On trouve aussi, pour Téquation polaire de la courbe,
1 — e cos «»>
en prenant pour direction positive de Taxe polaire celle qui est opposée à la direction obtenue en allant, du foyer choisi pour pôle, à Tautre foyer.
t4U Équation cartésienne de la paraliole. Nous désignerons, suivant Tusage, par p la distance du foyer F à la directrice DD'.
■ar.
Fig. f).
Prenons pour axe des x la perpendiculaire abaissée de Fj
sur DD' ; et pour axe des y une parallèle à DD', équidistante de F et de DD' ; on a :
MF et.
MP:=yM (^-f y,
D'après la définition élémentaire de la parabole, on a :
MFnMQ; et, par suite,
ou, après simplification,
y* — iLpx,
C'est réquation de la parabole quand on choisit les axes que nous avons indiqués.
1&. Équation polaire de la paraiiole. Prenons pour origine le foyer, pour axe polaire la perpendiculaire abaissée de ce point sur la directrice, la direction négative de cet axe étant celle d'un mobile se dirigeant du foyer vers la directrice. .
On a :
FH=:p, MQziMFzzp, MFa;=:w.
Le triangle MFP donne d'ailleurs,
FP = pcosu), ou,
PH — FHzzpcosd), et, finalement,
I. Soient A, A' les extrémilés du grand axe d'une ellipse, M un point mobUf sw la couche ; démontrer que si Von pose :
MAA' = a, et MA'A zz a',
oft a:
Tga Tga'-^'.
*. Soient F,F' les foyers d'une ellipse; si Von pose:
<ma:
^2 ® 2 a-hc
8. On considère deux cercles égaux, de rayon R; trouver le lieu des points tels que la somme des tangentes issues^ de l'un d'entre eux^ à ces circonférences, soit constante, et égale à 2a.
En prenaat ]a ligne des centres pour axe des x, et l uxe radical des deux cercles pour axe des y, on trouve
4. Soit M un point mobile sur une parabole ; démontrer que si l'on joint ce point M au foyer F et au point H, projection de F sur la directrice^ on a o)nslamment :
cotg*a — colg*6 — 1 ;
eh posant:
mWzzoL et MFHi=6.
s. Deux droites à et à' tournent autour de deux points fixes o et o/ d'un mouvement uniforme, et dans des sens différents; trouver le lieu décrit par le point de concours \, de ces droites, sachant que dans la position iiùtiale on a :
1 i EXEUCICFS
En posant ooi =: 2a et en prenant pour axe des x lu droite oo'^ pour axe des y la perpendiculaire à oc/ en son milieu on trouve :
6. On considère un cercle A rapporté à deux diamètres rectangulaires AOA', BOB'. Par le point A' on mène une droite quelconque qui rencoiUre BB/ au point C, et en ce point C on élève à A'C une perpendiculaire qui rencontre ^ aux points? et Q; les tangentes à 1, aux pointsP,Q,'se coupent en un point I dont on demande le lieu géométrique.
En posant GA'A =: ?, H désignant le point commun aux droites PQ et 01, on a :
OH . 01 ii: \{\ OH -. OC sin ? et OC iz R tg 9,
On trouve, finalement,
le lieu est une parabole.
1. On considère deux droites rectangulaires xx' et gy' ; sur xxt deux points A, A' également éloignés de Vorigine, Ayant posé oA =oA' =«/, démontrer que si Von considère deux points m, M qui soient vus du point A', sous un angle nul, et du point A sous un angle droit, les coordonnées de ces points x. y; X, Y vérifient les relations :
Montrer que ces formules sont réciproques; c'est-à-dire que l'on peut permuler les lettres x,X ; et y, Y.
8. Démontrer que si Ion considère les deux points m, M de rexcrcice précédent et si Von pose :
K'm :=, w, A'M = v, mk'k — w ; on a:
uv —^ {u + v) CCS iû + d' zz o.
9. On considère deux droites rectangulaires lix, oy; et surox, deua: points fixes ()',o". Ayatit posé :
ou
' - d, o'u" = fi' ;
on prend deux points m, M en ligne droite avec le point o et tels que les droites atm, o//M soient rcclangulaires, Demo?ttr€r que les coordonnées
x,y; X,Y de ces dmix points vén fient les formules :
x_ XjX — d—d') d^X'-hV'^{d+d')\' y _ Y(X — ^^(Q ê/"X*-t-Y'' — (6/-hd')X'
En déduire les formules suivantes, tjui peuvent servir à effectuer la transformation inverse :
d-hd' Y
"y'-hx-
— dx
d-hd'
— dx
Démontrer ifuen posant'.
om — w, OM — u el max — w ;
on a:
d{d-^d') fd d-hd\ ^
- cos 0) I - H ) 4- 1 zr o.
uo \u
10. Démontrer que si deux équations f (a;,y) = o F (x,y) = o représentent la même coui'be, les coefficients des mêmes termes en x et y, sont proportionnels.
Si ToQ fiiit y=:hj on obtient deux équations f{x^h) =u F (a.-,/t) = o qui doivent avoir les mêmes racines ; on sait alors que les coefficients des mêmes puissances de x doivent être proportionnels. On obtient ainsi des relations qui doivent être vérifiées, quel que soit ht et on voit alors que les coefficients correspondants sont proportionnels dans les deux équations proposées.
il. On donne un point o et une droite A, par o on même une trans» lertale mobile qui l'encontre une courbe donnée U, en un point m^et ^au point A ; o« prend alors AM = mA, trouver Véquation de la courbe V, lieu du point M.
Eo prenant pour axe des x la perpendiculaire OH abaissée de 0 sur A, et une parallèle à A, pour axe desi/t on trouve pour les formules de trausfonuatlon, permettant de passer de l'équation de U, à celle de V :
x=Lid — X, y = — i— - — .
I>aaâ ces formules, ou suppose oH = d.
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ÉTUDE SOMMAIRE DE QUELQUES COURBES CÉLÈBRES
16. Définition de l'ordre d'une lïoarbe. On dit qu^une courbe, dont l'équation est f{Xyy) zi o, est du degré n», lorsque le terme du degré lé plus élevé en x et y y est du degré m. 11 est sous-entendu que [{x^y) désigne une forme entière d'x
et d'y-
Nous allons, dans cette leçon^ étudier sommairement quelques courbes remarquables du troisième ou du quatrième degré, mais pour faciliter la recherche de leurs équations nous indiquerons d'abord les formules générales qui servent à passer du système cartésien rectangulaire^ au système polaire ; et vice versa.
JC^
Fig. 6.
Le triangle rectangle MPO donne :
j; = p cos 0), y =:p sin (o.
COURBES CëLEBUëS
Ces formules sonl utilisées pour passer du système cartésien reclangalaire^ au système polaire :
Ces mêmes formules donnent :
p* = x' + y', Igco-^;
et celles ci permettent d'effectuer le passage inverse, du système polaire au système cartésien. Ainsi, il est indifférent d obtenir réquation d'une courbe dans un système, ou dans l'autre, puisque Ton peut, très simplement, passer de Tun à l'autre; on prendra donc celui de ces deux syslèmes qui conduit, le plus rapidement, à Téqualion cherchée. 1 9. La Cissoide droite. Imaginons un cercle A, un dia-
mèlre AB, et la tangente A' au point B; par A, menons une
transversale quelconque et prenons Al zi CD (*) ; le lieu décrit
I. Il «'^l hii'Q eiiteii lu qu'on Ci^rivaut Al —'^iD, uous voulons exppiuier, iiou siMileoiijUt que Icr^ sc^'iul'uU Al cl CU ^out égaux, mai:) aussi qu'ils 'JDl U mhne direction.
I)k L ïomk II.
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par le point I est une courbe qui a reçu le nom de cissoïde. Posons :
AIzzf, lAxzrw.et AB:=d;
Nous avons :
CD = AD — AC
et, par conséquent^
p n: a cos w,
cosw
ou,
, , rfsin'd)
COS (i)
C'est réquation polaire de la cissoïde. Pour obtenir son équation cartésienne, on écrit Téquation (•) sous la ibnne :
p cos w . p* r= dp" sin* w.
ou,
x{.if'hy'):=.dy%
ou, encore,
Cette courbe est comprise toute entière entre la droite A', et Taxe des y\ elle passe par les points P et Q, extrémités du diamètre perpendiculaire à AB, et des considérations, qui seront développées plus tard, permettent de lui donner la forme générale indiquée par la figure. Nous montrerons, seulement, comment on peut construire la tangente en un point de celle courbe.
18* Transversales réciproques. Soit ABC un triangle et soit, dans son plan, une transversale quelconque A'. Prenons le point A", symétrique de A' par rapport au milieu de
COUKBES CÉLÈBKES t9
BG; déterminons de même les points B" etC\ Il résulte du Ihéorème de Ménélaûs et de sa réciproque, que les trois points A'^B'C", ainsi obtenus, sont en ligne droite. Ces deux
Fi«. 8.
droites A' et A", ainsi liées Tune à Taulre, el telles que A" corjrespondant à A', réciproquement, à A" correspond A', seront nommées transversales réciproques.
Ces droites, ainsi associées, se rencontrent dans plusieurs questions et nous allons les utiliser pour construire les tangentes aux courbes remarquables que nous éludions en ce moment.
19» Tann^ente à la cissoide. Considérons deux transversales ACD, AC'D' et'prenons sur ces droites A1 = CD, AI' zr CD'; les deux points I et V, ainsi obtenus, sont deux points de la cissoïde. Les deux droites C'C et l'I sont deux transversales réciproques, dans le triangle ADD'; on peut donc dire que les points M et M' sont symétriques par rapport au milieu de DD'. Si nous supposons maintenant que la trans^ versale AC'D' vienne se confondre avec ACD> la droite II', par définition, a pour position limite la tangente, au point I, à
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la cissoîde et, d'autre part, CC devient, à la limile, la tangente au cercle, au point C.
De celle remarque résulte une construction de la tangenlc à la cissoîde; cette construction est indiquée sur la figure ;. Pour obtenir la tangente \\l\ on a pris D[x' iz Dji..
90. Mam, cissoîde oblique. La cissoîde oblique est engendrée de la manière suivante. Soit A un point fixe pris sur un cercle A; par ce point A menons une transversale qui rencontre A au point G et une tangente fixe A', au point D. Si nous prenons, à chaque instant, AI zz CD; le lieu du point I est une strophoïde oblique. Lorsque le point A est diamétralement opposé au point de contact de A et de A', le lieu du point I est la cissoîde droite, que nous avons étudiée tout à l'heure.
Des formules connues, donnent les relations :
AC z:dcos(w-ha), AB zrrfcosa; et,
AD _ AB __ rfcosa cos a cos (a — w) (cos a — w/
COURBES CÉLÈBRES
SI
Oûdi d'ailleurs,
d ros' 2 AI = p = AD — AC rz — rf ros (a + 0)) ;
cos (a — fo)
Fiff. lo.
et, par conséquent,
prrd
cos' a — cos (a — w) cos (a + w) cos (a — (i))
OU, finalement,
pzrrf
sin iù
cos (a — (I)) *
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C'est réquation polaire de la strophoïde oblique. Celle équation transformée dans le système cartésien, devient :
{X* 4- y*) {x cos a 4- y sin a) zz dy\
La discussion de cette équation, discussion dans le détail de laquelle nous ne voulons pas entrer encore, prouve que la courbe a la forme générale indiquée par la figure.
La tangente à cette courbe s'obtient d'ailleuis, si Ton veut, en appliquant le théorème des transversales réciproques el en prenant, comme l'indique la figure, Dix', zz D;/.. Lorsque lo point [A s'éloigne à Tinfini, on obtient la tangente parallèle
5^1 . SÉrophoide droite* Soit A une droite fixe, el o un
point donné ; abaissons de o une perpendiculaire oA:=//,
sur A ; et, sur une transversale quelconque menée par <»,
prenons Bl = BI'— BA ; le lieu du point I, ou du point!',
est une courbe qu'on nomme strophoïde droile.
Fig. 11.
On a, en considérant le point I,
s zz oB 4- AB zz
ou.
COS co
i-f-sinw
COSCi)
+ /' Igw,
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c*est l'équâtion polaire de la strophoïde. Dans le système cartésien, cette équation transformée, et débarrassée du facteur a-, e?t :
îiA — x*
La discussion de cette valeur de y^ prouve que la courbe a la forme générale que nous avons indiquée sur la figure cidessus.
^9. Seconde généra lion de la strophoïde* C^nstmetion de la tani^ente en nn point. Imaginons un cercle A, et deux diamètres rectangulaires ; si, autour du point 0, on fait tourner une transversale A' et que Ton prenne^ à chaque instant, 01 = CD; le lieu du point I est une strophoïde.
vs
Fi^. u.
En effet la perpendiculaire abaissée du cantre A, sur la transversale A' tombe au milieu de la corde OD, par consé-
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quen', au milieu de CI, puisque l'on suppose que 01 z= CD. Le triangle lAC étant isocèle, le triangle lEO qui lui est semblable, est aussi isocèle et cette remarque prouve que le lieu du point I est une strophoïde, ayant pour sommet le point A, et pour point double le point 0.
Le théorème des transversales réciproques, appliqué à celte figure, montre que si Ton prend, comme l'indique la figure D(A'=Dii.,la droite |x'l est la tangente à la strophoïde au point L
f^B, !§^trophoiide oblique. Imaginons, dans un cercle A (fig. 14) deux diamètres obliques OAB, PAQ ; par le point O menons une transversale gur laquelle nous prenons 01 = CD : le lieu du point I est une courbe qu'on nomme strophoïde oblique. On remarquera que, dans le cas où les deux diamètres considérés deviennent rectangulaires, celte courbe coïncide avec la strophoïde droite.
Fig. n.
La strophoïde oblique peut être engendrée, comme l'indique la figure (i3), en considérant deux droites obliques A, A' et en prenant, à chaque instant, CI'zzClnCB. Ces deux définitions rentrent Tune dans Tautre. On le reconnaît en observant, comme nous l'avons fait tout à Theure pour la strophoïde droite, que le milieu de CI (fig. 1 4), coïncide avec le milieu de OD. On en déduit que OMI est un triangle isocèle ; les deux définitions donnent donc la même courbe.
Si l'on désigne par qR, le diamètre du cercle A, on a
OD := aUcosti), •*
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et,
OC
On a, d'ailleurs.
et, par suite,
— iz 2 eos (.)
sina sin (a — m)
CD = 0!)- OC
sin 5c 'k sin (a — w) cos (o— sin a
sin (a — (»))
OU, enfin, en appliquant la formule connue : sin (a -h 6) 4- sin (a — 6) 1= 2 sin a cos 6,
p sin (a — 20))
H' sin(a — 0))*
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C'est réquation polaire de la strophoïde oblique. Si on la convertit en coordonnées cartésiennes, on obtient Téquation suivante :
(^« 4- y«j (a? sin a — y cos a) = R (x* sin a — 2xy cos a - y' sin a).
La figure (i4), sur laquelle on a pris OA' ■=: OA, indique la forme générale de cette courbe; le tracé de cette courbe a été effectué en s'appuyant sur la définition géométrique du point I ; on a enfin appliqué le théorème des transversales réciproques et, notamment, pour avoir la tangente au point I,
on a pris D;*' = Dix.
Les conchoïde». — Construction de la tangente
Soit A une courbe donnée et soitO un point fixe; ayant choisi sur A un point M-, de part et d autre de ce point, sur le rayon vecteur OM, on prend MI zzMV zzh, h désignant une longueur fixe donnée ; à chaque point M correspondent deux points I, I'. Le lieu décrit par ces points est une courbe qui est dite une conchotde de la courbe donnée A.
Si Ton désigne par f{ç> , (i>) :=. o, l'équation polaire de A, celle de la conchoîde est donc :
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Nous indiquerons d'abord comment on peut construire la tangente en un point pris sur une concholde. Du point o comme centre, avec h pour rayon, décrivons un cercle et considérons deux points voisins sur A. Le théorème des transversales réciproques prouve qu'en prenant Mjji.' = Mix, la droite ;jl'P est la tangente au point V. Ce même théorème, appliqué au point I, montre que si l'on construit le parallèle- ^mme ;iAIB, la tangente au point I, à la conchoïde, est parallèle à la diagonale AB de ce parallélogramme.
5i&. C^ncholdes de droite ou eonchoide de Micomitée. Examinons le cas particulier où Ton transforme une droite, par la méthode précédente. Le pôle, ou point fixe, étant 0, A étant la droite proposée, et les axes étant ceux qu'indique la figure
on a.
C'est réquation polaire de la conchoïde de Nicomède.
Si Ton convertit cette équation dans le système cartésien, OD trouve :
^ " {x — df
DEUXIÈME ET TROISfftME LEÇONS
Les figures ci-dessous :
ac>'
montrent les différentes formes affectées pnr la conchoïde do Nicomède, suivant que Ton suppose :
h<id, hzzd, ou h>d.
9G. tl^nchoide de (N^rele on Umaçon de Paseal.
Considérons encore la conchoïde du cercle. On a :
OM -=. d cos (I) et, par conséquent,
p := rf cos w i ^ • L'équation cartésienne est :
{x' -+. y* ~ dx)' = V (X* -^- !/•).
La discussion de cette équation ou même, et plus simplement, la propriété géométrique des points I et V, montre que la conchoïde du cercle peut affecter les trois formes ci-dessous.
Kig. io. Fig. ai FIg. 22
Le cas particulier où Ton suppose hizd^ celui qui correspond à la figure (ai), donne un limaçon d'un genre remarquable, présentant à Torigine un point singulier, que nous nommerons plus tard point de rebroussemenl. Cette coufbe est la cardioide.
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99. Ovales de Cassinl. L'ovale de Cassini esl une courbe qui jouit de celle propriété que le produit des distances d'un point pris sur elle, à deux points fixes^ dits foyers de la courbe, est constant, quelque soit le point de Tovale.
Dans le système bipolaire, F, F' étant les foyers, K et K les coordonnées d'un point I de la courbe, et a désignant une constante, l'équation est :
a* zz rr'.
Si Ton prend pour axe des x la ligne des foyers et pour axj des ^ une perpendiculaire à celte droite, en son milieu 0, en posant FF' zz 2c, on a :
d où Ton tire,
a* — {y* -hx* + c' — iLCx) {y' -h x^ -h c' + 2cx). C'est réquation cartésienne des ovales de Cassini. Enfin, si Ton pose 01 r: p, et IOj: iz w, on a :
r* zz c' + p' H- 2cp cos oj,
d'où l'on déduit :
p* — 2pV cos 20) -h c* — a* — o.
Celle équation polaire des ovales de Cassini met en évidence un cas singulier remai-quable, celui où l'on suppose azzc.
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Dans celte hypolhèse, réquaiion peut être simplifiée^ et Ton a :
Cette courbe est la Lemniscate de Bernoulli; nous reviendrons tout à l'heure sur une génération particulière qu'elle comporte.
^H. Tang^enteaux ovales. Considérons deux points 1, I % sur un ovale de Cassini ; nous avons, d'après la définition
mémo,
FI . FI = FI' . F'i
De cette relation, nous déduisons :
fif
FJ'^F'i*
Les bissectrices des angles IFI', IF'I' coupent donc H', en des points A, A' symétriques, par rapport au milieu de IW Cette remarque s'applique aux droites FB, FB' qui sont perpendiculaires, respectivement, à FA et FA'.
Ife'. 2.|.
Imaginons maintenant que le point V vienne se confondre avec le point l ; les droites FA, F'A' ont pour position limite, l'une FI, l'autre F'I. D'après cette remarque la tangente à l'ovale de Cassini, au point l, s'obtient en menant par I,
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une droite partagée en deux parties égales par les perpendiculaires élevées : la première au point F, perpendiculairement à FI ; l'autre au point F', perpendiculairement
^9. E.eniiiiseate de Bemoulli. Nous indiquerons mainlenant une nouvelle génération de cette courbe remarquable, génération à laquelle nous avons fait allusion tout à Theure.
Imaginons un cercle A et un point extérieur 0, point tellement choisi que les tangentes issues de 0 à A soient rectangulaires. Menons par 0 une transversale quelconque OCD et prenons Oï r= OV zi CD ; le lieu du point I, et celui du point V. eslune lemniscate de BernouUi.
Fig. 25.
Eu effet soit F le centre du cercle A ; abaissons de F une perpendiculaire FP sur A ; nous avons
— — — Ôl^* — np*
CI»' = œ — Vr HZ- OF^ sin* 0) =: — ces iw,
ou, en posant OF zz c, et en remarquant que GP zz '\
p* zzac^cos 2tt).
C'est réqualion que nous avons trouvée plus haut, pour la lemniscate de BernouUi.
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Le théorème des transversales réciproques, prouve que^ en menant les tangentes en C et D, à A, et en prenant D[i/= Dix, [jl'I est la tangente, à la lemniscate, au point I.
80. Ovales de Oeseartes. Ces courbes sont définies^ dans le système bipolaire^ par une relation du premier degré entre les coordonnées r, r'. Les ovales de Descartes ont donc pour équation, dans ce système de coordonnées,
On doit à Chasles une description, point par point, de ces courbes. Soient A et A' deux cercles de centres 0, O' et soit pris, sur celte ligne, un point S : par ce point menons une transversale quelconque SA 'A ; les rayons OA, OA' se coupent en un point I qui décrit un ovale de Desoarles, quand la transversale tourne autour de S.
Fig. 26.
£n effet, le tliéorème de Ménélaûs donne
K • IC
.-ZZZi.
COURBES CÉLÈBRES
Cette relation peut s'écrire encore,
ar' — r— aR'— R.
Le lieu du point I est donc un ovale de Descartes. On remarquera que dans le cas particulier où a = i, quand le point fixe considéré est le centre de similitude externe des deux cercles, l'ovale devient une hyperbole : on obtient une ellipse en plaçant le point S au centre de similitude interne.
31. Les P€»daires. Considérons une courbe quelconque F, et, d'un point fixe 0, abaissons une perpendiculaire 01, sur une tangente A, de F. Le lieu de ce point I, quand A roule sur la courbe proposée F, est une podaire de cette courbe.
\a Fig. 2:.
Pour citer un exemple d'une pareille courbe, on peut remarquer que la podaire d'un cercle^ par rapport à un point quelconque 0, pris dans son plan, est un limaçon de Pascal. Ce limaçon devient une cardioïde dans le cas particulier où Ton suppose que le point 0 est placé sur le cercle.
La tangente en un point d'une podaire se construit très simplement, en utilisant la remarque suivante.
Considérons deux tangentes A, A% à la courbe F, et soient I et r les pieds des perpendiculaires abaissées du point 0 sur ces droites que nous supposons sécantes. Soit M leur
Dk L. Tomk II. -^
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point commun ; le quadrilatère OMir est inscriptible et le centre du cercle circonscrit à ce quadrilatère est le milieu de OM. La perpendiculaire HK élevée au milieu de la corde II' passe donc par le point K, milieu de OM.
Supposons maintenant que A' vienne se confondre avec A, le point M a pour position limite le point de contact [l, de A avec F; le point K a pour limite le point K'^ milieu de 0;jl ; enfin la droite KH, a pour limite K'I. Nous pouvons conclure de là que la tangente au point I» à la podaire, est la droite AB, droite qui fait, avec le rayon vecteur 01, un angle égal à celui que Ofii fait avec A.
39. Lieux g^éométriqaes; méthode do paramétre variable. Dans un grand nombre de cas une figure de géométrie dépend d'un paramètre variable a (angle ou longueur) et si Ton distingue, dans cette figure, un point particulier I, ce point I est mobile quand on fait varier a ; on peut alors demander le lieu géométrique décrit par ce point.
Ayant choisi des axes des coordonnées, si l'on appelle Xy y les coordonnées de 1, dans ce système, on peut remarquer que X et y sont déterminés, quand on connaît a; il existe donc deux relations, entre les constantes données et les quantités X, y et a. Désignons ces relations par :
Diaprés ce qui a été dit plus haut {$ 7), Téquation du lieu décrit par le point I s'obtiendra en éliminant a entre (i) et (a). Tel est, en quelques mots, le principe de cette méthode qui est fréquemment employée dans la géométrie analytique. Nous ferons encore observer que cette méthode est susceptible d'une généralisation à laquelle nous aurons souvent recours. Cette généralisation consiste à introduire deux paramètres variables a , 6 ; il faut alors établir, entre eux et les coordonnées du point I, trois relations :
COURBES CÉLÈBRES
Si l'on a trois paramètres variables, ils devront être liés aux coordonnées x et y, par quatre équations, et ainsi de
suite.
!. AppUeation. On considère deux points fixes A,A^ sUués sur une perpendictUaire à une droite donnée A; soit M un point mobile sur A, on demande le lieu décrit par le point de concours de A'M et de la perpendiculaire élevée à AM, au point A.
La figure proposée est déterminée quand on donne a; appelons x ei y les coordonnées du point dont on cherche la figure géométrique. En posant OA = OA' z: a; et AP = c?, nous avons :
(i) y = (a — a;) cotg a,
el,
MPzirflga,
y _ g-f-g MP""2a-l-d'
if
Fig. j8.
aa + rf
tga.
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Si, [[entre (i) et (2), nous éliminons a, nous avons l'équation :
Le lieu cherché est donc une ellipse; nous reviendrons, plus tard, sur cette génération remarquable de Tellipse; nous avons seulement voulu montrer ici, sur un exemple très simple, une application de la méthode indiquée dans le paragraphe précédent ; méthode élémentaire, qui permet de trouver de nombreux lieux géométriques, en appliquant les seuls principes établis jusqu'ici.
f . On donne une parabole P dont le sommet est le point 0, et Vaxe, la droite ox ; soit M un point mobile sur P, on joint CM et par M on mène une parallèle à ox. Cette dernière droite rencontre la perpendiculaire élevée à CM, au point 0, en un point I dont on demande le lieu géométrique.
Oa trouTe, soit par la méthode du paramètre variable, soit par des considérations géométriques prenant pour base la relation y* = *2pXy que le lieu du point I est la droite xz^-^sp. Ou peut déduire de là un procédé commode pour construire la -parabole, point par point, au moyen d'une équerre, connaissant i° le sommet, a" Taxe, S"" un point de la courbe.
8j La droite mM, limitée aux points met M est vue sous un angle droit du point A et du point A', trouver le lieu décrit par le point M, connaissant celui du point mobile m.
En prenant pour axe des x la droite AA', et pour axe des y la perpendiculaire au milieu de AA', on trouve pour formules de transformation :
x + Xzzo, —Yy-ho;' -d*;
ùd désignant la distance AA'.
8. On considère un cercle et un diamètre fixe AB ; soit CD un diamètre mobile: du point C on abaisse sur AB une perpendiculaire qui rencontre KM en un point I. Démontrer que le lieu de ce point est une cbisoïde.
4. Soit ÀB un diamètre fixe d'un cercle A, et soit CD une corde mobile, perpendiculaire à AB ; prenons le point C diamétralement opposé au point C, la droite C'A rencontre CD en un point I; lé lieu de ce point est une c'ssoîde.
5. On donne un cercle A et une tangente fixe A' ; soit A*' ww tangente mobile rencontrant A au poin^ A, et A' au jD:>tn< B ; si l'on prend BI =: BA, le lieu du point I est une cissoide,
•. Le lieu des foyers des paraboles ayant un sommet fixe et passant par un point fixe est une cissoïde,
V. Un cercle de rayon invariable roule sur une droite donnée A; par un point 0, fixe et pris sur A, on mène au cercle une tangente; le lieu des points de contact est une strophoïde.
8. Darti un cercle A, on considère un rayon fixe OA et un rayon mobile OB ; démontrer que le lieu du point de rencontre des hauteurs du triangle AOB, est une strophoïde,
9. Soit A un point fixe pris sur un cercle A et soit A' la tangente au point A', diamétralement opposé au point A ; par A on mène une transversale qui rencontre A en B, et A' en C : démontrer que si ton prend 31 =: CB, le lieu de I est une strophoïde.
10. Sur un cercle A» on prend un point fixe A; un angle droit BOC ifmme autour du centre^ on joint A. et B ; la droite ainsi obtenue rencontre OC en un point qui appartient constamment à une strophoïde.
1*. Soit A un point fixe pris sur une courbe du centre 0 ; par A ou mène une corde mobile AB : la perpendiculaire élevée au rayon OB, au point 0, rencontre AB en un point, dont le lieu géométrique est une sirO' phoïde.
1*. On considère un angle droit yox et sur oy un point fixe A ; on mène par A une transversale A qui rencontre ox en h; trouver le lieu décrit par le point I, pris sur A, et tellement choisi que ton ait Al = OB.
La coarbe que Ton trouve est la courbe de contour apparent dans Tépure de la vis à filets triangulaires. (V. Puncelet. Applications de l'analyse à la géométrie, t. l ; p. 447') Si l'on prend BP = lA, le lieu du point I' est uue strophoïde ; la méthode des transversales réciproques permet de construire la tangente au point l', à la strophoïde ; cette méthode s'applique donc aussi à la courbe proposée.
i3. Le lieu des points tels que les rapports de leurs distances à deux circonférences soit constant, est un ovale de Descartes, (Newton)
f 4. Démontrer que les tangentes aux points X, k' (flg. 36), et les tangentes au point T, à l'ovale de Descartes, sont des droites concourantes.
(Chasles)
CONSTRUCTION DES EXPRESSIONS HOMOGÈNES
841. Théorème. Les formules ou relations de la géométrie sont des expressions homogèneSy quand aucune ligne de la figure n'est prise pour unité.
Imaginons qu'entre des longueurs a, b, c, on ait trouvé une relation que nous représenterons par :
(i) f{a,byC) — o;
nous allons montrer que f(a, by c) est une fonction homogène ou que, s^il n'en est pas ainsi, la relation trouvée peut être remplacée par des relations homogènes.
£n effet, a, b^ c représentant des longueurs qui ont été évaluées avec une certaine ligne t^ prise pour terme de comparaison, changeons d'unité et prenons une nouvelle ligne 0, pour lui comparer les lignes de la figure proposée. Celles-ci ont des longueurs qui sont alors a\ b\ c'; les nombres a', b\ c'; a, é, c vérifiant les égalités :
aziXa', 6z=X6', czzXc', etXrr
On a donc,
nXa',Xô',Xc') = o.
Si /'est une fonction homogène, du degré {jl, on peut poser :
f(Ka', W, Xc') = \^ f{a\ 6', &\
et la relation (i) devient,
f{a\ b\ &) zz o.
C'est la même relation que (i), seulement les lettres a^ b, o, sont changées, respectivement, en a', h' et c'.
Supposons au contraire que /'(a, hy c) soit une expression non homogène et admettons, d'abord, qu'elle soit une fonction entière. Nous pourrons la mettre sous la forme d^une somme
de fonctions entières et homogènes, <p(a, ô, c), «Ka, 6, c)... et nous avons :
par conséquent,
Le rapport X est une quantité variable, puisque 0 est une longueur que Ton peut arbitrairement choisir. Le second membre de cette égalité étant nul, quel que soit \ on a donc:
Dans ce cas, la relation proposée donne donc lieu à plusieurs relations homogènes entre les lignes de la âgure.
Si l'équation /"(a, ô, e) zi o renferme des quantités irrationnelles, on peut toujours, comme nous Ta vous indiqué en algèbre, obtenir une relation U z= 0 ne renfermant plus de radicaux, et la fonction U doit être homogène ou, pour la raison que nous avons donnée tout à l'heure, se décomposer en relations homogènes.
II faut encore observer que les fonctions transcendantes de la trigonométrie représentant des rapports de deux lignes^ restent invariables quand on change l'unité. Elles doivent être considérées comme des nombres ^ quand on cherche à vérifier l'homogénéité des formules.
Nous nous bornons à constater l'homogénéité des formes algébriques fournies par les propriétés géométriques d'une figure, dans les trois cas que nous venons d'examiner successivement et qui correspondent aux fonctions entières, irrationnelles, ou transcendantes; ces dernières renfermant sen-
lement les transcendantes de la trigonométrie élémentaire. Ces expressions sont en effet les seules que nous rencontrerons dans ce cours, si Ton en excepte pourtant quelques courbes transcendantes, comme celles que nous avons trouvées en algèbre,
y -a', y=:Lr;
et, aussi, comme quelques spirales, que nous étudierons dans le système des coordonnées polaires.
L'équation d'un lieu géométrique étant une relation entre les lignes données et les lignes variables a?, y qui représentent les distances d'un point à deux droites, on peut donc dire :
Lorsqu' aucune ligne de la figure rC est prise pour unités réqtuition du lieu géométrique^, et toutes celles qui ont servi à la trouver^ doivent être homogènes.
3&. Remarque. Lorsqu'une figure ne renferme que des angles, les lieux géométriques que peut engendrer cette figure sont formés par une ou plusieurs droites.
En effet, si Ton désigne les angles par 9, ^y ... l'équation do lieu est :
(0 f{x,y,f^,^,.,.)zro.
Les constantes données, 9 et ^y entrent sous forme de lignes trigonométriques et, par conséquent, on peut dire que l'équation (1) est une fonction homogène en x et y. La propriété qui nous occupe est alors la conséquence immédiate du théorème suivant.
>. Théorème. TotUe fonction homogène d'x et d'y, du degré m, représente un faisceau de m droites, réelles ou imaginaires y passant par l'origine; et réciproquement.
Considérons d'abord le cas le plus simple, celui où Toq suppose m = 1 . L'équation proposée est alors :
(1) Ax + By=:Oy
A et B n'étant pas nuls à la fois. Si Ton a A = o, cette équa-
tîon se réduit à By = o, ou à y = o, puisque l'on suppose B ;zf o. Dans ce cas particulier, Téqualion représente donc Taxe ox. On voit de même qu'elle représente Taxe oy, quand on a B n o. Enfin, dans le cas où A et B sont, l'un et l'autre, différents de zéro, la relation peut être écrite sous la forme :
II existe on point M dont les coordonnés x'y y' y sont : x' = B, y' — — A. L'équation devient alors :
Les propriétés des triangles semblables prouvent : i» qu'à toute solution de l'équation (a), correspond un point M' placé sur la droite OM ; et que, réciproquement, les coordonnées d'un point quelconque de OM vérifient la relation proposée. En résumé l'équation (i) représente une droite passant par l'origine.
Fig. ag-
Lorsque le rapport des coefficients A et B est une expression imaginaire, nous dirons, conventionnellement, que l'équation (i) représente une droite imaginaire et il est facile de vérifier que, dans cette hypothèse, 1 équation (i) n'admet aucune solution réelle, en dehors de la solution zéro.
Considérons maintenant une équation homogène, et du degré m, en a; et y, 9 (a?, y) =: o ; on a, par le théorème de d'Alembert (Alg. § 35;),
ç(a?, î/) s (A* a? 4- B, y) (A, â? + Bj î/) ... {AmPC-^-Bmy).
Pour que 9 (x, y) soit nul , il est nécessaire et suffisant que Tun ou Tautre des m facteurs réels ou imaginaires du second membre, soit nul. On a donc, pour le lieu proposé, toutes les solutions des équations :
A,a?-4-B, yzio, A,a; -f- B,y ir o, .,. AmX + Bmy:=o.
Ainsi, le lieu considéré est constitué par Tensemble de m droites, qui sont réelles, quand les coefficients A et B sont eux-mêmes réels, et que nous nommerons imaginaires, dans le cas contraire.
La réciproque est vraie et s'établit, sans difficulté, par des considérations toutes semblables.
8*9. Constraotion des expressions rationnelles, homog^énes. Les expressions que nous voulons considérer d'a-bord sont celles qui correspondent à la formule,
(1) OJzzSa, T.
En posant,
on voit qu'on obtiendra la longueur x, en ajoutant les longueurs a?„a;„... et tout revient à construire x^. Posons encore,
et admettons que Ton sache construire X,. La formule (a) donne,
et nous voyons ainsi que x^ peut être obtenu par la construc-
tion connue de la quatrième proportionnelle. En raisonnant sur X„ comme nous Favons fait sur a?,, et ainsi de suite a?, peut se construire par une série de quatrièmes proportionnelles.
Le cas le plus général des expressions rationnelles, correspond à la formule :
Sfl.r
A« *•> OLp
6| ... 6 xzzc
En posant :
Sa, ... cLp e, ... ^p
et.
on peut construire y et z^ comme nous venons de l'indiquer, et la longueur x s*obtient, finalement, par une quatrième proportionnelle, laquelle correspond à la formule,
88. Moyenne harmonique (*).La construction indiquée au paragraphe précédent est celle que Ton peut appliquer, d'une fiiçon générale, sans avoir recours à des artifices particuliers, aux expressions rationnelles. Il va, sansdire, que dans beaucoup de cas^ on pourra profiter de la forme algébrique donnée pour construire rinconnue , par des procédés rapides. Nous donnerons, comme exemple de ces procédés particuliers, une construction de la moyenne harmonique.
On dit qu*une longueur X est une moyenne harmonique
t. Cette dénomination est due&JVac-Laun'n. —Aperçu historique^ p. ifyj.
entre les m longueurs a, b, c, ,..l^ lorsque Ton a la relation,
Considérons un trapèze dont les bases soient a et b^ et par le point de concours des diagonales, menons une parallèle aux bases. On voit facilement que cette droite est partagée.
Fig, 3o.
par les diagonales et les côtés du trapèze^ en deux parties égales, et que Finverse de chacune de ces parties est égale
à - 4- T . Ayant fait la construction qu'indique la figure, on a donc ;
on a, de même,
et ainsi de suite.
Pour nous borner
a, 6, c; ona:
et, par conséquent,
X=:3ar.
On a donc la moyenne harmonique des lignes a, b, c, en triplant la longueur x, obtenue par la construction précédente.
39. IrraÉionnelles du second de^é. Nous nous occuperons d^abord des irralionnelles qui correspondent à la formule :
£ - Sa6 \ / .
Considérons Tun des termes du second membre, et posons :
x\ - ah ^.
Construisons, par la méthode indiquée plus haut, une ligne X,, ligne déterminée par la formule :
nous aurons finalement a;,, par une moyenne proportionnelle entre a et X,.
Pour revenir maintenant à la ligne a?, on voit qu'en appliquant la construction précédente^ aux différents termes qui constituent le second membre, on a,
X m Al -}-... -f" XJJ — Yj . . — Yjif. En posant, alors,
el,
2*zr Yj + ••• ■+- Yjt;
ces lignes y ^\ z peuvent se construire en ayant recours à une suite de triangles rectangles et Ton obtient la ligne x par une moyenne proportionnelle entre y H- s et y — xî .
Le cas, plus général que le précédent, où la ligne x est déterminée par Tégalité :
Sa6 '
..Op
,..{ip
" kq
se' ramène à celui-ci en construisant les deux lignes U, V, déterminées par les égalités :
_ - '*• • • • jL n
Ui = SaôJ J?,
Hi ••• Pp
T =1 Serf
4IO. Moyenne harmonique de «Mftirés. Désignons par a, 6, c^ ... 2; m lignes données; la ligne Xy que nous nous proposons de construire, est déterminée par la formule :
Cette ligne peut s'obtenir par une construction rapide que nous allons indiquer.
Examinons, par exemple, le cas de quatre lignes et proposons-nous de construire la ligne x^ telle que Ton ait :
Ayant fait la construction qu'indique la figure, nous avons d'abord, par une propriété connue,
XÎ « f>
puis,
C I^ig- 3i.
par conséquent,
aiDsi
a? = aOP = PQ.
41. CkMistmctioli des racines d*une équation da second deg^. Une équation du second degré, lorsqu'elle exprime une relation entre des lignes données et une ligne inconnue x, peut toujours être ramenée à la forme,
x*zt:2<xxzt. 6' zzo,
a et 6, désignant des lignes données^ ou des lignes que Ton peut construire, au moyen de celles-ci. Cette équation peut s'écrire,
Eq posant,
yzzxdzx,
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on voit que y peut s'obtenir au moyen d'un triangle rectangle.
Connaissant la ligne x + ol, on en déduit la ligne inconnue x.
La construction élémentaire qui est relative au partage
d'une droite donnée, en moyenne et extrême raison, n'est qu'une application particulière de l'idée que nous venons d'exprimer. En effet, si l'on désigne par a, la ligne proposée, et par X le plus grand segment de cette longueur^ partagée en moyenne et extrême raison, on sait que l'on a^ par définition,
ou,
a^ -\-ax — a' = 0.
Celte relation peut s'écrire,
a et, sous cette forme, on voit que a; -h -est l'hypothénuse
Je
d'un triangle reclangle, dont les côlés sont a et-. C'est de
cette remarque que découle la construction élémentaire cornue, mais que nous avons voulu rappeler, pour la rapprocher de l'idée générale qui préside à la construclion des racines de l'équation du second degré.
41^. ConstrocUon des irrationnelles bl-qaadratiques. Supposons d'abord que la ligne x, que l'on veut construire, soit liée aux lignes données par l'égalité,
x^ z=. abcd
En posant :
y ziz ca ,
Wj V| ... v^,
et,
z* :z.ah\ on a,
et la ligne inconnae x, est donnée par une moyenne proportionnelle entre les lignes y et Zy qae Ton sait construire. Supposons maintenant que Ton ait,
En appliquant, à chacun des termes qui constituent le second membre, la construction précédente, on est ramenée construire les expressions de la forme
11 nous reste donc à indiquer comment on peut^ avec la règle et le compas, construire une ligne Xy déterminée par régalité précédente.
Prenons d*abord des exemples simples. Soit
Posons,
h' — àyj et a* -h y* r= z'.
Nous avons alors,
X* := a* H- ay, ou,
X* r= aV,
ou, enfin,
x^ 11 az.
D'après cette égalité, x est une moyenne géométrique entre les lignes connues a et z.
De L. Tomb II. 4
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Cette méthode est susceptible d'une généralisation évidente. Si Ton vent construire la ligne x, déterminée par la formule,
a;* - a* -h 6* + c*, on posera,
b'':zay, c^zzaz, et ^* -a"4-y' + 2*;
et Ton aura,
x^ zz at.
413. Irrationnelles d*ii|di<^ a''. Pour montrer que Ton peut construire, avec la règle et le compas, les irrationnelles de ce genre, nous allons indiquer comment on ramène la
construction d'une irrationnelle dMndice iPy à celle d'une irrationnelle d'indice a^"*.
Soit proposé, par exemple, de construire la ligne x^ déterminée par Tégalilé,
Nous poserons,
et nous aurons,
X- in or r
ou, enfin,
it4. C/onstmetlon des racines d'ane équation bicarrée. L'équation bicarrée, homogène, peut toujours être ramenée à la forme
a;* i aaV i 6^ n o,
a, 6, désignant des lignes données, ou des lignes que l'on a construites au moyen de celles-ci.
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L'équalioo précédeate peut s'écrire :
el, eD posant,
y* • a* ± b\ ona^
On est ainsi ramené à des constructions connues.
On peut aussi poser x* r: by^ et Téquation bicarrée devient
On revient ainsi à Téquation du second degré.
4S. Expressions non homof^énes. Lorsque la formule
proposée n'est pas homogène, il faut donner, en même temps,
la ligne qui a été prise pour unité. En désignant celle-ci par t,
on remplace dans Fezpression donnée les letlres x,a,h,... par
7> ",. 7; ••• et, après avoir chasse le dénominateur, on a une
expression homogène.
Proposons-nous, par exemple, de construire Texpression :
= v/v/3-vâ,
les radicaux étant pris avec le signe explicite qu'ils ont dans cette formule. Celle-ci prend la forme homogène, si on l'écrit :
:=/V/v3-v/^. {izzi)
Soit A le cercle dont le rayon est égal à l'unité. La corde AB élant tracée perpendiculairement au rayon OP^ en son milieu, on a :
AB-v/3;
ayant mené le rayon OC perpendiculairement à OA^ on a
et, par suite,
ou,
BD=:v/3-v/â,
a? = ^v/SD,
a? zi (BD,
Fig. 3j.
puisque i* = /. On a donc enfin,
et, par conséquent.
a?* - BQ.BP,
Blzzx.
1. Trouver par des eonslructions rapides les lignes déterminées par les formules suivantes :
(3) x=:a sin'?.
(4) x = a tg*"?.
Trouver un angle x, déterminé par la relation
?i désignant un angle donné.
On considère un rectangle ABCD, dont les câté8CD = a,CB = 6forment on triangle, rectangle et dans lequel GDB = 9. On projette G sur DB, au point C|. et celui-ci sur AB et AD aux points A| et B|. On reconnaît sans difflculté qu'en posant :
«na,
Le problème que nous allons traiter peut ëlre défini ainsi : f{Xyy)^o éiani r équation (Tune courbe rapportée aux axes Ox, Oy ; trouver t équation F (X , Y) r= o, de cette même courbe^ rapportée à de nouveaux axes O'X, O'Y.
On peut distinguer trois cas dans la transformation des coordonnées : t^ la direction des axes reste la même, mais l'origine se déplace ; 3^ l'origine reste fixe, mais les axes tournent autour de ce point; 3<^ Torigine et la direction des axes sont, simultanément, modifiées.
Ce dernier cas rentre évidemment dans les deux autres ; on peut, en effet, déplacer d'abord Torigine, la direction des axes restant invariable ; puis les faire tourner autour de la nouvelle origine, celle-ci étant supposée fixe.
4G. Transport des axes parallèlement A eux* mêmes . — Soient Ox, Oy les actes proposés, et soit G' la nou-
Fig. 33.
velle origine. Pour déterminer la position de ce point, nous
supposons que l'on donne ses coordonnées a , ^. Soit M un point quelconque du plan yOx; x^y désignant les coordonnées du point M dans le système yOx ; X,Y les coordonnées du même point, dans le nouveau système Y0% on a :
Ces formules sont générales : c'est-à-dire^ qu'en tenant compte du signe des quantités a,^, a?,y,X,Y, elles sont toujours vérifiées. Elles constituent donc les formules de transformation, quand on transporte des axes donnés, parallèlement à eux-mêmes.
V9. R€»Éatioii d«s axes antoor de rorl^ne. — Soient OxeiOy les axes donnés ; pour définir les directions positives des nouveaux axes OX et OY nous supposerons que l'on donne les coordonnées de deux points P,Q situés sur ces semidroites, à l'unité de distance. Nous donnerons à ces points le
nom de points directeurs et, en désignant par a , 3 ; ^^ ^' 'i
leurs coordonnées dans le système yOx^ nous dirons que ces
nombres sont les paramètres directeurs de la transformation.
Ayant fait la construction indiquée par la figure ci-après,
on a :
ME = P'Y
et, si l'on remarque que Ton a :
yizME-HBC,
on trouve, finalement,
Des considérations toutes semblables dondent aussi :
(B') iCiraX-ha'Y.
Fig. 34.
Ces formules sont générales, elles sont vérifiées pour un point quelconque du plan, quand on tient compte, bien entendu, du signe des quantités a, P;, a', P'; x, y;X, Y; elles constituent par conséquent les formules de transformation, quand on passe d'un système yOx, à un système YOX, de même origine.
48. Cas des axes reetangulaires. On rencontre assez fréquemment le cas particulier où les angles yOar, YOX, sont droits, l'un et Tautre. Cette transformation dépend d'un seul paramètre ©, que nous devons d'abord définir.
11^ A cet effet, nous imaginons que la semi-droite Ox, tourne autour du point 0, dans le sens inverse de celui des aiguilles d'une montre, d'un angle <p ; elle représente alors et la position et la direction positive du nouvel axe OX. Supposons maintenant que l'on fasse tourner OX, dans le même sens, d'un
oi
angle de 90"*, on obtient une semi-droite OY qui représente la position et la direction positive du nouvel axe OY.
Fig. 35.
Dans ces conditions, les formules de transformation sont :
xzzX cosç — Ysinç, y — X sin <p H- Y cos ç.
Elle sont générales et peuvent, ou se déduire des formules démontrées dans le paragraphe précédent, ou s'établir directement en utilisant le théorème des projections qui a été vu dans la trigonométrie élémentaire.
49. Relation entre les paramètres direetears. Les coordonnées a, 0 du point directeur ne sont pas des quantités indépendantes^ quand on passe d'un système donné yOx, à un autre système YOX. En désignant par 6, l'angle des semi-droites Ox, Oy, on a, dans le triangle ORP (fig. 34),
ou,
OP" — OR* + RP* - 2OR . RP . cos ORP,
1 rz a' -h- g* + 2ag cos e.
C'est la relation que doivent vérifier les paramètres a, p, dans le système d'axes dont Tangle est égal à 0.
ftO. Calcul de Tang^le des nouveaux axes^ Le triangle OMA (fig. 34), donne :
OM* — a;* + y* -h %jcy cos 0,
Si nous désignons par 0'^ Fangle YOX^ nous avons, de même :
ÔM" zr X* -+- y + 2XY cos 0' ;
et, par comparaison,
a;* 4- y* 4- aa^y cos 0 = X"-f- Y* + aXY cos 0'.
Les formules (A) et (B), établies plus haut, donnent l'identité :
(aX + a' Y)* + (pX + P'Y)* -h- a (aX -f- a'Y) (13X+ g'Y) cos 0 :-X* + r-haXYcose'.
En égalant les coefficients de X* et de Y*, on retrouve la relation entre'les paramètres directeurs ; mais celte identité donne encore régàlité ;
cos 6' z= aa' + P3' 4- (ag' 4- P»') COS 0.
Cette formule permet de calculer Tangle des nouveaux axes.
Sl« Théorème. L ordre dune courbe rC est pas changé par la transfof^mation des coordonnées. Soit f{x^y) zi o, Péquation d'une courbe d'ordre m, en supposant que /*(a?, y) désigne une forme algébrique entière, du degré m en a; et y. Les formules (A) et (B), (S 46) ; et les formules (A' et B'), (§ 4;) prouvent qu'une forme algébrique, entière, du degré m en a; et y, ne peut pas être d'un degré supérieur à m, après la transformation.
11 reste à reconnaître que cette transformation ne peut pas abaisser le degré de la forme considérée.
En effet, si cet abaissement pouvait se produire, en eflFectuant la transformation inverse, en revenant du système X,Y
aa système ancien x^y^ Tordre ne pouvant pas s'élever par cette transformation, au lieu de retrouver la forme proposée^ laquelle est du degré m, on aboutirait à une fonne algébrique d'un degré inférieur à m. Ceci implique une contradiction, et, en résumé, Tordre d'une courbe ne peut être ni élevé, ni abaissé, par un changement d*axes.
59. Théorème. Une courbe (Tordre m est coupée par une droite quelconque en m points^ réels ou imaginaires. Soit U la courbe donnée, et soit :
son équation. Considérons une droite quelconque A, dans le plan de U, droite ayant pour équation^
Nous dirons que U et A ont m points communs, réels ou imaginaires, pour exprimer que les équations (i) et (2) admettent, pour xeiyy m solutions de la forme a + ^i.
Pour démontrer la propriété énoncée, prenons, sur A, un point dont nous désignerons les coordonnées par Xo , yo et transportons les axes^ parallèlement à eux-mêmes, en ce point. L'équation (1) devient :
(i')/(^o-hX,yo + Y) = o,
et l'équation (a) représentant une droite, passant par Torigine, prend la forme (§ 36) :
(2O AX-f-BY = o.
En développant Téquation (i'), on obtient un résultat qui peut être écrit de la manière suivante :
(O 9«(X,Y) + (p„^,(X,Y)4-...^-Toi=o.
Dans cette notation^ que nous emploierons dans plusieurs circonstances, f * (X , Y)désigne une forme algébrique entière, homogène, et du degré k par rapport aux lettres X et Y. On
doit remarquer, d'ailleurs, que ç^ (X, Y) n*est pas identiquement nul, puisque /"(a?, y) est du degré m et que la transformation de coordonnées ne peut pas modifier Tordre de la courbe.
Cherchons le nombre des solutions communes aux équations
Nous ne pouvons pas supposer que A et B soient nuls simultanément ; faisons donc Thypothèse suivanta ; Bpif o. L'équation (2') donne :
(2*) Yrr^X;
en posant izz—-.
Transportons cette valeur de Y dans Téquation (i*); celle-ci devient :
Le polynôme ç^ (1, Qu'est pas identiquement nul; nous avons fait remarquer tout à Theure. L'équation (A) est donc du degré m, quand on ne prend pas pour ^, une des racines de réquation ;
Il y a donc, en généraîy m solutions, réelles ou imaginaires, à l'équation (A) ; et, par suite, m points communs (dans le sens que nous avons attaché à cette expression) à la courbe du degré m, et à une droite située dans son plan.
&3« Remarque. Les formules que nous avons données, plus haut, pour effectuer la transformation du système d'axes yOx, au système YOX, exigent que l'on connaisse les coordonnées des points directeurs. Dans la plupart des cas, ces paramètres ne sont pas donnés ; leur connaissance dépend de la situation des nouveaux axes, relativement aux anciens, et ils doivent être calculés, avant que l'on puisse appliquer les formules que nous avons démontrées.
Prenons, par exemple, un système d'axes t/Ox, les directions positives Oo:, Oy faisant un angle de 6o<* , et supposons que Ton fasse tourner, dans le sens positif {$ 9), la semidroite Ox d'un angle de 3o», et la semi-droite Oy, d'un angle égal à 6o«. Nous obtenons ainsi deux nouveaux axes OX, OY bien déterminés, de position, et de direction. Si nous prenons snrOXetsurOY;
OP^OQzri, nous trouvons pour les coordonnées du point P :
et, pour celle du point Q,
Les formules de transformation sont donc :
y = yïx-+-Y.
THÉORIE ANALYTIQUE DE LA LIGNE DROITE
&4. Théorème. Lorsque les coordonnées cTunpoinê mobile M, vérifiant constamment F équation du premier degrés en x et y y
(i) Ax-hEy-hC^o,
Ce point M se meut sur une ligne droite.
Cette proposition est évidente lorsque Tun des coefficients A^ ou B9 est nul. Mais prenons le cas général ; supposons A p:f o et B pf 0^ et soient :
trois solutions différentes de Téquation (1). Nous allons montrer que les points correspondants M^, M., M„ sont placés en ligne droite.
Fig. 36.
Des relations
Ax, -H By, -f- C z: o, Aj?. + By. -h C 1= o, Aj?, 4- By, + C zz o ;
OD déduit :
et,
A (a:, — ii;,)-|- B (y, — y,) = o.
On a donc^ puisque A et B sont différents de zéro,
iC^ *■" M/| *^% ~~* **'•
y. — yi^'yi — yi'
Les deux triangles M,PM, , M,QM, sont donc semblables, comme ayant un angle égal, compris entre côtés proportionnels. Ainsi les angles M,MjP| M,M,Q sont égaux et ceci prouve que les trois points M,, M,; M» sont en ligne droite.
En supposant B;zf o^ réqualion(i) détermine y y quand on donne à la variable x une valeur arbitraire. Il y a donc une infinité de solutions réelles pour l'équation (i), et toutes ces solutions donnent des points qui, d'après ce que nous venons de montrer, sont placés sur une droite bien déterminée, droite qui joint les deux points qui correspondent à deux solutions particulières de Téqualion donnée.
&&. Théitrème. Lorsqu'un point est mobile sur une droite donnée, ses coordonnées sont des nombres variables^ qui véri^ fient constamment une équation du premier degré :
AiPH-By-hCno.
Fig. 37.
Cette proposition est évidente lorsque le point est supposé mobile sur une droite parallèle à l'un des axes de coordonnées.
Considérons le cas général, celui où la droite donnée A n'est parallèle ni à Ox, ni à Oy. Supposons qu'elle soit déterminée par deux points M, et M, et soit M un point quelconque de A ; Xy y désignant ses coordonnnées^ les triangles semblables M,PM„ M.QM, donnent :
a^f — a?, _y,— y, x — x^ y—y^' ou,
Cette relation est générale, c'est-à-dire qu'elle est vérifiée, quelle que soit la position du point M, sur A. On remarquera d'ailleurs que les coefficients d'à; et d'y sont différents de zéro
puisque Ton suppose que A n'est parallèle ni à Oa?, ni à Oy. &6. Différentes formes de l'équation d*ane droite.
Nous venons de voir que les coordonnées d'un point mobile sur une droite vérifiaient constamment l'équation :
(i) AaJH-By-hCrro,
que nous nommerons équation générale de la droite.
En faisant usage de la notation abrégée^ nous la représenterons aussi quelquefois par :
(2) U:=o; en supposant^
U = Air-hBy-hC.
Mais il existe encore pour l'équation, d'une droite, d'autres formes que nous emploierons fréquemment et que nous établirons ici.
l'« Forme. Supposons que l'on ait B^ifo, l'équation (i) peut être écrite ainsi :
En posant
LA luîne droite
on a.
(3) y — mx -h n.
Celle équalion représente loutes les droiles du plan,exceplé celles qui sonl parallèles à oy,
^ Forme. Supposons que A, B, C^ soient différents de zéro. L'équalion (i) peut alors se mellre sous la forme suivanle :
ou,
en posanl,
Dans la formule (4), p ^iq désignent des quanlités qui ne sonl ni nulles, ni infinies.
Fig. 38.
Si la droite donnée A rencontre l'axe Oj;au point P, et Taxe Oy au point Q, on remarquera que Ton a :
OP-i), OQ-7.
t>E L. Tout H.
On peut d'ailleurs établir directement Téquation (4) en remarquant que Ton a :
a: __ MQ y _ MP
mais MP -j- MQ — PQ, et Ton trouve, finalement :
Cette formule est d'ailleurs générale ; elle est vérifiée par les coordonnées du point M, quelle que soit la position de ce point sur la droite donnée.
La forme (4) représente toutes les droites du plan, excepté celles qui passent par Torigine.
3^ Forme. Abaissons de Torigine une perpendiculaire OH
sur la droite A ; posons OU zi ^ et projetons sur OH le contour brisé OAMH ; nous avons, par une formule connue,
(5) X cos 3f 4- y cos (0 — a) — h.
Cette équation est d'ailleurs vérifiée par les coordonnées du point M, quelle que soit la position de ce point sur A ; c'est une nouvelle forme de Téquation de la droite.
On peut remarquer que, dans le cas où les axes donnés sont rectangulaires, cette équalion prend la forme suivante :
(5') X cos a -h y sin a — h,
SV. Définition du coefficient angulaire. Lorsque Téquation d'une droite est mise sous la forme :
y zzmx'hn,
nous dirons que m est le coefficient angulaire de la droite. Pour justifier cette dénomination, nous allons montrer que la valeur de ce paramètre détermine la direction de la droite.
Disons d'abord comment nous fixerons la direction positive d'une droite A. Lorsque A est parallèle à Tun des axes de coordonnées, sa direction positive est celle de Taxe même auquel elle est supposée être parallèle. Si A est une droite quelconque, elle coupe l'axe Ox en un point A, et nous prendrons pour direction positive de AA' celle de la semidroite, qui a pour extrémité le point A, et qui est située dans la même région du plan, par rapport à xaf^ que la semidroite Oy.
Cette convention étant faite, l'inclinaison d'une droite A avec XX' est l'angle a, angle bien déterminé, que fait la direction positive de A avec la semi-droite Ox.
Si nous cherchons les points d'intersection de la droite A avec les axes, nous avons :
OBnw, fct OAzz— ^.
Nous cherchons rn^o ; si m était nul, la droite A serait pa* rallèle à Oa;, son équation se réduisant à la forme y = n, on aurait donc, dans ce cas, a r: o.
Hevenons au cas général. Le triangle OAB donne la relation :
OB sin a
OA sin (0 — x)
(ji<
Sur la figure, OB représente une quantité négative ; il faut donc observer que, dans la relation précédente, qui a lieu pour les valeurs absolues des lignes OA et OB, Ton doit remplacer OB par — n. Ainsi, Ton a :
sin a
7Hrz
sin ( 0 — X)
Fig. .Jo.
On déduit de celte relation,
(A) tga-
wi sin ô
1 + wi cos 0
Si Ton suppose que la valeur de m soit donnée, cette formule délermine, entre o et ?:, un certain angle ; cet angle est bien déterminé et Texpression de coefficient angulaire^ que nous avons appliquée au paramètre m, se trouve ainsi expliquée.
&8. Droites parallèles. Il résulte de ce qui précède que si deux droites sont parallèles, leurs coefficients angulaires sont égaux, et réciproquement.
Si Ton considère une droite passant par Torlgine et dont le coefficient angulaire soit égal à m; son équation est :
y zz mx.
Toute droite parallèle à celle-ci a donc pour équation,
et, quand on suppose que X varie, cette équation représente toutes les droites parallèles à la dii'ection donnée.
59. Droites perpendiculaires. Lorsque deux droites A, à' sont perpendiculaires, les angles a et a', formés par leurs directions positives, avec Oo;, vérifient la relation :
On sait d'ailleurs que,
*„/ /\__ tira — tga'
1 + Ig a Ig y
On a donc, dans le cas particulier qui nous occupo,
h tga tg a' zz
Désignons par m et m' les coefficients angulaires de A et de A', la formule (A) donne :
Il +- m cos ô) (i -h m' cos 6) -h mm' sin '0 zz o, ou,
(B) 1 -h (m H- m') cos 0 -+- mm' = o.
C'est la condition de perpendicularilé de deux droites ; cette condition est d'ailleurs nécessaire et suffisante.
On doit remarquer que dans le cas où les axes sont rectan- (fulaires, les coefficients angulaires de deux directions rectangulaires ont un produit égal à — i .
GO. Angola de deux directions. Soient deux droites A, A'y ayant pour équation, respectivement,
(i) ax + by-hczizo, (2) a'x + b'y + c' := 0.
Menons par l'origine deux semi-droites 8, S', parallèles aux directions positives de A et de A' et désignons par V l'angle de ces deux semi-droites, angle qui est bien déterminé.
Lorsque la semi-droite Ox tourne, dans le sens positif, autour de Torigine, elle vient coïncider successivement avec les semi-droites î, 8' ; nous supposerons qu'elle rencontre d'abord 8', puis 8.
Dans ces conditions, on a toujours,
Vzza — a', et, par conséquent,
tgV=:
tgg— tga^ 1 -f- ts? a t<? a'
Les équations (1) et (2) donnent d'ailleurs, pour les coefficients angulaires des droites A, A' :
mzn — -, m'— -7-, 0 b'
On a donc ;
— ^sinO ^ , — a'sînO ^g* = 7 T. tga' =
b — a cos 0 b* — a' cos 0 '
et, finalement,
(G) tgv= (tniz^^nml .
aa'-h bb' - {ab* H- ba') cos 6
En appliquant cette formule, ou doit observer que le coefficient a' désigne le coefficient du terme en or, dans Téquation de celle des deux droites données qui fait, avec la semi-droite Oa;, le plus petit angle.
Si les directions proposées sont celles des deux droites qui correspondent à Téquation :
en appliquant la formule (C), puis en tenant compte de Tiden-
lité:
{ax + by) {a'x + h'y) == Arc* -i- A'y* 4- ^B^icy, on trouve
. „ _^2sinev/B"*— AA' tff V m ~ti
® ' ' AH-A'— 2B"cosO'
Remarque I. Il résulte de cette formule que si Ton veut exprimer que Téquation :
kx" + ti!y* -I- TB'^xy n o,
représente deux droites rectangulaires, on écrira la relation suivante :
A+A'— aB^cosOno.
Remarque II. Lorsqu*on cherche à exprimer que deux droites ont des directions rectangulaires, on peut appliquer Tégalité (B), si les coefficients angulaires sont en évidence. Dans le cas contraire, on emploie la condilion :
AA' "h BB' — (AB' -f- BA') cos 6 = o,
qui découle, soit de la formule (C), soit de la relation (B), lorsqu'on remplace, dans celle-ci, m et m', respectivement A , A'
61. Droite passant par an point x' ,y\ L'équation générale des droites étant prise sous la forme :
Aa;-l-By + C:=o,
si Ton exprime que cette équation est vérifiée par xz- x' y = y', ona :
Aoî' + By'+Cizo,
et, par suite,
C'est réqualion générale des droites passant par le point dont les coordonnées sont a;' et y\
Remarque. Lorsque le point donné est déterminé par Tintersection de deux droites correspondant aux équations Pzro, Qzio, réqualion générale des droites passant par le point commun est aP 4- PQ i= o ; a et P étant arbitraires.
Cette formule, facile à vérifier, s'applique encore au cas particulier où le point est à Tinfini, ce qui arrive lorsque les droites proposées sont parallèles.
09. Droite passant par deux points a;', 2^' ; o:'',^''. L'équation générale des droites passant par le premier point est, comme nous venons de le montrer :
\{x— x^)-hB{y — y) = a.
Exprimons que celte équation admet la solution : a; zz ar" yz=y\ nous avons :
Les coefficients A et B n'étant pas nuls, à la fois, nous avons donc :
T'" r-' ti'f *«'
Cette relation donne :
ou encore,
De ces deux égalités, on peut encore déduire la suivante
LA Ur.NE DROITE
G3« Points en li|i;ae droite. Il résulte de ces formules que si les trois points a?', y' ; x", y"; a;'', y'' ; sont en ligne droite, on a la relation :
Réciproquement , si cette égalité a lieu^ les trois points considérés sont en ligne droite.
Mais on peut établir plus directement cette condition et la donner sous une forme plus symétrique, comme nous allons le montrer.
Soit :
Ax-hBy-hCzro,
réquationde la droite qui passe par les trois points donnés. Nous avons donc :
Ax' + By' 4- C - o, \x' -hBy'-hCzz «», Aa;'^4-By*'H-Crro.
Nous pouvons considérer ces équations comme étant linéaires et homogènes, par rapport aux lettres A, B, C ; elles sont d'ailleurs vérifiées par des valeurs de A, B et C, qui ne sont pas toutes nulles, et nous avons (Alg., g 105),
Cest, sous une autre forme, la relation (1).
64. Scoriacé du triangle x' , y' ; x" , y" ; x^ , y"", La condition que nous venons de trouver et qui exprime que trois points donnés sont en ligne droite, est susceptible d'une interprétation géométrique remarquable. Nous allons, à cet effet, démontrer que la surface S, du triangle formé par les trois points o:', y' ; x" .y*' •.x'^^y" ; est donnée par la formule :
S -r — - sin 0 'À
Soient M', M* , M" les points donnés^ on a ;
el, par conséquent,
sinO En développant les calculs, on trouve :
aS sinO
Fig. 4i.
ou, enfin,
(M) S 3:-- SinO
Cette formule est générale, elle est vérifiée parles coordonnées de trois points quelconques pris dans le plan yOx ; il faut pourtant, pour éviter l'ambiguïté du signe, convenir que si l'on imagine le cercle circonscrit au triangle M% M', M"*, puis un mobile parcourant cette circonférence, dans le sens des ai* guilles d'une montre, et partant du point dont les coordonnées sont désignées par x'yy'; on prendra pour a;', y* les coordonnées du point qui sera rencontré, le premier, par ce mobile.
65. Siurince du polygooeo?, ,2^, ; ^1 9 ^i ; ••• x„ ,y„. Laformiile que nous venons de trouver peut s*écrire :
sin6
xf'y^'
Celte forme remarquable donnée à l'expression de S s'applique à un polygone de n sommets ; c'est ce que nous allons montrer.
Nous admettons que la formule ait été vérifiée pour un polygone convexe de (n — 1) sommets et nous allons reconnaître qu'elle est encore applicable à un polygone convexe de n sommets. Si nous établissons ce point, la formule sera généralisée.
Prenons donc n points A,, A„ ... A„_p A„ ; et désignons les coordonnées de ces points par a?,,y, ; ... a;„,y„.
Les(n— 1) points A,, A„ ... A„_„ forment un polygone fermé dont la surface S' est donnée, nous le supposons, par la formule :
sin 0
^«-1 Vn^K
Le polygone A,, A„ ... A„ étant convexe et les sommets étant rencontrés par un point mobile, parcourant son périmètre, dans l'ordre marqué par les indices, nous voyons que le mobile qui est supposé décrire la circonférence circonscrite au triangle A,, A„_p A^ rencontre ces points dans l'ordre où nous venons de les écrire. En désignant par S' la surface du triangle A,, A„_p A„, nous avons donc :
sm 0
^«-1 Vn^K
^n Vn
aî, y,
Les formules (1) et (2) donnent, par combinaison, et en désignant par S la surface A, A, ... A,,,
aS
sino
xjHr
a;>yj
\, Si nous revenons à la formule (M) {$ 64), et si nous observons que trois points en ligne droite forment un triangle de surface nulle, nous avons :
iro.
Nous retrouvons ainsi la condition, précédemment établie, et qui exprime que trois points donnés sont situés en ligne droite.
THÉORIE ANALYTIQUE DE LA LIGNE DROITE {Suite),
69. Équations d*an seg^inent de droite. {Premières formules.) Soient A et B, deux points donnés ; ir©, yo ; x,, y, leurs coordonnées: soient enfin j;^ y celles d'un point M, supposé mobile sur la droite AB. Les formules (3) {% 62)^ donnent :
X —^o__y — yo
Si nous désignons par a la valeur commune de ces rapports, uous obtenons^ pour a; et y, les valeurs suivantes :
^_.To + /^, ^^ _ yg + >-y;
Mais on donne à ces expressions une forme plus symétrique en employant les coordonnées homogènes^ que nous allons définir.
Lorsque x et y déoignent les coordonnées cartésiennes d'un point M, on peut, sans inconvénient, les représenter
par -, - ; pourvu que Ton convienne que z soit égal à Tunité.
Nous dirons alors que x^ y, j, sont les coordonnées homo gènes du point M.
Les formules que nous venons de trouver peuvent s'écrire, sous la forme symétrique :
Xo -+- >Hr 4 y» -h Ay , -« -h >w ,
en supposant.
jZ -^ Zq ~— <W| ■^— 1 •
Ces formules offrent l'avantage d^exprimer les coordonnées d'un point, mobile sur une droite, au moyen d'un seul paramètre variable X. A chaque valeur de X, correspond un point M, bien déterminé sur AB, et si l'on veut limiter la mobilité du point M sur cette droite, si l'on veut que ce point parcoure seulement un segment donné M'M*^ ; en désignant par // et a" les valeurs de X qui correspondent à ces points M', M' , on fera varier X dans Fintervalle X', X*".
Le paramètre X est susceptible d'une interprétation géométrique qu'il est utile de connaître. Il représente, abstraction faite du signe, le rapport des distances du point M aux
MA points A et B, et Ton a X - rrr., A désignant celui des deux
MB
points qui a pour coordonnées Xo yo 2o. Si Ton suppose que le point M soit situé entre les deux points donnés, les différences X — a:©, x^ — X ont le même signe ; par conséquent, X est positif. En précisant davantage, on voit que X varie, de o à + 00, quand le point M parcourt le segment AB ; de —00 à — 1, quand il est mobile sur le segment indéfini qui a pour extrémité le point B, et dont la direction est opposée à celle de BA ; enfin, de o à — i, quand il décrit le troisième segment.
08« Théorème. Soitf{Xy y, z) — o, V équation d'une courbe A ; 6*1 Von considère deux points M', M" dans le plan de A, points dont les coordonnées homogènes sont respectivement x' yy\z' \ 0?" ,y % 2" si le segment M'M" contient un seul point de A, le rap-
port ,/ y^, est négatif; ilest^ au contraire y positif, si le
f [x ^y yZ )
segment M'M*^, ne renferme aucun point le A.
Considérons en effet un point M, sur le segment M 'M*", soient a;,y2;, ses coordonnées; f [XyyyZ)z=:o est Téquation de la
courbe A^ quand on a remplacé xei y y respectivement) par
~ el ^, et quand on a chassé les dénominateurs; de telle sorte
que/'(j;,y^ j) représente une forme entière et homogène des lettres Xy y, z. Nous désignerons par m le degré de cette forme. Cherchons Tintersection de la droite M'M* avec A ; les formules U donnent, pour la déterminer, Téqualion :
f (Xo -+- Xr, , yo +- Ay, , 2o -h A-5, ) =: ",
équation dans laquelle l'inconnu est le paramètre X. Si nous développons cette équation par la formule de Taylor (\Ig. S 3ii), le terme indépendant de X est f {XoyyoiZo)- On voit aussi^ en effectuant le développement de :
f (Xo?, + Xo, Xy, -h yo, Xz, 4- 5j, que le terme du de^é le plus élevé en X est :
fO-x:^y\yt,\z^), ou,
D'après cette double remarque, Téquation en X est :
(i) X'"/(x',,y,,2,)-f-... h/*(a7g,yo,Jo)r: o.
Dans cette équation, les termes extrêmes qui, seuls, ont été mis en évidence, sont d^illeurs différents de zéro, car nous ne supposons pas que les points M'etM% que nous considérons, soient situés sur A.
Ceci posé, s'il existe un seul point de A sur le segment M'M', réquation (i) doit avoir une seule racine positive et son premier membre doit présenter un nombre impair de varialions; f{x^ , yi , ^i) et /{xo^yo , ^o) ont donc des signes contraires. Au contraire, s'il n'existe aucun point réel de A sur le segment M'H', réquation (i) n'admet aucune racine positive réelle; le nombre de ses variations est un nombre pair ; par suite, /la?, y, 2.) et fix^y^zo) ont le même signe.
OO. Il résulte du théorème précédent que la fonction F{x,y) ne peut changer de signe que si Ton traverse la courbe A, qui correspond à Téquation :
car Ton a :
f{x,y,z)::=¥{x,y)y (pour 2;= 1).
Ainsi, A sépare le plan en diverses régions ; mais si Ton imagine un point M mobile dans Tune d'elles, la fonction ¥{x,y) conserve un signe invariable, tant que M ne quitte pas la région considérée. Il y a donc, dans le plan d'une courbe, des régions pour lesquelles la fonction F (x,y) est constamment positive et que Ton peut nommer les régions positives du plan de la courbe ; et d autres régions pour lesquelles F (Xty) a, au contraire, une valeur constamment négative et que, par opposition, nous nommerons régions négatives.
Pour distinguer les régions positives et négatives, on donne à j; et à y, des valeurs très simples : x zio, y zz o; on x rzy zzt ; t étant très grand ; ou, encore, xzz z yzz\ ; s étant très petit, et X très grand; de telle sorle enfin, que, pour le point considéré, le signe de V{x, y) apparaisse nettement. Une fois que Ton a reconnu le signe d'une région, on détermine immédiatement le signe des autres régions, en supposant un mobile décrivant le plan et traversant «uccessîvement les différents bras de la courbe.
Par exemple, si Ton considère Tçquation fx, y) — o,
/{x, y) = x" H- y' — 3axy, («> 0).
Celte courbe qui est le folium de Descartes, et que nous étudierons plus loin, a la forme indiquée par la figure cidessous.
Dans cette figure, les régions ombrées sont les régions négatives.
Nous ferons, à ce propos, une dernière remarque pour faire observer que la démonstration que nous avons donnée au paragraphe précédent, exige qu'entre les points M', M", il
n'eiiste qu'un seul point de la courbe A. Lorsque la droîle U'M' est tangente à A au point M, la démonstmlion que nous venons de rappeler prouve que Téquation en X que nous avons considérée ayant deux racines égales, la fonction a le même signe aux points M' et M'. De même, si, dans la
Fig. .'il.
figure précédente, on passe de la région B à la région C, en franchissant le point 0, quoique l'on ait, réellement, traversé la courbe au point 0, la fonction f (x, y), n'a pas changé de signe parce qu'on a coupé deux bras de la courbe et l'équa- Uon en X dont nous avons parlé plus haut a, dans ce cas, deux racines égales, pour j: r= o et y = o.
RemarqDes. — Lorsqu'on applique le théorème précédent à une droito A, on voit que celle-ci partage le plan seulement en deux régions, Tune positive, l'autre négative.
VO. Equation d'un segracnÉ de droite. {Secondes formules.) Dans les formules (U), établies plus haut, nous avons imaginé que la droite considérée était déterminée par deux poiats ; dans celles que nous allons donner maintenant, nous supposerons que la droite est déGnie par un point Ma [x„ y*) et par ses parami-'lres liirocleurs (a, f;).
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Prenons sur A un point M et désignons par Xy y ses coordonnées; soit P le point directeur de A, et soient a, 0 ses coordonnées. En posant MoM = p, et en remarquant que OP =: 1, les triangles semblables MMoA» OPB donnent :
Fig 43.
x — xo __y — yc
On a donc :
X :=^Xo h ap, y =.ya-f-6p
et ces formules expriment les coordonnées d'un point mobile sur une droite, en fonction du seul paramètre variable p. Elles sont générales et conviennent à toutes les positions des points M, Mo ; mais en convenant, comme nous le faisons ici, de considérer p comme positif ou négatif suivant que le segment MoM a la direction positive ou négative de la droite.
Si Ton veut que le point M parcoure, sur la droite donnée, un segment M 'M' ; en posant M^M' = p', et MoM'' = p% on fera varier p, depuis p' jusqu'à p\ et Ton aura ainsi les valeurs
d'x et d'y, pour toas les points du segment M'M'", et seulement pour ces points.
91. Équations f^énéralesu— Lorsqu'une courbe mobile doit vérifier constamment certaines conditions géométriques, si réquation :
dans laquelle a ,0 , ... désignent des paramètres variableSi est telle que touto courbe du réseau proposé puisse être représentée par celle équation, pour des valeurs particulières et convenablement choisies des paramètres, et si, réciproquement, à toute équation (i) correspond une courbe vérifiant les conditions imposées, nous dirons que (i) est V équation générale des courbes du réseau proposé.
9î^. Tliéoréme. iSi P = o, Q — o, R n o, représentent les équations de trois droites particulières d^unplan, non concourantes^ toute droite du plan peut être représentée par réquation :
aP-hpQ-l-YKi=o.
Posons :
T:^ ax -h by -h cz, (i) Q:=:a'x-hb'y-^c'Zy R =: a^ic -h V'y -h (fz ; el soit :
une droite A, dans le plan considéré. Nous allons montrer que l'on peut disposer des paramètres a, 6, y de façon que l'on ait :
a(aa;-f- 6y -f- C2)-h g (a'ic -+- 6'y -H c'^;) H-7 (a^a; 4- 6"^ -H c*2)
s:ma?-f-wy+pz.
Pour que cette idenlité soit vérifiée, il est nécessaire et suffisant que Ton ait :
(2) ôa-f-ô'P+ô^Y— w,
ca-hc'^ + c'Y = P^
Posons :
et remarquons que Ion a A;z:o. Ea effet, si nous supposions A — o, les équations linéaires et homogènes Pzzo,Qjzo, R = o, admettraient une infinité de solutions, z étant arbitraire, (Alg.§io6).
Alors, pour zniyon trouverait des valeurs d'à; et d'y vérifiant les équations (i) ; les droites (i) seraient donc concourantes ; ce que nous ne supposons pas.
Cette remarque étant faite, si l'on observe que A est précisément le déterminant des équations (2), on voit donc que celles-ci admettent pour a, g, y des valeurs bien déterminées, non infinies, et qui ne sont pas toutes nulles ; si m, n, p ne sont pas, eux-mêmes, tous nuls.
Nous allons généraliser ce théorème dans le paragraphe suivant.
93. Théorème» Toute courbe du degri m, située dans le plan du triangle dont les côtés ont pour équation, réspectivementy
? z= 0, Q irr 0, R z= o,
peut être représentée par V équation :
F (P, Q, R) désignant une forme entièrCy et homogène^ par rapport aux lettres P, Q, R.
Les notations précédentes étant conservées, les équations (1) peuvent être résolues par rapport aux lettres x, y^ z; parce que le déterminant A n'est pas nul. On trouve ainsi :
œ = AP -)- BQ + CR, y=A'P + B'Q+C% 3 = A'Ph-B''Q-1-C''II.
L*équation de la courbe étant :
f{x, y, 2r)iro,
ces formules donnent bien, après substitution, une fonction entière, homogène, par rapport aux lettres P, Q, R. 94. l>roit€»§( c^ncoarantes. Soient :
ax -^ hy -\' cz :=: 0,
arx-^l/'y-^ez — Ki,
les équations des droites proposées ; si ces droites concourent au point dont les coordonnées sont a;' et 2/, ces équations linéaires et homogènes admettent une solution non nulle :
a?— iij', yzz.y', zzza.
On sait que, dans ce cas, le déterminant général A, est nul.
La condition A = o est donc nécessaire.
Nous avons d'ailleurs fait remarquer tout à Tbeure que si Ton avait A;zfo, les droites (1), (§ 73), ne concouraient pas; ainsi la condition A = 0 est à la fois nécessaire et suffisante. On peut donc énoncer le théorème suivant :
Pour que trois droites ayant pour équationy respectivement ^
P zz G, Q = 0, R zz 0,
scient concourantes^ il est nécessaire et suffisant que le déterminant général A des formes linéaires P, Q, R, soit nul.
Nous ferons pourtant remarquer, qu'en appliquant le théorème précédent, il n'est pas toujours nécessaire de calculer A, calcul qui peut, dans certains cas, présenter quelques difficultés. En effet, si Ton a A z= o, on sait (Alg. § 1 1 1) qu'il existe des paramètres X, |a, v, qui ne sont pas tous nuls et qui vérifient Tidentité ;
aP-HIaQ-4-vR=:o.
Ainsi, pour constater que trois droites concourent, il suffit de reconnaitre que l'on peut former, avec leurs équations,
une combinaison linéaire, homogène, idenliquement nulle. Par exemple, si Ton considère le triangle M,M,M, dont les côtés ont pour équation, respectivement,
P, =zA,a;-+-B4y-hC, = 0, P. = A,ir-hB,y+C, = o, P3 = A,x-4-B,y-hC,= o;
on trouve facilement que la perpendiculaire abaissée du point M, sur la droite M.M, a pour équation :
En permutant les indices, on obtient les équations des deux autres hauteurs,
Pour vérifier que ces droites concourent, il suffit de remarquer que Ton a :
i , Démontrer qu*en posant :
Dr:
AsBaC,
la surface S du triangle dont les côtés ont pour équation^ respectivement,
P, z=A,a;-hB,2/ + C4i=o, P, — k^x H- B,2/-+- C, = o, p3 = A,a;-hB3y-f-C3=o;
est donnée par la formule :
aS
sin 0 D,U,D,
On suppose, bien entendu, que les droites concourent denx àdenx, mais qu'elles ne concourent pas an même point.
Les quantités D, D|, D^, D3 sont donc différentes de zéro. On prendra . pour point de départ, dans ce calcul, la formule connue,
aS
sinO
^t Vt ^« a?3 Vt ^1
et Ton remplacera les éléments de ce déterminant au mojen des formules
BjCj — W»Cj ^lA, — C,A, A|B| — B,A,
S. On considèfe une droite A, ayant pour équation .*
y etc.
P 1= Arc -h By -h Cz = 0,
et deux points M«, M| ayant pour coordonnées, respectivement, Xo,yoi*o; 'i> ytt «!>' to droite Mo^i rencontre ^en un point M, démontrer que Von a :
iVlAJ,
Po
En appelant x, y, z les coordonnées de M, on a (S 67):
iTo + > o;, 2/0 4- ^2/1 Zo -h A 5,
et, par conséquent,
P.4-XP,zzo,
par suite.
^ _ MMq _ ""MM,""
Po
On peut déduire de cette relation diverses conséquences et notamment U démonstration analytique du théorème de MénéluOs.
S. Démontrer qu'en désignant par a, b, c, les longueurs des côtés d'un triangle et par jc'y', a/'y*, x^yff les coordonnées de ses sommets j les coord(innéesdu centre du cercle inscrit peuvent se calculer par les formules:
ax' '\- bx' -^ ex*" ay' -h by' -\- cy'" a-^b-^c
Ces formoles peuvent se trouver en remarquant: i® que le pied
de la bissectrice partage la base dans le rapport des côtés adjacents,
r 30 que le centre du cercle inscrit partage la bissectrice dans le rapport -,
r étant le ravon du cercle inscrit rt h la hauteur. Ou a d'ailleurs 7 z=
h a+b\-c et on applique les formules (U), (S 67).
4. On considère un angle droit yox et Von prend sur ox un point fixe A, sur oy un point fixe B ; soit A la perpendiculaire abaissée de 0 sur AB et soit M un point mobile sur A ; on joint MA et MB et à ces droites aux points X et h on élève des perpendiculaires gui se coupent en un point I.
Démontrer que le lieu de ce point est une droite perpendiculaire sur AB.
6. Démontrer que les perpendiculaires élevées au milieu des bissectrices des angles d*un triangle rencontrent les côtés opposés en trois points en ligne droite.
THÉORIE ANALYTIQUE DE LA LIGNE DROITE
(Suite et fin.)
95. OiiiÉance d*on point A ane droite. Nous désignerons par 0 l'angle des axes et nous déterminerons, d'abord, la dislance de Torigine à la droite A, dont l'équation est :
(i) Aa;-f-By-f-C=:o.
Nous avons vu (§ 56), que l'équation d'une droite pouvait s'écrire encore sous la forme :
(•i) X cos a -+-y cos (6 — a) ir A,
h désignant la distance de Torigine, à la droite. Les équations (i) et (2) représentant la même droite, on a:
cos a "" cos (6 — a) h '
Ces relations donnent :
_ R — A cos 0 ^^*" AsinO
et,
Ah
cos a — —.
Appliquons, à ces formules, Tidenlilé :
i-+-tg*a=:— ^
cos X
et nous avons
(B — A cos 6)* _ C*
A» si a» 0 AVr
ou, finalement,
... I C sin 0
(a) hz= +
V^A'-f-B* — 2ABcosO
Celte expression de A, bien que renfermant un double signe, donne pour h une valeur qui est toujours bien déterminée, pour les raisons que nous allons développer.
Remarquons d'abord que la quantité placée sous le radical pouvant se mettre sous la forme : A' sin* 0-4-(B — A cos G)*, indiquée d'ailleurs par régalité(i), cette quantité est une valeur qui ne peut être égale à zéro, si A et B ne sont pas nuls à la fois. Celte condition est évidemment remplie par toutes les droites du plan. Ainsi, la valeur de h est toujours réelle et finie et nous allons montrer qu'elle est bien déterminée. D'abord, le dénominateur ne pouvant pas êlre nul, h ne se
présente jamais sous la forme- ; enfin, h étant un nombre
absolu, positif, on choisit, dans la formule (a), le signe + quand l'origine est dans la région positive et le signe — quand, au contraire, elle est placée dans la région négative qui correspond à la droite donnée.
Cherchons maintenant la distance du point M (o^oi^o), à la droite A.
Menons par le point M une parallèle à A, cette parallèle a pour équation :
A {x — Xo)-hB(y ^ yo) = o,
Ax -\- By — Aa^o — Byo = «•
Supposons, pour fixer les idées, que l'origine soit placée dans la région posilive et que le point M soit dans la région
négative. Ayant abaissé de 0 une perpendiculaire sur les deux parallèles, nous avons :
CsinO
V^A'-f-b' — aABcos6
et,
Fig. 44.
Qj|,^ (— Aa?o — Byo)sine
v/a' + B*— aABcos.e
Dans cette dernière formule on doit observer, pour vérifier son exactitude, que le point Xo y© étant dans la région négative, on a :
AiCo-f-Byo + C<o,
et comme C est positif, il faut nécessairement que {kx^-^- Byo) soit négatif.
En posant :
MIizOIl'— OHztB,
les formules précédentes donnent :
— • Po sin ô
VA"4-B*— «ABcosO
Cette formule est générale et se trouve vérifiée pour toutes les positions respectives du point, de la droite et des axes ; il faut seulement changer le signe du numérateur quand on suppose Po>o, de façon à obtenir pour 5 un résultat toujours positif.
'90. Équation de la bissectrice. Soient :
P =r ax -f- fty + c — 0, Q = a'y-hb'y-hc'zzo;
les équations de deux droites données. Leurs bissectrices A > A' partagent le plan en quatre régions et Torigine est située dans Tune de ces régions que nous distinguerons des autres et que nous désignerons par A. Des droites A et A' une seule pénètre dans la région A et nous nous proposons de trouver réquation de cette droite A, droite qui, d'après ces explications, est bien déterminée.
Fig. .\^.
On peut toujours, dans une équation donnée, disposer du signe d'un terme ; on peut donc toujours supposer c>o, et c' > 0. D'après cela, l'origine est située dans la région positive, pour la droite F, et aussi pour la droite Q.
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Soient x, y les coordonnées d*uii point M pris sur la semidroite A, qui est située dans la région A ; les distances du point M aux droites P et Q sont données par les formules
MS
V^a* 4-6' — aab coaO Qsine
y/a^ + ô'" — 2a'6'cosO'
on a donc :
Si Ton prend maintenant un point M' sur la semi-droite A opposée à la précédente, ce point M' étant placé dans la région négative, pour les droites P et Q, on a :
vV-l-6* — aaôcosO et,
— QsinO-
on a donc encore :
y/a* -f- 6* — 2ab cos 6 y/ a'' -f- b'* — la'b' cos 0
C'est réquation de la bissectrice qui pénètre dans la région (lu plan où est placée l'origine. Un raisonnement semblable montre que la seconde bissectrice a pour équation :
Va* -h 6' — '^ab cos 0 \'a" -+- 6" — -la'b' cos 0
Il est facile de déduire de ces formules^ entre autres conséquences, que les six bissectrices des angles d*un triangle^ sonl^ trois à trois, concourantes.
■99. Théorème. Étant donnée V équation :
ax* + 2bxy + cy* — o,
qui représente un faisceau de deux droites P, Q, passant par V origine ; V équation:
bx* — (a — c)xy — by* rz o
est celle du faisceau de deux bissectrices A, A' des droites PetQ.
Nous supposons que Ton ail b* — ac > o, et, dans celle hypolhèse, nous avons :
(i) ax*-h 2bxy + (^y* = {u*x-hv'y) (u'a; -+- v'y),
w', v' ; w' , v" étant des coefficients réels qui vérifient les relations :
Prenons sur la bissectrice A un point M ; a; et y étant les coordonnées de ce point, ses distances aux droites P et Q sont, au signe près :
u'x 4- v'y ti"x -\-v'y
Les coordonnées x^y vérifient donc la relation :
[u'x -»- v'iy)* _ [u^x + ly^y)^
W-hv'* "■ w''* + v''*
En considérant maintenant un point de la seconde bissectrice A', on voit, de même, que ses coordonnées vérifient la relation précédente. Celle-ci a donc lieu pour toutes les valeurs d'à? et dV représentant les coordonnées d'un point pris, soit sur A, soit sur A'. Réciproquement, si Ton imagine une solution x^y' de (3), on a :
u'x* + v'y' _ , n' x' -f- ify^
le point xV est donc situé sur Tune, ou sur l'autre, des bissectrices.
En résumé, Téquation (3) représente Tensemble des deux bissectrices.
Cette relation peut s'écrire :
(4) X* (m'V - v'V*) + 2xy(u'u'' — i/v") {v'u" — u'v") Les égalités (2) donnent d'ailleurs, par combinaison,
et cette égalité montre que u'v' — v'u' n'est pas nul, b* — ac étant supposé positif.
Nous pouvons donc diviser les deux membres de l'égalité (4) par m'u' — v'm', et nous obtenons le résultat suivant :
ou, finalement,
bx^ — {a—c)xy — by^ :z. o.
\. Problème. Abaisser d'un point donné x^, y^ ; un faisceau perpendiculaire sur un faisceau quadratique^ donné.
Les notations du paragraphe précédent étant conservées, on voit que les deux perpendiculaires que nous cherchons ont pour équations, respectivement.
w' iy — yo) —v'{x- Xo) = o, w' (y — yo) - V'ix — Xo) z: 0.
Le faisceau de ces deux perpendiculaires est donc :
ou,
«V {y -^o)'- (w'u'4- Vu" )(y -^o) (J?-^o) + v'v" (x^x^Y - o :
ou, enfin,
« (y — y^y — ^biy — yo) (x — Xo)-hc [x—XoY = o.
99. Faisceaux harmoniques. Tlkéoréwne. Pour que le faisceau des OP, OQ; faisceau qui correspond à V équation C"^
(i) ax*-\'iba:y-{-cy^z=:o\
soit conjugué harmonique du faisceau des droites 01, OJ; correspondant à Véquation :
(a) a*x^ 4" ^^'^y + c V = « ; il est nécessaire et suffisant que la relation : ,
(3) ac'-\-ca' — 266' — o,
soit vérifiée.
Prenons sur OP un point M ; soit Xo Vo ses coordonnées ; on i sait que si par ce point M on mène AB parallèle à OQ, cette >. droite est partagée par le faisceau 01, OJ, et par M, en deux parties égales.
Fig. 4tî.
L'équation de OQ élant : u" x^ v^y r: o ; celle de AB est
(4) u'x-h v'yzz u^Xq -jr^^y^' Cherchons Tinterseclion de cette droite avec le faisceau^
pi, OJ ; nous avons^ pour déterminer y^ Féquation suivante, jlbtenue en éliminant x entre (2) et (4) :
Le point M étant le milieu du segment AB, la somme des racines de cette équation est égale à ly^- Nous, avons donc lia relation :
ou, après réductions,
(5) yoCc'w'-^VjzrXoCaV-ô'MO.
Le point x», 2^0 appartenant à la droite Or, nous avons d'ailleurs,
(6) i^'iCo-f-uVo"^'^; et, par combinaison des relations (5) et (6),
w'(c'«*— 6 V)-f v\a*v"—b'iir)=z 0, ou, enfin,
En tenant compte des égalités (2), (§ 'j'j)\ on trouve la relation annoncée :
(7) ca' — 266'H"a6'zro.
Théorème. Les droites qui ont pour équation
P-+-aQ = o, P— XQ=:o
forment un faisceau qui est conjugué de celui des droites qui correspondent aux équations ; P— 0, Q — o.
Il suffit, évidemment, de vérifier que les parallèles menées par Torigine aux droites qui ont pour équation :
(0 ax-^-byzzo, (2) a'x+b'yz=^o\
f jrment un faisceau qui est conjugué de celui des deux droites qui correspondent, respectivement, aux équations :
(3) (a-+-Xa')j:-h(6 -f-X6')y-o,
(4) (a-AaV + (6 — AÔ')y-o.
DeL. TuMKlL 7
Le faisceau formé par les droites (i) et (2), a pour équation :
(5) aa'x^ -h (a6'+ ba!) xy +bb'y* zz 0 ;
et celui des droites (3) et (4),
(6) (a* - \W*) x' + 2 (a6 — X*a'6'j xy -f (fc*— X*6"} y* - o.
En appliquant, aux équations (5) et (6), la condition (7), trouvée au paragraphe précédent, on voit que cetle condition se trouve vérifiée, en vertu de ridentilé :
aa'(b* - X*6'*3 - (afc' -h ba*) {ab — X'a'b') -h ftft' (a' — XV) =: o.
8t. Problème. Mener ^ par un point donné (Xo, ^o)» ^'^ faisceau parallèle à un faisceau donné.
Soil,
ax* -f- 2^»j?y 4" ^y* — ^9
l'équation du faisceau proposé ; une droite de ce faisceau ayant pour équation,
ux-\-vy=^Oy la parallèle menée par le point {xo^yo) a pour équation,
M (a? - j?o) + « (y — yo) = o- Mais on a :
av* — 2ftwt? + ctt* — o, et, par conséquent,
a(a;— a7oy-f-2Ô(j?— j;o)(y— yo)4-c(y— yo)' — 0.
C'est 1 équation du Saisceau cherché.
Cette formule, comme celle qui a été établie plus haut (§ 78), est susceptible d'une généralisation évidente, et en appliquant le raisonnement précédent au faisceau qui correspond à Téquation :
AoJ;'"^- A.jc^'-'y + ... -h A„y"* - o.
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on voit que le faisceau parallèle, issu du point (x^, y»), a pour équation :
Ao (x-xoT 4-A, (x-o^or"* {y-y.) + • • • -^ A^ (y-yor = o.
8Ji. Problème. Etant données deux courbes A, A', ayant pour équations :
trouver Véquation du faisceau des droites qui vont de l'on'" gine aux points communs à ces deux courbes.
Entre les équations (1) et (2), éliminons z, par l'une des méthodes indiquées en algèbre et qui n'introduisent pas de fadeurs étrangers. Si nous désignons par R(a?,y), le résultant ainsi obtenu, Téquation :
(3) R(a:,y):ro,
dont le premier membre est une fonction homogène en x et y, représente un faisceau de droites ayant pour sommet Torigine. C'est Téquation cherchée.
En effet, soit M' un point commun aux courbes A et A'; et soient x' , y' ses coordonnées ; on a donc :
et ces deux équations en z admettent une racine commune, savoir zzzi.Le résultant de /* et de 9 est donc nul et Ton a, par suite,
La droite OM' fait donc partie du faisceau des droites représentées par l'équation (3).
Réciproquement. Toute droitç du faisceau (3) représente une droite sur laquelle se trouve un point commun aux deux courbes.
Considérons, en effet, une droite U de ce faisceau et soient
a;*y* les coordonnées d'un poinl M" de celte droile. Nous avons donc : '
et Ton peul dire que les deux équations en z :
admettent, au moins, une racine commune ; soit 2" cette racine qui vérifie les deux relations :
Considérons maintenant un point M,^ dont les coordonnées soient calculées par les formules :
(4) ^,=-7, yi = 3r;
nous aurons :
ou,
Ces deux dernières relations prouvent que les équations des courbes A et A ' sont vérifiées par :
le point M, est donc commun à A et à A'. D'ailleurs les formules (4) donnent la proportion :
et Ton voit ainsi que M, est silué sur la droite OW. La réciproque est donc démontrée.
83. Points et droites imasinaires. Le problème précédent conduit, assez naturellement, à la considération des points et des droites imaginaires. Nous nous sommes déjà servi de cette expression (§ 36), en traitant une question du genre de celle qui vient de nous occuper; mais il nous faut entrer maintenant dans des détails plus circonstanciés sur les équations à coefficients imaginaires. .
L'équation linéaire renfermant le signe symbolique t\ peut toujours s'écrire sous la forme :
(I) P -^Qi-o,
P et Q désignant deux formes linéaires, à coefficients réels et Q n'étant pas identiquement nul. Nous convenons, ici de dire que Téqualion (i) représente une droite imaginaire. En adoptant ce langage, les équations :
P +- Oi zi o, P — Qizzo;
représentent des droites dites imaginaires conjuguées.
Lorsque les coordonnées d'un point sont données par des expressions imaginaires :
nous dirons qu'à ces formules, correspond un point imaginaire.
Aux formules :
correspond un point imaginaire, quo nous nommerons conjoigne du précédent.
Lorsque Téqualion U r: o, à coefficients réels ou imaginaires, est vérifiée par des valeurs imaginaires A'x et d'y, nous dirons, pour rappeler ce fait algébrique, que la courbe passe par le point (ar,y), sans attacher d'ailleurs à cette expression un sens autre que celui que nous venons de préciser.
Ces conventions étant faites, on vérifie facilement les propositions suivantes :
i° Une droite imaginaire passe toujours par un point réel.
a* Lorsqu'une droite est réelle^ si elle passe par un point imaginaire, elle passe auôsîpar le point conjugué.
3* Une droite guipasse par deux points xmagirMires conjugués est réelle,
40 Deux droites imaginaires conjuguées ont un point cornmtm réel.
5** Une droite A qui passe par deux points imaginaires quelconques V, Q; et la droite A' qui passe par les points P', Q' conjugués de ceux-ci, sont deux droites im^xginaires conjuguées.
83 &i^. Points A rinani. Lorsque les coordonnées d'un point M croissent indéfiniment, Tune et Tautre, mais en restant proportionnelles à des quantités fixes a, p, ou à des quantités variables mais ayant pour limites des valeurs bien déterminées a, P; si Ton désigne par P le point qui a pour coordonnées a et p, on dit que M s'est éloigné à l'infini dans la direction obtenue en joignant l'origine au point P.
Lorsque plusieurs points M,, M,, ... sont supposés mobiles sur des droites parallèles ayant pour équation, respectivement;
S' Aa;4-By-4-C,2fz:o,
Si leuxs coordonnées croissent au-delà de toute limite, ces points s'éloignent à Tinfini dans la même direction. En effet, les équations précédentes étant écrites sous la forme :
A-hB| + C,^::ro,
et X croissant au-delà de toute limite» le rapport - a, dans
toutes ces équations, la même valeur limite, savoir celle de ——. Les coordonnées du point P sont donc :
az= — A,3=B; ou ar=A,Piz — B;
pour toutes ces droites parallèles. Ainsi, on peut dire que tons les points M«,M„ ... s'éloignent à rinfini dans la direction positive ou négative de la droite OP qui a pour équation :
Arc 4- By no.
■ On remarquera que cette droite est une parallèle menée par Torigine à Tune quelconque des droites proposées A.
Si Ton précise la direction suivie par le mobile en s'éloignant à l'infini sur une droite A, la position du point P se trouve elle-même bien déterminée ; et, en supposant , par exemple, A<o et B>o, si Ton veut rappeler que le mobile s^est éloignée Tinfini en parcourant la partie positive de A, on prendra : a z: — A et 3 = B.
Ces diflférentes remarques s'appliquent, évidemment, aux points rejetés à Tinfini dans la direction de Tun ou de Tautre des axes de coordonnées.
Remarque. Lorsqu'une égalité est constamment vérifiée par les coordonnées x,, y,, d'un point qui s'éloigne à l'infini, dans la direction a , 0 ; on peut chercher ce que devient cette relation^ à la limite. Dans le cas d'une relation algébrique entière, le résultat s'obtient immédiatement. Soit :
l'équation qui est constamment vérifiée par les coordonnées x,,y, du point mobile; ©^, ^ _^ ... désignant des fonctions
entières, homogènes, dont les degrés respectifs sont : m, m— i, ... L'égalité précédente peut s'écrire :
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A la lirnile, on a donc :
ou,
Ainsi, la relation cherchée s^obtient, dans le cas des équations algébriques rationnelles, en prenant le groupe homogène du degré le plus élevé et en y remplaçant x^ par a, y, par p.
Orolte de rinfinl. Lorsqu'une droite A passe constamment par deux points M, , M,, si ces points s'éloignent à Finfini, dans des directions différentes, A s'éloigne elle-même toute eniiwe à rinfini ; c'est-à-dire qu'elle ne passe par aucun point situé à distance finie. Soient a;,, y,, 2, ; j?,, y„ 2, ; les coordonnées des points M,, M.. L'équation de A est,
ou,
•Ti
Vt
Posons
lim ~~m„ et lim^'-
on a, à la limite^
ou,
z{m^ — m^ zz u.
Cette équation n*est vérifiée par aucune valeur finie é!x et d ^9 quand on suppose m^ — m^'^o\ elle est, au contraire, identique dans l'hypothèse wi, ir m,. Celte dernière indétermination s'explique, d'ailleurs, en remarquant que toutes les droites du plan, parallèles à la direction commune des droites données, passent parles points M^ et M,, quand ils sont rejetés à l'infini, dans celte direction.
Ainsi toules les droites du plan, rejetées à l'infini, ont pour équation z n o.
Pour rappeler ce fail, nous imaginerons que ces droites sont confondues, à Tinfini, en une seule et même droite, que nous nommerons la droite de Vinfini du plan*
84. Condition pour que Téquation générale du second de§^ représente un système de deux droites*
L'équation générale du second degré, homogène en x, y, z est,
/■(a:,y,2)zio; en posant :
f{x,y,z) s: Ao;' f- Ay + A" s* -}- 'x^yz +- aB'2.r f- 2Vi"xy. Pour qu'elle représente deux droites il faut que Ton ail :
(i) /•(.r,y,^)s:(a.r-i-Py-hY2)(a'j; f-g'y-hy'^);
par conséquent, la forme quadratique /"(iTjyj^) est décomposable en une somme de deux carrés. Mais nous avons vu en algèbre (§ 348) que dans ce cas, le discriminant de la forme était nul. Réciproquement, si le discriminant est nul, la décomposition de la forme en une somme des deux carrés et, par suite, sa décomposition en deux facteurs linéaires, est possible. Ainsi la condition cherchée, condition nécessaire et suffisante, est A — o, en posant :
On peut observer que si Tune des droites est rejelée à Tinfini, si Ton a :
a z= 0 et ? n 0 ;
on a aussi :
et, par conséquent, A := o ; cette condition exprime donc que /= 0 représente deux droites, à dislance finie ou infinie.
8S. Conditions i^ur que réqandon g^énéraie dn second deg^ré représente deux droites pamiiéles»
On a d abord, comme tout à Theure, A = o ; de plus les droites qui ont pour équation :
étant parallèles, on a :
ou,
ftX — TLfà O.
D'autre part, l'identité (i) donne :
A n:aa',
De ces égalités, on déduit :
On trouve aussi la condition nouvelle :
Î = AA' — B** = o.
Les conditions : A — o, et 8 1= o, sont donc vérifiées quand l'équation du second degré représente un système de deux droites parallèles.
BéciproquemenL Si les conditions ont lieu, Téquation représente un système de deux droites parallèles, ces droites pouvant être réelles, imaginaires ou coïncidentes.
Les conditions données sont :
(i) A zz hXAy -4- îBB'B'' — AB* ^ A'B'* — A'^B''* j= o, (2) 8-AA' — B'^'^o.
Nous torons remarquer d^abord que A et A' ne peuvent être nuls simultanément. En effet, si l'on avait A = 0 et A' =: 0, on aurait aussi B' = o et Téquation proposée serait du premier degré par rapport aux lettres x et y. Nous supposerons A'psf 0.
Les relations (1) et (2) donnent d'abord, pour combinaison,
AB' + A'B'*— aBB'B''=o;
ou en multipliant par A', et en remplaçant AA' par B'*,
(BB"-A'B')" = o.
Ainsi les relations données peuvent être remplacée? par celles-ci :
B"' == AA', BB" = A'B
D'autre part, en utilisant ces deux égalités, on a :
A7(^, y . 2) = W'x -4- A'V + A'A"^' + 2 A'By2 -h iBWxz
2AfB'xy,
ou,
A7(a:,y,s)=:(B''a:-|-A'y-[-B4r)* — ^'CB^-A'A').
Sous cette forme, on reconnaît que l'équation fix^y^ z) z=. o, représente deux droites parallèles, réelles, imaginaires ou coïncidentes, suivant que la quantité B* — A'A" est positive, négative, ou nulle.
t. Sur les trois côtés d'un triangle ^ considérés comme étant des dfagcnaleSyOn construit des parallélogrammes dont les côtés sont parallèles aux mêmes directions; démontrer que les trois autres diagonales concourent au même point.
%, Étant donné un quadrilatère ABCD, trouver le lieu d*un point I tel que la somme des surfaces des triangles lAB, ICD soit égale à fa moitié de celle du quadrilatère donné.
On trouve que le lieu demandé est la droite qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère.
8. On considère un quadrilatère ABCD ; sur AB on prend un point P, et sur CD un point Q. Les droites BQ, CP se coupent en tm point M et les droites AQ, DP en un point N ; démontrer que la dtH)ite MN passe par un point fixe quand les points ^ et Q sont mobiles.
4. On donne deux droites fixes A, A' et trois points en ligne droite A, B, C ; par A on mène une transversale mobile qui rencontre ^ en ^ et y en Q ; les droites BP, CQ se coupent en un point I ; le lieti de I est une droite,
(Porisme d*Euclide.)
5. On donne un triangle ABC et deux points fixes 0, 0' ; soit M un point mobile sur BC, OM rencontre AB au point R etO'M reyicontre AC au point S : les droites O'R et OS se coupent en un point I; le lieu de ce point est une droite. (Porisme d'Euclide.)
86. DIsÉance de deux points. Soient M' et M^ les deux points donnés ; soient x',y' ; af , y* leurs coordonnées et d leur distance.
jc
Fig. 4-.
Le triangle M'PM' donne,
f-ipf— xj -h (y^ - y'/ — ^^^ — •»') {y" - f) cos M'PAi" ,
ou,
U) er=:(a;'— rc7 + vy-yT^-2(x"— a;')(y''-y') cos 0.
Celte formule est générale; elle est vérifiée quelles que soient les situations respectives des axes des coordonnées et des points proposés.
89. Eqaatlon du cercle. Soit C le centre du cercle, et soient Xo Vo les coordonnées de ce point. Prenons sur la cir-
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conférence un point quelconque D, ses coordonnées x, y, d'après (A), vérifient constamment la relation :
(a; — ojo/ 4- (x^ — yo)N 2(^ — iCo) (y — yo ) cos e = K%
égalité dans laquelle K désigne le rayon de la circonférence donnée.
Si Ton pose :
U =: (iT — XoY -+- (y —yoY + «te — oto) (y — y.) cos e — R%
on voit que Ton a :
U < o, ou U > o
suivant que le point {x,y) est situé à l'intérieur ou à Texlérieur de la circonférence proposée. Enfin, on a U = o, lorsque le point est placé sur la circonférence.
88. €!^ndlUoiis pour que Inéquation (i^énérale du seeond de§^ représente an c^rele.
L'équation générale du second degré, prise sous la forme
homogène^ étant :
Aaf + A'y* + A^'r 4- ^Byz -f- 2B'zx + iB^xy - o.
En y faisant j — i, nous obtenons l'équation générale des courbes du second degré qui, ordonnée par rapport aux lettres X et y, peut s'écrire :
(K) Ax' 4- Ay -f 2ti"xy + aBy 4- aB'j? + A* i= o.
Noos allons chercher les condilions (pii doivent exister entre les coefficients de celle équation^ pour qu'elle représente un cercle.
L'équation U zz o, trouvée tout à l'heure, devient, après développement,
4- j:o*+ .Vo* -+- '^^oVo cos e ^ R' zr 0. En identifiant les équations (H) et (K), on a d*abord :
(1) AzzA'ir
cos O'
on peut donc dire déjà que : si une équation du second degré représente un cercle : i^ les termes en x^ et en y- ont des coefficients égaux et différents de zéro ; 2* le rapport des coefficients des termes en xy et en of est égal au double du cosinus de hngle des axes.
L'objet du calcul qui suit est de montrer que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes et que, si on les suppose vérifiées, Téqiiation proposée représente un cercle, dans le sens général et analytique du mot.
S9. Calcul do rayon. Nous supposons donc que les coefficients de réquation générale vérifient les conditions (1) et nous allons montrer que cette équation représente un cercle dont nous nous propesons de calculer le rayon.
L'identification des équations (H) et (K) donne, outre les conditions (I), les suivantes :
(1) a;o + yocos0-f--r — ^'j
(J) { (2) iCoCOSÔ + yo + T- ^»
(;j) Xo + yS -+ î^cToyo cos ô — U* o.
Les deux premières permettent de calculer les coordonnées du centre; le déterminant des inconnues étant sin* 0, quantité
différente de zéro. Il nous reste à montrer comment on peut calculer U*.
Multiplions les équations J, respectivement par x^^, y^ , et — 1 ; puis, ajoutons ces résultats. Nous avons :
Les équations linéaires (i), (2) et (4) admettant une solution^ nous pouvons écrire :
cos 0 T-
cos 0 i
Les deux premiers éléments de la troisième colonne sont
respectivement égaux à -— + o, et à — -h 0, et nous obtenons,
par application d'une règle connue^
(5) K* sin* 0 +
1 cos 0 -7-
cos 0 1
IV B A A
Le déterminant qui entre dans cette expression est lié au discriminant du polynôme proposé d'une feçon simple et que nous allons mettre en évidence.
Nous avons posé précédemment (§ 84),
A esl le discriminant de Téquation générale du second degrés à trois variables, et homogène.
Dans le cas où /'(a; ,y 9 z)^ égale à zéro, représente un cercle, nous désignerons par Ao le discriminant de la forme ^ pour le distinguer du discriminant A de la-forme ternaire (')•
Les relations (I) prouvent que Ton a :
A AcosO B'
A cos 6 A B B' B A"
ou,
Ao = A=
1 eus 0
D'après celle observation, Tégalilé {5j peut s'écrire :
A*R* sia' e -h Ao == o.
Ue celte formule, on conclut le théorème suivanl : Théorème. Si A désigne le coefficient du terme en x' {on du terme en y*) d'une équation U=:o, qui représente un cercle, ti si ton rej/résente par A^j, le discriminant du polynôme T, mis sous sa forme homogène: le cercle est réel si AA© est négatif , et son rayon peut se calculer par la formule :
A' sin*e'
On doit encore remarquer que si AAu est posilif, Texpression du rayon est imaginaire ; on exprime ce résultat algébrique en disant que la courbe proposée, celle qui correspond à l'équation U zi o, est un cercle imaginaire.
1. On appelle forme ternaire la forme quadratique générale à troli» va riables.
Db L. Tuxk II.
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On vérifie aisément que Téqualion Uzro, dans Thypollièse où AAo est-positif, n'admet aucune solution réelle : la courbe est donc imaginaire; et pour rappeler que les coefficients A, A', B" satisfont aux conditions (I), qui caractérisent ^es cercles, quand la courbe est réelle, nous lui donnerons le nom de cercle imaginaire, sans attacher à ce mot un sens autre que celui que nous venons de préciser.
Enfin si Ao = o, on a II — 0 : on peut vérifier que Téquation U — o, n'a donc d'autre solution que la suivante -.x-zzxq, y:=iy^ ; pour rappeler ce fait nous dirons que, dans le cas où Ton suppose Ao — 0, le cercle est évanouissant.
Puissance d'an point par rapport A an eerele
On sait, et nous allons d'ailleurs le vérifier tout à l'heure, que le produit des segments MA, MB interceptés par le cercle est un produit constant, quelle que soit la transversale considérée, pourvu que celle-ci passe constamment par le point M. Nous nous proposons de montrer que ce produit constant s'obtient en remplaçant dans le premier membre de Téqualion du cercle U = o, les coordonnées courantes, parles coordonnées particulières du point donné, et en divisant le résultat obtenu par le coefficient du terme en x*. Considérons d'abord Téqualion générale du second degré :
(i) f(x,y) = \x'-hky-h^Wxy-h2By-h2B'x + A:' zzoj
et soient x^^po les coordonnées du point M (tig. 4^^). Par M menons une transversale A, et désignons para , 6 ses paramètres directeurs; les formules (îj 71) :
X .—■ Xq "7" 3tjrf
font connaître les coordonnées d'un point quelconque de celle droite A et si nous voulons déterminer l'intersection de A, el de la courbe (1), nous aurons, pour déterminer p, l'équation :
ÉTL'DE ANALYTIQUE DU CERCLE lio
Mais on a :
et la formule (i) devient :
(K) r[x,,y^) -4- ? (a/-;^ + ^/J + V (Aa* 4- A'?' H- -iB" x^)-o.
Celte relation remarquable est susceptible^ dans le cas du cercle, d'une simplification notable, et qui résulte des con-
ditions : A = A' zr . L'égalité f K) s'écrit alors :
cosO
/■(^o, Vo) + ? ( Vi, + i^flj,) +A?* (r -f- îi* + uaji cos e) =0.
Mais on a {i 49) :
a* + ?*-*-2a3cosÔ= I, el, par suite, /
Ap" -h p (a/;, + 3/-;j 4- nx,, yo) = o.
Cette relation prouve que le produit des segments MA et MB, esl égal à - — ^^ ; c'est une quantité indépendante de la di-
reclion donnée à la transversale A ; elle est donc constante, quand A tourne, comme nous Pavons supposé, autour du point (Xo, yo).
91. Axes radicaux. — Théorème. Le lieu géométrique des poinU qui ont la nvéïiie puissance par rapport à detu: cercles \ y A,, est une droite ; cette droite est nommée l'axe radical des deux circonférences.
Soient, en adoptant la notation abrégée,
U zz o, V iz »,
les équa lions des deux circonférences proposées ; À, et A, les coefficients de j;* dans ces équations; soient enfin x^, y» les coordonnées d'un point M d'égale puissance par rapport à A, , et A,. Nous venons de reconnaître que la puissance de M par
rapport a A, était égale à--^ , en désignant par Uo ce que
Al
devient U quand on y remplace x, et y, par x^ el y^. Nous avons donc Tégalité,
Le A.
En
rendant les
coordonnées courantes»*,
nous
obtenons
réquation du lieu :
C'est réquation d'utfie droite, parce que les ternies du second degré disparaissent dans les deux membres.
019. Centre radical* — Théorème* Les axes radicaux de trois cercles^ considérés deux à deuXy concourent en un même point; ce point est nommé le centre radical des trois circonférences.
Soient ;
Uno, V=o, \Vz:o;
les équations des trois cercles donnés; celles des axes radicaux sont^ d'après ce qui précède,
Ces trois droites sont concourantes ; car, en ajoutant les trois équations précédentes, on a une idenlité.
98. Théoréne. Detix cei'cles situés dans le même plan n'admettent que detuc points communs^ à distance finie. Soient :
(i) • Urzo, V=o,
les équations des deux cercles considérés. Ces deux éq[uations sont Tune et l'autre du second degré : nous avons montre, en algèbre^ qu'un pareil système admettait, en général, quatre solutions. Mais, le système (i) est équivalent au suivant :
TT U V
et celui-ci étant constitué par deux équations, Tune du premier, Tautre du second degré, on voit qu'il n'admet que deux solutions.
Deux circonférences ont donc seulement deux points communs, réels, imaginaires, ou coïncidents, à distance finie, points situés sur Taxe radical. Nous ferons valoir plus tard (S 266) les considérations qui ont fait admettre que toutes les circonférences d'un plan passaient aussi, d'une façon imaginaire, par deux points fixes de ce plan, situés à l'infini, qu'on a nommés les ombilics du plan (*).
94. CTereles ortliosonainK. L'étude analytique du cercle rentre trop directement dans celle des courbes du second degré, qui nous occupera plus loin, pour que nous nous arrêtions ici à la démonstration de propriétés qui appartiennent à toutes les courbes du second degré, et au cercle, particulièrement. Nous avons indiqué dans les paragraphes précédents quelques théorèmes qui sont vérifiés dans le cas du cercle, mais qui cessent d'être vrais pour les courbes qui correspondent à l'équation générale du second degré. Nous chercherons encore, en terminant cette étude particulière du cercle, la condition d'orthogonalité de deux cercles.
1. Cette déDominatioQ est due à M. Lagaerre. Ces points sont aussi appelés poin^jr drctilûireify à Vinfini, sur te plan et points cycliqua du pfan.
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On dit que deux courbes U et V se coupent orthogonalement an point M, lorsque les tangentes en ce point sont rectangulaires. On voit, immédiatement, que dans le cas de deux cercles dont les centres sont 0 et O', la condition nécessaire et suffisante pour qu'ils se coupent orthogonalement, au point M, est que le triangle OMO' soit rectangle.
Prenons des axes rectangulaires, et soient :
(U) 07* + y' -I- îsAa? 4- aB^/ -hC =: o, (V) .r'4-.v'-h«Vir-|-2B'y+r/=o:
les équations des deux cercles proposés. Soient aussi a,^ ; x^', les coordonnées des centres 0 et 0^ En désignant par R et R' les rayons des cercles considérés, les équations de ces cercles sont :
(f) (x-^r-h(y-?ri=ir,
En comparant U et U', nous avons :
(i) —azzA, -g = B, et R«=:A'-hB* — C. Les équations (V) et (V) donnent, de môme,
(2) — a'ziA', — lâ'nB' et R'' = A'*+ B'* — C. Ceci posé, le triangle O'MO' étant rectangle, nous avons,
ÔÔ''r=ÔM*-f-0¥*, ou,
(3) (a-a')*-h(g — g')' = R'^-K'^ Les relations (1), (a) et (3) donnent la condition cherchée :
(4) 2AA'4-2BB' = C-f-C'.
9&m €>ewele orthotomiqae. On nomme ainsi celui qui coupe orthogonalement trois cercles donnés. Soient, dans la notation abrégée,
P = o, Q z= o, R zr (I
iift
les équations des trois cercles donnés. Nous supposons les axes rectangulaires et nous avons :
Soit :
l'équation du cercle cherché, la relation (4), établie au paragraphe précédent, donne :
S/.A -1- 3itB — V — C = 0,
iXA'+2;AB'— V — C' = o,
aXA'-l- ajiB' — V — C = o.
Les équations (i), (2), (3) et (4) linéaires en a , i^ , v donnent, par élimination de ces paramètres,
zzo;
c'est réquation du cercle orthotomique.
On peut donner à cette équation une forme remarquable, qne nous allons indiquer.
Multiplions la deuxième colonne par x, la troisième par^ el retranchons, de la première, la somme de ces deux colonnes ainsi modifiées. L^uation (5) devient :
c — A.T — By
C — A'ir — B'y
ZZ o.
Ajoutons maintenant la première ligrte, successivement,
aux autres lignes^ nous obtenons le résultat suivant :
C — Aa; — By
k' Arx
Cette relation peut encore s'écrire sous la forme :
kx k'x
By-hC k-k-x BH-y B'y + C k' + x B'+y
ou, en supposant que les équations proposées sont homo gènes.
C'est la forme remarquable que nous voulions donner à l'équation (5).
•1. On donne un cercle rapporté à un diamètre ox^et à la tangente à l'une dex extrémités 0 de ce diamètre. Soit 0' l'autre extrémité, et A la tangente en ce point ; par 0 on mène une transversale mobile^ qui rencontre le cercle en m, et A au point A : Démontrer que si Von prend AM =: wA, le lieu du point M est une courbe ayant pour équation :
Construire la tangente en un point de cette courbe par la méthode des trunsversales réciproques.
E3CERGICES
Ul
t. Démontrer que si 0 est V angle des axes, la condition pour que les detix rtrden qui correspondent aux équations :
X* + y* -{• nxy cos 0 a;' H- y* H- 2 J7y cos 6
2By + 2B'x 4- A" = o, 26y -\- 9.Vx -ha" znoy
mmt orthogonaux, est :
IZ O
S. Reconnaître, analytiquement, cette propriété ^ évidente par la géométrie, ffue : si deux circonférences se coupent orthogonalement un diamètre de tune d'elles est coupé par les circonférences considérées en quatre points qui forment une division harmonique,
4. Le lieu des centres des circonférences qui coupent orthogonalement deux circonférences données est une droite; Vaxe radical de ces deux cercles,
8. On considère un cercle U et une droite A, dans son plan; à U, on mène une tangente mobile A' et Von construit les bissectrices des droites A, A' ; démontrer que si Von projette le centre de U sur ces bissectrices le lieu de ces projections est un système de deux droites parallèles à A.
•• Si Von convient de représenter Vexpression: 01 -{~P'» P^^ un point dont les coordonnées sont a et p, démontrer que Vexpression imaginaire :
a + gz + t(«'+3'^) Y + 33-|-»(Y'-f-3'a)'
dmt laquelle t déngne un paramètre variable, représente, généralement, wi fereU.
(Lagunrre.) On troiiTe d'abord :
(y + S2)* + (y' + î'2)* — (a + gz) (y' + Vz) -u (g' + g'z) (y -H 83)
(y + 52)' + (y' + vzr
puis, par combinaison,
a;(Y' + 3'2:)-Hy(Y4-33)
L'-'-1imini)lion de z iJDDiti'. enRii.
i-c" + '/) (-•,' — 'fi') + "'-r + »y +/' = "■
Cette équatJOD repK'^iite iinfi-rcl<', Pxirept^quHii'lnii ^upposi' Sy'— -vi'. Dans ce cv^, le lien e»t une droit«,
V. On ronsidirt un cenle S et un triangle AUC interil dam ce m-ele : toit H un point mobilftur ù. On joint M ouj'potn/f A, 1I,C et, de ce point H fitmme centre, avec MA <( MB pour rayon*, on décrit du are» de ftrfleqvi irnconlrent MC aiiT poiali A' et B'. Trourer le lieu difril par le miliev de A'B'.
Ce lieu p^ une Pirconféreiii'e : un troiiv*> tacilempnr son èqiiatinii en
Cl=?, lCA = w:
l'I en cliiTrhnnl In relation qui cxUte oiiliv p et h.
DEUXIEME. LIVRE
THÉORIES OÉNKRALKS RKI. VTIVKS MX COlRDES PLANES
M* EqBalloii de la tentante en un point donné '■■e eoarbe ali^ébriqne.
Soit :
i équation, sous la forme entière et homogène, d'une courbe U,
^egré tn. Prenons sur cette courbe un point M ; nous dési-
giierons les coordonnées par Xo, yo, ^o» et nous supposerons
^ les fonctions /'x, /y, /"^ ne s'annulent pas, simultanément,
Huand on y remplace x,y,Zy par Xoy Po et Zo. Nous réservons
s particulier et nous examinerons, uniquement, les points
^^ îïe présentent pas la singularité en question ; nous les
^Y^^^^.* des points simples. Joignons le point M à un
^ voisin R, de la courbe U et prenons sur la droite MR
poml K, point arbitrairement choisi et dont les coor-
*^«"eessonia:„y„,..
DIXIÈME LEOON
Les coordonnées x, y^ z de R sont données par les formules :
et nous avons pour déterminer X, la relation :
(1) f{x^ H-/.r,, y„ + Xy,, ^^ + X^,) n o.
Développons le premier membre par la formule de Taylor ; le premier terme f{x^, y», ^o) étant nul, puisque M appar-
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tient à la courbe, nous pouvons diviser la relation (0 par X et nous obtenons, finalement, l'équation :
Supposons maintenant que le point R se rapproche indé* Animent du point M et vienne se confondre avec lui ; par définition, la transversale mobile A a pour position limite une droite A ' qui est la tangente à la couri}e U, au point H.
Quant au point A on p3Ut imaginer, pour fixer les idées, qu'il reste toujours à la même distance du point M et il a pour position limite un point A', bien déterminé, point dont nous désignerons les coordonnées par X, Y, Z.
L'équation (2) qui est du degré (m — 1) a donc une racine nulle quand nous remplaçons x^,y^,z^ par X, Y, Z. Nous avons donc, entre ces coordonnées^ la relation :
(T) Xf'^^-hYri + Zn^^o.
Puisque la distance A'M est arbitraire, cette égalité est vérifiée par les coordonnées d'un point quelconque de A', et elle n'est pas identique puisque nous avons admis que Ton n'avait pas, simultanément,
Via relation (T) représente donc Téquation de la tangente au point M.
99. Ikutre forme de Téquailon de la tangente. L'iden* lilé d'Euler donne :
et comme f(xo,yoy^v) est nul, on a :
En combinant cette égalité avec l'équation T, et en observant que les termes z/^ , Z^^ disparaissent, on a :
(X-xg/-;^-h(Y-yo)4 = o.
C'est une seconde forme de Téquation de la tangente, forme qui peut être commode dans certains exemples et qui, comme nous allons le montrer, s'applique à toutes les courbes, algé briques ou transcendantes.
Désignons en effet par F {Xyy)^o Téquation en coordonnées cartésiennes de la courbe U ; soient Xo y» les coor-
données du point M ; o^o -h Ajt:„, y^ + A^o celles du point voisin R. L*équation de la droite A, droite qui passe par ces deux points, est :
Ai/«^ ^
Si nous supposons que le point H se rapproche de M el
vienne se confondre avec lui, le rapport -^ a pour valeur ii-
Aic„
mite celle de la dérivée de y quand on y remplace j; et ^ par
^'o el ^o* Nous avons donc :
y — yo = y[ [^ — -t^o).
D^aulre part, la relation connue :
Fi + y'F;s:o, donne :
et nous obtenons, finalement, Téquation de la tangente suus^ la forme :
08« Appli€$atlon ans: courbes du seeond depr^. — 'Iliéorénie. Dans les courbes du second degré, V équation de la tangente au point x^y^Zo, peut s'écrirCy indifféremment^ sous Vune eu Faul^^e des formes suivantes :
oo/x-^yJl + Zof^ — i).
En effet, on vérifie immédiatement, pour la forme homogène du second degré f{x,yyZ), l'identité :
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Nous rappellerons, à ce propos, que cette identité n'est qu'un cas particulier de celle que nous avons établie en algèbre, dans Tétude des formes quadratiques (Alg., § 349).
99. Classe d^une eoorhe d'ordre m. On appelle classe d'une courbe plane le nombre de tangentes que Ton peut mener à cette courbe par un point quelconque de son plan. Nous allons démontrer que la classe d'une courbe d'ordre m est, généralement, égale à m (m — 1 ).
Soit :
réquation d'une courbe algébrique, du degré m ; la tangente T au point {x„yy„,Zo)y pris sur cette courbe, a pour équation :
Écrivons que T passe par un point S (.r, , t/^ , 2,) et nous aurons pour déterminer a:„, j/o, Zo, les deux équations :
( * ) ^i/lc^ -r y/y^ + ^fz^ = <»>
Si, dans ces équations, nous faisons ^o = S nous obtenons deux équations en x^ et y^ Tune du degré m, Tautre du degré (wi— i) : or, nous avons vu en algèbre que deux équations de degré p e\ q avaient généralement pq solutions, et n'en avaient jamais davantage. Il y a donc, d'après cela, m (m— 1) tangentes issues du point S à la courbe proposée ; du moins, il y en a en général m{m — 1). et, dans tous les cas, il y en a m [m — 1), tout au plus.
190. Corollaire. Les courbes du second degré sont des courbes de seconde classe.
En effet, si m =: 2, on a m (m — i) r: 'x.
191,Tan§^ntesparalléles A une dlreetlon donoée.
L'équation (i), précédemment obtenue, étant écrite sous la forme :
on a, à la limite^ x croissant indéfiniment,
et les coordonnées de point de contact des tangentes parallèles à la direction donnée sont déterminées par les deux relations :
(2') A^o,yo,2o) = o.
Le nombre de ces tangentes est, en général, m (m — 1) ; il peut, dans des cas particuliers, être inférieur à ce nombre ; mais il n'y a jamais plus de m (m — 1) tangentes parallèles à une direction donnée, dans une courbe de Tordre m.
109. Équation générale des tanf^entes dont le coefficient ang^ulaire est donné.
Soit /*(x,y) n: o Téquation de la courbe proposée U ; nous nous proposons d'indiquer ici une méthode qui permet de trouver la condition que vérifient les paramètres 7/e, n, quand la droite A, qui a pour équation :
est tangente à U.
L'équation :
(1) f(x,mx-hn)=:o,
donne les abcisses des points communs à A ei à U ; si A est une droite tangente à U, celte équation a nécessairement deux racines égales. Nous verrons, dans Tétude des points singuliers, que la réciproque n'est pas exacte et qu'une droite qui rencontre une courbe en deux points coïncidents n'est pas nécessairement tangente à cette courbe. Quoiqu'il en soit, en exprimant que Téquation (1) a deux racines égales, on obtiendra une relation :
qui est vérifiée par les paramètres m, n des équations de tontes les droites tangentes à U et dont le coefficient angulaire est égal à m.
Application* Nous ferons, peut-être^ mieux ressortir cette méthode en l'appliquant à un exemple particulier. Considérons la cubique (^), dont Féquation est :
Noiis ayons, ici^ à exprimer que l'équation :
x' — {mx -j- n)* — o,
aune racine double. En supposant n=:o, Téquation à deux racines égales à zéro ; c'est là une solution singulière et qui lient à ce que toute droite menée par Torigine rencontre la courbe en deux points coïncidents. En posant :
mx-\-n on obtient Téquation suivante :
wX'-t-wX — 1 1=0, et la condition cherchée 9 (m,n) = o est, dans cet exemple,
4m' + 2yn zz o.
L'équation générale des tangentes est donc :
y -=. mx .
Condition pour que deux CM»urbes soient tan
Soient deux courbes U et V, dont les équations sont :
f[x,y,z)zzoy F(a?,y,j)=o.
1. Pour la commodité du langage, nous appellerons qnelquefois cu/i/^u^, une courbe du troisième degré ; de mênie» le mot quartique désignera une coarbe du quatrième degré. Enfin, nous donnerons le nom de coniques, aax courbes du second ordre ; la raison de cette dernière dénomination sera donnée plus tard.
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On dit que ces courbes sont tangentes au point M {x^^yoyZ^ lorsqu'elles admettent la même tangente en ce point. Il résulte de cette définition que les deux équations :
représentent la même droite. On a donc :
^ rk 4 ^'-o
En exprimant que les équations (i) et (2) sont vérifiées par (^o»yo,2o), on a encore les conditions suivantes:
(4) xj'^^-hyjy^-^zj'.^zzo,
Les relations (3), (4) et (5) nç sont pas indépendantes et Ton voit comment Tégalité (5) est dépendante des relations (3) et (4).
En faisant i^o = * > et en éliminant Xo el yo entre (3) et (4), on obtiendra la condition cherchée.
Autrement. Deux courbes tangentes peuvent être considérées comme deux courbes qui ont deux points communs coïncidents ; ce point commun n'étant pas Tun de ces points singuliers dont nous avons réservé Félude.
En partant de cotte remarque^ on aboutit à une méthode, ordinairement plus simple, et donnant lieu à des calculs moins compliqués que la méthode que nous avons d^abord exposée.
Soient :
les équations proposées. En éliminant z nous obtenons une équation homogène en x et y,
qui, comme nous l'avons montré (§ 82), représente le faisceau des droites qui joignent L'origine aux points qui sont communs à U et à V. Il suffit donc d'exprimer que cette équation a une racine double. La condition trouvée par cette méthode est une relation nécessaire, mais elle n'est pas suffisante (^).
IIM. Condition pour qa*unc droite soit tang^ente à uae c€Nirbe. Dans le cas où Tune des courbes U considérées tout à l'heure, se réduit à une droite A, il suffit d'identifier, avec l'équation de A, celle de la tangente à V, au point
Nous donnerons ici une application, aux coniques, de cette idée générale.
Suit :
(1) Ax' -h\'y*+ A." z^ + 2Byz-h 2Wzx -h ^B"xy -o,
l'équation de la courbe, et,
(2) UX + vy-^-wzzzoy
celle de la droite. La tangente au point [Xo.yo, z^ a pour équation :
(3) X (Axo + B>o 4- B%) -h y {b' x^ H- k'y, 4- B^o.
En identifiant (2) et (3), on a :
Aa:o-4-B^yo+B'^o _ Wx,+k'yo + \\Zo _ Wx^-^By^+k" z, u ^ V "^ w '
Désignons par ( — ).), la valeur commune de ces rapports et nous avons les relations suivantes :
(4) kx, 4- B>o + B'5„ + u\ - o,
(5) B^Xo-f- A'i/o -h B:;„ 4- v\ n o,
(6) B'Xo + Byo 4- A'' z^ + w\ - o .
I . Pour citer un exemple d'exception, on voit que si, parmi les points Gonimans, deux sont situés en ligne droite aver l'origine, la relation' est vérifiée.
Multiplions maintenant ces équations, respectivement, par ^0 9^0 1 ^o> et tenons compte de la relation :
nous obtenons :
(7) uxo -h y^o ■+■ y^^^ = 0 .
Les relations (4), (o), (6) et (7) donnent, par élimination des paramètres 0:0^02^0 et X
xo
A désignant le discriminant de la forme ternaire.
10&. Idée des cMiordonnées tang^entielles. Lorsqu'une droite ayant pour équation : uX'^i^y-\-xoz n o, est constamment tangente à une courbe U,les paramètres w,v,i(> vérifient constamment une certaine relation 6(i«, v, z^j) = o. Dans cette relation, pour des raisons évidentes, et qui découlent de la méthode que nous avons indiquée tout'à riieure. Le premier membre est une fonction entière et homogène des lettres
Nous dirons que Uy v, w sont les coordonnées tangentielles de la droite A, et Téquation 6 (m, v,î/?) — o, sera dite Téquation tangentielle de U. Cette équation est d'un degré égal à la classe de la courbe considérée.
Quelquefois on suppose ti; =— i, hypothèse permise puisque les équations trangentielles sont homogènes ; les paramètres M et t) représentent alors les inverses dés coordonnées à Torigine de la droite A. En représentant par :
l'équation de cette droite, Téquation tangentielle est alors une relation entre p et q.
D'après ces explications, réquation (A), trouvée plus haut, est réquation tangentielle des coniques.
fOB. Monnaie. La normale en un point M, (0:0,^0,2:0) d'une courbe U est la perpendiculaire à la tangente, en ce point H.
L'équation de la tangente étant :
celle de la normale sera donc, en supposant les axes rectangttlaires,
1 09. Sous- tangente. Si Ton considère un point M, sur une courbe U, on nomme sous- tangente la distance qui sépare le pied de l'ordonnée du point de rencontre de la tangente en M^ avec Taxe des x.
U faut ajouter, pour que cette valeur soit bien définie, que la sous-tangente se porte à partir du pied de l'ordonnée, dans le sens positif ou négatif de ox, suivant qu'elle est positive ou négative.
Soit U la courbe proposée, ¥{x,y) z=, o son équation ; soient 0:0,^0, les coordonnées d'un point M de cette courbe. La tangente, en ce point, a pour équation (§ 97) :
[x — Xo) Fi^ -h (y — Vo) fJ^ = o.
Faisons y^=:o, nous avons :
En désignant par t la sous-tangente, ^peut donc se calculer par la formule :
yo
Celte formule est générale et convient à toutes les dîsposilions que peuvent affecter la courbe et les axes de coordonnées; elle représente toujours, en grandeur et en signe, la
Fig. :V.
sous-tangente, pourvu que Ton n'ait pas, simultanément, F^ :z: o Fy = 0. Mais si ces deux relations sont vérifiées, en
mettant Téqua tion donnée sous la forme homogène f{Xyy, s) — o , on voit, en utilisant l'identité d'Euler, qu'au point M les trois
dérivées partielles f^, f'yy /*!, sont nulles. C'est le cas singulier qui a été réservé au début de cette leçon.
Cette exception étant faite, on peut dire que la formule (B) peut quelquefois donner par i une valeur nulle ou infinie, mais qu'elle ne fournit jamais une expression indéterminée.
lus. ISons-normale. La sous-nonnale est la dislance qui sépare le point de rencontre de la normale avec Taxe des x\ du pied de Tordonnée.
Lorsque la sous-normale est positive, elle est comptée à partir du pied de l'ordonnée dans le sens négatif de l'axe ox ; ou inversement.
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L*équalion :
Vo
donne, pour y — o,
x-Xç,— — y^^,
ou,
AN = yo -r • F
En désîgnnnt la sous-normale par 8, on a donc :
Il esl facile de vérifier que celle formule est générale. On remarquera, enfin, que les formules (B) el (C) donnent la relation é^denle :
lOO.TaDg^entes communes A deox cniarbes* Soient :
f, {XyV.z) zz o, /; (x,y,z) zz o ;
les équations des deux courbes proposées lJt,l\' En exprimant que la droite qui correspond à Féquation
vx-hvy -hwz zz o,
esl tangente à Uj et à U„ nous aurons deux relations homogènes :
ce sont les équations tangenlielles des courbes considérées.
Si Ton peut trouver une solution w',v',t^', de ces équations, la droite dont Téquation est :
est une tangente commune à U, et à U,. On remarquera que si U, est une courbe de classe jp, et U, une courbe de classe g, les équations tangenlielles sont, respectivement, de degrés p et q et le nombre des tangentes communes est, en général, égal à pq.
Le problème des tangentes communes est plus particulièrement simple dans le cas où les courbes proposées sont des cercles. Des considérations géométriques, bien connues, indiquent que les tangentes communes passent, deux à deux, aux points qui divisent la ligne des centres dans le rapport des rayons. Ces points se déterminent facilement par les formules U (§ 67) et, après avoir calculé leurs coordonnées, on écrira, en utilisant une formule que nous verrons bientôt, et qui est relative au faisceau des tangentes issues d'un point à une conique, deux équations du second degré, qui représentent les deux groupes des tangentes communes aux deux cercles proposés.
4. On considère un parallélogramme ABCD, par le point C on mène une transversale mobile qui i^ncontre AB en 1^ et AD en Q ; sur PC e< PD comme diamètres, on décrit des cercles A, A' ; trouver le lieu décrit par le centre de similitude de ces deux circonférences,
Od trouve facilemeot, en s'aidaat de considérations géométriques, qae le lieu demandé est une droite passant par le centre du parallélogramme ABCD.
5. Étant données les équations de deux courbes, dans un système de coordonnées u,v; qu*on ne définit pas ,
/•(w,t)) = o, <?(tt,v) = o;
trouver la condition gîte doivent vérifier les coefficients qui entrent dans ces éqttations pour que les deux courbes soient tangentes.
On considère deux solutions de ces équations,
en appliquant la formule de Taylor, on trouve que u et v doivent vérifier les équations proposées et ausi>i la suivante :
lu ?«
S. Trouver la condition pour que la droite qui a pour équation :
ioU tangente à Vune ou Vautr/f des courbes qui correspondent aux équations mvantes :
On trouve les résultats ci dessous :
L'équation générale des t.isigentes est :
L'équation générale des langeutes est :
On considère la cubique y, qui correspond à l'équation
on propose de trouver une droite A, qui soit tangente à la rourbe et, de pluSf qui soit telle que le segment intercepté sur A, depuis le point de contact jusqu'au second point commun à à et à y, soit vu de V origine sous un angle droit.
Eq prenant l'équation du A sous la Torme :
ax-hby zz i,
on trouve :
S. Trouver la condition pour que deux cercles se coupent orthogonalement en exprimant que les tangentes^ à Vun des points communs, sont rectangu^ laires.
Les axes ëlant rectangulaires, les cercles ayant pour équation, respectivement,
(0 a;*+y'-h 2Aa: -h 2By -f- C =0, (2) x' -h y* H-2A'a;H- 2B'y + C =: 0 ;
les coefficients angulaires des tangentes au point {x,y) sont :
a;-f-A x-hA'
et on H :
(3) (a; + A)(a;H-A') + (y+B)(;</ + B') = o. En combinant (1) {2) et (3) on obtient, facilement,
AA' + BB
relation que nous avons trouvée déjà (§ 94), par une méthode dlfféreule.
Une marche toute semblable à celle que nous venons d'indiquer conduit, daus le cas où les axes de coordonnées font un angle quelconque 0, à la condition suivante :
AA' + BB' - (AB' -h BA') cos 8 zz ^^^^ sin*e.
IIO. DéOnitions. Soit f{Xyy,oL) — o réqualion d'une courbe U, renfermant un paramètre variable a. Nous supposons que /■ désigne une fonction entière ou, dans tous les cas, une fonction continue et bien déterminée, A chaque valeur allribuée à a correspond une courbe F^,; et quand a varie on
a un réseau de courbes. Prenons dans ce réseau deux courbes F , F I ^^; elles ont, en général, un certain nombre de points
communs. Nous distinguerons l'un d'eux en particulier; soit M^^ ce point.
Imaginons maintenant que a ayant une valeur fixe on donne à A des valeurs variables et qui décroissent au delà de toute
limite ; le point M^^ se déplace sur la courbe F et, quand A
est nul, il vient occuper une position limite M .
Le lieu de ce point M , quand a varie, est une courbe V qu'on
nomme Venveloppe du réseau U. On verra tout à Theure la raison de cette dénomination. Ajoutons encore que chacune des courbes U est dite une enveloppée,
11 !• Théorème. L'enveloppe d'un réseau correspondant à Uquation f{Xjy y o[)zzo y s'obtient en éliminant le paramètre variable a, entre l'équation donnée et la dérivée de celle-ci, dérivée prise par rapport à a.
Les coordonnées du point M^^ vérifient les deux équations :
(2) /(a;,y,a-hAa)r:o; et, par suite, la relation suivante :
.^x /'(ar,.v, aH- Ag) — f(x,y, a) _
Imaginons maintenant que Aa tendent vers zéro ; le point M^^ a pour position limite le point M^ dont nous cherchons le
lieu géométrique. Les coordonnées de ce point vérifient donc : 1° réquation (1); 2* Téquation (3), quand on suppose Aa zn o. Or, cette dernière équation devient, quand Aa est nul,
Le lieu du point M^, Tenveloppe du réseau, aura donc pour
équation le résultant des équations (1) et (4).
119. Cas de deux fiaramètres variables. Assez souvent, le réseau proposé est défini par une équation :
(1) f{x,y,0Ly6) = o,
renfermant deux paramètres variables a, 6; les paramètres vérifiant constamment la relation :
Si entre (1) et (2) on peut éliminer 6, on revient ainsi au cas que nous venons d'examiner. Mais cette élimination peut présenter des difficultés ; on Tévite en raisonnant comme nous allons le faire.
On peut considérer 6 comme une fonction de « et Ton a, par application du théorème des fonctions composées.
D'autre part, la relation (2) donne :
Ces deux dernières égalités donnent, par combinaison,
L'équation de Fenveloppe s'obtiendra en éliminant les paramètres variables a, 6 entre (1), (2) et (3).
Ainsi : dans le cas où le réseau considéré est déterminé par une équation renfermant deux paramètres variables a , 6 vérifiant la relation ç (a , g) zr 0, il faut adjoindre au système donné une troisième équation qui s'obtient en écrivant que les dérivées partielles des deux équations proposées, dérivées prises par rapport aux paramètres variables, sont proportionnelles.
Véquation de V enveloppe se trouve en éliminant les paramètres a, 6 entre les deux équations données et Véquation adjointe dont nous venons de parler.
113. Examen da cas 'i^énéral. Les deux cas que nous venons de considérer sont ceux que Ton rencontre le plus ordinairement. Nous examinerons pourtant le cas général^ celui où l'équation renferme p paramètres variables, vérifiant (p— *) équations de conditions. Désignons par X, ,X,, ... \ les paramètres variables, et soit :
Téquation d*une des courbes du réseau. Les paramètres variables X, satisfont aux égalités suivantes :
<Pp-i-lCX,,A,, ... Xp) — 0;
et ron peut considérer X, , . . . \ comme des fonctions de la variable indépendante X,. Le théorème des fonctions composées donne :
?Î,X, + ^^2?!,)., + ••• + Vl.>n — "'
?i;-i,x, -^ ^^i?r-i .X, + ••• + '^/)?/)-i,x^ — " î En éliminant X^, ... X^ entre ces équations linéaires on a :
C'est l'équation qu'il faut adjoindre au système proposé pour obtenir Tenveloppe par Télimination des paramètres variables X.
114. Théorème. L enveloppe est tangente aux enveloppées auœ points qui lui sont communs avec ces courbes.
Soit /* (a:, y, a) =:o Téquation d'une enveloppée LJ ; celle de l'enveloppe V est le résultant des deux équations :
Désignons par ic,y , les coordonnées du point M^, point que
nous avons défini précédemment. La tangente à U, au point M , a pour équation :
(X-a;)/-;(x,y,a) + (Y-2/)/';fx,y,a)zio.
Pour obtenir maintenant la tangente à la courbe V, au point M , on peut prendre les dérivées partielles, du premier membre
de l'équation (i), par rapportât et à y, en considérant a comme
nnejpnction de x et de y définie par (a). Le coefficient angulaire de la tangente à Y est donc :
En tenant compte de (2) on voit que ce rapport est égal à :
'y L*équation de la. tangente à V, au point x,y , est donc :
C'est réquation déjà trouvée pour la tangente à Tenveloppée au point M^^. La propriété énoncée se trouve établie ; elle
justifie la dénomination d'enveloppe et d'enveloppées> que nous avons adoptée.
11&. Problème. Étant donnée réquation tangentielle (tune courbe^ trouvet^ son équation cartésienne.
Nous avons déjà expliqué (§ to4 et io5) comment on passait d'une équation cartésienne à une équation tangentielle; nous nous proposons ici la transformation inverse.
Soit:
(i) o(u,v,io)=:n,
réquation tangentielle d'une courbe U. Nous supposons que U est tangente à la droite qui a pour équation :
(A) ux + oy -h wz — o ;
pour toutes les valeurs de UyV,w qui représentent une solution de l'équation (1). Si nous cherchons l'enveloppe de A, nous obtenons une équation cartésienne.
(2) F(a;,y,3) — 0, c'est l'équation cherchée.
En résumé, toute courbe peut être considérée comm^renveloppe de ses tangentes et Ton passe précisément de Téquation tangentielle à Téquation cartésienne, en cherchant celte enveloppe.
1 IG. Exemples d'enveloppes. L*équation de l*enveloppe s'obtenant en éliminant a entre les deux équations :
on peut dire que cette élimination revient à exprimer que réquation proposée admet une racine double en a.
Nous allons appliquer celte remarque à quelques exemples simples.
1® Le paramètre <x entre au second degré. On peut toujours écrire l'équation sous la forme :
Pa« + Qa + K iz (),
P,Q,R désignant des fonctions entières d'icetdV- L'enveloppe a pour équation :
2^ Enveloppe des courbes qui ont pour équation :
P sin (p + Q cos !? -I- R = o,
ç désignant le paramètre variable.
On doit, dans cet exemple, éliminer 7 entre cette équation et la suivante :
P cos ç — Q sin <f = 0, le résultat est, par une combinaison évidente,
On peut d'ailleurs ramener ce cas au précédent en posant :
'Il
sin o zz
COS 9 = ; r.
On obtient une équation du second degré en t et, en écrivant qu'elle a ses racines égales, on retrouve la relation précédente.
3** Trouver V enveloppe du réseau défini par V équation :
Ptgç+Qcolg?=:K,
j étant un paramètre variable.
£n posant tg 9 = 0, on a :
PO*— RO + Qrro.
L'enveloppe a donc pour équation ':
R« — 4PQ=o.
4® En désignant par 9 un paramètre variable^ trouver l'enveloppe du réseau qui correspond à Véquation :
4— -^-Mi=:o.
sin 9 cos 9
Dans cet exemple^ comme dans ceux qui précèdent, il est sous-entendu que P, Q, R désignent des fonctions entières, ou, dans tous les cas, des fonctions continues et bien déterminées d'à; et d'^. En prenant la dérivée de l'équation, par rapport à 9, on a d'abord :
P cos 9 0 sin 9 1 ^: o^
sin* 9 cos* 9 ou,
sm 9 cos 9
en désignant par X la valeur commune de ces deux rapports On a, par une première combinaison,
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D autre pari, on peut écrire la relation (i), sous la forme
__sin(p__cos? — R
D'où Ton conclut
(p' + UV =u',
ou, enfin,
11 V, Méthode g^éométriqae pour trouver les enveloppes. Dans la méthode que nous voulons indiquer, on considère deux courbes voisines du réseau donné et Ton cherche leurs points communs ; observant Tun d'entre eux, particulièrement, on cherche quelle est sa position limite quand les deux courbes viennent se confondre. Si Ton peut déterminer cette position, d'une façon précise, on cherchera le lieu de ce point. Le problème proposé se trouve modifié dans sa forme, et il est ainsi ramené à un lieu géométrique ordinaire, lieu dont la recherche peut, dans certains cas, être très simple.
Donnons un exemple de cette manière de faire en cherchant Tenveloppe des cercles qui ont leur centre mobile sur une ellipse donnée et qui passent constamment par un des foyers F, de la courbe.
Prenons sur Pellipse deux points voisins M, M' et soient A et A' les cercles décrits, de ces points comme centre, respectivement avec MF et M'F pour rayons; A et A' auront un second point commun A symétrique de P par rapport à la
décante MM'. Imaginons maintenant que M' vienne se confondre avec M ; MM' devient une droite A tangente à Tellipse au point M et la limite du point A est bien déterminée^ c*est le point A.' symétrique de F, par rapport à A. On sait que le lieu du point A' est le cercle directeur ayant son centre au second foyer F'.
Fig. r>i.
Nous aurons occasion de revenir dans la suite de ce cours sur les enveloppes, notamment quand nous chercherons les développées^ courhesqui sont ïenwéloppe des normales; mais avant de quitter ce sujets nous donnerons encore le théorème suivant, théorème qui est fondamental dans la théorie dus coniques.
118. Théorème. La droite qui joint les points coirespondants de deux divisions homographiquesy enveloppe une conique.
On sait que si Ton considère deux droites A, A'; sur ces droites des origines «o et (o'; deux mobiles M et M^ décrivent sur A et A' des divisions homographiques lorsque les distances ù)M=w,w'M' zz t), vérifient constamment la relation
xHV + &<* + V^H- î — o.
Ceci étant rappelé^ supposons d'abord que les droites A et A' se coupent en un point 0 et prenons-les pour axes de coordonnées; la relation homographique subsistant évidemment, quand on transporte les origines o) et (i>^ si Ton pose
OMnU, OM'izV,
on a constamment :
(i) aUV4-6U-4-cV-hc? = o.
D'ailleurs l'équation de MM' est
Entre (0 et (2) éliminons V, nous obtenons d'abord la relation
- U* {ay + 6) + U (cy — to -4- d) — dx zz o.
L'enveloppe a donc pour équation (§116) :
{cy — bx-h df -h Adx (ay + b)^o.
C'est une équation du second degré qui peut encore s'écrire
{cy -{-bx-h dy = ixy [bc — ad).
Sous cette dernière forme on voit que la courbe est tangente aux axes de coordonnées.
Le cas où les droites A et A' sont parallèles peut se ramener au précédent en prenant l'une des droites pour axe des j? et la droite MM' dans une position particulière pour axe des y. On peut aussi, dans le cas général, traiter la question directement, et très simplement, en prenant pour axe des y la droite qui joint les deux points o) et (o', points tellement choisis que le produit <oM. w'M' soit constant.
i» Trouver l'enveloppe dune droite mobile, sachant que le produit de ses dittances à deux points fixes A^A^ eft constant et égal à b*.
En posant AA' = aa, on trouve l'ellipse qui a pour équation
kk' est pris pour axe des x et la perpendiculaire au milieu de Ak', pour axe des y.
ft. Trouver V enveloppe des droites qui forment avec deux droites fixes ox, oy un triangle de surface donnée.
3. On considère la cubique qui a pour équation : y*x =iit on prend sur cette courbe un point quelconque yi^ soient MA cl MB ses coordonnées. Trouver l'enveloppe des droites AB.
On trouvera pour l'équation de cette enveloppe :.y*r = ~ .
La même question, appliquer aux courbes dont los équations sont respectivement,
2/* — ic'zio, y — x'=io, donne les résultats suivants:
4x* — 27/ =. o, 4x''h i-jy z= o.
On pourra remarquer que ces difft'Tentes équation^ rentrent dans le type suivant :
et le calcul donne pour l'enveloppe des droites AB, définies comme il est dit dans l'énoncé ci-dessus, l'équation :
4. Par un point M supposé mobile sur une parabole P, on mène une perpendiculaire A, à la droite qui joint M au sommet de la courbe: trouver Venveloppe des droites A.
On trouve :
119. Définition. A Télude que nous venons de faire, dos tangentes aux courbes planes, se rattache, d'une façon très étroite, celle des polaires.
Imaginons, sur une droite A, une origine P et m points A,, Aï, ... A^; considérons aussi sur cette même droite un point A, tellement lié aux précédents que Ton ait :
PA PA, ' PA, ■ • • ' ?\J
Ce point, que nous avons déjà considéré ( g 38), est appelé conjugué harmonique (*) des points A„ A,, ... A^.
190. Théorème. Étant donnée une courbe U du degré w, et, dans son plan y mais non sur la courbe, un point fixe P, que nous nommons le pôle; si, autour de P, on fait tourner une transversale A, quirencontre V aux points A^, A^, ... A^; le lieu des points A , conjugués harmoniques de P, est une droite. Cett^ droite est dite lapolaire du point P. ('jaiéorème de Cotes.)
Soient Xo,yoy z^ les coordonnées de P ; a?, , y , , z, celles de A : enfin soient a:,y,0 celles de Pun des points A^. ... A^. L'équation de V étant :
1. Ponreief a aussi nommo cp point r^nlf-e des moyennes harmoniquetf ,
LES POLAIRES \n]
On a, par application de formules connues,
(î) f (oco H- >^, , yo -f- Ay , , z^ -h >w, ) n o, A désignant la valeur de l'un des rapports :
On doit d'ailleurs observer qu'en retranchant in unités aux deux membres et en tenant compte de Tidentité géométrique, relative à trois points A , B , C, en ligne droite :
AB + BC-hCAsro, régalité (i) revient à celle-ci :
AA
PA, ■ PA, PA
L'équation (2) développée peut s'érrîre :
ou, en prenant Téquation aux inverses,
(3) X«/ (xo , yo , z.) -h X""^ (ar/;^ + yj^ ^ s/l^) ^...-0.
Les racines de cette dernière équation sont :
la somme de ces quantités étant nulle, on a :
Si Ton considère Xt^yi^z^y comme des coordonnées courantes, le lieu des points A est la droite qui correspond à l'équation :
191. Application aux coniques» Dans le cas des courbes du second degré, l'égalité :
prouve que le point A est, dans le sens élémentaire du mol, conjugué harmonique du point P par rapport au segment At A,. La droite qui a pour équation :
représente donc le lieu de ces conjugués harmoniques. On remarque que l'identité :
qui a lieu pour les formes quadratiques, permet d'écrire l'équation de la polaire, indifféremment sous Tune ou sous l'autre des deux formes' suivantes :
(P) 'xf',^Jryf'y,-^zf',^:=o,
(P') xr^+yof'y+zon-^-
Dans le cas particulier où l'on cherche la polaire de l'origine on a, pour son équation,
ou,
1^^. Polaires de différents ordres. Imaginons, comme tout à l'heure, m points placés sur une droite. En conservant les notations adoptées, prenons un point B dont les distances aux points donnés vérifient la relation :
BA, BA, _ " PA, • PA
Un calcul analogue au précédent (§ lao) prouve que le lieu
du point B est une courbe du second degré. De même, le point G qui correspond à l'égalité :
^ Lji\| \^A.f ^^3
a pour lieu géométrique une cubique; et ainsi de suite.
Ces courbes diverr^es constituent les polaires de différents ordres qui correspondent à la courbe proposée U et au pôle donné.
La dernière polaire est celle qui est le lieu d'un point I, tellement choisi que l'égalité :
PA, PA2 PA-m-l
soit vérifiée. Cette polaire est d'ordre (m— 1) et nous allons déterminer son équation.
L'égalité (3), établie plus haut (§ iv)), a pour racines : ^ -
jA, jA, l^m^i > >/
PA/PA,' -PA
si Ton convient que x^,y^,z^ représentent les coordonnées du
point 1.
En égalant à zéro les coefficients des termes en >."*"*. ... X ; on obtient les (m— 1) polaires du pôle P. En particulier, la dernière polaire s'obtient en égalant à zéro le coefficient de X ; l'équation cherchée est donc :
On peut donner à ce résultat une forme plus remarquable. Développons l'équation (2), par la formule de Taylor, mais en l'écrivant d'abord sous la forme :
/•(Xa;, + Xo, Xy, + y^, Xs^ -4- Zo) = o ; et en tenant compte de l'homogénéilcs nous avons :
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L*équation de la dernière polaire est donc.
C'est la forme que nous voulions obtenir.
199* Théorème. La dernière polaire du point P passe par les points de contact des tangentes issues de ce point à la courbe considérée U.
Soient X, Y,Z, les coordonnées du point de contact M, d'une des tangentes issues de P, à la courbe U. L'équation de la tangente en ce point est :
^f'n + yfx + ^fz-''' Cette droite passant par le point j:o, ^0,^09 on a donc :
(1) Xof'^ H- yof^i -h z^fj, m o.
D*autre part, on vient de voir que Téqualion de la dernière polaire était :
La comparaison des égalités (i) et (2) établit la proposition énoncée.
11S^4. Faisceau des tang^entes Issues d'un point P
^ une courbe U. Soient rro,^o,:?o les coordonnés du point P, Tinterseclion d'une transversale A passant par ce point, avec la courbe U, est déterminée par l'équation:
f[Xo H- Xa;, , y^ + Xy, , Zo + X2,) = o.
Si la droite A est tangente à U cette équation admet pour X deux racines égales. En exprimant cette condition^ par une des méthodes qu'indique l'algèbre, on obtiendra une relation :
<^ {Xo,yoyZo\x,,y,yZ,) —o.
Cette égalité est vérifiée par les coordonnées x^.y^^z^ d'un
VFS POLAIRES ISr,
point quelconque pris sur l'une ou l'autre des tangentes A issues de P à la courbe U; Toquation
représente donc le faisceau des tangentes A; c'est l'équation cherchée.
19&. Applieation aux <M»aiqaei«. Dans le cas de^ courbes du second degré, on a :
La condition pour que l'équation :
/•(a?o-+-Xa?,,yo-f->^y,,2o-l->w,) :=o, admette deux racines égales, est donc :
ou, en rendant x^yp^yZij coordonnées courantes,
(^r;^ + yfy^ + zQ' = ifiXoyVo.Zo) nx,y,z).
Cette équation est particulièrement utile dans les problèmes où Ton cherche le lieu géométrique décrit par le point de concours de deux tangentes à une conique, tangentes qui sont assujetties à vérifier constamment une propriété géométrique donnée.
POLAIRES RÉCIPROQUES
Nous nous proposons maintenant, de donner une idée de la méthode de transformation qu'a imaginée Poncelet et qu'il a nommée méthode des polaires rédproqties. Elle a pour base deux principes très simples que nous démontrerons d'abord.
19B. Théorème 1. Lorsqu'un pomt P est mobile sur une droite A, la polaire de P par rapport à une conique V paisse constamment par le pôle de A.
Désignons par Xo,yoyZQ les coordonnées du point P et soit :
(i) Aa:H-By-hC::r:o,
réqualion de la droite A. La polaire de P a pour équation (§iai):
Le point P étant sur A, nous avons aussi la condition
(2) Aj?o •+" Byo + C^o = o-
Les coefficients A, B, C ne sont pas nuls à la fois; supposons, par exemple, C;^o; Tégalité (2) donne :
_Aj:'o4-Byt
— Zo—
et l'équation (P') devient alors :
xo (C/-; - Ari) + y, (C/; - BO = 0.
Lorsque les coordonnées j:©, y© varient, cette droite passe constamment par le point Q, intersection des deux droites qui correspondent aux équations :
c/;-A/*:=o, cr;-Br:=o;
équations qu'on peut encore écrire, sous la forme plus symétrique,
Il reste à montrer que le point Q, point dont les coordonnées sont, en général, bien déterminées par ces équations, est précisément le pôle M, de A.
Soient a:j,y„-4, les coordonnées de M; la polaire de M, a pour équation :
Irtentifions-le avec (i), nous avons alors les relations :
(4) ^.='ii=^'
En comparani les égalités (3) et (4), on reconnaît que XyifjZ, est la solution du système (3). Concluons donc que le pôle {x, jy,,z^\ est bien le point fixe que nous avons trouvé.
1^*9. Théorème D. Lorsqu'une droite A, tourne constamment autour d^un point fixe P, le pôle de l^ a pour lieu géométrique une droite qui est précisément la polaire de P.
Désignons par Q le pôle de A, point dont nous cherchons le lieu géométrique, et soient x^yy^^Zy, ses coordonnées.
La polaire du point Q a pour équation :
<. + yC, + ^f'^, = »'
et comme elle passe par P, les coordonnées de ce point étant Xo,yo,Z(i, on a :
C'est une relation du premier degré en a;, ,y, ,3?,; le lieu cherché est donc la droite qui correspond à l'équation :
c'est-à-dire la polaire du point P.
1^8. Idée gpénérale d*une méthode de transforma- Uon. Imaginons une figure fixe, que nous appellerons la
figure de référence et que nous désignerons par la lettre ? ; mettons en présence de 9 une figure géométrique F et supposons que par une certaine construction géométrique, prenant 9 pour base, on puisse déduire de P une figure /*; nous dirons
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alors que f est une transformée de F. S*il arrive que la loi géométrique en question^ appliquée à /" (9 étant toujours la figure de référence) reproduise F, on exprime cette propriélé en disant que la transformation est réciproque.
19B. Définition de In trnnsformntion pnr polnlres réciproques. Prenons pour figure de référence une conique 9 ; soit H un point supposé mobile dans une figure F(^)>
et soit (Ji sa polaire, par rapport à <p. La droite (i, dans son mouvement, enveloppe une courbe f. Nous disons, avec Poncelet qui a imaginé cette transformation, que /"est la transformée de F, par polaires réciproques.
180. Tiiéoréme. Si une courbe (est la transformée par polaires réciproques d'une courbe ¥\ réciproquement^ F est la transformée de f.
Fig ôj.
Cette propriété constitue le principe de corrélation des figures f et F : elle s'établit de la manière suivante :
1 . On dit aussi espace F, au lien de figure F : nous avons cru devoir employer ce dernier terme, malgré l'inconvénient que présente la répétition du mot, parce qu'il nous parait rendre, plus netlement, l'idée qu il doit exprimer.
Soient MM' deux points de F, ia et ijl' leurs polaires par rapport à la conique de référence ^ . Les deux droites \k et \l' ^e coupent en un point S qui est le pôle de la droite A, qui joint les points M et M'. (§ 126 et 127).
Supposons maintenant que le point M' se rapproche du point M et vienne se confondre avec lui, A a pour position limite la droite D, droite tangente à F, au point M. D'autre partie point 3 a pour limite le point m, point de contact de [A et de f. La droite D est donc la polaire du point m.
D'après cette remarque^ si Ton veut transformer la courbe f, par la loi des polaires réciproques, on doit chercher l'enveloppe des droites D; cette enveloppe est la courbe F, ellemême. La réciprocité delà transformation est donc établie.
131 . Utilité de la transfomiation précédente. Sans entrer dans de plus longs détails sur cette importante théorie géométrique, nous nous bornerons à indiquer quelle est son application la plus fréquente, et aussi quel est le théorème général qui définit le lien qui existe entre deux coui'bes, transformées Tune de Tautre par polaires réciproques.
Imaginons que, dans une figure F^ on ait à démontrer que trois droites A,B,C sont concourantes. On transformera F par polaires réciproques, au moyen d'un cercle par exemple, et Ton obtiendra trois points a,b,c; pôles des droites données. Si Ton peut reconnaître que ces trois points sont en ligne droite il sera démontré, par cela même, que A,B,G sont bien trois droites concourantes.
Dans d'autres cas, au contraire, ayant à démontrer que Irois points P,Q, H d'une figure F sont placés en ligne droite, on cherchera à reconnaitre que les polaires p^q^r de ces points sont des droites concourantes.
Voici maintenant le théorème auquel nous avons fait allusion.
13S. Théorème. Si Von transforme une courbe F, de clas9e^et d'ordre [Lypar polaires réciproques; la transformée f est une courbe de clause ;a et d'ordre *,
Soit A une droite quelconque de la figure F; elle rencontre cette courbe en jx points Aj, ... A„. A cette droite A correspond un point 8 et, au point A,, une droite a^ qui passe par B et qui est tangente à f. Cette remarque s'applique à tous les points A,, ... A„; il a y donc ij. droites passant par 3 et tan-
gentes à la transformée f. D'ailleurs il n'y en a pas davantage
et comme 8 est un point quelconque du plan, puisque l est le
pôle d'une droite A arbitrairement choisie, on voit que la classe
de f est égale à ;j..
La réciprocité des courbes F et f, prouve que l'ordre de f est égal à la classe de F, et que, par conséquent, il est égal à V.
i. On considère un cercle C, et une droite quelconque^ à, dans son plan. Soit G un point fixe de C; par 0, on mène une transversale^ qui rencontre C en k et à en B; trouver le lieu décrit par le conjugué harmonique de 0 par rapport aux points A, B.
Le résultat est une courbe du second degré.
S. On donne deux cercles A, A' ayant un point commun en 0; par 0 on mène une transversale qui coupe A en A, A' en B. Trouver le lieu décrit par le conjugué harmonique de 0, par rapport aux points A et B.
Ou trouvera pour le lieu demandé une cubique ayant pour point doubh* (), et passant par les ombilics du plan. On pourra vérifier que les tangeute^ à la cubique trouvée en 0 sont les tangentes aux cercles A, A' et que la direction asymptotique s'obtient en menant par le point 0 une perpendidulaire à la droite qui joint 0 au milieu de la distance des centres .
On examinera le cas particulier où les cercles se coupent orthogonalement.
8. Trouver la transformée par polaires réciproques^ dun ceiH^le A', par rapport à un autre cercle A .
La ligne des centres étant prise pour axe des x^ l'origine étant le centre de A, et les axes étant rectangulaires, on trouve :
, (dx—WV
dans cette relation : d désigne la distance des centres, H et R' les rayons des circonférences A, A'.
4. Démontrer que le triangle dont les côtes ont pour équation, respectiitment,
(1) P = o, (a) Q = o, (3) R = o; jouity relativement à la conique qui correspond à l'équation : '
sP«-|-e'Q« + c''R* = o,
de cette propriété que chaque sommet est le pôle du côté opposé.
En appelant (^e,^0)^) les coordonnées du point commun aux droites (i) et (3) ou voit, en effet, par application de l'équation (P) (§ ui), que la polaire de ce point a pour équaUon P = o.
Un triangle qui jouit de cette propriété remarquable est dit triangle autopolaire on encore triangle conjugué relativement à la conique considérée.
5. On considère une conique fixe V et un point fixe P ; par P on mine deux transversales arbitraires qui coupent V : l'une aux points K et h; l'autre aux points C, D ; démontrer que le lieu des points de concours des droites AC, BD est la polaire du point P.
On prend pour axes (mais ce choix est tout i\ fait particulier â cette question) les droites mobiles AB, Ci) et l'on Térifie que le point commuu il ces deux droites appartient à la polaire de P.
De L. Tome it. * *
133. Directions asymptotiques Lorsque l'équaiion d'une courbe U, est coiislanimenl vérifiée par les coordoimées j?, y d*un point M s'éloignant à Fintini dans une direction («>3) (§ 83 his\ nous dirons que la droite qui correspond à réquation ^-- ay = o, est une direction asymplotique de la courbe U.
Nous supposerons d'abord que U est une courbe dont réquation Q%\ f [x,y,z):=:o^ /"désignant une forme entière des lettres ic,y,j;nous examinerons, plus tard, le cas où réquation est irrationnelle, ou transcendante.
184. Définition des Asymptotes. Imaginons un bras de courbe parcouru par un point M dont les coordonnées croissent au delà de toute limite et vérifient constamment réquation :
Si) à chaque instant, on construit la tangente au point M, cette droite a, en général, connue nous le montrerons tout à l'heure, une position limite bien déterminée. C'est cette droite, ainsi définie, que nous appellerons une asymptote de la courbe. Ainsi : Vasymptote qui correspond à une direction asymplotique est la position limite de la tangente au point qui s'est éloigné à t infini, sur la courbe^ dans la direction donnée.
Les asymptotes sont donc, d'après cette définition, des tangentes particulières de la courbe ; et elles sont caracté-
risées par ce fait, que leur point de contact est rejeté à rinfini. Elles jouissent de propriétés remarquables et leur détermination est, très spécialement, utile au tracé des courbes. Nous allons apprendre à les déterminer; mais nous nous occuperons d'aboitl des asymptotes parallèles à Taxe des y, ces droites se déterminant par des considérations particulières.
I3&. iLsymptote» parallèles itOy. — Théorème. Les (utympiotes parallèles à taxe des y s'obtiennent en égalant à zéro le coefficient de la plus haute puissance de y, dans V équation de la courbe donnée.
Soit :
f[x,y,z)^iy,
réquation de la courbe; on peut ordonner la fonction entière /■par rapport aux puissances décroissantes de y, en écrivant :
f(x,y,z):s:y^f,{x,z)'k'y^''^f,^[x,z)-h ,,. ; on a donc,
f[j^py^-'r,{x.z)-^..,.
Soient x',y,«les coordonnées d'un point M mobile sur la courbe; y est une fonction implicite de x, mais une fonction qui peut être considérée comme bien déterminée. (Alg. % 3i3). Nous supposons que x est une variable indépendante, atteignant une valeur a; et que y, valeur réelle bien déterminée, qui correspond à x, croit au delà de toute limite, quand x leud vers a. Dans ces conditions, le point M décrit un bras de courbe A, que nous allons considérer.
La tangente A', au point M, a pour équation :
ou,
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Supposons que le point M s'éloigne à rinBni> 1 équation précédente, pour a: =: a et y := », devient :
C'est réquation de Tasymptote; mais on peut lui donner une forme plus simple.
L'identité d^Euler appliquée à la fonlion/;(u?,j), fonction dont nous désignerons le degré par A, donne :
D autro part, Téquation de la courbe étant mise sous la forme :
donne, si elle est vérifiée par une valeur infinie de y et par la valeur a donnée a Xy
L^identité {'i) conduit donc à Tégalilé suivante :
En comparant (i) et (^\ on a :
X zi a.
Ainsi : lorsqu'un point s'éloigne à V infini dans la direction Oy, V asymptote s'obtient en égalant à zéro l'un des facteurs binômes de la fonction entière de x qui constitue le coefficient de la plus haute puissance de y.
La réciproque de cette proposition n'est pas vraie ; nous donnerons, plus loin, un exemple de cette inexactitude
138. Théorème. La distance, d'un point mobile sur un bras de courbCy à Vasymptote qui correspond à ce bras^ tend vers zéro, quand le point s'éloigne à l'infini.
LES ASyAfPSOTES
Considérons d'abord le cas d'une asymptote parallèle à Oy. Soit M le point considéré sur le bras de courbe AB, A
lasymptotedecebras; abaissons sur à la perpendiculaire MP, nous avons :
ou
MP = MN sin 0,
MPzi(a — ir)sine;
Fig. 53.
X désignant Tabcisse du point M. Si nous imaginons maintenant que M s'éloigne à Tinfini^ sur AB, la limite de x est égale à o; d'où il rt^sulle que la limite de MP est nulle.
Si nous considérons maintenant une asymptote A^ non'parallèle à Oy, en effectuant un changement d'axes et en prenant la direction de A, pour nouvel axe des y, nous retombons dans le cas que nous venons d'examiner; la propriété énoncée, propriété très importante pour le tracé des courbes, appartient donc à toutes les asymptotes.
Elle est d'ailleurs caractéristique de ces droites, comme le prouve la réciproque que nous allons maintenant établir.
ISV.Théoréttie. Lorsqu'un point M mobile sur un bras courbe AB, courbe coiTespondant à une équation algébrique de forme entière^ peut s'éloigner à V infini, sa distance à une droite A tendant vei^s zéro; A est asymptote au bras considéré.
Prenons Taxe Oy parallèle à A (fig. 53) et remarquons, en vertu de la relation : MP.n MN sin 0, que MN tend vers zéro, en même temps que MP. Soient x^y^z, les coordonnées de M, réquation de la tangente est (§ i34) :
x(C(^.^) + ^/;,,+.-) + Yg/^.+...)+z(/;,.(ar..)+i/:^,. + ...)x Puisque MN a pour limite zéro, nous pouvons poser,
e étant une fonction de x et de y qui est nulle pour
:r — a, et - — o.
L'équation précédente devient alors, par application de la formule de Taylor,
les termes qui ne sont pas écrits renfermant tous le facteur s,
ou le facteur - , multiplié par des quantités qui ont une va-
leur finie. La position limite de la tangente considérée est donc une droite dont l'équation est :
ou, comme nous l'avons remarqué plus haut. Ainsi A est bien la limite des positions d'une tangente dont
le point de contact s'est «loigné à Tinfini ; A est donc, conformément à notre définition, une asymptote.
188. Théorème. Dans le cas généraly il y a deux bras de courbe asymptotes à une droite A, et ces deux bras sontdispom, de part et d'autre de A, aux extrémités opposées.
Supposons, comme tout à Theure, que A soit parallèle à Oy, puisque cette condition peut toujours être réalisée, par un changement d'axes, et prenons Téquation de la courbe sous la forme :
Dans le cas général que nous voulons examiner, celui qui correspond à Tabsence de relations entre les coefficients de réquation donnée, a est une racine simple de Téquation /; = o, et nous avons :
/;(a,2);2fo.
Posons :
/•, {X,Z)ZZ{X—%Z)?, [XyZ),
Nous avons aussi.
Ceci posé, écrivons l'équation (i) sous la forme suivante
Pourx = a, nous avons - =: o, et nous pouvons remarquer
que le premier membre n'admet qu'une seule racine nulle en -, puisquenous supposons ft{ixyZ)^o. Pour des valeurs de x voisines de a, le premier membre admet donc des valeurs réelles de-; car si, pour a; = a -H e, le premier membre admettait
pour -, une racine a + bi, a et ô étant des fonctions d'e, fonclions telles que Ton eut :
Lim a = o, et Liin 6 = 0, (ijour s = o); réquation(2) admettrait aussi la racine a—bi etl'on obtiendrait
deux racines nulles pour -, quand on suppose x ^ a. Ceci est
en contradiction avec Thypothèse.
Le raisonnement précédent conduit à une conclusion qui subsiste quand on donne à x des valeurs un peu supérieures, ou un peu inférieures à a. Il y a donc deux bras réels de la courbe dans le voisinage de A et de part et d'autre de cette tiroite; il nous reste à montrer qu'ils sont situés aux extrémités opposées de cette droite.
En effet, Tégalité (a) étant écrite sous la forme :
I _ (x — oLz) F,
Avant le passage par a, le signe du second membre est
celui de ^ — — ; quantité qui n'est ni nulle, ni infinie ; après le
passage, le second membre a, au contraire, le signe de
* ; ' ,. Ainsi, - a unevaleurpositive, avant le passage, et né-
gative après, ou inversement. Dans tous les cas, les deux bras de la courbe qui sont asymptotes à A, sont placés de pari et (Tautrey et aux extrémités opposées^ de celte droite.
Cette disposition est celle que l'on rencontre quand il n'y a pas de singularités dans la courbe au point à Tinfini considéré ; on peut la nommer la disposition normale. Elle subsiste quand on suppose que a est une racine, de multiplicité impaire, dç l'équation f^ = o, n'appartenant pas à l'équation /", = 0.
189. Théorème. Le nombre des bras de la courbe qui sont asymptotes à une droite A est toujours un nombre pair.
En effet, supposons que la racine a annule les fonctions /if/a» — /f-t» ™^*s non /). Pour a? z; a, il y a donc / valeurs
de - qui sont nulles ; pour ir=:x — silya aussi i valeurs de
- dans le voisinage de zéro et parmi elles t qui sont réelles et 2O qui sont imaginaires. On a donc :
Pour irma-l-eilya encore i valeurs de - voisines de zéro ; /' sont réelles, a6' sont imaginaires, et Ton a encore :
Ces égalités donnent :
Le nombre (t+f) des bras réels qui sont asymptotes à A est donc un nombre pair.
Nous avons supposé que A était une droite parallèle à Oy, condition à laquelle on peut toujours satisfaire, par un changement d'axes.
Exemples divers. Lorsque, pour a? = a, on trouve que l'équation proposée est vérifiée par la valeur :- =1 0, la
droite qui correspond à Téquation a? — a = 0, peut être asymptote à des bras réels de la courbe ; il peut aussi arriver qu'elle soit asymptote à des bras dont le nombre soit supérieur à 2 ; enfin, il est nécessaire pour le tracé de la courbe de fixer la disposition relative de Tasymptote et des différents bras qui aboutissent aux extrémités de cette droite.
Cette discussion est, dans certains . cas, assez délicate, comme nous le montrerons, tout à Theure, sur un exemple particulier. Mais quand Téquation de la courbe est résoluble par rapport à y, la position des bras se fixe, le plus souvent, sans difficulté.
Les équations suivantes, et les figures que nous avons placées en regard, montrent la disposition des courbes qui correspondent à ces équations, dans le voisinage et aux extrémités de la droite qui a pour équation : x — ^1 = 0.
, 1 — IX Pour.r=i, - r=:o; il n'v a aucun bras \^ V rAel asymptote à la droite (.r = j).
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140. Méthode §^énérale. — Appliisatlon li an exemple. Supposons maintenant, c'est le cas qui exige quelque attention et auquel nous avons fait allusion tout à l'heure,
que réquatîon proposée soit vérifiée par a: — a et - :r: o, et
qu'elle ne soit pas résoluble par rapport à y. Le problème qui se pose en pareil cas, est le suivant : i* déterminer le nombre des bras réels de la courbe qui sont asymptotes à la droite (.c rr a), 2* fixer la position de ces différents bras relativement à cette droite.
Soit : F (j:,y)=ro, l'équation cartésienne de la courbe proposée; en la coupant par la droite dont l'équation est xzz^-^t^
on peut chercher combien il y a de valeurs réelles de - dans
le voisinage de zéro, quand on suppose : Lim s = 0. Dans d'autres cas, on considérera la droite qui a pour équation : y = A ; on supposera h très grand, d'abord positif, puis négatif^ et on déterminera combien de valeurs réelles de x, voisines de a, vérifient l'équation donnée.
Prenons l'exemple suivant. Soit :
(i) a;*(i-ha?) + a;(i— a;)^ + (i-|-ar)^ = o.
réqaation de la courbe donnée, on propose d'étudier cette courbe, dans le voisinage de l'axe des y*
Désignons par e, une quantité variable, négative ou positive, et aussi petite que l'on voudra. Considérons la droite
qui a pour équation : a? =: s , et posons - zz U. A cette valeur e.
donnée à Xy correspondent trois valeurs de U, lesquelles sont racines de l'équation:
(2) U'+U^-iî-^-f-e* = o.
La réalité des racines de cette équation dépend du signe de la quantité V,
Dans cette formule, la quantité placée dans la parenthèse a pour limite -H 4, quand s tend vers zéro. Ainsi V a le même signe que celui de e.
Quand on suppose e > o, il y a donc une seule valeur réelle
pour-; et cette racine a un signe contraire à celui du
dernier terme -+-£*, est négative. Il y a, par conséquent, un seul bras de la courbe, situé à la droite de Taxe des y ; il est dirigé vers la partie inférieure.
Si Ton donne maintenant à e, une valeur négative, l'équation (2) a ses trois racines réelles et, comme elle présente deux variations ; elle admet donc deux racines positives et
JC/
une racine négative. Ainsi il y a, à gauche de Taxe des y, deux bras de courbe dirigés vers l'extrémité supérieure, et un troisième placé à l'extrémité inférieure. En résumé, la courbe, dans le voisinage de l'axe des>, a Taspect général indiqué par la figure ci-dessus.
i. Construire la courbe qui a pour équation:
t. Donner ta forme générale de la courbe qui çorres^jond à Véquation
^ — 'Z*'^ "^^ '^ "^"^ X "^ ••' "^ ^^^ï ir«'
Construire la courbe qui correspond à Véquation
X X — 1 wt;--2 X — S Uu pourra rdiiiarquer que celle équatiou peut s'écrire :
ou,
'IX — \\ 2X — ii
QUATORZIÈME LEljON
LES ASYMPTOTES (Saite).
Nous nous occuperons maintenant des asymptotes non parallèles à Taxe des y, des asymptotes quelconques^ comme on les appelle aussi, pour les distinguer des premières.
141. Théorème I. Les directions as^ymplotiques appartiennent au faisceau de droites qui coiTespondent à Véquation que Von obtient^ en égalant à zéro le groupe homogène formé par les termes du degré le plus élevé en x et en y.
Soii f{x,y,z)z:zo Téquation de la courbe proposée U; ordonnons la fonction entière ^ par rapport aux puissances croissantes de z et posons :
(i) f(x,y,z):s:o^^{x,y)-hz<f„^_^(x,y) + ... + z\z:zo.
Dans cette notation ç^(j:, y) désigne une fonction entière, homogène et du degré A. En particulier ©^ représente le groupe
homogène des termes du degré m en x et y, d'ailleurs la courbe étant supposée du degré m, on doit observer que ç^ n'est pas identiquement nul.
L'équation de la courbe donnée peut s'écrire :
Imaginons un point M, mobile sur U et s'éloignanl à rinfini dans une direction («,(3,) qui, nous le supposerons d'abord,
n'est pas celle de y. Alors, a n'est pas nul, la variable arbitraire x croit au delà de toute limite, et - a une valeur limite,
bien déterminée et non infinie, -. L'équation (a) étant toujours
vérifiée par les coordonnées du point mobile, on a, à la limite,
les directions asymptotiques sont donc des droites, partant de Torigine^ et faisant partie du faisceau qui correspond à Téquation :
Cette équation donne aussi la droite Oy quand elle est une direction asymptotique. En effet, si le polynôme ^^ [x^y) renferme le terme y"*, le coefficient de y"* est une constante, il n'y a pas de points s'éloignaut à Tinfini dans la direction Oy
{% i34). Si, au contraire, 9^ ne renferme pas de terme en y"*, il
peut y avoir des asymptotes parallèles à Oy, mais alors 0^
renferme le facteur x et l'axe Oy sera, dans ce cas, une direction asymptotique.
ËD résumé, dans tous les cas, les directions asymptotiques vérifient l'équation : ^^^^ [x^y) = o.
14S. Equation de Tasymptote. Nous supposons qu^un point M s'éloigne à l'infini, sur une courbe, dans une direction (a,g). Désignons par (iT, y, 2) les coordonnées de M, quand il est à distance finie, et remarquons qu'en vertu des identités:
identités déduites de (i), Téquation de la tangente au point
(x,y,z) est :
Divisons par x**^^ puis passons à la limite et multiplions réquation obtenue par a*"-* ; nous avons pour résultat :
(A) ^U^ , g) -h ^>;^y (a , ^) -h Zu^ (« , P) = o.
Cette droite (A) est toujours bien déterminée^ et à dislance finie, quand p.'r — <xy est un diviseur simple du polynôme ç^.
En eflfet, les deux dérivées partielles ç^^^ , çj^ ^ ne peuvent
s'annuler simultanément que si Px — ay est un diviseur multiple de 9^. (Alg. § 4o6).
Nous supposerons d'abord que ^ — ay soit un diviseur simple de 9^; c'est le cas général: mais nous reviendrons pluft tard sur les cas particuliers, qui peuvent se présenter dans celte recherche. Nous ferons observer encore que çj^^y
est nécessairement différent de zéro; car s'il était nul,
l'asymptote serait parallèle à l'axe des y, ce que nous ne
supposons pas.
Autre forme de l'équation de ra»ymptote
Puisque nous avons,
écrivons Téquation (A) sous la forme :
ou,
Y = cX -h 6/,
en posant :
czz '^ -, Lt az=. — ^^.
LES ASYMPTOTES m
La première de ces formules peut èlre simplifiée par la remarque suivante. f)n a :
De celle identilé, on. déduit, pour les valeurs particulières x— a, y := g, régalilé :
doù,
?mj,(a,^)
On a donc.
et comme Ton a aussi,
ou,
oa peut dire que le coefficient angulaire dune asymptote est une des racines de V équation obtenue en remplaçant x par i, el y par c, dans le groupe homogène des termes du degré m en x^yde r équation donnée,
La formule qui donne Fordonnée à Torigine de Fasymptole peut s'écrire, en divisant ses deux termes par a"*"*,
OU, puisque c = -,
dzr —
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Remarquons, d'ailleurs, que : calculer la dérivée partielle de Çm (^>y)» par rapport à y, pour y remplacer x par i et y par c, revient à prendre immédiatement la dérivée de 9^ (^ -^j par rapport à c ; nous avons donc, finalement,
rf zi — '- .
Cette formule donne pour rf, une valeur finie et toujours bien déterminée, quand c est une racine simple de Téquatioa
Application aux coniques. Considérons, en particulier, les courbes du second ordre. L'équation de ces courbes est :
f{x,y,z)zio en posant :
Les directions asymptotiques sont données par réquation :
(i) AV-|-2B"c + A = o;
qui a ses racines réelles, si Ton suppose AA' — B''* <o.
Faisons cette hypothèse, et appliquons les formules que nous venons d'établir; nous obtenons d abord :
BC-+-B
L'équation de Tasymptote est donc :
Bc-t-B'
OU
(«) — A'xc'-h c (AV — B'^ -hB)-h B"y + h' = o.
Entre les équations (i) et (2) éliminons c, nous obtenons le résultat suivant :
A' {Kx -I- B'y -I- B')* = (- Wx — k'y — B) [ (AA' — 28'*) y — AB^x-HAB — aB'B"].
En remarquant que la dernière parenthèse de cette égalité peut s*écrire sous la forme :
Kf'y - 2B7;, on obtient Téquation suivante :
A/-; + x'fx - ^by;;/^; = «.
Cette relation est vérifiée par les coordonnées x,yy d'un point quelconque pris sur l'une des asymptotes de la conique, elle est du second degré, elle représente donc l'ensemble de deux droites, asymptotes de cette courbe.
fif/i. Asymptotes rejetées A rinfinl. Reprenons l'équation (A), et supposons que nous ayons :
?m,x(«'3) = o, 9;;,y(a,&) -o, et (p^^ (a , ?) ;zf 0.
L'équation se réduit à 2 = 0 ; c'est la droite de l'infini. Si l'on suit, sur la courbe, le déplacement du point mobile, et les positions successives de la tangente en ce point, on voit que cette droite se déplace, en s'éloignant de plus en plus de l'origine mais en ayant une direction très voisine de celle de la droite qui a pour équation :
(1) go; — ayzro.
Cette remarque a une grande importance dans le tracé des courbes, et quand on rencontre une direction asymptotique multiple^ à laquelle correspond la droite de l'infini, on doit tourner la concavité du bras de courbe, correspondant, vers la droite (1).
145. Asymptotes Imaginaires. Directions isotro* pes. Lorsque l'équation
(0 ?m(^iy)-«J
admet la solution :
<x' et ^' n*étaat pas nuls en même temps^ on dit que cette solution constitue une direction asymplotique imaginaire. En adoptant ce langage, on voit que l'équation (i) ayant toujours m racines réelles, imaginaires ou coïncidentes, il y a m directions cisymptotiques dans une courbe du degré m. Mais il faut entendre que ces directions sont, comme les racines d'une équation, réelles, imaginaires ou coïncidentes.
Parmi les directions asymptotiques imaginaires, on distingue, tout particulièrement, celles qu'on nomme isotropes et qui correspondent à réqus^tion :
i^'* -+■ y* -+■ '^xy cos 6 — 0.
Nous montrerons ici, un exemple de l'intérêt qui s'attache à ces directions isotropes, en démontrant le théorème suivant.
14G. Théorème. Lorsqu'une courbe algébrique U, admet pour directions asymptotiques les directions isotropes ; elle passe par les ombilics du plan.
Les axes étant rectangulaires^ posons :
et considérons aussi un cercle quelconque dans le plan de la courbe^ cercle correspondant à l'équation :
L'équation de U étant mise sous la forme
Si nous cherchons les points communs au cercle et à la courbe, nous devons résoudre les équations (i) et (a), ou considérer Tune d'elles, avec la combinaison suivante :
Celte dernière se décompose en deux ; z zz o,qui représente la droite de Tinfini ; et une équation qui est seulement du degré (w — i). Par conséquent on obtiendra i[m — i) — 2m— 2 points communs, à distance finie, au lieu de 2 m. Deux points imaginaires parmi les points cherchés sont rejetés à Tinâni. Ainsi, la courbe U passe par les ombilics du plan, quand elle admet les directions isotropes. On peut dire aussi, si Ton préfère ce langage, que tout cercle pris dans le plan de la courbe ne la rencontre qu'en (2 m — 2) points à distance finie ; m désignant Tordre delà courbe.
ASYMPTOTES PARALLELES
L'équation (A) trouvée plus haut (g 142) de\ient identique quand on a simultanément.
C'est le cas particulier que nous allons examiner et qui constitue, au point de vue du tracé des tangentes, l'étude des points singuliers, rejetés à l'infini.
149. Principe. Lorsqu'un point M, dis coordonnées x, y, s'éloigne à Vinflni sur un bras de courbe, asymptote à une droite non parallèle à Oy et dont l'équation est :
y zncx-hdy on a:
cizlim-, et rfr=lim(y — ex), (pourxrroo).
On a, en effet, OQ étant l'abcisse commune des points M et
et.
De ces égalités, on conclut :
Xyy désignant, nous le rappelons, les coordonnées du point M situé sur la courbe AB. Supposons maintenant que ce point s'éloigne à l'infini en restant toujours sur AB ; le triangle rectangle MPM' donne,
MP = MM' sin PM'M, ou^
MPz=MM'sin(0 — a).
Fig. 64.
Dans celle relation 6 — a désigne un angle compris entre 0 et T., puisque l'asymptote n'est pas parallèle à Oy; sin(Ô— «) est donc un facteur différent de zéro et puisque lim MP zz o, pour a? = 00, on a aussi lim MM' z= o, pour a: zr ».
Ceci posé, la relation (i) étant écrite sous la forme :
y ^mv ^ d
XX X
on a d'abord.
c z= lim - , (pour x zz «).
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D'autre part, cette même relation (i), écrite ainsi :
dzzy^cx-h MM', donne, encore,
d zz lîm {y — cx)y (pour x =r »).
Ces deux remarques constituent le principe que nous voulions établir et qui est d'un usage constant dans la recherche des asymptotes. Nous l'appliquerons d'abord à la détermination des asymptotes parallèles dans les courbes algébriques ; nous montrerons ensuite son utilité dans les courbes dont les équations sont irrationnelles ou transcendantes.
148. Asymptotes parallèles. Soit (i) F(a:,2/) = o, l'équation d'une courbe U; posons, conformément à la notation précédente,
et, poura?— », on a lim - iz c, c étant une racine de Téqua
L'équation (i) peut s'écrire :
ura?— 00, on a ]-•** — lion :
ce résultat a été déjà obtenu, (§ i43). Posons maintenant :
x,y désignant les coordonnées d'un point M de U, on a : w('.c+ ^) + ^„_,(«.eH-i) H- ^pç„_,(i.c+i) +... + *, =--0,
ISS
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Le nombre considéré c, étant une des racines de Téquation ^^{i—c)zzo,on peut diviser celle relation par - et récrire :
Çm-2
Si Ton suppose que M s*éIoigne à Tinfini dans une direction qui n*est pas celle de Oy, - décroit au-delà de toute limite.
D'ailleurs, comme Ton a : 8 = y — ca?, et d z= lim (y — rx), on peut dire que la limite de 8 est d, pour a?zi ». Si Ton n'a pas, simultanément :
o'^{i,c)zzo, et ?^., («,r)rzn, on a, pour déterminer d, l'équation :
formule déjà trouvée {% i43).
Mais supposons, ce qui est le cas nouveau que nous voulons envisager, que Ton ait, simultanément.
réqnation (i) devient divisible par -, et peut s'écrire :
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et, si Ton n'a pas, simultanément.
o, ^^-'-zzo;
on voit que la limite de B est donnée par Téquation du second degré :
Dans le cas contraire, l'équation (2) est divisible par -
et le nombre d est Tune ou Tautre des racines de Téquation da troisième degré :
et* //* //
et, ainsi de suite.
fiflO. Disposition relative de la i»ranelie de eouriie et de rasymptote. Lorsqu'une droite A est asymptote à une courbe F, on doit, pour préciser le tracé de F, chercher quelle est la situation relative de la courbe et de Tasymptote. Cette disposition dépend du nombre et de la position des points communs à A et à F, elle dépend aussi du nombre et de la position des bras de la courbe qui sont asymptotes à A.
Il est quelquefois facile de déterminer les points de rencontre de A et de F; dans les cubiques, il y a un seul point commun à la courbe et à l'asymptote; dans les quartiques il
\m QUATORZIÈME LEÇON ;
y en a deux^ tout au plus ; par conséquent jusqu'aux courbai du cinquième degré, exclusivement, on peut déterminer la rencontre de la courbe et de son asymptote par des équations du premier ou du second degré.
Cherchons maintenant à déterminer la position du bras de la courbe relativement à l'asymptote; nous supposerons que la courbe est algébrique et nous examinerons seulement le cas où la direction asymptotique considérée est une direction simple; la courbe F, qui est du degré m, rencontre A, eni {m — 2) points, tout au plus ; si nous imaginons un mobile | parcourant A et s'éloignant à l'infini, après avoir traversé le dernier point commun à F et à A, ce mobile a constamment la courbe à sa droite, ou à sa gauche, et nous voulons indiquer comment on peut déterminer celle de ces deux positions qui doit être donnée à F et à A.
Nous conserverons les notations employées plus haut; nous désignerons par a?, y les coordonnées d'un point M pris sur la courbe F, coordonnées qui vérifient l'équation :
?m(iZ?,y)-+-?m-l(^,y)-4-?m-2(^,y)+ • • + ?o = O.
Nous poserons :
(1) ynca^ + S,
c étant le coefficient angulaire de la direction asymptotique considérée ; enfin nous représenterons par Y l'ordonnée de A, qui correspond à l'abcisse a?; Y se calcule par la formule :
(2) Y — CtT-j"^-
La méthode générale pour déterminer la position respective d'une courbe donnée et de son asymptote consiste à étudier le signe de la fonction e : »
pour de très grandes valeurs de x, La détermination de ce signe permet de fixer la position du bras de la courbe, et de
e tracer au-dessus, ou au-dessous de Tasymptole, suivant gne e est positif ou négatif.
On a :
Un calcul fait plus haut (§ i48), donne, après avoir remarqué que ?„ (i,c) =0,
On sait aussi que d est donné par la formule :
quand on suppose, comme nous Pavons fait, 9^7:^0. L'égalité (4) peut s'écrire, d'après cette remarque.
en posant :
D'ailleurs les égalités (1), (2) et (3), donnent
e iz 5 — d,
On a donc enfin :
£< + * î V + iu 1=0.
Quand x prend des valeurs croissantes au delà de toute limite, V a pour limite le nombre « :
En supposant v ;zf o le signe de e est bien déterminé, c'est celui de la quantité : —
Ainsi, dans le cas général, on pourra fixer la position relative de la courbe F, et de son asymptote A, en cherchant le signe du rapport :
En dehors de ce cas général, le problème qui vient de nous occuper offre le plus souvent quelques difficultés que Ton peut ordinairement surmonter par une discussion du signe de la fonction e, discussion dont la marche varie d'ailleurs avec les exemples particuliers que Ton peut rencontrer.
4. Vérifier que dam le cas où Von suppose A A' — B"^ = o, Vasymplotede la conique est rejHée à Fin fini.
5. Reconnailre que Vasymptofe du folium de Descartes^ courbe qui correspond à Viquaiion:
x^ -f- y" — 3flwcy =: o, a pour équation :
•. Construire les asymptotes de la cubique (fui a pour équation :
Ou trouve
y~o, x + y=zi, x + yziz—t.
4. L'asymptote réelle de la courbe qui correspond à l'équation :
x^-^y* ' x* — y*=zo, a pour équation :
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THEOREMES GENERAUX
H&O. Théorème 1* Le nombre des asymptotet (Tune courbe algébrique du degré m, est en général égal à m; il n'est jamais supérieur à m.
Comptons d'abord les asymptotes parallèles à y; si la plus
haute puissance de y est y**, le coefficient de y'* est une fonction entière tout au plus du degré m — p, qui donne (m — p) asymptotes, réelles, imaginaires ou coïncidentes, {$ i34}.
D*autre part la fonction <fm {x , y) ne peut renfermer y qu'à
la puissance p, tout au plus, puisque nous supposons que y^ est la plus haute puissance de ^, dans Téquation proposée. Quand on remplace x par i, y par c, dans cette fonction, pour déterminer les directions asymptotiques quelconques, on trouve donc une équation du degré p, seulement. Si la direction considérée est simple, il y a une asymptote correspondant à cette direction, et il n'y en a qu'une; si la direction est double; il peut y avoir et il y a, en général, deux asymptotes correspondant à cette direction; si elle est triple, il y en a, généralement, trois, et il n'y en a que trois ; et ainsi de suite. Dans tous les cas, le nombre des asymptotes quelconques est égal, ou inférieur, à p*
En rapprochant les deux conclusions qui précèdent, on voit, finalement, que le nombre total des asymptotes est tout au plus égal à (m — p) -hp, c'est-à-dire, tout au plus égal à m.
151. Théorème H. Une parallèle à une direction ast/mptotique d'une courbe du degré m, ne rencontre cette courbe qu'en {m — i)pointSy à distance finie.
Soit a, 3 la direction asymptotique ; Téquation de la courbe peut s'écrire, avec les notations que nous avons adoptées,
V désignant un polynôme entier et homogène en a; et y du degré [m — i). Cherchons Fintersection de cette courbe (i) avec la droite qui a pour équation :
;u) '^x— xy — \z — o,
A étant un paramètre arbitraire. Une combinaison évidente des équations (2) et (1) permet de remplacer celle-ci parla suivante, qui est du degré (m — 1) seulement, en x et y.
Un des points cherchés appartient à la droite de Tinâni ;: = 0 ; et il y a, tout au plus, {^m — 1) points à distance finie.
15S. Théorème 111. Une asymptote de direction simple^ dam une courbe du degré m, la renconlrCy tout au plus, en [m — 2) poiyits à distance finie ; plus généralement , si ^asymptote considérée correspond à une direction asymptotique de multiplicité h y elle ne peut avoir que {m — h — 1) points commuîis avec la courbe, à distance finie.
Les solutions communes aux équations :
y=zcx-hdf ?m {x^y) -f- ?m-i (x , y) + ... -+- Ço r: 0 ;
peuvent se déterminer, par un calcul déjà présenté {$ i48)» moyen de Téquation :
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Si la dircclion asymptoiique est simple, cette équation est divisible par —, et, en général, ne Test pas par une puissance
de ~ , supérieure à 2 ; c'est le cas ordinaire, deux points d'inox
tersecUon sont rejetés à Tinfini.
Si Tasymptote considérée correspond à une direction asymptotique de multiplicité ^, il y a A asymptotes, réelles, imaginaires ou coïncidentes, parallèles à cette direction et Téqua-
-] .En effet,
tous les coefficients des termes en — , — 1 , ... "-rzï > et le terme
XX X
tout connu (p^(i ,c), sont nuls, par hypothèse; de plus, l'ordonnée à l'origine de Tasymptote se détermine par 1 equa.tion :
dont le premier membre est précisément le coefficient de (-) . il y a donc bien (A-+- 1) valeurs de - nulles ; h-hi points sont rejetés à Tintini.
I&3. Théorème WW. Une parallèle à une asymptote ^3 coiTespondant à une direction asymptotique de multiplicité h, rencontre la courbe en {m — h) points^ tout aupluSy à distance finie.
Dans le calcul précédent remplaçons e/par X, ce qui revient à chercher Tintersection de la courbe avec une droite quel-
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conque, parallèle à Tasymptote A. Dans l'équation (i) tous les termes disparaissent jusqu'au terme en — exclusivement;
il y a donc A racines nulles en - , c'est-à-dire h points rejetés
à l'infini.
1&^ Exprimer qa'one droite est asymptote d*aoe eouriie algébrique. — Théorème V. Pour qu'une droite, non parallèle à Vaxe des y soit asymptote d'une courbe algébriquCy il suffit qu'elle satisfasse aux deux conditions suivantes :
1" Son coefficient angulaire doit être une racine simple de réquation ©m (i , c) ir o.
2* Elle doit rencontrer la courbe, supposée du degré m, en (m — 2) points, tout auplusy à distance finie.
En effet, soit : y z=, ax-^b Téquation de la droite proposée ; en cherchant son intersection avec la courbe et en exprimant que deux des points sont rejetés à Tinfini, on a :
D'ailleurs, a est une racine simple de Téquation (1); par
conséquent ?'m,a n'est pas nul et si Ton cherche l'asymptote qui correspond à la direction asymptotique a, la quantité que, dans cette théorie, nous avons désignée par d, sera donnée par réquation
En comparant (2) et (3), on voit que dzzb. L'asymptote est donc la droite donnée.
Remarque. En appliquant la propriété précédente, il faut bien remarquer que l'hypolhèse que la droite a deux points communs avec la courbe, rejetés à Vinfini est une condition néeessaire, mais non une condition saffisante, et Ton doit s'assurer, d'abord, que la direction de la droite est une direction asymptotique simple,
DeL. ToîiElI- »^
1&&. Théorème ¥1. Lorsque Véquation d'une courbe se présente sous la forme :
/m-â {x, y) désignant une fonction entière du degré (m — 2), tout au plus; P,,P„ ... P^, représentant des fonctions linéaires d'x et d'y :
i'^ Les droites qui ont pour équation, respectivement y
(a) P,z:o, P. = o,...P,,,no
sont les m asymptotes de la courbe, quand elles sont deux à detix concourantes;
20 Si parmi ces droites il y en a quelqu'une qui ne soit parallèle à aucune des autres, elle est une asymptote de la courbe.
3° Réclproquemeni, si une courbe admet pour asymptotes les m droites (2), supposées deux à deux concourantes , son équation peut toujours être mise som la forme (1).
i^ Si nous cherchons d'abord Tintersection de la droite P, iro, avec la courbe (1), cette intersection est déterminée par la résolution des deux équations :
il y a donc deux points rejetés à l'infini. D'ailleurs, en posant :
on voit que l'on a :
les droites P n'étant pas deux à deux parallèles, e,, ... c^ sont
des racines simples de réquaUon^^(i,c) = 0. Le théorème
établi au paragraphe précédent prouve donc que la droite qui a pour équation P, = o, est une asymptote de la courbe ; et les m asymptotes sont, dans ce cas, les droites (2). s<^ Si une droite (P, =0) a un coefficient angulaire c,, différant
des aulres coefficients t'o;^,, ... e,,p le même raisonnement
prouve que cette droite esl une des asymptotes.
y* Ënfin^ si l'on suppose que les droites, ngn parallèles à Taxe des y, et deux à deux concourantes, qui correspondent aux équations :
soient les m asymptotes d'une courbe, du degré m^ ayant pour équation : U m o , on peut écrire celle-ci sous la forme :
f^_^ désignant une fonction entière d'à; et d'y, du degré tn — 2.
En effet, puisque les directions asymptotiques sont celles des droites qui ont, respectivement, pour équation :
y — CiiC — o, y — c,a; zz u, ... y — c^^o?— o;
l'équation proposée possède un terme en y"*, et, après avoir divisé celle-ci par le coefficient de ce terme, on a :
D'autre part, on peut écrire :
Posons, conformément à la notation ordinaire :
U-P,P, ...P„=:,j;^(a;,y: + ^i,^_j(a;,y)-f (J;^_2(j;,y)+...-h(^o. L'identité (a) donne,
P) ?m(^>y)=(y— <'i^)-(y— '^«^)+<^m("^>y)■ E^ comparant les identités (i] et (3) on voit que :
On a donc, déjà,
el nous allons reconnaître que ^^ .j est aussi identiquement
nul.
Posons :
et cherchons Tintersertion de la courbe avec la droite qui a pour équation y r: CjO; -f- dj ; il y a deux points rejelés
à l'infini, et, dans (a') le terme en a;*""** doit disparaître, quand on remplace y par c, a; +- c?, .
L*équation :
devant se réduire au degré [m — i), tout au plus, on a :
A* -+ A^c-, -h . . . -f- A„^c,"'"' - o. Mais alors on peut dire que Téquation :
A, 4- Ajj H- ... + A^2"*"* — o ,
qui est du degré (m — i), admet m racines différentes- ^i> ^2 9 ••• ^m* '^'^^ ^^^ ^^'^^ identiquement nulle et Ton a :
A, =10, AjU^ro, ...A^no;
Ainsi (j;^.^ est identiquement nul et Tidentité (2') peut s'écrire:
(2O lî=:P,P,...P„, + •K-2(^^y)-+---^'>-
La propriété énoncée est donc démontrée.
l&G. Théorème Tll. Lorsque V équation dune courbe F, peut se mettre sous la forme :
UV — W zz 0,
U, V,W étant des fonctions entières d'à; et d'y, le degré de F une des fonctions U, ou V, étant supérieur à celui de W, les asymptotes de F, qui correspondent à des directions asymptotiques
simples^ s'obtiennent en cherchant les asymptotes des deux
coxtrbes f^ et^ qui ont pour équation, respectivement, U z= o etV=:o.
Soit h,h',h%les degrés respectifs des fonctions U , V et W, el m celui de F. Nous ferons d'abord remarquer que Ton a A + A'rr m: nous avons aussi, diaprés les hypothèses que nous avons faites,
par suite,
ou, enfin,
Ceci posé, soi%yzzax-hb Téquation d'une asymptote A, de ? : a est évidemment le coefficient angulaire d*une direction asymptotique de F, puisque {y — ax) est un des diviseurs de la fonction que nous avons désignée, dans cette Ihéorie des asymptotes, par ç^ (a?, y). Nous supposons d'ailleurs que a est une racine simple de l'équation ç^(i , c) zr o, ce qui exige, il importe de l'observer, non seulement que a soit une direction asymptotique simple dans 9, mais aussi qu'elle ne &sse pas partie des directions asymptotiques de ^.
Dans ces conditions, si Ton cherche l'intersection de F et de ^, U devient, après la substitution dey, une fonction entière de X, du degré A — a , tout au plus ; le produit U V donne donc une fonction d'à? du degré h+h* — 2zzm — 2; et comme h" est lui-môme inférieur ou tout au plus égal à m — 2 , deux points communs à A et à F sont rejetés à l'infini; si l'on ajoute que a est une direction asymptotique simple de F, on voit, finalement, que A est une asymptote de F.
t&9. Théorème TIII. Lorsque V équation (tune courbe F, peut se mettre sous la forme U — V :=: o, U étant du degré w, et V du degré w — 2, tout au pb(s, toute asymptote A, de la
courbe qui a pour équation U n o, et qui correspond à une direction asymptotique simple ^ est une asymptote de F.
Cette propriété est la conséquence immédiate de cette remarque : que A a, avec F, deux points communs à Tinfini; sa direction étant, d'ailleurs, une direction asymptotique simple.
1S8« Courbes irrationnelles et transcendantes.
La méthode la plus générale que Ton puisse indiquer pour déterminer les asymptotes dans les courbes qui correspondent à des équations irrationnelles, ou transcendantes, est la suivante.
On cherche d'abord la limite de -, pour xizos; supposons
que Ton trouve un nombre c: alors c est le coefficient angulaire d'une direction asymptotique. Après avoir déterminé cette direction, on cherche la limite de {y— ex), pour x=zac; et si Ton trouve que cette limite est un nombre d, la droite qui a pour équation :
y— ex — cf iz 0 ,
est, en général, une asymptote de la courbe.
Premier exemple. Soit une courbe F, ayant pour équation :
y zz ax + b
U et V étant deux fonctions entières de Xy et le degré de U étant supérieur de deux unités à celui de V. Divisons U par V, et posons :
R étant une fonction entière de x, d'un degré moindre que celui de V.
Si l'on considère le bras de courbe, bien défini, qui correspond à réquation :
yr: ax -f- 6 4- y/a:' -^ ipx + §' + -,
lorsqu'on donne k x de très grandes valeurs positives, et si Ton applique la méthode indiquée tout à Theure, on voit que:
est réquation d'une droite asymptote au bras de courbe considéré.
Il est facile de le vérifier en remarquant que :
Y— yzzx-^p—\x^-h W^-hq-h — .
expression qu'on peut encore écrire, par une transformation évidente,
^-^P + ^x-h2px + g-h^^
Quand on donne kxde très grandes valeurs positives, on trouve bien : Lim (Y —y) — o.
Se<N»nd exemple. On propose de trouver les asymptotes de la courbe qui correspondu réquation transcendante:
, sîna?
Il y a une asymptote non parallèle à Oy, c'est la première bisseclrice, droite dont l'équation est :
yzzx;
elle se détermine immédiatement par la méthode indiquée. Il y a une seconde asymptote qui est TaxeOy; cette droite se trouve, en remarquant que l'équation proposée peut s'écrire :
sin X sin x
Pour x = o, ^ a pour valeur Punité ; et la fraction — r-
tend vers Tinfini.
1&9. Asymptotes curvilignes. Lorsque deux courbes /* et F sont telles que la différence des ordonnées y et Y, qui correspondent à une même abcisse Xy tende vers zéro, quand X croit au delà de toute limite, on dit que ces deux courbes sont asymptotes Tune à l'autre.
L*axe des y ayant une direction arbitraire, on voit que deux courbes sont mutuellement asymptotes lorsque la corde interceptée entre deux bras de ces courbes, tend vers zéro, quand la corde s^éloigne indéfiniment.
Le théorème que nous allons établir permet de trouver une asymptote curviligne dans un assez grand nombre de cas.
leo. Théorème IX. Lorsque F équation (Tune courbe /*, peut se mettre sous la forme :
( 1 ) yP=:\]-h—y {p nombre impair),
U, V, W étant des fonctions enUères de x et le degré de V étant moindre que celui de W, la courbe F qui correspond à l'équation
(a) YP-U,
et la courbe f sont mutuellement asymptotes.
Donnons à x une très grande valeur positive ; — a pour
W limite zéro, et le signe de U -h — est le même que celui du
premier terme de U, polynôme que nous supposons ordonné par rapport aux puissances décroissantes de x. Dans tous les cas, à cette valeur de x correspond une valeur réelle et bien déterminée pour y et Y. Quand x varie et croit au delà de toute limite, on a, dans F un bras de courbe, dans fixn autre bras, et nous allons reconnaître qu'ils sont asymptotes, Tan à Taulre.
Les équations (i) et (2) donnent, en effet,
ou,
(3) (y-Y)(2/'"* + y'^-Y4-...-hY''-*)=zl
Pour de très grandes valeurs de a?, y et Y ont le même signe, celui du premier terme de U^ comme nous Favons remarqué tout à l'heure. Le polynôme :
est donc composé de termes qui ont tous le même signe, et chacun de ces termes croit au delà de toute limite, si U est une fonction de x, ce que nous supposons. Le second membre de régalité (3) tendant vers zéro, le facteur y — Y, du second membre, tend lui-même, à fortiori, vers zéro.
Cette conclusion subsiste, quand U est une constante ; mais alors Tasymptote, fournie par cette méthode, est une asymptote rectiligne parallèle à l'axe des x.
Nous ferons encore remarquer que dans l'hypothèse où p^i, et où U est une fonction du premier degré en Xy on obtient ainsi une asymptote rectiligne de la courbe.
Par exemple, si Téquation proposée est :
, ^ ax'-hbx
x — % En effectuant la division de ax* H- hx i-c, par a? + a; on a :
y — dx 4- aa 4- 0 H .
Les équations des asymptotes de la conique (1) sont donc :
X zz % , y — aa?-f-aaH-ô.
161. Remarque. Le raisonnement que nous avons fait dans le paragraphe précédent pour démontrer que les courbes
/ et F étaient mutuellement asymptotes, ne suppose pas que
— soit le quolient de deux fonctions entières de a:, mais seu-
lement que Ton ait Lim — no, pour x == œ. Cette remarque
permet de trouver des asymptotes curvilignes, dans un grand nombre de courbes irrationnelles, etnous aurons occasion de rappliquer, dans la suite, quand nous nous occuperons de la construction des courbes.
f . Démontrer que l'équaiion (§ i55}:
est r équation générale des courbes du degré m, ayant pour asymptotes Us droites P, droites qui sont^ deux à deux, concourantes.
On remarque que nombre des termes d'une équation du degré m est
(w + i)(w+a) „ , ^ (m+OCm-fa) m^-^'im
^ ^ ^^ ' ^ ; elle renferme donc ^ — î— — i = parame-
très variables. Le nombre des conditions données est 2m, chaque asymptote représentant une condition double. L'équation (1), pour être réquation
générale, doit renfermer : ■ 2m =z . La fonction / « (^ »y^
renferme précisément ce nombre de paramètres arbitraires et indépendants. S. Déterminer l'asymptote rectiligne de la courbe qui a pour équation :
On cherche d'abord la limite de^ct on trouve, c=a+«; on détermine,
ensuite, la limite de :y ^ oo;- ajr. On remarque alors que la difficulté porte sur la détermination de l'expression :
u zz Êj/x^^V + Ax^'' 4- . .. — x, pour X =r 00 ,
On pose :
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et l'on doit chercher niera la valeur do l'expressioD :
u— — ,pourX = o.
Si Ton ne veut pas appliquer la règle de T Hôpital, on remarquera que l'oQ a :
^l/i-f-AX-h... = i-\ X-hsX
e tendant vers zéro en même temps que X (*}. La valeur cherchée est donc — —, et réquatlon de Tasymptote est :
y:=:{a-hx)x-{'b-\ .
S. Construire la courbe dont l'équation est :
y zz yjx'' — '^X* -f- 2
en i'aidant des paraboles asymptotes.
On trouve que les deox paraboles qui correspondent aux équations :
sont des asymptotes curvilignes de la courbe proposée. 4. Construire la courbe qui a pour équation :
Cette courbe a une asymptote rectiligne, Taxe des y, et une parabole as?mptote Çï=x*),
S. On donne V équation :
trouver l'asymptote delà courbe qui correspond à cette équation y les signes des radicaux étant explicites.
i, Voyei, pour ce point, une note (Leç. 38), (g 3M^. ^
1 B19. DéfinlÉionsu Un point M placé sur une courbe F, du degré m, est un point simple de cette courbe lorsque les transversales tournant autour de M rencontrent, généralement, F en (w — i) autres points, réels ou imaginaires. Dans le cas contraire, le point M est un point multiple; et nous dirons qu*il est de multiplicité h, lorsque il y a À points communs à Tune quelconque de ces transversales et à la courbe. Un point d'une courbe peut être singulier sans être un point multiple et la singularité d'un point peut être absolue ou relative. Ainsi les points pour lesquels l'ordonnée passe par une valeur maxima et minima, offrent une singularité, mais une singularité relative, parce qu'elle cesse d'exister quand on change les axes de coordonnées, droites qui ne sont pas, nécessairement, des directions remarquables de la courbe. Au contraire : les points de rencontre d'une courbe avec ses axes de symétrie, les sommets de la courbe; ou, encore, les points d'inflexion que nous allons définir dans cette leçon, sont des points remarquables, dans le sens absolu de ce mot, quoiqu'ils ne soient pas, en général, des points multiples.
1G3. Théorème. Lorsque[oLy P, y) représente une soin* tion de Véqtiation homogène :
le point M, qui a pour coordonnées «, P, y> ^*^ ^^ poi»/ simple de la courbe F qui correspond à cette équation^ si Fon n'a pas, à la foiSj
au contraire j c'est un point multiple y si ces relations se trouvent vérifiées.
Menons par le point M une transversale A et prenons sur elle un point P, dont les coordonnées soient {x^yy^yZ^); soient aussi {Xyt/yZ) les coordonnées d'un point commun à F et à A ; nous avons alors :
a + Xx, g + Xy, YH->v3, • avec la condition :
/*(aH->^,, g4->.y,,Y l-A3:,)r:o.
En développant le premier membre par la formule de Taylor, et en remarquant que /"(a , P , y) est nul, on a :
C*est une équation du degré m, en X, qui a une racine DuUe et qui n'en admet pas d'autre, si Ton n'a pas :
du moins pour des valeurs arbitraires des paramètres x^ et y^. Le point M, en résumé, est donc un point multiple, ou un point simple, suivant que ces conditions sont, ou ne sont pas, vérifiées.
lB4t. Théorème. Lorsqu'on transporte^ parallèlement à eux-mêmes, les axes des coordonnées, la nouvelle origine étant un point simple d^une courbe F, i° les termes du premier degré ne disparaissent pas toits les deux; a"" la tangente à V, en ce point, s'obtient en égalant à zéro r ensemble des termes du premier degré.
Remarquons, d'abord, que la constante disparait quand on transporte les axes en un point 0 d'une courbe F ; mais non
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les termes du premier degré : la raison en est que, si ces termes disparaissaient, toute droite A passant par 0 rencontrerait F en deux points confondus avec 0 ; ce qui n'est pas possible, 0 étant un point simple. L'équation de F, dans le nouveau système, sera donc :
f (x,y,z) - ç,„ -+- ^5^^, -h . . -h (p,s'"'"' - o, en posant :
les coefficients ayby n'étant pas nuls à la fois.
En prenant les dérivées partielles par rapport à a;, y et z^ puis en faisant : â: := <>, et y = o, on voit que Téquation de la ta]:)gente se réduit à :
aX -h b\ pz o, ou à,
Tl — "•
1G4 bis. Points dUnflesLion. Supposons : i"" que les dérivées premières ne soie)itpas toutes nulles ; pour a; z= a, y— 3? j=YÎ *** que toutes les dérivées secondes /*'^„ /"''„ /"' , soient
nulles, mais non toutes les dérivées troisièmes ; le point (a,P,Y) est dit un point d'inflexion delà courbe, et la tangente en ce point est appelée tangente inflexionnelle.
Il résulte de Thypothèse que nous venons de faire qu'en cherchant l'intersection de la tangente inflexionnelle avec la courbe donnée, l'équation en X est seulement du degré tn — 3; il y a donc trois points communs à la courbe et à la tangente inflexionnelle. Cette propriété caractérise le point d'inQexion, quand le point considéré est un point simple de la courbe.
1G&. Théorème. La tangente inflexionnelle travef'se la courbe.
Lorsqu'un point supposé mobile décrit une courbe et part d'une position initiale M, il peut prendre deux directions différentes ; et, suivant que l'on considère l'un ou l'autre de ces
deux mouvements, on obtient deux bras qui> comme nous le verrons tout à Theure^ en éludiant la concavité et la convexité, sont placés, ordinairement, du même côté par rapport à la tangente. Mais, dans le cas du point d*inflexion, nous allons montrer que ces deux bras sont situés de côlés différents.
Prenons, pour axe des x^ la tangente inflexionnelle, Taxe des y étant d'ailleurs une droite quelconque, passant par le point d'inflexion.
D'après ce que nous avons vu tout à Theure, Téquation de la courbe considérée F, dans ce système d'axes, est :
ç, = o est réqualion de la tangente en 0 à F; on a donc 9j56y, avec la condition ô;^o. On peut supposer, par conséquent, que réquation (i) a été divisée par b et comme droite y =i o doit rencontrer F en trois points coïncidant avec Torigine, on voit aussi : i"" que le terme en a;* ne doit pas exister dans ç„ 2^^ que le terme en x* doit figurer dans 9,.
Fig 65.
D'après ces diverses remarques, on peut donc écrire réquation (1) sous la forme :
r« + ?r,-i + - + (Aa^'+ -) + (^wa:y+ ny*) + y - 0, (A;zf «)
Cette égalilé donne la suivante :
(2) y(n-£)-a;MA + 0
e et e' étant des fonctions entières d'à; et d'y, qui s'annulent, quand on suppose : a? rr o et y i= o.
Coupons F par des parallèles voisines de Taxe des y, {x=zh), et remarquons que, pour des valeurs positives ou négatives de A, il y a une rencontre réelle de F et de cette sécante, dans le voisinage de Torigine, parce que, pour a; — o, une seule valeur de y tend vers zéro. Cette valeur, d'après l'égalité (2) a le signe de Aco^, elle change donc de signe, en même temps que x; les deux bras de la courbe, dans le voisinage du point d'inflexion, sont donc placés de part et d autre de la tangente.
IBB. Concavité et eonveadté. Nous supposerons que l'ordonnée est une fonction explicite, continue, et bien déterminée de Tabcisse. Soit :
réquation de la courbe F que nous allons considérer. Prenons sur F un point M, que nous supposons être un point simple de celte courbe. L'équation (1) prouve que la tangente A, en ce point M, n'est pas parallèle à Oy et, dans ces conditions, nous nous proposons de déterminer de quel côté de la droite A sont placés les deux bras de courbe qui aboutissent au point M.
L'étude de la courbe, dans le voisinage de M, se fait par la discussion du signe de la différence des ordonnées de F et de A, ordonnées correspondant à la même abcisse; la valeur de celle-ci étant voisine de celle de l'abcisse x^ du point M.
Posons :
OP-iC„ MP--:y. ; réquation de A est :
Donnons à a? la valeur j?,+ A, rordonnée correspondante de 1 est fournie par régalité :
SP' - y, -h hr (X.) = /-(x.) -h hr (X,). D autre part, ona, par une formule connue, (Alg. § 297)
SM
r(^i-hôA).
Supposons d'abord que nous ayons r (^1) ;2^ » ; alors, pour des valeurs de h suffisamment petites, et variables, r [x^ -4-ÔA) aie même signe que r{x^. Si nous avons /^ (j?,) > o, les
Fig. 66.
deux bras de courbe sont disposés comme l'indique le trait plein de la figure. Le trait ponctué correspond, au contraire, à l'hypothèse r (^1) < ®- ^^^^ l© premier cas on dit que la courbe tourne sa concavité vers la direction positive de Taxe des y ; dans la seconde hypothèse elle tourne sa convexité vers cette direction,
DbL. TombII. i4
Il nous reste à examiner le cas particulier où Ton a f{x^)zzo et nous allons reconnaître, qu'en général, la courbe présente alors, au point considéré M, une in&exion.
En effet, dans le cas général, f" (J^,) s'annule en changeant de signe ; en passant du négatif au positif, ou inversement. Le raisonnement que nous avons fait tout à l'heure prouve, qu'avant le passage par la valeur or,, l'ordonnée de la courbe est plus petite que celle de la tangente et, qu'au contraire, après le passage, l'ordonnée de la courbe est plus grande que celle de la tangente ; ou inversement. Dans tous les cas les deux bras de courbe doivent être placés de part et d'autre de la tangente et la courbe présente, comme l'indique la (igure, une inflexion.
FJg. 67.
Ainsi les points d'inflexion s'obtiennent en cherchant les solutions communes aux deux équations y zz f(x) , r[x) :=. o. On doit observer que la réciproque n'est pas exacte, et que, à toute solution de ces deux équations, ne correspond pas, nécessairement, un point d'inflexion.
Dans le cas où f{x) représente une fonction entière, on vérifie facilement les résultats précédents en transportant l'origine au point M et en remarquant que la tangente s'obtient en égalant à zéro l'ensemble des termes du premier degré.
IBlf. Hessien des pointe d*inllexion« Les points d'inflexion, dans le cas des fonctions implidtes, se déterminent au moyen d'un déterminant symétrique du troisième ordre que nous allons calculer.
Soit:
f{x , y) - (I, réquation de la courbe proposée. On a d'abord :
rx{'^,y)-\'y ry{x.y)zzo.
PUIS
r^^y'Cy+y' {f:,-^y' r,^)-^y n=».
Aux points d'inflexion, on a y" = o. Par conséquent, Tégalité précédente peut être simplifiée et devient :
et comme Ton a :
'^y'flj + y'Yy^ - *s
les points d'inflexion ont des coordonnées qui vérifient les deux équations :
r{x,y)z:zi^,
C'est cette dernière relation que nous allons transformer. Remarquons, d*abord, que cette relation peut s'écrire :
t X* ' xy * X
W/ fW w
f ay I y* ly
déterminant qu'on obtient en égalant à zéro le discriminant de la forme quadratique :
xy:. + yy;. h- '^wtL -^ 2XZ/; + aYz/-:.
xy
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Prenons maintenant, pour plus de symétrie dans le calcul, réquation de la courbe sous la forme homogène :
de telle sorte que Ton ait :
/^(x,y)=:9(a?,y,2), (pour^zri)
Le théorème d'Euler donne :
L'égalité (1) peut s'écrire, en supposant zzz t,
Multiplions la première colonne par — o;, la deuxième par -ry et la troisième par (m— 1), puis ajoutons, à cette dernière, la somme des deux autres; nous obtenons, en tenant
compte des identités (i),
9x* 9xy
9xy ?y«
— ^?x— yçi
Le point {Xyy^z) étant sur la courbe, on a :
9(a;,y,2)=io.
D'ailleurs Tidentilé d'Ëuler :
prouve, qu'au point considéré, on a :
Le déterminant (3) devient, d'après celte remarque,
If
Multiplions^ enfin, la première ligne par — a?, la deuxième par —y et ajoutons-les à la troisième, après avoir multiplié celle-ci par (m — i), nous avons :
zz o.
C'est le hessien des points d'inflexion. Ce déterminant a surtout un intérêt théorique ; il est du degré 3 (m — 2) et prouve, entre autres choses, que le nombre des points dinflexion cTune courbe du degré m, est tout au plus égal à 3m (m — a).
tus. Remarque. Dans le cas où le point M, considéré sur la courbe, est un point simple offrant cette particularité relative, que la tangente en ce point est une droite parallèle à Taxe desy, droite correspondant à l'équation a;=A ; la position des deux bras de courbe en M se trouve ordinairement sans difficulté, en cherchant les valeurs réelles de y qui correspondent aux valeurs hzti, données à x.
Par exemple, dans la lemniscate qui correspond à l'équation:
on trouve au point Xo = a, yo = v/^ une tangente parallèle à râxe des y. On voit immédiatement que les deux bras de la courbe sont placés à la gauche de cette tangente. On vérifie aussi, facilement, que l'équation y'^ z: o a pour racine xzzi.
et il y a une inflexion, au point a? = i , y =: ", sur le bras de courbe qui correspond à Téquation :
les signes étant explicites.
189, Définitions. Lorsque deux bras réels de courbe 8e coupent mutuellement en un point M, on dit que ce point est un ncetid de la courbe (fig. A).
Lorsqu'un point est multiple, conformément à la définition donnée précédemment (§ 162), s'il n'y a pas de points de la courbe dans son voisinage on dit que le point est isolé.
Un point de rebroussement est celui d'où partent, dans la même direction, deux bras de la courbe ; on distingue deux espèces de rebroussements, suivant que les deux bras de courbe sont situés du même côté par rapport à la tangente, ou de côtés différents. Celui-ci est le rebroussement de première espèce (fig. B), l'autre constitue un rebroussement de seconde espèce (fig. C).
Fig. 68.
Enfin, on rencontre dans les points doubles, les seuls que nous voulions discuter ici, deux autres espèces de points, lesquels sont formés par deux branches ayant la même tangente; si les deux branches sont de côtés différents, on dit qu'il y a osculation (fig. D) ; il y a embrassement lorsque les deux branches sont du même côté (fig. E).
Lorsque Tune des branches passant au point double présente une inflexion, on a un point double, à simple inflexion; si les deux branches se croisent en présentant, Tune et Tautre, une inflexion au point commun, on est alors en présence (Tun point double ^ à double inflexion.
On appelle point d' arrêta celui d'où part un seul bras de courbe; \e point anguleux est celui d^où partent deux bras de courbe, dans des directions différentes. Nous démontrerons d'abord qu'il n'y a, dans les courbes algébriques, ni point d*arrèt, ni point anguleux.
t90« Théorème. Il n'y a pas de point d"" arrêt dans les courbes algébriques.
Soit une courbe AB présentant, au point A, un point d'arrêt. Prenons pour axe des x une droite passant par A et soit fix^y) z: o l'équation de la courbe A proposée.
Fig. (H).
Transformons cette courbe par les formules :
A un bras AB, correspond un bras de courbe A'B' asymptote à la droite A, qui a pour équation :x^0\. S'il n'y avait qu'un
bras de courbe partant de A, il n*y aurait qu'un bras de la courbe transformée^ asymptote à A. Mais si fix^y) est une
forme algébrique, l'équation /*( X, - j — o est algébrique et la
courbe qu'elle représente ne peut avoir un bras unique, asymptote à A.
Plus généralement, il ne peut y avoir un nombre impair de bras, partant du même point.
1 VI. Théorème. // ny a pas de point anguleux dans les courbes algébriques.
Soit 0 un point d'où partent deux bras de courbe, dans des directions différentes; prenons pour axes les tangentes ox, oy aux deux bras^ et transformons la courbe proposée, par les formules :
x = X , Xy -h y' = ixY.
y' désignant la dérivée de y par rapport à x. Ces formules de transformation, font correspondre, à une courbe algébrique, une autre courbe algébrique.
Fig. 70.
A la courbe of correspond un bras de courbe o? passant
par rorigine, y' ayant pour limite zéro quand le point se déplace sur of, pour aboutir au point o. Au contraire y' croit au delà de toute limite pour le mobile qui arrive à Torigine en parcourant oF, et le bras oF se transforme en un bras $ asymptote à oy.
On déduit de là que le nombre des bras de la courbe transformée qui partent de l'origine serait impair, et nous avons reconnu qu'il n'en pouvait être ainsi dans les courbes algébriques.
LMmpossibilité du point anguleux apparaît encore en observant que la courbe transformée aurait un nombre impair de bras asymptotes à Taxe des y.
Il y a pourtant objection à la conclusion précédente si Ton suppose deux, ou un nombre pair^ de points anguleux disposés sur oyy et ayant chacun un de leurs bras tangent à cet axe. Pour lever celte objection, si improbable que paraisse sa réalisation, il suffit d^effectuer, sur la courbe donnée, rapportée aux tangentes d'un des points anguleux, une première transformation, par les formules :
.en Y, yYzzi.
Les bras du point anguleux considéré deviennent deux bras asymptotes à l'axe des y; les points anguleux restent des points anguleux (^); ils sont alors en nombre impair et Ton revient au cas considéré plus haut.
ILUft. DéÉermination des pointe doablt^i* — Théorème. Lorsqu'en transportant les axes des coordonnéeSy en un point M d^une courbe U, on voit disparaître les termes du premier degrés mais non tous ceux du second degrés M est un point doiLble. Soit ax*'h 2bxy-{- cy*, r ensemble des termes du second degré ; si ton a:b* — ac > o, il y a deux branches de courbe passant réellement par le point M, et les tangentes s* obtiennent en égalant à zéro l'ensemble des termes du second degré.
Voyez, sur ce point, l'exercice i de celte leçon
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Soit:
(0 (U,ï = ?m(«-î') + em-i(-E,V)-f-..-+?.(J-,y)='>,
réquatîon de la courbe, en posant :
(a) ?,(x.y) — ax' + séxi/ + cî/'.
Nons représenterons les coordonnées d'un point A par x:=.h,y =.^h, de telle sorte que 0 représenle le coefficient angulairejOA , et nous poserons :
t et l' sont des nombres réels, puisque nous avons supposé b* -j,ac > 0 ; soient A et A' les deux droites qui correspondent awi ^T'°''""^-y — '^ — ■■- Comme nous disposons du signe d'un coefficient de réquation(t^, nous supposerons c>-i>; si l'on avait c = o, on effectuerait un changement d'axes.
Fig- -t.
Pour tous les poinls situés dans la région ombrée de la figure on remarquera que ç, (-p,y) est négatif ; au contraire Oi {^jV) prend une valeur positive pour les points pris dans l'autre région.
Ceci posé, soient h et ^h les coordonnées d'an point A que nous allons supposer mobile sur la droite S. Substituons ces coordonnées dans Téquation (i), nous aurons :
Le multiplicateur de A* a le signe du terme 9^ (s^) pour des valeurs de A, positives ou négatives, mais choisies suffisamment petites. D*ailleurs l'identité (3), donne :
Pour le point A, 6 est supérieur à ^ et à ^ et l'on a
au point A'» au contraire 91 prend une valeur négative ; enfin Çi est de nouveau positif quand on considère le point A". On a donc, d'après cela,
Si Ton considère la fonction entière de y,U^y,'on voit donc qu'elle s'annule pour une valeur de y comprise entre PA et PA', et aussi pour une valeur comprise entre PA' et Vk\ La droite S rencontre donc deux bras de courbe partant du point 0 et situés à droite de Taxe des y. La même conclusion subsiste quand on considère des parallèles à Taxe des y situées à gauche de oy^^l dans le voisinage de cet axe.
Enfin si Ton observe que les droites qui ont pour équation, respectivement, y:=tx, y:=:t'x rencontrent la courbe en trois points coïncidant avec l'origine, on reconnaît que ces droites sont tangentes aux deux branches de courbe dont nous avons démontré Texistence.
Le même raisonnement établit que si b* — ac est négatif, il n'y pas de bras réels de courbe dans le voisinage de l'origine parce que la fonction ?, (1 ,6) ne peut pas changer de signe ; c'est le cas du point isolé.
Le cas oiib*^aczzo est plus délicat ; les branches qui passent par le point sont tantôt réelles, tantôt imaginaires,
et la disposition des bras de la courbe peut, suiTant les exemples, correspoadre aux points de rebroussement de première ou de seconde espèce, ou à ces points que nous avons nommés points d'osculation ou d'embrassement.
Une discussion particulière déterminera, dans chaque exemple à laquelle de ces dispositions on a affaire; maïs nous ne pouvons entrer ici, plus profondément, dans la théorie générale, que comporte la détermination de la variété d'un point singulier donné.
1. Démontrer que iri ron effectue la tt an format ion au moyen des formules :
les tangentes aux points correspondants m et M, coupent Vaxe des x en est points également éloignés du pied de la droite mM. En déduire que, par cette transformation, un point anguleux reste un pointde même genre, A Cex' ception de celui qui est placé à l'origine,
ft. Démontrer que^ dans une courbe du degré m, le nombre des points doubler est tout au plus égala — ZLJ_i^Zl_'.
On suppose que le premier membre de réquaUon de la courbe n'est pas décomposable en (acteurs rationnels, par rapport aux lettres x,y.
On imagine qu'il y ait — "" ]} " ■ -f* i points doubles et Ton fait passer,
ce qui est possible, une courbe du degré (m — i), par ces points doubles
et par am — 3 autres points pris sur la courbe.
On trouve alors qu'il y aurait m (m — i) -f-j, points communs à deux courbes de degrés m et (m — i). Ce qui est impossible si la courbe imaginée ne fait pas partie de la courbe proposée ou si so^ équation ne représente pas une décomposition rationnelle telle que Tnn des facteurs obtenus appartienne au premier membre de l'équation proposée.
On appelle genre d'une courbe la différence entre le maximum des point* doubles d'une courbe et le nombre effectif de ses points doubles.
Une Traie cubique ne peut avoir qu'un point double^ elle est du genre wt, ou du genre séro.
Une Traie quartique ne peut avoir trois points doubles ; elle peut être du genre 3, a, i ou zéro.
S. Démontrer que la présence d'un point double abaisse la classe d'une eowrbe de 2 unités, et que celle d^un point de rebroussement l'abaisse de 3 unités; en général, un point multiple d'ordre p, produit un abaissement de p{p—i) unités, dans la classe.
CENTRES -- DIAMETRES — AXES
198. Définition du centre. On dit qu'un point 0 est centre d'une courbe U, lorsque les points communs à U et à une transversale quelconque A, passant par 0^ sont, deux à deux, symétriques par rapport à ce point.
IV^ Principe. Lorsque Vorigine des coordonnées est centre d'une courbe, V équation de celle-ci reste identique à elle-même^ quand on change xefi — x^y en — y; et réciproquement.
En effet, soit A un point de la courbe qui a pour centre Torigine .0 ; et soient x eiy ses coordonnées. Considérons le point A' symétrique A, par rapport à 0 , ses coordonnées sont : — 0? et — y, et puisque q est un centre, A' est un point de la courbe. L^équation de celle-ci ne peut donc admettre la solution xy, sans être vérifiée par les valeurs — x, —y: ainsi, les deux équations :f{x,y)zzo,f{ — x, — y) = «, ont les mêmes solutions. Les deux fonctions f{x,y) , /* — Xy—y) sont donc identiques à une constante près. Cette constante est d'ailleurs égale à + 1^ ou à — i ; car si le changement de a; en — a?, et de y en — y, donnait
/'(a;,y)=:KA— a?, — y), en changeant a; en — a?; y en —y; on aurait :
/^(-x,~y) = KA.c,y), et, en comparant ces deux identités, on a bien K' r= i .
La réciproque est d'ailleurs évidente et ce principe est souvent invoqué pour vérifier que Torigine est le centre d'une courbe correspondant à une équation donnée.
Soit, par exemple ,
si Ton change u; en -—x, y en —y, l'équation n'est pas modifiée : l'origine est donc un centre de la courbe qui correspond à cette équation.
19S. Théorème. Lorsque l'origine des coo7'données est le centred'une courbe ayant pour équation f[x^y) — o; sif{x,y) désigne une forme entière cTx et (fy , elle ne renferme que des termes de la même parité.
Soit hy et ^h les coordonnées d'un point A de la courbe proposée U ; et soit
9ni(x,y) + ?m-i (x^y)-^ ... + ?, {x,y)f-9o - «, réquation de celle-ci. On a donc :
Les coordonnées du point A', symétrique de A par rapport
à l'origine, sont : — A et — OA ; ce point A' étant sur U, par hypothèse, Tégalité (i) sera encore vérifiée en changeant A en — A, et Ton a :
(2) ( - irA«?^(i ,0) -h(-~ ir-vi'»-'?„.-i (1,6) -h ...
Supposons que m soit pair, pour fixer les idées, et retranchons les égalités (i) et (2), nous obtenons, après avoir supprimé le facteur 2/1 ,
Si Ton suppose que 0 consrve une valeur fixe, cette relalation qui est du degré (m — 2) est vérifiée par m valeurs
de hy puisqu'il y a m points communs à la courbe et à la droite AA'. Elle est donc identiquement nulle et Ton peut poser :
On peut, il est vrai, objecter que Torigine peut être un point simple de la courbe; mais il y a encore (m— i) valeurs de h, différentes de zéro et la conclusion précédente subsiste; si Forigine est un point double, on a ^t{x , y) =: o^ Tégalité (3) devient divisible par h, et il reste une équation du degré {m — 3) admettant (m — 2) racines ; et ainsi de suite. Les relations (4} sont donc toujours vérifiées.
Prenons Tune d'elles 9^_,(i,6)=:o, et remarquons qu'elle
est vérifiée pour une infinité de valeurs de 0, puisque AA' est une droite quelconque passant par Torigine. Nous avons donc:
et réquation de la courbe se réduit à la forme suivante :
?m(^,y) -+- <?fn«2(^,y) + •.. 4- ?o = O,
elle ne renferme que des groupes homogènes de parité paire. Le même raisonnement, appliqué à une équation du degré impair, conduit à la même conclusion, et Ton trouve, pour réquation de la courbe :
On voit^ par ce résultat, que si un point est centre d'une courbe de degré impair, il est situé sur la courbe ; et si, dans une courbe de degré pair, un point, centre de la courbe, est situé sur elle, c'est nécessairement un point de multiplicité
paire.
Nous ferons encore remarquer que le théorème que nous venons d'établir peut se démontrer aussi en s'appuyant sur le principe exposé au paragraphe précédent et sur cette propriété connue, ou facile à vérifier, qu une fonction de
plusieurs variables ne peut èlre identiquement nulle que si tons les coefficients sont nuls. Mais cette propriété étant fondamentale dans la théorie des centres des courbes algébriques, il nous a paru préférable de l'établir par une voie directe.
1 9S. Théorème. Les courbes algébriques dun degré supérieur à 2, rConty généralement^ pas de centre: dans tous les cas elles ne peuvent en avoir qu'un seul.
Soit F (x,y) = o, l'équation de la courbe proposée U ; supposons qu'elle ait un centre o) et transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, en ce point. En désignant para^o^o les coordonnées de o), la nouvelle équation est :
ou
(«) F (a:.,y.) + XF;^ + YF;^ + — - F",^ + XYF^^,
L»tf"«*
Dans les courbes du troisième ordre, le point {Xo,yo) ne peut être centre de la courbe que si Ton a :
F (œo,yo) — o, lA r= o, F^^^ zz o, F^. - o.
Or, en général, quatre équations à deux inconnues ne sont pas susceptibles d'uxie solution commune. Il n'y a donc pas en général, de centre, dans les cubiques et, à fortiori, dans les courbes d'un ordre supérieur.
Je dis maintenant qu'il n'y en pas deux, à moins que la courbe ne soit formée par un système de droites parallèles. Des considérations de géométrie élémentaire, les plus simples, font voir immédiatement qu'il y aurait, en effet, une infinité de points de la courbe situés sur deux droites parallèles à la ligne qui joint les deux centres, et équidistantes de celle droite.
Le calcul qui précède constitue une méthode pour trouver
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le centre d'une courbe algébrique et nous allons, notamment, rappliquer à la recherche des centres dans les courbes du second degré.
199. Centre des eoniqiMïs. Soit F (a;,y) =: o, Téquation d'une courbe du second degré, en posant,
F (ic,y) s: Aa:*+ A'y* + -î&'xy -h aBy -f- aB'x + A\
l)*après réquation (i),du paragraphe précédent, on obtient, au point {Xo,yo), un centre de cette courbe, si Ton peut déterminer ces coordonnées au moyen des deux équations :
B'x^-hA'y^-hBzzo.
L'équation de la conique considérée prend alors la forme nouvelle :
OU
(a) AX* + 2B^XY + A'r-i-Ki=o; en posant :
(g) K^V{Xo,yoy
D'ailleurs, les équations (C) permettent de trouver, pour ^0 et yo, des valeurs finies et bien déterminées, si Ton suppose :
On remarquera que les termes du second degré, dans (a), sont les mêmes que dans Péquation proposée. 11 nous reste à calculer la nouvelle constante K.
Les égalités C el (g) multipliées respectivement pariCo,yo, t, donnent, par combinaison,
(y) B'xo + Byo-+-A" — Kzio.
Entre (C) el (y) on peut éliminer Xo et y©, et Ton a :
La dernière colonne étant écrite sous la forme :
on a, par application d^une règle connue.
ou, par une nolalion déjà signalée (§ io4),
Les coordonnées du centre s'obliennent d'ailleurs en résolvant les équations (C); par conséquent, elles sont données par les formules :
«ZTq
— Vo
Nous résumerons les résultats que nous venons d'obtenir de la manière suivante :
1** Lorsque y dans V équation cTune conique^ on ao'pto ; cetêe courbe admet un centre^ à distance finie.
a^ Ce centre est à r intersection des deux droites obtenues en égalant à zéro les dérivées partielles, par rapport à x, ei par rapport à y, du premier membre de réquation de la conique.
3® Les coordonnées Xo, t/o, ^o de ce centre, sont proportionneUes aux mineurs du second ordre du discriminant A, qtiand on développe celui-ci par rapport aux éléments de la troisième colonnCy ou de la troisième ligne.
4** Lorsqu'on transporte les axes de coordonnées parallèlement à eux-mêmes au centre de la courbe :
Ze nouveau terme tout connu est égal à
On peut remarquer que les courbes du second degré se séparent en deux groupes; suivant que 8 est nul^ ou différent de zéro. Nous introduirons ici le nom de parabole pour représenter les courbes du second degré, dans Thypothèse S = o. Dans le cas des paraboles, les équations /l =: o /J n o représentent deux droites parallèles, puisque Ton a :
LES DIAMETRES ET LES COURBES DIAMÉTRALES
1 98. Définition des diamètres. Dans les courbes du second degré le lieu des milieux des cordes parallèles à une direction donnée est une droite qu'on appelle un diamètre. Dans les courbes du degré w, ce lieu est une courbe qui est,
généralement, du degré — —^ ; c'est la courbe diamétrale correspondant à la direction donnée. Nous allons établir Texaclitude des propositions que nous venons d'avan-
cer et nous chercherons d'abord, par une généralisation naturelle de ridée qui préside aux définitions précédentes le lieu des milieux des cordes qui, pour une courbe donnée^ passent par un point fixe.
199. Principe. Etant donnée une droite A, déterminée par deuxpoints {XofyoyZo)y{XtyytyZ^); un point M, de A, ayant des coordonnées x^y^z vérifiant les foj'mules connues :
Si ton considère deux points M^ M' équidistants du point (Xçyyo,Zo);lesparamètres\\\'^j qui leur correspondent, satisfovt à légalité :
Considérons, en effet, les quatre points en ligne ^foite
On a :
Flg. 7î.
et, de ces égalités, en tenant compte des relations :
M'M« = M''Mp, M'M'ziiM'Mo,
on déduit bien :
180. Problème. ÉUmt donnée une courbe \], ayant pour équation f {Xyy^z)zzoy trouver le lieu du point /, milieu des cordes qui passent par un point fixe M (a:, , y^ , z^.
Désignons par o^o y» 2o los coordonnées d'un des points I; l'intersection de U avec la droite MI est déterminée par la résolution de réquation :
/" (a^o -h Xo?, , yo 4- >^yi , ^0 -I- >^2, ) = o ,
équation qui, développée par la formule de Taylor, peut s'écrire :
En exprimant que l'équation aux inverses :
à deux racines particulières dont la somme est égale à — a, on obtient une relation du degré -^— qui représente réquation du lieu géométrique demandé, en supposant que Xo^yoj^oj désignent des coordonnées courantes.
181. ApplliMiÉion an JL coniques. Lorsqu'on suppose 971= a, dans l'équation (i) la somme des racines devant être égale à — a (§ 179), on a, pour l'équation du lieu cherché,
En appliquant Fidentité d'Euler :
et, en rendant a:,.,yo,^o coordonnées courantes, on a, enfin,
Cette équation représente une courbe du second degré passant par le point donné (a;,,^,) et par le centre de la conique, quand elle a un centre.
189. mamétres des comiques. Dans le cas particulier où le point rr, ,y, est situé à Tinfini, dans une direction a,p» réquation précédente devient (§ 83 ôw),
(D) an-h»ry = o.
Cette équation est du premier degré. Ainsi : le lieu des milietix des cordes d'une conique^ qui restent parallèles à une direction fixe^ est une droite.
Lorsque les équations /' — o, /"'no admettent une so-
lution (a;' ,y'\ Téquation (D) est vérifiée par ces valeurs d'à? et d'y. Ainsi : dans les coniques qui ont un centre^ tous les diamètres passent par le centre.
Prenons maintenant le cas où i est nul. Les droites qui ont pour équation, respectivement :
flzzkx^Wy-hVy
sont parallèles et il est facile de reconnaître que tous les diamètres sont eux-mêmes parallèles à cette direction commune. En effet Téquation (D) pouvant s'écrire :
a (Aa7 4- B^y-h B') -+- ? (B'^a; 4- A'y H- B) = o,
Aa-hH"P
son coefficient angulaire est égal à —
Jî''a+A'3'
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D'autre part, fi élant nu]; on a
A _ y _ Aa _ B^g _ Aa + B'^
Les coefficients angulaires des droites (Ç) et de la droite (D) sont donc égaux, quelle que soit la direction des cordes. Ainsi dans la parabole totis les diamètres sont parallèles.
On peut encore observer que cette direction uniforme des diamètres est la direction asymptotique de la parabole.
Remarquons d'abord que la condition AA'— B'*=:o, prouve que A et A' ne peuvent pas être nuls simultanément. Car, s'il en était ainsi, les trois coefficients A, A' et B' seraient nuls et l'équation proposée ne représenterait pas une courbe du second degré. Supposons donc A';zf o. Nous avons :
ou,
Ax* 4- Ay 4- ^B'xy =: i^ (AA'a;* 4- A' V -+- ^A'B'xy),
Ao;» -h A'y* 4- ^B"xy = -^ (B'x -f A'y)'.
Ainsi, dans la parabole, le groupe homogène des termes en a: et y forme un carré parfait, il y a une direction asympto-
tique double, dont le coefficient angulaire est égal à — -^î
c'est le coefficient angulaire de tous les diamètres.
188. Diamètres singuliers. Nous appellerons ainsi ceux qui correspondent aux directions asymptotiques de Téquation :
(i) Aa;'4-AV4-aB''iry4-aBy4-2B'a?4-A'=:o.
Soit (a,P) une de ces directions; on a (§ i4i)
(a) Aa"4-A'g'4-2B''ag = o.
Nous supposerons d'abord que l'on ait AA'— B'*<o;dans
ce cas, la relation (a) fait connaître, pour -, deux valeurs
réelles et distinctes : les courbes qui correspondent à (i) ont alors deux directions asymptotiques réelles. Soient (a',p') les
paramètres qui définissent Tune de ces directions, le diamètre singulier a donc pour équation :
avec la condition :
Cherchons d'autre part Fasymptote qui correspond à la direction (a',^'). La formule connue (§ 142) appliquée à l'équation ( 1 ) donne :
X (Aa' + W^') + y (B^a' -+- A'P') 4- Bg' -f- B'a' zz o, ou,
a' (Ao: H- B'^y 4- B') -+- &' (B-'ar 4- A'y + B) = o, ou, enfin.
Ainsi le diamètre singviier coïncide avec Pasymptote.
On peut expliquer ce résultat de la manière suivante. Prenons une direction asymptotique et considérons uiie droite A parallèle à cette direction. Nous savons (§ i5i) que A ne rencontre la conique qu'en un point à distance finie, l'autre point étant rejeté à l'infini. Le milieu de la corde est donc lui-même rejeté à Tinfini, excepté dans le cas où A devient l'asymptote même. Dans cette hypothèse les deux points communs sont, l'un et l'autre, rejetés à l'infini, et la relation
r,4-r7 -H- 2 z= 0, est vérifiée par tous les points Mo (fig. 71) de
la droite MoM,, lorsque l'on suppose que les points M' et M* sont à l'infini. Cela tient, comme l'on voit, à ce que chacun
des rapports rr, r;? a pour limite — i. Au point de vue géo-
métrique, on peut dire encore, que le milieu d'un segment qui devient infini est un point quelconque de ce segment.
Considérons maintenant le cas de la Parabole. Cette courbe possède une direction asymptotique unique dont les paramètres (a,p) vérifient la relation (§ 182) :
Le diamètre singulier a donc pour équation :
B" (B"a:-f- A'y -f- B) — A'(Aa? H- B'y -h B') n o.
Les termes en a? et en y disparaissent et cette équation se réduit à la suivante :
BB" - A'B' zi 0.
Si BB^zz A'B'; on a vu (§ -85), et Ton vérifie sans difficulté, que réquation proposée représente deux droites parallèles ; si, au contraire, BB" est différent de A'B', ce qui est le cas des paraboles, on voit que le diamètre singulier, ou l'asymptote qui correspond à la direction asymptotique unique de la courbe, est rejeté à Vinfini.
184. IMamétres eonjH|piés. — Directions eonjni^ées. On dit que deux diamètres A, A' sont conjugués, lorsque A partage en deux parties égales les cordes parallèles à A', et inversement.
11 existe une infinité de systèmes de diamètres conjugués. En effet, soit :
(1) a(Aa;-f-B''y-hB')-[-3(B''iP-hA'y-hB)=:o,
réquation du diamètre A, qui partage en deux parties égales
S les cordes U, dont le coefficient angulaire est - •
et Considérons maintenant un second diamètre A', correspondant à réquation,
(2) «'(Aa;4-BV4-B')-|-3'(B''a;-f-A'y + B)=:o.
Cette droite A' sera parallèle aux droites U^ si l'on a :
3 _ Aa' -h B^g'
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(3) k%%' -4- B" (a&' -h 3a') 4- A'gP' = o.
Cette relation reste identique à elle-même lorsqu'on per* lute les lettres « et of, d'une part ; p et g', d'autre part ; et ette remarque prouve que : si Ton cherche le diamètre qui lartage en deux parties égales les cordes V, dont le coefficient
iDgulaire est —«ce diamètre est précisément la droite A.
Concluons]donc que les deux droites A , A' qui correspondent IQX équations (i) et (a), sont deux diamètres conjugués, iuand la relation (3) est vérifiée.
Deux cordes U et V dont les coefficients angulaires " , ^
férifient Tégalité (3) ont des directions qu'on nomme direc- \ims conjuguées. En d^autres termes, deux cordes ont des directions conjuguées quand elles sont parallèles à deux diamètres conjugués.
18&. Axes. Lorsqu'une droite A prise dans le plan d'une coarbeU, est telle que toutes les cordes l, perpendiculaires à A sont partagées par cette droite etpa r U en deux parties égales, on dit que A est un axe de U et que les cordes 3 sont parallèles à une direction principale de cette courbe.
La recherche des directions principales et celles des axes nous occupera, surtout, quand nous discuterons les propriétés des coniques; nous indiquerons seulement ici comment on peut trouver les axes d'une courbe donnée.
Soit, en coordonnées rectangulaires,
(a? — a?o) sin ç — (y — yo) cos ç 1= o ,
f équation de l'axe d'une courbe dont Féquation est f{x,y) zz. o. I^nsportons les axes de coordonnées, parallèlement à euxmèmes; au point {x^y t/oj) en utilisant les formules :
Inéquation de la courbe est alors :
/(^o + $,yo + Y)) = o.
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Effectuons maintenant une rotation des axes, Tamplitude de cette rotation étant égale à 9 ; les formules de transformation sont :
$ := X cos © — Y sin 9 , k; z= X sin ç + Y cos ç ; et réquation de la courbe devient :
/"(ar^ -h X cos (p — Y sîn 9 , yo + X sin <p + Y cos <p) := o.
Si A, qui est le nouvel axe des X, est un axe de la courbe, cette équation ne doit renfermer que des puissances paires de Y.
i. On considère une courbe \} et la courbe diamétrale V lieu des milieux des cordes qui sont parallèles à une droite fixe A. On demande de dé^ montrer les propriétés suivantes :
lO V passe par les points de contact des droites A' gui sont parallèles à A et tangentes à U.
a» V est tangente à ces droites A', en w— a points, si m est le degré
deV.
3** A une boucle de la courbe V, correspond dans V une boucle dont la surface est moitié moindre,
4** Si U possède un point double en P, V va passer par ce point et la tan* gente à V est la branche conjuguée de la direction A, par rapport aux tangentes à Ut au point P.
5* St. P est un point de rebroussement, V passe par le point P, tangentiellement à U, et possède (m ^ a) points de rebroussement sur la parallèle à A menée par P.
S. On considère une courbe U et un point fixe P ; par ce point on mène des transversales A, et Von cherche le lieu V des milieux des cordes inter. ceptées par V, sur A.
Soit AB Vun de ces segments, I son point milieu^ et soit enfin J, le symétrique du point P, par rapport à I. Démontrer que la tangente en l à la courbe V, est parallèle à la droite qui, passant par J, est partagée par ce points et par les tangentes à U aux points A,B, en deux parties égales,
Oq appliquera l'idée des traasverBales réciproques à deux sécantes voisines A et A'.
8. Soit U une courbe donnée, AB une corde mobile parallèle à une ai» rection fixe, et soit I le milieu de AB ; démontrer que la tangente enlàUi courbe diamétrale V, s'obtient en joignant le point I au point de concours des tangentes à U, aux points k et B.
4. Trouver la courbe diamétrale des cordes de la strophoîde, qui sont parallèles à Taxe de cette courbe.
L'équation de la strophoîde étant :
y a — or.
OD trouTG :
[a-hixy
y^ziz—x^ .
Pour obtenir ce résultat, simplement, on peut employer une méthode particulière, mais très naturelle ; nous Youlons parler du procédé qui consiste à couper par la droite (y=X) et à remarquer que Tabcisse du point dont on cherche le lieu géométrique est une moyenne arithmétique entre les abcisses de deux des points d'intersection de la sécante et de la courbe.
On pourra vérifier sur la courbe trouvée quelques-unes des propriétés énoncées à l'exercice L
S. Trouver la courbe diamétrale des cordes qui sont parallèles à la dirtefion dont le coefficient angulaire est m et qui apparliennetit à la eulaque dont Véquation est :
Le résultat est:
On l'obtient, si l'on veut, par un procédé qoi est ordinairement commode, mais qui est particulièrement avantageux dans le cas où la courbe proposée est une cubique.
On prend les formules : (§ 71)
a? r= 070 -+- ap, ynyo + Sp, et Ton trouve une équation du troisième degré en p :
Ap'-hBp*+Cp + D=:o.
Ponr exprimer qu'elle a deux racines égales et de signes contraires, Tm a la conditlou BC=: AD; on trouve ainsi, rapidement, l'équation de la coari)e diamétrale.
•. Si une cubique admet un centre ; ce point est un point d*in flexion de la courbe ; démontrer que c*est aussi un centre et un point dUn flexion pour toutes les courbes diamétrales,
9. Lorsqu'une courbe admet un centre les asymptotes passent par ce points ou sont situées symétriquement^ par rapport à lui.
HOMOTHÉTIE ET SIMILITUDE
MHS. Définitions. Soient deux courbes U et V, que nous supposons placées dans le même plan : s'il existe dans ce plan deux points 0, 0' tels que deux semi-droites parallèles partant de ces points rencontrent U et V, respectivement, en des points M, , M,, ... ; 7n, ,m, , ... ; et si les égalités :
OM, _ OM, __ _ O'w, ~0'm, ^'
sont vérifiées quelle que soit la direction des semi-droites considérées, nous dirons que U et V sont des courbes hotmthéttques. Les points 0 et 0' sont les pôles de Thomothétie, K est le rapport d'homothétie. Lorsque K est positif, Thomothétie est directe ; elle est inverse, quand on suppose K négatif.
Nous dirons aussi que V est une transformée homothétique de V, et les points w, jM^; »i,,M,;... seront appelés points correspondants.
Ces définitions étant données, on reconnaît sans difficullts par des considérations de géométrie élémentaire, les propriétés suivantes, que nous nous bornerons à énoncer.
Théorèmes divers, i® Si par les pôles 0> 0' on mène deux segments rectilignes dans la même direction ; u» et »'
étant les extrémités de ces segments; si Ton a — — , riK, les
deux courbes U et V sont encore homotliétiques par rapport aux pôles (i> et &>'
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a* La droite qui joint deux points correspondants coupe la ligne des pôles en un point fixe quels que soient les points considérés ; il y a une infinité de pôles, mais ce point fixe est le même pour tous. C'est le centre d'homothétie.
^ Les tangentes aux points correspondants sont parallèles.
4* Les périmètres de deux lignes correspondantes ont un rapport constant, et égal à K.
5' Les surfaces des espaces fermés correspondants ont un rapport constant, et égal à K*.
6** Si deux coniques à centre sont homothétiques, les centres peuvent être considérés comme deux pôles de Thomothétie.
j'* Si deux coniques à centre sont homothétiques, elles peuvent être considérées comme homothétiques directes et comme homothétiques inverses : les centres de ces homo- Ihéties sont deux points situés sur la ligne des centres, partageant cette droite harmoniquement, et dans le rapport K.
8** Quand on transforme une courbe par Thomothétie ; à un point, correspond un point; à une droite, une droite parallèle ; et, généralement, à une courbe /"d'ordre m et de classe n, une courbe F également d'ordre m et de classe n.
8« Deux figures homothétiques à une troisième sont homo* thétiques entre elles.
189. Fonnnles de transffomiatloii. Soient 0 et CK les deux pôles donnés ; prenons l'un d'entre eux, le point 0, pour origine des coordonnées, et désignons par a,^ les coordonnées du point 0'. Soient m et M deux points correspondants; les droites Om, O'M sont parallèles, et dans un rapport donné K, Les triangles semblables OmP, O'MQ donnent les relations :
Telles sont les formules de transformation, et si le point m décrit une courbe fj dont l'équation soit,
le lieu décrit par le point correspondant est une courbe ayant pour équation.
1S8. Homothétie de deux coniques. —Théorème.
Pour que deux coniques soient homothétiques, il est nécessaire et suffisant que les coefficients des termes du second degré soient proportionnels.
Soient :
(i) l]=:ax* + a'y* ^- ^b'xy + 2by + 2b'x -f o" — o, (a) V zz Aa?'4- ^V + ^B'xy -f aBy + «B'u: -+- A" = o,
les équations des deux coniques proposées. D'après ce que nous venons de voir, l'équation générale des coniques homethétîques à la première est,
ou, après développement,
(3) ax* -h «y + 2b''xy -f bk
ay 4- b'k
— ax
ax + p r: 0 ;
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en posant :
(4) p = oa* ^- o'^* 4- 26'a3 — 2*Pft — ^b'(xk -+■ a"k\
Identifions les équations (2) et (3), nous obtenons les relations :
a_a' _b" _bk — b'a - g^g; _ fc'A — gg — b"?, _ p I""A'""B''^ B "" B' ^A'''
Dans ces égalités^ les inconnues sont a, 3 et A: : on voit
a a' b" d^abord qu'elles exigent que les rapports -, —, , ^, soient
égaux; la condition que nous avons énoncée toutàTheure est donc nécessaire ; il nous reste à montrer qu'elle est suffisante, en admettant, pourtant, que la valeur de k soit susceptible de prendre des valeurs imaginaires.
a a' b" Désignons par X la valeur commune des rapports 7» tv » m '
les inconues a , 3 et ^ vérifient les équations suivantes : *
ax + 6''3 — b'k + B'X := o,
(ij fc"a-f-a'3— 6^-f-BX = u,
ar + a'i^* -+- 2b"x^ — ^b'^k — 26'aA -h a"k* — A'^X = o.
Multiplions ces égalités, respectivement, par a, 3 et — 1, puis ajoutons les résultats obtenus, nous avons :
X (B'X + b'k) + 3 (BX + bk)+ A"X - a"k* =: o. Les équations (1) donnent donc:
b" a' — 6/c -h BX
B"k + b'k hl + bk ^a"k^ + AX
ou, en appliquant une règle connue (Alg. g 89),
b'k+b'K 6A+BX De L. Tomb II.
Xi b" a B
. ô'A+B'X 6^4-BX A"
iG
OU, encore, par application de la même règle,
a' b —Xk
a b" W b" a' B B'X BX A"
Si nous simplifions celte égalité, nous avons,
BX
ou, finalement,
c et A désignant les discriminants des deux coniques proposées. On peut toujours supposer que A et a sont positifs : alors X est une quantité positive et les valeurs de k sonl réelles si les deux coniques considérées ont leurs discriminants de même signe ; elles sont imaginaires, dans le cas contraire. On peut aussi remarquer que la valeur de /r*, n'est jamais ni nulle, ni infinie, quand A et 8 sont différents de zéro.
180* Théorème. Lorsque réquation d'une courbe ne renferme qu'un seul paramètre p, toutes ces courbes sont homothétiques, quand p varie.
Soit ;
réquation de la courbe proposée U ; le premier membre de cette équation est une forme entière et homogène (§ 34) des lettres a?, y et p. Donnons à p une valeur nouvelle P, et considérons la courbe V qui correspond à réqualion/'(a?,y,P)r:o: nous allons montrer que U et V sont des courbes homoUiéthiques.
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Posons :
réqualion de V peut s'écrire :
Effectuons maintenant une transformation de coordonnées, conformément aux formules :
réquation de V devient alors,
/•(XX, XY,Xp)zzo,
ou, en remarquant que /"est une forme homogène en X, Y, et p.
AX,Y,p) = o.
Ainsi, une transformation homothétique de V la rend identique à U ; ces deux courbes sont donc homothétiques.
100« Slmilltade. On dit que deux courbes \] elN sont semblables lorsque un déplacement effectué sur Vune d'elles^ la rend homothétique à Pautre.
La méthode générale pour reconnaître que deux courbes r, V sont semblables peut être résumée de la manière suivante : On effectue d'abord, pour Tune des courbes, pour U par exemple, une rotation des axes proposés autour de l'origine; on cherche ensuite l'équation générale des courbes homothétiques de U, dans le nouveau système d'axes. Si l'on peut, après cette rotation, et cette transformation, identifier la courbe obtenue avec la courbe donnée V, on peut conclure que U et V sont semblables.
Cette méthode donne lieu ordinairement à des calculs compliqués ; nous indiquerons plus loin un moyen plus rapide, permettant d'exprimer que deux coniques sont semblables.
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191. Homographie. Les figures homothétiques peuvent être considérées comme constituant un cas particulier des figures homographiques. Sans entrer dans les développements que comporte la transformation homographique, nous indiquerons seulement les formules qui servent de base à cette transformation et qui sont dues à Waring.
Lorsque les coordonnées variables x,y d'un point m sont liées aux coordonnées X, Y d'un autre point M, par les formules :
__ a\^b\+r _a'X-hb'Y-hc\ ^ ^ -^-î^iX+nY+y ^""/wX-t-nY -+-;?'
nous dirons, avec Chasles, que les deux points ?w,M si correspondent, homographiquement. Si le point m décrit une figure /*, le point M décrit, lui aussi, une figure F; nous dirons que les figures /" et F se correspondent homographiquement, ou que F est une transformée homographique de/*.
Il est facile de reconnaître que si F est une transformée homographique de fy réciproq%ieinenty on peut considérer F comme une transformée homographique de f.
En effet, les formules (A) donnent :
i^ + ^y -<- ? ' ;^ -H vy +- p '
en posant :
a zzpV — ne' y a' — me* — pa\ ^ — na' — mb\ P z: wc — pb, i3' :=, pa — me, ^ zz mb — na, ^(:=,bç* —eb\ 7'— ca' —ae\ f zzab' —ba\
Ces formules (A') prouvent que F est une figure qui peut èlre considérée comme une transformée homographique de/".
D'après les formules (A), à une droite S, de la figure /*, correspond, dans F, une droite A ; et si Téquation de 8 est :
Celle de A est :
u (a\ i^b\-he) + v {a'X -h 6' Y -h c') -h w {mX -4- «Y -hp) =««
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D'une façon plus générale, on voit que si l'équation d'une rourbe est, en coordonnées homogènes,
celle de la transformée est
/'(aX + ôY + c,a'X + ft'Y4-c',mX + nY + />)=io.
De cette remarque, on déduit cette conséquence importante, indiquée par Waring, dans la transformation homographique^ Vordre des courbes n'est pas modifié.
19^. InterpréÉation içéométrlqae de l*hoiiio||^raphie. Nous nous proposons de montrer que la transformation homographique revient, à la bien considérer, à un simple changement de coordonnées.
Pour simplifier la démonstration qui suit, supposons que les axes proposés soient rectangulaires et que les formules de transformation soient prises sous la forme :
X ces a + Y sin a — a X cos 6 -+- Y sin 6 — 6
X cos 9 + Y sin ç — ^ X cos ç -h Y sin <p — /
Considérons les droites qui correspondent aux équations :
P .- X cos a + Y sin a — a z= 0, QirXcos6 +Ysin6— 6 = 0, R rz X cos 9 H- Y sin ç — l =: o.
Et supposons, pour ne nous occuper que du cas général, que ces droites forment un triangle, que nous nommerons le Iriangle de référence de la transformation considérée. Soit :
(0 fix,y,z)zzo,
Téquation de la courbe considérée; l'équation transformée est donc :
Considérons maintenant un point m, et appelons 5 , tq i î ses distances aux côtés du triangle de référence. Nous avons
par conséquent, nous pouvons écrire :
Si nous comparons maintenant les équations (i) et (2), nous voyons qu'elles ne diffèrent que par le simple changement des lettres : x,y, z, d'une part; ^^ iqi C» d'autre part. La transformation homographique revient donc à conserver l'équalion proposée, mais en donnant aux lettres a;, 3/, 2: celte signification nouvelle, qu'elles représentent les distances d'un point aux côtés du triangle de référence, ou, du moins, des quantités proportionnelles.
108. Transfformatioii homolog^que* La transformation homologique a été imaginée par Poncelet ; elle constitue un cas particulier de la transformation homographique de Chasles et on peut la définir de la manière suivante :
Fig. -4.
Imaginons une droite fixe A, que nous nommerons Xaxe d'homologiey et un point fixe P qui sera le pôle de la iransfor' malion. Abaissons du point P une perpendiculaire PQ sur A et considérons deux points m et M se correspondant ainsi :
se une
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1" La droite mU passe coiislammeiU par le pôle P.
2" La droite A est bissectrice de Va^igle mQM.
Ces points m et M, ainsi associés, sont des points qui correspondent homologiquement ; et si m, (a;, y), décrit Unc courbe/*, le point M, (X,Y), décrit une courbe correspondante F; cette courbe F est la transformée homologique de /*.
Ayant pris les axes indiqués par la figure, en posant VQzid^ on a:
De ces égalités, on tire :
(/X dY
^"'2X-rf' ^"2X — rf*
Ce sont les formules de la transformation homologique, dans le système d'axes que nous avons adopté.
I. Démontrer que, dans la transformation homoyraphique ^ à quatre points en ligne droite ff|, a^, Os, a^, con^espondent quatre points A4, A,, As, A4 qui tontaïusi en ligne droite et qui sont tels que leur rapport anharmonique soit égal à celui des quatre points a ; ce qui s exprime par la notation conventionnelle,
Pour résoudre ceUc queâtiou par l'auulyse, ou établira d abord que si l'ou coDsidère quatre points A, B, C, D ou ligue droite et si l'on désigne par X, 3f Y, ^ leurs distances à une droite A, par a', ^/, y'i 0' les distauces
de ces mêmes points à uue seconde droite A' (ou des quantités proportionnelles à ces distances), on a :
S. Démontrer que dans la transfoinnation homologique deux droites correspondantes se coupent toujours sur Vaxe d'homologie.
3. Démonlrei- que deux cercles quelconques peuvent être considérés comme transformés l'un de Vautre par homologie ; le centre d'homologit étant l'un des centres de similitude^ et Vaxe d'homologie^ Vaxe radical.
Cette propriété est un cas particulier d'un théorème plus général, relatif à deux couiques quelconques. (Poncelet ; Trai/é des propriétés projeclires.)
TROISIÈME LIVRE
LES CONIQUES d\\PRES LETR ÉQUATION GÉNÉRALE
194. L'équation générale des coniques étant, dans la notation que nous avons adoptée,
f(x,y,2)zzAaf-{' A'y* + 2B''xy + nByz + 2B'zx-h A^z* =: o,
nous désignerons par A lé discriminant de cette forme quadratique et nous poserons, en conséquence,
Suivant une notation usitée, nous représenterons par a, le mineur qui est le coefficient de A, et ainsi des autres. Nous poserons donc :
a' = AA» — B",
a'' = AA' — B";
AB + B'B
6' = — A'B'-t-BB',
*'= — A'B'-hBB'.
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Nous distinguerons particulièrement le mineur a" ; la valeur et le signe de a" ayant, comme nous allons le reconnaître, une importance notable dans la classification que nous avons en vue ; nous désignerons ce mineur par la lettre î.
Ces conventions étant faites, nous examinerons d'abord le cas particulier où A — o.
19&. Théorème. Lorsque ùiest nul, V équation proposée représente un système de deux droites ; réelles ou imaginaires, distinctes ou coïncidentes, sécantes oti parallèles.
Nous supposerons d'abord que le coefficient du terme enr soit différent de zéro. Nous avons alors :
Af{30 , ?/ , 2) = (Ao? + B"y -f- B'2)» H- a'V — 2byz -4- a'z\
Observons maintenant, et cette remarque a déjà été faite on algèbre (p. 65;), que nous avons: a'rt" — b' zz aA. Comme nous supposons A = o, le trinôme aV — 'iàyz-h a'z* est un carré parfait et, en supposant a"^o, nous pouvons écrire
Anx,y,z):^(\x + B''y'hlVzr + '^{a''y--bz)\ (A=:o)
Si a" est positif, f est une somme, dans le sens arithmétique de ce mot, de deux carrés ; /"est décomposable en deux facteurs linéaires à coefficients imaginaires; nous dirons que, dans ce cas, Téqualion représente deux droites imaginaires. Si, au contraire, a" est négatif, /"est une différence de deux carrés et, à Téquation proposée, correspondent deux droites réelles et sécantes.
Enfin, dans le cas particulier où Ton suppose a" zz o, la relation: a^a"—b*:^klj donne fe = o et Ton a,
Af{Xyy,z)^{AX'-hB'y + B'zy'^a'z\ (A = o, B = o).
Cette équation représente deux droites parallèles; ces droites sont réelles et distinctes, si a' est négatif; coïncidentes, si a' est nul ; imaginaires, si a' est positif.
CLASSiriCATION DES COXIQlKï
JJl
Nous résumerons, dans le tableau suivant, les résultats précédents.
VARIÉTÉ DES C0NIQPE9.
s > o doux droites imaginaires.
B •<! 0 deux droites rru'lles et sécantes.
a' > o deux droites parallèles et imaginaires.
a' <Co deux droites parallèles et distinctes.
a' ^ o deux droites parallèles et coïncidentes.
11 nous resterait à discuter le cas où Ton suppose A = o; mais on trouvera, plus loin, les explications qui conviennont à ce cas particulier.
196. DisUneÉion des trois coniqai^s. Supposons maintenant A ;zfo", et soit A ;zfo. Nous avons, en supposant d'abord a" ;2f o ,
^c) A/'(x,y,s)s(A.rH.BV>B'5)'4-~X«''2/-Ô2)*+~AAV = c..
Fig. 75.
*° ^ > o > senre ellipse. Admettons d*abord que a" soit positif et distinguons deux cas suivant que Ton a AA<o, ouAA>o.
Dans la première hypothèse, posons AA =: — A'; Téqualion de la courbe que nous éludions peut s'écrire, en revenant aux coordonnées cartésiennes,
a' (Ax ^-Wy H B'/ + (a> - b)' = h\
ou encore, sous Tune ou l'autre des formes suivantes :
(i) a!' (Ax + B'y -f B')* z^{h^b — a"y) (h — b-h a'y),
(a) {a'y^byzz [/*4-v^^'(AJ^-+-B''y+B')l[/i--v/«^'(Aa?H-B''y+B')|
Prenons d'abord Téqualion ( i ) ; le premier membre étant positif ou nul, quel que soit x et y, il est nécessaire que Ton ait,
11 résulte de cette remarque que la courbe que nous éludions est comprise, toute entière, entre les parallèles M,N qui correspondent aux équations :
h-hà b—h
L*équation (2) prouve, de même, que si Ton construit les droites parallèles P et Q qui correspondent aux équations :
Aa; + B"y-f-B'= ^, Aa;-hB'V + B'=-^;
la courbe est comprise, toute entière, entre ces deux droites. Enfin, si Ton considère une droite ayant pour équation :
X désignant un paramètre variable, dont la valeur est toujours comprise entre les quantités „ , — ;^ ; on voit
qu'à cette valeur de X correspondent pour x deux valeurs réelles et Ton peut dire, en résumé, que Téquation proposée représente une courbe réelle, renfermée dans Tintérieur du
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parallélogramme formé par les droites M^NjP.Q. Nous donnerons à mie courbe du second degré, présentant ce caractère, le nom d'ellipse.
Dans le cas où Ton suppose aA > o, Téquation (c) n*est vérifiée par aucune valeur réelle d'à; etdV; nous dirons, pour rappeler ce fait, que la courbe qui correspond à Téquation proposée est une ellipse imaginaire, mais il ne faut voir dans cette dénomination qu'une manière rapide d'exprimer le résultat analytique précédent.
ao 3 < o , ^enre hyperbole. Supposons maintenant que a' soit négatif; écrivons l'équation (c) sous la forme :
I — v/â^(Aa;-+- B"2/ -h B') H-a"// — 6 î H- AA z: o.
Fifi. 76.
Si nous construisons les droites A, B, qui corrvSpondent. aux équations :
U = Aa; 4- (B" -f. y/'â") y + B' — 7= = 0 ,
Vz=-.Aa;+(-B'' + v/a'^)y — B' — -=no,
ces droites, qui sont sécantes puisqu'elles ont des coefficients
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angulaires différents et qui coupent l'axo ox^ puisque A n'est pas nul, partagent le plan en quatre régions. En supposant^ pour fixer les idées, A>o et A>o Téquatijn (3) montre qu'il n^y a aucun point de la courbe dans les régions (2) et (4). En effet, en donnant à y une valeur positive très petite éikx une valeur positive suffisamment grande, Téquation :
(4) UV + A^ = o,
a son premier membre composé de deux termes ayant des signes contraires ; le produit UV changeant de signe, quand le point dont les coordonnées sont x et y passe d'une région dans une autre, il y a donc impossibilité de vérifier Téquation proposéoi quand on prend un point dans Tune des régions (a} ou (4).
D'ailleurs, si Ton considère l'équation :
dans laquelle X désigne un paramètre variable arbitraire, les deux équations :
représentent deux parallèles A',B' aux droites A et B. Ces droites A',B' se coupent en un point M dont les coordonnées vérifient, quel que soit X, Téquation proposée.
De ces considérations diverses, il résulte que la courbe est formée de deux branches séparées et situées : Tune dans la région (1), l'autre dans la région (3). Nous donnerons le nom d'hyperbole à une courbe du second degré présentant cette forme générale.
30 S = o, n^enre parabole. Supposons maintenant a'^^io. L'équation proposée est alors :
{\x + Wy -h B'zy — 2byz -f- a V = 0.
Nous ferons d'abord remarquer que régalilé^ cilée plus baut,
a V - 6* =: AA,
donne, lorsqu'on suppose a" z= o,
ô*=-AA.
Les facteurs A et A étant supposés différents de zéro^ on a
Cette remarque étant faite, construisons la droite AB qui correspond à l'équation :
L'équation de la parabole^ si Ton pose,
peut s'écrire :
V = Aa? + B''y + B',
T — Uzzo.
On doit donc avoir : U>o, pour tous les points de la courbe ; si b est positif, la courbe est située au-dessus de la
Fig. 77.
droite AB ; elle est, au contraire, située au-dessous de cette droite^ si b est négatif.
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D*aill6ur3, la droite qui a pour équation :
coupe la courbe en deux points réels si Von suppose b>o, cl
X>--. Il y a donc, dans celte hypothèse, une branche unique
de courbe disposée comme l'indique la figure ci-dessus. Nous appellerons Paraboles les courbes du second degré qui correspondent à cette nouvelle forme.
Nous résumons, dans le tableau suivant, la discussion qui précède.
( j. l A A < o, Ellipse réelle.
VRAIES CONIQUES. I O>0< .i^ „,,, ._ . .
^ 1 ( AA^o, Ellipse imagiDaire.
(B) A ;zf o ^ S < 0 Hyperbole.
3 =z o Parabole.
109. Examen dn oas paHlenlier : A = o. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que A était différent de zéro; nous nous proposons de montrer que les résultats auxquels nous sommes parvenus subsistent, quand on suppose A =: o.
Remarquons d'abord que si A est nul, mais si A^ ne l'est pas, on peut reproduire les raisonnements que nous avons faits, il suffit de permuler les lettres x et y. Nous ferons seulement observer que Ton a, dans ce cas, 5 = B"*. Si la courbe est nne vraie conique, elle représente une hyperbole, ou une parabole, suivant que Ton a B;zf o, ou B = o. Si, au contraire, le discriminant e^ nul, réquation représente deux droites sécantes, si B'' n'est pas nul; et deux droites parallèles, si B'^ est nul. Dans ce dernier cas, le discriminant A étant nul et se réduisant au terme— A' B'', et A' n'étant pas nul, il fout que B' soit nul. L'équation se réduit à la forme :
AV -h aBy -h A'' =: o,
elle représente deux droites parallèles à Taxe des y.
Mais supposons que l'on ait, à la fois, A =: o et A' := o ; réquation proposée peut s'écrire :
/• (o; , y , î) = nB'xy -h ^Byz + 2B'xz -h A V =: o.
Le coefficient B'' n*est pas nul, si nous supposons que l'équation proposée soit du second degré par rapport aux lettres x et y. D'après cela^ Féquation donnée peut se mettre sous la forme suivante :
ou,
Remarquons aussi que la formule :
A = AA'A'' -h aBB'B" — AB' — A'B" — A'B"', dans rbypothèse A = o. A' =i o^ donne :
A = B'' (2BB' - A'B
Nous avons donc, finalement.
Considérons maintenant les droites qui ont pour équation, respectivement,
Si nous supposons d^abord A = 0, Téqualion proposée représente deux droites parallèles aux axes de coordonnées ; par conséquent, deux droites qui se coupent; et comme on a
3= - B"", on peut dire que i est négatif. En résumé, dans le cas particulier que nous considérons, on a : A = 0, S < 0, et réquation proposée représente deux droites sécantes. Ce cas particulier rentre donc dans celui qui est signalé dans le tableau (A).
Supposons maintettatit que A ne soit pas nul, réqualion de la courbe étant,
on voit que les droites (U =«, V :=. o) séparent le plan en quatre régions. En raisonnant comme nous Tavons fait au paragraphe précédent, on reconnaît que la courbe est située dans deux de ces régions non contiguës, et que les droites qui correspondent aux équations :
se coupent, quel que soit X, sur la courbe proposée. Celle-ci a donc la forme de deux branches séparées, elle représente donc ce genre de coniques auxquelles nous avons donné le nom d'hyperbole. Nous avons d'ailleurs A;zfo et 5=: — B'*, par conséquent S<o; en nous reportant au tableau (B), nous voyons que le cas particulier qui nous occupe rentre encore dans Tun de ceux qui figurent dans ce tableau.
198* Discussion d'une conique donnée. Soit :
une équation du second degré en x et y. Si, comme nous le supposerons d'abord, les coefficients de cette équation sont numériques, la discussion que Ton peut proposer consiste simplement à reconnaître si la courbe qui correspond à Téquation est une vraie conique, ou une variété ; on doit ensuite rechercher quel est le genre de la conique, ou l'espèce de la variété^ suivant que l'on est placé dans le premier, ou dans le second cas.
On calcule, à cet effet, les déterminants Aet2,etensereportant aux tableaux (A) et (B), donnés plus haut, on pourra dire ce que représente, au juste, l'équation proposée.
On rencontre, assez souvent, une discussion plus délicate dont nous dirons ici quelques mots.
Imaginons que les coordonnées a,^, d^un certain point P, entrent dans les coefficients de Téquation de la conique, et supposons que Ton fasse varier a>3 arbitrairement. Le point P se déplace dans le j)lan et Ton peut demander de déterminer le genre ou la variété de la conique d*après la situation de P.
A cet effet, considérons les deux équations :
et supposons que a et ^ soient des coordonnées courantes. La première équation représente une courbe U, que nous appellerons courbe de la variété, Tautre une courbe V, que nous nommerons courbe du genre. Ces deux courbes étant tracées, on pourra dire, d'après la position qu'occupe le point P, relativement à elles, ce que représente Téquation donnée.
On doit observer, en traçant ces deux courbes, que, en général, elles sont mutuellement tangentes à tous les points qui leur sont communs.
En effet, les deux relations :
( i ) ACAA'A" -h îiBB'B'' — AB* - A'B" — A'^B''*) = o, (a) AA' — B'^'zzo,
donnent , par combinaison,
(3) (AB — B'B7 = o.
Ainsi, en cherchant les points communs aux courbes (i) et (2), on peut associer Fune de ces équations, avec Téquation (3), dont le premier membre est un carré parfait. C'est pour ce motif que ces points communs sont, deux à deux, coïncidents et que, par suite, les deux courbes sont, en général, mutuellement tangentes.
En construisant la courbe qui correspond à Téquation AA = o, on peut faire abstraction de la courbe, A = o. En effet, lorsque A = o, la conique est une hyperbole, ou une parabole, et le passage de A parla valeur zéro, tout
SSO DIX-NEUVIËME LEÇON
en foisani, en général, changer le Bîgne delà fonction AÂ, ne donne pas lieu à une modiScation dans le genre ou dans la variété de la conique. Le tableau (B) fait comprendre la justesse de cette observation et, en résumé, la courbe de la variété est celle gui correspond à l'équation À = ».
lOO. AppUcaUon. La discussion à laquelle nous venons de feire allusion se rencontre fréquemment dans les problêmes de la géométrie analytique: nous voulons montrer, sur un exemple, comment elle peut être dirigée.
Kg. 78.
Prenons la conique dont Téquation esl, ar'gCa — A) — aa.'ixy + j/V (a + A) + aA'oy — tx^x = 0. Nous avons, dans cet exemple,
5=:^V — ib'A' — a'A", ii = A'a'|3 (a + A) (A - 3) {A + (S). La courbe du genre a la forme qu'indique la figure cidessus; elle peut se construire, point par point, comme
nous rayons indique sur cette figure; la droite PQ est supposée mobile et constamment tangente à un cercle ayant pour centre Torigine, et dont le rayon est égal à A. La courbe de la variété est formée par les lignes ponctuées; lorsque le point (d , ^) est situé dans les régions ombrées, la conique correspondante est une ellipse toujours réelle ; la conique est use parabole, si le point est placé sur la courbe; enfin c'est une hyperbole, dans tous les autres cas ; et un système de deux droites concourantes, quand le point est placé sur Tune des lignes ponctuées.
BXBRGZGE8
• . Démontrer qu'en posant,
réquation
Pl-hP'-h... +P?=i
reprétente une ellipse, ou, dans le cas particulier où toutes les droites (i) font parallèles, un système de deux droites parallèles.
f . Reconnaître que l'équation,
àbaf -f- (6* — a*) xy ~ aby* + A («• + 6*) x .+ h'ab zr o,
représente Un système de deux droites rectangulaires,
Oq peat vérifier cet exercice en formant le discriminant ; on peut aussi résoudre l'équation par rapport à l'une des lettres x et y, ou encore par rapport à h.
S. Discuter le genre et la variété de la conique qui a pour équation,
quand a,p varient arbitrairement.
On troare :
DU SECOND DEGRÉ
Lorsqu'on dorme une équation f{x,y) =: o , à laquelle correspond une certaine courbe U, on peut rechercher s il n'existe pas de nouveaux axes de coordonnées, choisis de telle sorte que l'équation de U, dans ce nouveau système, soit plus simple que l'équation proposée. Lorsqu'on peut trouver un pareil système, on dit qu'on a réduit l'équation.
L'utilité de cette réduction est manifeste et résulte de ce fait que : l'étude d'une courbe, son tracé, la recherche de ses propriétés géométriques, sont d^autant plus faciles que l'équation de cette courbe est plus simple.
La méthode la plus naturelle et la plus générale, pour opérer la réduction d'une équation, consiste à eflfecluerune transformation de coordonnées et à utiliser les paramètres qui se trouvent ainsi introduits de façon à faire disparaître le plus grand nombre possible de termes.
900. Rédoction des coniques A centre. Lorsqu'on supposées ;2f o, nous avons reconnu que si Ton a A ;zfo, l'équation proposée peut s'écrire sous la forme (g 196),
Considérons les droites qui correspondent aux équations :
Ax + B'V -4- B' n o , $y — 6 :=: o ;
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ces droites se coupent au point o' et nous les prendrons pour nouveaux axes de coordonnées. Soil M un point quelconque, abaissons de ce point des perpendiculaires sur les droites o'X, w'Y, nous avons :
MB'-e'(Aa; + B''y +B'), i, i, désignant des coefficients indépendants d'j? et d^-
Fig. 79-
D'aulre part, en désignant par 6 Tangle Yo'X, nous avons :
MA' = Y sine, MB'-XsinO,
el, par suite.
X'sin'e Y'sin'e e" "^ Î£*
AA
Cette équation est de la forme :
el il feut observer que le produit (a . 6) des coefficients des termes en X* et en Y*, a le même signe que î. Dans les courbes
du genre ellipse a et 6 ont donc le même signe; au conlrairei dans les courbes du genre hyperbole on a «6 < o.
Une forme quadratique pouvant d*ailleurs se décomposer d*une infinité de façons différentes en une somme de carrés, on peut dire, notamment, que la forme ternaire peut, d'une infinité de façons, être ramenée à la forme
AP«4.ii.Q' + v2;V
Si l'on prend pour axes des coordonnées les droites A, A' qui correspondent aux équations :
(i) Pz:o, Q = o,
il résulte du raisonnement que nous venons de feire que Ton peut réduire l'équation d'une conique à centre, d'une infinité de façons, à la forme (U).
L'équation (U) ne renfermant pas de termes du premier degré, la nouvelle origine est un centre de la courbe ; c'est un point unique, bien déterminé, par lequel passent toutes les droites analogues à A et à A', droites qui, étant prises pour axes de coordonnées, réduisent l'équation donnée à la forme (U). On peut encore observer qu'à une valeur de X correspondent pour Y deux valeurs égales et de signes contraires, et inve^ sèment. Les droites A , A', sont donc deux diamètres coig'agués de la conique proposée.
Mil. ÉqaaÉion d^ane €M>niqne rapportée i^ 8MI centre et A ses axes. Les droites (i), que Ton met eu
évidence en décomposant en carrés la forme ternaire, ne sont pas, en général, des droites rectangulaires; nous nous pro* posons de montrer que l'on peut conserver la forme (U), mais en choisissant des axes rectangulaires.
Prenons pour nouvel axe OX', l'axe OX, quand il a tourné d'un angle arbitraire 9, et pour nouvel axe OY' la droite OX,
quand elle a tourné, dans le même sens, de l'angle ^4-9.
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On a d*abord| par la projection des contours brisés sur OX' elsurOY',
X' = X cos ç + Ycos(e — ?), Y' = Ysin(0-f) — Xsinç.
Fig. 80.
De ces formules^ on déduit,
X sin e = X' sin (6 — 9) — Y' cos (6 YsinO=:X'sin? + Y'cos?.
L'équation (U) devient alors :
^ j X' sin (0— ç) — Y' cos (« — f)
+ ^ j X'sin f + Y' cos 9 j = sin* 0.
Disposons maintenant du paramètre 9 de façon à faire disparaître le terme en X'Y', nous avons,
Sin (0 — y) cos (6 — 0) _ sin y cos y
ou,
sin (a6 — jf) _ sin a?
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Cette formule donne pour 9 un angle bien déterminé, dont la valeur, comprise entre o et - , vérifie Tégalité :
COlg 2(f —
h cos 2Ô
sin 2Ô L'équation de la conique est alors de la forme,
en posant :
. , sin' 0 sin" (6 — ç) sin" 9 a a 6
sin' 8 __ cos' (Q — y) cos*?
L'équation (U') représente alors la conique rapportée à son centre et à ses axes.
5MI9. Calcol des axesf théorèmes d'Apollonias.
Les formules (1), (2) et (3) que nous venons d'établir, prouvent qu'entre les paramètres a, ^ et 6, d*une part; ol\^\ d'autre part, il existe deux relations. Nous nous proposons de rechercher ces relations qui permettent de calculer la grandeur des axes d'une conique donnée.
Les égalités (2) et (3) donnent d'abord, par combinaison,
(4) sm'e(.-, + J,) =,- + ,-•
Ces mêmes égalités donnent encore :
^ / 1 1 \ cos (2O — 29) cos 29
Nous avons aussi,
__ sin (28 — 29) cos 29
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Ajoutons maintenant ces deux dernières égalités, membre à membre, après les avoir élevées au carré, et nous obtenons le résultat suivant :
COS 2Ô
Les relations (4) et (5) que nous venons de trouver sont susceptibles de simplifications remarquables.
Élevons (4) au carré et retranchons ensuite Fégalité obtenue et régalité (5), membre à membre, nous avons ;
4 sin* 6 _ 2 (i -— cos 26) a'6' " a6
ou,
(A) a'ô' =z a6 sin* 6.
En tenant compte de cette relation, l'égalité (4) devient,
Les relations (A) et (B) sont celles qui constituent les théorèmes d'Apollonius, et si Ton cherche à leur donner une interprétation géométrique, on est conduit aux énoncés suivants :
Théorème I. Z^a somme des carrés de deux àiamètres conjugués est constante et égale à la somme des carrés des axes
Théorème II. Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués a une surface constante, égale à celle du rectangle construit sur les axes.
S03. Réduction dans le cas où l*on a : A 1= 0, A' 1= o .
Nous avons supposé, dans les explications précédentes A ?zf 0 ; si Ton a A = o et A' ?:f .), on pourra répéter les raisonnements et les calculs que nous avons produits, mais en permutant les lettres x et y. Il nous reste à examiner le cas particulier où Ton suppose, simultanément, A =: 0 et A' :=o.
L*équation peut, dans ce cas particulier, s'écrire sous h forme :
ou,
{x -hn) {y -h m) = //m -p, ou, enfin,
(a?-+-y-hm4-n)* — (iP —y + n — m)'-: 4(m;i -p).
Les deux droites qui correspondent aux équations :
x + y-^ m-^-nzzo, x — y'\-n — w =: o,
et qui sont parallèles aux bissectrices des axes de coordonnées, sont deux diamètres conjugués, rectangulaires ; on a donc immédiatement les deux axes de la courbe.
.fS04. Rédaction dans le ems de la parai»ole. La méthode de décomposition en carrés prouve que Ton peut^ d'une infinité de façons, ramenei* Téquation de la parabole à la forme :
P et Q étant des fonctions linéaires d*a;et dV- Il y a donc une infinité d*axes par rapport auxquels l'équation de la parabole prend la forqie suivante :
Nous allons montrer que parmi les équations (i) il y en a une pour laquelle lus droites (P = o, Q =: o) sont rectangulaires.
L'équation de la parabole peut d'abord se metlro sous la forme :
( \x-hB"yy -h A (aBy + 2&x f A'') = o; (A ;2f o).
et cette équation peut s'écrire
(Aa?+ BV+ A)*+nAB-D''X) y+2 (VB'— AA)ic-f AA'-a'^o.
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Disposons maintenant du paramètre X de façon que Tégalilé,
A AB' — AX
<^^ b^-âb=:Fx^^="'
soit vérifiée ; les axes de coordonnées étant rectangulaires, les deux droites ayant pour équation, respectivement :
(a) VznAx + B'y + 'kzzo,
(3) Q = 2 (AB — B''X)y + 2A (B' — X)a? + AA'' - X* = o,
sont rectangulaires. C'est la transformation que nous voulions réaliser et en prenant pour axes de coordonnées les droites P = o, Q = o ; Féquation de la parabole est ramenée à la forme. .
(4) Y'zrapX
p désignant un coefficient sur le calcul duquel nous reviendrons dans la leçon suivante. Quand à la valeur de X^ c'est une quantité finie, et bien déterminée, qui se calcule au moyen de régalité :
_A(AB^+BB^) ^'^ ^- A' + B
Remarque. Lw^rsque A est nul, Pégalité :
AA' — B''* = o,
prouve que, dans ce cas, B'' est nul. L'équation proposée est alors :
A'y* + aBy + aB'x -|- A'' = 0.
Si les axes sont rectangulaires, la réduction s'effectue en les transportant parallèlement à eux-mêmes; si. non, on doit d'abord, par une relation de Taxe des y, autour de l'origine, transformer les axes obliques en axes rectangulaires. Les formules qui servent à celte transformation sont les suivantes :
Y =1 y sin 0, X =: a; -j-y cos 0.
De L. Touk h. ^9
90&. Equation en S. Les directions principales, dans les courbes du second ordre, se déterminent encore au moyen d'une équation du second degré, dite équation en S, que nous allons faire connaître.
Soit a, 0, les paramètres directeurs d'une corde principale; le diamètre conjugué a pour équation :
X (Aa + B"3) H- y (B'a + A'P) -h B'a -h B^ i= o,
et cette droite sera perpendiculaire sur la direction de la corde conjuguée, si les paramètres oe, ^ vérifient la relalion :
(i) 1 ' ^ + ' ' 1 cos 6 zz o.
OLWa H-A'3 \a B'^a -+- A'g/
Au lipu de résoudre cette équation du second degré, il est plus simple d'introduire une inconnue auxiliaire, comme nous allons le montrer.
Écrivons la relalion (i) sous la forme suivante :
1 + - cos 0 = ^„ ^ ^^ - + cos e ), ^ a B''a + A'3 \a /
ou, sous celle-ci,
B^^g + A^g __ Aa -4- B^^g _ P -h « cos 6 ~" a -h g cos 0 "" '
S, désignant la valeur commune des deux rapports. Cette quantité S, est l'inconnue auxiliaire que nous avons annoncée. Pour trouver l'équation en S, remarquons que les relations (2) donnent, successivement,
a (A — S) + 3 (B'' — S cos 6) z= o. a (B''— S cos e)-|-a (A' — S) = o.
Ces équations, linéaires et homogènes en a, g, étant vérifiées par des valeurs de a et de Pqui, nous le savons, ne sont pas nulles à la fois, nous obtenons, pour déterminer S, l'équation :
A -S 13" — S cos ô _
B" — ScosO A' — S "^"
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En développant le déterminant du premier membre , l'équalion en S s'écrit :
S* sin* 0 — (A + A' — 2B" cos 0) S -h AA' — B'*=zo.
Il est facile de vérifier que cette équation a ses racines réelles. Nous n'insisterons pas sur ce point, ni sur quelques autres qui se rattachent à cette équation remarquable, parce que nous aurons, dans la géométrie analytique à trois dimensions, l'occasion de revenir sur cette question algébrique. On trouvera d'ailleurs, dans la leçon suivante, une interprétation géométrique des racines de l'équation en S.
Pour le moment, nous dirons seulement comment on peut déterminer les directions principales, sans avoir recours à l'équation en S.
Joignons Torigine au point directeur, a, p, de la direction principale ; et désignons par 9 l'angle que fait cette semi-droite avecOo;; nous avons :
sin ? "^ sin (6 — 9)'
ou
- z= tg ? sin 6 — cos 0.
En portant cette expression de - dans l'égalité (2), nous
obtenons, pour déterminer tg 9, l'équation :
(P) tg* ? sinO (B"— AcosO)4-tg9 (A'H-Acos 2O— 2B'' cos 0) — sin Ô (B" — A cos Ô) =: o.
Cette équation du second degré a deux racines réelles, dont le produit est égal à — 1 . Ce résultat prouve qu'il y a toujours deux directions principales, lesquelles sont réelles et rectangulaires. On voit aussi que la valeur de tg 9 n'est indéterminée que si l'on suppose, en même temps, A cos 6 =: B'' et
A = A'. Dans ce cas, la courbe qui correspond à Téquation proposée est une circonférence ; et rindétermination que nous rencontrons trouve son explication naturelle.
Nous ferons remarquer encore que dans le cas où les axes sont rectangulaires, Téquation (P) devient :
et comme nous avons :
i-tg'?' nous obtenons la relation remarquable^
Lorsque les axes sont parallèles aux axes de coordonnées, ona 9 no, et, par suite, B'n o. La réciproque est vraie; rhypollièse : B'' = o, entraine la conclusion e = o. Ainsi : Lorsque les axes d'une conique sont parallèles aux axes de coordonnéeSy le terme en xy n'existe pas dans V équation de la conique; et réciproquement.
4. On considère un angle droit yox, et deux droites A, A', mobiles autour de Vorigine et symétriques par rapport à la bissectrice de Vangle yox ; d'un point fixe A, placé sw ox, on abaisse wie perpendiculaire AP, sur ^; enfin, d'un autre point fixe B, situé sur oy, on abaisse sw A', une perpenr diculaire BQ : on propose de trouver le lieu décrit par le milieu de PQ.
En posant :
OAiza, OBzrô, le résaltat se présente sous la forme :
{^ax — J^by -f 6« — a^ 4. i6 (^y — bx)' = (a* — ô'j',
on voit qnd le lien est une ellipse dont le centre est à Tintersection des droites qui correspondent aux équations :
iax — 4^y 4" ^* — a* n: 0, ay — bxi=o;
c'est-à-dire an point dont les coordonnées sont x = 7 , y =■ -^ . Les direc-
lions principales sont celles des bissectrices. Enfin, en appliquant la méthode pour la réduction de l'équation, on trouve que l'ellipse trouTée, rapportée à son centre et à ses axes, a pour équation :
f . Démontrer gue si 9 désigne V angle d*une direction pHneipale avec ox, 0 représentant, comme toujours, Vangle des axes, on a :
. . B'' — Acose
tg aç = a sm 8 —
A' -f A cos 28 — aB* cos 8
On prend, pour point de départ, l'équation (P), (| ao5), el on utilise les formules connues :
i-f-cosaç = 2COS*9, 1 — cosaçnasin*^, sin^f :=asin9cosr.
S. Réduire l'équation :
a:»(6X«+i)4.y'{X*+6)4.ioXa?y-aa?(6X*-f 5X+1) _ ay (X* -h 5X+ 6) + 6X' + loX -#- 6 = 0.
On Yoit d'abord que les coordonnées du centre sont x=zy = i\on trouTe ensuite tg 9=X. et l'équation cherchée est, finalement,
LES INVARIANTS
Mie. DéEnittoii des invariants ('). Soit une forme quadratique U, des lettres x,y ,z,
Si Ton effectue une transformation algébrique do cette forme au moyen des formules suivantes :
a;=aX+a'Y + a% y = ex + 6'Y -h Ô^Z,
et si une certaine fonction des coefficients, et de l'angle 0 des coordonnées, conserve la même valeur, après la transformation, quels que soient les paramètres a , a' , a'' ; 6 , 6' , 6" ; on dit que cette fonction est un invariant de la forme proposée.
1. On a donné pour les invariants, des définitions diverses; celle que nous adoptons ici n'est pas aussi générale que celle quQ l'on propose ordinairement dans rétude des formes algébriques ; mais elle suffit aux développements que nous avons en vue et elle nous paraît correspondre nettement à [l'idée que Ton doit se faire^ dans la géométrie analytique cartésienne, de la propriété de r invariance.
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909. Théorème !• Lorsqu'on passe (Tun système yoxj d^ angle 6, à un système YC/X, d'angle b' ; les fondions :
^■^ sin'O ' "^^ siû^e '
jouissent de lapropriété de Vinvariance: kyk',W^ représentant les coefficients des termes en x* en y* et en xy, dans la forme ternaire.
Pour passer du système yox au système YO'X on peut imaginer que Ton effectue d'abord un transport des axes ox, oy, parallèlement à eux-mêmes ; puis, celte première transformation une fois produite, qu*on fasse une rotation des axes transportés, autour de la nouvelle origine 0^ Le premier calcul ne modifie pas les termes du second degré et nous avons seulement à reconnaître, pour établir le théorème en question, que les fonctions p et a sont invariantes quand on change les axes, en conservant l'origine.
Posons :
w =: Aa?' -j- Ay + 2B''ooy , et,
v^ix* +y* + 2ocy cos 6.
Nous avons ;
(A) Xw -f lit) s: (XA + \l)x* + (XA'+[jL)y*4- 2 (KB''+\LCOS^)xy.
Si nous effectuons un changement de coordonnées autour de Torigine, les formules de transformation sont :
a;=:aX-f-a'Y, î/ = pX+g'Y;
et les fonctions u et v, prennent des formes nouvelles U , V qui sont quadratiques et homogènes par rapport aux lettres X, Y. Nous pouvons donc poser :
U=:aX* + a'Y*4-26'XY, V;sX' + r-+-2XYcosO\
Cette dernière égalité a déjà été établie précédemment (§ 5o). Disposons maintenant des paramètres X, pi de façon que le second membre de (A) soit un carré parfait. Nous avons alors à vérifier Tégalité :
(XB''-hlxcosO)'z:(XA + ;x)(XA' -hix),
ou la suivante,
(B) X*(AA' — B'") 4- XjjL (A -h A' - nW cos 0) 4- / sîn'O = o.
D'ailleurs, Tidentité,
Xw -h [xv s: XU -h |xV,
prouve que si X et [a sont des racines de Téquation (B},
XU + pi'V est un carré parfait. Il résulte de là que si dans (B),
on change 6 en 0', et, respectivement, A , A', B' ; en a , a' , b" ;
cette équation admet les mêmes racines pour X et |a. On a donc,
AA' — B''* _ A + A^ — aB^cose _ sin'e aa' - b'* '^ a-ha'^ aô'^cos 6' ^ sin* 6' *
Les fonctions :
AA^ — B^ A + A^ — aB'^cosO^ sin*e ' sin"0
sont donc des invariants quand on passe du système yox, à un autre système quelconque YO'X.
Théorème WL Le rapport t = , du dùcrtmi
sin'O
nant de F équation d'une conique^ au carré du sinus de V angle
des axes, est une fonction invariante^ quand on passe d'un
système (Taxes, à un autre système.
Soit ; U = 0,
U =: Ao;' -4- A'y -h ^B^xy -h ^Byz -{- viWx.z + AV , réquation d*une conique dans le système yox. Effectuons
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une transformation de coordonnées pour passer au nouveau système Yo'X. Les coordonnées qui servent à cette transformation sont (§ 46 et 47),
|a?zraX +a'Y'+a% ^ ^ lyzrpX + p^Y-f-^'Z.
L'équation proposée devient : U, — 0,
U, s: aX* + a'T + aô^XY 4- 2ÔYZ + a&'XZ -h a^Z*,
et Ton a U, s U, si Ton suppose que l'on remplace dans le second membre a? et y au moyen des formules (T). Considérons maintenant un cercle C, de rayon R, et soit
V = X* -h y* + ^xy cos 6 4- Mxz + aNy^: 4- Pz',
son équation dans le système yox. Après la transformation, V devient V,, en posant :
V, = X* 4- Y* + aXY cos 6' ^- amXZ + anYZ 4-pZ\
Nous nous appuyons encore ici sur la remarque que nous avons rappelée dans le paragraphe précédent et. en vertu de laquelle, la forme :
a?*-f-y* + aicy COS8 devient identiquement, après la transformation,
X* 4- Y' + aXY cos 0'.
Des identités :
on déduit,
UsrU,, VsrV,
(I) XU + îaVsXU.+ixV,
Disposons maintenant des paramètres X et (jl de façon que la forme ternaire du premier membre de cette identité soit la somme de deux carrés. En écrivant que son discriminant est nul, nous avons Téquation :
AX +11. B-'X + iACOse B'X+Njx
B'X -H- |A cos e A'X + |x EX -1^ Mjx no.
B'X -h NfJL BX + ixM A'^X + V[k
En développant ce déterminant nous obtenons la relation suivante :
(a) AX* + FXV + G A 4- Ao|x« = o,
dans laquelle A désigne le discriminant de la forme U, et
Ao celui de V. Nous rappelons ici que Ton a, par une formule connue (§ 89),
R'sine4- Aozio.
Formons maintenant le discriminant de la forme XU, +iaV,, nous obtenons, entre X et ijl, la relation :
(3) A'X»-f-F'XV + GyX + A;iJL» = o.
D'ailleurs les équations (2) et (3) doivent avoir les mêmes solutions; ceci résulte de l'identité (1), les deux membres de cette identité devenant une somme de deux carrés pour les mêmes valeurs de X et de [x.
Nous déduisons, de cette remarque,
A A« D'autre part (§ 89), les égalités :
donnent,
R* sin* 6 -)- A. = o, R* sin* 6' + AJ =0; ,
A„ sin* e
^^^ Âi-ih7ê'
Nous avons donc, par comparaison des égalités (4) et (5),
A _ sin* 6 , A' ~ sin' 0' '
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OU, enfin,
ttaf
sitf 6 sin" 0
Remarque. On peut objecter à la démonstration précédente que deux équations du troisième degré peuvent s'annuler pour les mêmes valeurs de x, sans être identiques et sans avoir, par conséquent, les coefficients proportionnels. En effet, il suffit d'imaginer que la première équation ayant pour racine double x\ et p our racine simple x', l'autre ait pour racine double x", et pour racine simple a/.
Mais cette circonstance particulière, exigeant que les équations (2).et (3) aient des racines multiples, ne peut avoir lieu pour tous les cercles C, les paramètres M, N, P étant arbitraires.
APPLICATIONS DES INVARIANTS.
1M9. Ëqnation aax carrés des lonpieurs des deml- •2KCS. Nous avons vu plus haut (§ 201), que dans les coniques à centre, l'équation :
(1) Aaf + My* + 2B"xy-h2By+2B'X'{-êL"-o,
pouvait toujours êtjre réduite à la forme,
(2) MX*-f-Nr — Pzio;
les nouveaux axes étant rectangulaires. Cette transformation peut se faire par les formules :
i r= aX -l- a'Y + a%
et Ton peut, par conséquent, appliquer aux équations (i) et (2) les Ihéorèmes précédents. On trouve ainsi :
„ ,, A -h A' — aB" cos e
sin 6
^ ' ^ sin e
sin ô
Les carrés des demi-axes ont pour valeur, d'après Téqua-
P P tion (2), — et - ; par suite, Téqualion qui donne ces longueurs
est :
A" Les égalités (I) donnent pour P la valeur — — , et Ion a,
finalement,
— îB'cosQ .„ . A*
sin'
UU
C'est réquation que nous voulions obtenir.
9iO. Caleal da paramètre de la parabole. Si Téqualion (i) représente une parabole, nous savons que, par une transformation linéaire, on peut toujours ramener son équation à la forme :
La forme de la courbe dépend seulement de la valeur du rapport—; c'est ce nombre qui détermine la forme de la
courbe. Nous poserons jp =: — , p est nommé le paratnèire de la parabole; nous nous proposons de le calculer.
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Les invariaDts donnent les relations :
A + A' — îB^cose ^ = ^î^^6
— /nn* 1=
sin'O et Ton a, par suite,
1^11. Invariants absolus. Pour appliquer les théorèmes sur les invariants, on doit bien observer que la nouvelle équation a été obtenue : i"" en effectuant la substitution linéaire, ao en calculant les nouveaux coefficients des termes enX*,Y*, etc.. C'est dans ces conditions, bien déterminée?» que les formes algébriques que nous avons signalées, ont la propriété de l'invariance.
Soit f{x,yyZ) = o réquation de la conique proposée dans le système yoa?, et soit F(X,Y,Z):=o Téquation de cette même conique, dans le nouveau système. On appelle invariants absolus, ou encore, Inirarlants de «MNirbe des fonctions de coefficients qui conservent la même valeur y quand on considère les équations de la même courbe^ dans deux systèmes d'axes différents.
Dans le cas des coniques à centre, les coefficients de réquation (A) sont, pour une raison évidente, des invariants abso-
1 ^ t j 1 ,.!«.. Asin*ô
lus. Dans le cas de la parabole, o, et
^ (aB^cose— A-A7'
sont aussi des invariants absolus.
ftlft, SimlUiiide de deux courbes du secsond ordre.
Deux paraboles sont toujours semblables, puisque, en déplaçant Tune d'elles on peut toujours lui donner le même axe et le même sommet que Tautre. Dans ces conditions, les deux courbes ayant pour équation, respectivement,
2/*— 2px zi 0, y* — 2p'x — o, nous savons qu'elles sont homothétiques (§ 189].
Nous nous proposons de chercher la condition que doivent vériJSer les coefficients des deux équations :
ax* 4- aV-h 2b'' xy + nby-h ih'x -h a"— o,
pour que les coniques qui leur correspondent soient semblables.
11 suffit d'exprimer que le rapport des carrés des axes est le même pour les deux courbes. On voit d'ailleurs, facilement, que si deux équations :
aV-f-P'rr-l-Y'zr o;
sont telles que le rapport des racines de la première soit égal au rapport des racines de la seconde, on a :
UJ
ay a Y
En appliquant cette relation aux coefficients des équations qui font connaître les longueurs des carrés des demi-axes des deux coniques données, on trouve la condition :
(A 4- A^ •- 2W cosQ)' _ (g -h g^ — a^^^cosQ)* AA' — B''* ■" aa' — b'*
Nous allons donner une interprétation géométrique de celte égalité. Les directions asymptotiques des courbes du second ordre sont celles des droites qui correspondent à 1 équation :
kx* -+- M y* + 7.B"xy =z o.
Si nous désignons par V l'angle de ces droites, nous avons, par application d'une formule connue (§ 60),
® -^A + A'— sB'cosO* En rapprochant celle formule' de la relalion Irouvée au
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paragraphe précédent nous voyons que la condition qui exprime que deux coniques sont semblables est susceptible de cette interprétation géométrique : deux coniques sont semblables lorsque les angles formés par deux droites parallèles à leurs directions asymptottques sont deux figures superposa- Mes,
Cet énoncé sous-entend que Ton accepte une expression imaginaire pour le rapport d'homothétie de deux coniques.
918. Théorèmes d*Apollonias {^'^démonstration). On peut encore déduire des invariants une démonstration très simple des théorèmes d'Apollonius.
Soit,
(i) wX*-f-n\* — i?=:o,
réquation d'une conique à centre rapportée à ses axes ; et soit,
(2) m'X'"-hn'Y'*— j5' = o,
réquation de cette même conique rapportée à deux diamètres conjugués. On peut passer du système (1) au système (a) par ane transformation linéaire, au moyen des formules :
X = aX' -h a'Y', . Yz=6X'-f-6'Y'.
On a d'abord p zzp\ et Ton peut appliquer aux coefficients m, n; m' n'; le théorème I. On obtient ainsi les égalités :
sin*6
mn zz.
sin'O' Ces relations donnent les suivantes :
mn mn
Ces égalités sont, précisément, celles que nous avons trouvées plus haut (§ 202), et qui conduisent, comme on Ta vu, aux théorèmes d'Apollonius.
59141. Théorème. Lorsqu'on effectue une transformation de coordonnées, pour rapporter une courbe du second ordre à son centre et à ses axes^ V équation réduite est :
S', S'' désignant les racines de l'équation en S.
Nous avons vu que Téquation réduite des coniques, rappor tées à leur centre et à leurs axes, était (§ 209),
et que les coefficients m n py vérifiaient les relations :
A + A'- 28^^008 e m -f II =
sin* 0
7?in —
sin'e'
smtJ
ces deux dernières donnent, par combinaison, et comme nous Tavons déjà fait remarquer, au paragraphe cité,
D'autre part, l'équatioD en S étant (§ 3o5),
S' siii* 0 — (A4- A'— aB'cos 0) S + AA' — B" = o ; on a;
A + A' — îB' cos 0
sin'O A A' — B"*
sin'O
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et, par suite,
S' + S" = m-4-w, S'S"=:mw.
Ainsi on a : S' z: m^ S" r: n, et — p — — ; Téquation réduite
est donc, finalement,
BXBRCICB8
i . Démontrer que si une corde AB d'une conique est vue du centre 0 sous un angle droit, la distance du centre à la droite AB est constante.
On peut reconnaître cette propriété en remarquant que l'ona — ;--| ~
OA Ofi
= A+A' ; A + A' étant un inyariant, — ; + — y a une valeur fixe.
OA OB
%. Exprimer que les deux droites qui ont, respectivement, pour équation :
U =: oa: -f- fcy + c-s = 0,
se coupent sur la conique qui correspond à l'équation :
f[x,yyZ)=z Ax* + AV + 2B'^xy + aBy + aB'a: + A" = o.
On peut trouver la condition demandée sous la forme d'un déterminant en remarquant que la forme quadratique 9 :
entre les lettres x, y, z,u,v; a un discriminant nul. On a, en effet,
?x = /"^ -h wa + W çy s: /y H- MÔ 4- v6'
<f^^aX'\^by -\- cz çj ^ a'x -H b'y -H &z.
Db U Tomb U. ho
D'aatre part, l'identité d'Ëuler,
^ /■* 4- yfy ■+■ ^/* = 2/" (-^^^y > «)
prouve que si les équations :
f{Xyy,z)=zo, U=:o, V = o, ont une solution commune «,y,2, on a
Les équations, linéaires et homogènes,
?« = "» ?i = «» ?i = Oi ?i = «i ?i==«;
admettent donc une solution non nulle; le déterminant de ces équatioDS est donc nul.
En désignant par A le discriminant de l'équation de la conique, le résultat cherché peut s'écrire :
ÉQUATION OËNÉRALK DES CONIQUES FORMULES DIVERSES
iei&. Rappel de ffonnules trouvées. L'équation générale des courbes du second ordre étant f (x, y, 2) -* o :
f[Xyy,z) =: Aa;* -h A V \- aB'Uy + 2B1/ -h 'xWx -h A',
nous nous proposons de trouver, d'après cette équation, quelques propriétés de ces courbes, nous réservant de les étudier ensuite plus particulièrement, au moyen des équations réduites établies précédemment. Nous rappellerons d'abord quelques formules que nous avons déjà démontrées.
fo Tang^ente. Les coordonnées du point de contact étant ^01 Voi ^o'y réquation de la tangente est,
ou, (§ 98)
9^ Polaire. En désignant par rr©, y„, Zo les coordonnées du pôle, l'équation de la polaire^st, comme celle delà tangente,
ou, (§ 121)
3<» Fatoeeaa des tanfpentes. D'un point dont les coordou-
données sont Xo, y^y z^y partent deux tangentes ; Tenseinble de ces deux droites a pour équation :
(a?/i^ + .v/;j, + 2/ij*r=4/'(^o,tfo,3o)/'(^,y,3). (§ tao)
it« Directions asjrniptotiques. Si Ton désigne par c le coefficient angulaire d*une de ces directions^ c est racine de réquation :
AV^-2B''c4-A=:o. (§ i43)
6<> Hyperbole éqailatère. Pour qu*une courbe du second ordre soit une hyperbole équilatère, il faut et il suffit que les deux droites qui correspondent à Téquation :
\x* -h A'y* -f- %Wxy zz 0,
soient rectangulaires. La condition cherchée est donc :
A + A' — aB" cos 6 = 0. (§ 6o)
0« Faiseeaa des asymptotes. L'ensemble des deux asymptotes est donnée par l'équation :
V;V A/;- '^BYl/; = o. (§ 143)
On peut aussi prendre pour Tensemble des deux asymptotes réquation :
Celte seconde forme peut se déduire de la précédente; on Tobtient aussi, soit en considérant les asymptotes comme étant constituées par le faisceau des tangentes issues du centre; soit aussi en appliquait Tidjntité (c)(§ 196). Cette identité donne, en supposant A p^ 0,
Aa;.y)-^=i(p'H-|);
P et Q étant des fonctions linéaires. Si l est négatif, le second
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membre est décomposable en deux facteurs et Ton peut écrire,
En appliquant un théorème précédent (§ i55], on voit que les asymptotes sont les droites non parallèles, qui ont pour équation : Tune U n o, Tautre V =: o. Ainsi : t ensemble des asymptotes s* obtient en retranchant, de V équation proposée^ le
rapport — .
V* Centre. Lorsque 8 est différent de zéro, la conique proposée a un centre qui est au point de concours des droites qui correspondent aux équations
f^^% fy-o. (§177)
Les coordonnées de ce point peuvent se calculer par les formules suivantes :
^-"AA'-B^* "^a"' ^-AA^-B^^^a^' ^^*^^^
H- mamétre. En désignant par a, 0 les coordonnées d*un point fixe P, le diamètre, lieu des milieux des cordes parallèles à la droite qui joint l'origine au point P, a pour équation :
» Olreetioiis conjoi^ées. Si Ton désigne par m et m' les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués, on a :
k'mm! -+- B'' (m -+- mO + A = 0. (§1 84)
10« Diamètres eoDjagaés. L'équation qui donne l'ensemble de deux diamètres étant :
(rx+o(/';+»»7;)=».
ri -h- (w + m')/'y; 4-wimr; = o ;
Si ces diamètres sont conjugués les] paramètres m et m' doivent vérifier la relation :
À'mm' + B" (m -h m') -h A 1= 0.
Ces deux égalités donnent, par combinaison,
by;' - (A+ A'X) rj^ + m.r; = o.
Dans cette équation, on doit considérer \ comme un paramètre arbitraire représentant le produit des coefficients angulaires des deux diamètres conjugués qui lui correspondent.
1 1« Grandear des axes. En supposant 3 pzf o, les carrés des longueurs des demi-axes sont les deux racines de Téquation :
,,, . A-hA^~2B^cosO ^, . A'sin'e^^
Z -i ~ ÛZh 1;:^ — no. v§ao8)
190 Paramètre de la parabole. Lorsque Ton a S = o, . le paramètre de la parabole peut se calculer par la formule :
p* zz . (§ 209)
(2B"cose — A — AO'sin'e ^ "'
Nous allons maintenant ajouter, à ces formules, quelques résultats nouveaux.
91 B. IMrectIons prinelpalc^. Les directions principales, comme nous Pavons déjà dit, sont celles qui jouissent de la double propriété d'être conjuguées et rectangulaires.
En désignant par m et wl les coefficients angulaires des directions principales, on a :
A'iwm' -h B" (m 4- m') •+- A = 0, wim' -h (m 4- w') <^os 0 -h 1 =0.
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Si ron écarte le cas du cercle, celui où Ton a :
i "" COS 0 "" i *
ces égalités donnent :
. , A — A' , B'^ — AcosO m-^-m! ^ , mm! zz .
A'cosO— B" A'cosô — B''
Oq peut donc considérer les directions principales comme étant les racines de Téquation du second degré,
(A) M*(A'cose— B'^)-f(A' — A)M + B'^— Acoseno.
Il est facile de reconnaître que cette équation a ses racines réelles : et que, par suite^ comme nous Tavons déjà vérifié (g 2o5), il y a dans les coniques deux directions principales réelles. Formons, à cet effet, la fonction caractéristique U :
U =: (A'— A)* + 4 (B" — A' cos 6) (B" - A cos 8).
Nous avons d'abord,
U = 4B'^ — 4B''cose(A-+-A')-H(A — A7+4AA'cos*e;
puis,
U s: j aB'' — (A-h AOcosej'-+- (A — AT — (A + A7cos*e + 4AA'cos'Ô;
ou, enfin»
U=:| aB'' — (A + A') cos e |V(A — A'/sin'e.
Cette identité prouve que U est une quantité toujours positive et qui ne peut prendre la valeur zéro que si l'on sup-
pose : A = A' r: . Mais, dans ce cas particulier, la conique
cos 6
proposée est une circonférence ; en même temps, on voit que Véquation (A) se réduit à une identité et ce résultat s'explique en observant qu'il y a, en effet, dans le cercle, une infinité de directions principales.
91 V. Équation qaadmtiqae des axes. D'après la définition donnée précédemment pour les axes (§ i85), Taxe d'une conique est le diamètre conjugué des cordes parallèles à une direction principale.
Soient a, pies paramètres qui définissent une direction principale. Ces paramètres vérifient la relation :
(i) P* ( A' cos 6 - B'^) +ag(A'— A)-ha'(B''— Acos6) = o.
Le diamètre correspondant a pour équation :
Désignons par X, y les coordonnées d*un point quelconque pris sur Tun des axes, les égalités (i) et (a) seront vérifiées, simultanément, par les nombres oLy^;x,y; nous pouvons donc dire que x^y, vérifient aussi Tégalité suivante :
r;(A'cosô-B^)^/;/;(A«A') + /;'(B"^-AcosO) = o.
Dans le cas des coniques ayant un centre, cette équation du second degré représente Fensemble des deux axes.
Nous allons examiner, dans le paragraphe suivant, le cas particulier, et remarquable, de la parabole.
5918. Équation de Taxe de la parabole. Lorsqu^on suppose AA' = B"', réquation (A), (§ ai3), se décompose rationnellement en deux facteurs. On trouve, en effet,
UsTraB^^cosO — A — A7;
par suite, Téquation (A) donne pour M deux racines qui sont :
_ B^ cos e — A^ _A — B^^cosO
""a'cosO — B"' ""a'cosÔ — B'''
Considérons d'abord la racine M" ; la valeur de M" est toujours bien déterminée, même quand on suppose que Ton a :
A^B'cose, et, B"z=A'cosô
Ed effet, réquation (A) prouve qae dans Thypothèse où nous nous plaçons, Tune des racines M' devient iafinie et que la seconde racine M" a pour valeur — cos 6. Le diamètre qui correspond aux cordes dont le coefficient angulaire est M'' a pour équation :
(Aa:+BV+B') (A^cosO— B^ -[- (B''a?-hA'y-hB) (A~B''cose) = o.
En développant les calculs, on voit que cette relation se réduit à la suivante :
AB — B'B" -h cos e (A'B' — BB") z= o.
AA' En remarquant que B'' zz -— - , cette égalité peut s'écrire
SOUS la forme :
(i) (AB • B'B") (A' cos 0 — B") = o.
On peut maintenant distinguer deux cas selon que Ton a :
A'cosO— B''?!fo, ou A'cosO — B^^io.
Dans la première hypothèse, Tégalité (<) se réduit à la suivante:
AB — B'B" = o, et comme Ton a, dans le cas de la parabole,
— AAz=(AB— B'B7,
on voit que le diamètre qui correspond à la direction M" est rejeté à Vinflni si A n'est pas nul, c'est à dire si la conique proposée est une vraie parabole. Ce résultat s'explique en observant que M'' est le coefficient angulaire des cordes parallèles à la direction singulière de la courbe. Si Ton suppose, au contraire, A = o ; le diamètre correspondant à la direction considérée est indéterminé. Cette conclusion trouve son explication dans ce fait que la courbe proposée est constituée par un système de deux droites parallèles et que la direction donnée est précisément celle de ces droites : or l'on peut
considérer une perpendiculaire quelconque à deux droites parallèles^ comme un axe de symétrie de ce système. De là riûdétermination signalée par l'analyse.
Si nous supposons maintenant que Ton ait : A'cosO — B* =: o ; comme B*^ =: AA', on a, aussi, B" cos 0 — A = o ; la valeur de
M'' se présente sous la forme - , mais, comme nous ravons
déjà remarqué tout à Theure, cette indétermination n*est qu'apparente, et la valeur de M" est — cos6. Le diamètre correspondant a pour équation :
kx + Wy + B' — cos e [Wx-^ h!y -f- B) zz o ,
ou, après réduction,
B'— BcosOizo.
Le premier membre de cette égalité ne peut être nul, dans rhypolhèse présente, que si Ton a AB — B'B" = o, et, par suite, A = 0.
En résumé, le diamètre qui correspond à la racine M'' est toigours rejeté à Tinfini, lorsque la courbe proposée est une vraie parabole.
Enfin, à la racine M' correspond un diamètre, qui est Taxe de la parabole, et qui a pour équation :
(A' cos e — B'') /; — (A' — B" cos 6) /J =1 o.
5010. ÉqnaÉion de la tonsente an SM^mmet de la parabole. Cherchons d'abord Féquation générale des tangentes à la parabole, en fonction du coefficient angulaire. Soit,
Arc* + Ay + aB'^icy + aBy + aB'o? + A' = o , réquation de la parabole proposée P ; et soit,
réquation d'une droite A, tangente à P. Les abscisses des points communs à P et à A, sont données par réquation :
A^* + A' (ww:-+- n) *+ ib"x{mx + n) + 2B [mx + n) -h2B'a;-HA"s:o;
en développant les calculs, cette équation s'écrit :
a:* ( A -h aB'm + A'm*) -f ax (B' -h Bm -h B'^n -h Mmn) -f A'' aBn + AVno.
Pour que la droite A soit tangente à P, il est nécessaire et sufGsant que la relation :
(B'+Btii+B''w+A'mn)*=(A+aB''m+A'm*)(A"+aBn-+-A'n") = o,
soit vérifiée. En tenant compte de Tégalité : A'A — B''* — o, cette relation peut être simplifiée et elle devient :
w \ CA'B'-BB'')m + B'B''-AB } -h m* (B* — A'A") + 2m (BB' — A'^B") -f. B'* — AA" - o.
Si l'on veut introduire les mineurs du discriminant (§ 194),
la relation précédente s'écrit :
am* — - '^fm + a'
y ^zmx-j-
c'est réquation générale des tangentes a la parabole. En remplaçant m par -; — -7, (§ ai 5), on a 1 équation de
la tangente au sommet.
990. Éqaatton du cerele de MmBà§;e.[Le lieu des points dou Von peut mener à une conique donnée deux tangentes rectangulaires, est un cercle si la conique a un centre; ce lieu est une droite, si la courbe proposée est une parabole.
Nous nous proposons de démontrer ce théorème.
Soit f{XjyyZ)zzo, réquation de la conique donnée M, soient Xo,yof^o, les coordonnées d'un~ point I^ du lieu; le faisceau des tangentes, issues de I à la courbe, a pour équation:
:if+\y'h^B"xy+^Bt/-h^Wx+A')f{Xo.yo,z,) = {xr +yr -hzfiy
ou,
*'<*^-^c;)-^-y'(Ar-^/^;)+a(B7-J/-;/-;ja:y+...=o.
Ces deux droites étant rectangulaires, on a (§ 60) :
ou,
(A-hA'-2B''cose)Aa:o,!/o,^o)-r;'-/:*-f-î»A f' cos6=o.
En développant les calculs et en prenant la notation des mineurs du discriminant, on obtient Féquation du lieu sous la forme :
a" {x* + y* -h axy cos 6) --2^(0 + b' cos 6) — ao? (6' -f- ft cos6) H- a H- a' 4- 26'' cos 0 = o .
Si a'^ n'est pas nul, le lieu est une circonférence et nous allons déterminer le centre et le rayon de cette circonférence.
En prenant les dérivées du premier membre par rapport à a; et à y, nous avons :
a" (ojH-y cos 6) := b'-hb cos 6, a" (x cos e + y) z: fc -f-6' cos 0.
Ces équations admettent la solution évidente :
ff*
La circonférence trouvée a donc (§ 177) le même centre que la conique proposée.
Pour calculer le rayon, cherchons d'abord la valeur du discriminant Ao de réquation (1), après avoir divisé les deux membres par a". Nous avons :
« 4- a' 4- 26'^cosO ^{b[±hcos^)(b±b'cos^ (ô-h6'co5 ^0 -„ -f- 2 cos « p^^ ^
(b' + b cos ey a-ha*-^ ib" cos 0
OU
\ = sm* e ±^^ _(6--l>6"+ 266'cose);
ou, encore,
Les relations :
aa" — 6'* =: AA, aV — 6* — A'A, 66' — aV = B"A; permettent d'écrire la valeur de Ag sous la forme :
A„ = (A + A' — aB' cos 6) ^ A.
D'autre part, nous avons (§ 89)
K*sin'e = — Ao. '
et, par suite,
A4-A' — 2B"cose ,
Si nous raprochons cette formule de celle que nous avons établie plus haut (§ 212), et qui donne les carrés des longueurs des demi-axes, nous voyons que le carré du rayon de la circonférence de Monge est égal à la somme des carrés des Ion" gueurs des demi-axes.
Dans cet énoncé, le mot somme est pris dans son sens algébrique.
Enfin si nous supposons que la conique proposée soit une parabole, Féquation (i) se réduit et prend la forme :
(D) y(ft-|-ô'cose) + a?(6'-+-6cose)-|- .^L— -H6"cose = o.
C*est Inéquation d*une droite D. On peut vérifier que son coefficient angulaire, en tenant compte de l'égalité AA' — B*™ = o, est
B' cos e — A' A' cose— B"'
ainsi, dans la parabole, le lieu des points de concours des tangentes rectangulaires est une droite perpendiculaire à Taxe de la courbe.
Cette droite remarquable est appelée directrice. Ce nom va recevoir sa signification véritable dans la leçon suivante, où nous allons compléter les formules qui précèdent en faisant
connaître celles qui se rattachent aux foyers et aux directrices des courbes du second ordre.
f . Oîi considère un point M mobile sur un cercle A; sott AB un diamètre de ce cercle. On joint MA, iAB et Von considère une ellipse E, qui a pow axes (en grandeur et en position) les droites MA, MB. A ces ellipses, on mène des tangentes parallèles à AB, trouver le lieu des points de contact ainsi obtenus.
Ce lieu est un système de deux cercles concentriques au cercle proposé.
S. Les conditions de Vexercice précédent étant tnaintetiues, trouver le Heu décrit par les points de contact des tangentes menées à V ellipse E, parallèlement au diamètre de cette ellipse gui est conjugué de la corde AB.
On trouve encore un système de deux cercles.
Ces deux dernières questions se traitent facilement par des considérations géométriques. Pour avoir une solution analytique assez simple ob cherchera d'abord Téquation générale des ellipses E. A cet effet, on exprimera que l'ensemble des deux axes de la courbe coupe les droites AB, prise pour axe des x^ aux points A et B. On trouve ainsi, pour l'équation générale :
siii* P "4~ 1 X* cos ç -I- ixy sin 9 H y" + aRy — R* cos ^zzo^
cos f 9 désignant un paramètre variable.
16S1. Définition des foyers et des direetriises. Dans les courbes du second ordre, nous appellerons foyer de la courbe : un point tel que sa distance à un point M, q^ielconque de la conique puisse s' exprimer par une forme linéaire des coordonnées de M.
Il résulte de celte définition que si Ton désigae par a, ^, les coordonnées du foyer P, par a?, y celles du point M de la courbe, l'expression :
(0? — a)' -H (î/ — P)*-H 'i (x — a)(y — jâ) cos 6,
est, quels que soient a; et y, le carré de l'expression mx -hny -htim ,n,t désignant des coefficients constants ; en d'autres termes, Tégalité :
(F) (a:-ay+(y-|-&)* 4-2(0; — a)(y—p)cose- {nix-hny + ty,
est vérifiée par les coordonnées de tous les points de la courbe. Cette équation est donc celle de la conique; nous aurons à la considérer quelquefois dans les développements qui vont suivre et nous l'appellerons l'équation générale au foyery pour rappeler que les coordonnées de l'un des foyers sont en évidence, dans cette équation.
Si Ton égale à zéro le second membre de (F), l'équalion :
(D) mx-j-'ny + t^Lo
représente une droite D, que nous appellerons directrice correspondante du foyer F.
Avant de nous engager dans Tétude de ces points et de ces droites remarquables, il importe d'observer que Téqualion d'une conique peut toujours se mettre sous la forme (F), de telle sorte que celte équation ne représente pas certaines coniques particulières, mais bien une conique quelconque.
Imaginons, en effet, une conique quelconque F et soit :
son équation. Supposons, pour fixer les idées et pour mieux
préciser notre raisonnement, que F soit une ellipse. Nous avons vu que l'on pouvait trouver des axes tels que l'équation de F dans ce système, fût ;
En posant : a* — 6* = c*, celte équation peut s'écrire
Revenons aux anciens axes, nous savons que : (X— c)'+Y', devient fa;- a)*+(2/ — 3)*-h2(a;— a){y— i5)cose; de même,
cX — a\ devient nix -h wy -f- / ; et réquation de F, dans le système proposé, est,
(a?— a)*-h(y-&)*+2(a? — a)(y — g)cosezi(wj;+nî/4-^'.
Ce raisonnement, évidemment valable pour Thyperbole, s'applique aussi à la parabole ; il suffit de remarquer que l'équation de cette courbe, rapportée à ses axes, peut s'écrire :
(x-î)Vv- = (x.?)'.
Ainsi réquation d'une conique peut toig'ours se mettre sous
la forme (F), et Ton peut considérer cette équation comme
Tune des représentations de Téquation générale des coniques.
1t29. Invariants de Téquation f^némle an foyer.
L'équation (F) peut s'écrire ainsi :
j;*(i — m*)-(-y*(i— w')-|-2xy(cosô-m») — 2(a-|-3cosO + ?n/>)j;
— 2(a cosÔ -f-.g-h«p)y 4-a'H-^*H-2a^ cos 6 — «'no.
Elle représente d'ailleurs une conique réelle et Ton peut vérifier ce fait, en cherchant Tinlersection de la courbe avec une droite passant par le point (a, ^). Nous allons calculer les invariants qui correspondent à Téquation (F).
Nous avons, d*abord,
A z: (i - m*) (i — »•) (a* -hfi'-haag cos 6 - t*) -i- a(cos8— mn) (a-H^ cos ô-f-7n0(a cos 6-h34-/i0
— (i — w*)(a cos OH-P-l-nO*— (* — n")(«-l-g cos ô-h //*//
— (cos 6 — mn)* (a* -h &* -h aap cOS 8 — ("}.
Si nous développons les calculs indiqués dans le second membre de cetle égalité, nous trouvons, après avoir effectué les simplifications qu'elle comporte,
sm 6 Nous avons aussi,
B =1 (t — m')(i — w*) — (cos e — mn)\
5 n sin* 6 — (m* + n* — nwn cos h).
Enfin le troisième invariant, celui qui, dans la notation ordinaire des coniques, est désigné par :
A -h A^ — ^B^^ cos e sin'O est ici :
a — m* — »* — 2 cos 6 (cos 6 — mn)
sin'O
DkL. To»lI. ai
OU
-r-r: [ a sin* 6 — (m + 7i* — awn ces 6) } sm 6 I 5
Nous pouvons conclure de ces calculs qu'en représentant, comme nous Tavons déjà fait, par ?; p, t, les trois invariants de réquation (F), nous avons, pour les calculer, les relations suivantes :
m' + n? — um» cos 0 m* + n* — amn cos 0
ff ^ a —
sin«Ô
Nous rappelons, pour éviter toute confusion, que les invariants (7, p, t correspondent aux formules :
A -h A' - aB" cos e AA' — B*^* A
sin*e ' "^ sin*e ' sin*e
Ces formules conduisent à plusieurs conséquences.
La première que nous voulions signaler est que la courbe qui correspond à réquation (F) est une vraie conique quand on suppose D'^f o, en posant:
et,
D' =: ma + «g + ^
On voit aussi que Ton a, par une conséquence immédiate des formules (I),
(I') ffZ=p-M.
Cette dernière relation conduit à quelques résultats remarquables et que nous allons développer maintenant.
jM8. Considérons d'abord le cas des coniques ayant un
centre, et soil p ;zf o. Nous avons montré précédemment (g 209), que les axes de la courbe étaient donnés par Téqualion :
ffT
En tenant compte de la relation (i'), cette égalité peut
s'écrire :
ou
Nous pouvons donc dire : lorsque Téquation d'une conique à centre, affecte la forme que nous avons appelée équation an foyi^, les carrés des axes ont pour valeur y respectivementf
l. Supposons maintenant que Ton ail p — o. La relation (F) prouve que, dans cette hypothèse, on a aussi 7 n 1 ; et la formule (A') (§210), donne, pour déterminer le paramètre de la parabole considérée, la relation :
/>*- — -:, ou,
p = ±: (wu 4- ni» 4- 0 = =t D'.
Dans cette formule, p désigne une quantité positive et Ton doit prendre le signe -|-, ou le signe —, suivant que le foyer considéré est placé dans la région positive ou dans la région négative de la directrice.
^95. Paramétre et exeentrleité^Si Ton suppose que l'on ait p;zf o, et que Téquation (r) ait été réduite, comme il
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a été dit précédemment ; la conique qui lui correspond, rapportée à son centre et à ses axes, a pour équation :
et nous pouvons poser, diaprés ce que nous venons de voir (§223),
Le paramètre de la courbe est une ligne p, qui peut se calculer par la formule :
on a donc,
ou,
(F) dbpzitnx + nf^'ht.
Telle est la formule qui permet de calculer le paramètre de la conique ; on remarquera que cette formule est la même que celle que nous avons donnée> au paragraphe précédent, pour calculer le paramètre de la parabole. On verra tout à rheure (§227), le motif de l'identité des deux formules:
On nomme excentricité^ dans les coniques à centre, un rapport, que Ton désigne ordinairement par la lettres, et dont la valeur vérifie l'égalité :
Les relations ( 1 ) donnent :
(E) e'=ii~p,
(E') e'= ! TTT •
sm*0
L'égalilé (E) prouve que le nombre p est toujours plus petit
que Tunilé. Les axes étant — et — ^, c'est donc celui-ci qui
P P représente le grand axe, dans le cas de Tellipse.
Nous ferons encore remarquer que si du foyer on abaisse
une perpendiculaire sur la directrice, la longueur z de cette
distance est donnée par la formule :
z zz
m* -+- n* — ^mn cos 6*
qrfi peut s'écrire :
l^SG Théorème V La directrice est parallèle à une des directions principales de la conique.
La relation (A), (§îii6), appliquée à (F), donne, pour déterminer les directions principales de cette conique, Téquation :.
|x*n (m — n cos 0) -f- |jl (m*— n*) -|- fn (m cos 0 — n) = o ; cette égalité peut s'écrire sous la forme,
(n\L -hm)\ jx (m — n cos 6) + m cos 6 — n | rr o.
Les coefficients angulaires des directions principales sont donc:
n ^ m cos 6 — n . et —
m — n cos B'
Ainsi la directrice est parallèle à Tune de ces directions et perpendiculaire sur Faulre.
9ftll. Théorème II. Le paramètre d'une conique est la demi-corde principale qui passe par le foyer et qui est parallèle à la directrice.
Désignons le foyer par F, la directrice correspondante
par D, et la conique proposée par C. Par F menons une corde A , parallèle à D, son équation est :
(A) ym{x—x)-hn{y — ^)zzo.
Pour obtenir Tintersection de A et de C, il suffit de résoudre les équations (F) et (A) ; a?, y représentant les coordonnées d^un des points communs à C et à A. Mais on peut remarquer que l'on a, par combinaison de (F) et de (A),
(a?— a)*-+-(y— P)'+2(a?— a)(y— 3)cosei=(ma4-np + 0".
Celte équation représente un cercle ayant son centre au point a , P et pour rayon mot-^nf^ + t, c'est-à-dire p. Les points cherchés sont donc les extrémités d'une corde principale égale à ajp.
On peut encore exprimer ce résultat en disant que dans les courbes du second ordre r ordonnée principale du foyer est égale au paramètre de la conique,
9S8. Théorème III. Le rapport des distances d'un point de la conique à un foyer ^ et à la directrice correspondante^esi constant, et égal à l'excentricité.
Soit C la conique proposée, D la directrice, F le foyer.
Prenons sur C un point quelconque M, nous avons :
MF* = (a? — a)*-f-(y — 3)*-h 2 (a; — a) (y — g)cose,
et,
— t _ {mx -hny+ pY sin* 0
m' + n* — 2mn cos 6 De ces égalités, et de Téquation (F), nous déduisons :
MF __ m* -h n* — 2mn cos 6 MP""* siii^Ô
En comparant ce résultat avec la formule (£') (§ aaS), nous avons bien,
MF_ MP
Dans Tellipse on a p > o et, par conséquent, « < i . Dans la parabole, Texcentricité est égale à l'unité, tous les points de la courbe sont également éloignés du foyer et de la directrice; enfin dans l'hyperbole on a p < o et, par suite, c > i .
99B. Théorème IW. La directrice est la polaire du foyer correspondant.
Posons :
f{x,y,z)s{x — azy-i- (y — &z)*-h2{x ''xz){y^^z) cos^—V: nous avons alors,
'f'^ s:(a: — a2)-h(y — P2)cosO-7mD, -/•' s: (a? — OLZ) cos 6 4-(y — 35)— nD,
-r'x^(x—ocz)+iy-^z)-[x(y—?z)-i-?.(x-»z)]cos(i—tD; et, par suite,
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L'équaUon de la polaire du point (a, 3) est donc :
[mx -4- «y -h 0 D' = o> ou,
DD'=:o.
Mais D' n'est pas nal si, comme nous le supposons formellement, le discriminant est différent de zéro ; la courbe qui correspond à l'équation proposée étant une vraie conique. Nous avons donc finalement :
!08O. Théorème \. Les tangentes issues d'un foyer à un^ conique sont parallèles aux directions isotropes du plan.
Les notations précédentes étant conservées, remarquons que nous avons :
wS Jm ^ft
L'équation du faisceau des tangentes issues du point (a, f^,i) est donc :
f{x,y,z)(— D") — {mxU -hnyD' + tzD')' = o.
D'"j Aa?,!/,z)-hDVJ = o.
ou, enfin,
(a? — a)« -h (y — p)« + a (a? — a) (y—?) COS 8 = 0.
Cette équation représente deux droites, issues du point dont les coordonnées sont a , 0 , et qui sont parallèles aux droites qui correspondent à Téquation:
^' + y* + ^^ COS 6 ;= o.
Les tangentes considérées sont donc parallèles aux directions isotropes du plan (§ i45).
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Théorème TI. Les foyers sont situés sur tes axes de la conique.
L*équalion quadratique des axes est (,§ 2 1 7)
/;'(A'cose-B0 + r;/^;(A-A') + /';'(B''-Acos6)r:o,
et nous nous proposons de vérifier la relation :
/"«*{ (* — ^') cos 0 — cos 0 -h »wn | + f'j'^ (n*-m*) -f-/*p I cos 0 — mw — (i — m*)cos 0 | =: 0.
A cet effet remarquons que nous avons :
i/^;--twD', et Vp = -wD';
nous devons donc reconnaître Tidentité :
m* {mn — n* cos 6) + mn (n* — m*) + n* (m* cos 6 - mn) s 0, identité qui est manifeste.
S85i. Théorème %nil. Si les tangentes y issues d'un point M à une conique C, sont parallèles aux directions isotropes du plan, ce point M est un foyer de C.
Cette propriété est la réciproque du théorème V et cette réciproque a une importance évidente, parce quelle établit que la propriété visée dans renoncé de ce théorème est caractéristique des points foyers.
Désignons par U =1 0^ Téqualion du faisceau pi, des tangentes issus de M à C ; nous avons, par hypothèse,
U s (a?— «)• + (y — ^zy-^2(x — xz){y — ?^z) cosO.
D'autre pari, si f[x,y,z):=:o, représente Téquation de C, on sait que Téquation du faisceau {a est ;
^f{x,y,z)f[oL,^,^)-[xr^-^yr^-^zf\yzlo,
Les deux formes :
et,
{X — <xz)* -h (y — &zy -h 2 (a; — xz) {y — gz) cos B,
sont donc identiques, à un facteur constant près, et nous pouvons poser :
= (a? — xzY + (y — 0z)* -h it{x — xz) {y — gz) cos6.
L'équation de la conique étant /*(ic,y,^)=r o, ridentité précédente prouve que celte équation peut s'écrire :
(y— pi) cos 6 = 0.
Si X est positif, cette équation n'admet que la solution 3t , 6 , Y ; encore faut-il que Ton ait :
L*équation proposée représente-donc une ellipse imaginaire, ou une ellipse évanouissante.
Écartons cette hypothèse et supposons que la courbe considérée soit une vraie conique ; alors nous devons admettre que X est négatif et nous pouvons poser a zi — p*. L'équation (i) devient :
(y — 3-3^) cos e,
et, sous cette forme, on voit que le point (a, P, y) est bien un foyer de la conique.
C'est celte propriété caractéristique des foyers qui a été adoptée pour définir les foyers dans les courbes d'un ordre supérieur et Ton dit qu! un point F e^i un foyer dune courbe U, lorsque parmi les tangentes issues de? à l], il y en a deux qui sont parallèles aux directions isotropes du plan.
938. Hyperboles focales. La propriété que nous venons de démontrer peut servir à déterminer les foyers des courbes du second ordre, et nous allons montrer que ces points sont à Tinterseclion des deux hyperboles équilatères que nous nommerons hyperboles focales. Pour plus de simplicité dans les calculs, nous supposerons les axes rectangulaires et d'ailleurs, pour le remarquer en passant, les questions relatives aux foyers doivent, autant que possible, être traitées dans ce système d'axes.
Le faisceau des tangentes issues du point ( s , 3 ) a pour équation :
y+Xyj^^Wxy + aBy-f- îïB'iC-hA ") (Aa'-f-A'g'+aB'ag + 2B3 -h aB'a -hA") = { a;(Aa-f-B''g + B^H-y (B"a + A'g H- B) 4- B'a-f- B? + h"\\
Ces droites étant parallèles aux directions isotropes du plan, et les axes étant rectangulaires, nons pouvons écrire: i* que les coefficients des termes en x* et en y* sont égaux ; 2" que le coefficient du terme en xy est nul. Nous avons ainsi, pour déterminer a et 0, les deux équations :
A (Aa* -f. A'ii* -f- îiB^'ag + 26? -r ^B'a -h A") - (Aa + B'^g + B'/
zz A' (Aa* -+-A'P' -f 9.B"a.3-h ^Bg-h^ïB'a-hA") - (B"a + A'g-h B}', et,
B'' (Aa* 4- A'3' + 2B"aiâ H- 2B^ -f- 2B'a -f- A")
z=L ( Aa + B"g -h B') (B'^a -h A'3 + B).
En développant les calculs indiqués, nous obtenons, après réductions, et en rendant a et 0 coordonnées courantes :
iA'-B'^)(a?'-y*)-h2(A'B'~BB'>+2(B''B'— AB)y-hB'*— AA''-B*-hA'A"-o, (AA' - W*)xy + (AB - B'B') ir + (A'B' — BB*^) y-h BB' — A'B^-o.
En revenant à la notation abrégée (§ 194), les équations prennent la forme suivante :
(H'f) a" (af — y*) -h ihy — 'xh'x -f- a' — o = o, (11 p) a"xy — h'y — bx -hb" = o.
On doit alors distinguer deux cas. Si a'' zz o, chacune des équations précédentes représente une droite, et Ton peut conclure de cette remarque que la parabole a un foyer unique.
Si Ton suppose, au contraire, a^^o ; les équations que nous venons de trouver, représentent deux hyperboles équilatères, et Ton vérifie facilement les propriétés suivantes :
1® Les deux hyperboles focales sont équilatères et elles ont pour centre commun^ le centre de la conique considérée,
a® Elles ont pour asymptotes, respectivement, des parallèles aux axes des coordonnées et des parallèles aux bissectrices de ces axes,
3* Elles ont deux points communs réels, symétriques par rapport au centre de la conique donnée ; et deux autres points communs, imaginaires.
Ces résultats sont la conséquence évidente des équations (FIf) , (Hp), mises sous la forme :
*. Démontrer que les coniques focale» ont pour équation^ respectivement ^
4BY(a;, y) = /',/;,
8. Démontrer que les tangentes issues du foyer sont rectangulaires à elles-mêmes. (Théorème de la Hire.)
Expliquer, d'après celte remarque, pourquoi Von trouve ordinairement le facteur x* -(-y*, dans le premier membre de Véquation de la podatre du foyer; montret* pourquoi la présence de ce facteur singulier est évitée dans le calcul exposé plus loin (§ af^i) .
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r. Problème. Etant donnée Inéquation d'une courbe du second ordre, déterminer ses foyers et ses directrices.
La directrice étant la polaire du foyer, le problème que nous nous proposons de traiter se réduit à la recherche des foyers. Cette recherche peut se faire par trois méthodes principales que nous allons exposer.
fl'« méthode. L'équation de la conique donnée étant :
f{x,y,z)zzo,
on ridenlifie avec Féquation générale au foyer.
Les axes étant rectangulaires, cette identification conduit aux équations suivantes :
i 1— m*z=pA, i x-\-mt:=. — pB',
(H) ji-n*irpA', (K) 3+nl = -pB,
Dans ces égalités, les inconnues sont les quantités m , n, p ; a , 0 , ^ Ces équations, séparées en deux groupes, conformément au tableau précédent, prouvent que la recherche
des inconnues âc, 3 dépend d'une solution quadratique ; nous entendons par là une solution qui peut être réalisée par des équations du second degré, tout au plus.
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On remarque, en effet, que les équations (H), permettent de déterminer p par la relation :
(i) p»(AA'-B"*)-p{A-+-A')+i=o.
Cette équation, qui est une combinaison évidente des égalités (H), a ses racines réelles, la quantité placée sous le radical étant :
Dans le cas de la parabole, cette équation est du premier degré ; mais la valeur de p n'est pas infinie parce qu'on ne peut pas avoir, simultanément,
B"*izAA', el Air -A'.
En effet ces relations entraîneraient cette conséquence que les coefficients A, A\B", seraient nuls en même temps.
Revenons au cas général; supposons o;:^o, et pour bien marquer que le problème de la recherche des foyers est un problème quadratique, nous ferons observer qu'après avoir calculé les racines p' , pj^deTéquation (i) si nous prenons Tune d'elles, p' par exemple, à cette valeur p', correspondent, pour les inconnues a, 6, deux systèmes de valeurs :
D'ailleurs, il n'y en a pas d'autres.
En effet, les équations (H) et (K) donnent, par combinaison, les deux relations :
-f pB' _'//_ — 1 -h pA
.i + pB n pB"
et,
[X -+- ^*) pB" + aji + p (aB -h ?B') -h f (BB'- A"B"/ n o.
Ces deux équalions en a, 6,: Tune du premier degré, Tautre du second degré, prouvent qu'à la racine p', correspondent, en général, deux solutions, réelles ou imaginaires,
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pour les inconnues a, 6. Le problème qui nous occupe et qui est, à le bien considérer, un problème du quatrième degré, se trouve donc résolu par deux équations du second degré, qui s'obtiennent en considérant successivement les deux racines p' , p".
1^ méthode. La seconde méthode que nous voulons indiquer, pour la détermination des foyers, est celle qui prend pour base les équations des coniques focales. En écrivant que Tensemble des tangentes issues du point ( a , (il ) a pour équation celle d'un point-cercle, on obtient deux relations du second degré, entre les inconnues a,^.
Cette méthode donne lieu, ordinairement, à des calculs pénibles ; dans tous les cas, si on croit devoir Tadopter, il faut diriger les calculs avec quelque attention et tenir compte de ce fait (§ a33) que les coniques focales sont des hyperboles concentriques. Le changement d'inconnues indiqué par les équations qui terminent le paragraphe cité, permet de résoudre ce problème du quatrième degré par une équation bicarrée.
8« métbiide. Enfin, si Ton remarque que Féquation d'une conique peut se mettre sous les deux formes :
D étant une forme linéaire et 23 n o représentant l'équation d'un point-cercle, on voit que Ton a :
De cette identité résulte le principe suivant dont l'application permet, le plus souvent, de trouver très simplement les foyers d'une conique : Si, au premier membre de l'équation de la courbe, multiplié par un facteur arbitrairCy on ajoute :
{x — a/ + (y — ?/ -r 2 {x — x) {y — p) cos 0,
la forme ainsi obtenue est le carré d'une forme linéaire en x et y.
La première méthode indiquée a rinconvénient grave d'introduire six inconnues dans une analyse qui n^en vise directement que deux ; la deuxième présente des longueurs de calcul qui tiennent à la forme compliquée de réquation des coniques focales ; c'est la troisième méthode qui^ ordinairement, conduit au résultat par la voie la plus courte et la moins sujette aux fautes de calcul.
Nous allons rappliquer à quelques exemples.
5S3&. Détermination des foyers et des direetrit^s.
1® Coniques ayant un centre. Nous supposons que la courbe est rapportée à son centre et à^ses axes; son équation est alors :
(K) Ax'+Ay-.=o. (A>o) !t:j\""'^.f'^*'
i A <o Hyperbole.
et, dans le tableau qui accompagne cette équation, nous avons rappelé les conditions que vérifient les coefficients A, A'. Posons :
U =: A (Aa;*-h AV - i) + (a; - a)* + (y - 6/ ;
U doit être le carré d'une forme linéaire ; ordonnons U par rapport à Tune des lettres x ou y, nous avons alors :
(i) U=:lXA' + i)2/'-26y-|-(XA+ i)a?'— 2xr4-a*-|-6*— a = o.
Nous devons écrire maintenant que ce trinôme en y est un carré parfait quel que soit x.
Deux cas doivent être distingués ici, car U peut renfermer le terme en y*, ou être privé de ce terme.
Soit supposé^ d*abord,
Pour que U soit un carré parfait il faut que le terme sS^ n'existe pas ; on a donc,
(3) 6 = 0 U faut aussi que le trinôme :
(XA 4- 1) a;* — 2xr -f- a' — X,
soit uri carré parfait. On doit donc avoir :
a*=(a*~X)(AA-M).
o — A(Aa* — 1 4-XA).
Le paramètre a n'étant pas nul, comme le prouve Tégalité (2), on a donc :
Soit pris, maintenant, le cas où Ton suppose XA' -M ?:f 0. On a :
6*=(aA'-hi){ (AA-hi)a;^ — 2aa?-ha* + 6«— a{.
Cette relation devant être vérifiée pour toutes les valeurs de X, on voit d'abord que le coefficient de x* est nul ; et, comme Ton suppose )vA' -f- 1 ;zf o, on a donc :
XA -f- 1 ^: 0 ; puis,
(3'). a = o, et,
6*i=(XA'+i)(6*-^X).
De cette égalité, on déduit :
U reste à discuter les résultats trouvés et qui correspondent aux formules (3) et (4) d'une part, (3') et (4') d'autre part.
En se reportant au tableau (K) on voit immédiatement :
i* Que la formule (4) donne des foyers réels pour Tellipse et pour l'hyperbole.
a"* Que la formule (4') donne au contraire des foyers imaginaires pour l'une et Tautre de ces courbes.
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Nous pouvons donc conclure : Il y a dans les coniques à centre, quatre foyers ; deux sont réels, les deux autres sont imaginaires. Les foyers réels sont situés sur le grand axe de rellipse, ou sur l'axe tra}isverse de Chyperbole , de part et d^ autre du centre, à la même distance de ce point ; cette distance, désignée ordinairement par la lettre c, se calcule par la formule :
lorsque téquation de la conique rapportée à ses axes est représentée par :
a*" Parabole. L*équalioo réduite de la courbe étant :
y* — 2px =z 0, nous avons à considérer la forme U :
ou,
£n supposant; d*abord,
X 4- 1 = 0, on a,
puis,
D'ailleurs, on ne peut supposer . X -f- 1 pcS o ; le calcul le prouve immédiatement, mais on peut aussi reconnaître cette
impossibilité en remarquant que U étant le carré d'une forme linéaire en x et y, ne peut renfermer un terme en x\ et un terme en y*, sans avoir, aussi, un terme en xy. Ainsi lit y a dans la parabole un seul foyer situé sur taxe
de la courbe, à une distance du sommet égale à -h -.
Les directrices étant les polaires du foyer, on voit que dans les coniques à centre il y a deux directrices réelles, correspondant aux équations :
Dans la parabole, au foyer que nous avons trouvé, correspond une directrice dont Téquation est :
PROPRIÉTE.S DIVERSES DES FOYERS ET DES DIRECTRICES
1630. Nous nous proposons, en terminant cette étude des foyers et des directrices, de signaler quelques propriétés remarquables de ces points et de ces droites, quand on leur associe une ou plusieurs tangentes de la courbe. Nous établirons d*abord quelques formules nécessaires à cette étude.
Nous prendrons pour origine 0, un foyer de la courbe et, pour axes des coordonnées, deux droites recta^ngulaires quelconques passant par ce point. L^équation de la conique est alors :
(i) x'-hy*^D% en posant :
l):smx-\' ny + /.
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Les coordonnées d*un point M, pris sur la courbe, peuvent être représentées par xzzD cos 9, y = D sin 9 ; 9 désignant Tangle variable que fait avec OX, la direction OM. Si Ton prend deux points M et M' sur la conique, (réquation de la droite MM' est :
cos ç sin f 1
cos 9' siuf' 1
ou, en développant le déterminant, et en divisant par
a sm ' —,
07 cos î — ^4-ysin-^ — ^ = Dcos-ï^ — -, a a a
Dans le cas où les deux points M, M' viennent se confondre, cette égalité devient :
X cos 9 -f- y sin 9 :z: D ;
c'est réquation générale des tangentes à la conique qui correspond à réquation (1).
1989. Théorème I. Si Von considère une corde AB, dans une conique Cy la droite qui va d'un foyer F de celle conique, au pôle de AB, est bissectrice de V angle AFB.
Enposant : AFX=:(p,BFX=:(p', les équations des tangentes à C, aux points A et B, sont, respectivement :
(AP) a;coS(p-[-ysin9=:D, (BP) aîcosç'-f-ysinç'iz D.
L^équalion de la droite qui va de Torigine au point de concours de ces deux droites est :
X (cos o — cos ©') -h y (sin © — sin 9') = " ; ou, en transformant, et en simplifiant,
(FP) yrzicig^'^^
t.eiie égaille prouve que i angie ftx esi egai a -, et
que, par suite, FP est la bissectrice de Tangle AFB.
Fig. Ha.
5S8S. Théorème EË. Un point quelconque P du plan S une conique et le point de rencontre de la polaire de P avec une directrice de cette conique^ sont vuSy du foyer correspondant ^ sous un angle droit.
Soit AB la polaire du point P ; les notations précédentes étant conservées, Téquation de AB est :
(AB) ircosii^-f-ysin^i^=Dcosî — r-.
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La droite FQ qui joint Torigine au point Q , point de rencontre de AB avec la directrice DD' qui correspond au foyer F , a donc pour équation :
(FQ) ipcos-^ '--{-ysm- — ^ =o,
-et Ton voit ainsi que cette droite est perpendiculaire sur la droite FP, droite qui, comme nous l'avons vu tout à l'heure a pour équation :
xbiu — ycos^ ' ' — 0.
9B9. Théorème III. Si Von considère une conique C eU dans son plan y une transversale quelconque rencontrant cette conique aux points A, B ; la droite qui Joint un foyer F, an point de rencontre de AB avec la directrice cofi^espondante, est bissectrice de V angle formé ^ par le rayon vecteur FA, et le prolongement de BF.
Cette propriété peut s'établir très simplement par une analyse toute semblable à celle que nous venons d'employer. On peut aussi remarquer que le théorème en question est, par des considérations géométriques évidentes, un corollaire immédiat des théorèmes I et II.
Ces réflexions s'appliquent aux deux théorèmes suivants, que nous nous contenterons d'énoncer.
9^0. Théoréine 11^. Si Pon considère une tangente quelconque A , à une conique C, la portion de A ?t*V est comprise entre le point de contact et son point de rencontre avec une directrice, est vue du foyer correspondant, sous un angle droit.
941. Théorème W, Si d'un point M pris sur une directrice, on mène à la conique les tangentes MA, MB ; la projection de M sur AB est le foyer correspondant de la directrice considérée.
949. Théorème TI. La podaire du foyer est un cercle^ pour les coniques à centre ; et une droite^ pour la parabole.
L*éqaation d^une tangente T étant prise sous la forme : (i) a; cos ç H- y sin 9 = mx + wy + ^,
la perpendiculaire abaissée de Porigine sur cette droite T aura pour équation :
x{n — sin 9) — y (m — cos ©) — o, ou,
(2) a: sin ç — y cos ^zr.nx — my.
Pour avoir la podaire du foyer il suffit d'éliminer 0 entre (1) et (2). Élevons au carré les équations (1) et (2), puis ajoutons les résultats^ membre à membre, nous obtenons réquation du lieu :
(3) a;* -f- y* — [m* + n*) {x* -f- y") H- '^mtx -f- o.nty -}- i\
Dans les coniques à centre, on a : 5 := 1 — m* — n* ; l'équation que nous venons d'obtenir représente alors une circonférence ; dans le cas de la parabole, on a : m* + n* = 1 et la podaire du foyer est une droite A ayant pour équation :
Cette droite A est parallèle à la directrice et équidistante de celle-ci et de la parallèle à la directrice menée par le foyer. C'est la tangente au sommet de la parabole.
Si nous revenons au cas des coniques à centre, nous avons à nous demander quel est le cercle qui correspond à l'équation (3) ; et pour cela nous devons déterminer le centre et le rayon de ce cercle. A cet effet, remarquons que Téquation (3) peut s'écrire ainsi :
r 1 - w«- nV ^V 1 - m* - nV "" (1 - m'- nT
C'est un cercle toujours réel qui a pour centre le point dont les coordonnées sont :
tm tn
1— m*-— w** 1— wi* — w*'
c^eat-à-dire, comme on le vérifie sans peine, le centre même de la conique. De plus, si Ton observe que Ton a ici (notation des invariants) :
T zi — /•, p iz 1 — m* — w* ; on voit que Ton peut écrire :
Le rayon du cercle trouvé est donc (§ a 25) le demi-grand axe, dans le cas de Tellipse ; et le demi-axe tranverse, dans le cas de l'hyperbole.
5S48« Théorème VII. Le produit des dislances des deux foyers d'une conique à^centre à une tangente quelconque est constant.
Les deux foyers F,F' étant symétriques par rapport au centre 0 de la courbe, et les coordonnées (a:», y») de 0 étant :
^ tm _ ''^ .
il en résulte que les coordonnées x',y\ de F' sont données par les formules :
Considérons une tangente quelconque A et soit : X (m — cos 9) -f y (n — sin 9) + ^ = ">
son équation. Désignons par w, t*', les distances des points F,F' à A. Nous avons, en supposant t > 0 pour fixer les idées,
(1) u = dr:t
y m* H- n* -t- 1 — 2m cos 9 — an sin 9 , ^ am (m — cos 9) -h an (n — sin 9) -h 1 -- m* — n"
(i — m*— n')v^/w*H-n*4-i — amcos9 — ansin^
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OU
, , , , y/m^ -h n* -h 1 — im cos ç — in sin o
1 — ffi* — ^»
Les égalités (i) el (q) donnent :
UU' = ±: ; r, ou (3) liu' — lE .
Le produit uu' est donc constant : il est égal au carré du demi petit axe, dans Fellipse ; et, dans Thyperbole, égal au carré du demi-axe non transverse.
Dans Tellipse, on a : i — m' — n*>o, et dans la formule (i) il faut prendre le signe -h ; les deux foyers sont situés dans la même région par rapport à une tangente quelconque. Au contraire, dans l'hyperbole, on a i — m* — n*<o, il faut prendre le signe—, dans la formule (a) ; les deux foyers sont toujours situés dans deux régions différentes, par rapport à une tangente quelconque.
Dans la formule (3), le signe + correspond au cas de rhyperbole et le signe — , au cas de l'ellipse .
1944. Théorèioe l^lll* La somme des distances d*un point de Vellipse aux deux foyers réels est constante ; dans rhyperbole, c'est la différence de ces distances qui est constante.
Cetle propriété qui a été adoptée le plus souvent, comme définition élémentaire de l'ellipse et de rhyperbole, parce qu'elle donne une génération simple et frappante de ces courbes, peut se démontrer de la manière suivante :
Soit M un point de la courbe ; x, y ses coordonnées. On a :
m =af-hy% et, par conséquent,
(i) ±}AF zzmx-hny + t.
D'autre part, on a :
MF' =:(.r — : ; + [y ; ; ,
\ i—7n—nj \ i—m—nj
OU
MF' z=:x*-hy*—4{inX'hny)
En tenant compte de la relation :
x*-^y* zz {mx-h ny)* -h «< (^nx + ny) + /*, on trouve :
xM['' — ma^-f-ny— / r-^ — ;
ou, encore,
(•<) ±MF'=wia;-|-wy+^ —
On peut, par des considérations diverses, notamment en observant que Tellipse est située tout entière, dans la région comprise entre les deux directrices, tandis que rhyperbole est extérieure à cette région, reconnaître que dans les égalités (i) et (3) il fiaut prendre des signes contraires^ dans le cas de Tellipse, et le même signe, dans le cas de rhyperbole.
On a donc :
MF-+-MF'r=i^^ ou MF — MF'-i^,
suivant que la courbe considérée est une ellipse, ou une hyperbole.
EXERGIOES
1. Un diamètre d'une ellipse est donné en grandeur et en position ; ion conjugué a une longueur constante, mais sa position est moàile ; trouver U lieu des foyers.
On trouve un ovale de Cassini ayant ponr foyen les eztrémitéB du diamètre fixe. Ce résultat s^êtablit facilement par des considératioi» géométriques.
t. Par le foyer d'une ellipse on mène deux rayons vecteurs situés du même côté de Vaxe et rencontrant la courbe aux points A,B. Démontrer que AB passe par un point fixe,
S. Un point M est mobile sur une ellipse dont les foyers sont F et F' ; on considère le cercle ex-inscrit qui a son point de contact sur le segment MF ; trouver le lieu décrit par le centre de ce cercle.
4. Soient À, A' deux tangentes d'une ellipse E, se coupant en P ; F et F' dfyîgnant les deux foyers de E, on projette F sur A en A, et sur A' en A'. Démontrer que A A' est perpendiculaire sur PF'.
5. On considère deux coniques homo focales E,E'; soit AB une tangente à E, soit C son point de contact^ et P son pôle par rapport à E'. Démontrer qve PC est une normale à E.
ê. Vérifier par tanalyse le théorème suivant^ qui se démontre très simplement par des considérations géométriques élémentaires (§ 3i28).
Les tangentes issues d'un point P à une conique et les droites qui joignent P aux foyers admettent les mêmes bissectrices.
Appliquer cette propriété à deux coniques homofocales.
YINGT-CINQUIÈME fr VINfiT-SIXIÈME LEÇONS
THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LES CONIQUES
19it&. Théorème I. Par cinq points réelSy distincts^ située dans un plan, et tels que, parmi eux, trois quelconques ne soient pas en ligne droite, on peut faire passer une courbe du second degré réelle, et on n'en peut faire passer qu^une seule.
Désignons les points donnés par A,B,C,D,E.
En joignant le point C aux points D et E , on obtient deux droites distinctes et Tune de ces droites, au moins, n*est pas parallèle à AB. Nous supposerons donc que CD et AB se coupent en un point 0 , et nous prendrons ces droites pour axes de coordonnées.
Nous poserons :
OAirfl, OB = h: OCizr, ODzzd.
I/équalion générale des coniques étant :
Ja courbe qui correspond à cette équation passera par les points A, B, si, en faisant, dans (i), y = o , l'équation obtenue :
AarH-2B'a?H-A" = u,
a pour racines a et à. Nous avons donc :
r- zza'\-b, et -7 ir. ao,
Nous trouverons de même :
aB ^ * A" ,
— —f^zc-hd, et —,=zcd.
£n divisant Téquation (1) par A'^, quantité différente de zéro, d'après le choix que nous avons fait des axes de coordonnées, nous obtenons l'équation :
équation dans laquelle X représente le rapport -tt:.
Désignons maintenant par x\y', les coordonnées du point E et déterminons X par Téquation :
Le point E n^étant situé, diaprés Thypothèse même que nous avons faite, ni sur OX, ni sur OY, nous avons : x'y'^o. L'égalité (2) donne donc, pourX,ime valeur finie et bien déterminée.
Ceci posé, Téquation (1') représente, pour cette valeur de X , une courbe du second ordre qui passe par les points A,B,C>D,E;11 est donc démontré que Ton peut toujours
iaire passer une conique par les cinq points donnés.
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D'ailleurs on n'en peut faire passer qu'une. Ceci résulte de ranalyse précédente qui, si on la suit avec attention, prouve qu'il n'y a pas d'autres coniques passant par les points A , B , C , D que celles qui correspondent à l'équation (i ). On peut aussi remarquer que si Ton trouvait deux coniques distinctes passant par les points A , B , C , D , Ë , les équations de ces courbes admettraient cinq solutions distinctes, et nous savons (Théorème de Bezout) que deux équations^ dont les degrés sont p et q, ont tout au plus pq solutions distinctes. D'après cela^ deux équations du second degré ont, tout au plus, quatre solutions distinctes.
94kG. Remarque I. La démonstration précédente s*appli'. que, avec les modifications connues,'aucas où deux points A , B , sont : ou coïncidents, ou imaginaires conjugués, mais en étant situés sur une droite, donnée de position. Elle subsiste encore dans le cas où, parmi les points considérés, quatre points sont deux à deux coïncidents, ou deux à deux imaginaires conjugués, mais placés sur deux droites A , A', données de position.
Pour établir la démonstration, dans Tune ou l'autre de ces hypothèses, on prendra pour axes de coordonnées A et A', ou, s'il arrivait que A et A' fussent parallèles, une droite équidlstante de A et de A' et une autre droite passant par le cinquième point, la démonstration donnée plus haut subit, bien entendu, de légères modifications que nous signalons, sans y insister davantage.
Si trois points A,B,G deviennent coïncidents sur une droite A, il y a encore une seule conique passant par les cinq points donnés, cette conique étant constituée par A et par la droite DE. On peut même supposer que les points D et E coïncident sur une droite donnée A'.
Mais il y a deux cas où le problème qui nous occupe est indéterminé ; 1^ quand les quatre points (A,B,C,D) coïncident sur une droite A ; q^ quand ils coïncident, deux à deux, sur des droites A, A', au point qui est commun à ces droites.
Dans la première hypothèse, une conique formée de A et éPune droite quelconque issue du cinquième point E , passe par les cinq points donnés ; dans Fautre cas une conique formée par un faisceau de deux droites, ayant pour centre communie point d'intersection de A et de A% Tune des branches passant par le cinquième point E^ est une conique indéterminée et qui passe par les cinq points donnés.
Nous appellerons cas singulier j ce second cas dMndétermination.
Remarque II. En transformant le théorème précédent^ par la méthode des polaires réciproques on obtient la proposition corrélative ; cette proposition peut s'énoncer ainsi :
Eiani données cinq droites situées dans un plan, et telles que trois quelconques de ces droites ne soient pas concourantes ; on peut toujours tracer une courbe du second ordre tangente à ces droites ^ et on ne peut en tracer qu!une seule.
IM9. Théorème DE. Si l'on imagine un quadrilatère dont les côtés aient pour équation^ respectivement,
P :r o, Q iiio, R — o, S ^: o ; nf et Q correspondent à deux côtés opposés, l'équation :
(i) aPQ-^6RS = o,
est ^équation générale des coniques circonscrites à ce quadrilatère.
On voit d'abord que la conique C , qui correspond à Téqua- Uon (4) est vérifiée par la solution de Tun ou de l'autre des systèmes suivants :
P=:o P;=o Q=:o Q — 0 Riro, S=:o, Rmo, S = o.
Ainsi C , représente une conique circonscrite au quadrilatère proposé.
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D^ailleurs toute conique circonscrite à ce quadrilatère peut être représentée par (i) si Ton fait un choix convenable des paramètres a , 6 .
En effet, soitC une de ces coniques, et soit M un point quelconque de C^ En désignant para:', ^', les coordonnées de M ; P', Q\ R',S', ayant leur signification ordinaire, Téquation :
(i) PQR'S' — RSP'Q' ^ o,
représente une conique passant par les sommets du quadrilatère proposé et par le point x\y'. Mais nous avons xuy tout à l'heure, que par cinq points on ne pouvait faire passer qu'une seule conique ; concluons donc que la conique qui correspond à réquation (i') n'est autre chose que C'.Par conséquent, en prenant :
a = irs', 6 = — P'Q',
l'équation (i) représentera la conique C.
ft4LS. Théorènie III. L'équation générale des coniques A, qui passent par les points communs aux coniques V ,^, qui correspondent atix équations :
est (sauf dans le cas singulier) :
(i) aU + 6M = o.
Imaginons en effet une des coniques A. Les courbes Uetv étant du second ordre, ont quatre points communs (A,B,C,D) : réels, ou imaginaires conjugués, distincts ou coïncidents, à distance finie ou infinie. Nous reviendrons sur ce point dans la leçon suivante, mais il peut être admis, dès maintenant, comme un fait algébrique démontré.
Prenons sur F un point M, et soient a;', y', ses coordonnées. L'équation :
it'U — wU'izu,
représente une courbe du second ordre qui passe par les cinq points A,B,C;D, M. Mais, par cinq points on ne peut faire passer qu'une conique; Téquation (i) représente donc la conique F, si Ton prend :
a = w', et 6 1= U'.
D'ailleurs, ces quantités, u' et U', ne sont pas nulles, du moins simultanément ; le point M ne pouvant pas appartenir, à la fois, aux deux coniques F, y.
En résumé, l'équation (i) représente, pour des valeurs convenablement attribuées aux paramètres a, 6, une conique quelconque passant par les points communs à F, et à y.
Ce raisonnement est pourtant en défaut dans un cas qui, malgré sa particularité, doit ôtre signalé ; c'est le cas singulier où U = o, et tt = 0, représentent deux variétés de coniques ayant le même centre 0. Dans cette hypothèse, en effet, l'équation (i) ne peut pas représenter une conique quelconque 3 passant par les points communs à F et à y ! 3 étant formé par detix droites arbitraires passant par 0.
Réciproquement, toute conique correspondant à (i), passe parles points A,B,C,D.
Lorsque a et 6 varient, on obtient une infinité de coniques qui, suivant une expression adoptée, constituent un réseau linéaire de coniques.
En général, le mot réseau correspond à Tidée de coniques mobiles, en nombre inâni ; le réseau est linéaire quand, parmi ces coniques, une seule passe par un point donné.
1S40. Théorème de Desargues. l/n réseau linéaire détermine y sur une droite fixe D deux divisions homographiques en involution.
Prenons, pour exprimer les coordonnées d'un point de D^ les formules :
a;=:a:o + ap, ynyo-f-êp;
et cherchons Tintersection de D avec F et y* ^^ substituant, De L. Tomr n. ^^
à cet effet, x ei y dans les formes V ,Uy on obtient des trinômes du second degré en p :
Mp'-hNp-hP, mp* -+■ np -h p.
Par suite, en cherchant l'intersection de D, avec une des coniques A du réseau^ Téquation de cette courbe étant :
on a^ pour déterminer p, Téquation :
(i) (>JkH- m) p* -h (XN H- n)p -h XP+pzzo.
Désignons par Mo le point de D qui a pour coordonnées ^09 t/o ; la droite D rencontre A en deux points M', M*^, et si Ton pose :
MoM'=:p', }ioWzzp\
L'équation (i) donne :
,. „ XN-4-W . , _ XP-+-JD
^^ XM + m ^^ XM + m
Si entre ces deux relations on élimine X on obtient, entre p' et p\ une relation de la forme :
HpV-hl(p'-hp'0 + J=:o.
Les points mobiles M' et H' décrivent donc deux divisions homographiques, en involution (^).
1 . Nous avons donné plus haut (§ 1 18) la définition des divisions tioniographiques. Lorsque l'équaUon homographique :
aw t; + p u + Y» + ô = o,
entre les variables u,v présente le caractère remarquable d'être symétrique par rapport ft ces deux lettres (par conséquent, lorsque ronap=Y]* on exprime ce fait en disant que la relation homographique proposée est en involution.
œNIQUES. ~ THEOREMES GÉNÉRAUX
Au point de vue géométrique^ on peut remarquer que le théorème précédent est une conséquence immédiate de ce £ait que cinq points donnent une conique bien déterminée. On voit ainsi qu*au point M' correspond sur D le seul point M'' et inversement.
De là, la relation homôgraphique en involution, entre les variables p', p".
Remarque. Quand un quadrilatère est inscrit à une conique V, les deux couples de côté opposés, et F, peuvent être considérés comme formant trois coniques du réseau linéaire. Une transversale quelconque rencontre ces couples^ et r, en six points qui sont en involution.
Ce corollaire du théorème que nous venons d^établir constitue la propriété qu'avait donnée Desargues.
^50. Théorème de Mac-Liaarln et de Braikenridge. Étant données deux droites fixes ^^L'^ etun triangle ABC ; autour du sommet B, on fait tourner une transversale^ qui rencontre Ùl enU, et A' enK : les droites CU, AK se cour peut en un point I, dont le lieu géométrique est une conique.
Fig. 85.
Prenons le triangle ABC pour triangle de référence ; nous savons (§ 73) que les droites A et A' ont des équations qui peuvent se mettre sous la forme :
(A) aP-^gQH-YK = o (A') x'P-|-&'Q-|-y'R = o
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La transversale HK a pour équation :
(HK) R — XPzzo,
et les intersections de HK avec A et A' sont déterminées par les relations :
(CH) p (a ^ay) -4-30 = 0, (AK) R^Y4.^) + 3Q = o.
La forme des premiers membres de ces équations prouve que la première représente une droite passant par C, l'autre une droite passant par A ; en résumé, ces équations sont celles des droites CH et AK. L'équation du lieu s'obtiendra donc en éliminant X entre ces deux équations, et Ton trouve ainsi :
(aPH-PQ)(YR-+-gO) = aYPR.
Cest l'équation d'une conique passant par les points A,C.
Cette génération des coniques peut être considérée comme constituant un cas particulier, mais très remarquable, de la génération que nous allons faire connaître et qui est due à Chasles.
951 . Théorème de Chaslesu Lorsqa' autour de deux pôles fixes on fait tourner des droites formant des faisceaux homographiqueSy le point d'intersection des branches correspondantes décrit une conique, passant par les pôles.
Soient 0 et 0' les pôles des deux faisceaux ; supposons que le premier soit à l'intersection de deux droites fixes (P = o, Q = o) ; l'autre étant le point commun de deux autres droites fixes (R = 0, S = o).
Une droite quelconque A, passant par 0, a pour équation :
P-XQ = o, et une droite A', passant par 0' con*espond à 1 équation :
CONIQUES. - THiiORÈMES GÉNÉRAUX
Les droites A et A' qui sont mobiles, quand on suppose
que X et ix'sont variables, décrivent des faisceaux homographiques si les paramètres X^l^, vérifient constamment Téqualion bomographique :
aXjx + PX 4- TI* -h 8 = 0.
L'équation du lieu est donc :
aPR -f. PPS -h yRQ -+- 80S = o.
La courbe qui correspond à cette équation est bien une conique passant par les points 0,0'.
La réciproque est vraie et s'établit sans difScallé.
9519. Tltéoréme de Pappas. Quand un qttadrilatère esl inscrit dans une conique donnée F, le produit des distances d'un point M, mobile surV, à deux côtés opposés ^ est au produit des distances du même point aux deux autres câtéSy dans un rapport constant.
Fig. 86.
En effet, soient :
PZZOy Q = o,
les équations des côtés AB, CD ; et soient :
R = o, S = o, celles des droites BC, AD. L'équation de la conique est :
- (i) aPQ-h6RS = o.
D*autre part, si on abaisse du point M des perpendiculaires sur les côtés du quadrilatère ABCD , m^ , m, ,771, , m4 étant des coefficients convenablement choisis, on a :
MHzim.P, MK=:m,R, MH' = 7n,0, MK' = 11148.
Ces égalités donnent :
MH.MH^ _ m,m, PQ MK.MK'"m,W4 " RS'
et, en tenant compte de (1),
MK.MK' am^m^
Le rapport qui est représenté dans le premier membre de cette égalité a donc une valeur constante.
11 est facile de vérifier que, dans le cas où la conique considérée est une circonférence, la raison constante est égale à Tunité.
9&3. Théorème de Pasisal. Étant donnés six points placés sur une conique T ; si Pon joint ces points par un trait continu^ de façon à revenir au point de départ y on obtient six cordes qui, diaprés l'ordre dans lequel elles ont été obtenues, peuvent étrenumérotées iy2,3,ji^5,e, Lescordes i,4;a,5;3,6; se coupent en trois points situés en ligne droite, et récipro* quemetit.
Joignons le point de départ A, au troisième point rencontré par le circuit brisé que nous avons tracé, c'est-à-dire au point D de la figure ci^après ; désignons par ? = o, Téquation de AD, et représentons par P„ = o, Téquatîon de la corde qui porte le numéro n. Considérons maintenant les deux quadrilatères (9,1,2,3), (9,4,5,6) qui sont inscrits dans la conique proposée. D'après ce que nous avons vu (§ 247), les équations :
(0 «P,?-h«P,P3 =0, (2) a'P,^ + e'P^P.'zr o,
représentent, l'une et l'autre, Téquation de F. Considérons maintenant la combinaison suivante, des équations (i) et (2);
(3) a6T.P4P.-6a'P,P3Ps = o;
cette équation est vérifiée par les coordonnées d'un point quelconque de F ; et comme elle est du troisième degré, on peut dire qu'elle représente l'ensemble formé par F, et par une certaine droite A.
Cette remarque étant faite, on peut observer que les points 0,(y, 0* ont des coordonnées qui satisfont à l'équation (3). En effet, si l'on a : P, = 0 et P4 = 0, cette équation est vérifiée. Il en est encore ainsi, quand on suppose, simultanément :
Pj 1= 0, et P5 zz 0, ou : P3 = o, et Pe = o.
Ainsi les points 0 , 0', 0'^, sont situés sur D ; ce qui démontre la propriété en question, l'une des plus remarquables de la géométrie des coniques.
La réciproque du théorème de Pascal est exacte, elle s'énonce et se démontre sans difficulté, en s'appuyant sur le théorème établi plus haut (§ 245).
9&4L. Théorème de Brianehon. Étant données six droites tangentes à une conique F, si ton imagine un mobile
parcourant ces droites^ de façon à revenir au point de départ, si Von a numéroté I , II, III, IV, V, VI, les sommets de Vhexagone que Von a, ainsiy successivement rencontrés ; les droites^ qui joignent les sommets I, IV ; II, V ; III, Vï ; concourent au même point ; et réciproquement.
Ui»
Fig. 88.
Ce théorème se déduit immédiatement du théorème de Pascal par la méthode des polaires réciproques. Aux sommets A,B,C,D,E,Fde Thexagone inscrit (fig. 87), correspondent des tangentes a, ft, 0,^,6,/" qui forment un hexagone circonscrit. A la corde AB correspond le point I (fig, 88) intersection des tangentes a, 6; et ainsi des autres. Les points 0, o'yo" (fig. 87) étant en ligne droite, les droites w, w', «' dans la figure corrélative, sont concourantes.
9&&. Théorème de l^ewton. Soit F une conique fixe,
et soient A , A' deux transversales sécantes au point 0, mobiles,
mais restant parallèles à des directions fixes ; ces droites
rencontrent F, la première aux points A, A' ; Vautre aux
oA oA' points B, B' ; fe rapport ' ^, conserve une valeur constante.
oB.oB'
Ce théorème est vrai pour des courbes d'un ordre quelconque comme le prouve la démonstration suivante.
Soit :
réquation de la courbe F; menons par le point 0 (0:0,^0)» une droite A parallèle à la direction (a, 3) ; los coordonnées d'un point de A sont données par les formules :
Si nous désignons par ç^ (x,y) Tensemble des termes homogènesy et du degré m, en x et y, nous aurons pour déterminer les distances OAj, OA,, ... OA^, des points communs
à A et à r, au point 0, l'équation :
F(Xo,yo)-H... +pXa,6) =0.
Nous déduisons de là :
OA. .OA.....OA^ = (-irI^\ Nous trouverions de même :
Nous avons donc :
OA, .OA, ....OA^^(p,(«^60 OB, . OB. ....OB^- (p^(«,6)"
C'est cette relation qui constitue le théorème de Newton.
MMI. Théorème de Camot. Soit une conique F et un triangle ABC, dans son plan ; un mobile pariant du point A, par exemple, et parcourant le périmètre du triangle dans le sens ABC rencontre successivement la courbe aux points C, , C, ; A, , A, , B, , B, ; cela posé, on a la relation :
AC| . AC, BA, . BA, CB| . CBg
AB| . AB2 BC, . BC| CA, . CA
Ce théorème, comme le précédent, appartient aux courbes d'un degré quelconque, et à un nombre quelconque de transversales situées dans le plan de la courbe.
Prenons, pour fixer les idées, trois transversales et soient (a?o,yo)> (^1 >yi)i {^t>yt) l^s coordonnées des points A, B, C. La droite AB rencontre F en des points C|,C,, ... C^ et nous
avons, d*après ce que nous venons de voir,
BC| . BC, .... BG-^ — ( — i) — ' — -r-.
AC, . AC, ... AC^ — ( i) r -r- ;
a, 6 désignant les paramètres directeurs de AB. Ces relations donnent :
. AC, . AC, . . .AC^ _F(a?o,yo) ^'^ BG, .BC, ... BC^" F {x,,y,y
Nous trouverons, de la même façon, les relations :
BA, .BA, . ...BA^ F (a?,, y,)
CA, .CA, ... CA^ F{x,,y^y
CB, . CB, ... GB^ ^ F (a?, ,y,)
AB, .AB, .-.AB^ F(a;o,yo)'
Si nous multiplions, membre à membre, les égalités (i),(3) et (3), nous avons :
AC| . AC, . . . AC^ BA| . BA, * • . BA^ CB| . GB^ •• . CB^ — — , , . — 1.
BGj .BG, ... BG^ CA, . GA, ... CA,^ AB| . AB, ... AB^
Cette égalité démontre, dans le cas de trois transversales, le théorème de Gamot, qui, pour des raisons rendues évidentes par ce calcul précédent, est vrai, quel que soit le nombre des transversales considérées.
9&9. Corollaires des théorèmes de Pascal et de
Brianelioii* Si nous supposons que dans la figure (8;) les
points A,B, ... F, vienneat coïncider dans les conditions suivantes : 1» A et B, 2« A et B d'une part, C et D d'autre part 3» A et B, d'un coté ; C et D, d'un autre coté ; et, enfin, E et F, d'un troisième coté ; on obtient de nombreux et intéressants corollaires du théorème de Pascal donnant des propriétés sur les pentagones, les quadrilatères et les triangles inscrits dans
les coniques.
Cette remarque importante s'applique à la figure (88) quand on suppose que l'on fait coïncider, deux à deux, les tangentes
Par exemple^ on peut considérer la proposition suivante comme un corollaire du théorème de Pascal.
Théorème. Si un triangle ABC est inscrit dans une canipieV, la tangente à F, au point A, rencontre BC en un point h! ; les trois points A',B',C', ainsi obtenus sont en ligne droite.
De même, la propriété que nous allons énoncer peut être considérée comme un corollaire du théorème de Brianchon.
Thénréme. Uorsqu'une conique F est inscrite à un triangle ABC, si Von désigne par A! le point de contact de BC avec F, la droite AA' et les droites analogues BB', CC, concourent au même point.
Nous allons d'ailleurs établir directement ces deux propositions et faire connaître, à ce propos, les équations des coniques inscrites et circonscrites à un triangle.
^&8. Coniques eireonscrltes A un Manille. Désignons par :
P=zo, Q = o, Rizo,
les équations des côtés du triangle proposé ABC et prenons ^C pour triangle de référence. L'équation générale des coniques situées dans son plan (§ 74) est :
(0 «P* + a'Q* -h «"R* -4- 26QR + 26'RP + aS^PQ =: o.
Soient a'o, ^o, les coordonnées du point A ; les trois droites AB,AC,BC, n'étant pas concourantes, on a :
Qorzo, Ro = o, et Po;zfo.
La conique F passant par A , on doit avoir :
et, par conséquent, a = o. On trouve de même, a' = 0, et 7," zz 0. L'équation (i) prend donc la forme :
(C) CQR + 6'RP + 6TQ =r o.
Cette équation peut s'écrire encore :
et, sous la forme (C), ou sous la forme (C), représente Téquation générale des coniques circonscrites au triangle considéré. Cherchons Téquation de la tangente au point A. Une droite quelconque A , passant par ce point peut être représenté par réquation :
(A) XQ — ixR =: 0.
Son intersection avec la conique (C) est déterminée par la relation :
R[S|aR-^(6'X + 6V)P] = o.
laquelle donne :
R = o, et, 6H.R-f-(6'X-f-6V)P = o.
On conclut de là que la condition nécessaire et suffisante pour que A soit tangente à (G) est :
L'équation de la tangente au point A est donc :
ou,
Si ron appelle A' le poiat de rencontre A, avec BC. Jes coordonnées de ce point sont déterminées par les relations :
On voit donc que le point A', et les points analogues B',C', appartiennent à la droite qui a pour équation :
Le corollaire du théorème de Pascal^ signalé plus haut, se trouve ainsi établi, par une analyse directe.
S&9. CToniqoc» inscrites A an triangle. Les cotations précédentes étant conservées, si Ton suppose que la droite
BC soit tangente à la conique F qui correspond à Téquation (i), on a :
On trouve, de même,
6'* =: aa^
Ces relations donnent, par combinaison, ^S't" i= ± xx'x". Prenons d'abord le signe— ; l'équation (i) devient :
E! ^' 5! 2l^ ^PR _ ^PQ _ Le signe + conduit à Téquation :
/P Q . wy
à laquelle correspond une droite double. Ainsi Téquation (1) représente, seule, Téquation générale des coniques inscrites dans le triangle de référence.
En faisant P = o dans Téquation (I), on voit que si Ton
appelle A' le point de contact de BC avec F , les coordonnées de ce point vérifient la relation :
La droite qui correspond à cette équation passant évidemment par le point À, on conclut de cette remarque que les droites AA', BB', CC'ont, respectivement, pour équation :
o. — izo, -— ~rzo.
Ces trois droites concourent au point dont les coordonnées vérifient les relations :
Cette propriété constitue le corollaire, cité plus haut (§257;, du théorème de Brianchon.
fMM. Cyoniqaes Inscrites A an an^le. Nous avons vu que réquation générale des coniques circonscrites à un quadrilatère, pouvait être mise sous la forme :
On peut supposer que les paramètres « , — 6 , sont introduits dans les formes P et R et nous prendrons l'équation :
PQ = R
représente Téquation générale des coniques tangentes aux droites qui ont pour équation : P = o , Q = o ; la corde des contacts ayant pour équation : R = o.
Cette forme remarquable donnée à l'équation d'une conique conduit, si Ton cherche son interprétation géométrique^ au théorème suivant, qui est un corollaire évident du théorème de Pappus :
Théorème V¥. Soit ÂB une corde quelconque d'une conique T, le carré de la distance d'un point M de F â cette corde est au produit des distances de ce même point aux tangentes enketBy dans un rapport constant.
Lorsque la corde AB est un diamètre, cethéorème donne l'équation de la conique rapportée à deux diamètres conjugués.
Aux propriétés diverses que nous venons d^exposer et qui, avec celles qui sont relatives aux foyers et aux directrices , constituent les théorèmes fondamentaux de l'étude des coniques nous ajouterons encore les théorèmes suivants, qui sont fréquemment employés.
ISGl .Théorème \.La droite qui joint unpoint P au milieu de la corde des contacts des tangentes issues deP à une conique F passe par le centre de T, si F a un centre^ ou est parallèle à Vaxe de la courbe, si F est une parabole.
Soient [x^y y^yZ^ les coordonnées deP;la polaire p, de ce point, a pour équation :
et le diamètre conjugué de p :
Cette équation est évidemment vérifiée par xzzxo^yzzy^; et ceci prouve la proposition énoncée.
3o0 VINGT-aNQUlÈME ET VINGT-SIXIÈME LEÇONS
Pour trouver ce lieu géométrique on peut considérer le centre comme étant à Tinterseclion des droites qui correspondent aux équations f'^zz o, f'^zzo (§ 177); mais la considération de ces droites n^est pas nécessaire et il y a quelquefois avantage à considérer le centre de la conique comme déterminé par d'aulres conditions. Par exemple^ et comme nous l'avons déjà fait remarquer, si l'équation de la conique se présente sous la forme eP' -f e'Q' =n, le centre est à Tintersection des droites qui ont pour équation : P = o, et Q =z 0 ; dans d'autres cas, on pourra considérer le centre comme un point situé au milieu de la corde qu'on obtient en prenant le diamètre conjugué d'une direction donnée.
Revenons à la démonstration du théorème de Newton. L'équation (2) prouve que Ton a :
OA=-Ar, et 0B = -^.
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L'ordonnée du point C est donc donnée parla formule :
q x + iA — i'
et Tabcisse de C, par l'égalité :
Entre les équations (A), (B), (C) il reste à éliminer les paramètres A, [JL et Ton trouve, finalement,
•»((?- q') -H y (p -/>') -H ^ (p'q'—pq) - o.
On reconnaît sans difficulté que celte équation est vérifiée par les valeurs suivantes :
p£ q — q' 2 qp' —pq'
qq; p'-^p
1 qp'—pq
La droite de Newton passe donc par les milieux des diagonales du quadrilatère, et ce fait pouvait être prévu, apriori, en considérant les diagonales en question comme des coniques aplaties^ tangentes aux quatre droites données.
5SG3. Paraboles tang^eotes à deux droites. Si nous considérons les paraboles tangentes à deux droites et si nous prenons ces droites pour axes de coordonnées, Téquation :
X* y* 2x1/ X . y a 0 ab a b
dans laquelle a, 6 représentent les distances des points de contact au point de concours des tangentes, représente réquation générale des paraboles inscrites dans Tangle yox.
35^ VlNGT-aNQUlÈME ET VINGT-SIXIÈME LEÇONS
9B4. Paraboles tanf^entes A trois droites. L'équation (3) (§ 262) représente une parabole lorsque Ton a :
p' ' q* L pq pq S
o\Xf en développant; et en simplifiant, •
Xjji. (X H- [A — 1) :z o.
L*équation générale des paraboles inscrites au triangle formé par les axes et par la droite qui a pour équation :
est donc :
[!-(w.)+?(.-o+.J=4vg,
pq
avec la condition Ou peut aussi prendre Téquation^ homogène en a et ^^
\ P q ^1 ^ ^pg
t. Démontrer que si trois coniques F, F', T*', ont une corde commune, les trois autres cordes sont concourantes.
En désignant par P = o, Téquation de la sècaute commune, les coniques ont, respecUvement, pour équation :
aP* H- gPQ + yPK h- or = o, a'P* -h P'PQ H- y'PR 4- QR - o, a'T* + 3TQ -4. y'PH 4- ou = o ;
et les trois sécantes non communes correspondent aux équations suivantes :
(a— a') P+ (3— 3') 0 4- (y — y') R = o, (a'-a')P + (3'-nQ-«-(Y'-Y')R=«.
On volt que ces éqnations, ajoutées membre à membre, donnent lieu à une identité. La proposition est ainsi établie ; on peut en déduire le théorème de Pascal.
». Démontrer qu'en prenant pour axe de coordonnées des parallèles aux côtés d'un parallélogramme^ menées par le centre^ Véquation générale des coniques inscrites est :
s. Si Von prend pour axes de coordonnées, les diagonales du parallélogramme, Véquation générale des coniques inscrites est :
a'* sin* 9 6'" cos' <p
4. Lorsque trois droites AA',BB',CC', prises dans le plan d'un triangle ABC, sont concourantes, il existe une conique V inscrite au triangle et ayant pourpoints de contapt les points A'.B',C'. Démontrer aussi que la droite qui joint le milieu de BC avec le milieu de kk', et les deux autres droites analogues, concourent au centre de F.
5. Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un tHangle, elle passe par le centre des hauteurs de ce triangle.
On prend pour axes de coordonnées un côté du triangle et la hauteur correspondante ; puis ou applique Téquation (l'j (§ a45).
8. Le lieu des centres des coniques circonscrites à un quadrilatère est une conique passant par les milieux des côtés du quadrilatère, et par les points de concours des diagonales. (Conique des neuf points.)
1. Le lieu des centres des hyperboles équilatères circonscrites à un triangle est le cercle des 9 points du triangle,
H . Si l'on considère un résçau de coniques pcusant par quatre points fixes, les polaires d'un point quelconque supposé fixe, passent toutes par un même point. (Théorème de Lamé.)
9. Si Von considère un réseau de coniques inscrites dans un quadrilatère fixe, le lieu des pôles d'une droite fixe quelconque est une droite.
(Généralisation du théorème de Newton.)
Démontrer géométriquement le théorème de Pascal
On considère le triangle formé par les côtés i , 3, 5 de l'hexagone de Pascal, et on s'appuie sur le Ihéorème des transversales et sur le lliéorènie de Carnot.
L'idée de cette (lémonstration parait due à Sturm.
(cas général)
Le problème que nous nous proposons de traiter, dans cette leçon^ peut s'énoncer ainsi : Étant données, dans un système d'axes, les équations de deux coniques, étudier au point de vue du nombre et de la nature de leurs points communs, la situation relative de ces deux courbes.
fUi&. Théorème. Deux coniques G, c ; situées dans le même plan et qui n'ont pas de direction asymptotique commune, ont quatre points communs réels, imaginaires ou coïncidents, situés à distance finie.
Soient :
(i) U — o, uzzo
les équations des deux coniques proposées ; en posant :
U s Aa?" + A V -4- ^B'xy -I- aBy -f- qB'j? + A%. usiax* -h a'y* + %Vxy -f «ôy + ^Vx + «".
La méthode naturelle pour trouver lo nombre et la nature des points communs aux coniques C et c, consiste à résoudre les équations (i). A cet effet, on formera le résultant en x de ces équations , ou le résultant en y, comme Ton voudra. En désignant ces résultants par R {x), et par r (y), on devra considérer l'une ou l'autre des équations :
(A) R{x)zzo, (B) r(y) = o;
dans lesquelles on a :
R(x)={ a'(Aa7'-f-2B'a?-hA0-A'(aa?'-haô'x-ha^) }*
{ {B'X'hB){ax*+ab'X'\'a') — <6''aJ4-6)(Aj?'H-îiB'x+ A') j
Le coefficient K, de a:*, dans le second membre de celte identité, est donné par la formule :
K = (Aa' — flA')" — (A'fe'' — a'B") {B'a — b'A).
Celle quantité est différente de zéro si les deux équations:
Aa:*4.2B''a;y + AV=o, ax* -f- 2b''xy + a V = ® *
n'ont pas de racine commune (Alg. § i5o) ; c'est-à-dire, si les courbes C, c, n'ont pas de direction asymptotique commune (§2i5,4°). L'équation (A) admet donc quatre racines delà
forme a -f- 6/, a et 6 étant des nombres finis. Comme nous l'avons expliqué en algèbre (Alg. § 392), les équations (A) et (B) admettent quatre solutions, dans le sens général et algébrique que nous donnons à ce mot ; ces solutions pouvant être réelles ou imaginaires, distinctes ou coïncidentes, mais non infinies, du moins dans le cas que nous discutons, celui où les directions asymptotiques sont distinctes.
Pour bien reconnaître que la solution n'est pas infinie, comme nous venons de l'affirmer, il ne suffit pas d'avoir observé, comme nous l'avons fait tout à l'heure, que la valeur de X n est pas infinie, il faut encore remarquer que la valeur correspondante, ou les valeurs correspondantes de y sont aussi finies. Ce dernier fait est mis en évidence par l'équation (B), dans laquelle le coefficient de y* est précisément le nombre K ; la valeur de K restant identique à elle-même quand on permute, deux à deux : A, A', d'une part; a, a', d'autre part.
9G6. Intersection de coniques ayant des directions asynptotiqnes, on des asymptotes, €5omninnes. Nous
débarrasserons tout d'abord le problème qui nous occupe des cas particuliers qui correspondent à Thypothèse où les coniques ont des directions asymptotiques, ou des asymptotes, communes.
1° Une direction asymptoHqtie commune. Le calcul indiqué au paragraphe précédent, conduit immédiatement à une équation du troisième degré. On pourra discuter, et résoudre quand la chose sera possible, cette équation ; et, en associant aux valeurs trouvées pour a?, les valeurs correspondantes de y, on pourra déterminer la situation respective des deux coniques. On pourra, d'ailleurs, suivre la méhode que nous allons donner plus loin, pour le cas général, et qui conduit, elle aussi^ à une équation du troisième degré.
2* Les deux directions asymptotiques sont communes. Dans cette hypothèse les coefficients des termes du second degré sont proportionnels ; c'est le cas des coniques que nous avons appelées, précédemment, homothétiques. Au point de vue nouveau qui nous occupe en ce moment, celui de Tintersection des coniques, on voit que si nous avons, comme nous le supposons,
«A — Pa = o, aA' — Pa'no, aB" — Pô'-o,
a et 6 Q*étant pas nuls ; la résolution des équations (i) peut être effectuée en prenant Tune d'elles, et la suivante :
«U — PV zr 0,
laquelle est du premier degré. Les deux coniques ont donc seulement deux points communs à distance finie.
On peut ainsi considérer deux coniques homothétiques et en particulier, deux circonférences quelconques dans un plan, comme ayant deux points communs avec la droite de Tinfini du plan de ces courbes. Quoi qu'il en soit, le problème de Tintersection dépend d'une équation du second degré et ne doit pas nous occuper davantage.
3û Une asymptote commune. Soit P i= o, Téqualiôn de
Tasymptote commune aux courbes C, c ; en désignant par Qzzo, qzzoy celles des autres asymptotes, par H et A des constantes^ on sait que Ton a :
. U=:PQ + H, w s: Pg -h A.
Ces identités donnent, par combinaison,
Vh - wH =: P (Q^i — qH).
La résolution du syslème proposé est ainsi ramenée à celle d'une des équations données et de la suivante :
P(QA— gH)=:o.
En prenant Phypothèse P zr o, on a deux points rejetés à rinfini; les deux autres points sont déterminés par une équation du second degré (V zi o, ou u n o), et par Téquation du premier degré :
Qh — qUzzo,
Nous ne nous occuperons pas des cas plus singuliers encore que ceux que nous venons de citer et qui rentrent dans ceux-ci. Les uns et les autres correspondent à des problèmes quadratiques et qui donnent lieu à des solutions élémentaires. Pourtant dans le premier cas, celui où il y a une direction asymplotique unique, commune ; la solution du problème, comme dans le cas général, dépend alors d'une équation du troisième degré.
Mais avant d'aborder lé cas général, celui où les points communs sont distincts, nous voulons encore faire remarquer que l'on peut en excepter celui où l'une ou l'autre des équations (A) ou (B) a deux racines égales. Lorsque cette circonstance particulière se produit, le problème proposé est évidemment quadratique, et il est inutile d'aller chercher une solution dépendant d'une équation du troisième degré, pour un problème qui, abordé par la méthode naturelle, se résout complètement par des équations du premier et du second degré tout au plus.
lesv. Équation en X, ;ji.. Nous avons va que la recherche de rinlerseclîon de deux coniques s'obtenait par la résolution d'une équation du quatrième degré. Mais comme nous Pavons montré déjà (Alg. § 538 et 539), une pareille résolution dépend de celle d'une résolvante du troisième degré. Des considéralions algébriques qui se présentent naturellement dans cette question et qui ont été employées déjà (Alg. loc. cit.), vont nous permettre de simplifier, dans une certaine mesure, le problème de rintersection de deux coniques, en le faisant dépendre d'une équation du troisième degré.
Au lieu de résoudre le système (i), il est naturel de remplacer Tune des équations de ce système par la combinaison suivante :
(1') XU-h|xui=o,
et de disposer des paramètres X et p. de façon que la forme XU-hjJLM, se décompose en un produit de deux facteurs linéaires. A cet effet, écrivons que le discriminant de cette forme est nul et nous avons, pour déterminer X et \t., la relation :
XA + M, >^B" -h 1x6", XB' + [Lb' XB" -1- [Lb% XA' + \La', XB + \Kb XB' + ixô', XB ■+- [Kb, XA" -I- [>.a'
Si l'on désigne par A le discriminant de la forme U ; par a, celui de la forme u ; l'équation précédente peut s'écrire :
AX' + MXV 4- NXi/.' -h Ajx' r: 0 (I)
En supposant que C et c, soient de vraies coniques, on voit que cette équation entre X et (i. n'admet aucune solution nulle pour X, ou pour i*.
En donnant à l'une des variables, à {jl par exemple, une valeur déterminée ((x=: t), on obtient une équation du troisième degré en X, laquelle peut admettre, suivant les cas proposés, des racines réelles ou des racines imaginaires, des
racines distinctes ou des racines égales. Les développements qui vont suivre ont pour but de montrer comment par Vétude^ et notamment par la discussion de F équation (I)» on peut reconnaître quelle est la situation relative des deux coniques.
Nous nous occuperons d'abord du cas général, celui où les quatre points communs aux coniques C^c, sont distincts.
9G8. Définition des couples et des centres. Nous donnerons, préalablement, quelques définitions et nous entrerons dans certaines explications préliminaires qui prépareront utilement la discussion qui va suivre.
L'équation en X admet trois racines qui ne sont ni nulles, ni infinies, et que nous désignerons par Xi,X2,X3. A chacune de ces valeurs de X correspond pour la forme XU -|- w, une décomposition en facteurs linéaires et nous aurons :
(a) X,U-hws:P,0,, X^U -h w =: P,Oî , X,UH-ws:P,Or
Si Ton considère les droites qui correspondent aux équations :
nous dirons que ces droites constituent un couple relativement aux coniques C,c; et que leur point de rencontre est le centre de ce couple.
11 y a ainsi trois couples, et trois centres correspondants, que nous allons avoir à considérer. Les identités (a) prouvent d'ailleurs que la droite d'un couple passe toujours par deux des points d'intersection des coniques données.
Mais les points communs à C et à c peuvent, dans le cas général qui nous occupe, être réels ou imaginaires ; de là, différents cas que nous examinerons successivement.
5909. Discussion de i^éqnaUon en X. {Cas général):
1® Quatre points réels distincts (A,B,C,D). 11 existe alors trois couples réels, distincts, passant par ces points, (AB,CD), (AG,BD), (AD,BC); les centres de ces couples sont euxmêmes des points réels; il est facile de reconnaître que l'équation en X a, dans ce cas, ses racines réelles et distinctes.
En effet, réqualion XU-hw = o, représente réqualion générale de toutes les coniques passant par les points coninuns à C et à c, et à cette équation ne peut correspondre une variété de coniques que si son discriminant est nul. L'équation en X que nous avons formée et qui est du troisième degré, donne seulement trois couples ; comme elle doit précisément fournir les trois couples (AB, CD), (AC,BD), (AD,BC), qui sont réels et distincts, les coefficients Xj,Xj,X3, des équations (2), doivent èlre réels et distincts.
/ JC^
/} »Vr^
Fig. 90.
2* Deux points réels, les deux autres imaginaires. Soient Aet B(fig. lou) les points réels ; parles points imaginaires (que Dous avons symboliquement représentés en C et D), passe par une droite réelle P, , puisque ces points sont imaginaires conjugués, leur coordonnées étant des racines appartenant à des équations à coefScients réels; le couple (Pi, Pg) est réel, ainsi que son centre. La droite qui passe par le point A et, dans le sens attribué à ce mot (§ S3), par le point imaginaire C, est une droite imaginaire. En effet, si elle était réelle, les coordonnées de C vérifiant les équations des deux droites réelles AC et CD, seraient réelles ; ce. que nous ne supposons pas. Celte remarque s'applique à toutes les droites des couples 2 et 3 ; ces couples sont donc imaginaires, et les racines X, et X, sont, par conséquent, imaginaires elles-mêmes.
11 faut encore observer que les centres des couples 3 et 3 sont aussi des points imaginaires. En effet, si les équations imaginaires des droites AD, BC, étaient vérifiées par une solution réelle, la droite ÂD passerait par deux points réels, savoir : le point A, et le point commun aux droites AD et BC ; points qui sont nécessairement distincts.
Fig. 91.
Ainsi réquation en X a deux racines imaginaires ; il y a un seul couple réel, et, aussi, un seul centre réel.
3® Quatre points imaginaires. Représentons ces points symboliquement sur la figure ci-dessous par (A,B); (C,D). Ces points sont, deux à deux, imaginaires, conjugués, pour la raison déjà donnée tout à Tlieure. La droite AB est réelle ; il en est de même de la droite CD, ces droites passant par deux points imaginaires conjugués (§ 83).
Considérons maintenant la droite dont Téqualion est vérifiée par les coordonnées (imaginaires) des points B et G ;
cette droite est imaginaire, car si elle était réelle, le point B, dont les coordonnées pourraient vérifier deux équations linéaires à coefficients réels, serait réel. Ainsi BG est une droite imaginaire; il en est de même de AD.
Mais il faut ajouter que ces droites sont imaginaires conjuguées, parce que Téquation de Tune peut se déduire de celle de l'autre par le changement de i en — i. Or, deux droites imaginaires conjuguées forment un couple dont l'équation est :
p et V désignant des fonctions linéaires réelles. Le centre de ce couple est donc réel. En résumé, dans le cas où les quatre points sont imaginaires, il existe -un couple réel et deux couples imaginaires, mais ayant des centres réels ; par suite, l'équation en X a ses trois racines réelles puisque les coefOcients de (i) sont réels, chose qui ne saurait se réaliser avec une équation de la forme :
U (m -+■ ni) -4- w — o,
dans laquelle U et m ont des coefficients réels. Le tableau suivant résume cette discussion.
Équation en )^ — (Cas général.) — (Racines distinctes.)
(Trois coiid16s réels \ Trois centres réels". ) Q^^at^e points réels, distincts.
Une seule racine \ ^^ ««^ ^^^uple réel. | Deux poinU réels.
réelle. | Un seul centre réel. ) Deux points imaginaires.
i Un seul couple réel. 1 ,. , . , . Trois racines réelles. | ^^^.^ ^^^^^^ ^^^^^ { Quatre points imaginaires.
D'après ce tableau, ayant formé Téquation en X, une discussion algébrique portant sur cette équation apprendra, d'^abord, si elle a, ou non, des racines égales. Nous examine-
rons, toul à Theure, les cas particuliers qui correspondent aux racines égales, mais^ pour le moment, nous plaçant dans le cas général, nous supposerons que Téqualion en X a ses racines distinctes et nous dirons, pour conclure :
1* S'il n'y a qu'une racine réelle, les deux coniques proposées ont deux points réels, et deux points imaginaires communs.
a» Si, au contraire, les trois racines sont réelles, on cherchera si les trois couples qui correspondent à ces racines sont du genre elliptique, ou d*u» «mire' genre. Dans le premier cas, les quatre points sont imaginaires ; ils sont réels dan:; la seconde hypothèse.
On remarque que la présence d'un couple du genre elliptique, couple correspondant à une racine réelle de TéqualioD en X, suffit pour caractériser les quatre points imaginaires; et que, si deux couples «Missent -pefi^du genre elliptique, les quatre points sont nécessairement réels. M>«'-iitU
(cas particuliers et applications)
Nous allons maintenant chercher comment Téqualion en X permet de reconnaître les particularités diverses de la situation respective de deux coniques, quand deux ou plusieurs des points communs deviennent coïncidents. Les racines do l'équation en X ne sont plus distinctes, elles sont nécessairement réelles.
990. Premier €»is j^riàeuUer. {Deux points coïncidents.) Désignons par A et B les deux points qui sont coïncidents ; réqualion qui donne les abcisses des points communs admet une racine double, laquelle est la solution d'une certaine équation du premier degré. Ainsi les coordonnées du point (AB) sont réelles.
Fig. 93. Fig. 94.
Si les deux autres points C, D sont réels, le couple (AC,BD) couple qui correspond à la racine double est réel (fig. gS) ;
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si au contraire les points C,D, dont les coordonnées se calculent par une équation du second degré, sont imaginaires (fig. 94) le couple AB^CD qui correspond à la racine simple est réel, mais celui qui correspond à la racine double est da genre elliptique.
991. DevKiénie eas particulier. {Les points coîncidefU deux à deux.) Les deux coniques ont alors la position du double contact ; mais il y a deux sortes de double contact, que nous allons distinguer Tun de l'autre .
Les polynômes R (a;), r (y) que nous avons considérés plus haut (§ 265), sont alors des carrés parfaits, les coordonnées du point (AB), et celles du point (CD), sont données par la résolution d*équations du second degré qui, suivant les cas, ont des racines réelles ou des racines imaginaires.
Si les racines sont réelles, le couple qui correspond à la racine simple est réel et celui qui correspond à la racine double a une équation de la forme P* == o ; elle représente une droite double et, les coefficients de P étant réels, on peut dire que cette droite double est réelle.
Cette dernière conclusion est encore exacte lorsque les points (AB), (CD) sont imaginaires^ mais ce cas se diflEërencie du précédent si Ton remarque que les droites AB^CD sont imaginaires. En effet, si elles étaient réelles, comme A est une droite réelle, les points (AB), (CD) seraient réels ; ce que nous ne supposons pas.
9*99. Troisième eas pmHÊeuUer. {Trois points coïncident.) Si R(x) = 0 admet une racine triple, les racines de cette
ébuation sont données par des équations du premier degré (Alg. § 4o5) ; elles sont donc réelles. Cette remarque s^applique à réquation r{y) =: o. Les trois couples sont alors confondus en un système unique formé par deux droites ; Tune de ces droites étant la tangente au point (ABC) aux coniques pro-
posées ; Tautre» étant la droite qui joint ce point (ABC) au quatrième point D.
Ainsi^ réquation en X a une racine triple à laquelle correspond un couple de genre hyperbolique.
998. Qaatrléme eas particulier. {Qicatre* points coïncidents.) Enfin^ il peut arriver que les quatre points communs aux deux coniques considérées soient confondus; c'est le cas des coniques osculatrices,
Fig. on.
Ce point (ABCD) est nécessairement réel, les polynômes R(a;),r(y) sont, dans ce cas, des quatrièmes puissances exactes. L'équation en X a ses trois racines réelles, mais il arrive ici, en même temps, que cette racine triple donne un couple correspondant dont réquation est : P' = o,
Nous avons dit que, dans le cas particulier que nous examinons, les coniques étaient osculatrices.
D'une façon générale on nomme courbes osculatrices en un point commun^ celles qui ont, en ce points le maximum de points confondus. Un cercle étant déterminé par trois points, est osculateur à une courbe lorsqu'il a trois points communs coïncidents avec cette courbe. Deux coniques ne pouvant
posséder que quatre points communs sont mutuellement osculatrices lorsque ces quatre points sont confondus.
En général, deux courbes ont un contact d'ordre p, lorsqu'elles onip + 1 points communs coïncidents. Le cas le plus simple, celui qui correspond à p = i, s'appelle le simple contact et la disposition des coniques que nous avons considérées au paragraphe précédent est celle du contact du second ordre.
Nous résumons cette discussion dans le tabkau suivant :
Équation en X. -- (Cas particuliers.) — {Racines égales.]
S 2 points réels coîocid avec le centre da coi 2 autres points réels disi
12 points réels coincidi avec le centre du cji 2 autres points ima^oi
IRéel, si X" donne un a byperboUque.
Imaginaire, si X« da une couple ellipUqil
Une racine triple
/ , , î u 1 1- ( * points réels,
l A doune un couple hyperbolique ) « - .j . ^ i^ -
i . »., /iv i3 coïncidents avec le c
I (coatact du second ordre). / , ,
' , ( ' du couple.
V donue ud couple parabolique 1 , . , . ..
(coniques osculatrices]. ) * P^*'^^^ «"^«^^ ~'"'**
ftH^» Cas où Ton peut éviter l'équation en X. L'équation en X étant du troisième degré, on doit éviter d'avoir recours à cette équation toutes les fois que le problème de Tinlerseclion de deux coniques peut se résoudre par des équations d'un degré inférieur. Nous avons déjà signalé deux cas où le problème est quadratique, quand nous avons considéré (§ 266) ; 1° deux coniques ayant une asymptote commune ; 2« deux coniques homolhétiques. Nous allons encore faire connaître quelques cas analogues.
t" Coniques confocales. En prenant pour origine le foyer commun, les coniques ont pour équation : Tune,
x* + y' = D\ l'autre,
Les points communs vérifient l'égalité :
(D-hD')(D — 00 = 0.
Le problème se résout au moyen de deux équations du second degré.
2" Coniques ayant un axe de symétrie commun. Prenons cette droite pour axe des x ; les équations des deux coniques prennent la forme suivante :
et,
y'zza'x'-hl^'x-hY-
Les points communs ont donc des abcisses qui vérifient t'équalion :
3« Coniques inscrites dans un angle. Soient P r= o, Q = <» les équations des droites qui forment Tangle proposé. Les coniques ont pour équation : Tune,
PQ zz R\ l'autre,
PQzzS-.
La résolution de ces équations peut se faire en considérant la combinaison :
le pî*oblème est encore quadratique.
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4^ Coniques concentriques. Les équations de ces coniqaes, en prenant le centre commun pour origine, ont la forme :
Ax' + Ay + aB^a^yizi,
et,
ax* ■+ a!y* -f- ^h''xy = i .
Pour résoudre ces deux équations, on fera la combinaison suivante :
et la solution du problème s'effectue par des équations du second degré, tout au plus.
5*^ Coniques doublement tangentes à une conique donnée V. Si Ton désigne par U =z o, Téquation de F, U — PQ =: o représente réquation générale des coniques y passant par les points communs à F et à la conique aplatie formée des deux droites A , A' qui correspondent aux équations P = o, Q = o. Si nous imaginons que A et A' se rapprochent et viennent se confondre, la conique y devient doublement tangente à F et a pour équation :
dans laquelle P désigne une forme linéaire «a? -4- 3y -H y- Kn supposant a, P, y variables, (i) représente Féquation générale des coniques doublement tangentes à U.
Pour établir ce point avec la rigueur voulue, nous allons montrer que Féquation (i) peut représenter une conique quelconque doublement tangente à F.
En effet, imaginons une conique y' doublement tangente à F, soit V =: o son équation. L'équation des coniques passant par les points communs à F et à y' est XU — V =: o ; et pour une valeur particulière de X, la forme XU — V devient un cane parfait, les deux coniques étant doublement tangentes. On i
donc: XU — Vs:Q', Q étant une forme linéaire. L'équation de y', V = o, peut donc s'écrire sous la forme :
OUf
elle rentre donc dans la forme (i).
Cette remarque étant faite, imaginons deux coniques y, y" doublement tangentes à F ; elles ont pour équation, respectivement ;
La résolution de ces équations est encore quadratique et ceci résulte de la combinaison évidente :
En observant (§ 80) que les droites qui correspondent aux équations :
P = o, Qzzo, P-hQ=:o, P — Qno;
forment un faisceau harmonique, nous pourrons énoncer le Ihéorème suivant :
Théorème. Lorsque deux coniques sont doublement tangentes à une troisième conique^ les cordes de contact et les sécantes communes sont des droites concourantes formant un faisceau harmonique.
APPLICATIONS DE L'ÉQUATION EN X
199&* Théorème I. Lorsque deux coniques ont leurs axes parallèlesy les points communs à ces coniques qui sont situés à distance finie, appartiennent à un cercle.
Prenons pour axes de coordonnées, des droites parallèles aux axes des deux coniques considérées ; les équations de celles-ci ne doivent pas renfermer de termes en xy (§ îo5), elles ont donc la forme :
Aa;' + Ay -h aBy + ^B'o: -h A" - o, ax* + a'y* -+- ihy -h 'xh'x -k-n" :=io.
Si Ton peut résoudre ces équations par rapport à ar'elày', on voit que les points communs appartiennent à la courbe U, qui a pour équation :
a:' + y* := mx -I- ny -h p,
équation qui est une combinaison évidente des précédentes. Cette courbe U est un cercle, puisque les axes des coordonnées sont supposés rectangulaires.
11 y a exception lorsque Ton a ka' zz ak' ; dans ce cas, les deux coniques sont homolhétiques ; deux des points communs sont rejetés à Tinfini.
199S. Théorème II. Lorsque deux coniques F, F', ont leurs points communs situés sur un cercle, leur/ axes sont parallèles.
Cette proposition, qui est la réciproque de la précédente, peut s'établir de la manière suivante :
Prenons pour axes de coordonnées, des parallèles aux axes de Tune des coniques données F' et soient :
les équations des coniques, en posant :
\}:sikx' + k'y* + iWxy + aBy 4- "iWx -f k\ \:sax* + a'y* -h '^by H- ib'x -f a\
La forme V ne doit pas renfermer le tenue en xy (§ «o5}, si, comme nous le supposons, les axes de coordonnées sont parallèles aux directions pinncipales de F'.
L^équalion générale des coniques passant par les points communs à F et à F' est :
(i) aU+gViro.
Pour des valeurs convenablement attribuées à a et à 6, cette équation doit représenter un cercle. Les axes étant rectangulaires, le terme en xy ne doit pas exister dan^s (i) ; on a donc a B" = o. Le paramètre a n'est pas nul ; car si Ton a a no, réqualion (i) devant, par hypothèse, représenter un cercle, la conique F' est un cercle et, dans ce cas, la proposition est évidente. Concluons donc que B'^ est nul et que, par suite, les axes de coordonnées sont parallèles aux axes de F. Ainsi les coniques F et F' ont leurs axes parallèles.
1169 9. Théorème III. Lorsque quatre points A,B,C,D d'une conique F sont situés sur un cercle ; les cordes AB , CD sont inclinées sur la direction positive de Vun ou de Vautre des axes, d"* angles supplémentaires.
Cette proposition est la conséquence immédiate du théorème précédent.
Considérons la conique aplatie F ' formée par les droites AB , CD ; F et F' ont quatre points communs situés sur un cercle, leurs axes sont donc parallèles. Or les axes de F' sont les bissectrices des droites AB , CD ; par suite les axes de F sont parallèles à ces bissectrices. D*oii cette conséquence géométrique que les cordes AB et CD sont inclinées d'angles supplémentaires sur la direction positive de Tun, ou de Tautre, des axes.
5998. Théorème W¥. Lorsque deux cordes AB , CD d^une
conique F sont inclinées d'angles supplémentaires sur la partie positive dé Vun des axes, le quadrilatère ABCD est inscriptible à un cercle.
En effet en considérant la conique aplatie F' formée par les droites AB , CD, les axes de cette conique, c'est-à-dire les bissectrices des angles formés par ces droites sont parallèles aux axes de F, et le théorème I prouve que les points communs A , B , C , D ; sont situés sur un cercle.
999. Théorènie W. Il existe un triangle autopolaire \^] commun à deux coniques F , F'. Ce triangle qui^ en général, est unique j a pour sommets les centres des couples passant par les points communs àV et à V\
Soient :
les équations des deux coniques considérées et soient {x,y,z les coordonnées d'un point 0 ayant la même polaire dans F et dans r\ L'équation de la polaire de 0, par rapport à F, est :
(i) xu;4-Yu;-4-zr: = o;
et celle de 0, par rapport à F' ,
(a) xu;4-Y«;4-zu; = o.
Les équations (i), (2) devant représenter la même droite, on a :
— \ désignant la valeur commune des rapports —, -7 , -j •
On peut considérer le paramètre X comme une inconnue auxiliaire et, pour déterminer X, on doit éliminera:, y, centre les équations:
XU^-{-tiar = o, (3) XU;-hî4 = o,
AU- -h U, =10.
1 . Un triangle ABC est autopolaire à une conique F lorsque chacun de ses sommets a pour polaire, par rapport à l\ le câté opposé. On dit ans^i que ABC est conjugué à la conique.
Ces équations linéaires et homogènes ont un déterminant qui est , précisément, le discriminant de la forme X U -f " ;
par suite le résultant de ces équations n'est autre chose que réquation en X.
Cette équation, dans le cas général, admet trois racines, réelles ou imaginaires X, , X, , X, ; à chacune desquelles correspond un seul point (à distance finie ou infinie). On obtient ainsi trois points 0 , , 0 , , O3, lesquels jouissent de la propriété de posséder la même polaire par rapport aux coniques r et F' ; et qui sont, d'après les équations (3), les centres des couples passant par les points communs à F et à F'.
Montrons maintenant que la polaire A,, deO(, par rapport à F, ou par rapport à F', est la droite O.Oj.
A cet effet, considérons une coniqae quelconque y passant par les points communs à F et à F' ; elle a pour équation :
(7) KU-^M=^o,
K étant un paramètre arbitraire. La- polaire du point Op par rapport à y, a pour équation :
X (ku;^+ w;)4-y(ku;-^w;) -hz (ku;+w;) == 0.
Si nous y remplaçons x^y^z par les coordonnées x^^y^ , z^ du point 0„et si nous tenons compte des relations :
nous obtenons :
(K - X,) (XU;^ -h YU;^ + ZU^) =: 0.
Ainsi la polaire de 0, , par rapport à y , est la droite Aj elle-même.
Parmi les coniques particulières qui passent par les points communs à T et à F' se trouvent celles qui sont aplaties et qui correspondent à K = X, , ou à K — X,. La polaire de O^
par rapport à ces couples passe par leurs centres, c'esl-à-dire par les points 0, , 0,. Ainsi la droite 0,0, est la polaire de 0, y par rapport à toutes les coniques du réseau correspondant à réquation (y).
f . Trouver Véquation générale des coniques doublement tangentes n deux coniques données.
Soient S = o, S/ = o les équations des coniques données. Xi désignant Tune des racines de Tëquation en X et l'équation du couple qui correspoml à cette racine étant : PQ = o, l'équation cherchée est ;
Q« — aÔ(S + X,S') + eT' = o.
On suppose, pour bien préciser la valeur de X|,
S — X,S'=:PO
0 désigne un paramètre variable.
S. Démontrer que si deux coniques sont doublement tangentes, la polait^e d'un point quelconque pris sur la corde de contact est /-a même pour cet deux coniques.
8. Qu*arive't^il si Véquation en\ a: i® une racine nulle ; a^ deux racines nulles ; 3» trois racines nulles ?
Réponse : i** Tune des coniques est aplatie; <2° le centre de la conique aplatie est situé sur la vraie conique; 3** la conique aplatie est formée d'une droite tangente à la vraie conique et d'une autre droite passant par le point de contact.
4. Démontrer que si autour d'un point fixe A, pris sur une conique F, on fait tourner deux cordes rectangulaires A, A' ; la droite qui joint lesextré» mités de ces cordes passe, par un point fixe^ situé sur la normale à F, au point A. (Théorème de Frégier.)
Trouver le lieu de ce point fixe quand on suppose que A décrit V.
Généraliser le théorème précédent en supposant que ^et ^f sont des droites mobiles dont les coefficients angulaires m, w' vérifient toujours l'équation:
xmm' + P (m -f- m') + Y = *^ '»
cesi-à-dire, en supposant que ^etàr sont des droites cofrespmdantes de deux faisceaux homographiques en irivolution,
5. Dire quelle particularité présentera l'équation en X lorsque Vune des coniques étant formée de deux droites sécantes ^ a : i° Vun de ses côtés tangent à la vraie conique ; 20 ses deux côtés tangents à la vraie conique.
6. Démontrer que les coefficients en X sont proportionnels à des invariants quand on effectue un changement de coordonnées.
Supposons que U devieaae U|, et que udevienoe u^ : alors XU-f-t^ devieut XU, -^Ui. Les valeurs de X qui doaaeut à XU -(- 1^ ^^ forme eP*4~s'Q*' ^^^^ doncles mêmes que celles qui donnent cette forme à XUi-4-m«< Les deux équations en X qui correspondent aux équations:
XU + W z= o, XU, H- 1*| — 0,
ont donc les mêmes racines.
A Si Ton prends en particulier, u^x^-^y'-^jxy cos 0; on voit que
siu' 6 est un invariant.
V. Le raisonnement précédent est en défaut si l'on suppose que les deux équations du troisième degré sont :
et,
(X — XT(X — X') = o;
montrer que cette circonstance ne peut se produire.
8. Déterminer les points communs aux coniques qui ont respectivement pour équation :
Parmi les couples passant par les points communs, ou trouvera celui qui correspond à Téquation :
Finalement, les points cherchés ont pour coordonnées :
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•. On considère l'hyperbole équiUUère H qui correspond à réquatton :
xy = m* :
dun point fixe P (a, 6), avec un rayon variable R, on décrit un cercle à qm coupe H aux points A, B, C, D ; trouver le lieu décrit par le point de (mcours I, des cordes ÂB et CD.
On considère réqaatiou
/'(a?,y,2)=:o, en posant :
f(œ, y y z) = {X — zzy + (y — 6^)* — H V -h 2X {xy— nCz'), el Ton remarque que les coordonnées du point I Yérifient les équatioui
Le résultat est :
On peut employer la méthode précédente dans les problèmes du même genre.
On pourra aussi généraliser la question précédente en considérant une conique quelconque, au lieu de Thyperbole H. Le lieu trouvé est toqjoun une hyperbole équilatére, ce lieu est, pour des raisons évidentes, iliT- ' perbole équilatère aux pieds des normales.
!•. Appliquer Véquaiion en \ à la résolution de Véquaiion :
ax* -h bx^ -^cof-^dx + f^zo, On posera
ETCDE DES CONIQUES D APRES LES EQUATIONS REDUITES
(tangentes et polaires)
980. Équation réduite de l'ellipse. Nous avons vu (§ai4) que, par un choix convenablement fait d'axes rectangulaires, les coniques qui ont un centre peuvent être représentées par l'équation :
(i) SX + S"V-4--r = o.
Nous supposerons d'abord S > o ^ ce qui correspond aux coniques du genre ellipse. Comme nous avons (§ ao5) :
sin^e
Si S'A est positif, réqualion (i) n'est vérifiée par aucune valeur réelle des variables. Supposons donc S'A <o, par suite S"A <o, et posons :
a'zz
rry
L'équation (i), en appelant maintenant x et y les coordoonées courantes, prend la forme :
C'est cette équation qui va nous servir pour l'étude de l'ellipse.
itHl . l^orme de la €N»arbe. L'équation (E) peut s'écrire sous Tune ou l'autre des formes suivantes :
Il en résulte que si Ton prend OAizOA'— a, OBi=0B'— 6, la courbe est renfermée, tout entière, dans l'intérieur da rectangle CDEF. On voit aussi que, x variant depuis zéro
Kig. 9«.
jusqu'à a, y diminue constamment, depuis la valeur b Jusqu'à zéro. Enfin l'arc de courbe AB offre une sinuosité telle qu'une droite ne peut pas le rencontrer en plus de deux
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points. On peut ainsi se &ire une idée assez exacte de la forme de cet arc AB. L'ellipse totale s'obtient en prenant un arc A'B symétrique de Tare AB, par rapport à oY, puis un arc AB'A', symétrique de ABA' par rapport à oX.
fB99. CTonstmction de l'ellipse, point fiatr point. Nous avons démontré précédemment (§ 33), que si Ton joignait un point M de Tellipse aux extrémités A,A' du grand axe, la droite A'M et la perpendiculaire élevée au point A, à la droite AM, se coupaient en un point [l dont le lieu géométrique était une droite A, perpendiculaire à AA'.
En appliquant Qette remarque au sommet B, on obtient un point C de A ; cette droite se trouve donc déterminée, on voit ainsi, comment, connaissant les sommets de Tellipse, on peut construire la courbe, point par point, au moyen d'une règle et d'une équerre.
51^8 . Représentation d*nn point de l'ellipse : i"" Soient x'jî/', les coordonnées d'un point quelconque de la courbe ; ces quantités variables vérifient constamment la relation :
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Il existe donc, entre o et -, un angle ? tel que Ton ait :
(P) cos ç = - , sin ç = X--
Réciproquement, si Ton prend arbitrairement, entre o et -,
un angle f , et si Ton calcule les coordonnées d'un point U par les formules (P), M situé sur Tellipse. La connaissance
du paramètre 7 caractérise donc la position d'im point M de Tellipse.
Cherchons l'équation d'une corde MM de Tellipse. Celle équation est :
a cos 9 b sin 9 1 acosf' 6 sin 9' 1
•zi o
ou,
bx (sin 9 — sin 9') — ay (cos 9— cos 9') -f- ab (sin 9'cos 9 — sin 9 cos ?'; ou encore, par une transformation évidente,
(b) — COS-^ i-O-iftinl 1_— nrtoI_ •
+ T sin ' — ^ ■=, cos 2 6 2 2
2* L'identité :
(fT?)+(rf?)=''
permet encore de représenter les coordonnées d'un point de l'ellipse par les formules :
Dans ces égalités, t désigne un paramètre arbitraire, variant de — 00 à -h 00. A toute valeur de /, correspond un point M,, situé sur Tellipse.
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Si l'on cherche Téquaiion de la corde M^lf^^ , en appliquant la formule connue :
y-y' = |rz:J?(-«-a^').
on trouve :
j^84. Équatioo de la taag^ente. L^équation générale des tangentes :
^fxt -H yfyf -H zf[, := o, appliquée à Téquation E^ donne :
„^ , xx' yy'
Les formules (P) et (P') donnent deux autres formes :
(T,) - cos ? -+- 1 sin 9 = 1 , a b
qui peuvent encore se déduire des équations (S) et (S')> en faisant ? = f ' dans la première ; et ^ = t\ dans Tautre.
Enfin, on emploie aussi, dans quelques questions, une quatrième forme de l'équation de la tangente^ forme dans laquelle on met en évidence le coefScient angulaire de la tangente.
Considérons la droite qui a pour équation :
y zz mx -h n
el cherchons la relation que doivent vérifier les coefficients m et n, pour que cette droite soit tangente à l'ellipse.
Les abcisses des points communs sont donnés par Téquation' :
ou,
X* {a*m* -H 6') + 2a*mnx -h aW — a*à* zz o .
Cette équation doit avoir ses racines égales, on a donc:
ou, après simplifications,
n' = a^rrC -h b\
L'équation de la tangente, en fonction du coefficient angulaire m, est donc ;
(T4) y — mx±^ yJa^nC -h ^* n o.
5S8&« Remarque sur remploi des différentes fomes de réqaation de la tanf^nte. Les équations que nous venons de faire connaître et qui représentent la tangente à l'ellipse ne doivent pas, en général, être employées indifféremment. L'une de ces formes peut présenter certains avantages pour le calcul que Ton a en vue et Ton doit alors prendre, de préférence, cette forme particulière.
Nous voulons montrer l'utilité de celte remarque par divers exemples.
Applieation de la première forme. On considère une ellipse rapportée à ses axes, ox,oy ; une tangente à ceUe courbe rencontre les axes aux points VjQet V ellipse ^u point M. Trouver le lieu décrit par le point commun à la droite OM et au cercle qui passe par les trois points 0 , P , Q.
Le point de contact M ayant une influence particulière sur la construction du point dont nous cherchons le lieu géométrique nous prendrons l'équation de la tangente sous la forme (TJ.
L'équation de la tangente mobile est :
et Ton a
af y
Par suite, Téqualion du cercle OTQ est :
D'autre part, la droite OM a pour équation :
L'équation du lieu s'obtiendra en éliminant af et y' entre les relations (i) et (2) et Tégalité:
Des équations (1) et (2), on déduit :
en portant ces valeurs de a;' et de y' dans (3) on a :
Nous indiquerons plus loin (§ 39a), quand nous nous occuperons delà construction des courbes, les formes diverses de la quartique qui correspond à cette équation.
Applieation de la seconde forme. Démontrer qu*une tangente mobile à V ellipse intercepte sur les tangentes aux extrémités du grand axe des segments qui, comptés à partir des points de contact, ont un produit constant.
Prenons Téquation (T.) ; si nous y faisons, successivement, a? — «, eixzz — a, nous obtenons :
AM AF
Les triangles rectangles FAM, FA'M' sont donc semblables et cette similitude exige que les droites FM , FM' soient rectangulaires. On peut donc dire : Si Von considère les tangentes aux extrémités du grand axe et la partie MM' interceptée par
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ces droiieSy sur une tangente quelconque, le cercle décrit sur MM' comme diamètre^ passe constamment par les foyers.
Cette proposition résulte d'ailleurs d'une propriété précédemment établie (§ 237). En effet, d'après cette propriété, les droites FM et FM' sont bissectrices des angles adjacents AFK, ATK ; elles sont donc rectangulaires.
Application de la troistéaie forme. On considère les tangentes AC et BC^ aux sommets A et B de Fellipse ; une tangente mobile A, rencontre ces droites aux points k" yB" et par ces points on mène des parallèles aux axes de la courbe ; on obtient ainsi un point I, mobile avec A : trouver le lieu décrit par\.
Jl"
A' Fig. JOi,
Prenons la troisième forme de l'équation de la tangente. Si, dans réquation (T,), nous faisons x:=a, nous obtenons réquation de A"!,
L'équation de B"! s'obtient, de même, en faisant yzzb; elle est :
(a) ^{i^t)zzi^t.
En éliminant / entre (1) et (a), nous avons :
xy -\- ay -h bx :=^ ab
c'est réquation da lieu. En écrivant cette équation sous la forme :
(x + a) (y + 6) n aaô,
on voit que le lieu est une hyperbole équilatère ayant pour asymptotes les tangentes aux sommets A' et B' et passant par les points A et B.
Application de la quatrième forme. Trouver le lieu des points d'où Von voit V ellipse sous un angle constant V.
Soient a et 6 les coordonnées d'un point I du lieu ; exprimons qu'une tangente à Tellipse passe par ce point ; nous avons alors la relation :
6 z: wia ± ^a*m^ -h b*, ou,
Cette équation, du second degré en m, fait connaître les coefficients angulaires m', m" des tangentes issues de I, à l'ellipse. En discutant cette équation, on voit que les tangentes sont réelles ou imaginaires suivant que la quantité U :
U = aV -- («• - a*) (y - e) = &•«• -h a^e — a*b\
est positive ou négative. L'expression ôV -h a*y* — a*ô" a une valeur négative pour a? r= o et y = o et, par suite, pour tous les points intérieurs à la courbe ; elle a, au contraire, une valeur positive pour tous les points extérieurs (§ 69). On peut donc mener deux tangentes réelles à Tellipse, par un point extérieur à la courbe.
Pour revenir à la question proposée, si nous appelons m' et m" les racines de l'équation (i), nous avons :
et, par conséquent,
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En rendant a,6 coordonnées courantes, nous avons l'équation du lieu :
[af ^y*-a'^ b') tg- V z: 4 (6 V -f aY ~ a*b*).
Fig. 103.
Dans le cas particulier où les tangentes sont rectangulaires, on trouve que le lieu est le cercle qui correspond à Téquation :
c*est le cercle circonscrit au rectangle des axes ; ce résultat a été déjà démontré (§ 220).
^8S. Polaire. En appliquant à l'équation (E),la formule :
<^/"x, + yf'y„ + î/i, = o.
on a, pour Téquation de la polaire du point {x^yV^^^,
5999. Equation quadraUque des tang^entes. Si du
point {Xo , yo > ^o) nous voulons mener des tangentes à l'ellipse, l'application faite, à Téquation (E), de la formule générale :
[ix)f'a>^ -h yfy^ + zf'.y = if{x, y, z) f{Xo , Vo , ^o),
donne :
Appli<MiÉloo. Pour montrer^ par un exemple, quels sont les problèmes auxquels cette équation s'applique particulièrement bien, proposons-nous Texercice suivant : trouver le lieu des points d'où partent deux tangentes à VellipsCy ces tangentes rencontrant Vaxe oy en deux points^ dont les distances au centre ont un produit constant , et égal à a*.
Dans réquation (F), faisons xzzo; nous obtenons pour déterminer les ordonnées des points de rencontre du faisceau des tangentes avec oy, Téquation :
Si nous écrivons que le produit des racines de cette équation est égal à a*, nous obtenons la relation :
. b*x\-haY, a =z -
«• - xl
Rendons a?o, y© coordonnées courantes et nous avons réquation du lieu :
(a* -h b*) x' -I- ay r= a^.
Cette équation représente une ellipse rapportée à son centre et à ses axes.
998. Construction de la tangente en an point pris sur Tellipse. Nous reviendrons plus loin sur ce problème, qui peut se résoudre par des voies très diverses ; mais nous voulons compléter ici la construction que nous avons indiquée plus haut pour trouver, sans faire usage du compas, un point quelconque M, de Tellipse ; et montrer comment on peut, avec la règle seule, trouver la tangente en ce point M.
Soient a:',^', les coordonnées de M, on a, (fig. 99),
Les droites MB, MB' ayant, respectivement, pour équation :
x'{y — b)i=x(y' — b)y x'(y'^b)z=x{y''hb),
UELLIPSE 391
on a :
0P = .*^. et 0P'= *^
par suite,
OP -h OP' 6V a«
En comparant (i) et (2) on voit que le point T est le milieu du segment PP' ; et, de cette remarque, on conclut qu'en complétant le parallélogramme, dont MP et MP' sont deux côtés, la diagonale de ce parallélogramme est la tangente cherchée.
EXERGIOES
1. On considère une ellipse E rapportée à ses axes et la droite À qui correspond à V équation :
Soit Â le sommet de droite; ayant pris sur E, un point quelconque M, on abaisse du sommet A', opposé à A, une perpendiculaire sur AM et Vo7i prend A" symétrique de A', par rapport à AM. Ayant joint A^M, on élève à cette droite une perpendiculaire A', au point A. Démontrer que la tangente en M va passer par le point commun aux droites ^, A'. Déduire de cette remarque une constiniction de la tangente au point M, avec la règle et Féquerre.
*. Une tangente mobile MM' (fig. 100) rencontre les tangentes en Ket K'y sommets de l'ellipse, aux points M et W ; on joint AM', A' M ; ces droites ie coupent en un point I ; trouver le lieu de ce point.
On trouvera^ pour le lieu demandé, l'ellipse qui correspond à Téquallon :
S . Démontrer qu'en joignant un point quelconque de Vellipse aux quatre sommets, on obtient un faisceau harmonique.
4. On prend un point mobile P sur la tangente au sommet E, et l'on projette ce point en I sur sa polaire. Lieu du point I. Ce lieu est un cercle passant par les foyers, et correspondant à l'équatioD:
s. Trouver le lieu des points tels, qu'en les projetant sur les axes et l'ellipse f la droite gui joint ces projections soit tangente à la courbe.
Le lieu est une quartique ayant pour équation :
f af — a''
•. Démontrer que H l'on considère dans le plan de Vellipse une trmstersale ayant pour équation :
si la corde interceptée a une longueur 21, on a :
r (A« + B'; = (A'ô* -h BV) (A- + B- ~ 1).
7. Une tangente mobile à Fellipse rencontre les tangentes aux extrémités du grand axe aux points M, M' ; on joint OM et l'on projette U point W sur cette droite ; trouver le lieu décrit par cette projection.
On trouvera le cercle qui correspond à l'équation :
LELLIPSE (suite)
NORMALES. — DEVELOPPEE
ftSiB, Eqnatloii de la normale. Il existe pour l'équation de la normale quatre formes qui correspondent à celles que nous avons trouvées pour la tangente.
L'équation générale des normales :
appliquée à l'équation réduite de Tellipse, donne :
x — oc^_y — y'
ou,
ouy encore»
En remplaçant, dans celte équation,— et j- au moyen des
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formules (P) et (F)> on obtient deux autres formes de Téquation de la normale : *
ax by
cos (p sin ç
Enfin on peut trouver une quatrième forme de Féquation de la normale à Tellipse, en fonction du coefficient angulaire. A cet effet, identifions les deux équations :
y zz mx -|- n,
Nous avons :
-m=^, et « = -^.
Ces relations donnent :
y' __ nà x' _ va
OC a me
Ainsi, les paramètres m et n vérifient la relation :
ou
a' 4- ôW L'équation de la normale est donc :
(N4) y -=• mx :
c^nC
it90. rVormales meaées par an ptilnt da pimm. -^ Théorème. Par un point M, pris dans le plan cTune ellipse, on peut, en général^ mener quatre normales à la courbe : deux de ces normales sont toujours réelles.
Soient «x, 6, les coordonnées du point M ; si nous exprimons,
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au moyen de Téquatioû (N3), qu'une normale à Tellipse passe par ce point, nous obtenons pour déterminer le paramètre t qui correspond au pied de la normale cherchée, l'équation :
ut (1 + f) aot — (i -<*)66 — 2cV (1 — t*) = 0, et celle relation peut s'écrire, en supposant 6 ^f o,
Cette équation est du quatrième degré et son dernier terme a un signe contraire à celui du premier ; elle a donc quatre racines, dont deux sont toujours réelles.
Lorsque 6 est nul, une racine de Téqualion (1) est nulle, une autre est infinie, et les deux dernières sont données par l'équation :
c*-hax
La racine nulle donne le sommet A ; la racine infinie le sommet A' ; enfin, si le point pris sur AA', est situé à une dis-
tance du centre moindre que —, en valeur absolue, il y a
deux autres normales réelles issues du point considéré.
59911. Hyperbole équilatére aux pieds des normales issaes d'an point (^). — Théorème. Les pieds des normales^ issues d'un point P, appartiennent à une hyperbole équilatére ayant pour directions asymptotiques les directions principales de V ellipse et passant par le point donné et par le centre de V ellipse.
Désignons par a , 6, les coordonnées du point P, et par x, y celles du pied de Tune des normales issues, de ce point P, à Tellipse qui correspond à Téquation :
I. C*est au moyen de cette hyperbole qu'ApoUouius résolvait Je problème des Normales. • (Chasles. Traité des Sections coniques, p. i44.)
Voyez, pour ce problème de la détermination Tles pieds des normales issues d'un point, l^exercice V, proposé à la fin de cette leçon
La relation (N,) donne :
iV = c\
En considérant, dans les équations (') et (a), x eip comme des coordonnées courantes on voit que les pieds des normales issues de P peuvent être considérés comme les points communs à deux coniques : Tune est Tellipse proposée ; Tautre, qui correspond à Téqualion (a), est une hyperbole ayant pour directions asymptotiques les axes de Tellipse; elle passe parle
point (a,6) et aussi par Torigine, qui est le centre de Tellipse.
9B9. Pèle tang^emtiel et pôle normal. Imaginons une corde AB d*une ellipse E ; si, aux extrémités A, B, de cette corde, on mène les tangentes, elles se coupent en un point P que nous nommerons le pôle tangentieL D'autre part, les normales aux points A, B, se coupent en M ; nous dirons que M est le pôle normal de la corde AB.
Nous allons chercher les relations qui permettent de calculer les coordonnées du pôle normal (a, 6), connaissant celles du pôle tangentiel (a', 6').
Du point M on peut mener deux autres normales (réelles ou imaginaires) à Tellipse ; soient G et D les pieds de ces normales et soient (x\ 6\ les coordonnées du pôle tangentiel Q de la corde CD. On peut remarquer d'ailleurs que la droite CD, qui passe par deux points imaginaires conjugués, est une droite réelle ; a% 3% sont donc des quantités réelles.
Les équations des droites AB et CD sont^ respectivement,
1 . n est remarquable que celte équation est la même pour toutes les coniques homothétiques. M. Niewengloski a tiré de cetU observation une élégante construction dM centrd^ de l'hyperbole équilatMa*anx pieds drs normales. (V. Journal de mathématiques spéciales ^ avi*il 1884.)
par suite, celle du couple formé par ces deux droites est :
Fig. io3.
Les points A, B, C, D appartiennent à rhypobole équilatère aux pieds des normales, courbe qui a pour équation (§ 271) :
(2) c*xy 4- ô*Pi^ — û*ay — o.
L*équation générale des coniques passant par les points communs aux coniques (1) et (2) est donc :
Cette équation, pour une valeur particulière de X, doit pouvoir représenter l'ellipse E ; on peut donc Tidentifler avec réquation :
Celte identification conduit à plusieurs remarques importantes.
En observant que les équations (3) et (4) ont le même terme constant ( — 1), et en égalant les coefficients des termes en of et en y*, on a, d'abord,
(J) aV=:-a% p'^'^ z= - 6'.
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Écrivons mainlenant que, dans Téquation (3), les coefficients des termes en a:, en y et en xy^ sont nuls et nous avons :
Oj ±_ 0"
3 donnent
et, par combinaison avec les égalités (J),
Telles sont les formules que nous voulions établir. 9B3. Théorème. Le prodiiU des coefficients angulaires m, m', des côtés opposés d'un quadrilatère normal inscrit dans
une ellipse y est constant et égal à -;.
Le coefficient angulaire de AB est —7; celui de CO,
est j^^ ; par suite, leur produit est égal à -7^77;;. En uli-
lisant les formules (J), on voit que Ton a, finalemeul,
a 99ift. Théorème de Joaehimsthal. Les pieds de trois des normales issues dun point à une ellipsCy et le point diamétralement opposé au quatrième pied y forment U7i quadrilatère inscriptible à un cercle.
Soit A' (Fig. io3) le point diamétralemeut opposé à A, les droites AD^ A'O ont des coefficients angulaires dont le produit est égal à 7. Ceci résulte de ce que ces directions
sont conjuguées et on peut le vérifier facilement par un calcul direct : nous reviendrons d'ailleurs sur ce point en étudiant les cordes supplémentaires de Tellipse. D*autre part, les droites AD et BC étant deux côtés opposés d'un quadrilatère normal leurs coefficients angulaires ont (§ 293) un produit
égal à -7. On conclut de là que les cordes A'D, BC ont des
coefficients égaux et des signes contraires ; .ces droites sont donc inclinées, sur la direction positive de Tun des axes de l'ellipse, d'angles supplémentaires et nous savons (§278) que, dans ce cas, les quatre points A', B, C, D sont situés sur un cercle.
90&. Équation du eerele de JoaehlmsiliaK Pour mieux faire comprendre Tidée qui dirige les calculs qui conduisent à réquation du cercle passant par les pieds de trois des normales issues d'un point donné, nous envisagerons Une question moins particulière et nous allons montrer comment on détermine l'équation du cercle qui passe par trois des quatre points communs à deux coniques données^
Supposons que Ton connaisse un point commun à deux coniques T, T'y et prenons ce point pour origine. Les équations de r et do V sont, respectivement,
{!') Xx* -h Ay 4- iWxy + 2By -f- iWx - 0, (!'') ax* -4- a' y* -|- ib'xy -h 2by -j- ib'x = o.
Ces équations peuvent s'écrire :
(1) a;(Ax4-2B"y-f-aB') = -Z/(A'y-l-2B),
(2) x {ax -f- ^b^y -f 26') 1= — y {a' y -f- ib) ;
et, aussi; sous la forme :
(i') a?(Aa?-f-2B0z: — y(A'y-l-aB'a;+ aB), (a') x{aX'^ 2b') =z — y (a'y -h aô^a; + aô).
En combinant les équations (i) et (a), ou les équations Cl') et (a^), en les divisant membre à membre, et en supprimant la solution a; z= o, y = o ; on obtient une conique y, qui passe par les trois autres points communs et qui a une équation de la forme :
(y) olx* -h «y •+■ 2&"xy -h a^ + 2^'x + a" :=. o.
Entre les équations (F), (y), d'une part ; (F'), (y), d'autre part ; on peut éliminer le terme en xy et Ton obtient deux équations ne renfermant que les termes en x* et en y*. Ces équations représentent deux coniques passant par les trois points en question. On sait que les quatre points communs à ces coniques sont situés sur vtn cercle et nous avons montré (§ 376) comment on obtenait Féquation de ce cercle.
Telle est Fidée générale que nous allons appliquer à l'ellipse et à rhyperbole équilatère aux pieds des normales.
Nous désignons toujours par a, 6 les coordonnées du point M d*où partent les normales que nous allons considérer ; soient A, B, C, D les pieds de ces normales parmi lesquels nous distinguerons particulièrement le point A dont les coordonnées seront représentées, dans les calculs qui vont suivre, par a?i,2/i.
Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au point A, au moyen des formules :
x = X + Xt, y-Y-hyr L*équation de Fellipse est alors :
et celle de l'hyperbole aux pieds des normales :
(11') XY + x(^'6 + y,)-|-Y(a;.-^a)=o.
Avec les équations (E'), (H') formons, par combinaison, réqualîon de la conique (y). Nous avons, d'abord,
et, par suite,
g _ Y + ay,
Cette relation qui est vérifiée par les coordonnées des points B, C, D, peut s'écrire :
(3) Y'+Y(3y,+^i6) -x^,{x,-^»^ +ay, (y.+^ie)
Un calcul analogue, ou, préférablement, une permutation des lettres (X, Y), (iCi, y^), (a, 6), (a, 6), donne ;
(4) X-+x(3a:.-$)-Y^*(y.+^6) 4-ax. (x. -^*)
En ajoutant, membre à membre, les équations (3) et (4)» on obtient, après réductions, le résultat suivant :
Si nous revenons maintenant aux anciens axes, nous avons réquation :
ou, en développant et en réduisant.
Telle est Téquation du cercle de Joachimsthal ; on vérifie facilement que les valeurs xzn — a?,,y:=: — yj, satisfont à cette équation et Ton retrouve ainsi le théorème de Joachimsthal.
On peut d'ailleurs donner à Téquation précédente une forme plus remarquable, en posant :
u zz a* H zzh* A ,
et, en tenant compte de la relation :
On trouve ainsi :
^^ + y" + xx,+yy,-u{ç^ + ^ + ty
Cette équation prouve que le cercle de Joachimsthal passe par les points communs au cercle décrit sur OA' comme diamètre (A' désignant le point diamétralement opposé à A) et à la tangente à Tellipse au point A'. De là on peut conclure le théorème suivant, qui complète le théorème de Joachimsthal, et qui est dû à M. Laguerre.
Le cercle qui passe par les pieds de trois des normales issues d'un point à une ellipse^ passe aussi par la projection
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du centre de la courbe sur la tangente au point qui est diamétralement opposé au pied de la quatrième normale.
99B, Centre de eoarbare* Si Ton imagine sur une courbe U, deux points voisins A, B et les normales en ces points ; ces droites se coupent en un point 0 ; et la limite des positions de ce point, quand on suppose que, A restant fixe, B vienne coïncider avec A, est un certain point w^^ que nous appellerons le centre de courbure de U, au point A.
999. Coordonnées dn eentre de c^ourbure d'an point de l'ellipse. II résulte de la définition générale que nous venons de donner du centre de courbure que dans Tellipse, ce point peut être considéré comme un pôle normal, le pôle tangentiel correspondant étant le point A, pris sur la courbe.
Si nous désignons par x Qiy les coordonnées de A et par
X, Y celles du centre de courbure w^^, les formules P„,(§292), donnent ;
En tenant compte de la relation :
ay + 6 V = a'V Ces formules prennent la forme suivante :
908. Développée de Tellipse. La développée d'une courbe U est le lieu de ses centres de courbure. Comme le centre de courbure est le point d'intersection de deux normales infiniment voisines, on voit que la développée peut aussi être considérée comme l'enveloppe des normales.
Les formules que nous venons de trouver donnent
L'équation de la développée, sous une forme irrationnelle, est donc :
(D) {aXf+(bYf=c^,
Sans insister sur la forme de la développée de rellipse, nous ferons remarquer que Téqualion (D) prouve que cette courbe est, toute entière, située dans l'intérieur du rectangle formé par les parallèles aux axes menées par les points P> P' ; Q> Q'i obtenus en prenant :
OP:=:OF=-; OQ=:OQ'ziî*.
Ces points remarquables P, P' ; Q. Q' qui sont, à la fois, les sommets de la développée et les centres de courbure des
Fig. Ki4. ,
sommets de Tellipse, s'obtiennent par une construction simple
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et que représente la figure. En abaissant du point C, pôle de la corde AB, une perpendiculaire sur cette droite, on obtient les points P et Q'.
En effet, menons par C une parallèle CH à AB ; nous pourrons alors remarquer que AH = OA = a ; le triangle rectangle PCH donne d'ailleurs la relation :
OP ~0B
âb'
!999« Cercle «Msonlatear. Si Ton se rapporte à la définition que nous avons donnée d'une courbe osculatrice à une autre (§ 273) on voit qu'un cercle est osculateur à une courbe quand il a, avec elle, trois points communs coïncidents.
Si Ton prend arbitrairement, sur une ellipse, trois points voisins A, B, C ; ces trois points déterminent un cercle et quand les trois points deviennent coïncidents avec le point A le cercle considéré a une position limité qui est celle du cercle osculateur au point A.
En remarquant que les perpendiculaires aux cordes AB, BC, en leurs milieux se coupent au centre du cercle osculateur et
ont pour positions limites celles de deux normales infinîmenl voisines, au point A, on voit que le cercle osculaleur n'est autre chose que le cercle de courbure, considéré tout à Theure.
Nous nous proposons de montrer l'identité de ces deux cercles, par le calcul suivant.
A cet effet, cherchons les points communs à Tellipse et au cercle de courbure et montrons que, parmi les points communs à ces deux courbes, trois sont coïncidents. .
Prenons sur l'ellipse un point A et soient x\ y' ses coordonnées ; celles du centre de courbure w sont :
Le cercle de courbure a donc pour équation :
(0 (.-«-^)-+(..«i:)=(._-:y,(,+iy,
OU
Transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, au point A. Les formules de transformation étant :
x = X-hx\ y = Y-^y\ réquation du cercle de courbure est alors :
{X+xyMY'hyr^2{X^x')~ 2 (Y4-2/0^*=a/*+y--9x'^Vif*|
ou, après simplification,
On peut remarquer que Ton a
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On trouve, ainsi,
Finalement, l'équalion du cercle de courbure est :
D'aulre part, Téquation de l'ellipse, dans le système YAX, est :
Si nous cherchons les points communs à Tellipse et au cercle de courbure nous aurons à résoudre les équations (i) el (a). Nous voyons d'abord, parla forme même de ces équations, que les coniques qui leur correspondent ont deux points communs confondus à Torigine, par ce qu'elles admettent^ Tune et l'autre, pour tangente au point A, la droite qui a pour équation :
Xx' Yy'
-T-+--rr — 1 =0.
Cherchons oh sont situés les deux autres points communs. La résolution des équations (i) et (2) conduit, très naturellement, à faire la combinaison suivante :
Cette équation, qui représente le faisceau de deux droites •joignant le point A aux points que nous cherchons à déterminer, peut s'écrire :
Si maintenant nons tenons compte des relations
aUV^y'')z:iVx'\ V[a'--ar)z=:ay\
nous obtenons la relation (3), sous la forme,
Les droites qui joignent A aux deux points qui, abstraction faite de A, sont communs à Tellipse et au cercle de courbure, sont donc celles qui correspondent aux équations :
et
Yy'
La première représente la tangente AT et ceci prouve que Fun des points cherchés est confondu avec A. L'autre équation démontre que le quatrième point S, est situé à Textrémité d'une corde menée par A et symétrique de AT par rapport aux cordes principales qui passent par A.
Fig. io5.
Cette dernière remarque pouvait se formuler, à priori, en applicant le théorème connu (§ 277) sur le quadrilatère qui est inscrit, à la fois^ à une conique et à un cercle.
dOO. Oonstmetfon da cercle oscalatear en an piiInÉ donné. La construction du cercle de courbure, en un point pris sur Tellipse, peut se faire par des procédés très divers ; celle que nous proposerons ici repose sur le théorème suivant :
Théorème. Soit A un point pris sur Vellipse de centre 0, la tangente en A rencontre les axes aux points R e^ T ; si du point 0 on abaisse une perpendiculaire OH sur RT, le rayon de courbure au point A, étant désigné par p, on a :
Les relations :
OT=p, OV=x'
donnent,
a* a' — x'* aV*
On a, de même,
Vx*^ a^y
Les triangles rectangles ATP, ARQ, donnent :
et,
(2) AR =a;^*+-^rz ^ ^^^ i.
Enfin^ on a la relation :
ou,
OH OT OK
Les égalités (i), (s) et (3) donnent, par combinaison.
AT .AR _(a*i/" + 6»x")'
ôii'
D'autre part, l'équation (C), (§ agy), prouve que,
Un appliquant les Ibrmules (a), (§ 299), on a :
^"^ P- ^ïîï •
Les égalités (4) et (5) prouvent le théorème énoncé.
La construction qui résulte de ce tbéorème est la suivante. Par les points R et T menons des parallèles aux axes, si nous joignons le point A', ainsi obtenu, au point A, le centn de courbure est à l'intersection de la normale au point A avec la perpendiculaire OK^ abaissée du centre sur AA'.
Soit (0 le point de rencontre de OK et de la normale au point A ; nous allons montrer que (oA = p.
Le pentagone R 0 KT A' étant inscriptible à un cercle on a :
AR. AT
Aw z:
AL
Mais on a,
AL - A'Il' =z OH,
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el, liiialcmeuU
AU . AT Aco zz -^^jj_ :=: p.
I. Soit A, un point pris sur une ellipse d'un centre 0, la normale en ce point rencontre l'un des axés ox de la courbe en un point N ; par N, on mène une perpendiculaire à la normale, et cette droite rencontre 0 A en u?i point P ; démontrer que la perpendiculaire abaissée de P sur ox, rencontre AN au centre de courbure.
Mannheih. (Cours de Géométrie de VÉcole Polytechnique.)
%. On considère deux points A. et B sur une ellipse ; les normales en ces points rencontrent l'un des axes de la courbe, aux points A/ et B/ ; soit M le milieu de AB ; démontrer que la perpendiculaire élevée en ce point M, à Âfi, passe par le milieu de AfBr, Laguekre.
8« Démontrer que si quatre points d'une ellipse correspondant aux paramètres t^, tg, t^f ^4, sont situés sur un cercle y on a :
Z<, = ^tM
en déduire le théorème de JoachimsthaL
Pour établir ce second point on remarque d'abord que les paramètres t't*^ de deux points diamétralement opposés vérifient la relation ^F= — i. £o désignant par 1^,1^,1^, les paramètres des lûeds de trois des normales, et par 9 relui du quatrième pied, le point diamétralement opposé d celui-ci
a un paramètre ^, = — -.
On a d'ailleurs d'après l'équation (1) (§ 290) :
tA -H iA + Kh -H ^^2 + ^^a H- e/4 = o. et,
Eu multipliant ces égalités par ^j, eu remplaçant t^^ par — j,et en ajoutant les résultats, membre à membre, on a :
^i^tj>i — S^i 1= 0.
4. On considère un point M d'ott Von peut mener à une ellipse E deux normales rectangulaires MA,MB ; de ^i partent deicx autres normales MC,MD ; irouver le lieu décrit par le pôle de CD.
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Od remarque que le lieu décrit par le pôle de AB est le cercle de Moiige et on applique les formules (J) (§ 29J). Le résultat est :
S. Si Von considère quatre tangentes à Petlipse E telles que tes normales aux points de contact concourent, démontrer que les parallèles à ces tangenta menées par Vun des sommets de VelUpse rencontrent la courbe en quain points situés sur un cercle, , (Joacbimsthal).
Soit A Tune des taugeulesi et soit 9 l'angle d'anomalie du point de contact M, on a :
aa ^6 ,
cos 9 sin 9
Si par le sommet Â on mène une parallèle a à, elle rencontre E en on point (1. et Tangle d'anomalie de \l est égal à 39. Les coordonnées jf^y* de (L sont donc données par les formules :
— z= cos 2©, ^ zz sin 29 ;
nous avons donc
aa sin ç — b& cos ç =: — ^.
Élevons au carré, nous obtenons :
aV (i — cos 2(p) + 6*3* (1 4- cos aç) — aôa^ sin 29 z: - -r?- Le premier membre est une fonction linéaire en x»,ytff et Ton a finalement
puis,
Pff et Qv étant des fonctions linéaires en xff et yv. Les quatre points li appartiennent donc au cercle qui correspond à Téquation :
x'-hy*zzV-hQ.
Ou peut aussi démontrer, très simplement, cette propriété remarquiblf en transportant les axes de coordonnées, parallèlement à eui-mèuics, « sommet considéré. (K. Journal de Mathématiques spéciales, mm li^i-
L'ELLIPSE (suite)
DIAMETRES ET CORDES SUPPLEMENTAIRES
SOI. Ellipse rapportée à deux diamètres conjum^nés. Lorsque les axes des coordonnées sont deux diamètres conjugués d'une conique, l'équation de cette courbe est de la forme :
MX*H-NY*:=i.
En effet, à toute valeur de X, doivent correspondre deux valeurs pour Y, égales et de signes contraires^ et vice versa.
En désignant par a' et b' les longueurs des dèmi-diamètres conjugués considérés, l'équation précédente peut s*écrire :
CE') l+fi-.-o.
Cette équation présente la plus grande analogie avec celle de Tellipse rapportée à ses axes, mais 'elle suppose, implicitement, que les axes sont obliques.
Si Ton applique à Téquation (£') la formule (3) (§ i84), qui exprime que deux directions sont conjuguées, en désignant par m' et m'' les coefficients angulaires de ces directions, on a
Nous aurons rarement à nous occuper, dans les développements qui suivent, de la forme (E') ; mais elle peut être utile- De L. Touk h. a9
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ment employée dans cerlaines questions et^ à ce propos, noas ferons remarquer que les formules relatives aux tangentes (§ a84) subsistent pour Téquation (E'), mais qu il n'en est pas de même pour, les égalités relatives aux normales (§ 289).
SOS. Défiaitton des points cM^nJug^aés. Nous dirons que deux points M' M" placés sur l'ellipse sont des pointe co»juguès qiiand les droites OM' et OW qui joignent le centre ât V ellipse aux points considérés sont deux diamètres conjugues. • A un point M', correspondent deux points conjugués M',M*; M' et M'', sont situés du même côté par rapport à ox;WeiW du même côté par rapport à oy.
30a. Formules de Chasies. Nous désignerons parx',y', les coordonnées de M' ; par x\ y" celles de M"" ; et nous nous proposons de calculer x" et y" en fonctions de x' et de y\
Soit t' le paramètre de M', t" celui de M^ entre t' el t' il existe une relation que nous allons d*abord rechercher.
La droite M' M" a pour équation [(S'), § 283]
vu 0
et le faisceau (OM', OM") est représenté par l'équation
égalité qu'on peut écrire :
a ab 0
Le produit des coefficients angulaires de ces droites devant
être égal à 5 , on a donc
ii't" = t'' -h t'" — 1 ~ rr*,
ou,
ou, encore,
En égalant à zéro ces deux facteurs, on voit qu'à V correspondent deux valeurs de i\ et 1 on peut remarquer que ces valeurs ont un produit égal à — i, ce qui donne deux points correspondants diamétralement opposés ; oe sont les points M" et M*^ que nous venons de définir. On peut, d'ailleurs, distinguer facilement dans les formules :
quelle est celle qu'il faut prendre pour calculer les coordonnées du point M", conjugué de M' et situé, avec lui, du même côté par rapport au grand axe ? En effet, les formules :
a i-^t^' b 1 + t*' prouvent que Ton peut former le tableau suivant :
o , . j . (Le point correspondant est mobile
i" t vane deoai! jf j»
( dans le premier quadrant.
2** ^ — i à 4- * I — dans le deuxième quadrant.
y l — — «à — ij — dans le troisième quadrant.
4"/ — — làoj — dans le quatrième quadrant.
Ce tableau permet de préciser la position d*un point placé sur Tellipse et de dire, d'après la valeur donnée à /, à quel quadrant appartient ce point.
La valeur de t" étant maintenant connue, nous pouvons calculer les coordonnées du point m". Nous avons, d'abord,
puis, par combinaison avec (A'),
7TT'"* "" 1 -h r 1 4- r "" 1 -f- r'
Nous trouvons donc, finalement,
(I) ^=-; (Il T=-^
o a au
Ce sont les formules que nous voulions établir, et que nous allons appliquer à une démonstration nouvelle des théorèmes d'Apollonius (*).
a04L. Théorèmes d*Apolloiilas {^^ démonstraHon), Soii posé :
OM'zra', OWzzb'; on a
(i) a'*=:x'* + y'% et b'*=:x'''\'y'\
Cette dernière égalité peut s'écrire, en utilisant les formules de Chasles,
Les égalités (i) et (a) donnent alors :
En remarquant que
il vient,
fa" -h 6" -a' + 6*.
1 . Les formules de Chasles se démontreul aussi, plus «lirectemenl, ?o observant que Ton a
et, par suite,
or'
En élevant les deux membres au carré et en faisant la somme des numérateurs et des dénominateurs, ou voit que chacune de ces fractions a poor valeur -f-ti ou — i.
C'est le premier théorème d'Apollonius.
Pour établir le second théorème, remarquons que la tangente en M', à l'ellipse, est parallèle à OM" et que, par suite, le triangle M^OT a môme surface que M'^OM'. Or, nous avons :
OTi=^, et, Wttz^y";
par conséquent.
Fig. i()6.
aM'OM" =a'^,;
ou, en appliquant la formule (I),
aM'OM" = a' - ir ah.
La surface du triangle formé par le centre et par deux points conjugués est donc constante, et égale à celle du triangle formé par le centre et deux sommets de la courbe.
C'est le second théorème d'Apollonius.
30&. Réciproques des théorèmes d'Apollonius.
La réciproque du premier théorème n'est pas exacte ; car si Ton ima'gine deux diamètres conjugués OM', OM" et si Ton prend, par rapport à OY, ladiamètre OMJ' symétrique de 0M%
la somme OM + OMi est bien égale à a* 4- 6* et pourtant les diamètres OM', OMJ', ne sont pas conjugués, leurs extrémités étant placées dans le même quadrant d'ellipse.
Mais la réciproque du second théorème est exacte et elle peut s'établir ainsi.
Soient OM', OM'' deux demi-diamètres tels que le triangle
/ï/i M'OM'' ait une surface égale à — ; nous voulons montrer que
ces diamètres sont conjugués.
En effet, soit OM'^ le demi-diamètre conjugué de OM', OM" étant située par rapport à la droite indéfinie M'O, dans la même région que OM". Les deux triangles M'^OM', M'^OM', ayant la même surface^ la droite M'^M'^ est parallèle à OM' ; mais nous savons que la parallèle menée à un diamètre, par Textrémité du diamètre conjugué, est tangente à la conique ; par suite, M"' et M*' se confondent, et OM" est bien le diamètre conjugué de OM'.
90G. Tang^entes conjog^ées. Nous appelons ainsi deux tangentes qui ont des directions conjuguées, ou si Ton préfère, les tangentes dont les points de contact sont deux points conjugués.
Cherchons le lieu des points d'où parient deux tangentes conjugués,
A cet effet, déterminons d'abord les coordonnées du pôle d'une corde AB, dont les extrémités ont pour paramètres, respectivement, f et i\
Les équations des tangentes en ces points A el B, sont :
on en tire :
x_^-J^ _ y_ t' + t" ('^ a" i^/Y" ^^ b-'tr + i'
Si les points A et B sont conjugués, on a aussi (§ 3o3),
UELLIPSE 419
Le lieu s'obtient en éliminant V et f entre ces trois relations. Celte élimination peut se faire par des méthodes diverses ; la plus rapide consiste à remarquer que Ton a :
:T'f-Ti =
et que la relation (3) donne :
rf^ H- 1 - /" + r — ivi\
On a donc, finalement,
Ainsi :
Théorème. Le lieu des points d'où partent deux tangentes conjuguées à une ellipse, est une ellipse homothétique à la proposée et dont les axes sont égaux à ceux de cette conique^
multipliés par y/a .
Ce Ihéorème se démontre encore très simplement en se serrant des formules de Chasles, ou en utilisant Téquation générale des tangentes à Tellipse^ en fonction du coefficient angulaire.
son. Oiamétres csonjog^ués égaox. Si, dans la relation
m! m" — ;, on suppose m' — — m" ; on a m' = -, et m"
n . Les deux diamètres correspondants sont conjugués ;
de plus^ ils sont égaux puisqu'ils sont symétriques par rapport aux axes et leurs extrémités sont les points de rencontre de Tellipse avec les diagonales du rectangle des axes. En désignant par A la longueur commune de ces demidiamètres conjugués égaux, on a :
L^angle 6 formé par ces diamètres peut se calculer par la formule ;
a'V sin 6 = «6.
Cette égalité correspond au second théorème d*Apollonius et donne :
sm 6 — -j-
L'équation de Tellipse^ rapportée à ses diamètres conjugués égaux, est donc
et, si Ton remarque que les perpendiculaires abaissées d*ttn point de l'ellipse sur ces diamètres ont pour longueur: X sin 6, et Y sin 6, on peut énoncer le théorème suivant :
Théorème. La somme des carrés des distances d'un point quelconque de Vellipse à ses diamètres conjuguas égaux est
a*b* constante, et égale à a —= — r-,.
SUS. Définition des cardes supplémentaires. Deux cordes MC, MC qui passent par les extrémités d'un diamètre ce et qui se coupent sur Tellipse, sont appelées cordes supplémentaires.
Fig. J07.
800. Tiiéoréme I. Deux cordes supplémentaires ont des directions conjuguées.
En effet, soit CC un diamètre de Tellipse, et M un point de la courbe ; les droites MG , MC ont des directions conjuguées. En effet, les diamètres OD,OE, menés par le centre, parallèle-
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ment à ces cordes, passent par leurs milieux, puisque OC=OC'; ainsi MC est la direction conjuguée de OD ; MC et MC ont donc des directions conjuguées.
81 0. Théorème II. ^'i par les extrémités d'un diamètre on mène deux droites parallèles à deux directions conjuguées ^ elles se coupent sur Fellipse et forment deux cordes supplémentaires.
Cette propriété résulte de la précédente et aussi de ce fait qa*à une direction donnée, ne correspond qu'une direction conjuguée.
311 . Théorème III. iSi, par un point de F ellipse, on mène deux cordes ayant deux directions conjuguées, leurs extrémités iont diamétralement opposées.
Le raisonnement nécessaire pour établir ce théorème est le même que celui que nous avons indiqué pour la démonstration de la propriété précédente.
819. l^arlation de l'angle de deax diamètres <H»n- Joi^és. Imaginons deux diamètres conjugués Diy,EE' et proposons-nous d'étudier la variation de l'angle DOE', ou de Tangle supplémentaire DOE. Si par les sommets A, A', nous
Fig. 107 bis,
menons deux droites AM,A'M parallèles aux droites considérées, ces droites se coupent sur l'ellipse (§ 3o) et nous allons étudier la variation de l'angle AMA'.
Soient x',y' les coordonnées de M, et soit posé : MM A' — a, MA'A — a' ; V désignant l'angle supplémentaire de A'MA, on a :
el, par suite,
.(0 igY=:'^"^'^'^
1 — tg a Ig a'
En tenant compte des relations :
la formule (i) devient :
. ,, a—x' a-f-x' tgVn
ir
ou,
tgv^ . ""y ;
si Ton remarque que
on a, enfin,
tg V IZ -r-r-
Cette formule permet d'apprécier la variation de V ; elle prouve que V est un angle toujours compris entre o et-, et qui
va constamment en diminuant quand le point M se déplace sur Tare AB, depuis le point A jusqu'au point B. Le minimum de V a lieu quand y' est maximum, c'esl-à-dire quand y :=^- Dans ce cas, les diamètres conjugués sont égaux ; el Fangle aigu 0, formé par ces deux diamètres, correspond à la formule :
lge= — .
318. Troaverles axes d*ane ellipse, CN»nnalssant deox diamètres eonjusués. — C^nstmetlon de
Chasles.
Nous supposons que Ton connaisse, en grandeur et en position, deux diamètres conjugués OD, OE ; et nous allons déterminer, en grandeur et en position, les axes de Tellipse.
Fig. 108.
La construction que nous allons donner est due à Chasles ; elle repose sur le théorème suivant.
Théorème* Les segments interceptés^ depuis le point de contact, sur une tangente fixe, par deux diamètres conjugués mobiles, ont un produit constant.
En effet le faisceau des diamètres conjugués mobiles a pour équation :
b'* (1) y*H. Xa;y — _ a;« - o,
en supposant que X soit un paramètre variable et que Téqualion de Tellipse, rapportée aux axes OD, OE, soit représentée par:
Si dans Téquation (1) on fait x — a', on obtient la relation :
y*-hXa'y — 6" = o,
et les racines de cette équation sont les longueurs DP et DQ. On a donc :
DP . DQ = — h'\
Cette relation établit le théorème en question. Revenons maintenant au problème que nous avons en vue. Les théorèmes d'Apollonius donnent :
a" -^ h" ir a* 4- b\ a'ô' sin 0 zz aô.
Ces égalités donnent, par combinaison,
(i) (a + 6yzza'- + 6'*--2a'6'cos(^-ho).
(2) (a — by - a'* H- V' - 2a'ô' cos (7 - o) ;
0 désignant Tangle aigu des deux demi-diamètres OD, OE.Les formules (1) et (2) prouvent: i® que {a-hh) est le troisième côté d'un triangle dont les deux autres côtés a', b' forment un
angle obtus, égal à - + e ; 2» que (a — 6) est le troisième coté d'un triangle dont les deux autres côtés a', 6', font un angle aigu, égal à - — 6 .
Elevons au point D, à la droite PQ, une perpendiculaire sur laquelle nous prenons DH = DK zz 6' ; les droites OK, OH ont donc pour valeur, respectivement, {a -f- 6) et (a — b). Par suite, si du point 0 comme centre, avec OH pour rayon, on décrit le demi-cercle IHL, les droites Kl, KL, représentent les longueurs des axes.
Déterminons maintenant leurs directions.
A cet effet, remarquons que nous avons :
DP . DQ - Dh' =: DÎC* ;
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le cercle circonscrit au triangle rectangle QOP passe donc par les points H et K, et comme le point P est le milieu de Tare KPH, la droite OA est bissectrice de Tangle KOll.
De ces remarques diverses, nous pouvons déduire la construction cherchée, qui a été donnée par Chasles (*) dans les termes suivants :
Par Vextrémité D d'un des demi-diamètres conjugués donnéSj on mènera une droite perpendiculaire au second demi-diamètre; on portera sur cette droite, à partir du point A, deux segments égaux à ce second demi-diamètre;
On joindra, par deitx droites, les extrémités de ces segments au centre de la courbe ;
On divisera en deux également, par deux nouvelles droites, r angle que ces deicx premières feront entre elles et son supplément ;
Ces deux nouvelles droites seront, en direction, les deux axes principaux de V ellipse ;
La somme des deux premières droites sera égale au grand axe, et leur différence sera égale au petit axe.
814. Construire ane ellipse, point par point, CN»n« naissant deux diamètres eonjug^nés. Soient Pr', QQ' les deux diamètres conjugués proposés et soit ABCD le parallélogramme construit avec ces deux droites. Sur AB comme diamètre^ décrivons le demi-cercle ARB et soit QR le rayon de ce cercle, rayon qui est perpendiculaire sur AB. Joignons BR et menons une corde MN parallèle à BR, puis faisons la construction indiquée par la figure. Nous obtenons ainsi huit points, tels que L ; ces points appartiennent à Tellipse qui a pour diamètres conjugués PP' et QQ^
Pour le démontrer, prenons pour axes de coordonnées les droites ÔP, OQ ; nous avons, en désignant par x' et y' les coordonnées de I,
OH^QL-a;', LlInlSny'.
Aperçu historique, p. 36j
Posons, maintenant,
OPna', OQ =ib\ RQN=MQB=:a;
Fig. icK),
Le triangle QNK donne :
(i) a;'z:a'sina;
d'autre part, nous avons :
ou,
IS _ OS _ QT _ BP-'ÔP-ÔM-''^^''
(2) y'^ô'cosa.
Les relations (1) et (2) donnent, par combinaison,
et cette égalité prouve que le point L appartient à rellipsc que Ton veut construire.
Celle conslruclion offre ce coté avantageux de donner facilement et, pour ainsi dire, d'un seul coup, huit points de TeBipse.
81&. Remarque. Lorsque Ton connaît deux diamètres conjugués OP, OQ en grandeur et en position, et, par surcroît, le grand axe de la courbe, il est inutîle d'appliquer la construction de Cbasles pour trouver le second axe, ou, pour
déterminer la direction des axes. 11 suffit de décrire, du point commun aux diamètres proposés comme centre, avec un rayon égal au grand axe, une circonférence qui coupe les cotés MP, MQ du parallélogramme OPMQ aux points K et H. Si, en ces points, on élève des perpendiculaires aux droites MP, MQ, on obtient un point F qui, par une propriété connue (§ 242), est le foyer de Tellipse. De cette remarque, on déduit : i"" la direction des axes ; 20 la grandeur du petit axe.
i . Trouver la relation que vérifient constamment les longueurs r, r' de deux cordes supplémentaires aboutissant aux extrémités du grand axe.
On remarquera d'abord que Ton a :
puis on appliquera le théorème relatif au carré de la médiaue eti'on trou- Tera, finalement,
c* (r'' — r*; — Sa'' ^7^' + r") -f 1 6a* {a* + b') zz o.
S. Démontrer que la somme des carrés des projections de deux diamètres conjugués mobiles, sur un diamètre fixe, est constante,
3. Démontrer les théorèmes d'Apollonius en coupant Vellipte p€U^ un cercle concentrique f de rayon R, et en exprimant que les diamètres qui joignent les points communs à l'ellipse et au cercle sont coïncidents.
On trouve ainsi, pour déterminer R, Téquation :
R* — R* (a" + 6'*) -h a'^b'* sin* 8 = o ;
ies axes [de coordonnée» étant les deux diamètres conjugués. Cette équation prouve les théorèmes d'Apollonius ; cette méthode est attribuée à Galois,
4. Démontrer que le rayon du cercle oscillateur, en un point quelconque M de Vellipse, est une troisième proportionnelle à la distance de ce point au diamètre conjugué de M, et à la moitié de ce diamètre conjugué.
(Cours d'analyse de T Université de Liège par E. Catalam)
5. En désignant par u et v les longueurs des rayons vecteurs qui abou-tissent au point M d'une ellipse, et par a/ la longueur du demi^iamélrt conjugué de celui qui a pour extrémité le point M'i on a :
UV :=. a'*.
L'ELLIPSE (suite)
Dans rétude que nous allons faire, d*après Téquation réduite, des foyers et des directrices de l'ellipse, nous définirons les foyers : des points F, F', situés sur le grand axe à une distance du centre égale à ± c. Les directrices DE, D'E', sont, elles-mêmes, définies comme étant les polaires des foyers ; elles correspondent aux équations :
Ces points et ces droites coïncident d'ailleurs avec ceux et avec celles que nous avons, précédemment, dénommés de cette façon.
Nous allons retrouver, dans les développements qui suivent, quelques-unes des propriétés que nous avons déjà démontrées (Leç. 24) ; nous établirons aussi plusieurs théorèmes nouveaux, et nous les appliquerons à la résolution géométrique de quelques problèmes élémentaires relatifs au tracé des tangentes à Tellipse.
816. Théorème M, La distance d*un foyer F, à un point M, pris sur une ellipse, la courbe étant rapportée à ses axes, est donnée par la formule :
FM r: a — — , a
xf désignant Vabcisse delA.
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so
Soient x\y' les coordonnées de M, on a : ou^
et
ou, encore,
FM — — i aca/ H- a
Le second membre de cette égalité est le carré parfait de
(cx'\ a j, et l'on peut poser
ex
En effet , x' variant de -h a à — a, — est plus petit que l'unité ; par conséquent, - - est inférieur à c ou, à forliori,
inférieur à a.
Un calcul analogue donne
ex a
aiV. Théorème II. Lorsqu'un point M est mobile sur une ellipse, la somme des distances de ce point aux deux foyers est constante et égale au grand axe.
Cette propriété est la conséquence des formules (i) et {»)» que nous venons d'établir.
Il résulle de cette remarque que si Ton donne les axes de Tellipse et si Ton veut déterminer ses foyers, il suffit de décrire, du point B comme centre (flg. m), avec a pour rayon. Tare de cercle FF'.
318. Théorème III. La directrice qui correspond au foyer F, est la droite qui est perpendiculaire au grand axe en un point D, ce point ayant pour polaire^ dans le cercle principal, une droite passant par F.
Nous appelons Cercle principal celui qui est décrit sur le grand axe de Tellipse, comme diamètre; nous insisterons d'ailleurs, dans la leçon suivante, sur ses propriétés.
La relation
prouve que le pied D de la directrice DE (fig. m), est situé au point de concours, avec Taxe OX, de la tangente en N au cercle principal ; N étant l'extrémité de Tordonnée du point F. La propriété en question se trouve ainsi établie.
319. Théorème IV. Le rapport des distances d'un point mobile sur une ellipse^ au foyer et à la directrice correspondante est constant^ et égal à Vexcentricité de la courbe.
Fig. 113.
On a (§ 3i6;,
/ N iMf ^^ a^ — cxl
(i) FM =1(1 — ,
et, d'autre part,
(a) MP-::HD=: x' — .
Les égalités (i) et (2) donnent :
890. Théorème 1^. Xa podaire cTun foyer est le cercle principal. Soit M un point pris sur Tellipse ; abaissons du foyer F une perpendiculaire FI sur la tangentiî en ce point et cherchons le lieu du point I, quand M parcourt l'ellipse.
.iB
Fig. 11 3.
L'équation de ir est :
(t) y — mxz^dr, ^a*m* -h à* celle de FI :
(2) my + x=: c.
Pour avoir le lieu décrit par le point I, il faut éliminer m entre les équations (t) et (2). En élevant ces équations aa oarré, et en ajoutant les résultats obtenus, on obtient :
y' + x*=za\
On a supprimé le facteur m* -H 1 , auquel, pour des raisons déjà données (p. 3i2, ex. 2), correspond le foyer.
Bftl. Théorème TI. Le produit des distances des foyers F, F' à une tangente quelconque est constant^ et égal à b\
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On a, en effet, (fig. 1 13)
, v^am'4-6" — me
_,,, y/aW-hb^-hmc ri zz -Tzzi^^^z ;
ces formules sont obtenues en calculant la distance des points F, F' à la droite 1 V qui est tangente à l'ellipse et qui a pour équation :
yzzmx± ^a*m* -h b\ On a donc :
ou,
FI . F'r =: b\
999. Théorème VII. Les rayons vecteurs qui partent des foyers et qui aboutissent à un même point de Vellipse coupent la courbe sous des angles supplémentaires.
Soit M le point pris sur Tellipse, la tangente en ce point rencontre le grand axe en un point T, et si l'on appelle a?', y' les coordonnées de M, on a :
par suite,
a* a* — coc'
TF = --c^— -— ,
et.
Ces égalités donnent, par combinaison,
TF a* — ex'
TF' ~ a' -f car"
On a, aussi,
et.
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ex* a — ex
MF ir fl zz .
MF'rra
ex' a* -h ex'
Fig. lin.
On a donc, finalement.
MF
a —ex
MF
a* -^cx
En comparant (i) et (2) on voit que le point T, qui esl extérieur au segment FF', partage cette droite dans le rapport des côtés MF, MF'. La droite MT est donc la bissectrice de l'angle extérieur du triangle FMF' ; ainsi les deux angles FMT, F'MT sont supplémentaires (*).
1 . On peut établir la propriété en question de bien des faqons différestes. Si Ton vent la reconnaître par un procédé purement analytique, en posaot FMT= V, F'.\IT=V', les angles V et V sont bien déterminés et l'on trouve î
on a donc
ou
tgV = -^, et tgV' = .
cy. ^ cy*
tgV = -tg\v, V+V'=rir.
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On conclut de cette propriété que la normale MN à Vellipse en un point M, est la bissectrice de t angle formé par les semi-droites qui vont de ce points aux foyers de la courbe,
3598. Théorème "WVOL. Lorsqu'une transversale placée dans le plan d'une ellipse rencontre la courbe aux points M et M', et la directrice au point K ; la droite qui joint K au foyer correspondant est la bissectrice de F angle formé par la droite FM, et le prolongement de MT.
Ce théorème et quelques-unes des propriétés suivantes s^établissent, facilement^ par des considérations géométriques ; nous les considérerons comme des corollaires immédiats des théorèmes que nous venons de démontrer par l'analyse.
Abaissons, sur la directrice considérée, les perpendiculaires : ME, M'E'. Le théorème IV donne :
MF _ M'F ME " M'E" *no
KM
MF
_iMK
Celle proposition prouve que le point K partage la droite
MM' dans le rapport des côtés FM, FM' ; K, étant d'ailleurs extérieur au segment MM', nous reconnaissons ainsi que FK est la bissectrice de Tangle adjacent à MFM'.
S94L. Théorème IX. Le lieu des symétriques (F un foyer de Vellipse par rapport aux tangentes de cette courbe^ est un cercle ayant pour centre Vautre foyer, et pour rayon le grand axe de Vellipse considérée.
Fig. 116.
Abaissons du point F une perpendiculaire sur la tangente MT, et prolongeons F'M jusqu'à sa rencontre avec cette perpendiculaire. L'égalité des angles TMF, T'MF (§ 32îi) prouve que le point H ainsi obtenu est, précisément, le symétrique du foyer F' par rapport à TT'. Nous avons donc
MFrrMH, et, par suite,
F'H = MF'-f-MF = 2a.
Le lieu du point H est donc un cercle décrit, du foyer F comme centre, avec %a pour rayon. Ce cerde est appelé, quelquefois, cercle directeur de l'ellipse, correspondant au foyer F'.
819&. Théorème X. L'ellipse peiU être considérée comme le lieu géométrique des points également éloignés d'un des foyers F, et du cercle directeur qui correspond au foyer F'.
En effet, soit M un point de la courbe et soit H le symétrique du foyer F, par rapport à la tangente à Tellipse au point M ; nous venons de reconnaître : 1® que les trois points H , M , F étaient en ligne droite ; 2» que le point M était égale-
ment éloigné des points F et H. La distance de M, au cercle directeur, étant égale à MH, nous pouvons donc dire que tout
Fig. 117.
point de Tellipse est également éloigné du foyer F et du cercle directeur qui correspond au second foyer F'.
39B. Théorème XI. La droite qui va du foyer F à un 'point quelconque V^pris dans le plan d'une ellipse, est la bissectrice de r angle formé par les rayons vecteurs qui joignent F aux points de contact des tangentes issues de? à V ellipse.
Soient M et M' les points de contact des tangentes issues de P à l'ellipse considérée ; ayant pris le point symétrique H de F, par rapport à PM ; et le symétrique H' de F' par rapport
à PM' ; nous savons que les points H,M,F', d'une part; H',M',F', d'autre part, sont en ligne droite et que nous avons
F'H = FH' = aa.
Les deux triangles FPH'9 F'PH ont donc Ieai*s trois côtés égaux. Nous pouvons conclure^ de cette remarque, que les angles PF'fl , PH'F sont égaux, et, comme les angles PH'F et M'F'P sont eux-mêmes égaux, pour des raisons de symétrie, nous reconnaissons ainsi Tégalité des angles MTT et PF'M.
BftH. Théorème XII. Les droites qui joignent un foyer F au pâle P de la corde MM' (fîg. n5), et au point qui est commun à cette droite et à la directrice qui correspond à F. sont rectangulaires.
Cette propriété, déjà établie (§ 238), est la conséquence évidente des théorèmes VIII et XI. Elle fournit deux corollaires remarquables qui peuvent s'énoncer ainsi :
1* La portion d'aune tangente à F ellipse, comptée depuis le point de contact jttsqu'au point oii elle rencontre une directrice de la courbe, est vue du foyer correspondant sous im angle droit.
a® Si, d'un point A pris sur une directrice de Fellipse, on mène des tangentes à la courbe, la projection de A, sur la corde des contacts^ est le foyer correspondant à la directrice considérée.
Théorème XIII (Théorème de PoneeleÉ). Les
tangentes issues d'un point P à une ellipse, et les droites qui joignent ce point atw? foyers, forment deux angles qui admettent la même bissectrice.
En effet, l'égalité des triangles FPH', F'PH (fig. 1 18), prouve que les angles F'PH, FPH', sont égaux. En retranchant à ces angles la partie qui leur est commune, on a
FPH - F'PH',
2FPM z= aF'PM', ou, enfin,
FPMizF'PM'.
399. Théorème XMW. La longueur p du rayon vecteur qui va du foyer F' à un point de r ellipse, et P angle u que fait
celle direclion aoec la direction F'F du grand axe, vérifient constamment la relation :
- — 1 — e cos co.
dans laquelle p désigne le paramètre de r ellipse y et e son excentricité.
Soit x' Tabcisse du point M (fig 112) ; nous avons trouvé plus haut (§ 3i6) la relation :
««f « m ex
D*autre part, le triangle HF'H donne
F'H zzx'-^ czzp cos (â).
On a donc
p — a + - (p cos Cl) — c),
ou,
ap zzb*-i- cp cos Ci).
Cette égalité peut encore s'écrire :
1 = h - cos W,
ap d
et en posant, suivant Tusage,
on a
- zi 1 — ecos Cl).
Cette relation a été établie en supposant que le point M était, placé sur le premier quadrant de Tellipse ; mais on reconnaît, sans difficulté, qu'elle est générale, et qu'elle est vérifiée par les coordonnées polaires de tous les points de Tellipse.
Nous reviendrons d'ailleurs (§ 419), sur cette équatioB polaire ; nous voulons seulement, pour le moment, en déduire deux propriétés sur les foyers, qui compléteront celles que nous avons déjà obtenues.
830. Théorème XW. La somme des inverses des rayom vecteurs qui partent d'un foyer et qui ont des directions opposées y est constante, et égale à -•
On a, en effet,
P — zzi— ccosû),
et.
prrg = »—«cos(o)+TC)
On a donc.
Fig. 119.
ou, enfin,
881. Théorème XWE. La somme des inverses de deux cordes rectangulaires^ passant par le foyer y est constante. Soit ÀB (fig. 119) une corde focale quelconque, on a :
F'A= ^ , et F'B = -— ^^ ;
1 — e cos o) * + ^ ^^s w
par suite,
1 — e*cos'(o
ou,
(i) -^ = 1 — e'cos'd).
AB
Pour avoir la longueur de CD il suffit de changer, dans celle formule, w en - + w ; on obtient alors
(a) — -I— e'sin"w.
Les égalités (i) et (a) donnent
AB"*"(n3^ ap *
Nous pourrions poursuivre cette étude , car il existe (*) un grand nombre de propriétés remarquables sur les cordes focales, propriétés qui se déduisent très simplement de la formule
- =: 1 -»- e cos ù) ;
mais les exemples que nous venons de produire suffisent pour montrer Tusage que Ton peut faire de cette importante relation.
Voyez les exercices proposés à la fia de cette leçon
f . Démontrer que si par le foyer F dune ellipse on mène un rayon vecteur qui rencontre la courbe en A^ et la directrice correspondante de F, en B ; on a
FA FB ~p
«. Si l'on joint un point M prii sur une ellipse à ses foyers F, F' et « l'on désigne par A, B les extrémités des deux cordes focales, ainsi obtenues, o.'i a
MF MF' FB"^F
S. Soient AB une corde focale mobile et A une droite quelconque du plan de l'ellipse ; démontrer que si des points A et B, on abaisse des perpendiculaires AA', BB ' sur A, on a, constamment^
A A' BB' 2h
AF BF "" p '
h désignant la distance du foyer F d A,
On démontre cette propriété très simplement, par la géométrie, en observant que Ton a ,
h (FA-f- PB) =1 AA' . FB f- BB' . FA,
et,
FÂ"^FB^p* 4. Si Von considère dewc cordes focales , rectangulaires, AB etCDtOna
FA . FB FC . FD " p* *
Cette propriété est la conséquence immédiate des théorèmes XY et XM.
S. On considère une ellipse E et une autre conique E' ayant avec elle: 1» un foyer commun F, a» les mêmes directions principales. Démontrer que si par V on mène deux rayons vecteurs FAA', FBB', on a
FA FB ^.
FA'^FB' •
6. À/ ton mène une corde focale AB et si l'on désigne par ô le demi» diamètre parallèle à AB, on a :
FA . FB — rie
Déduire de M, que si deux diamètres sont rectangulaires y le losange obtenu en joignant les extrémités de ces diamètres est circonscrit à un cercle de rayon constant, quels que soiejit les diamètres rectangulaires considét^s.
7. On considère une ellipse et par les foyers F, F', on mène deux rayons vecteurs mobiles parallèles et dans la même direction \ on Joint les extrémités de ces rayons vecteurs aux foyers ; les dtvites ainsi obtenues, ont un point commun I ; trouver le lieu décrit par I.
Soit posé:
FA = q, F'A' zz q' ;
ou a
ïl - ? FI _ g
On trouve ainsi :
Fig. ijo.
(r) Ki^^('^«-^')
Une remarque semblable donue :
(2) Vïzz —.
^ ^ q-hq
En obseirant que
on Toii que FI-f-F'l ^^^ unç quantité conslaute, le lieu du point 1 est une ellipse homofocale à la proposée.
8. Démontrer que la somme des rayons vecteurs menés, d*un point pris dans le plan de Vellipse', aux Heux foyers, est plus grande que ja pour un
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point P, extérieur à la courbe; et plus petite que aa pour un point N, pris dans ^intérieur de Vellipse.
En déduire que tous les points d'une tangente à l'ellipse, à Cexception du point de contact sont extérieurs à la courbe.
Soit M le point de rencontre de l'ellipse et de PF/. On a :
PF = PH
et,
d'où l'on déduit :
PF'-f.PH>F'H,
PF -h PF > 2a.
•. Par les foyers F, F' d'une ellipse on mène deux rayons vecteurs parallèles et, dans la même direction ; désignons par M et M' les extrémités de ces rayons et par
Véqualion de MM', démontrer que les paramètres A et h vérifient la relation :
En déduire le lieu décrit par le pôle de MM'. Ce lieu est le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre,
f O. Les pieds des obliques abaissées d'un foyer sur les tangentes à Vdlipscy sous un même angle, et dans un même sens de rotation^ sont sitités sur un cercle.
f«. Si autour d'un point fixe ?,,on fait tdki^ner Une transversale qui m-
contre Vellipse aux points A et B, *i de ces points on ataisse des perpendiculaires Akr, BA' sur la polaire de P, démontrer que la somme :
AA' BB
F désignant l'un des foyers de la conique,
%%. Autour d'un point fixe P on fait tourner une transversale qui rencontre Vellipse aux points A, B ; démontrer que Von a :
, AFP, BFP ^.
tg ig — =C^^
(Cet exercice et le précédent sont extraits du Traité des sections coniques de Cbasles , p . 188.)
f S. Par le foyer F d'une ellipse f au dessus du grand axCy on mène deux rayons secteurs FA, FB; trouver !• le lieu décrit par le pôle deAB; 2" le lieu décrit par le milieu de AB, quand on suppose FA+ FB =:iil: 3° trouver le lieu décrit par le pôle de AB, quand on suppose FA . FB = m*. (École polytechnique, 1878.)
L'ellipse étant rapportée à ses axes, on trouvera les résultats suivants :
1^ {a*y*-\'b*x*){a--l) = acb*x, 2® cxzza{a — l)
On parvient très rapidement à ces égalités en désignant par x' Tabcisse de A, par x» celle de B, et eu remarquant que
14. Démontrer que les deux coniques homo focales qui correspondent aux équations :
se coupent orthogonalement.
En lassant la différence de ces deux égalités, membre à membre, on obtient une relation qui exprime, précisément, la propriété énoncée.
Db L. Tomb II. 3o
L ELLIPSE (suite et fin]
TRANSFOnifATION HOMOGRAPHIQUE DE l'ELLIPSE
889. Vommles de transformatioii. — Cercle priachipai. Nous avons donné précédemment (§ 191) Tidée générale de la transformation homographique ; nous nous proposons d*appliquer cette idée à Tétude de Tellipse en considérant cette courbe comme une transformée homographique d'un cercle.
Les formules qui nous serviront à cette transformation sont :
(i) x^x/ W y = ^Y, L'équation de Tellipse
devient
(3) X'H-Vna*.
Ainsi : à Fellipsey correspond le cercle décrit sur le grand axe comme dia/mètre.
Nous avons déjà désigné ce cercle par Texpression cerck principaL
888. Points iNirrespoiidaiitsi. Soit M {x,y)y un point de Tellipse ; le point correspondant M, (X, Y), est, d'api^ U
formule (i), situé sur la perpendiculaire abaissée de M sur le grand axe ; et aussi, d'après (3), sur le cercle principal. On a, d'ailleurs,
MP _ b M,P' a'
Si, par M, on mène une parallèle au grand axe, cette droite rencontre OMj en un point Mj, et Ton a
OM, M,P
En remarquant que OM, rz a, on a donc OM^ rz b. Un voit ainsi que le lieu du point M, est le cercle décrit sur le petit axe comme diamètre. On déduit de cette propriété une construction, point par point, de Fellipse ; cette construction, bien connue, est indiquée par la figure ci-dessus.
M'i^ii
Fig. iM.
Supposons maintenant que l'on considère un point quel-
conque N, (a:, y), "el soit N,, (X, Y) le point correspondant. Pour construire ce point N, on peut observer que Ton a
ON _OBt ON, "■ OB/
et que» par suite, les droites EN, B, Ni, concourent sur le grand axe de Tellipse ; cette remarque permet de déterminer très simplement le point correspondant d*un point donné. Lorsque le point considéré est à rinfini, le point correspondant est aussi à Finfini.
8341. Droites «MMrespondanCes. Nous avons déjà vu (§191) que^ dans la transformation homographique, à une droite A, correspondait une autre droite A, ; ces deux droites sont naturellement, appelées droites correspondantes.
83&. Théorème. Dans la transformation homographique qui est définie par les formules :
les droites correspondantes coupent l'axe des x au même point.
En effety soit
(A) Ax-hBy-hC^zo,
réquation de la droite A ; l'équation de la droite transformée \, sera
(A.) AX + B-Y-i-C-o.
Ces équations prouvent que A et A, coupent l'axe ox aa même point, ce point étant à une distance de Torigine égale
à — -, pour Tune et l'autre do ces droites.
Lorsque deux droites sont parallèles^ on voit aussi qae les
droites correspondantes sont parallèles. Deux courbes correspondantes coupent Taxe ox aux mêmes points ; et cette remarque générale s'applique à toute transformation dans laquelle l'une des formules qui la définissent est ay — gY z= o ; oLy 3 représentant des constantes. Ceci tient à ce que y étant nul, Y Test aussi.
On déduit de cette observation que les tangentes atix courbes correspondantes y en deux points qui sont correspondants coupent taxe des Xy au même point.
On peut appliquer cette propriété à la résolution du problème qui consiste à mener une tangents à l'ellipse par un point donné.
830. Problème. Mener une tangente à V ellipse par un point donné.
Nous distinguerons trois cas suivant que le point proposé est : sur Tellipse, extérieur à la courbe, ou, enfin, rejeté à rinfini.
i"" Le point est pris sur V ellipse. Soit M le point pris sur la courbe, M, le point correspondant; menons la tangente M,T au cercle principal ; elle rencontre AA' au point T, et la droite TM est la tangente demandée.
Fig. 133.
Ti^Le point est extérieur à F ellipse. Soient P le point proposé, P, le point correspondant^ obtenu comme il a été dit plus haut, et comme l'indique la figure. Ayant mené par P, les tangentes P,T et PjT' au cercle principal, les tangentes demandées sont les droites PT,PT'.
TBENTE-TROISIÈME LEÇON
Pour que le problème proposé soit possible, il suffit que le point P, soit extérieur au cercle principal ; que Ton ait, par conséquent,
X'-hY*~-a*>o
Fig. ia4-
ou, d'après les formules de transformation,
ou, encore,
Le point P doit donc être extérieur à l'ellipse donnée. Celle condition est'nécessaire et suffisante.
3*» Le point est rejeté à tinflni. Supposons que le point considéré soit à rinfini dans la direction of, et proposons-noas de mener à l'ellipse une tangente parallèle à cette direction. Par le point B, menons BR parallèle à oty B^R est la droile qui correspond à BR. Si du point 0, nous abaissons sur BR une perpendiculaire 0M|, la tangente au cercle principal, en M,, rencontre 6x au point T, et si, par T, on mène une parallèle TT' à la direction donnée ot^ TT' est l'une des tangentes demandées. Le problème comporte une seconde solution: l'autre tangente est une droite symétrique de TT', par rapport à Torigine.
En construisant, comme le montre la figure, le point M, correspondant de M,, on a, en même temps qu'une vérification de la construction précédente, la détermination du point de contact.
Fî^. 125.
839. Trouver les points communs à une ellipse, dont on connaît les axes en grandeur et en direction^ et à une droite de son plan.
En transformant, par la méthode précédente, la figure proposée: àla droite donnée MM', correspond la droite M,M/(fig. 124). Celle-ci coupe le cercle principal aux points M, M', qui donnent les points cherchés M et M' en abaissant, de M« et de M\ , des perpendiculaires sur le grand axe.
Cherchons dans quel cas la rencontre de la droite et de Tellipse est réelle.
Soit
l'équation de MM' ; celle de MjM/ est
A- + B-iri.
La distance de 0 à MM'a pour valeur
v/a*-4-B' contre du cercle et de M, M,' sera réelle, si Ton a :
; ainsi la reii'
A"-hB
ou,
Dans le cas particulier où Ton suppose A*-h B* — i , TNj est
Fig. 136.
tangente au cercle principal et, par suite, la droite TN, à Tellipse.
En posant :
A = cos <p, B = sin ? ; on a, pour l'équation générale des tangentes à Tellipse :
(i) — cos<p + 7- sin 9= 1.
On obtient ainsi une forme, déjà trouvée, pour Téqualion des tangentes à Tellipse.
On peut observer à ce propos que Tangle 9 est susceptible d'une interprétation géométrique remarquable.
En effet, à la droite (i) correspond une tangente au cercle principal, ayant pour équation
(ia) X cos f + y sin f iz a.
Cette relation prouve que 9 est l'angle que fait avec ox la perpendiculaire abaissée de l'origine sur TN,. L'angle 9 est donc Tangle sous lequel on voit de l'origine l'ordonnée M,P du cercle principal qui correspond au point M.
L'angle 9, que l'on considère aussi dans l'astronomie, est appelé anomalie excentrique.
838. Théorème. A deux directions cor^fuguées correspondent detùx directions rectangulaires.
Soient :
(A) Aa: + By -h C = 0, (a) A'a7H-BV-hC' = o,
les équations de deux droites A, î. les droites transformées A| , 3, correspondent aux équations suivantes :
(A,) AX + B-Y + C=o,
(iA A'X-t-B'-Y-|-C'=o,
Si les droites A, S ont des directions conjuguées, on a :
AA
BB' ~ à
Celte relation prouve que les droites A,, 3,, sont rectangulaires.
1. Application. Trouver le lieu du point de concours des tangentes conjuguées d'une ellipse.
Pour montrer, sur un exemple simple, comment on peut faire servir la méthode de transformation, dont nous venons
d'exposer les premiers principes, à la démonstration de ce^ taines propriétés de Tellipse, proposons -nous de trouver le lieu des points d'où partent deux tangentes à l'ellipse ayant des directions conjuguées.
Soit P (fig. 1^4) un des points du lieu et P, le point correspondant ; soient x, y les coordonnées de P ; X, Y celles de Pf Les tangentes PM, PM' étant conjuguées, les droites correspondantes PM|, PH', représentent deux tangentes rectangulaires du cercle principal. On sait que le point P, appartient
à un cercle ayant pour centre 0, et pour rayon a V^ ; on a donc :
En appliquant les formules de transformation, on a, pour réquation du lieu,
ou.
C'est réquation déjà trouvée (g 3o6.)
340 Théorème. Les aires correspondantes ont un rap-
port comtant dont la valeur est égale à -.
Considérons d'abord deux triangles correspondants ABC,
A I B , C , ; en désignant par S et S, leurs aires respectives, nous
allons montrer que
îî», a
Les deux trapèzes ABa6, A.B,a6, ont même hauteur ; leurs surfaces sont donc dans le rapport des longueurs : Aa -f- B^ et A,a -+-Bj6. D'ailleurs, nous avons
Aa _ W_b K^ol" hfi^ a'
d'où.
Aa-I-B6
a A,a-+-Bi6
Ainsi, les trapèzes considérés ont leurs surfaces dans le rapport de 6 à a.
Écrivons donc, d'après cela,
ABaS _ BC6y _ CAj^ A,B,a6 "" B^CjÔY " C^A^Ya
nous en déduisons
ou, enfin,
ABg6-hBC6Y — CAya _^ A,B,a6-hBiC,6Y— C,A,Y^ ^ ^'
ABC b
A,B,Ct "a
Ainsi, la propriété en question est vraie pour deux triangles correspondants ; par suite, pour deux polygones correspondants et, gar l'extension ordinaire, pour deux aires quelconques limitées par des circuits correspondants.
341. Corollaire. Vaire de V ellipse est égale à r.ab. En effet Taire du cercle principal est à r.a* ; celle de l'ellipse,
d'après le théorème précédent est ica* - , ou 'nab.
849. Théorèmes d'Apolloolas W démonstration). Soient OM, ON deux diamètres conjugués ; prenons les poinls M|, Niy correspondants des points M et N ; nous savons que Tangle M^ON, est droit.
Fig. 138.
Les deux triangles OM,P, ON,Q sont deux égaux et nous avons :
OQ = M.P, OP = N.O,
et, par suite,
MP =- M,P = -OQ ; NQ z: - N,Q n - OP. a a , a a
Cette remarque étant faite, nous pouvons écrire :
Om' = OP' -+- MP' = OP* -h ^ OQ*'
m zzÔQ* H- NQ* =ÔQ* 4- Aôf*-
Cw
Ces relations donnent ;
OM
()N'=:(OP*-f-OQ'j^+^).
Remarquons, enfin, que :
OP + OQ = OP -h M,P = a\
et nous avons :
OM -f-OQ zzti*-hb\
C^est le premier théorème d'Apollonius.
Considérons maintenant les deux triangles correspondants
a* OMN, OMjN, ; celui-ci a pour surfece — ; celle de OMN est
donc (§ 340) égale à - . —, ou — . Cette remarque constitue,
précisément, le second théorème d'Apollonius.
3413. Problème. Trouver^ en grandeur et en direction Jes axes d'une ellipse, quand on connaît, en grandeur et en direction, deux diamètres conjugués.
On peut déduire des considérations précédentes, une solution élégante de ce problème, que nous avons déjà résolu (§3i3) par la méthode de Chasles.
Fig. 129.
Soit M, le point correspondant de M; joignons OM^ et par le point M menons au grand axe une parallèle MK, jusqu'à sa rencontre en K, avec OM^.
Construisons le rectangle KMMJ, et montrons que nous
avons :
i» NOl 1=1 droit, a» yi = ON.
Les triangles semblables OKS, OM|P, donnent :
OS _ KS _ MP _ h OP'~M,P"'Mir"â*
Nous avons vu tout à l'heure que
NQ = -OP; a
les longueurs OS et NQ sont donc égales et comme IS = MjP z: OQ, nous voyons donc que les deux triangles rectangles NQO, lOS sont égaux. Cette remarque prouve, du même coup^ les deux propositions avancées.
De ces considérations géométriques, on déduit la construction suivante :
OM et ON étant les diamètres conjugtiésdonnés, on élève à ON, du même côté que OM, une droite perpendiculaire y sur laquelle on prend 01 = ON ; on joint MI et F on prend le milieu R, de cette droite MI. Si du point R comme centre^ avec RI =: RM, pour rayon, on décrit un cercle, ce cercle détermine les points K etU^; 1® les droites IK, KM sont les directions des axes, a® OK et OM, représentent la grandeur des axes.
84Ufl. Interprétation içéométriqae de In tmnsfonMition précédente.
La relation
MP _b M,P""â'
prouve que si Ton fait tourner le cercle principal autour de ox, d'un angle f , compris entre o et - , et déterminé par
Tégalité
le point M|, dans sa nouvelle position, se projette sur lepl^fl de Tellipse, pécisément au point M. Ainsi : F ellipse peut être
considérée comme la projection de son cercle principal, quand on fait tourner le plan de ce cercle^ autour du grand axe de rellipse, d^un angle aigu ayant un cosinus égal au rapport du petit axe au grand axe.
1. SoU AB une corde de Vellipic, parallèle au grand axe ; au point B on mène la tangente qui rencontre oy en C; par les points Xet Con trace des parallèles aux axes de l'ellipse : ces droites se coupent en un point 1 dont on demande le lieu géométrique.
Ce lieu est une quartique Q : démontrer que la tangente à Q, au point I, et la tangente au cercle principal au point correspondant à Â, coupent ox en deux points symétriques du point de rencontre de ox avec AL
Od Toit immédiatement que Q est une transformée de Tellipse par les formules :
a; = X, y\ — b*. (V. Leç. i6; exerc. j.)
S. On considère Vellipse qui correspond à VéqueUion
et la quartique Q/ qui a pour équation
Déduire la remarque faite dans V exercice précédent^ une construction de la tangente en un point de cette courbe Qf. Oo considère d'abord la quartique Q qui a pour équation :
l't l'on trausforme cette courbe Q par les formules :
LHTPERBOLE
34U^. Forme de la courbe. Lorsque dans Téquation réduite des coniques qui ont un centre
on suppose S < o, S' et S" ont des signes contraires et l'équation précédente peut s^écrire sous la forme
Prenons sur Taxe des x deux points A, A% tels que OA :r OA' zz a, et sur Taxe des y les points B,B', tels que OB r: OB' z=l b. Nous dirons que A,A' sont les sommets réels, B et B' les sommets imaginaires de Thyperbole. Les droites, SS^ RR', diagonales du rectangle construit sur les axes, et qui correspondent à Téquation
sont les asymptotes de la courbe (§ i55) on peut d'ailleurs montrer directement que si Ton considère un point M de rhyperbole, et le point N de la droite RR', qui correspond à la môme abcisse, ona: i°NP>MP, a'^limMN^io, pourarnoD. On voit aussi que la courbe n'a aucun point dans Tiniérieur des parallèles menées à OY par les points A et A' ; et
qu'à toute valeur de a?, plus grande que a, correspondent, pour y, deux valeurs égales et de signes contraires. La courbe a donc la forme générale indiquée par la figure ci-dessous.
Fig. i3o-.
Nous ne voulons pas entreprendre pour Thyperbole, une élude aussi détaillée que celle que nous avons faite pour rellipse ; parce que la plupart de ces nouveaux calculs seraient une répétition, sans intérêt, des calculs analogues faits sur Téquation de Fellipse. D*ailleurs Tégalité
représentant une ellipse, ou une hyperbole, suivant le signe do produit AA', on comprend qu'en adoptant cette notation, un calcul quelconque, et le résultat auquel il conduit, sont également applicables aux deux coniques à centre.
Il suffit d'observer que les calculs effectués pour l'ellipse peuvent être appliqués à l'hyperbole, en changeant, dans les premiers, 6* en — V. En particulier la lettre c, dans l'hyperbole, représente la longueur y/a* + V.
11 faut aussi faire cette réserve que, parmi ces résultats, certains peuvent être réels pour Tune des courbes, et imaginaires pour l'autre. C'est cette distinction, entre les résultats réels et imaginaires, qui nécessite Tétude spéciale que nous allons faire de l'hyperbole, en nous attachant, principalement, à signaler les points qui différencient cette courbe, de l'ellipse.
SiftO. C^nstraetion de l'hyperbole, poiot par point.
Db. L. Tome II.
La construction que nous allons indiquer et qui permel de trouver rapidement un grand nombre de points de l'hyperbole présente la plus grande analogie avec celle que nous avons indiquée pour lellipse (§ 282).
Soit M un point de l'hyperbole et soient a;', y' ses coordonnées. Joignons MA; la perpendiculaire élevé à MA au point A, rencontre A'M en un point I qui décrit une droite, quand M parcourt l'hyperbole.
En effet, Téqualion de AM élanl
celle de Al sera,
(1) y y' — -{x- a)ix'—a).
Fig. i3i.
D'autre part l'équation de A'I est
Les relations (t) et (2) donnent, par combinaison, et en supprimant le facteur y auquel correspond une solution singulière,
LHYPERBOLE 46b
Mais on a
le lieu du point I est donc la droite A, qui correspond à réquation :
(r - Ir a -hb
Lorsque le point M s'éloigne de Tinfini sur Thyperbole, la droite A'M a pour position limite la droite A'B. On voit ainsi, et Ton vérifie facilement par le calcul, que A passe par le point H projection du sommet A, sur A'B. On comprend donc comment, étant donnés les sommets de Thyperbole, on pourra construire la courbe, point par point, au moyen d'une règle et d'une équerre.
Lorsqu'on suppose an 6, en d'autres termes, lorsque l'hyperbole proposée est équilalère, la droite A est l'axe oy lui-même.
9ift9. Représentation d'an point de l'hyperbole.
1* Si Ton compare les égalités :
sec* 9 =: 1 -f- tg" 9,
on voit que Ton peut poser
(P) --— î- ^'-!iîLf:
a COS9' ^ coso'
et lorsque 9 varie de o à 2-, le pointcorrespondant (a?', y') décrit l'hyperbole.
On peut déduire des formules (P) une construction, point par point, de l'hyperbole. Sur AA' et BB' comme diamètres décrivons des cercles et prenons, sur le premier, un point quelconque M'. La tangente en M' rencontre ox en P et si
nous élevons à ox, une perpendiculaire MP égale à M'P', le point M, ainsi obtenu, est'un point de Thyperbole.
Fig. i3;j.
a° L'identité :
qui, sous une autre forme, nous a déjà servi dans l'étude de Tellipse (§ 283), permet de poser :
t désignant un paramètre pouvant varier de — » à -+- <».
On déduit de ces formules (P) et (P') des formes diverses pour représenter Téquation de la tangente et celle de la normale à rhyperbole. Nous résumons ces résultats dans le paragraphe suivant.
3418. Formules relatives à l'hyperbole.
i<» Formes diverses de V équation de la tangente.
ocjcf yy'
r-sin ? zicosç.
(T4) yz:zmx±\/a*m*—b\ 2" Fonnes diverses de P équation de la normale.
(Na) S
sin 9 cos 0 ax *y «. ^*
(N4) yzzmx
3* Équation de la polaire,
4* Equation du faisceau des deux tangentes.
W b' VU* à' l^\a' y
De ces formules, on peut déduire diverses propriétés de rhyperbole, propriétés toutes semblables à celles que nous avons trouvées par Tellipse. Mais, sans nous arrêter, pour la raison déjà donnée, à reproduire ces calculs, nous nous proposons d'étudier Thyperbole, en visant plus particulièrement les propriétés de cette courbe qui se rattachent à la considération de ses asymptotes.
THEOREMES RELATIFS AUX ASYMPTOTES
8419. Théorème I. Lorsqu'un point M s'^éloigne à Vinflni sur une hyperbole H, la tangente A au point M apour position limite une des asymptotes de la courbe.
Celte proposition a déjà été démontrée, pour une courbe d'un degré quelconque ; nous nous proposons de la vérifier pour l'hyperbole.
Soient x'y' les coordonnées du point M (fig. i3o), et soit MT la tangente en ce point.
Les formules (P') prouvent que si le point s'éloigne à Tinfini sur la courbe il faut supposer / — i , ou / — — i . En supposant / = 1, réquation (T,) donne, à la limite,
Cette équation représente Tune des asymptotes ; laulre asymptote, celle qui correspond à Téquation
s'obtient en supposant tzz — \.
3SO. Théorème II. Le produit des distances ctun poirU quelconque de ^hyperbole à ses asymptotes est constant.
Prenons pour nouveaux axes de coordonnées les asymptotes OX, OY de riiyperbole. En désignant par aa l'angle des asymptotes dans lequel est renfermée la courbe, les fonnules de transformation sont
x-zz\ cos a -f- Y COS a, y zz Ysin a — Xsina.
L'équation de Tbyperbole, dans le système YOX, est donc (X cos a -f- Y cos a)* (Y sîn a — X sin a)* _
Nous avons, d'ailleurs.
tga 1= ^, a
ou,
sin a cos a sin' a cos* a i
ab ■" ^« ■" ^' —a* +6*'
En tenant compte de ces relations, Tégalité (i) devient :
(H) XYzz
C'est l'équation de Thyperbole rapportée à ses asymptotes. On en déduit la propriété énoncée, ou la suivante : fe parallé-
Cf
Fig. j33.
logramme dont les côtés sont parallèles aux asymptotes de rhyperhole et dont deux sommets sont : i*^ le centre de la courbe^ a* un quelconque de ses points ; a une surface constante.
3&1. Théorème III. La tangente en un point de rhyperhole est partagéCypar le point de contact et par les asymptotes, en deux parties égales.
Prenons Thyperbole rapportée à ses asymptotes. Soient X', Y' les coordonnées du point considéré M. L'équation (H) donne, pour Téquation de la tangente en ce point
XY + YX' zz ^^^--!^—.
Nous avons, d'autre part,
Cçs deux relations donnent, par combinaison,
Cette relation prouve que Ton a OA = 2X' — 2OO (fig. i33).
Le point M est donc le milieu de AB.
Cette propriété permet de construire la tangente en un point donné de Thyperbole, avec la règle, puisque AB est parallèle à la diagonale RQ du parallélogramme OMRQ.
On voit aussi que la surfoce du triangle OAB est double de celle du parallélogramme OMRQ ; propriété remarquable qui peut s'énoncer ainsi : le triangle formé par les asymptotes de Vhyperhole et une tangente quelconqtiey a une surface constante.
3&9. Théorème IV. Les segments GC^DD' (6g. i33)tnterceptéSy sur une transversale quelconque, par Vhyperbole et par ses asymptotes y sont égau^x.
Posons OC, zzp, OD' m q ; Téquation de la transversale est alors
L'intersection de cette droite avec l'hyperbole donne deux points C, D dont les abcisses vérifient Téquation
ou.
4g La demi-somme des racines de cette équation est égale
-^ -. Amsi - IL 2
à -. Ainsi - représente Tabcisse du point I, milieu de la
CD
corde CD ; cette abcisse étant justement égale à , il est
ainsi démontré que le milieu de CD coïncide avec le milieu
de CD'. On a donc CC = DD'.
L'HYPERBOLE m
K Théorème W. Les diagonales du parallélogramme construit avec deux diamètres conjugués de rhyperbole, sont les asymptotes de la courbe,
£q effet réquation de rhyperbole, rapportée à deux diamètres conjugués, est
Pour établir directement la proposition on peut poser :
et ces formules représentent un point de la courbe. L'équation d'une tangente quelconque est
et quand le point de contact s'éloigne à l'infini, sur l'hyperbole, on a
pour 0 n 1 ; et
en supposant 8 = — 1. Telles sont les équations des asymptotes dans le système d'axes que nous avons choisi ; on voit que ces équations représentent bien les diagonales du parallélogramme construit avec les diamètres conjugués considérés.
3&41. Problème. Trouver y en grandeur et en direction les axes d'une hyperbole, connaissant deux diamètres conjugués, en grandeur et en direction.
La direction des axes s'obtient immédiatement en remarquant: 10 que les asymptotes sont les diagonales du parallélogramme construit avec les diamètres conjugués donnés ;
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2® que les axes sont les bissectrices des angles formés parles asymptotes.
Déterminons maintenant le sommet réel de Thyperbole.
Soient A, A' les asymptotes de la courbe et soit M le point, extrémité de celui des diamètres donnés que Ton suppose réel ; enfin, soit ox la bissectrice de Tangle des asymptotes qui renferme M. Pour déterminer le sommet S de Thyperbole il faut tracer par le point M une transversale telle que l'on ait SK - MH (§ 352),
Fig. i34.
Menons par le point M des parallèles MA, MA', aux asymptotes; nous avons
OS =: OA . OA
Pour obtenir le point S il suffit donc de décrire sur AA' comme diamètre une circonférence, de lui mener par 0 une tangente OT et de tracer du point 0 comme centre, Tare TS, comme Tindique la figure.
La solution précédente est aussi celle du problème suivant : Construire une hyperbole^ connaissant les asymptotes et un point de la courbe.
3SS. Théorème VI. La directrice qui correspond à un foyer F est la droite qui joint les projections de ce point sur les asymptotes.
Nous définissons, élémentairement, les foyers de Thyper-
Fig. iX\
bole deux points situés sur l'axe transverse de Vhyperbole à
une distance czz + y/a* -i- Ij* , du centre.
La directrice est la polaire du foyer.
D'après cette définition, le foyer F s'obtient en construisant le triangle rectangle OAG et en prenant OF = OG.
Si du point F on abaisse une perpendiculaire FH sur Tasymptote, on obtient deux triangles égaux OFH, 0A6 et Ton a
ÔH* = OD . OF,
ou 9
La polaire du foyer F étant la droite qui a pour équation
on voit que DE est la directrice correspondante au foyer F.
On reconnaît de même que la droite D'E\ symétrique de DE par rapport à OY, est la directrice du second foyer P.
La considération des deux foyers F, F' et des directrices correspondantes donnent naissance à des propriétés analogues à celles que nous avons démontrées pour Tellipse, et nous nous bornerons à énoncer les suivantes :
1** La différence MF' — MF est constante et égale à A.A'.
a« La tangente à Vhyperhole^ au point M, est bissectrice de V angle F'MF.
y Le rapport des distances d'unpoint de Vhyperhole au foyer
et à la directrice correspondante, est constant et égal à-.
8&B. Transfformatloii homojn^rapliique de l'hyperbole. Si Ton prend pour formules de transformation :
ab bY à l'hyperbole qui a pour équation
correspond la courbe qui correspond à Téquation
c'esl-à-dire le cercle U, décrit sur Taxe non Irans verse. A une droite S ayant pour équation
y zz mx -h n,
correspond une droite A dont Téquation est
Y rz MX + N,
en posant
M r: r » N =r ma.
Ces relations conduisent, entre autres conséquences, aux propriétés suivantes :
1* S parallèle à une direction fixe ;
A passe par un point fixe situé sur Taxe des y. 2" S passe par un point fixe situé sur oy\
A reste parallèle à une direction fixe. 3» 1,1' sont des droites rectangulaires ;
A, A' coupent Taxe des y en deux points qui sont vus du sommet réel de Thyperbole sous un angle droit.
4** 5,5' sont des droites ayant des directions conjuguées; A, A' coupent oy en deux points conjugués harmoniques par rapport aux sommets imaginaires de la courbe. o« 0,5' coupent Taxe des y en deux points conjugués harmoniques par rapport aux sommets imaginaires de rbyperbole ; A, A' sont deux droites rectangulaires.
6* 3,3' sont les asymptotes de la courbe ;
A,A' sont les parallèles à Taxe transverse, menées par les sommets imaginaires.
On peut déduire de ces lois de correspondance des propriétés diverses de l'hyperbole ; on peut aussi, au moyen de la transformation précédente, résoudre, avec la règle et le compas, les problèmes qui sont relatifs à la construction des tangentes, ou à la recherche des points communs à la courbe et à une droite de son plan.
f . Tout point de l'hyperbole est à égale distance du foyer et de la directrice correspondante; cette dernière distance étant comptée parallèlement à une asymptote.
«. Soit AB une corde quelconque de V hyperbole; par les points A,B oh mène des parallèles aux asymptotes; démontrer que la seconde diagonale du parallélogramme ainsi construit ^ passe par le centre de la courbe.
3. On considère deux tangentes à Vhyperbole; soient A, B et A',B' Its points où elles rencontrent les asymptotes; démontrer que la droite qui joint les points de contact passe par les milieux des segments AX^^BB' interceptés par les tangentes considérées sttr les asymptotes,
4. Le lieu géométrique des extrémités des diamètres imaginairesj conjugues des diamètres réels dune hyperbole donnée ^ est une hyperbole.
L'équation de la première hyperbole étant :
le lieu cherché a pour équation :
Ces deux hyperboles, (H), (H'), ont reçu le nom d' hyperboles conjiiguètf.
On remarque qu'elles ont les mêmes asymptotes ; en prenant ces droites pour axes de coordonnées, les équations de deux hyperboles conjuguées sont :
XY = m\
XY zz — m\
5. On mène à une hyperbole une tangente qui rencontre 1" les asymptotes aux points k et B; 2" l'axe ox en C et taxe oy en D ; si Von désigne par M le point de contact, démontrer que les cercles décrits sur AB et sur MD, comme diamètre, ont leur axe radical passant par le point C.
6. Démontre}' que si Con considère la courbe qui a pour équation y=:f[x\ et si l'on désigne par S la surface comprise entre deux ordonnées, la courte et Vaxe ox,
S^ — y s in 0 :r f{x) s in 0,
S^ désignant la dérivée de S par rapport à x.
Déduire, de là, le théorème suivant :
Théorème. Soit H une hyperbole rapportée uses asymptotes ox,oy,ei soient M, M', deux points quelconques de H; la surface du triangle MOM' est équivalente à celle du trapèze curviligne formé par Vaxe MM', une de$ asymptotes ox, et les parallèles à oy menées par les points M, M'.
Nous avons montré précédemment (§ 204) que dans le cas où Ton avait B 1= o, Téquation du second degré pouvait être ramenée à la forme réduite :
(F) y* — 'ipxzzio,
les axes étant rectangulaires. Nous nous proposons de faire,
d'après cette équation, une étude particulière des courbes
qu'elle représente et que nous avons appelées des paraboles.
Construction de la parabole point par point
Soit A un point de la courbe ; joignons OA et menons au point 0, à cette droite OA, une perpendiculaire jusqu'à ce qu'elle rencontre en A' la parallèle à Taxe menée par A. Le triangle rectangle AOA' donne :
ÔTi'^A'H.Air,
ou,
Ainsi A'H est égal à ap ; le lieu du point A', quand A se déplace sur la parabole P est donc une droite A, perpendiculaire à l'axe, et à une distance du sommet égale à — ap.
Si l'on connaît, en même temps, que Taxe et que la tangente au sommet de la parabole, le paramètre p, ou un point de la courbe, on pourra construire la droite A ; puis, avec réquerre, obtenir, par une construction rapide, autant de
points de la parabole que Ton voudra, comme l'indique la
figure.
Fig. i36.
3&8. Diflérentes formes de l'équation de la
H^ente. L'équalion générale des tangentes, appliquée à (P), donne
(T.) yy' =zp{x-\-a:f),
c est une première forme de l'équation de la tangente MT. Si- Ton observe que (TJ est vérifié par y — o, a: i= — a/, on voit que la sous-tangente est double de rabcisse.
De cette propriété on peut déduire une construction de la tangente, en un point M pris sur la parabole. Puisque OQ = OT, si, du point M, on abaisse la perpendiculaire MR sur la tangente au sommet, la figure MROT est un parallélogramme. Pour obtenir MT, il suffit donc de joindre OM et d'achever le parallélogramme dont OM et MR sont deux côtés ; la diagonale MT est la tangente cherchée. On remarquera que cette construction n'exige que l'emploi de l'équerre et de la règle.
Cherchons^ maintenant^ d'autres formes de l'équation de la tangente.
La relation
(i) y'*-2px\
peut s'écrire,
on a donc, pour représenter un point M de la parabole, les formules
formules dans lesquelles le paramètre t représente le coefficient angulaire de la droite qui va du sommet, au point M. Ces formules donnent, pour la tangente en M, l'équation suivante :
Pour obtenir une forme trigonom étriqué, on peutremarquer que la relation (i) peut s'écrire
De L. Tome II. «^^
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. Par suite, on peut poser
rr sin 9, et
zz cos 9
Ces formules donnent :
x' iZ' cutg -, eiy' -p colg-.
On est ainsi conduit à une forme Irigonométrique qui rentre
9 t dans la forme (T3), en posant tg - z= —
Enfin, en identifiant Téquation (T,) avec la suivante :
y zz mx -(- w,
ou encore, en exprimant que la droite que cette équation représente rencontre la parabole en deux points coïncidents, on trouve
On a ainsi cette troisième forme de Tëquation de la tangente, forme souvent employée,
(T.) y:rina;-f--4.
De cette équation, on déduit immédiatement, en raisonnant comme nous Pavons fait précédemment (§ 280), dans un cas analogue, que le lieu des points d'où Von peut mener à la parabole deux tangentes rectangulaires est la droite qui a po^ équation
Celle droile est, comme nous l'avons vu, la directrice de là parabole.
On voit aussi, sans difficulté, par Tune ou Tautre des équations (T,), (T,), ou (T,)que la podaire du foyer est la tangente au sommet.
3&0. Polaire. L'équation delà polaire du point {x',y') est
Si Ton cherche rintersection de celte polaire avec la courbe, les ordonnées des points communs sont données par Téquatiori.
y* — lyy, — -^px' zz o.
La somme des racines étant égale à ay', on voit que : la droite qui joint le pôle au milieu de la corde polaire est parallèle à Vaxe.
360. Équation de ia Monnaie. Soient x\ y' les coordonnées d'un point de la parabole; la normale en ce point a pour équalion
x — x' ^y — y ou,
Celle relation prouve, incidemment, que la sous-normale est constante et égale à p.
En identifiant (i) avec l'équation suivante
on a :
et^ par suite,
w-f-pm
En tenditt compte de Tégalite
y'^zzipody
on trouve,
— n^pm
pm
L'«quation générale des normales à la parabole est donc
(N) y::im(Jî— p) —
pt»*
aei . Développée de la parabole. L^enveloppe des nor-
Flg. i38.
maies à la parabole s'obtient en écrivant que Téquation précédente admet deux racines égales par rapport au paramètre m.
LA PARABOLE 4Si
L'application d'une règle connue (Alg.^ § 4û6) donne, pour réquation de la développée,
Cette courbe, qui est une parabole cubique, a la forme indiquée par la figure. En cherchant son intersecUon avec la parabole donnée, on doit résoudre Féquation :
(i) 2yp*x=:i(x—py.
Le théorème de Rolle, appliqué à cette équation^ prouve que
^ -, nombre qui fait partie de la suite de Rolle, vérifie Té-
qualion (i). Celle-ci admet donc deux racines égales à — -.
Les courbes P et Q ont un double contact imaginaire, sur la directrice. On trouve ensuite des points réels M,M^ communs à P et à Q, et ayant pour abcisse 4p.
3B9. Cerele de Joachimsthal. L'équation (N) étant du troisième degré en m, on voit que du point A du plan, partent, dans le sens analytique de ce mot, trois normales à la parabole. Nous allons chercher Féquation du cercle qui passe par les pieds de ces normales.
Soient x^, f/o, les coordonnées du point A ; soient aussi x, y, celles du pied R de Tune des normales issues de A. En exprimant que réquation de la normale au point {x, y)
est vérifiée par les coordonnées de A, on a
a? — a?o _ y» — y P " y ' ou,
(H) iry + y(p — a;o)— />yo = o.
C'est réquation de Thyperbole équilatère aux pieds des
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normales. Elle a, avec la parabole, un point commun situé à rinfini dans la direction oo?, puisque Tune de ses asymptotes est parallèle à Taxe de la parabole. Les trois autres points communs sont situés sur une circonférence, dont nous allons chercher l'équation (*).
L'équation (H) peut s'écrire ;
a?l/* + y' (P — a?o) — py^y = o,
Ou, en remplaçant y" par ipx, et en divisant par 2jo,
En combinant cette équation av^c celle de la parabole, on a, finalement,
On voit que ce cercle passe par le sommet de la courbe et on peut énoncer le théorème suivant qui n'est d'ailleurs que ïe théorème de Joachimsthal, appliqué à la parabole : les pieds des trois normales issues d'un point à une parabole et le sommet de cette courbe forment un quadrilatère inscriptible*
âG3. Pôle tangentiel et pôle normal. Soit A' un point quelconque du plan de la parabole, menons les tangentes A'R, A'S et construisons les normales aux points R et S, normales qui se coupent au point A. Nous nous proposons de calculer les coordonnées Xo, Voy de A, connaissant les coordonnées x'y y\ de A'.
Le cercle A', décrit sur AA' comme diamètre, a pour équation
OU
(i) x*-hy* — x{Xo-^x') - y (j/o + y) + ocq x'-^y^y' n o.
I. Voyez, sur ce point la note placée à la fin de ce livre (§3).
Le cercle A' et le cercle de Joachimsthal ont pour axe radi* cal la droite RS; d'après (i) et (J), RS a pour équation
(2) a:(a/ — p)H-t/ l-^-hy'j — XoOc'—yoy'zzo,
En considérant RS comme la polaire du point A', son équation est
En identifiant (2) et (3), on a
Vo-h^y' ^p — x' _ x^ -h yoy'
et ces formules donnent
pa/
Ces relations, comme les formules analogues que nous
Fig. 139.
avons établies pour Tellipse (§ 292), permettent de ramoneur la recherche du lieu décrit par le pôle normal A, à celle du lieu décrit par le pôle tangentiel A'.
Par exemple, si Ton demande le lieu décrit par le point de concours de deux normales rectangulaires,' on remarquera que le point Â' décrit la directrice et que Ton a, par suite,
Les formules Pn donnent alors :
En éliminant ^\ et en considérant Xo, Voy comme des coordonnées courantes, on a Téquation du lieu
Cette équation représente une parabole.
8B4I. Centre de courbare. Si Ton suppose que les deux points R, S viennent coïncider en M, le pôle normal a pour position limite le centre de courbure w, en ce point M.
Les formules P„, quand on suppose y" = apj/, donnent
L'égalité (C) prouve que si Ton considère la directrice DD', comme Ton a
HKz:a/-+--. et KIiziTo — a?';
on a, par suite,
Kl zz aHK.
Ainsi Mw est double de MD ; cette remarque conduit à une construction très simple du centre de courbure : on trace la normale au point considéré, jusqu'à sa rencontre avec la directrice et Von port^y dans Vautre sens, une longueur
double de celle qui est interceptée sur la normale par la directrice et le point considéré.
Fig. i4o.
Si, entre les égalités (G), (C), et la relation y'* rr ^poo', nous éliminons x' et y', nous obtenons
Nous retrouvons ainsi, en considérant Xo et yo comme des coordonnées courantes, l'équation de la développée de la parabole, et ce résultat est une vérification des calculs qui précèdent.
SOS. Diamètres. Considérons la droite, qui a pour équation
yz^mx-h'ky
et supposons que, w restant fixe, X soit un paramètre variable. Les abcisses des points communs à celte droite et à la parabole sont les racines de l'équation
{mx -f X)* — ^px.
Par suite Tabcisse X de I, point milieu de la corde considérée, est donnée par la formule
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D'autre part, Tordonnée Y du point I, vérifie Tégalité
(a) Y = wX4-X.
Entre les équations (i) et (a) éliminons X et nous avons
ou,
m*Xz=p — i?i(Y — mX),
Cette équation représente une droite parallèle à l'axe ox ainsi : dans la parabole tous les diamètres sont parallèles à taxe de la courbe.
Nous vérifions, de la sorte, par le calcul, une proposition déjà établie (§ 182). Il est facile de reconnaître que, réciproquement, toute droite A, parallèle à Paxe de la parabole^ partage en deux parties égales les cordes parallèles à la tangente à la courbe y au point qui lui est commun avec A.
3G6. Équation de la parabole rapportée A une tang^ente et au diamètre tïonjusué de eetic tang^ente*
Fig. 141.
Soient a?', y' les coordonnées du point 0' ; transportons les
axes, parallèlement à eux-mêmes, en ce point. Les formules :
donnent, pour l'équation de la parabole dans le système Yo'X
V — ay'Y — 2pXzzo.
Prenons maintenant pour nouveaux axes de coordonnées la tangente o'Y' et le diamètre o'X. En désignant par a l'angle Y'oX, nous avons :
X = X' + Y'cosa, et Y^ = Y'sina.
L'équation transformée est donc
\'"sin*a — î^'Y^sina— 2joX'— îpY'cosoc no,
V^î^X'; en posant
et, en remarquant que
La formule (i) prouve que Ton a, finalement,
p'zzp-h2 x\
3G9 . Parabole considérée csoninie limite d'une conique À centre. Considérons, par exemple, une ellipse rapportée à ses axes ordinaires et transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, au sommet A. Les formules de transformation sont :
a; — X — a, y zz,\\
et réquation de l'ellipse devient
en posant :
(S) Y- = apX-h^X*,
p = -, et qzz- -..
Cette équation, que Ton peut établir directement, par une réduction de Téquation générale, représente toutes les coniques quand on prend pour origine un des sommets de la
courbe et^ pour direction des axes de coordonnées, les direc* tions principales de la conique.
Imaginons que a et 6 croissent indéfiniment, mais sous
cette réserve que le paramètre — reste fixe ou, s'il est variable, qu'il ait une limite finie, et bien déterminée. En remarquant que ^ zz — -, nous voyons que : Lim q zz o\ par
conséquent, les ellipses considérées se sont déformées, mais ont pour position limite la courbe qui correspond à réquation
y' — ^px = 0,
p étant le paramètre fixe, ou la limite bien déterminée de ce paramètre, quand on le suppose variable.
On peut, de cette remarque, déduire Textension à la parabole de propriétés démontrées pour les coniques à centre ; on peut aussi obtenir, de certaines formules relatives à ces coniques, des formules correspondantes pour la parabole.
Nous terminerons cette étude de la parabole par la démontration de deux propriétés importantes, particulières à cette conique.
SB8. Théorème. Le centre des hauteurs d'un triangle circonscrit à la parabole est toujours situé sur la directrice.
Considérons trois tangentes à la parabole, ayant respecti*vement^ pour équation :
Les coordonnées du point A,, point de concours des droites T„ T„ sont, d'après ces équations,
_ p __jp m, -f-m,
*Ct I^ . Vi -^ "• •
L^équation de la perpendiculaire abaissée du point A, sur T, est donc
Si nous cherchons Tintersection de (i) avec la directrice, il faut, dans cette équation, remplacer x par — -; nous avons alors
^ » ^ .^ f. ^ (^'** *'*« + *'*« ^^i -^ ^^^ "^ + 0a m, fit, 77t|
Le second membre de celte égalité étant une forme symétrique des lettres m^y m,, 7^3, nous voyons donc que Y, =: Yj zi Y3 ; ainsi, les trois hauteurs du triangle A^ A,Ai coupent la directrice au même point.
3G9. Théorème. Le cercle circonscrit au triangle forme par trois tangentes quelconques de la parabole passe loujoun par le foyer.
Cette propriété est la conséquence géométrique, tout à fait immédiate, des propriétés élémentaires de la parabole. Elle résulte, par exemple, de ce fait que les pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur les tangentes étant situés en ligne droite, les sommets d*un triangle circonscrit à la parabole, et le foyer de cette courbe, sont situés sur la même circonférence (réciproque du théorème de Simson).
i . On considère quatre droites Ai, A^, Aj, A4, qui se coupent ^ deux à deux; soit Ci le cercle circonscrit au triangle A2 Aj A4, et soit b>i son centre.
Démontrer que les' quatre points toi, wi, 0)3, (04, sont situés sur un cercU passant par le foyer de la parabole tangente aux droites données.
(Théorème de Miquel.)
ÎC. Vénfier que le foyer V de la parabole est aussi un foyer de la décelop'
pée.
Eu général, le foyer d'une courbe est aussi un foyer de la développée. En prenaut pour origine le sommet de la développée A de la parabole et eu exprimant que les deux équations :
admettent une solution double, on trouve Les deux tangentes imaginaires issues de F à A, ont pour équation :
elles sont doue parallèles aax directions isotropes du piau.
S. Démontrer que Vaire d'un segment parabolique est les - du triangle for-
mé par la corde A B e< les tangentes aux extrémités de cette corde.
On prendra la parabole rapportée au diamètre conjugué deAB et à la laugente parallèle a AB et on écrit (leç. 34, el. 5} :
Sf — / — > à.
sia ô V Z' «^ '
d'où -
SzZ'-xy sin 6.
4. ThéorèMie. Si une corde mobile AB détermine avec une parabole fixe un segment de surface constante^ la projection de AB sur la tangente au sommet, est constante.
5. Démontrer quê si X, Y représentent les coordonnées d'un point M pris dans le plan de la parabole qui correspond à l'équation
y* — 2px — 0.
La fonction Y* — 2p\ représente le produit par ap, de la distance du point M à la parabole^ distance comptée parallèlement à l'axe.
6. Démontrer que la parabole, lieu des points d'où Von peut mener à une parabole donnée V, deux normales rectangulaires, est doublement tangente à la parabole cubique, développée de P.
Y. TbéorèBie. Le diamètre d'un point M, rencontrant la polaire de M en A, et la parabole en Bf on a
BM =z BA.
CONSTRUCTION DES COURBES. — LES COORDONNEES POLAIRES
3*90. Dans la première partie de ce dernier livre de la géométrie plane, nous compléterons les principes établis jusquïci et qui permettent de tracer la forme générale des courbes qui correspondent à une équation cartésienne donnée ; nous les appliquerons aussi à quelques exemples. Dans la seconde partie, nous étudierons les courbes dont Téquation est donnée en coordonnées polaires. Enfin une dernière leçon sera consacrée à légitimer ce mot de coniques dont nous noQS sommes servis pour désigner les courbes du second degré : nous ferons voir que ces courbes sont bien des sections planes du cône droit, à base circulaire, et cette étude nous servira de transition naturelle pour passer à la géométrie analytique à trois dimensions.
I. Pour ue pas étendre, outre mesure, la rédaction de cette leçon tout en y faisant entrer les principaux problèmes qu'elle comporte, certaines démonstrations très élémeutaires sont seulement indiquées. Le lecteur 8ii|>pléera facilement aux lacunes que nous signalons ici.
Nous nous occuperons, d'abord, de la construclion des coniques. Le problème que nous allons traiter peut se définir dans les termes suivants : étant donnée une équation du second degrés on suppose que la conique qu'elle représente^ vérifie un certain nombre de conditions élémentaires^ telles sont les suivantes : passer par un point connu ; être tangente à une droite donnée y etc., ;et F on propose de déterminer les éléments principaux de la courbe : le centre^ les foyers^ les axeSy etc.
Dans d'autres cas, ces conditions élémentaires sont données directement et en nombre suffisant pour déterminer la conique.
A ce propos, nous dirons qu'une co7idition géométrique imposée au tracé d'une courbe est d'ordre p, lorsqu'elle exige, pour être remplie, que les coefficients de P équation de la courbe vérifient p (mais non p + i) relations distinctes.
Lorsque/? = i, on dit aussi que la condition proposée est simple ; elle est double, qpiand j^ = ti, elc. On vérifiera facilement le tableau suivant qui énumère quelques-unes des conditions que Ton rencontre le plus ordinairement dans le tracé des coniques.
La conique Passe par un point ; Est tangente à une droite; A une direction asymptotiqtce donnée; A ses directions principales données; Est semblable à une conique donnée ; etc
La conique A pour centre un point donné ;
id. foyer id.;
id. sommet id.; A une asymptote donnée ;
id. directrice id.;
id. tangente au sommet donnée ; Est homothétiqueàune conique do nnét*;
De Ln Tomk II.
Condition simple*
Condition donblc*
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Une conique à centre est déterminée par des conditions dont le nombre est égal à cinq : la parabole exige seulement quatre conditions.
Nous examinerons d'abord ce dernier cas.
SKM. Problème I. Construire une parabole connaissant quatre tangentes. Soient A,, A„ A„ A^, quatre droites situées dans un plan, et deux à deux concourantes.
On peut circonscrire un cercle Cj au triangle A, A, A4 ; on obtient ainsi quatre circonférences Gj^ C,, C3, C4 (^) qui, pour des
Fig. 143.
raisons géométriques faciles à vérifier, vont passer par le même point F. Si de F on abaisse des perpendiculaires sur les droites A> on obtient quatre points situés sur la même droite 6 {Th. de Simson).
Le point F est le foyer de la parabole cherchée ; 0 est la tangente au sommet. En abaissant de F une perpendiculaire sur e, on obtient Taxe de la courbe. Le foyer F, et le sommet S, sont ainsi déterminés.
1. Ces deux dernières ligoes ne sont pas tracées pour laisser plas de clarté à la figure.
œNsraucTioN des coniques
SV9. Problème II. Construire une parabole, connaissant la tangente au sommet 0, et deux tangentes T, T'.
La droite T rencontre 6 en un point A, et ce point peut être considéré comme la projection du foyer, sur T. De cette remarque, appliquée aux droites T et T', on déduit le foyer F. En projetant F sur 6, on obtient le sommet S.
893« Problème III* Construire une parabole, connaissant la tangente au sommet, et deua: points situés dans la même région.
Nous établirons ici, à propos de ce problème, une remarque qui nous servira d'ailleurs dans d'autres. occasions, et que nous énoncerons ainsi :
Théorème. Lorsqu'une transversale rencontre : i^ la para-
Fiff. i\\.
bole aux points M et N, ^^ la tangente au sommet en U, l^*" l'axe en A; on a ÎÎÂ* =: RM . RN.
Celle propriété importante peut être démontrée très simplement par des considérations géométriques ; on peut aussi la vérifier, comme il suit.
Soient (a/, y') les coordonnées de M, (x% y'^) celles de N ; réquation de MN est
y-y'=|rz::|;(«-^);
on a donc.
0A = ?^.Il4^;
D'autre part, les relations :
y'* — 2paf =: o, y" — 2paf zz o, donnent, par combinaison,
yy (y' - y') = v ic^y" — y'^)-
On déduit de là,
— 2;? . OA = y'y\
ou,
4P OA 7L y'^y"".
ou, enfin,
OA'z=xV = OP.OQ. Cette relation prouve que Ton a aussi :
HÂ* = RM.RN.
Cette remarque étant faite, en effectuant la construction qu'indique la figure, on obtient Taxe de la courbe, et la solution du problème proposé se trouve ramenée à des constructions connues.
On remarquera que la propriété en question peut être appliquée à un diamètre quelconque et à la tangente à l'extrémité de ce diamètre.
394. Problème IV. Consiruire une par aboie, connaissant la directrice D, et deux points A, B.
Le foyer se détermine en décrivant des circonférences ayant pour centres les points A et B et pour rayons les distances de ces points à D(').
89S. Problème V. Construire une parabole , connaissant la directrice D, et deux tangentes 1 etT,
Considérons Tune de ces tangentes, T par exemple. Elle rencontre D en un point A et soit T, la semi-droite qui, partant de Ay fait avec D un angle aigu a. En faisant tou'^ner
celte semi-tangente autour de A, d'un angle a^ mais dans le sens de rotation qui Péloigne de la partie considérée sur la directrice, on a une droite passant par le foyer.
La tangente T' donne, en appliquant cette construction, une seconde droite passant par le foyer. Ce point se trouve donc bien déterminé.
3VII. Problème VI. Construire une parabole, connaissant le foyer F, et deux points M, N. On remarquera que la directrice est une tangente commune aux deux circonférences décrites, des points M et N comme centres, avec MF et NF pour rayons.
899. Problème VII. Cmistruire une parabole^ connaissant le foyer, et deux tangentes T, T. En abaissant, du point donné, des perpendiculaires sur T et T', la droite qui joint les pieds de ces perpendiculaires est la tangente au sommet.
898. Problème VIII. Construire une parabole^ cannaissant r axe y et deux points. Soit xx' Taxe donné (fig. i44), et soient M et N les points par lesquels doit passer la parabole
1. Ce problème, et quelques-uns de ceux qui suivent, exigeraient une discussion : mais, poar le motif déjà donné, no as la passons sous silence et le lecteur la rétablira sans difficulté.
que Ton veut construire. Si Ton projette les points M etN sur XX* et si 0 est le sommet inconnu nous avons montré (§ 373) que Ton avait
ÔX" = OP. OQ.
D'après cela, si on détermine le point A', conjugué harmo* nique de A, par rapport aux points P, Q, on peut dire que 0 est le milieu de AA'.
Problème IX. Construire une parabole, connais
Fig. 145.
sant Vaxe xod, et deux tangentes RA, RB.
Projetons le point R sur xx'y nous allons démontrer que Ton a
ÔH* = OA . OB.
En effet, le faisceau des tangentes RA, RB, a pour équaUon :
{y* — 2px) {yl — VLpxo) = (yyo —px —px^)\
En faisant y = 0, nous obtenons une équation du second degré ea x,
(a? H- a?o)' + -a: (y; — 2pXo) = o,
équation dont les racines sont OA et OB. Nous avons donc
Ok.OBzzxl
ou
OA.OB=:OH
Ainsi, en prenant le point H', conjugué harmonique de II par rapport aux points A et B, le sommet de la parabole est situé au milieu de HH'.
880. Preblénie X. Construire une parabole, connaissant quatre points.
Examinons d'abord le cas particulier où la figure formée par les quatre points donnés A, B, C, D, est un trapèze.
Fig. i46.
Imaginons une parabole passant par ces points et prenons pour axes de coordonnées le diamètre conjugué des cordes AB, CD, et la tangente à l'extrémité de ce diamètre.
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LMquation de la parabole est alors
Y* = np'X
et la droite AC, considérée comme polaire du point M, a pour
équation
PY = i?' (X -h a).
Les droites AC et BD se coupent sur OX, en un point K ; les droites AD et BC^ elles aussi, se croisent sur OX, au point H. La droite MH, pour des raisons connues, est la polaire du point K; elle est donc parallèle à OY. D'autre part, Téquation précédente étant vérifiée pour Y = o et pour X = — a , on voit que OK = 011.
Ainsi le point 0 est le milieu de KH et, si Ton prend OV = 01, les droites TA, TB seront les tangentes à la parabole.
On peut déterminer de même les tangentes aux points G et D, et ramener ainsi la question à celle qui a été traitée plus Laut (problème I). On peut aussi déterminer le foyer, et par suite la tangente au sommet, au moyen des seules tangentes TA, TB. En effet, le foyer est à Tintersection d'un cercle mené par r et B, tangentiellement à l'A ; et d^un second cercle mené par l'et A, tangentiellement à l'B.
Considérons maintenant le cas général et supposons que les quatre points A, B, C, D soient quelconques. Joignons AB et CD, ces droites se rencontrent en un point 0. S'il arrive que les points A et B soient situés du même côté par rapport à 0, et les points C et D de côtés différents, le problème est évidemment impossible. Dans le cas où les points A et B, d'aune pari, C et D, d'autre part, sont situés de côtés différents par rapport à 0, en prenant les droites AC et BD, ou encore AD et BC, on obtiendra un système de deux droites concourantes et telles que les points donnés soient situés du même côté par rapport au point de concours.
Prenons pour axes de coordonnées les droites OAB, OCD et posons : '
OA = a, 0B = 6; OC = c, OD-d. (a,ô,c,d>o).
œNSTRUCTION DES CONIQUES
L'équation générale des coniques coupant les axes aux points A, B, C, D est (*) (§ ^45),
Pour que cette équation représente une parabole, il faut prendre X = i , ou X = — i . Le problème comporte deux solutions et Ton peut trouver celles-ci de la manière suivante.
Flg.j47.
D*après Téquation (i), le diamètre qui passe par 0 a pour équation,
yab sjcd
La construction indiquée par la figure prouve que OM est la droite qui correspond à Téquation (i).
1. Nous remplaçons, dans Téquation du paragraphe a45, le paramètre X
par -T — ;. Cette légère transformation simplifie un peu l'écriture. abcd
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En menant par le point B une parallèle à AC, el en prenant RB' =: RB, B' est un point de la parabole*
On est donc ramené au cas particulier que nous avons dV bord examiné.
Si l'on observe que, dans le cas où les droites AB et CD sont parallèles, le faisceau de ces deux droites constitue une parabole aplatie passant par les points donnés ^ oq comprend pourquoi le problème, qui est du second degré dans le cas; général, se réduit au premier degré, dans le cas particulier signalé.
381 . Problème XI. Construire une parabole^ connaissant deux points A, B et deux tangentes T, T.
Supposons le problème résolu. Soit P la parabole cherchée
Fig. i48.
qui touche les droites T, T' aux points D, D' ; sî Ton joint 0 au milieu H de DD', la droite OZ ainsi obtenue est un diamètre de P. Par les points D, D', menons des parallèles à OZ
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jusqu^à leur rencontre avec AB; nous avons, par une propriété établie plus haut (§ 373),
MC' = MA.MB, et Fc* = M'A . M'B.
Supposons que les droites T et T^ ne coupent pas le segment AB.
En décrivant sur AB un demi-cercle et en lui menant des tangentes par les points M,M' nous pouvons déterminer les longueurs MC, M'C^ Remarquons aussi que OZ passe par le milieu K de CC, la droite OZ se trouve donc déterminée. La suite n^offre plus aucune difficulté.
Comme l'on peut porter MC et WC dans un sens ou dans Tautre, on a quatre points qui, combinés deux à deux, donnent quatre droites OZ. Le problème que nous venons de traiter a, en effet, comme celui qui suit, quatre solutions.
8859. Problème XV. Construire une parabole j connaissant trois points A, B, C et une tangente T.
Soient (fig. 149) A, B, C les trois points donnés situés dans la même région par rapport à T. Le théorème déjà rappelé donne la relation
CC"* = C'A. C'B
En décrivant sur AB comme diamètre une demi-circonférence, et en lui menant par le point C une tangente, on aura la longueur (uC Le point C se trouve ainsi déterminé. On obtient de même les points A' et B', et la direction des diamètres est la droite A'B'C, ainsi construite. On doit observer que les points A'B'C, déterminés comme il vient d^ètre dit, sont au nombre de six. Mais ils sont, pour des raisons géométriques faciles à donner, trois à trois en ligne droite/, ils forment donc un quadrilatère complet, et le problème en question admet quatre solutions en prenant, successivement, les quatre côtés de ce quadrilatère pour la direction des diamètres.
Nous allons maintenant examiner quelques problèmes ana-
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logues à ceux que nous venons de traiter, mais en supposant que la conique considérée admette un centre.
88S. Problème XIII. Construire une conique connaiisant trois points A, B, C; et le centre 0.
Soit I le milieu de BC ; la droite 01 rencontre AB en P, et BC en Q. La polaire de P passe par le point Q, et si Ton désigne par H, Textrémité du diamètre conjugué des cordes parallèles à BC, on a
ÔH* = OQ.OP.
Par le point H, menons une parallèle à BC et traçons par le point 0 i"" une droite OM passant par le milieu de AB ; a* une droite ON parallèle à AB ; OM et ON représentent deux dia-
mètres conjugués et si OH' représente le diamètre conjugué de OH, nous avons (§ 3i3)
ôh'*=mh.nh.
En résumé, nous connaissons, en grandeur et en direction, deux diamètres conjugués de la conique, et nous pouvons considérer le problème proposé comme complètement résolu S 3i4).
Fig. i5o.
9HS. Problème XIV. Construire une conique connaissant trois tangentes et le centre 0.
Soit ABC le triangle formé par les trois droites données ; si, par le point 0, on trace OM parallèle à AC, et ON parallèle à ABy la droite OA partage en deux parties égales la droite MN. On peut conclure de cette remarque que la droite qui joint les points de contact inconnus de AB et de AC avec la conique cherchée, est parallèle à MN (§ a6i).
En appliquant cette remarque, successivement, aux sommets A, B, C^ on voit que la détermination des points de contact
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s'obtient en résolvant ce problème élémentaire : inscrire^ dan$ un triangle donné, un triangle dont les côtés soient paraUèta à des directions données.
Fig. loi.
On est ainsi ramené au problème précédent.
88&. Problème XV. Construire une conique connaissant cinq points (A, B, C, D, E).
On peut d'abord construire la conique^ point par point, en •appliquant le théorème de Pascal. Mais nous voulons indiquer,
il'
Fig. i5j.
particulièrement, comment on peut déterminer le centre <ie la courbe.
Soit menée par le point A une parallèle à CD, et soit M le point inconnu où elle rencontre F. Le théorème de Pascal prouve que la droite PQ est parallèle aux cordes CD et AM. Le point P étant connu, on voit comment on peut déterminer M, et, en général, le point de rencontre de F avec une transversale quelconque menée par A. Si Ton joint les milieux I, J, des cordes CD/ AM, on a une droite qui passe par le centre. Cette construction repétée une seconde fois (au point B, par exemple) donnera un second diamètre, et le centre se trouvera ainsi déterminé.
Nous indiquerons encore comment on trouve la tangente en un point de la conique déterminée par cinq points.
Fig. iV3.
Soit A un point d'une conique F, dont on connaît quatre autres points B, C, D, E ; supposons le problème résolu, et soit TT' la tangente à F, au point A. Si Ton considère l'hexagone inscrit dont le premier côté est la tangente TT', on voit, par application du théorème de Pascal, que la tangente TT' passe par le point de rencontre du côté CD avec la droite connue A; par suite TT' est déterminée.
880. Problème XWl. Construire une conique, F connaissant cinq tangentes.
En appliquant le théorème de Brianchon au pentagone ABCDE et en considérant^ à cet effet, la tangente CD comme une droite double, constituant Tensemble de deux tangentes coïncidentes issues du point de contact de CD et de F, on voit que ce point A' est déterminé, comme Tindique la figure.
On peut trouver ainsi les cinq points de contact, et il est possible de déterminer le centre de F comme nous ravons expliqué tout à Theure. On peut aussi observer qu'après
avoir trouve les points de contact A',E' le centre de F se trouve sur la droite CZ qui va, du point C, au milieu M de
Enfin, nous signalons, aux exercices 4 et 5 de cette leçon, une solution des problèmes XV et XVI basée sur la considération des points et des transversales réciproques.
t. Contiruire une hyperbole connaissant ttvis points A,B, C, et asymptote A. .
On remarquera que la seconde aftyniptoie est la transversale réciproque île A, par rapport au triangle ABC.
S. On considère un triangle rectangle AOB ; soit M un point mo^k svr l'hypoténuse, on Joint CM et au milieu de cette droite on élève une perpendiculaire qui rencontre la parallèle menée par M à OB, en un painl I : trouver le lieu décrit par ce point h
Ea preDaol OA pour axe des or, et OB pour axe des ^ ; à la droite AB qm a pour équation :
on fait correspoDdre une hyperbole H. On trouvera que celte hyperbole coupe ox eu deux points qui sont les projections, sur cette droite, des bissectrices en Oi On trouve aussi que H passe par le milieu de OB et que la parallèle menée par Aà OB est une asymptote. On peut alors appliquer les résultats de l'exercice précédent. -
8. Construire une hyperbole équilatèrc H connaissant quatre points A,B, CD.
Les cercles des neuf points des triangles ABC, ABD, BCD, ACD coucourent en un point 0 qui est le centre de H. Si l'on prend le milieu a» de AB et si de co comme centre, avec a>0 pour rayon on décrit un cercle, il rencontre AB aux points T, T/ ; OT et OT' sont les asymptutes.
(^tte construction est en défaut qnaud on donne pour le quatrième point D, le centre des hauteurs du triangle formé par les trois autres points A^B, C. Dans ce cas les quatre cercles des neuf points coïncident . et l'on s'explique facilement cette indétermination en observant que toute hyperbole équilatère passant par trois points passe aussi par le centre des hauteurs du triangle.
4. On considère un triangle ABC et un point fixe M ; autour de M, on fait tourner une transversale A et Von prend la transversale réciproque A' (§ i8). Démontrer !• que A^ enveloppe une conique (jl, j» que le centre 0 de celte conique, le point G, centre de gravité du triangle ABC, et le point M sont en ligne droite ; 3® que Von a 2OG =r GM.
Déduire de cette remarque une solution du problème XVI de cette leçon.
5. Soit ABC un triangle et soit M un point dans son plan ; on joint AM, cette droite rencontre BC en un point A' et Von prend le point A" symétrique de X', par rapport au milieu de BC.
Les trois droites AA", BB'', CC" ainsi construites concourent en un point M'.
Appelons points réelproqoes les points M, M/, gui se cotrespondent eVaprés la loi géométrique que nous venons d'énoncer, et quit en effets sont tels que si .\|/ correspond à M, réciproquement M correspond à M'.
Cette définition étœit donnée, on suppose que M soit mobile sur une droite A, démontrer 1» que la réciproque M' décrit une conique A' ciixonscrite au triangle de référence ABC. a'^uc les tangentes à ù^' , rencontrent les côtés du triangle ABC en trois points qui appartiennent à la transversale réciproque de A, 3° que si Von considère la conique y qui est inscrite au triangle ABC, aux points A", B»Cf, le centre ta de y, le centre de gravité G de AUC et le point M sont trois points en ligne droite; ^o que Von a : ioiG =GM.
Déduire de ces propriétés diverses une solution du problème XV de cette leçon.
La solution des problèmes XV et XVI résulte très simplement des théo"
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rèmes qae nous venons d'énoncer dans cet exercice et dans rexemoe précédent.
Si l'on a cinq tangentes; on peut en considérer trois qui forment un triangle ABC ; il reste deux droites et Ton prend leurs transversales réciproques par rapport à ABC. Ces transversales se coupent en un point M. On obtient autant de tangentes que Ton veut en prenant lo des transversales passant par M, 9"* leurs transversales réciproques. Enfin le centre s'obtient en joignant le point M an centre de gravité de ABC et en prolongeant celte droite d'une longueur moitié moindre.
Si Ton donne cinq points; on prend troii d'entre eux pour former le triangle de référence ABC. Puis on considère les deux autres points D, E et Ton prend leurs réciproques D', E'. En prenant un point M' quelconque sur D'E'y le point réciproque M appartient à la conique considérée F. Les tangentes à F aux points A, B, C se déterminent immédiatement en prenant la transversale réciproque de D'E/ et en joignant les points où elle rencontre les côtés du triangle ABC, aux sommets de ce triangle. Connaissant trois tangentes et les points de contact, le centre se trouve déterminé par rapplicalion d'une propriété connue (§ a6i).
CONSTRUCTION DES COURBES. (Coordonnées
Cartésiennes.)
Nou3 abordons maintenant le problème suivant : étant donnéey en coordonnées cartésiennes ^V équation d'une courbe; indiquer^ par un tracée la forme générale de cette courbe et ses principales singularités»
Quelques exemples feront comprendre, mieux que des aperçus généraux, comment on traite ce problème, dans les cas simples où il se présente ordinairement.
L*équation de la courbe proposée étant
f{x,y) = Oy
il peut arriver : i" que f soit une forme entière, résoluble par rapport à Tune des variables; a® que f soit une forme entière, non résoluble ; 3* enfin que f représente une forme irrationnelle et même une forme transcendante. Nous examinerons successivement ces différentes hypothèses.
Premier «sas. (Équation résoluble
On considère un cercle A et un diamètre fixe OA ; sut A
on prend un point mobile M et après avoir mené par C une
perpendiculaire à OA, on prend : MI = Ml' = CM ; trouver le
lieu U décrit par les points I et V.
Cherchons d'abord l'équation polaire de U ; et remarquons,
à cet effet, que CI est la bissectrice de MOA. Nous avons donc
OXzzfzz, aOM cos w, et CM =d cos aw. •
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Ainsi réquatioa cherchée est
f-=.'id C03 u cos au, ou, en coordonnées carlésieimes,
(A) (x* + yT=a'^(«'-y')- Cette équation développée, et ordonnée par rapport à $', peut s'écrire :
(A,) y* + ay'x tx -f- rf) + a;' (x— arf) = o.
On a d'abord,
et si l'on prend AB = OA, la courbe est située toute entière à la gauche de DD'.
D'autre part, on doit avoir
a:'{ar + d)' — a^(« — ad)> <>•
4' de EE'.
D'après la construction qui donno le point I, on peut soop-
çonner que U est renfermée entre les deux droites DE, D'E'; et Ton vérifie, en effet, que l'équation peut se mettre sous la forme :
(A.) (y* - R*) Ix'-hix^nyl-h {x' - 2Rx^ R'/ = o. On doit donc avoir
et les droites DE, D'E' sont doublement tangentes à la quartique que nous étudions, aux points i et 2, obtenus en décrivant un demi-cercle du point P, comme centre, avec PO pour rayon.
Pour toute valeur de a?, comprise entre et o, l'^ua-
tion (A,) admet quatre racines réelles ; elle n'en a ^s que
deux, pour les valeurs de x qui varient entre o et 4fi.
L'origine est un point triple; les tangentes en ce point sont : 1® les bissectrices OP, OP'; a« Taxe Oy.
La rencontre de U avec A, a lieu en F, OGFA étant le demi*hexagone régulier inscrit dans le demi-«ercte OPA. Ce résultat se vérifie facilement^ en supposant que le point M est placé en G.
Le point 3, point de contact de U avec EE', se trouve placé précisément sur F6. On le reconnaît, d'abord, en faisant
X zz. ,
dans (A) ; on le voit aussi en appliquant la remarque générale que nous allons faire pour tracer une tangente quelconque à la courbe U.
A cet effet, considérons une transformation de' figures planeSy d'après la loi suivante.
Soient 0 un point fixe, et M un point quelconque; on joint ÔM et par M on mène une droite M^x égale à OM et parallèle
à une direction fixe ox. Lorsque le point M décrit une figure /, 1* décrit une figure correspondante ç. Telle est la trans^ formation que nous imaginons, et Ton voit que la quartique que nous venons de construire est, dans cet ordre d'idées, la transformée du cercle A.
Fig. i56.
Si nous prenons sur f un point N et si nous c onstruisons
le point correspondant v, les triangles semblables RM^, RNv, donnent :
RM_M|A
RN ■" Nv'
ou,
RM_OM RN~ON
Diaprés cette remarque, OR est donc la bissectrice extérieure du triangle MON.
Si nous observons maintenant que OR est perpendiculaire sur la bissectrice extérieure et si nous supposons que les points M, N viennent se confondre, nous voyons que to Ion* gente en |jl, à la courbe ©, passe par le point qui est eommim à la tangente en M à la courbe donnée f, et à la perpendicvr laire élevée au point 0 au rayon vecteur OM.
C'est en nous appuyant sur cette remarque qu'après avoir
élevé OT, perpendiculairement à OM, nous avons construit les tangentes TI, Tï' (fig. i55) (»).
Deuxième ew^. {Équation non résoluble
MÉTHODE PAR RÉGIONS. Lorsqu*une équation n*est résoluble ni par rapport à x, ni par rapport à y, sa discussion offre, ordinairement^ quelque difficulté* Après avoir déterminé, quand la chose est possible, ses asymptotes, ainsi que ses points et ses tangentes remarquables, on peut, le plus souvent, concevoir une idée assez exacte de la forme de la courbe qui correspond à l'équation proposée, en appliquant la méthode par régions qui repose sur un principe que nous allons développer d'abord.
Soit,
réquation donnée ; supposons que nous ayons
(a) r(a;,y)s:P,P,...PA-OiO» ...Q^
L'équation (i) ne peut être vérifiée par les coordonnées x', y\ d'un point M, que si les deux produits :
r j P 2 ... V h \ \Jli Q 8 • • Q « î
ont le même signe.
La fonnule
px
prouve que l'on peut construire, avec la règle et le compas, la tangente en un point d'ane courbe, lorsque celle-ci correspond à une équation rationnelle /(a7,y} = o. Mais il est toujours sous-entenda, quand on traite le problème de la construction de la tangente, que l'on cberche une solution simple et qui dépende de considérations particulières. Chasles a indiqué {Aperçu historique, p. 32i] une construction des tangentes h une courbe d'un degré quelconque. (V. Exe. a, de cette leçoU.)
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Celle remarque évidente élanl faile, conslruîsons les courbes V^, Uj, ... Ua ; V„ V,, .. V, , qui ont pour équation, respeclivement,
P, = o, P, rr 0, ... Fa = o; Q^ izo, Q. = o, ... Q, rr o,
ces courbes U et V formeront, dans le plan où nous voulons construire f, une sorte de réseau donnant la séparation de ce plan en régions. Imaginons alors un espace E, limité par ce réseau; si les coordonnées a;'ety', d'un point pris dans cet espace, donnent
nous pourrons couvrir Tespace E de hachure?, pour marquer que la courbe n'a aucun bras dans cet espace.
Quand on a ainsi déterminé un des espaces où ne pénètre pas la courbe, on trouve tous les espaces E, qui jouissent de la même propriété, en parcourant le plan, après avoir pris pour point de départ un point de E, et, en notant, comme espace analogue à Ë, tous ceux que Ton obtient après avoir coupé les lignes du réseau un nombre pair de fois.
En effet, la fonction
P|P, ... Pa.Q.O, ... Qhy
change de signe toutes les fois que Ton franchit une des lignes du réseau ; elle passe ainsi successivement du positif au négatif, ou inversement; par conséquent, tous les espaces E sont tels que l'inégalité (3) soit vérifiée par les coordonnées d'un point quelconque de ces régions ; aucun bras de la courbe ne peut exister dans leur intérieur.
On remarquera que cette démonstration repose sur la continuité des fonctions P et Q ; par suite, des points isolés peuvent exister dans les régions E.
On doit aussi observer que la démonstration précédente subsiste, quand les facteurs P et Q sont affectés â>iEposanls impairs; mais si Tun deux a un exposant pair, la courbe qui lui correspond ne doit pas faire partie du réseaa.
cossTnucrioN des courbes en
' 389. Prêter exemple. Nous allons appliquer celle méthode à deux équations et nous choisirons, comme première applicnlion, \e folium de Descartes, dont nous avons déjà parlé (§«9)- L'équalion de cette courbe est (en supposant a = i),
(F) a^ + y'-ixff^o.
Celte équation m. t en évidence une première séparation du plan on régions au moyen des axes et de la seconde
bissectrice AA.'. Mais on oblienl une aulrd séparation en remarquant que l'on a
et Ton peut adjoindre aux droites déjà signalées, la droite BB' qui a pour équation
x-hy + i = 0,
cette droite BB', comme on le vérifie sans peine, est Pasymptote réelle du Folium.
La première bissectrice est un axe de symétrie de la courbe^ et les coordonnées du sommet sont égales. Tune et
Tautre, à - .
L*origine est un nœud ; les tangentes en ce point sont les axes de coordonnées.
La tangente parallèle à oy s*obtient en considérant les deux équations simultanées :
(0 f (^. y) ~ ic' H- y' — ^xy = o.
On déduit de ces équations, d'abord :
(3) ir'-2y=o; puis,
a;' + y" — ce — ay = o,
et,
xy ^2.
Le point C est donc, comme Tindique la figure, à ^inte^ section du cercle A et de Thyperbole équilatère H.
On voit de même que le point C\ point où la tangente au folium est parallèle à Ox, est situé sur cette même hyperbole H et sur le cercle A'. La détermination des points C et C n'est pas un problème quadratique, il ne peut se résoudre par le seul moyen de la règle et du compas. On trouve, en effet, en résolvant les équations (a) et (3) que
rabcisse de C esl égale à y^ J" ; celte valeur n'est pas susceptible d'une construction quadratique.
Parmi les points remarquables du folium il faut citer, tout particulièrement, ceux pour lesquels la tangente est parallèle à Taxe de la courbe. Nous allons montrer que la détermination de ces points peut se faire par la règle et le compas.
Considérons, à cet effet, les équations simultanées :
/•(a?,y)=io,
ou.
et,
(4) oc^-hy^ — ^xy zz o,
(5) ar'^-y' — jc — y = o.
Celle-ci nous apprend déjà que les points cherchés sont situes sur le cercle A''.
Combinons maintenant les équations (4) et (5), de feçon à obtenir Téquation qui représente le faisceau des droites qui joignent l'origine aux points communs à A'^ et au folium. Nous obtenons le résultat suivant :
{x+y){ x' + y') zz :Sxy {x' -h y').
2/* - 'ly^x - *ix^y -f- •^* = ».
En posant : yzifx, l'inconnue t, coefficient angulaire des droites cherchées, est donnée par l'équation réciproque :
(6) /* — 2/'— a^-h i rro.
Cette équation présente deux variations, la transformée en — / n'en a aucune ; elle a donc deux racines positives, tout au plus. D'ailleurs, en substituant successivement : o, i,a,
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et 3 ; on trouve qu'il y a une racine t' comprise entre o et i, et une autre racine t\ entre a et 3 ; ces deux racines sont inverses Tune de l'autre, comme le prouve réqualion (6).
Le calcul ordinaire des équations réciproques, appliqué à réquation (6), donne :
et ces valeurs sont suceptibles d'être construites avec h règle et le compas.
Le Folium rentrant dans l'espèce des courbes dites unicursaleSj que nous étudierons plus loin, on peut, comme nous le montrerons alors, construire ces courbes, point par point, avec la règle et le compas, d'une infinité de façons (').
La méthode par régions que nous venons d'appliquer au Folium est une de celles qui donnent, très rapidement, une indication précieuse pour le tracé de la courbe. Elle peut même s'appliquer, avec avantage, dans le cas des équations résolubles comme le prouve l'exemple suivant. ^
Deuxième exemple. On considère une ellipse E
rapportée à ses axes ; soit M xin point pris dans son plan ; la polaire de M rencontre les axes en des pointsV^ Q ; st, par ces points, on mène des parallèles aux axes, on obtient un point R. On propose de trouver le lieu de M, sachant que la droite MR
passe par un point fixe F ; (a,P).
Soient rt^oy j/o» les coordonnées de H, la polaire PQ a pour équation :
I. Voyez, aux exercices de celte leçon, une généntlion du FoUum, par des droites et des cercles.
CONSTRUCTION DES COLBBES
En esprimaat que celle équation est vérifiée par : j; = a , y =: t ; puis en rendant x„ y„ coordonnées courantes, on a l'équation du lieu :
(i) x(« — «)(îf' — 6*) = y(î/ — 6j(a:' — a').
La courbe qui correspond à celte équation estunecubiqu«; les ases de l'ellipse, les tangentes en ses sommets, et les pa-
Fig. iM.
rallèles à ces droites menées par F, séparent le plan en régions, comme l'indique la figure.
Si par l<a point F on mène à J'ellipso les langcnlcs FA, FB,
la droite AB rencontre les axes aux points C et D et les droites A, A', menées par ces points, parallèlement aux axes, sont deux asymptotes de la courbe.
La troisième asymptote a pour équation :
a* (6y + b*) = 6*(aa; -*- a*),
C'est la droite A'^ qui, comme le montre la figure, est parallèle à OF et passe par le point J' symétrique du point de rencontre J, des asymptotes A, A'.
L'équation (i) permet de vérifier facilement que les tangentes issues de F à la cubique ont pour points de contact les sommets du rectangle construit sur les axes (*).
Finalement, le point F étant placé comme Findique la figure, la cubique a la forme générale que nous indi({U0DS.
f . On considère la quarliqite gui correspond à Véquaiion :
y* — ixy^ [x -j- 4i?) + ir* n o..
i« Trouver la forme générale de cette courbe;
3« Vérifier que le lieu des milieux des cordes parallèles à OY est formé de la parabole P, qui a pour équation : y* — 2px = o ; et cf e VHyperboie équilatère^ correspondant à l'équation : y*^ai*— apx = o.
30 Montrer que si, sur la corde parallèle à OY et qui a son milieu sur P, comme diamètre^ on décrit un cercle, ce cercle passe constamtnenl par l'origine.
4*^ Déduire de cette remarque (y. § 387}, une construction simple de Id tangente à la quartique proposée,
%, Démontrer la propriété suivante : Pour déterminer la tangente en un point M d'une courbe géométrique, d'un degré quelconque, on mine 'par ce point deux transversales MA, MA', sous des directions arbitraires; on fait les produits des segments compris, sur ces droites, entre le point M et les autres points où elles rencontrent la courbe; soient P, P', ces deux produits.
I . Ces droites n*ont pas été tracées pour éviter la complication de It figure.
Par un point |&, pris arbitrairement dans le plan de la courbe^ on mine deux transversales f parallèles aux droites MA, MA/ ; et l'on fait les produits des segments compris, sur ces transversales^ entre le point \k et la courbe : soient ic, ic/, ces deux produits.
Si l'on porte ^ sur les droites MA, MA/, à partir du point M, deux lignes
proportionnelles aux rapports : 5, —, respectivement, la droite qui joint les
extrémités de ces lignes sera pwallèle à la tangente en M. ^ Cette construction indiquée par Chasles, comme celle qu'a donnée Poa-
celfit {Journal de Crelle, tome VIII), repose sur le théorème de Camot. 8. Appliquer la méthode par régions à la construction de Vhyperbole
équilatére qui correspond à Véquation :
1/ — X*— 2xy + aay 4- 2ax — a* — 0.
On remarquera que cette équation peut s'écrire sous les formes suivantes :
i** y'-ha;* — a*z=a {x^y) (x — a) ^* y {y-- 2x-]-2a) = {x — a)* 3* y* ::z{x — a) (a?+ ^y — a).
On peut construire la courbe, point par point, de la manière suivante : on prend sur ox,oX=za et l'on imagine une droite mobile à, parallèle à la seconde bissectrice ; A rencontre ox en P et si l'on rabat PA sur A, le point obtenu appartient à l'hyperbole proposée.
4. On considère deux droites rectangulaires ox, oy et sur ox' un point fixe
A, (oA = a). On imagine une droite A parallèle à la seconde bissectrice et
coupant ox enP, oy en Q. Par A et Q on fait passer un cercle A' tangent à
PB A; A' rencontre XX/ en un point B et Von prend PR = ---»
Démontrer que 5r, par les points 0 et R, on fait passer un cercle Af, ayant son centre sur la première bissectrice, le point commun à A" et à A décrit un Folium de Descartes.
5. Démontrer que, dans la iransfw^mation visée plus haut (§ 387), les for^ mules de transformation sont :
Appliquer les formules générales à l'équation :
y* — 2px ^ o.
On trouve une cubique à nœud dont l'asymptote est une tangente in* flexionnelle.
En s'appuyant sur la remarque générale faite au paragraphe cité^ on construit très simplenient la tangente h cette cubique.
32i EXERCICES
•. Appliquer les formules précédentes à une hyperbole équilatère rapporUe à ses asymptotes.
La transformée de l'hyperbole équilatèrc est une cubique à ceutre formée d'une broncUc serpentine et de deux branches hyperboliques. Soa équation est
Y (X* — Y) zz 2m' X.
Les axes de coordonnées, et les bissectrices, donnent une séparation du plan en régions dont la considération facilite le tracé de la courbe.
V. Chercher dans l* exercice traité plus haut (§ 390) le lieu décrit par le point R.
Ce lieu est le même que celui qui a été trouvé pour M . Expliquer géomé triquement ce résultat.
Vérifier que le lieu du point M, ou du point R, peut être représenté^ indilféremment, par lune ou l'autre des équations suivantes :
(î/* - V) {xc - a*) = {x' - a') (3y - 6*).
Déterminer les différentes formes de la courbe quand le point fixe («,C) occupe des positions diverses dans le plan de Vellipse,
H, Vérifier que le folium de Descartes est de la quatrième classe ; en dé" duire que l'équation qui donne les coefficients angulaires des tangentes parallèles à Vaxe du folium est nécessairement réciproque et que, par sutU, la détermination de ces tangentes est un problème quadratique.
TRENTE-HUITIÈME LECOIN
CONSTRUCTION DES COURBES (Coordonnées
cartésiennes) (suite).
391. Lorsque réqiialion d'une courbe ne renferme que des coefficients numériques, la forme de celle courbe est bien déterminée. Il n'en est plus de même, pour les équations à coefficients algébriques. Non seulement la courbe se déforme quand on donne aux paramèlres qui enlreiil dans son équation des valeurs différentes, mais son aspect général peut èlre, suivant ces valeurs, complètement modifié. Des asymploles qui étaient réelles, peuvent devenir imaginaires, ou èlre rejelées à Tinfini; des points multiples qui formaient des nœuds, peuvent devenir des points de rebroussement ou des points isolés, etc.; Téquation peut même, dans certains cas, se décomposer en fadeurs rationnels.
11 y a donc à faire, pour les équations algébriques, une étude particulière; élude parfois délicate, et qui a pour but de rechercher les formes différentes que peut affecter la sinuosité de la courbe qui correspond à Téquation donnée, quand on suppose variables les paramèlres qui entrent dans celle-ci.
305S. Construction d'une courbe alg^ébrique. Prenons, comme exemple, Téqualion trouvée précédemment (§ 285),
De L. Tome II. '^^
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si Ton considère le rectangle MNPQ dont les côtés correspondent aux équations :
XTZ
) 1 yy
c' Kl
jf
^ MW ^^^^"^^"^^Jl
'sJ^T-.— .—
Fig. lôij.
cl le cercle A circonscrit à ce rectangle, on voit que la courbe est complètement extérieure à ce cercle. En effet, Téquation (0 peut s'écrire sous la forme :
et cette équation rend manifeste Tobservation que nous venons de faire.
On vérifie aussi, facilement, que les sommets C, C, D, ïï, de la quartique U, qui correspond à (i), sont les sommets du losange obtenu en menant à A les tangentes aux points M, N, P, Q.
On a ainsi une idée générale de la courbe U qui a la forme d'un ovale enveloppant le cercle A, et ayant pour sommets les points que nous venons d'indiquer.
Mais, dans cet exemple, comme dans beaucoup d'autres, le point délicat est Tétude de la sinuosité de la courbe et Ton peut, dans le cas qui nous occupe; rechercher les formes diverses affectées par la sinuosité qui doit être tracée entre C et D.
Les points qui sont communs à U et à Hir sont réels ou imaginaires, suivant que Ton a :
a*>2b\ ou a*<26*.
Dans la première hypothèse, (celle qui correspond à la figure), il y a, en dehors du point C, un point commun à U et à H II', c'est le point R qui a pour ordonnée y',
En désignant par 9 Tangle que fait avec ox'la direclion inconnue OR, on a
fer* -y* _ £ÏÎ_* _^il:j^' ' '
^ eu ^ .
On lire, de cette relation,
b = ccoso.
Le point R s'obtient donc, comme l'indique la figure, en traçant, du point B comme centre, avec a pour rayon, un arc de cercle, ce qui donne le point F ; sur OF comme diamètre, on décrit un demi-cercle , et, du point 0 comme centre, avec le rayon OB, on trace l'arc BK. La droite OK prolongée donne le peint R.
En supposant que a* ^' 2b*, on a des ovales n'offrant plus la même apparence et complètement renfermés dans le rectangle iiirir.
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Pour compléter les renseignements utiles au tracé de U, il resterait à déterminer les tangentes parallèles à Oy. En posant OF = c, on trouve que la tangente double SS' a pour équation :
On peut construire cette droite de bien des façons et nous laissons au lecteur le soin de rechercher une construction
simple.
Dans le cas où air 6, le lieu considéré est un cercle. En se reportant (§ 285) à la définition géométrique de cette courbe, on se rendra facilement compte de celte particularité.
La quartique considérée correspond à la définition générale
suivante :
i« Elle passe doublement par les ombilics du plan ;
a" Elle a un centre ;
3^ Ce centre est un point double isolé.
SS8. CkinstrucUon d^uMe eoarbe eorrespondaat à une équation Irrationnelle. Proposons-nous le lieu géomélrique suivant :
On considère un cercle A e/, sur ce cercle, un point fixe k; soit BB' la tangente à A, au point k\ diamétralement opposé
à A. Par ce dernier point, on mène une transversale ACD, qui rencontre A en C, et BB' enD\du point C, comme centre avec CD pour rayon, on décrit un demi-cercle qui rencontre la perpendiculaire abaissée de G sur AA' aux points 1,1'; trouver le lieu décrit par ces points 1, 1'.
En désignant par a l'angle que fait avec AA' la transversale mobile, on a, en posant AA' s: (f,
CD — îfiiii!?
cosa *
el, par suite,
y =: d CCS a,
- . efsin'a a; =: a sin a cos a H .
On a donc
cosair
et,
L'équation du lieu, sous une forme irrationnelle, est donc
Cette équation prouve que la courbe est située tout entière entre les deux tangentes parallèles BB', ^3'; à toute
valeur de y, comprise entre H — et , correspondent
quatre valeurs de x^ deux à deux égales et de signes contraires.
En écrivant l'équation (1) sous la forme :
on voit que réquation
qui peut s'écrire
{i-yï=iy+i)
donne les ordonnées de deux poftils doubles de la courbe.
L'un, celui qui correspond à la racine positive, est un point isolé; l'autre, le point P, est réel et il se construit comme le montre la figure.
Fig. i()0.
Les points de rencontre de Ox avec la courbe se déterminent au moyen de deux cercles qui sont décrits des points Il et H', comme centres, avec AH = Air pour rayon.
En résumé, la courbe a l'aspect général qu'indique la figure.
3S4. Remarque. Supposons que l'équation d'une courbe soit irrationnelle, et qu'elle renferme notamment les expressions v/Û, et y/v ; on dit alors, ordinairement, que les conditions U > o, V > 0, sont nécessaires pour que l'on puisse trouver des solutions réelles à l'équation considérée. Mais il y a, dans cette façon de raisonner, une pétition de principe
qu'il importe de signaler ; /U, et y/v pouvant être imaginaires, sans que l'expression f (Vu, v/v) le soit nécessairement.
Nous ne faisons que signaler ici celte exception et l'on trouvera dans l'exercice proposé plus loin (Ex. 24), un exemple de cette singularité.
Nous allons montrer, maintenant, comment on étudie, autour d'un de ses points, une courbe correspondant à une équation irrationnelle. Mais, à ce propos, nous établirons d'abord un principe algébrique, très utile dans les discussions de ce genre, et auquel nous avons fait allusion précédemment (lec. i5 ; ex. 2.)
39&. Théorème. On a :
A, B, ... M étant des coefficients] dépendant de la valeur attribuée aux lettres a, 6, . , . X ; e/ s désignant une fonction de X qui s' annule j en même temps que x.
1" Démonstration. Prenons d'abord le cas le plus simple et considérons l'égalité
On peut toujours poser
mais il faut montrer que l'on a
Lim e = o , (pour a? = 0).
On a, d'abord,
i 1 1/1 \aV 1/1 \ /i , Na^'of
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Pour X = 0, cette expression se présente sous la forme -.
Appliquons-lui la règle de l'Hôpital et cherchons, pour a? =z 0, la vraie valeur de Texpression :
Pour a? 1= 0, on trouve encore -, et, par une application nou-
velle de la règle de THôpital, on a :
_P\jp I p\p I p\p ) \p ! (H
et ainsi de suite ; on arrive, finalement, à chercher la vraie valeur de l'expression :
pour x=.o. Cette valeur est zéro : on a donc lim e — o, poura::z:o.
Revenons maintenant au cas général et considérons l'expression
yzz\ 1 4-aiP + 13a:*+ ...+Xx''.
Posons :
nous avons alors
et nous pouvons appliquer, à cette forme algébrique, Fidentîté (a). Nous obtenons ainsi :
(L) -Hi(i-,)(a^:pa; + ... + Xa:^-*)*a:*
+ ... -4-s'af
Si nous groupons tous les termes en : a;®, rr*, ... a?**"*' a?*" ; la partie complémentaire sera formée par des termes en
x^^^x^'^^y etc.. ; auxquels il faut encore adjoindre e'a?^ En
mettant x^ en facteur commun dans cette seconde partie, nous avons donc :
(L') y = 1 -h Ao: + Baî' + ... + Mo?'' + 6a;^
es' annulant avec x puisque e' jouit de cette propriété.
2« Démonstration, On peut encore établir le principe précédent par le calcul suivant, calcul auquel nous avons fait allusion précédemment (p. 2o3), et qui offre l'avantage de ne pas s'appuyer sur la règle de l'Hôpital.
En appliquant à l'expression \-\-cf.x la règle d'extraction de la racine d'indice p (Alg., § 71.), on trouve :
(i) i + aa:-s:(i4.a, a;-ha5aî*H-... + ar of Y -^-af'^^l],
U désignant une fonction entière, et les coefficients a^ja,, ... «r se calculant, comme le prouve la règle citée, parles formules
a a* i/i \ aV /i \ /i \
* /)' i.apV/? / r!p\p I \p )
On peut toujours poser :
(2) V 1 +00? =:i + «,a: -|-a,a;'-f- ... -f-ara?**H-ar V, et nous nous proposons de démontrer que
Lim V r= 0, (pour x ■=, 0).
:>a^ TRENTE-HUTTÏÈME LEÇON
I/identité (2) donne^ d'abord,
(3) 1 -h xr s (1 -h oLiX + «jic* + ... + *'• •^'' )'*
+joa:''V('i-|-«,ir+...-l-a.a;*') + ... ;
en comparant (a) et (3), nous avons :
Dans le premier membre les termes sont en nombre fini, et. à Texception du premier, le terme pV, s'annulent tous pour xzz o; d'ailleurs, U est une fonction entière de a: ; on a donc
Lim V =: o, pour a? ir o.
80S. Remarque. Dans la formule (L'), les trois premiers coefficients A, B, C, ceux dont on a le plus ordinairement besoin dans la pratique, sont d'après (L), donnés par les formules :
899 p ApplIcMàtion. On propose de discuter y autour de rorigine, la forme de la courde qui correspond à V équation :
La variable y a une valeur bien déterminée, quel que soit x. Pour xzzoy on trouve y = o ; un bras de la courbe passe donc par Torigine, et nous nous proposons d'étudier sa situation.
D'après ce que nous venons de voir, nous pouvons poser :
(.+«r)'s.+-a:+-^3-ij— «r',
et,
CONSTRUCTION DES COi:HÇPS 5.13
Nous avons donc
Nous distinguerons trois cas suivant que Ton suppose :
Dans la première comme dans la deuxième hypothèse, la droite A qui correspond à Téquation
est tangente à la courbe^ à rorigine, et la courbe considérée est située au-dessus ou au-dessous de sa tangente suivant le signe de la quantité u^
Nous examinerons, tout à Theure, le cas particulier où u
est nul. Mais, auparavant, nous ferons encore remarquer que
a 6 si - — T, Véquation (i') prouve que Taxe des a? est tangente à la
courbe et que celle-ci est placée au-dessus de ox, ou au-dessous de celte droite, suivant que u est positif ou négatif. Pour que cette dernière conclusion soit rigoureuse, il faut pourtant
a 6 observer que Ton ne peut pas avoir, simultanément, - = - et
u ir o.
Enfin, si Ton suppose u = o, en prenant dans les dévelop-
pements de (i H-aa?)' et de (i + 6j?)* un terme de plus, on
voit que la différence Y — y change de signe avec x; la
droite A traverse la courbe, c'est une tangente inflexionnelle.
8S8. €yoarbes Éronsc^ndantes. On désigne ainsi celles
qui correspondent à des équations renfermant les trans-
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cendantes, e , sin Xj tg x^ etc.... Les principes que nous avons indiqués pour la construction des courbes/ notamment ceux qui sont relatifs à la tangente (§ 97) et aux asymptotes (§ 147), s'appliquent, en général, aux courbes transcendantes. Ces courbes offrent assez souvent des particularités que nous n'avons pas rencontrées dans les courbes algébriques. Telles sont, pour citer les plus saillantes, 1° le point d'arrêt, aMe point anguleux, S^" un seul bras asymptote à une droite (point d'arrêt à Tinfini), 4^ une infinité de poiqts sur une droite, etc.
Fig. 16 j.
Soit, par exemple, l'équation
. sîna:
(1) y — ax-hb-^ — -;-.
En cherchant !• la limite de -, 2" celle de y — ex, (pour
0? = 00) ; on voit que ia droite A qui correspond à l'équation
(A) \-ax 1--^'
est une asymptote de la courbe. On reconnaît aussi, comme nous l'avons déjà vu (p. 199), que Taxe oyest une seconde asymptote, parce que, pour xzzo, on a
/sin x\
sin 0? , . \ a; / , , .
Lim — r- = Lina ^^ = ^> (P^^r x zzo),
Les points de rencontre de la courbe avec A ont pour abcisses, w, ^x, 3t:, ... ; — 7:, — 2^, etc.. . La courbe qui correspond à réquation (1) a donc la forme indiquée par la figure ; elle se compose de deux branches U et V coupant Tasymplole A, en un nombre infini de points A„ A,,...; Bj,Bj,...
Nous n'insisterons pas davantage sur la conslruclion des courbes ; mais nous donnerons quelques théorèmes généraux qui permettent, à l'occasion, de reconnailre que la courbe qui correspond à une équation donnée est une strophoïde, une cissoïde, ou une lemniscate.
399. Théorème. Lorsqu'une cubique passe par les ombilics du plan, si elle admet un nœud avec des tangentes rectangulaires^ cette courbe est une strophoïde [droite ou oblique).
L'équation de la cubique proposée, en prenant pour axes les tangentes au nœud, peut s'écrire
(S) {x* ^y'){mx + ny)^xy,
et il faut démontrer que la courbe correspondante est une slrophoïde.
A cet effet, reportons-nous à la génération que nous avons donnée de la strophoïde (§ 23).
Si nous prenons pour axe les droites OP, OQ (fig. i4) et si, dans ce système, nous appelons a? et y les coordonnées du point I ; les notations qu'indique la figure étant maintenues, nous obtenons :
(1) a; = ?sin (^ — ^J»
(2) 2/ = pcos(^^— .u)j.
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Nous avons aussi, d'après le triangle OAI qui est égal àOCD,
sm (a — w)
Les égalités (i) et (2) donnent, d'abord,
(4) ^xy ■=! p* sin (a — aw),
puis en les multipliant, respectivement, par cos - et sin -,
(5) a; cos - + y sin - r= p sin (a — (•>).
Une combinaison évidente des relations (3), (f), et (5}, donne
(S') 2Ra?y = (a;* -+- xf) \y cos - + y sin - ) . Cette remarque étant faite, nous voyons qu'en posant
cos - sin -
ormules qui donnent
les équations (S) et (S') sont identiques. Les valeurs de R et de a sont réelles, bien déterminées, et la proposition énoncée se trouve ainsi établie.
La strophoïde est droite, ou oblique, suivant que (m— n) est égal à zéro, ou diffèrent de zéro.
4100. Théorème. Lorsqu'une cubique passe par les ombilics du plan^ si elle admet un point de rebroussement, cette courbe est une cissoïde {droite ou oblique)*
CONSTRUCTION DES COURBES o3U
D'après rhypothèse que nous venons de foire, en prenant pour axe des x la tangente de rebroussement et pour axe des y une perpendiculaire à cette droite, au point de rebroussement, réquation de la cubique proposée est
(C) [x' -H y') {mx -h7iy) = y*.
En adoptant la génération précédemment indiquée (§ ao) pour la cissoïde, et en prenant : i* pour axe des Xy la droite AB (fig. lo), 20 pour axe des y, une perpendiculaire à AB, au point A ; nous avons :
sin*G> xzzpcosiùy yzzpsmo), et p — d
cos (a — (I))
L^équation cartésienne de la cissoïde est donc (C ) {x* + y*) (x cos a + y sin aj = dy*.
On peut identifier les équations (C) et (C), et la propriété énoncée se trouve ainsi démontrée.
4t01. Théorème. Lorsqu'une quartique U passe doublement par les ombilics du plan, si elle a, en outre, un nœud à tangentes rectangulaires et si ce point est le centre de cette courbe, celle-ci est une lemniscate de Bemoulli.
Prenons pour la génération de la lemniscate, point par |K)int, celle que nous avons indiquée plus haut (§ ag), et cherchons Péquation de la courbe rapportée aux tangentes au point double (fig. .25).
Les notations du paragraphe cité étant conservées ; on trouve :
XiZIpCOS ( W -+--f )i
y = psin^a)-f.^j et) par suite,
ixy — p* sin ( aw -h - ) = p* cos ao).
5iÛ
D'autre parlT, on a
et, par conséquent,
p* ZZ 2C* COS 2(1)
(L) ic'xy:={x* + y'j\
D'ailleurs, riiypolhèse que nous avons faite sur la quarlique U prouve que Téqualion de celle-ci, en prenant pour axes les tangentes au nœud, est
(L') m*xy=z{x* + y') .
Les deux équations (L), (L'), peuvent être îdenlifiées ; la proposition est donc démontrée.
iI09. Enfin voici, pour compléter cette leçon, quelques dénominations (') qu'il est bon de connaître et qui peuvent être utilement employées pour exprimer les formes diverses, les plus communes, affectées par les branches des différentes courbes.
BraDche serpentine.
Fig. l6:2.
Branche couchoidaie
Big. i63.
Branche stropholdale
Fig. 164.
Branche ciesoldalc.
Fig. i65.
I . La plupart de ces eipreesioDS sont dues à Newton
Branche hyperbolique. .
Branche parabolique pure.
Première espèce.
(iDscrite.)
Deuxième espèce (Mixte.)
Troiiiièmc espèce.
(Circonscrite.)
Simplement. •
Branche parabolique intléchie.
Doublement. .
Fig. 166.
Kig. 167.
Fig. 16H.
Branche mixte
db l. tovb n.
Preniier geure. •
Branche hyperbolique aplatie.
Deuxième genre
Fig. ro.
Ovale
Fig. 171.
Folium.
Fig. 17J.
f. On considère deux axes rectangulaires, ox, oy\ et sur ces droites deux points mobiles P et Q, tels que Von ait: OP + OQ = A; démontrer que U lieu décrit par la projection du point 0 sur PQ est une strophotde.
ft. Deux points mobiles ^ et Q, sur deux axes rectangulaires ox, oy, sont tels que Von ait ; OP* = a. OQ; démontrer que le lieu décrit par la projection du point 0 sur PQ, est une dssoîde.
S. Une droite PQ détermine avec deux axes fixes, rectangulaires, nn triangle OPQ de surface constante; démontrer que le lieu décrit par la projection du point O sur PQ est une lemniscate»
4. On donne deux droites rectangulaires ox, oy, et un point fixe A; p«r les points 0 et k on fait passer une infinité de cercles; soit A l'un d'entre eux et soient P et Q les points communs à à et aux axesé Démontrer que le lieu des projections de 0 sur PQ est une strophoïde.
1. La plupart de ces exercices ont été cboisia de façon à foire connaître quelques-voesdei formes les plus importantes des courbes du troisième ordre. Les formes diterses des cabtqso et les variétés qu'elles comportent ont été distinguées par Niwto», puis per PiiicKsa. Lev nombre est très considérable. Plucksr, dont la classification parait complète, a Xnm^i i')0 formes diverses de cubiques.
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%^ On considère un cercle A et sur ce cercle un point fixe 0. Soit fiC une vorde fixe parallèle au diamètre guipasse par le point 0. Par 0 on mène une transversale mobile gui rencontre BC en D et le cercle A en A ; puis, par A, on mène une parallèle et, par D, une perpendiculaire à BC. Ces droites se coupent en un point I dont on demande le lieu yéométrigue.
L'origine étant 0, Taxe ox étant parallèle à BC, et les axes étant rectangulaires, on trouve :
dd'x (0 y = 3r
d' désigne le diamètre du cercle et d la distance de 0 à la corde BC.
La cubique (i) a pour centre Torigine ; elle a la forme d*une branche serpentine.
• . On imagine des conigues circonscrites à un rectangle et oh leur mène des tangentes parallèles à une direction fixe A; trouver le lieu des points de contact.
L'origine étant au centre du rectangle, les axes étant parallèles à ses côtés, on trouve :
x{t/* — b*) — my (x* — a*) — o.
m est le coefticitiut angulaire de A, ja et àI/ désignent les longueurs des côtés du rectangle. La cubique est formée d'une branche serpentine passant par Torigine qui est le centre de la courbe. Elle passe parles sommets du rectangle et, en ces points, la tangente est parallèle à A. Les asymptotes (§ i55] correspondent aux équations :
xzzoy y zzOf yzz rnx.
Ou distinguera le cas où m = - et on pourra généraliser cet exercice en
remplaçant le rectangle par un quadrilatère quelconque. Eu désignant par ; •
Pno, Q=:o, Rzro, S;=:o; lea équations des côtés du quadritatèi'e, l'équation du lieu, a la forme :
9. On considère des conigtiei inscrites à Vangle droit yox et gui sont telles : i« gué le diamètre conjugué des cordes parallèles à ox coupe oy en un point fixe B, (OB =6); 52° gue le diamètre conjugué des cordes parallèles a oy coupe ox en un point fixe A, (OA = a); trouver le lieu des extrémités des diamètres conjugués de la direction AB.
On troave Téqualion
(x . yV (X . y \ , ^y ( ^ y\ ^
La courbe correspondante est formé de deux branches mixtes se coupant à l'origine.
L'asymptote A a pour équation
La courbe a une inflexion à Ilnflni et les points de cette courbe qui sont situés entre A et la parallèle ÂB proviennent des hyperboles du réseau des coniques considérées.
8. On considère une corde AB d'une parabole rapportée à ses ojces, H Von suppose que les tangentes aux extrémités de cette corde rencontrent k tangente au sommet en des points distants l'un de Vautre, (tune longueur constante et égale à l. Trouver le lieu décrit par le pôle normal de cette corde.
Ou trouve pour l'équation du lieu :
27p\ ^ 2P/ \ PJ
La courbe est formée d'une branche parabolique avec un folium ; sa rencontre avec la parabole donnée a lieu sur la droite qui correspond i l'équation :
iC = 3p -h — .
9. Autour du sommet 0 d'une parabole P, on fait tourner un angle droit AOB; trouver le lieu décrit par le point de rencontre de la corde AB, ohc la bissectrice de Vangle AOBi
La courbe est une cubique ayant la forme d'une branche atropholdak ; elle correspond à l'équation
tO. On considère deux coniques U, V homothétiques, tangentes à ox è C origine, et des coniques doublement tangentes à chacune d'elles. Par unpoàd P de ox, on leur mène des tangentes. Lieu des points de contact (DP = d).
(Concours académique de Poitiers *— i9f7)
Soient S :^ o, S' =^ o, les équations des deux coniques U, V. L'équation générale des coniques doublement tangentes à U et à V est
Q* — SIX (S + XS') + |**P' = 0.
DaDB cette équation X est une des racines de i*éqnalion en X qui correspond aux coniques proposées ; \l est un parallèle variable et l'on suppose que l'on a
PQsS— XS',
En prenant pour axe des y le diamètre des coniques U et V qui est conjugué de ox, on a
S six^-hAy^-h 2cy S' s: rc* -h Ay* -h ^c'y.
L*ôquation en X donne une racine simple, X' = i ; et une racine double,
ir« Hypothèse (X=: i). L'équation du lieu est :
{x^ + Ay") \^dX'h{C'hc')y\zz2 {d^x' — ccY) .
j* cas, À>o. Cette cubique admet deux formes différentes ; si ox laisse les ellipses S, S', du même côté, on a une cubique ayant la forme d'une branche stropholdale.
Si, au contraire, les deux ellipses sont placées de cotés différents, par rapport à oa; on a une cubique formée d'une brancbe conchoîdale ; l'origine étant an point double isolé.
a» cas, A < o. Los trois asymptotes sont réelles. TI y a trois branches hyperboliques, dont l'une présente un nœud quand on suppose ce' > o.
a* HTPOTHàsR (x = -J. On trouve une conique qu est homothétique aux
proposées.
il. On considère une parabole P et un diamètre A de cette courbe; soit A un point mobile sur P : la normale à P, en A, rencontre à au point B,' trouver le lieu décrit par le milieu de XB,
L'équation du lieu, les axes de coordonnées étant ceux de la parabole,
est
(ay— A)' — ap'(^ — y) "" 2p (ay — h)
h désignant la distance de Taxe à A. La cubique qui correspond à cette équation est formée de deux branches mixtes dont Tensemble constitue celte forme à laquelle on a donné, quelquefois, le nom de trident,
tft. Appelons puissance d'un point M par rapport à un triangle ABC, le produit des perpendiculaires abaissées de M sur ses côtés; on demande le Heu des points dégale puissance.
Ce lieu est une cubique U qui affecte différentes formes suivant la valeur choisie pour la puissance.
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Les trolfl cAtés du triangle sont des asymptotes de U ; et les médianes dt* ce triangle sont les diamètres des cordes parallèles à ses cotés. On ezpliqo^ facilement ce fait remarquable par des considérations géométriques.
18. On donne detir droit t^f^ rectangulairex ox, oy; sur or deux points fixes A, A',
OA =0A' -a\
par ces points A, A' on fait passer un cercle A et ton mène à ce cercle h< tangentes AR, A'R ; enfifi on joint le point R d un point fixe P (ot, p). Troutfr le lieu des points communs à ^ et à PR. Le lieu est la cubique U qui correspond à Féquation
{x' + y' — a'j (ay — ^) = ^a'y (a: — a).
L'asymptote a pour équation
La courbe a la forme d'une branctie serpentine. Elle présente une inflexion à l'infini et, par conséquent, prend la forme concboldale. quand le point P est situé sur la lemniscate qui correspond à l'équation
p ZZ 9.a COS 2(0.
14. On considère deux diamètres conjugués fixes OA, OB, d'une ellipseT: par les extrémités A, B on mène deux cordes parallèles AA', BB'; trouver le lieu déctnt par le point de concours des droites BB' et OA',
Le lieu est une cubique formée d'une branche stropboldale ; en posant oA = «', oB = 6', et en prenant oA et oB, pour axes de coordonnées, elfr a pour équation
b'*af_y{y — br a'* "^ 2b' — y '
%S. On considère deux droites rectangulaires ox, oy; el^ sur or deux points fixes A, A',
OA=:OA'=a;
par les points A, A' on fait passpr des coniques V , homolhétU/ues à une ronique fixe ayant pour équation
ar' + QB"iPy-+-Ay-h... =0.
Du point O, on abaisse des normales sur T, trouver le lieu décrit par le pied de ces normales.
On trouve pour le Heu cherché, réqnation
2B V H- (2 — A') xy* -f- af — a'xzzo.
En posant
on rcconnait qu'à cette équation correspondent trois formes de cubiques suivant le signe de u.
1» Si u est positif, la courbe est formée d*une branche serpentine ;
2<> Si u est négatif, on trouve une branche serpentine et deux branches hyperboliques inscrites ;
3* Enfin, si Von a t/ = o, la courbe est constituée par deux branches hyperboliques inscrites et une branche hyperbolique aplatie, du second genre.
%%, Construire les cubiques qui correspondent aux agitations suivantes :
y' -+- x' — y* -f- a; zz o. (Branche serpentine)
Une branche hyperbolique inscrite.
L ^ , % — circonscrite.
aplatie du premier genre.
(y — i)"(ay-f-i— a?)z:A'(i — x) \h::zi L'axe des x et une hyperbole.
Deux branches hyperboliques inscrites.
^ 'Une branche hyperbolique aplatie du second genre.
A <^o Branche parabolique avec un foliam.
h'^o Branche parabolique avec un point fty' zr a (a? — i )* (A — 2x) { double isolé.
A := a Branche parabolique avec un rebroussèment de première espèce.
Deux branches mixtes asymptotes à la droite
(Deux branches mu lo
«T. Construire les quartiques qui correspondent aux équation* suirantes :
2» y*— a?* -ha/y' = 0.
30 x' + xY — iSafy -f- 9y* = «•
50 y4 _|_ 2^j^« ^ aSaj* — a^ = o. 6* y^-hx^ — a?rzo.
70 /p» _ 4xV -+- y* = o.
!• U courbe a la forme d'une ovale ; on étudiera avec soin sa sinuosilé ; elle est renfermée entre les tangentes parallèles à oy dont les points de
conUct ont pour ordonnée -et entre les tangentes parallèles à ox dont le* poinU de contact ont pour abcisse 7. Il y a une Inflexion aux points de
rencontre de la courbe avec les axes ;
a» La courbe est formée de deux branches hyperboliques inscrites dans Vangle formé par les droites qui correspondent aux équations :
y + x-h- = o, y — ic^-zro;
3» Ln forme, de la courbe est celle d'un double folium présentant à r6rigine un point d'embrassement ;
4<> (Test encore un double folium, l'origine est un point triple ;
5" Cette quartique est formée de deux branches hyperboliques asymptotes aux bissectrices des axes ;
S"" On trouve un ovale et une branche parabolique pure ;
7<> La courbe est composée de quatre branches hyperboliques de première espèce. — Pour préciser leur tracé on déterminera le cercle qui a son ceotre à l'origine et qui est tangent à ces quatre branches.
48. On donne une ellipse fixe V, soit 0 le centre de T et soit MM' une corde principale mobile perpendiculaire au grand axe. Par les points M, M' on fait passer une parabole P ayant son sommet en 0, et l'on trace une tangente commune A , aux courbes Vet P; trouver le lieu des points de conta€t .de ? et de à.
Le lieu cherché est la quartique qui correspond à l'équation
a?y = ay-+-46V.
%9. Construire la courbe qui correspond à Véquation
y* — ^x*y -+- x* ir o.
Cette courbe est formée d'un folium A bras paraboliques et Torigine est no
point double présentant cette particularité qaç^ des deux branches qui passent par ce point, et qui sout mutuellement tangentes, une d'elles présente une inflexion.
SO. Construire la quartique qui correspond à Véquation
y- ^of + iT
Pour faciliter la discussion, on résout cette équation par rapport à x*, M. On demande de construire la courbe U qui correspond à Véquation
et de distinguer les différentes formes que peut affecter U. On observe d*abord que l'on a
Trois cas doirent être distingués suivant que la quantité 1 v -| 1
est positive, nulle ou négative.
i"* Dans le premier cas, on étudiera la sinuosité de la courbe en remarquant que l'équation y' = o, revient à celle-ci :
lit 1
+ :rT-, + . = «>•
X »-+-« a?-|-6 ' x-hoL-\'6 Dont les trois racines sont :
a** Si Ton a y ^ — 1& courbe est formée de deux cubiques symé-
triques par rapport à ox. L'une de ces cubiques est formée de deux branches ' hyperboliques simples et d'une troisième branche hyperbolique, aplatie, du premier genre.
3" Enfin si y est plus petit que-7-, on trouvera encore & distinguer des
formes diverses de courbes suivant que
:i:;o trente-huitième leçon
o9t positif, nnl, ou négatif.
SS. On consid^ê In sinusoïde f courbe qui correspond h Véqtmtion
y zz sîn X.
On propose de transformer cette équation au moyen des formules
y zz Y, XX zz 1,
et de déduirCf de la forme connue de la simisoïdè^ celle de la cow*be trans* formée, U.
A chaque spire de la sinusoïde correspond une spire de U, on considérant les spires de la sinusoïde qui s'éloignent de plus en plus on a, dans U, des spires correspondantes qui se rapprochent de plus en plus d<» Taxe oy.
On remarque aussi que la construction très simple de la tangente en dd point de la sinusoïde entraîne la connaissance de la tangente, au point correspondant de U. (Lee. 16 ; ex. 1.)
S8. Étudier, dans le voisinage de V origine, la courbe qui a pour équation
y zz\i ^ X — 1 — ax*.
Z4, Construire la courbe qui correspond à l'équation
y -=. \/a;*— i — y ic* — 1 et vérifier qu'elle a quatre points doubles isolés ayant pour coordonnées
LES UNICURSALES
4103. Définition du s^nre: Nous avons dit (Lee. 16, ex. q), mais nous rappelons ici, que le genre (*) d'une courbe est le nombre qui exprime la différence entre le nombre maximum de points doubles qu'elle peut avoir, son ordre étant donné, et le nombre de ces points doubles qu'elle possède effectivement.
^ËMML. Théorème. Lorsqu'une courbe F du degré p est du genre zéroj les coordonnées de Vun quelconque de ses points peuvent s'exprimer par les formules
IL -Z
U, V, W désignant des fonctions entières, par rapport à un paramétre variable t, et tout au plus du degré p. Ces courbes sont dites nnicnrsales.
La courbe proposée F admet - (p— 1) {p ~ 2) points doubles
A ; prenons, sur F, (p — 3) autres points A. Le nombre total des points A et B est donc
1. Les Anglais emploient le terme préférable deficieney (V. Salmon, higher plane curves; troisième édition, p. 3o). La démonstration du théorème suivant est tirée du livre cité ; noua Tavons seulement développée pour en rendre la lecture plus courante.
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OU
OU, encore,
D'ailleurs (Leç. i5, ex. i) une courbe de Tordre m, a, dans son équation générale, un nombre de paramètres arbitraires égal à
D'après cette remarque, et d'après (1), par les points A, B, et par un point arbitraire du plan, on peut faire passer une courbe * de Tordre i? — a ; et on n'en peut faire passer qu'une.
Cherchons combien les courbes F et ^ possèdent de points communs, en dehors des points A et B, que nous supposons fixes.
La courbe F est du degré p, * est du degré (p — 2) ; elles ont donc, tout au plus, pip—^) points communs.
Mais il y a - (p — 1) {/> — 2) points A, et chacun de ces points
étant double, on peut dire que F et * ont (p — 1) (p — «) points communs confondus avec ces points A. Ajoutons-y les (p — 3} points B et nous trouvons, pour les points fixes, un nombre total de points communs dont le nombre est
Ainsi, les courbes F et $ ne peuvent avoir, en dehors des points fixes A et B, qu'un seul point commun U.
Les courbes ^ forment un réseau ; mais si Ton observe que par un point donné passe une seule courbe de ce réseau, on
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voit que Téquatioa générale de ces courbes admet des coefficients variables^ dans lesquels n'entre qu*une variable ^, au premier degré. Les coordonnées a?o,yo, du point M, vérifient donc les deux équations :
L*équalion /"= o est du degré p ; si on élimine y entre ces deux équalions, le résultant est du degré p par rapport aux coefficienis.de ? ; ce résultant R (x) = Aa;* -f- ... i= o, est donc du degré p, par rapport à t. Mais toutes les racines de cette équation sont connues et Ton peut écrire
S{x) représentant le produit
(x — ayCiT— a')'- (a; — 6)(a; — 6')...;
expression dans laquelle a, a',... ; désignent les abcisses des points A: 6,6',... ; celles des points B. L'identité précédente prouve que x^ est donné par la formule
Dans celte égalité, R(o) et A sont, en général, du degré /?, par rapport à t, et, dans tous les cas, ne sont pas d'un degré supérieur ; S (o) est une constante indépendante de t.
itOB. Théorème. Lorsque les coordonnées a?, y, dun point M vérifient constamment les relations
U> V, W désignant des fonctions entières de t du degré />, du moins pour celle qui est de V ordre le plus élevé ; si U, V et W ne sont pas divisibles, simultanément, par un facteur commun^ fonction de t ; on peut dire que le Heu décrit par M est une courbe F, du degré p.
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Prenons en effet une droite quelconque A, dans le plan de F et soit
ax + fty 4- cz — <»,
réquation de celle droite. Pour déterminer les points communs à F et à A, nous devons, d'aboixl, résoudre réquation en l:
aU + ôV + c\V =: o,
laquelle est du degré p et n*est pas décomposable, quels que soient a, 6, c, en facteurs rationnels, si, comme nous le supposons, U, V, W n'admettent pas de diviseui* commun. Elle a donc^ racines t^^t^, ,.. t yh chacune desquelles correspond un
point commun à F et à A. Cette remarque établit que Tordi'e de F est égal à p.
MM. Théorème. Si une courbe unicursale con^espond aux formules suivantes:
le coefficient angulaire m^ de la tangente au point M qui correspond à la valeur t, du paramètre variable, est donné par l'égalité
On a, en effet,
et, d'autre part,
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Eq divisant ces deux égalités, membre à membre» la formule annoncée se trouve établie.
4€Mf. Théorème. La classe d'une unicursale du degré p est égale à (yj — 2), tout au plus.
Cherchons combien Ton peut mener de tangentes, parallèles à une direction donnée, à une unicursale de Tordre p.
L'égalité (B) est, tout au plus, du degré ap — 2, par rapport à t. Prenons, par exemple, le numérateur ç'^ — ti/'ç : celte expression est, en apparence, du degré aj»— i ; mais il faut observer que dans ?'>i^ et t}/'<p, pour des raisons évidentes, le terme du degré le plus élevé disparait nécessairement. Cette remarque s'applique au dénominateur f'^ — «y/*. Ainsi le nombre des tangentes parallèles à une direction quelconque est tout au plus égal à 2^ — 2; ce dernier nombre exprime donc la classe de la courbe, à moins que cette classe ne soit inférieure à 2p — 2.
SlOH. C)orollaire. Les cubiques à point double sont^ tout au plus, de la quatrième classe.
Théorème. Les coniques sont des unicursales
Ces courbes sont du genre zéro, elles sont donc unicursales. Mais nous voulons le vérifier directement et montrer comment on peut exprimer les coordonnées d'un point de la courbe, en fonction d'un paramètre variable t.
L'équation d'une conique peut toujours, par U méthode de décomposition en carrés, se mettre sous l'une ou l'autre des formes suivantes :
P* -h Q* = h% (Ellipse.) P* — Q" = H*, (Hyperbole.) P* = wiQ; (Parabole.)
Vi Q, désignant des formes linéaires d'à; et d'^; et h, H, m^ représentant des constantes réelles^
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Ea posant :
, } (dans le premier cas),
— - — zi j- ^— * ( (J*"^* *® deuxième cas),
^_ (* / (dauti le troisième cas) ;
l'expression des coordonnées Xy y, d'un point mobile sur une conique, en fonction, d'un paramètre variable /, sera obtenue en résolvant les équations précédentes par rapport à x eiày.
Remarque relative aux cubiques niiicarsalcs
Lorsqu'une cubique admet un point double H (a, ^); elle est unicursale. La réciproque est vraie; car, si la cubique déterminée par les formules (A), (§4o6), n'avait aucun point double, elle serait de la sixième classe.
En effets la conique qui représente la dernière polaire d*an point P {pCo, Pot 2o)y pasre par les points de contact des tangentes issues de P à la cubique (§ i23). Elle passe aussi par les points multiples de la courbe, car Téquation
est vérifiée, quand il existe une solution commune aux équations
L^abaissement de la classe^ de 6 à 4> no peut donc se faire que si la cubique présente un point double.
Cette propriété est susceptible d'une généralisation sur laquelle nous n'insisterons pas ; nous voulons seulement
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faire observer comment on calcule la fonction du paramètre variable /, les coordonnées d'un point mobile sur une cubique unicursale.
Transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, au point double ; la constante et les termes du premier degré disparaissent, et Téquation de la cubique prend la forme
Eu posant
XY) - ?, (X,Y
on a
cl,
4L11. Détermination des Asymptotes. Pour bien préciser cetle détermination, nous devons faire remarquer que les formules les plus générales qui puissent définir une courbe unicursale F sont :
P et Q, d'une part; H et S, d'autre part; étant des polynômes
entiers en /, premiers entre eux. Les formules que nous
avons employées plus haut rentrent dans celles-ci, quand on
P R réduit les fractions 7: , t > au plus petit dénominateur com-
mun D, et Tordre de Tunicursale P est alors le degré le plus élevé des trois fonctions :
P^. Rf.elD.
De L. Tomb II. 3;^
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Un point peut s^éloigner à Tinfini, sur F, dans Tune oa Fautre des hypothèses suivantes :
i« X devient infini, y restant fini, a<* y devient infini, x restant fini, 30 y et a; deviennent, simultanément, infinis.
Désignons par A le plus grand commun diviseur des polynômes Q et S, et posons :
Q = Q'A, S = S'A; nous avons, alors,
Les points qui s'éloignent à Tinfini, dans la direction ox, sont ceux qui correspondent aux valeurs de t qui sont racines réelles de Téquation Q' = 0. De même, les racines réelles de réquation S' = 0, donnent les asymptotes parallèles à oy. Enfin, une valeur de ty (^ = /') annulant A, donne une direction asymptotique qui, en général, n*est parallèle, ni à 0x9 ni à oy ; et, pour la déterminer, il suffît de remarquer que Ton a
a;"" PS' On cherche la valeur de — , pour lz=,l'\ puis, en désignant
celte valeur par [x, on détermine la valeur de y — [ju;, pour
L'expression y — iju; se présente, ordinairement, sous la forme d*un rapport de deux fonctions entières de /, qui s'annulent évidemment pour ^ = /' ; et, pour avoir la valeur de y — \i^, on doit, d'abord, diviser haut et bas les deux termes du rapport par {l — t').
Ajoutons enfin que, dans certains cas, un point de la courbe peut s'éloigner à Tinfini quand t prend une valeur iDfiDie. On devra donc examiner avec attention ces différentes hypothèses pour lesquelles un point d'une unicursale s^éloigae indéfiniment.
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419. Détorminatton des pointe multiples. Pour que le mobile qui décrit Tunicursale et dont les coordonnées se calculent au moyen des formules :
formules dans lesquelles t désigne une variable indépendante prenant toutes les valeurs possibles entre — qd et -[- <3e>, il est nécessaire et suffisant que pour des valeurs différentes de t et de 6, on puisse avoir :
Ces équations débarrassées de la solution évidente t zz 0, donnent les valeurs cherchées.
41 8. Déterminaiioii des pointe d'inflexion. Soit :
«vC -}- 6y + C2 — o,
l'équation de la tangente inflexionneile A ; cette droite A doit avoir, avec Tunicursale considérée, des points communs parmi lesquels trois coïncident avec un certain point M. Si M est un point simple, A est une tangente inflexionneile. L^équation
a donc une racine triple. Cette équation, d'une part ; les sui* vantes, d'autre part,
ar (0 + ^?' W -^ c^' (0 = «.
ar W 4- ftf ' (0 H- c^' (0 = o,
déterminent les points d'inflexion et les tangentes inflexionnelles. On peut remarquer que les valeurs de l qui corres* pondent aux points d'inflexion sont racines de Téquation
— Oi
41141. Application A an exemple. Proposons-nous de conslruire la cubique U qui correspond aux équations
(A) x = ^rzr:^ y^ir:-,'
Les valeurs remarquables de /, c'esl-à-dire celles qui annulent, soit le numérateur, soit le dénominateur, de x ou de y y sont :
1° Asymptotes. L'examen des formules (A) prouve qu*un point de U ne peut s'éloigner à l'infini que pour / = i. On a. d'ailleurs,
Pour / =1 1 , on trouve que le coefficient angulaire de Tasj'mplole est égal à i. Cherchons la limile de y — a:, pour < - 1. Nous avons.
Ainsi, pour t:=ii,y — x a pour valeur zéro ; Tasymplote réelle de U est la première bissectrice, i** Points d'inflexion. Soit
ax -h by — 1 ;z 0,
l'équation d'une tangente inflexionnelle à U. On doit avoir :
al^ 4- 6 (2/ — i) — ^' -h 1 = o,
2at + 20 — M* — . o,
En éliminant a et ô entre ces trois équations on trouve
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Celte équation admet pour / une seule racine réelle, comprise entre- et 2.
3" Points limites. Cherchons les points où la tangente est parallèle : soit à ox, soit à 01/, Le coefficient angulaire y' , d'une tangente, est égal à
Il y a une tangente parallèle koi/; 1° pour / = 0 ; 2^ pour
/ =: V — 2 ; et une tangente parallèle kox; 1* pour / .-rdr œ,
2** pour une valeur de t comprise entre V — ^ ^l »• 4® Point double. Cherchons à résoudre les équations
La première donne, après simplification,
D'autre part, en considérant Téquation
on a, après avoir divisé par ^ — 0,
(2) 2/Or:f-hO.
Les équations (1) et (2) donnent :
rt n — 2, et ^ -h 0 = — 4.
Ainsi, / et 0 sont racines de Téquation :
T* -H 4' — 2 zi o.
Le point double correspond donc à la valeur — 2--v/^, ou à la valeur — 24-^/6, attribuée à /.
En résumant ces résultats divers, le tracé de la courbe U qui est une cubique à nœud, est conforme, dans son aspect général, à celui qu'indique la figure ci-dessous.
Fig. 173.
EXERCI0E8
i . Répandre à Vobjeciion suivante :
On considère Vunicuntale U qui correspond aux formules :
on change de variable, en posant : '
< = F (ft)
F étant du degré K, par rapport à 0. Les formules (A) qui étaient du degré p, par rapport à t, deviennent du degré Kp, par rapport à^. Le rmsonnement qui a été fait (§ 4o5) pour établir le degré de runieursale indiquerait donc une courbe du degré p, et aussi une courbe du degré Kp; ce qui implique contradiction?
On montrera qu*en faisant varier 0, on tracera K fois la courbe U.
Z. Une conique y étanf considérée comme unicuvsale et correxponffant ttUT formules :
a+bl-h Cl* a' + h'I 4- c7"
déterminer ses foyers.
i'» méthode. On forme la quantité
et on exprime que c'est un carré parfait. On obtient deux relations entre X' et y' et leur résolution conduit à une équation du quatrième degré. Mais on peut toujours résoudre cette équation parce que, comme nous I avons montré, le problème en question est quadratique.
2« méthode. On prend l'équation
y zz mx + «,
et on exprime qne la droite qui lui correspond est tangente à y. On considère alors un foyer comme un point tel que les coefReients angiiluires des tangentes issues de ce point sont -^ i et — 7.
Application. Soit
On trouve :
!• foyers réels,
0?, — o 2^* foyers imaginaires.
3. On donne une courbe U, dont Céifuation^ rapportée aux axes reclangulaires oa?, oy'est:
f(x,y)zzo.
Soit m un point mobile sur U ; on joint OM et, à cette droite, au point m, on élève une perpendiculaire qui rencontre ox en A. On fait tourner la droite mK, autour de m, dans le sens direct jusgu*à ce gu*elle vienne se rattattre sur om; soit M la nouvelle position du point X,
io Trouver Ciquation de la courbe \, lieu des points M.
2" Appliquer les formules de transformation au cas particulier où U est une droite.
3"* La transformée d'une droite étant une hyperbole, dont les asymptotes se déterminent facilement, déduire de cette remarque une construction simple de la tangente au point M, à la courbe transformée V.
4* Examiner le cas particulier oit U est une hyperbole équilatére^ ayant pour asymptotes ox et oy, et montrer que la transformée est une quartique unicursale,
S*» Démontrer^ d^une façon générale, que si U est une courbe unicursale, la transformée V est aussi une unicursale,
i<* Ea désignant par x,y les coordonnées de m ; par X, Y celles de M: on a :
,k. X' XY
(A) X = TT—Tr' y =
et,
(B) X=x+y, Y^l^ii±ii.\
9® A la droite A qui a pour équation
correspond une hyperbole H', dont l'équation est
3« L'équation précédente pouvant s'écrire sous la forme :
les asymptotes sont mises ainsi en évidence.
A la tangente A en m, à U, correspond une hyperbole H, tangente à V, au point M. La tangente à V, en ce point, est donc confondue arec la tangente à H ; droite que Ton construit en menant par M une droite partagée en deux parties égales par ce point et par les asymptotes de H.
{0 En prenant l'éqnation :
xy = m\
on trouve, pour la transformée,
''Nt
(i) X'Y=:m*(X + Y) En posant :
on Toit que la qaartique (i) est unienrsale.
5° Celte dernière proposition est la conséquence évidente des formules (B).
4. ConHruire les unicursales qui corTe$pondenl aux formules :
X ZZ — ^—, i X -=.
La première courbe est une quartique formée de trois branches hyperboliques dont l'une est aplatie et du premier genre. Elle présente un point
d'inflexion & Torigine et un point limite pour / = — -.
L*autre est une cubique, ayant un point double isoTé, & l'infini, dans la direction de la seconde bissectrice ; elle a la forme d*une branche serpentine tangente à Torigine à l'axe des y et ayant pour asymptote la droite qui correspond à l'équation v ^ aj; =: o.
Les équations cartésienne? de ces courbes sont, respectivement,
Construire la courbe gui correspond aux formules
(École Polytechnique. 1878.)
Celte cubique est formée de trois branches hyperboliques dont l'une est une branche aplatie du second genre. Son équation cartésienne est :
x{y + xY + 'xiy — x)-!! o.
Elle admet quatre points limites, points pour lesquels les tangentes sont parallèlea à ot et les points de contact correspondent aux racines de i*^quation
Les asymptotes sont : i** Taxe des y^ a» deux parallèles & la seconde bissectrice et coupant les axes à une distance -{- 3» ou — ^i ^^ l'origine.
•• Expliquer comment on peut reconnaître que, dans une unicursale, ta point M, dont les coordonnées (x» , y'} correspondent à la valeur V du patHimètre variable, est un centre de la courbe.
Vérifier: i° que le point (o, — i) est un centre de la cubique unicursale qui est définie par les formelles :
^ = 7-rr*' y =
a" Que le point (o, -f- 1) est le cen re de la courbe qui correspond ata équations :
T. Démontrer que si une courbe est définie par les fonmdes :
l'aire S du trapèze curviligne formé par un arc de la courbe, Vare des j, et les deux ordonnées qui correspondent aux extrémités de Carc eonsiééré* vérifie la formule :
sinO '
s. TfHmvei* l'aire dun segment hyperbolique. On prend Téquation de Thyperbole sous la forme
et on pose
En appliquant le principe de l'exercice précédent en trouve 1 ^ a'ft' (la® 1 —a»
(formules générales)
411 &. Éqmitioii delà droite. Considérons une droite 1, et soit ox Taxe polaire. Si nous désignons par h la distance de Porigine à A, le triangle OMH nous donne la relation
h zzp cos (a — (â)).
Fig. 174.
C'est réquation polaire de la droite. On remarque qu'elle peut s'écrire sous la forme :
t^cosco -f-t? sinwz: -.
Réciproquement^ toute équation de cette forme représente
une droite. En effet, en la transformant en coordonnées cartésiennes on a :
tix -f-vyzz i.
Il faut pourtant observer que les droites passant par Tongine ont, dans le système polaire, pour équation :
bizzoï, ou IgwnK.
41 B. Droites passant par deox points. Soient p^, u, ; p., ci)j ; les coordonnées des points donnés. L'équation de cette droite, en supposant w, — w, ;rf o, est
- zr M cos 0) 4- 1? sin 0), P
et Ton a, par conséquent,
— =r tt cos 0), -\-v sin W| , pi
— =: w cos ci),H- vsm (I),.
Pt
Ces trois égalités donnent^ entre les coordonnées courantes (p, «t)) d'un point de la droite proposée, la relation
— cos <i) sin (i)
— cos Cl), sin Cl)
pi
— cos Cl), sm CD,
pi
ir o.
41 V* Équation i^énéraie des tangentes. Soit /'(p,co) iro réquation d'une courbe U, en coordonnées polaires. Prenons sur U un point M^, (p,, (ù^) et joignons M, à un second point *^'t (Pt» ^y) voisin de M„ sur la courbe. La droite M,M, a pour
équalion (D), et celle-ci peut s'écrire sous la forme :
COSO)
Pi 1 1
COSfa)
sin (i>
smo).
p, p, cos Wj — cos (.), sin (I), — sm w,
En supposant que co, varie et tende vers u),, cette relation devient^ à la limite,
cos iù sin (i)
Pi
cos (i>j m (0,
sni (i)j cos (i)|
£n développant ce détermii. at on a, finalement,
— ) sin(a) — Cl),).
Dans celle équalion, ( — ) désigne les dérivées de la fonction-quand on y a remplacé les coordonnées courantes
p, w, par les coordonnées particulières p,,Wi, du point considéré.
4118. Équation de rasymptote. Lorsque le point (p,, w,) s'éloigne à Tinfini, dans une direction déterminée, on a :
iim pj iz 06, et liui o)^ =i a
L'équatioa de Tasymptote est donc
-= (- ) sin («II — a).
p \pa/
Dans cette relation, ( — ) désigne la dérivée de ^ quand
on y remplace : —, par o ; et <i>, par a. Nous reviendrons, tout
à rheure (§ 437) sur la discussion que comporte cette équation.
419. Éqaatioii des ooniqaes. Nous avons déjà montré (§ 3^9)9 que réquation polaire de Tellipse était
P (C) - = I — c cos w.
Nous rappelons que Torigine choisie est le foyer de gauche et que la direction positive de Taxe polaire est celle du mobile qui se dirige, du foyer pris pour origine, vers le second /oyer.
L^équation précédente peut représenter les trois genres de coniques ; c'est ce que nous allons établir.
Fig. i:ô.
Considérons d'abord une hyperbole ; prenons pour origine le point F, foyer de droite ; et pour direction négative de Taxe polaire celle du mobile allant, du foyer considéré, à Tautre
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foyer F'. Soit A la directrice qui correspond au foyer F ; ayant pris un point M sur Thyperbole on a :
, , MF c
e désignant Texcentricité.
D'autre part, on a, par une propriété connue,
et^ par suite.
FH = c = -.
La relation (i) peut donc èlre écrite :
— h P cos (i)
d'où Ton tire
i COS (I)
OU, enfin.
Il est facile de vérifier qu'en faisant varier code o à az, cette équation donne les deux branches H, H' de l'hyperbole.
Prenons en effet un point M' sur la seconde branche H'. Nous avons, encore,
zze, ou
M'F cos lù'
Le point M' correspond à une valeur w' dé ci, valeur comprise enlre o et a, 22 désignant Tangle formé par les deux semi-asymptotes qui comprennent une branche de Thyperbole. Si nous désignons par p', la coordonnée p du point H', p' est une valeur négative et nous devons poser M'F = — p'. La relation précédente s'écrit donc :
ou,
'cos w'
ecosci)'
On retrouve ainsi Téquation précédemment obtenue. En poursuivant cette discussion, on voit que : le bras 1 est engendré par la variation de tù entre 0 et a ; les bras a et 3 quand (1) prend les valeurs comprises entre a et 21: — a ; enfin le bras 4 quand on fait varier w entre ar — a et ai:.
En prenant le foyer de la parabole pour origine et pour direction négative de Taxe polaire celle du mobile qui se dirige du foyer vers le sommet delà courbe, Téquation de la courbe est
- Zl l — COS (1).
Il suffit, pour robtenir, d^exprimer que tout point de la courbe est situé à égale distance du foyer et de la directrice.
En résumé, les conventions relatives à Torigine et à la direction positive, ou négative, de Taxe polaire étant celles qui ont été formulées plus haut, on peut dire que Véquatùm
— = 1 — e COS w
représente, dans ce système cPaxeSy Véqvxition générale des coniques.
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4WO. Équation f^énérale des toof^entes aax eo^ ■iqnes. Cherchons, d'après (C), Téquation générale des tangentes aux coniques. Nous avons^ d*abord,
l -j zz esm w.
L'équation (T) est, alors,
"" = (* — ccosu>,)cos(û) — (i),)-hcsinw, sin(o) — w,),
ou,
— rr cos(ci> — W|) — e \ cos w, cos (w — w,) — esin W| sin((i) — w,) | ,
ou, enfin,
(T') — =:co8(o) — (I),)— ccosu).
Inelinaison da rayon voetenr sur la coorbe
Imaginons qu'un point M soit mobile sur une courbe V et occupe, sur cette courbe, une position M' voisine de M. Nous dirons que le mouvement du mobile considéré est direct si la semi-droite OM , tournant autour du point 0 de Tangle MOM', vient se placer sur OM', après avoir pivoté dans le sens direct ; ou, si Ton préfère, dans le sens négatif des coordonnées iù.
Si l'on joint un point M de U au point voisin M', défini comme il vient d'être dit, la limite des positions des semidroites MM', quand M' vient se confondre avec M, est une semi-droite A , bien déterminée et que nous allons considérer.
Nous appellerons inclinaison du rayon vecteur OM sur la courbe U, l'angle que fait la semi-di*oite MO, avec la semitangente A.
Il résulte de ces explications que cet angle, ou celui qui lui est opposé par le sommet, est bien déterminé; il n'a qu'une valeur, que nous désignerons par V.
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499. Fomale donnant tg V. Cette formule peut s'établir directement, mais elle est aussi, comme nous allons le montrer, la conséquence immédiate de Téquation (T).
En faisant u> =: o, dans cette formule, nous avons :
JU
OT = — cos ci)| — ( — ) sin w, , Pi Vpi/
Pi P'
01 Pj
D'autre part, le triangle OMT donne
" p. • OT
sin (V + w,) sin V' ou,
(a) ^ z= cos 0), -h cotg V sin (1)4.
La comparaison des résultats (1) et (a) conduit à la formule cherchée :
(A) tgV-^.
Pi
4193. Remarque. Le plus souvent, dans le système des coordonnées polaires^ Téquation de la courbe est donnée sous la forme :
La formule (A) que nous venons de trouver peut aussi s'écrire :
cotg V
ou,
On a donc,
cotg V = ■— ,
Cette nouvelle forme est commode dans un grand nombre de cas, et la remarque que nous voulions faire peut se résumer ainsi : la colangente de Vangle V est égale, et de signe
contraire i à la dérivée logarithmique de Ut fonction *-.
41594. Éqwatien de la normale. Soit HN la normale
(flg. 176); on a ON = p, cos V. L'équation de MN est donc
p, cos V z= p cos (V + (i)| — w) ; ou,
— cos V = cos V cos (d), — Cl)) — sin V sin (wi — w),
ou encore,
i i / X tgV . , .
- zz — cos (wj — (I)) — -^— sm (câ)4 — u))»
P Pi Pi
En appliquant la formule précédetitOi il Vient
(N) - = - cos (eu— W|) -h -7 sin (w^ ii),)* P Pi Pi
495. Sous-taoK^ente et sous-normale. La perpendilaire élevée au rayon vecteur OM, au point 0, rencontre la tangente en A et la normale en B. Dans le système des coordonnées polaires, OA s'appelle la sous-iangente ; OB est la somnormale.
Fig. 177.
La sous-tangente est positive lorsqu'elle est placée à la droite de l'observateur qui, du point 0, regarde rextrémiléM du rayon, vecteur. Au contraire, la sous-normale est positive quand elle est placée à la gauche de cet observateur.
Les triangles OMA, 0MB donnent :
OA = p, tgV, OB = p, cotgV; En désignant la sous-normale par S^, la sous-tangente par
S^, on a donc :
S^z=OA=p.^ = -
et,
ijf
s„ = oa = p.^ = p:
Pi
4Lf^B. Applieation aux spirales. — fl« S(pirale iTAr* chiméde. Cette courbe correspond à l'équation :
(A) p=ra(i>.
C'est une équation transcendante et nous devons expliquer
d'abord comment on peut imaginer une construction^ point par point, de cette courbe.
Dans un cercle de rayon R, on fait un angle au centre égal à (*> et l'on considère Tare intercepté par les côtés de cet angle. Soit Q la longueur de cet arc.
Pour obtenir le point correspondant de la spirale, on fait tourner, autour de l'origine, la semi-droite ox d'un angle d), dans le sens positif ; et, sur cette droite, à partir du point 0, on prend une longueur qui est une quatrième proportionnelle aux lignes a, û, R.
vT
Dans les courbes polaires transcendantes, pour obtenir toute la courbe j on doit faire varier iù de — » à -f- ».
La spirale d'Archimède a la forme indiquée par la figure ci-dessus ; elle jouit de cette propriété que la sous-normale est constante. On a, en effet, S„ =: a.
ft^ S(pirale loK^ariCliiiilqae. Cette courbe correspond à réquation
(B) p = Ka" .
On a, dans cet exemple.
lgV±
La'
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on peut donc dire que dans la spirale logarithmique tovs les rayons vecteurs qui partent du pôle coupent la courbe sous le même angle.
Fig. 179.
Lorsque cet angle est égal à 90^, on a La =: o^ ou a = 1 ; et, par suite p =r K. Le cercle est donc un cas particulier des spirales logarithmiques.
8* Spirale hyperbolique. L^équation de la spirale kyperbolique est
(C) P = ^-, ou,
et Ton voit ainsi que cette spirale Jouit de la propriété d'avoir une sous-tangente constante, L*axe polaire est une direction asymptotique; la courbe qui a la forme indiquée par la
On a donc
figure (180) admet une asymptote parallèle à Taxe polaire et correspondant à Téquation
* _ sin w p a
Fig, 180.
4I« Spirales slnosoldales. Ces courbes ont pour équation, .
(D) mp*" zz a** sin tww .
Cette égalité . représente > pour des valeurs particulières de m, des courbes que nous avons déjà rencontrées. . . «
Ainsi, on vérifie facilement que si m zz -, la courbe (D) est
une cardioïde dont le cercle générateur a un rayon égal à a.
En supposant tn = 2, on obtient une lemniscate^ dont les
foyers sont situés à Tintersection de la première bissectrice
et du cercle, concentrique à Torigine, qui a un rayon égal à a.
Les courbes qui correspondent à Téquation D jouissent
d'une propriété remarquable , qui permet de construire très
simplement la tangente en un point pris sur Tune d*elles.
Nous avons, en effet,
et, par suite,
Wip»«-* p' — flW» cOS W(i)
^,=:tgV=: tgwù).
Celle formule donne
V zi mw 4- Kr.
L^angle V, élant Tangle de deux semi-droites, est toujours inférieur à 7, et Ton a, finalement,
On déduit de là, entre autres conséquences, que : dans In cardioîde^ une corde passant par le point double et les tangentes aux extrémités de cette corde forment un triangle rectangle.
^911. Asymptotes. — {Détermination et discussion.) Nous avons trouvé plus haut que Tasymptote qui correspond à une direction asymptotique a, avait pour équation
^^^ p"=(pt) «'»("-«);
mais il nous reste à montrer comment on détermine* les asymptotes, quand Téquation précédente devient une identité. On peut toujours supposer que la courbe considérée carrespond à une équation polaire ayant une forme entière, par rapport à p* Soit
réquation proposée. Elle peut s'écrire encore sous la forme :
et l'on a, par suite, . .
Supposons d'abord que nous n'ayons pas, simultanément «
ç' (a) - o, et /•(«) = o.
Si nous faisons : «or: a, et p = 00, dans la relation précédente, nous avons
ç' (a) - ^i j' nx) zz o.
* L'équalîon de l'asymptote est donc, en supposant /'(a);zfo,
-=:^sin(a) -a),
on,
(A') -/"(a) — 9' (a) sin (w — a) = o.
Dans le cas où Ton a
/^(a) = o,et?'(a);2fo,
réquation de Tasymptote est co = a.
Cette asymptote est une parallèle, menée par Torigine, à la direction asymptotique considérée.
Si Ton suppose :
/(a);;zfo, et (?'(«) = o;
Tasymptote est rejetée à l'infini.
Enfin, il nous reste à examiner le cas que nous avons réservé, celui où nous supposons, simultanément,
41^98. Asymptotes parallèles. Lorsqu'une courbe a des asymptotes parallèles, il peut arriver que l'équation (A) soit identique. Les asymptotes se déteiminent alors comme nous allons l'expliquer.
Posons :
- ir a sin (ci) — a)
P et cherchons à déterminer [l.
A cet effet, changeons de variable et soft
L*équation de la courbe est alors, par application delà formule dç Taylor,
-^jr(a)-+-Ûr(«)4-.,.. j
En tenant compte des hypothèses que nous avons faites, et en divisant par û", cette relation peut s'écrire
Dans la partie qui n'est pas écrite, les termes renferment des facteurs de la forme
H étant une fonction de a, et p, q, r, désignant des nombres entiers, positifs ou nuls, mais ayant une somme supérieure à zéro.
Cette remarque étant faite , observons que Téquation de l'asymptote cherchée peut s'écrire
pU
Par conséquent , si , comme nous le supposons, |a a poor limite une valeur finie, -^ a pareillement pour limite une valeur finie, qui est la même que celle de i*.
En appelant m cette limite, Téquation (i) prouve que Ton a
Cette égalité donne par m des valeurs réelles ou imaginaires, finies ou infinies^ si l'on n*a pas , simultanément :
Nous avons supposé que la limite de -^ était finie. Dans
rhypothèse contraire, on cherchera la limite de pQ et l'on trouvera, pour la déterminer, Téquation (a), après y avoir
changé m en — . Nous pouvons donc dire que (a) donne tou-
jours, la valeur de m, exception faite du cas où Ton suppose que les relations (3) sont vérifiées.
Dans ce cas singulier, on aura encore recours à l'équation (i) et, après l'avoir simplifiée, on obtiendra, pour déterminer m, une équation du troisième degré; et ainsi do suite.
4I90. Orcles et points asymptotes. On rencontre dans la construction de certaines spirales des cercles et des points asymptotes. On dit qu'un cercle (ou un point) A, est asymptote à une spirale U, lorsque cette courbe est constituée, en partie au moins, par une infinité de spires qui
s'enroulent autour de A, sans jamais l'atteindre, mais en s'approchant de lui d'une quantité qui tend vers zéro.
Nous avons trouvé dans la spirale logarithmique, et dans la spirale hyperbolique, des exemples de points asymptotes.
Dans la spirale qui a pour équation
en faisant varier w de o à — oo on a une première partie de la courbe formée d'un nombre infini de spires intérieures au
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curcle A. La courbe est asymptote à ce cercle qui a pour centre Torigine et dont le rayon est égal à -. La courbe est complétée : i'^ par un bras parlant de Torigine, situé dans le troisième angle, et asymptote à la droite A', qui correspond à réquation
zz9sin(w— a
3 élant Tangle au centre qui, dans un cercle de rayon t, cor
respond à un arc de longueur - ;
2^ Par une seconde spire, dont Tun des bras est asymptote à A', et qui s'enroule exlérieurdment à A, en étant asymptote à ce cercle.
Finalement, la spirale proposée a la forme générale qu'indique la figure ci-dessous.
Fig. i8i.
480. CoiM^iriÉé. Soit U, la courbe qui correspond à réquation
/'(p,fa))=0.
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Soit M UQ point de U ; la tangente A en ce point a pour équation
- = -cos(w— w,)-i-(- ) sin(c«) — (I),).
P Pi \Pi/
Soient p et w, les coordonnées d'un point B pris sur U dans le voisinage de M et considérons la quantité u, fonction de <•> et définie par Tégalité;
Nous avons
Pi par suile»
u =. — cosfoj — (o,)-h( — ) sin((i) — (i)j) ,
.pi \Pi/ P
tt' = ^^sin((i)— a),)-f-( — j cos{ci>— w,) — f-j
et, finalement,
«''— * cosfw — w,) — (— ) sin(u) — (i)|) — (-| .
• pi ^ \Pi/ \P/
Désignons par u la valeur de u", pour w =: w,, et posons, par conséquent,
<*' • = -rr(^)
It
Si nous supposons u positif, w" est une fonction de ce qui est positif quand w prend des valeurs plus grandes ou plus petites que w,, mais voisines de ^ù^.
La fonction w' est croissante, et pour w := w,, u' s'annule: donc w' a une valeur négative, avant le passage de w par co, ; et positive après ce passage. Conformément à celte remarque, nous pouvons donc dire que u décroit avant le passage, et qu'il croît après le passage. D'ailleurs, pour w z= w,, w prend
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la valeur zéro. Eq résumé, avant et après le passage, le rayon vecteur de la courbe est plus grand que celui de la tangente ; la courbe a donc, dans le voisinage de M, la forme indiquée par la figure.
Fig. 182.
Au contraire, en supposant u négatif on trouve que, avant comme après le passage, le rayon vecteur de la courbe, dans le voisinage de M, est plus petit que le raypn vecteur correspondant de la tangente; la courbe tourne alors sa concavité vers le pôle.
Points d*liillexion. II nous reste à examiner le
cas particulier où l'on a u = 0.
Le raisonnement que nous avons fait prouve que, si u s'annule, en changeant de signe, la courbe tourne d'abord sa concavité vers le pôle ; puis, après le passage, sa convexiié, ou inversement. Dans Tun et l'autre cas, la tangente traverse la courbe ; le point considéré est un point d'inflexion.
4819. Points mvltiples. Lorsque l'équation polaire d'une courbe est, sous la forme explicite: p =:/'((«>) » les points multiples peuvent se déterminer en cherchant quelles sont les valeurs de co qui, différant d'un multiple de aie, donnent pour p des valeurs égales ; ou, dans d'autres cas, quelles sont les valeurs de (O) dont la différence est égale à (aft -f- 1 ) «, et qui donnent à p des valeurs égales et de signes contraires.
488. Points limites. Nous nommerons ainsi ceux pour lesquels la tangente est parallèle > ou perpendiculaire^ a l'axe polaire.
Pour les premiers, on a, V ayant son sens ordinaire (§4^2), V-f-w — 1:, ou V-i-wzz 27:; etc.. et, par conséquent,
tgV=:-tgo)=^;
Pour les autres, on a :
V-|-a) = -, ou V-hw=3-, etc
et, par suite.
p tgV=:cotg(«) zz- .
434. Symétrie par rapport aux axes. Les équations polaires de certaines courbes permettent de reconnaître immédiatement qu*elles admettent certaines droites, passant par Torigine, comme axes de symétrie. Cette observation £aicilite le tracé de la courbe, et la symétrie par rapport à Taxe polaire oxy et aussi celle qui est relative à Taxe perpendiculaire otff se constatent facilement en appliquant les remarques suivantes :
1*» Une courbe e.t symétrique par rapport à ox quand son équation ne change pas: soit qu'on substitue à w, 2tc — w; soit qu'on remplace, simultanément : p, par — p; et w, par 'R — (0.
2" Une courbe est symétrique par rapport à oy quand son équation ne change pas lorsqu'on remplace w par tc — w; ou, simultanément, p par — p, et w par 2% — w.
On peut d'ailleurs généraliser cette règle en l'appliquant, soit aux bissectrices des axes, soit à la droite qui correspond à l'équation (o = a.
4Ê^&, TransformaÉions «centrales* Dans ces transformations^ la figure de référence est constituée par un seul
point fixe 0, qui est le pôle; deux points correspondants w, M sont toujours situés en ligne droite avec le pôle et si
Ton pose
om:zu, OM = V,
on donne, pour définir la transformation, une relation entre les rayons vecteurs u, v.
Par exemple, si Ton a
k désignant une constante, les figures transformées sont ho-
mothétiques.
Les deux transformations les plus simples que l'on puisse imaginer, après la transformation homothétique, sont celles qui correspondent aux formules :
te it V = fc, «« = ± A*.
Comme deux figures symétriques par rapport à un point sont égales, on peut choisir le signe de v et prendre les formules précédentes sous la forme :
(A) u — vzzky (B) uv = k\
A la première, correspondent les courbes que nous avons nommées conchoïdes (§ M) ; Tautre formule donne la transformation dite par rayons vecteurs réciproques.
4186. Transformation par rayons vecteurs réciproques. On sait que, dans cette transformation, les demitangentes aux points correspondants de deux courbes transformées, font des angles supplémentaires avec le rayon vecteur. Nous nous proposons de reconnaître analytiquement cette propriété remarquable.
Soit
réquation de la courbe U ; les formules de transformaUon sont :
(a) ci) = Û, uv:zk\
et, à la courbe U, correspond une transformée V ayant pour équation
Les angles a el 3 que nous voulons considérer vérifient les égalités (§ 422) :
En tenant compte des formules (2), cette dernière égalité peut être écrite
on a donc,
tgaz: — Igi3,
par suite, les angles 2 ,p, qui sont compris entre o et ?:, sont supplémentaires.
La transformation par rayons vecteurs, réciproques jouit de quelques autres propriétés fondamentales qui se reconnaissent immédiatement par l'analyse. Ainsi, à la droite qui a pour équation ,
A cos (I) + B sin w correspond la courbe dont l'équation est
vz=.lC{k cos 0) + B sin w),
c'est-à-dire que : à une droite, correspond un cercle passant par le pôle.
De L. Tomb h. ^
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De même, à un cercle U, dont l'équation est
w' -h M (A cos 0) -h B sin w) + G — o
correspond une courbe V ayant pour équation :
k^-hk*v (A cos ù) -h B sin (I)) -h C»* =o.
Celte courbe V est un cercle ; ainsi, à un cercle correspond un cercle.
i . Trouver le lieu des points tels que si, de rua d'entre eux on mène les deux lanf^entes à une ellipse , la bissectrice de l'angle formé par ces deux dtvites passe par un point fixe.
Le lieu cherché est une strophoïde.
ft. Démontrer:
1° Que la spirale d'Archlmède est la seule courbe gui jouisse de la propriété d'avoir une sous^normale constante ;
2° Que toute courbe qui coupe les rayons vecteurs issus d'un point fixe sous un angle constant, est une spirale logarithmique ;
3" Qu'il n'existe pas d'autre courbe que la spirale hyperbolique, ayant une sous^tangente de grandeur constante.
S. Démontrer que si Von désigne par p la longueur d'un rayon vecteur quelconque, partant du centre de l'ellipse, et peu* V l'angle sous lequel il coupe Vellipse, on a
En déduire les théorèmes d'Apollonius.
4. Autour du foyer F d'une conique V on fait tourner deux semi-droites faisant un angle constant ù\ ; elles rencontrent V en deux points k,B: trouver : i» /e lieu décrit par le pôle I de AB ; a' Venveloppe des cordes AB.
On peut appliquer à cet exercice Téquation :
- zz cos (<â) — o),) — e cos (D, P
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et l'on trouve que le lieu du point 1 est une conique qui a le même foyer et la même directrice que la proposée, et qui correspond à l'équation
— z: 1 — e' cos w ;
en posant :
cos V cos V
Pour trouver Tenveloppe des corde3 AB, le calcul peut être dirigé de la uière suivante.
En désignant par pj , b>i ; pi , a>| ; les coordonnées polaires des points A et B, l'équation de AB est :
sin ((0, — (I),) sin fw — w,) siu (o), ~ w) _
En tenant compte des relations :
-ni — e cos W| î - — 1 — e cos w. ;
Pi Pi
et, en posant,
on trouve que l'équation de AB eët
- sin 2 V — 2 sin V cos (w — X) 4- e cos to sin 2 V =r o. ?
L'équation de l'enveloppe est
— — I — e' cosoj,
en posant
/)" — 7> cos V, e" — c cos V.
s. On donne un cercle A e/ *«r sa circonférence un iminl fixe O. 7'a/' O, on mène une corde mobile ()A elt dans le segment de cercle ainsi obtenu^ on inscrit un cercle A' tangente à l'arc ()A, en son milieu. A A', on mène une tangente perpendiculaire à OA ; trouver le lieu déaût par le point I, commun à ces deux droites.
Les coordonnées polaires donnent immédiatement Téqnation :
p =: — -h R cos (i> sm Cl),
la courbe correspondante est un limaçon.
6. On considère un point fixe 0, qui est le pôle de la transformation que nous allons définir :
Soit m un point quelconque, dans un plan donné ; joignons Om et^ au point m, élevons à Om une perpendiculaire que nous désignerons par ji. Lorsque le point m décrit une courbe f, \k enveloppe une courbe correspondaute 9.
On propose de trouver l'équation de 9, dans le système des coordonnées polaires, l'équation de f étant .* p = / (w). Cette courbe 9 est la première . podaire négative de f.
Démontrer qu'il n'y a que la parabole qui ait pour podaire une droite, le pôle étant nécessairement le foyer de la conique.
On considère l'égalité
Auv H" B (M 4 v) -f- C =: o;
cette formule de transformation donne les courbes conchoïdes quand on suppose A = 0, et conduit à la transfortnation par polaires réciproques quand on a B = o. On propose d'étudier la transformation qui correspond à Vhypotkèse C = o.
On remarquera que ia formule de transformation peut se mettre sous la forme :
et Ton considérera un cercle, de centre 0, et de rayon p, (0 étant le pôle).
8. Une courbe U, de forme invariable, roule 'sur une droite ox, en restant tangente à celte droite au point fixe 0; trouver le lieu décrit par un point 1, lié à U d'une façon invariable.
On prend Téquation de U en coordonnées polaires, l'origine étant au point I> et Taxe polaire IX étant choisi de façon que Téquation de U soit aussi simple que possible. Soit
(1) /*(p,a))3Z0 celte équation et soit Y l'angle lox, on a :
(a) TgV=t.
Si entre (i) et (a) on élimine di, on a une certaine relation :
qui est Téquation da lieu cherchéi lorsqu'on prend le point 0 pour origine et ox pour axe polaire.
9. On considère une droite A et sur cette droite, deux points fixes P,Q ; par Q on mène une transversale A', sur laquelle on abaisse la perpendi' culaire PC, puis on imagine V ellipse V qui a pour axes CQ et CP ; trouver le lieu des foyers de F.
L'origine étant en P, A élant Taxe polaire, on trouve :
p* — 2Ap cos (0 + A* sin* w = o (PQ zz h).
La courbe qui correspond à cette équation a la forme d'un folium avec rebroussement. En posant
uzzh COS 6), et V* iz h* cos aw on a,
On peut appliquer, pour la construction de la tangente en un point pris sur la courbe, une remarque qu'on trouvera plus loiu (§ 44^).
.fO. Une parabole ^ t déforme invariable , glisse entre deux droites rectangulaires oXy oy ; trouver le lieu décrit par le point I, commun àP et au diamètre passant par 0.
En désigqant par 9, l'inclinaison variable de l'axe de P sur ox, les données d'un point I sont :
p cos 9 sin* 9' p sin ç cos" <f
L'équation du lieu est
64x*y* = p' {x' ■+■ yy.
La courbe U qui correspond à cette équation est formée de quatre, branches paraboliques, doublement infléchies.
Les points d'inflexion se déterminent facilement en remarquant que U a pour équation polaire :
- — 1 — COS 4w,
On trouve, d'après cela,
p (-\ rz 4* cos 4w.
et les poinU «rinfloxion correspondent h :
LES COORDONNÉES POLAIRES (snite)
(construction des courbes)
439. Idées g^énérales poar la constraction des «M»arbes en CNNirdonnées polaires.
Lorsque Téquation d'une courbe est
(i) /"(p, sîn 0), cos w) iz 0,
/^désignant une forme entière des quantités : p, sin (ù, cos (o, il est évident que la courbe qui correspond à cette équation esi une courbe algébrique, dont Téquation cartésienne, si Ton désire l'avoir, s'obtient en s'appuyant sur les formules :
COS <i) n - , sin o) — -, p* :z: x* -+- y*.
En faisant varier w de o à ax, on peut tracer toute la courbe qui correspond à l'équation proposée.
Cette variation de w, entre o et 2x, peut, dans certains cas, être limitée à un intervalle moindre, lorsque la forme de réquation proposée met en évidence une symétrie de la courbe, par rapport à une ou plusieurs droites passant par le pôle ; de telle sorte qu'il soit possible de déduire le tracé total de la courbe, des parties obtenues par une variation de Cl), moindre que 2x.
Mais les axes de symétrie n*existent qu'exceptionnellement dans les courbes et Ton ne doit pas commencer la dis* cussion d'une équation en coordonnées polaires par la recherche de ces droites remarquables.
Sans se préoccuper de ce détail, ni de beaucoup d^autres, il est préférable de faire varier «, pour donner, le plus rapidement possible, une première forme très générale du tracé cherché.
SMl arrive alors que, dans cette représentation <ré« approjptmative, on soit conduit à tracer deux parties de la courbe qui semblent symétriques par rapport à une droite passant par le pôle; on vérifiera, sans tarder, et en appliquant les principes que nous avons donnés plus haut (§ 434)» que la symétrie soupçonnée existe, ou non, réellement.
Ces diverses observations s'appliquent aux équations polaires qui renferment des fonctions circulaires de -, de-, etc.;
il faut seulement ajouter que, dans cette hypothèse nouvelle, on doit, en général, faire varier u) : de o à 4^^, de o à 6x, etc..
Ajoutons encore que, quelle que soit Téquation proposée, avant de commencer la discussion qu'elle comporte, on doit déterminer les valeurs remarquables de (o; nous appelons ainsi celles qui rendent p nul ou infini ; et, dans la variation de 0), on doit s'arrêter à ces valeurs remarquables et aussi
aux valeurs simples, telles que o, -, — .
Quant au cas où l'équation polaire renferme les fonctions
trigonométriques des multiples de w, ce cas rentre, évidemment, dans celui que représente Péquation (i).
Les exemples qui suivent feront mieux comprendre que des considérations générales, la marche qui nous parait devoir être adoptée dans la construction des courbes polaires.
^138. C^nsimetion d*ane isoarbe en cfiordonnées polaires. — {Branches finies.) Soit
a (i) p — - sin 2(1),
réquation proposée; désignons par U la courbe correspondante.
Pour étudier la variation de p, considérons la dérivée p' ; nous avons
(2) p' n a cos 2(0.
Cette relation prouve que p va constamment en croissant,
quand o) varie de 0 à 7.
Il est d'ailleurs facile de vérifier que les axes de coordonnées, ainsi que les bissectrices des angles formés par ces axes, sont des axes de symétrie de U ; de telle sorte que le tracé complet de cette courbe se détermine quand on a obtenu
la partie qui correspond à la variation : ( o à - j.
On peut d'ailleurs construire la courbe U, point par point, en appliquant la remarque suivante.
Écrivons l'équation (1) sous la forme :
(3) a z: p tg(o H-pcotg (»).
Soit A un point pris sur U et soit BC la perpendiculaire élevée, au point A, à OA.
L'égalité (3) prouve que Ton a
BC = a.
La courbe U se construit donc, point par point, en projetant l'origine sur une droite, de longueur constante, dont les extrémités reposent sur les axes de coordonnées.
On peut aussi remarquer que Ton a, dans cet exemple,
Ig V rz - tg 2(1).
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Cette relation remarquable permet de construire, très simplement, la tangente en un point pris sur U.
Fig. i83.
Les tangentes parallèles aux axes de coordonnées ont une importance évidente dans le tracé de la courbe proposée. Elles se déterminent, conformément à la règle donnée précédemment (§ 433), au moyen de Téquation
tg V z: cotg (I).
Celte relation donne
1 — tg *W tg 0)
ou,
L*angle co qui correspond à cette égalité et la valeur correspondante de p se déterminent par des constructions simples et sur lesquelles il est inutile d'insister.
4130. C^nsAmctiôa d*une €$oarbe en eoordoaaécs polaires. — (Branches infinies^ hyperboliques.)
LES COORDONNÉES POUIRES 599
Proposons-nous de construire la courbe U, qui correspond à réquation
(U) p" cos Cl) (i -4- sin ««!)) -f- 2 (sin w — cos w) zz o.
Cette courbe U admet des points à l'infini ; cherchons d^abord les asymptotes correspondantes aux directions asymptotiques qui sont, dans le cas présent, Taxe des y et la seconde bissectrice.
On voit immédiatement que Taxe des y est la première asymptote et, à ce propos, on peut faire cette remarque générale que ^i (i) = a annule le coefficient ^ ((o) de laplus haute puissance de p, mais n* annule pas 9' (o)) ; si^ de plus^ V équation ayant pour premier terme çP(^ (w), n'a pas de terme en P*^* ; on peut dire que la droite menée par V origine, et faisant avec Faxe polaire Vangle a, est une asymptote de la courbe.
Ceci résulte immédiatement de réquation établie plus haut (§ 4i8).
Revenons à l'équation (U) et cherchons à déterminer les asymptotes qui sont parallèles à la direction de la seconde bissectrice. Nous allons rencontrer ici une petite difficulté qui nous donnera Toccasion d'appliquer la remarque que nous avons faite, dans la leçon précédente, à propos de la détermination des asymptotes parallèles.
£n conservant les notations adoptées plus haut, nous avons
9 (<o) s cos 0) (1 + sin 2w), f{iù) =: o,
'^^ (w) s: 2 (sin co — cos w); et, par suite,
9' (o)) zz: — sin 0) — sin co sin 20) -j- 2 cos w cos 2(0, et, o" (w) := — cos co — cos Cl) sin 2co — 4 sin co cos 20) — 4 cos co sin 2co
Cette dernière identité peut s'écrire encore,
^" (ci)) =1 — cos Cl) (i -f- sin aw) — 4 sin 3w.
Pour (I) =: a zr — , nous avons
9" (a) =r — a vA, L'équation de Fasymptote cherchée étant
^=msin(co-l2:),
nous déterminons donc (§ A^%) le paramètre tw, par régalilé
Dans le cas présent, lous trouvons
Ainsi, il y a deux asymptotes parallèles à la seconde bissectrice et elles correspondent aux équations
- = >/2 sin fù) — ^^V P \ 4/
i = ~v/^sin(u>-l^);.
ou, dans le système cartésien, aux équations
L'origine est cenlre de la courbe et la formule
I 2 (co^ Cl) — sin oï)
cos Cl) (sin fa) + cos w)*' prouve que Ton doit avoir
cos fa) (cos fa) — sin fa)) > o ;
il n'y a donc pas de point réel de la courbe dans la partie qui est comprise entre la première bissectrice et l'axe yy'. On peut, d'après ces remarques diverses, tracer la courbe qui a Taspect général indiqué par la Sgure ci-dessous (').
1. Cette courbe D'esl autre cbose que celle que uous avoua proposée plus haut(Leç. 3g, ei. 5). Elle a un point double h llaBai, elle est donc nnicursïle. Sa dlscuMlon ae tait bbqs diniculté, »oit par les formules unicursales, soit par l'équation cortèsleune . En la construisant au moyen des coordonnées polaires, nous avons voulu montrer par cet exemple, que, en général, Il ; avolt plus de longueurs et de difficultés dans les discussions par les coordonnées polaires. Ces coordonuÉes s'appliquent auHsi bien que po^^slble, à quelques courbes, ou ti quelques lieux géométriques, et cerlaines questions semblent particulièrement faites pour cette partie de la géométrie analytique. Mais en dehors de ces applicatious assez restreintes, un doit prétérer l'emploi de U géométrie cartésienoe.
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La forme générale de cette courbe nous conduit naturellement à chercher des points où la tangente est parallèle à or. On a, d'abord,
, — cosw(sin(»)+co8ci))"— (cosw — sinw)(îicos*o) — sin*w — 3sînidoal
cos* (0 (cos w + sin w)'
et, par suite
p'__i côsw(sinw-|-coS(i))*-4-(cos(o — sin w) (2 cos* w — sin'w — 3sinfa>ca p a cos (I) (cos w — sin w) (cos w + sin w)
au point limite M, on a tgY zz — /^w, et Tangle que nous cherchons s^obtiendra en résolvant Téquation
coso) cos w (sin w-hcos (!))•+ (cos w — sin <!))( 2 cos* ù) — sin*co — 3sînwcos sin ù) cos 0) (cos w — sin w ) (cos w -h sin w)
ou, après simplifications, sin* Câ) + 3 sin* w cos co — sin' w cos* w -h 3 sin w cos' w — 2 cos* « 3: 0. En posant
on a donc
Cette équation n'admet pas de racine commensurable ; mais elle peut être abaissée par la méthode des facteurs commensurables (V. Alg. ; § 4<>î>). On trouve ainsi que Téquation précédente peut s'écrire
Les points M et M' de la figure correspondent donc aux valeurs de tg w, qui sont les racines de Téquation :
Ig* Cl) -I- 3 tg w — 2 iz o, racines que Ton peut construire facilement.
LES COOIIDONNÉES POLAIRES
4UftO. Construetion d'oae courbe en coordonnées polaires. {Branches infinies , paraboliques.) Soit
réqaation d'une courbe U.
Celle courbe admet une direction asymptotique, celle de Taxe ox* ; mais la dérivée de (i-f-cos w) s'annulanl, pour wrzx, on voit, par application de la formule (§4i8) que Tasymptole est rejelée à Tinfini. La courbe a donc des bras de forme parabolique et dont la concavité, vers les parties extrêmes, tout au moins, est tournée vers Taxe polaire ox\
Fig. i85.
Fig. i8(i.
En faisant varier w, de o à 2 ?:, on voit que la courbe a la forme générale indiquée par la figure (i85). Mais on peut étudier plus intimement les sinuosités de cette courbe et montrer que son tracé doit être conforme à celui de la fig. (186), parles considérations suivantes.
Sic
Entre — et 217. la valeur de p passe par un minimum que
nous allons déterminer.
Pour abréger un peu les calculs, remarquons que Téquation (1) peut s'écrire :
( sin - -h cos — I + 2 sm - cos - ,
ou.
(3) p = ,-|-tg--|-tg'-.
Posons, pour simplifier récriture,
nous avons
et, par suite.
p' =11' {i + 2t) =-Ji -h f) [i +at).
Prenons la dérivée de p', nous obtenons,
Au point M, point où nous étudions la forme de la courbe, nous avons,
par conséquent,
et, par suite,
Cherchons si, en ce point M, la courbe tourne sa concavité ou sa convexité vers l'origine. La formule A (§ 43o),
Pi \PJ
peut encore s'écrire, en développant le calcul indiqué,
et, comme p| est nul.
D'ailleurs, nous avons
^ ~ Pi - 3-2 4 "~ 32'
Nous pouvons conclure de ce calcul, qu'au point M, la fonction u étant positive, la courbe tourne sa convexité vers le pôle. Entre les points A et C, le tracé indiqué par la figure (i85) doit donc être modifié, et corrigé comme l'indique la figure (i 86).
441. Remarque I. Lorsque l'équation d'une courbe F est donnée sous la forme,
on peut, par des transformations reposant sur l'identité^
considérer p comme étant la somme des rayons vecteurs
De L. Toue h. 4o
u, r,... des courbes qui correspondent^ respectivement, aux équations :
et il résulte souvent de cette remarque une construction très simple de la courbe F, point par point.
C'est ainsi que, dans l'exemple que nous venons de traiter, ayant remarqué que Féquation proposée peut s'écrire
(l) p = htg-.
cos —
en considérant les deux courbes qui ont pour équation, Tune,
cos -
Taulre,
(3) «i=tg^;
on a,
L'équation (2) représente une parabole ; Féquation (3) une strophoïde ; Tune et Tautre de ces courbes peuvent se construire, point par point, et cette remarque permet de déterminer un point quelconque de la courbe considérée par un procédé très simple.
4Uft9. Remarque II. Lorsque Téquation d'une courbe F^ se présente sous la forme :
si Ton a ,
on pourra construire la coui*be^ point par point, comme nous
venons de le montrer, en considérant les courbes U et V qui correspondent aux équations :
uzzf (w), v=z^{(ù);
nous voulons encore faire remarquer que Ton peut très simplement construire la tangente en un point a de F, si l'on sait tracer les tangentes à ces courbes U et V qu'on pourrait nommer les auxiliaires de F.
En effet si Ton considère deux transversales voisines OAA'a, OBB'6, on a
A'a=:OA, B'6 = OB ;
il résulte de cette remarque que les deux droites RAB, R'A'B', sont deux transversales réciproques du triangle Oa6 et que, par suite, les points R et R' sont symétriques par rapport au point (0, milieu de a6.
Fig. 187.
La tangente, au point a, s'obtiendra donc en menant, par ce point, une droite qui soit partagée en deux parties égales par les tangentes aux courbes auxiliaires aux points A, A'.
On peut, en particulier, appliquer cette remarque à la courbe à bras paraboliques que nous avons construite tout à rheure, puisque les courbes auxiliaires sont : une parabole, et une strophoïde droite (V. § 22).
Lorsqu'il y a plus de deux courbes auxiliaires, lorsque l'on a :
et,
on construit d*abord, par la méthode indiquée, la tangente à la courbe qui correspond à l'équation :
et Ton est ramené au cas précédent.
On peut aussi remarquer que la sous-normale qui correspond au point a, est la somme des sous-normales qui correspondent aux points A, A'.
Construire la courbe U qui correspond à V équation
p* cos' o> — p cos' <o — sin w 1= o.
Celte courbe est une parabole cubique ; ou voit pourquoi il suflil de faire varier &> de o à n. Oo étudiera particulièrement la sinuosité de U dans la partie qui est obtenue en faisant varier a», de a à ic, en posant :
!B. Tracei' la courbe qui correspond aux équations
P — — 7~Tt> COS co r=
quand t varie de — 00 à 4-».
Cette courbe a la forme d'une rosace constituée par quatre foliums. 3. Vérifier que les équations suivantes réprésentent des coniques:
1** p zz \/sec 0) cosec w,
2® p — v^a-hg sin 20), 30 p« — *
{deux droites), (Parabole), (id.),
1 H- sin 20)
a sin (0 + 6 cos co
1 + sm 2w
2 cos 0)
1 — cos 20)
6** p — 2p cos (0 -f- 2 — 0 (Cercle imaginaire),
«„ a sin w 4- 6 cos w
^ P = -r^ Ti '
a sm 20) -h 6 cos 2(1) -+- y
^V p* = tga)+cotgw,
vO
1 — 2 sm (i> 3 — 4 cos 0)
4. Autour d'un point A, /)ri> sur un cercle A, rf^ centre C, on /iziY tourner une corde AB, et du point C on abaisse sur A B une perpendiculaire qui rencontre AB en Df et ^ en E. Sw DE comme diamètre on décrit un cercle A' et on lui mène une tangente parallèle à CDE ; cette tangente rencontre AB en un point I dont on demande le lieu géométrique.
On trouve immédiatement, par les coordonnées polaires, Téquation suivante :
p iz R cos ù) sin (I) H — ,
le lieu demandé est donc un limaçon de Pascal.
5. On donne un triangle ABC; trouver le lieu des points d'où Von voit les côtés AB, AC, sous le même angle.
En posant :
AB = c, AC=:ô, BAG=:0 AB étant Taxe polaire, on trouve :
p I a sin (I) — 6 sin (6 — o)) | zzab sin (2(0 — 0).
La courbe qui correspond à cette équation est une stropbolde.
On examinera le cas où les trois points ABC sont la ligne droite et on vérifiera que l'équation précédente donne bien le résultat conna.
•. On coTuidère un point mobile k, sur une parabole P, de foyer F; la tangente en A et la perpendiculaire élevée au milieu de FA se coupent en un point I. Démontrer que le lieu du point 1 est la courbe qui correspond à Véquation * -
- rr 4 sin ~ cos - .
Vérifier que Véquation cartésienne est
(3^-f2pr
Construire la courbe qui a pour équation
sin Cl) + COS w — i
sm (0 -h cos (I)
Cette équation représente une concholde de droite (§ 441). 8. Vérifier que Véquation
«+6-r«-«)tg'7
représente une conique.
Dans cet exemple, et dans les cas analogues, Téquation proposée com* porte des simplifications évidentes et Ton doit, avant de commencer la discussion de la courbe qui correspond à Téquation donnée, simplifier celle-ci autant que possible. On vérifiera facilement que Téquation (i) peut fitrc remplacée par la suivante :
a — 6 COS 6)
SECTIONS PLANES DU CYLINDRE ET DU CONE CIRCULAIRE DROIT
4148. Théorème. La section plane d'un cylindre circulaire droit est une ellipse.
Appelons, pour la commodité du langage, méridien principal le plan qui passe par Taxe du cône, ou du cylindre, et qui est perpendiculaire au plan de la section H. Soient ox la trace de II sur le méridien principal et oy une perpendicu-
Fig. 188.
laire élevée, au point 0, au plan du méridien principal ; on peut remarquer que cette dernière droite est située dans le plan sécant et nous allons chercher l'équation de la courbe d'intersection, dans le système d'axes yox. Soit M un point quelconque de y ; par M, menons un plan
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perpendiculaire à Taxe du cylindre, et soit A le cercle ainsi obtenu. Nous avons
MP =BP.CP.
D'autre part, en désignant par <x Tinclinaison du plan sécant sur Taxe du cylindre, et par R le rayon du cylindre, nous pouvons écrire
BPrrxsina, CP=(OA— a;)sina=: (-: — — x] sma.
L'équation de y est donc •
y*zzx sin a (aR — x sin a),
y* + ^* sin* a rr 2 Ra? sin a.
OU encore,
y' -h (a: sin a — R)* rr R*.
La courbe qui correspond à cette équation est une ellipse ; le centre de cette ellipse, est situé au point dont les coordonnées sont : R cosec a, et o ; c'est-à-dire au point H milieu
de OA. Les axes de la courbe sont : a R et —
sin a
Il résulte de ces remarques diverses, que toute ellipse ^ peut être considérée comme ayant été obtenue par la section plane d'un cylindre circulaire droit ; il suffit de prendre un cylindre circulaire droit dont le rayon soit égal au petit axe de y' et de le couper par un plan II perpendiculaire à un méridien de la surface, la trace de II sur ce méridien étant tellement choisie, que la partie interceptée par les deux génératrices principales U et V, soit égale au grand axe de Y-
4144. USeetion Cylindrique. — Méthode GéoMié trique. Le résultat précédent peut encore s'établir, par des considérations géométriques très simples (*).
1 . Cette élégante méthode que noas appliquons aussi, un peu plus loio, au cas de la section plane du c6ne droit, est due à QueUlet et à Dandflin,
Inscrivons, comme l'indique la figure ci-dessous, deux cercles tangents à AA'et ata génératrices principales, HH' GG'. Si nous feiflons tourner la figure autour de 00* {à Texception de la droite AA') nous engendrons ainsi: i° le cylindre proposé, 3' deux spbères qui sont tangentes à cette surface, respectivement, le long des cercles HG, H'G'. D'ailleurs, le plan FI étant perpendiculaire au méridien principal, la droite OF, qui est perpendiculaire sur AA', est aussi normale sur II ; ce plan est donc tangent aux sphères 0 et 0'.
Ceci posé, les tangentes issues d'un point à une splière étant égales, on a :
MF=ML, MF' = ML', et, par conséquent,
MF-I-MF'=LL' = HH
Le lieu décrit par le point M est donc une ellipse ayant pour foyers les points F et F'.
44A. Bemarqae. Si l'on prolonge AA' et H G, ces droites se coupent en un point D et la distance qui correspond au foyer F est une droite DE, passant pour D, et perpendiculaire au méridien principal.
Remarquons d'abord que nous avons :
DG _ DA __ AG _ Dn~DA'~A'l( '
d'autre pari, AF = AO, et A'H = AT ; et nous voyons ainsi que
I)A' " FA
le point D est, d'après cela, le conjugué harmonique de F par rapport aux sommets A, A'. La directrice passe donc par le point D ; comme elle est située dans le plan II et qu'elle est perpendiculaire sur AA', cette directrice est bien la droite DE.
4I4B. Théorème. La section plane d'un cône circvUaire droit est une ellipse, quand le plan sécant rencontre les deux génératrices principales SU et SV, en deux points qui déterminent un segment de droite contenant un point G de Vaxe.
Lorsque ce point G est extérieur au segment^ la section est une hyperbole.
Enflny la section est une parabole lorsque la trace du plan sécant est parallèle à l'une des génératrices principales.
En raisonnant comme nous Pavons fait tout à Theure nous avons d'abord,
y' = BP.CP.
D'autre part les triangles OBP, ACP, donnent :
BP a; , PC OA — a:
— — T,- et
sina cosO sin(a + 26) cosO
Si nous posons OS = d nous avons aussi^
OA _ d
sin 2 6 "^ sin (a -j- a6)'
et nous trouvons, finalement,
(i) y* cos*6 = a?sin a { rfsinaO — x sin (a 4- «9) (•
L'angle a est compris entre o et ic ; par suite sin a est positif et le genre de la conique qui correspond à (i) dépend seulement de sin (a + 2 6). La section est une ellipse, une bype^ bole, ou une parabole, suivant que Ton a :
En cherchant une interprétation géométrique de ces conditions on reconnaît l'exactitude de la proposition énoncée.
\Av'''
Fig. 190.
Dans le cas de Tellipse, en identifiant Téquation (i) avec la suivante :
on trouve, par un calcul simple,
sin aO
, , j, sin a sin* 0
2 sin (a -1-26/ " sin (a + 26)*
44V. Problème. Placer une conique donnée j sur un cône circulaire droit donné.
Ce problème peut être considéré comme le problème inverse du précédent.
Nous supposons que a, b, et 0 sont des quantités données, et nous nous proposons de déterminer les inconnues d et a.
Prenons d'abord le cas de Tellipse. L'identification des équations (1) et (a) conduit à l'égalité
*' _ sin ft sin (« 4- «6) a* eoa* t)
Cette relation donne :
a* — 6* _ cos' 6 — sin a sin (a -h 26) «* "~ cos'O '
D' autre part, on peut remarquer que Ton a
cos* 0 — sin a sin (a + 2Ô) = cos* 6 — sin* « cos 2O — sin a cos a sin aO.
ou,
cos* 6 — sin a sin (a -h 2O) := cos * 0— sin* a (cos*Ô — sin* 6)
— sin a cos a sin 26,
c'est-à-dire,
cos* 0 — sin a sin (a + 2O) z= cos* 0 cos* a -h sin* Ô sin* a
— 2 sin a cos a sin 0 cos 6,
ou, enfin,
cos* 0 — sin a sin (a 4- 2O) = cos* (0 rh a).
D'après ce calcul, on a donc
(4) e=±^iîi(fl±i).
û COS 6
L'angle a + 0 est égal à l'angle 9 qui mesure l'inclinaison du plan sécant sur Taxe du cône, et la formule précédente permet de calculer 9; puisque l'on a c<a et, a fortiori j c<a cos 0.
Lorsque 9 est connu, la formule
^_ agsin(e + 9) sin2 0
permet de calculer d» Ainsi : on peut toujours placer une ellipse donnée sur un cône circulaire droit donné.
On peut encore remarquer, d'après la formule (4), que le problème en question comporte deux solutions. Les plans
qui correspondent à ces solutions sont symétriques par rapport à l'axe du cône; ce dernier fait est évident a priori.
4<fl8. Le même calcul, appliqué au cas de l'hyperbole, conduit à une conséquence semblable; il y a pourtant une différence importante à signaler, et l'on trouva que l'on ne peutplacer une hyperbole donnée, surun cône circulaire droit donné, que si l'angle gui renferme les branches de Vhyperbole est plus petit gue Fangle 1 0, formé par les deux semigénératrices principales qui renferment l'axe du cane.
419. Enfin, on voit aussi très facilement gue Von peut toujours placer une parabole sur un cône circulaire droit donné. Mais nous n'insistons pas davantage sur ces problèmes pour lesquels nous indiquerons d'ailleurs, tout à l'heure, une solution géométrique.
jftSO. Sections coniques. — Méthode gréométriqne. Soit SAA' la section principale par rapport au plan sécant II. Considérons le triangle SAA', le cercle inscrit 0, et le cercle
Fig. .9".
exinscrit 0', qui correspond au côté AA'. Les considérations précédemment employées (§ 444), étant appliquées à la figure ci-dessus, donnent :
MF = ML, MK'=rML',
et, par suite,
LL' = GG'=AA
Les points A et A' sont donc les sommets de l'ellipse, co résultat est évident a priori, les foyers étant situés sur AA', et les points A et A', faisant évidemmeat partie du lieu.
La Sgure (19a) correspond au cas de la section hyperbolique. On a :
MF'=ML', MF=ML, et, par suite,
MF' - MF = LL' z= GG' = AA'.
Dans l'un et l'autre cas les points D et IV repi'ésentenl la li-ace des directrices sur le méridien principal. En effet le triangle SAA' et la transversale DGII donnent :
DA' FA
Le point D est donc conjugué de F, par rapport au segment AA'. On conclut de cette observation que la directrice qui correspond au foyer F est une perpendiculaire au méridien principal ayant pour trace, sur ce plan, le point D.
«ISl . Le cas de la parabole exige quelques considérations particulières.
Soit AA' la trace du plan sécant sur le méridien qui lui est perpendiculaire; droite qui est, par hypothèse, parallèlle à SH. Traçons le cercle tangent aux droites AA',SG,SH, et soit D le point de concours des droites GH, AA.'. Élevons au point D une perpendiculaire DE au plan du méridien principal; au plan SGll, par conséquent; nous allons montrer que la courbe de section a tous ses points également éloignés de V et de DE.
Soit M un point quelconque de cette section ; SM rencontre le cercle de contact GII au point L, et si par M on mène ME parallèle à AA' on voit que cette droite, étant située dans le plan sécant, rencontre DE au point E. D'ailleurs les droites ME et SH étant parallèles, les trois points E, L,Hsont en ligne droite car ils peuvent être considérés comme des points communs à deux plans, savoir : l' le plan des droites SH, ME ; 3" le plan de contact GLU, de la sphère et du c6ne.
6âO
Ces remarques étant faites, on peut observer que h triangle LSH étant isocèle, le triangle semblable EML est, li aussi, isocèle. On a donc
MF = ME
égalité qui prouve que la section considérée est une parabole j ayant pour foyer F et pour directrice la droite DE.
^t&9. Problème. Placer une ellipse^ une hyperbole, ou\ une parabole sur un cône circulaire droit donné. (Solatioii| g^éométriqae.)
Prenons le cas de Tellipse. Si du point A (iig. 191) on abaisse une perpendiculaire AA^ sur Taxe du cône on reconnaît, par des considérations élémentaires que A'A'' — FF'. D'aiileurs
Tangle AA^A' est connu, il est égal à — ^- O'SA'. La détermi-
nation du triangle AA'A" se trouve ramenée, par cette remarque, au problème suivant : construire un triangle connaissant le plus grand côté AA', l'angle opposé^ et un autre côté A' A'. L'angle opposé au plus grand côté étant obtus, on sait que ce problème ne comporte alors qu^une solution, et que cette solution existe toujours.
Le cas de Thyperbole se traite par des considérations analogues. On considère (fig. 191) le triangle AA'K et Ton reconnaît d'abord, que AK = FF'. On est encore conduit à construire un triangle avec les données du cas douteux ; mais Pangle aigu connu étant opposé au plus petit des deux côtés donnés^ on sait que ce problème n'est pas toujours possible et ] l discussion élémentaire qu'il comporte conduit au résultat déj l signalé, Vhyperbole ne peut être placée sur le cône donné q% î si r angle des asymptotes est plus petit que l'angle du cône.
Enfin, si la courbe proposée est une parabole, en prenant
SP = SQ =1 — , p désignant le paramètre de la parabole pro-
posée, et en faisant la construction qu^indique la figure ; la droite A, droite parallèle à SG', est la trace, sur le méridien principal, du plan sécant cherché.
41S3. C6ne eirculaire obllqae. — Secdons antiparallèles. La surface engendrée par une droite mobile passant constamment par un point fixe S, et s^appuyant sur un cercle C, est un cône circulaire oblique, quand le point S se projette sur le plan de C en un point H qui n^est pas le centre O de ce cercle. Le plan ASB qui passe par la droite SH et par le point 0 est le plan principal du cône, et nous retrouverons cette expression dans la géométrie analytique à trois dimensions pour exprimer une propriété qui appartient à la figure que nous considérons : toutes les cordes du cône qui sont perpendiculaires au plan ASB étant partagées, par la surface, en deux parties égales.
Le cône circulaire oblique admet d'autres sections circulaires que celles qui sont fournies par le plan ACB et par les
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plans parallèles. Menons en effet dans le plan principal, une droite A'B', anti-parallèle de AB, et coupons le cône par un plan A'C'B' perpendiculaire au plan principal; nous alloDS montrer que la section ainsi obtenue est un cercle.
Fig. 19:).
On a, en effet,
MP' = PA. PB, et PA .PB = PA'.PB'; par suite,
MP* = PA'.PB
(lomme le raisonnement précédent s'applique à un poinl quelconque de la courbe A'C'B', il est donc démontré que Tangle A'MB' est droit, quel que soit le point de celte courbe; celle-ci est donc une circonférence.
4L641. G6nes du second ordre. — Transformatioa par la perspective. Cette étude des sections planes des cônes à base circulaire conduit très naturellement à chercher la nature et le genre des sections planes des cônes qui ont pour base une courbe du second ordre. Mais nous touchocs ici à des considérations qui trouveront mieux leur développement dans la troisième partie de ce cours, et que nous ne pourrions produire, en ce moment, qu^en nous appuyant sur
des principes géométriques qui ne doivent pas être présentés ici. Nous voulons seulement dire un mot de la méthode de tr avis formation par perspective y que Ponoelet a découverte, et qu'il a exposée dans son Traité des propriétés projectives.
Imaginons une courbe U, dans un plan P ; soit S un point, pris en dehors de P, et que nous nommerons le point de vue. Considérons maintenant un plan P' et désignons par A la droite d'intersection de P et de P'.
A un point A du plan P correspond sur P' un point A', intersection de ce plan et de la droite SA.
A une droite ABC, correspond une droite A'B'C, intersection du plan P' et du plan S, ABC ; et ces deux droites correspondantes se coupent, au point M, sur A.
Fig. 19(5.
En général, à une courbe U correspond une courbe U'; les deux courbes U,U', coupent A aux mêmes points, et non seulement elles sont du même ordre et de la même classe, mais elles ont des points multiples en même nombre ; ces points, correspondants deux à deux, offrant les mêmes singularités.
En particulier, à -une courbe du second degré correspond une courbe qui est aussi du second degré ; en d'autres termes les sections planes des cônes du second ordre sont des ellipses^ des hyperboles^ ou des paraboles.
Nous reviendrons d'ailleurs bientôt sur ce dernier point, dans la troisième partie de ce cours, quand nous chercherons par la méthode analytique le genre des sections planes des surfaces du second ordre.
Cette transformation des figures planes, par la perspective, constitue une des réalisations géométriques de la transformation homographique : à quatre points en ligne droite A3>C,D, correspondent quatre points A'3',C',D', également en ligne droite, et les rapports enharmoniques de ces deux couples de points sont égaux.
i . Démontrer, géométriquement ^ que deux sections antiparalUles donnent deux cercles qui appartiennent à la même sphère.
Soient 0, 0' les centres des deux sections, on voit immédiatement que les perpendiculaires éleyées, en ces points, au plan des sections, se coapent en un point <o qui est à la même distance des points de A et de à', puisqu'il représente le cenlre du cercle qui passe par les points A, B ; A', B'.
!*. Une sphère est tangente au plan horizontal?, trouver Vombre portée par cette sphère, sur ce plan, par un flamlteau perpendiculaire à ? elde hauteur A.
Pour faire cette épure on appliquera le théorème de Dandelin.
3. Le lieu des sommets des cônes de révolution qui passent par une ellipse donnée est une hyperbole située dans le plan qui passe par le grand axe de cette ellipse, perpendiculairement au plan de cette courbe.
On applique la remarque faite plus haut et d'après laquelle A'A^ = FF; (fig. 19O.
4. On coupe un cône circulaire droit par un plan P et Von projette la Section obtenue sur un plan Q passant par le sommet S, du cône donné, perpendiculairement à Vaxe de ce cône. Démontrer que cette projection V a pour foyer S et pour directrice la droite d*intersection A, des plans P et Q.
Cette proposition s'établit très simplement par des considérations géométriques ; on fait voir que le rapport des distances, d'un point de U, ft S et à A, est constant et égal â tg a tg 0 ; a étant l'angle d'inclinaison des plans P et Q, et aO désignant l'angle au sommet du cône.
5. Démontrer que le petit axe de la section est une moyenne géométrique entre les rayons des sections faites dans le cône, par les plans qui passent
par les extrémités du grand axe,
tt. Que Von mène un plan parallèle à la base du cône circulaire droit, et situé à la même distance de son sommet que le plan de la section conique proposée : ce plan coupera le cône suivant un cercle, dont le diamètre sera le paramètre de la conique,
(Théorème de Jacques Bemoulli.)
Principe. Soit f{x) le résultant des deux formes
?(^^y)> ^{^jV)» «i ^'^^ construit les deux [courbes U, V, qui correspondent aux équations
Vahcisse x' d'un point M' commun à V et à V, est une des racines de V équation f{x) = o.
En effet, appelons y' Tordonnée du point M'; les deux équations
admettent une racine commune x'; le résultant f{x) s'annule donc pour x :=zx', et Ton a
La réciproque n'a pas toujours lieu et il peut arriver que U et V n'aient aucun point commun, réel, l'équation f=: o, admettant, malgré cela, des racines réelles. 11 suffit, pour
citer un cas évident de cette singularité, que U et V aient deux points imaginaires conjugués situés sur une parallèle à Taxe des y.
Par exemple, l'équation
peut être considérée comme résultant de Félimination de y entre les deux formes :
y« -. a:» + a* -h ?*, y* -h rc* — a*a:*.
Dans cet exemple, la courbe U est une hyperbole équilatère
dont les sommets sont sur Taxe ox à une dislance ± y/a' -h &*» de Torigine ; V est une courbe en forme d'ovale, comprise entre les droites qui correspondent aux équations : a; ^ a, a? = — a. Dans ces conditions UetV ne peuvent avoir aucun point commun, réel, et pourtant l'équation proposée a, au moins, deux racines réelles.
Dans la pratique, on peut éviter cette difficulté en posant
et en construisant les courbes qui ont pour équation, respectivement,
Dans d'autres cas, on pose y=.^[x\ et l'on fait, avec cette relation et l'équation proposée f{x) zz o, diverses combinaisons qui aboutissent à une équation F (j;,y) = o. On cherche alors les abcisses des points communs aux courbes qui correspondent aux équations
Mais cette méthode peut introduire des solutions étrangères.
Lorsqu'on fait usage de l'identité (i) on doit remarquer que cette identité pouvant être établie d'une infinité de façons différentes, on doit choisir naturellement, parmi ces iden-
lités diverses, celle qui 4onne lieu à des courbes connues, ou à des courbes dont le tracé peut être obtenu facilement et avec une certaine précision.
Application au setMiad degré. Soit
cc^ + px -^ q zz o.
réquation proposée. En posant
y -z x\ et y 4- pjj + ^ = o,
on a une première construction au moyen d'une droite et d'une parabole P qui est la même pour toutes les équations que nous allons considérer.
On peut aussi résoudre la question en écrivant réquation proposée sous la forme :
l^x+^J + y^zziT^^-q,
En construisant le cercle A qui a pour équation
les abcisses des points communs à A et à Taxe des Xy sont les racines cherchées.
3. Reaiarqae. Avant d'aborder réquation du troisième degré nous ferons une remarque générale, remarque ayant pour but de montrer comment on obtient l'équation du cercle passant par les trois points communs à deux coniques F, y, qui ont seulement une direction asymptotique commune.
Prenons Taxe ox parallèle à cette direction et soient
(F) AV + iB'xy + 2Ca? + aC^ + A'' = o, (y) ûtV + ^à^ix^y + 2CX -h ^c^y -h a" zz o,
les équations des coniques considérées. Nous en déduisons :
y [My + '^Wx 4- aC) := — (2(lr -f- A") , y {a'y 4- ib^y + ic') zz — {'Jtcx 4- a")
et, par combinaison, en supposant y ?fo,
a'y -h ^b"x + ac' ^ acx + a"' Cette équation, mise sous la forme entière, donne
(i) our" 4- aga^y + Ya; + 8y -f e — o, en posant
a = 4 {B'c — Cb").
On doit observer d'ailleurs que a n'est pas nul, car si Ton avait
BV — Cô%
les coniques considérées auraient une asymptote commune, savoir la droite qui correspond à l'une ou à l'autre des équations suivantes :
B^y -h C iz o, b^y-hczzo.
Multiplions les équations (F), (y), et (i), respectivement, par X, (J') et + 1 ; après addition, nous obtenons le résultat suivant:
U désignant une forme linéaire d'à? et d'y. Si nous posons
(3) >A'-f-lxa' — a = o, B''X -f- 6 V H-P =: o,
ces équations donnent pour X et (ji des valeurs finies et bien déterminées. En effet, le déterminant des inconnues:
est différent de zéro, si, comme nous le supposons, les deux coniques considérées ont une seule direction asymptotique commune. L'équation (a) représente donc le cercle passant par les trois points communs, situés à distance finie, des coniques (F) et (y) .
4. Éqaation dn troistéme de§^. Considérons maintenant réquation
et posons, comme plus haut,
(P) y=x\ Nous avons, d*aborcl,
(3) xy-i-py-hqx-hrzzo,
puis, en appliquant la méthode que nous venons d'exposer,
y*-hpxy-h qy-hrxzzo, et, finalement,
(A) x^-hy'-hyiq—p* — i) -l-j?(r— py)— pr=:o.
En construisant i"" le cercle qui correspond à cette équation , a"" la parabole P; les racines cherchées sont des abcisses des points communs. Le cercle A et la parabole P, ayant quatre points communs, nous avons donc introduit une solution étrangère. Cette solution esixzzp.
&. Équation do quatrième de§^é. Prenons enfin le cas de réquation du quatrième degré, et supposons qu'elle ait été débarrassée du terme en x' ; soit
x^ -H px* -f- ça? + r zr o,
cette équation. Posons encore,
et nous avons •
y* -hpy -hqx-hrzzo.
Ces deux dernières égalités donnent, par combinaison, ar" H- y" H- (p — i) y -h ?^ H- r = o.
Le cercle A' qui correspond à cette équation et la parabole P, ont quatre points communs dont les abcisses sont les racines cherchées.
B. Applleatioii aux équations transeendaiites. La
conslruction graphique des racines d'une équation donnée s'applique très heureusement à la séparation des racines d'une équation donnée et notamment à celle des racines des équations transcendantes.
Si
représente l'équation proposée et si l'on a
après avoir construit, comme nous l'avons déjà dit, les courbes qui correspondent aux équations
Si Ton prouve, par ce tracé, qu'il existe un seul point M commun à ces courbes entre deux parallèles à Taxe des y (a; = a, a: = 6); il sera par cela même démontré que l'équation (i) admet une seule racine dans l'intervalle (a, 3).
Après avoir ainsi séparé une racine, on pourra calculer, par les méthodes connues {Alg. lec. 38), des valeurs de plus en plus approchées de cette racine.
Dans quelques cas, il pourra être avantageux de transformer, avant tout calcul, l'équation donnée.
K. Exemple. Résoudre V équation (')
(i) x" ziz \oo.
Prenons les logarithmes des deux membres dans le sjrstème vulgaire, nous avons
X loga:rr a.
1 . Cette équation a été considérée par Enler. (Bulletin des sciences, par FéruBsac, 1829.)
Changeons de variable et posons
réqualion proposée devient
(2) 2X -4- log X = o, .
et nous allons considérer les deux équations
y + 2X = o, 2/ = log X.
La première représente une droite qui passe par l'origine et par le point (1, — 2); l'autre est la logarithmique dont la forme est bien connue (V. A/^., § 266).
Nous déduisons de là que Féquation (2) a une seule racine réelle, comprise entre o et 1.
On peut resserrer cet intervalle et reconnaître, îmniédiate-
1 1 ment, que cette racine est comprise entre - et 7.
En partant de ces limites, et en appliquant la méthode de Newton, on trouve
et, par suite,
ÉCOLE CENTRALE
PREMIÈRE SESSION (1883;. — On donne deux axes Ox, Oy, un point A sur OXf un point B sur Oy :
1* Former l'équation générale des paraboles telles que, pour chacun d'elles, Oy soit la corde des contacts des tangentes menées dn point A, et Ox la corde des contacts des tangentes menées du point B.
3* Trouver le lieu des points de rencontre de chacune de ces paraboles arec celui de ses diamètres qui passe par un point H donné sur Ox.
On déterminera un nombre de conditions géométriques suffisant pour pouvoir tracer le lieu et on cherchera comment doit être placé le point H, pour que ce lieu se réduise à des droites.
30 Déterminer le paramètre variable que renferme Téquation générale du n*' 1, de façon qu'elle représente une parabole passant par un poiot donné P, et chercher dans quelles régions du plan doit se trouver le point F, pour que le problème soit possible.
2« SESSION (1883). — On donne, dans un plan, un rectangle ABCD et un point quelconque P ; par ce point, on mène une droite de direction arbitraire JPR ; des quatre sommets du rectangle on abaisse des perpendiculaires AA', BB', CC', DD/ sur cette droite.
Ceci posé, on demande de démontrer*:
1*' Que, parmi toutes les droites PR, issues du point P, il eu existe uue, PR/, pour laquelle la somme r* des carrés des distances des quatre sommets du rectangle à cette droite est maxima, et uoe antre» PR', pour laquelle cette somme est minima ;
:2« Que les deux droites PR' et PR'*^ sont rectangulaires ;
S** Que le lieu des points P, pour lesquels le maximum de r« conserve une valeur donnée (&*, est une conique, et que la tangente à cette conique au point P est la droite PR'. — Que, de même, le lieu des points P^ pour lesquels le minimum de f* conserve une valeur donnée X*, est une co* nique, et que la tangente à cette conique au point P est la droite PR' ;
4** Que ces deux coniques sont homofocales et cpie leurs foyers communs sont iudèpendants des valeurs attribuées aux deux paramètres {i*,X'. Donner la position de ces foyers et examiner eu particulier le eu où Tune des deux dimensions du rectangle s'annulerait.
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