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PRÉFACE
L'ouvrage que je publie est la reproduction des leçons iHX)fessées à la Faculté des sciences et à l'École des Mines de Liège. Depuis que j'ai été chargé de remplacer à l'Université pour le cours de Mécanique analytique mon vénéré maître M. De Cujrper, je me suis constamment inspiré de ses idées. Mon unique préoccupation a été de rendre mon enseignement aussi utile que possible aux deux catégories de mes auditeurs. Pour l'une comme pour l'autre, il est nécessaire de mettre en lumière les principes fondamentaux qui servent de base et à la Mécanique céleste et à la Mécanique appliquée.
Aussi, quoique m'attachant à donner à mon cours un caractère scientifique, je n'ai jamais perdu de vue que la majorité de mes élèves sont de futurs ingénieurs pour lesquels il faut développer particulièrement certaines théories (centres de gravité, moments d'inertie, rotation des corps, etc.) qu'ils auront à appliquer fréquemment dans leurs études subséquentes.
La publication récente des programmes détaillés de répreuve préalable du concours pour l'admission dans l'administration des chemins de fer m'a obligé à introduire certaines théories qui ne font pas d'ordinaire partie du cours de Mécanique analytique. J'ai tenu à donner aux élèves de l'École de Liège tous les éléments nécessaires pour qu'ils puissent prendre part à cette épreuve , en leur évitant de faire de nombreuses recherches.
Il est un point dont je n'ai pas cru devoir me préoccuper, quoique cependant je le considère comme étant d'une importance capitale : ce sont les appUcations sans lesquelles la théorie est une lettre morte en Mécanique, comme dans toute autre branche des Mathématiques. Mais, mon honorable collègue et ami, M. Philippe Banneux, qui est chargé des exercices de Mécanique à l'École des Mines, vient de commencer la publication d'un remarquable recueil qui sera le complément indispensable de l'ouvrage actuel, et auquel je renverrai surtout les futurs ingénieurs.
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INTRODUCTION
La Mécanique est la science qui s'occupe du mouvement et des forces.
On dit qu'un corps est en mouvement, lorsqu'il occupe successivement difiPérentes positions dans l'espace. Il est en repos, loi*squ'il conserve la position qu'il occupait d'abord.
En Géométrie, on étudie aussi des mouvements. Ainsi, par exemple, on peut considérer ime ligne comme engendrée par le mouvement d'un point, une surface parle mouvement d'une ligne. Mais, en Géométrie, on ne s'occupe que des diverses positions que prennent successivement les points mobiles et les lignes mobiles, et l'on fait abstraction du temps employé par le point ou la ligne pour passer d'une position à une autre.
En Mécanique, on étudie aussi le mouvement et ses propriétés. Mais, l'étude de la Mécanique se distingue de celle de la Géométrie en ce qu'elle introduit un élément nouveau : c'est le temps employé par le mobile pour passer d'une position à une autre.
Les deux notions fondamentales du temps et de l'espace qui nous donnent l'idée du mouvement ne peuvent pas être définies. Nous les admettons comme acquises. Mais, si l'on ne peut pas définir le temps, il est nécessaire, pour pouvoir mesurer le temps, *de définir d'une manière précise ce qui constitue Yégalité des tefnps.
On dit que deux intervalles de temps sont égaux, lorsqu'un même corps , placé dans des conditions parfaitement identiques, exécute pendant ces deux intervalles de temps des mouvements identiques. De cette définition des temps égaux, on passe facilement à celle d'un rapport entre deux temps. Il en résulte que, si l'on prend un certain intervalle de temps comme unité, tout autre intervalle sera représenté par le nombre que mesure son rapport à l'unité adoptée.
Il est évident que l'on peut étudier les propriétés géèérales du mouvement d'un corps par l'observation, jointe aux notions de La Géométrie, et cela sans qu'il soit nécessaire d'introduire aucun principe nouveau. Mais, du moment où l'on veut reconnaître comment il se fiait que le mouvement suive telle loi particulière, on 4oît avoir recours à des notions nouvelles.
D'abord^ nous savons qu'un cor|» ne peut m mettre en mouvement par lui-même. Il ne peut sortir du repos que par une actioai étrangère quelconque. De là résulte un |)rincipe fendainental de la Mécanique, nue loi que l'on appelle la \(ÂàHnertie^ «ur laquelle nous reviendrons plus Mh : quand uii corps passe de l'état de repos à l'état dé iQouveBient, ce phénomène est dû. à une cause, €it cette cause est étrangère au corps. On donne le nom de force à toute cause produisant on pouvant produire lé mouvement. Il va sans dire qu'il ne s'agit pas des causes premières en vertu desquelles les mouvements
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s'effectaent, mais de la valeur numérique des efforts qui seraient capaMes de les produire.
Il est évident que nous pouvons étudier le mouvement en' loi'^méme, c'est>À-dire abstraction faite des causes qui produisent ce mouvement. D'autre part, nous pouvons aussi nous proposer d'étudier les effets produits par des causes déterminées, et réciproquement.
Nous pourrions , d'après les considérations qui précèdent, diviser l'étude de la Mécanique en deux parties, savoir :
1° La omÉMÀTiQUBS qui s'occupe de l'étude des mouvements considérés en eux-mêmes, c'est-à-dire tels que nous les observons* La Cinématique s'occupe donc an mouvement comme effet, sans remonter aux causes.
Elle se rattache à la Géométrie : on peut dire qu'elle tient le milieu entre la Géométrie et la Mécanique. Elle s'occupe des considérations relatives aux espaces parcourus, aux temps employés à parcourir ces espaces, et aux vitesses des différents mouvements.
2^ La DYNAMIQUE*, qui s'occupe des relations qui existent entre le mouvement d'un corps et les forces qui sollicitent ce corps. On y résout le double problème suivant :
I. Étant données les forces qui agissent sur wn corps quelconque, déterminer le mouvement qui prendra naissance^ si le corps est en repos ; ou bien, dans le cas contraire y chercher comment se modifiera le mouvement acquis en vertu de causes antérieures.
Du mot grec Avvixfttc, qui signifle force
IL Réciproquement, connaissant le mouvement d'un mobile, trouver les forces qui agissent actuellement sur ce mobile.
On conçoit facilement que, si un corps primitivement en repos, vient à être sollicité par des forces, il peut ne pas se mettre en mouvement. On dit alors que le corps est en équilibre sous Vaction de ces forces^ ou que ces forces se font équilibre. On conçoit aussi que des forces appliquées à un corps en mouvement peuvent se faire équilibre : en efiFet, le mouvement du corps peut ne pas être altéré par l'introduction de ces forces.
Évidemment, les questions d'équilibre pourraient être comprises dans la Dynamique. Cest le cas où le mouvement cesse d'exister. Mais, cette science de l'équilibre des forces est trop importante pour que nous ne la considérions que comme un chapitre de la Dynamique. Nous en ferons une division spéciale de la Mécanique à laquelle on donne le nom de statique ^ . Il résulte d'ailleurs d'un principe établi par d'Alembert que le problème général du mouvement peut se déduire du problème de l'équilibre.
Nous aurons donc ainsi les trois grandes divisions suivantes :
P La CINÉMATIQUE, traitant du mouvement, abstraction faite des forces qui peuvent le produire.
2^ La STATIQUE, traitant des forces, abstraction faite des mouvements qu'elles peuvent produire.
3^ La DYNAMIQUE, traitant du mode d'action des forces, c'est-à-dire de la manière dont elles font naître le mouvement ou le modifient.
Du mot grec ZTaTixô;, qai se tient debout
On doit aussi distinguer dans la Statique et la Dynamique, l'étude des corps solides et celle des fluides. Les principes fondamentaux sont les mêmes pour les SQlides et pour les fluides ; mais, pour les fluides, on doit avoir égard à leur variabilité de forme, ce qui complique évidemment la solution des problèmes, surtout dans les questions de mouvement.
Nous nous occuperons des fluides dans une section spéciale qui porte le nom d'HYDRAULiQUE, et que nous diviserons en hydrostatique et hydrodynamique.
Observons encore que dans Tétude de la Mécanique, nous supposerons des corps fictifs qui n'existent pas dans la nature. Ainsi, nous considérerons les corps solides comme étant indéfiniment rigides, les liquides comme étant d'une incompressibilité absolue, les cordes parfaitement flexibles et inextensibles, et ainsi de suite.
COURS
CHAPITRE PREMIER
Loi du mouvement. — Mouvement uniforme.
1. Comme nous Tavons dit dans Tintroduction, la cinématique est la partie de la mécanique dans laquelle on s'occupe des lois du mouvement, abstraction faite des causes qui le déterminent. C'est l'étude des mouvements considérés en eux-mêmes. Elle s'occupe de toutes les considérations relatives aux espaces parcourus dans les divers mouvements, aux temps employés à les parcourir, à la détermination des vitesses d'après les diverses relations qui peuvent exister entre ces espaces et les temps
correspondants. Elle étudie aussi les différents instruments qui permettent.de changer un mouvement en un autre.
La cinématique se divise en deux parties
P La cinématique pure, où le mouvement est étudié d'une manière pure et abstraite.
2^ La cinématique appliquée ou théorie des mécanismes qui étudie les mécanismes servant à la transmission et à la transformation des mouvements.
3. Trajectoire. — Quand un point se meut dans Tespace, la suite des positions qu'il occupe succcessivement forme une ligne droite ou courbe que Ton appelle sa trajectoire.
Suivant que la trajectoire est une ligne droite ou une ligne courbe, le mouvement est rectiligne ou curviligne.
4. Pour que le mouvement d'un point soit complètement connu, on doit connaître sa trajectoire , et, en outre, la loi du mouvement du point sur sa trajectoire, c'est-à-dire la loi suivant laquelle le point mobile parcourt les diverses parties de cette trajectoire.
Soit AB la trajectoire du point mobile M (fig. 1) ; pour définir la position du point M à un instant donné, on
prend sa distance OM à un point:
^'^* ^* fixe sur la trajectoire, et l'on
compte le temps à partir du moment où le point mobile se trouve dans une position déterminée M^,. On voit qu'à chaque valeur du temps correspond une longueur OM. Cette longueur que nous désignerons par s est donc une fonction du temps, et nous aurons :
s ^ fit).
C'est Yéquation du mouvement du point sur sa trajectoire.
5. L'unité de longueur est le mètre ; l'unité de temps est la seconde de temps moyen, c'est-à-dire la 86400® partie du jour solaire moyen, sett peuvent être positifs ou négatifs : s est positif ou négatif, suivant qu'il est compté dans un sens ou dans l'autre, à partir du point initial ; ^ est positif ou négatif, suivant qu'il est compté après ou avan tl'instant initial correspondant à M^.
6. On appelle mouvement uniforme le mouvement dans lequel les espaces parcourus sont proportionnels aux temps employés à les parcourir.
Si donc Sq est l'espace parcouru à l'origine du temps, nous aurons, d'après la définition :
s — So
OU bien :
5 = 5o + at.
C'est Yéquation du mouvement uniforme.
7. On dit aussi que le mouvement est uniforme ^ lorsque les espaces parcourus dans des temps égaux sont égaux^ quels que soient ces temps.
8. On appelle vitesse dans le mouvement uniforme le chemin parcouru par le mobile dans l'unité de temps, ou, ce qui revient au môme, le rapport constant qui existe entre l'espace parcouru et le temps employé à le parcourir.
On a donc, en désignant par v la vitesse dans ce mouvement :
S — Sq
9. Remarque. — Il est bien évident que Ton ne peut pas comparer un espace à un temps, mais bien les rapports de ces quantités à leurs unités respectives. Il en résulte qu'il n'y a pas d'unité de vitesse : la vitesse définie comme nous l'avons fait est un nombre abstrait dont la grandeur varie avec l'unité de temps et l'unité de longueur. Ordinairement, le temps est considéré comme un nombre abstrait. Alors la vitesse est une longueur^ un nombre de mètres (parcourus en une seconde).
10. On attribue à la vitesse le sens dans lequel s'effectue le mouvement. Elle sera positive ou négative, suivant que le mouvement a lieu dans le sens des $ positifs, ou des s négatifs. Cela résulte d'ailleurs de la formule :
S—Sq
En résumé, les équations du mouvement uniforme sont :
s=^So + at,
1 1 . Représentation graphique de la loi du mouvement. Soit 5 — /" (0 la loi du mouvement. Prenons deux axes rectangulaires ot et os (flg. 2), et choisissons arbitrairement une longueur représentantl'unité de temps, et une longueur représentant l'unité de longueur.
Portons sur l'axe des abscisses des longueurs op, op\.., représentant à l'échelle adoptée des valeurs déterminées du temps, et supposons que les ordonnées mp, rrip\ . . , soient à l'échelle des espaces les valeurs de s qui correspondent
dans l'équation du mouvement à ces différentes valeurs de t. Nous aurons ainsi une suite continue de points m, m\ yn"..., formant une certaine figure ayant pour équation :
C'est cette ligne que Ton appelle la courbe des espaces. Nous pourrons ainsi obtenir graphiquement s en fonction de f , ou bien t au moyen de s.
12. Remarque I. — Il ne faut pas confondre la ligne que nous venons de définir avec la trajectoire que le point décrit dans l'espace.
Remarque II. — Dans le mouvement uniforme, la courbe des espaces est une ligne droite.
13. Proposons-nous de trouver graphiquement la vitesse du mouvement uniforme représenté par la droite
Fig. 3.
AB (ligne des espaces). Il suffit de mener à partir d'un point C quelconque une droite CD parallèle à ot (fig. 3), et égale à la ligne qui représente l'unité de temps, puis de de mener par le point D une parallèle à osy jusqu'à la rencontre avec AB au point E. La longueur DE représente la quantité dont s a varié dans l'unité de temps : c'est donc la valeur absolue de la vitesse. 14. Le signe de cette vitesse est indiqué par la position
Fig. 4.
de la droite DE. Ainsi, dans le cas où le mouvement est représenté par AB (fig. 3), c'est-à-dire s'il a lieu dans le sens des s positifs, la vitesse est positive ; dans le cas de A'B' (fig. 4), c'est-à-dire si le mouvement a lieu dans le sens des s négatifs, la vitesse est négative.
Mouvement varié. — Vitesse.
15. Tout mouvement qui n'est pas uniforme est dit varié. Dans ce cas, les espaces parcourus ne sont pas proportionnels aux temps employés à les parcourir.
On distingue cependant parmi les mouvements variés, ceux qui sont périodiques ou périodiquement uniformes. Ce sont des mouvements dans lesquels les espaces parcourus pendant des temps égaux convenablement choisis sont égaux ; cette égalité ne subsiste pas, quelque petits que soient les temps égaux considérés, mais seulement quand ces temps sont des multiples d'un certain intervalle appelé période du mouvement.
16. Dans un mouvement varié en général, la vitesse varie à chaque instant en grandeur et en direction. Mais, à un instant quelconque, elle a une valeur finie et déterminée, qui, si elle demeurait constante, transformerait le mouvement varié en mouvement uniforme.
Il résulte de cette définition, que, si v est la vitesse à la fin du temps ^ et ds l'espace élémentaire parcouru pendant le temps dt, nous aurons :
ds = vdt, d'où :
ds
Si donc s = f {t) est l'équation du mouvement, nous aurons :
On voit que la vitesse à un instant donné est exprimée
par la déHvée première de l'espace par rapport au temps.
Il résulte aussi de la môme définition que la direction de la vitesse est celle de l'élément infiniment petit ds de la trajectoire, c'est-à-dire celle de la tangente.
17. Remarque. — On peut encore trouver l'expression de la vitesse par le raisonnement suivant :
Soient s l'espace parcouru par le mobile à la fin du temps ty et v sa vitesse à cet instant ; 5 + A* l'espace parcouru à la fin ;du temps t + Atj v' la vitesse à cet instant, et supposons v < v'.
Si, pendant le temps A^, le mobile avait continué son mouvement d'une manière uniforme avec la vitesse t?, il aurait parcouru l'espace vâkt, évidemment plus petit que A^ ; nous aurons donc :
vAt < as.
D'autre part, si pendant le temps A^, le mobile avait parcouru sa trajectoire d'un mouvement uniforme avec la vitesse v\ il aurait parcouru l'espace t?'A^ et nous aurions évidemment :
v^At > As.
Nous aurons donc :
v^At > As > vAt,
ou bien :
, As At
Si nous supposons que A^ décroisse indéfiniment, à la limite on a t?' = t?, et, par conséquent,
18. Proposons-nous de trouver graphiquement, dans un mouvement varié, la grandeur de la vitesse du mobile à la fin du temps ^, correspondant à une abscisse o'p.
Au bout du temps t, le mobile est en M sur sa trajectoire ; au bout du temps t + dt^ ^ig- ^- il est en M' : il a parcouru l'arc
MM' ^ ds. kxx point M correspond une certaine valeur de s représentée par l'ordonnée Cp ic " de la courbe des espaces (flg. 5) ;
au point M' (^ + dt) correspond un point C infiniment voisin de
■_ C. La longueur pp' représente
P ?' ' dt.éX
C'K = C'p' — Cp,
représente l'arc ds.
ds
La vitesse -^ est donc donnée par le rapport. ™- •
Prenons sur CK une longueur CE égale à la longueur qui représente l'unité de temps, puis menons EF parallèle à os, jusqu'à la rencontre de la tangente. On a, par la similitude des triangles,
EF CE
Or, dans le temps CK, le mobile parcourt l'espace C'K. Donc, si, à partir du temps t, le mouvement devenait uniforme, le mobile parcourrait dans l'unité de temps l'espace EF, et EF serait la vitesse de ce mouvement uniforme. C'est donc la vitesse cherchée.
Donc, pour trouver la vitesse au bout du temps t^ dans le mouvement varié, menons par le point C, correspondant au temps ^, une droite CE parallèle à ot, et égale à la ligne qui représente l'unité de temps. Par le point E menons une parallèle à os jusqu'à sa rencontre en F avec la tangente au point C. La longueur EF de cette parallèle sera la vitesse cherchée.
19. Remarque. — Nous avons vu que la vitesse en un point de la trajectoire à la fin du temps ^ est donnée par la formule :
Il ne faut pas conclure de là que la vitesse a pour valeur la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente à la courbe des espaces fait avec l'axe des abscisses (des temps), puisque, en général, l'échelle des espaces et celle des temps sont différentes. L'angle que fait la tangente avec l'axe des temps sera plus ou moins grand, tout en correspondant toujours à une même vitesse suivant que l'on fera varier l'une des échelles dans un sens ou dans l'autre, puisque suivant l'une ou l'autre chose, la courbe des espaces sera différente.
La vitesse ne sera égale à la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente fait avec Taxe des abscisses que si la ligne par laquelle on représente l'unité de temps est égale à celle par laquelle on représente l'unité d'espace.
20. Courbe des vitesses. — Il résulte de ce qui précède que la vitesse à un instant donné est, en général, une fonction de t. Il s'ensuit que l'on peut tracer une courbe dont les abscisses seraient les temps, et les ordonnées les vitesses correspondantes. On obtient ainsi la courbe des vitesses.
21. Remarque. — Le cas du mouvement uniforme est compris dans le cas général. En effet, on a alors :
V = const. — a ;
la courbe des vitesses est une ligne droite. On a donc :
ds
d'où, en intégrant :
en désignant par s^ la valeur de s pour t ^= o. C'est la formule que nous avons trouvée plus haut (n° 6).
Dans le cas général, la vitesse v n'est plus constante \ elle est une fonction du temps, et l'on a :
fvdi.
CHAPITRE IL
Mouvement uniformément varié.
Accélération.
22. Le mouvement uniformément varié est celui dans lequel la vitesse varie de quantités égales dans des temps égaux, quels que soient ces temps. C'est le mouvement dans lequel la vitesse varie proportionnellement au temps.
Soient v^^ la vitesse à l'instant initial, v la vitesse au bout du temps t, nous aurons :
9 étant une constante.
On en tire :
La quantité 9 qui joue ici le même rôle que la yitesse dans le mouvement uniforme se nomme Vaccélération du mobile. On voit que, dans le mouvement uniformément varié, V accélération est la différence des vitesses que possède le mobile au commencement et à la fin de Vunité de temps : c'est la quantité constante dont la vitesse varie pendant l'unité de temps.
L'accélération 9 peut être positive ou négative, suivant que la vitesse croît ou décroit , c'est-à-dire suivant
que t? ^ t?(,. Suivant l'un ou l'autre cas, le mouvement
est accéléré ou retardé.
Equations du mouvement uniformément varié. — On a
Or:
par conséquent :
d'où:
_ ds
ds , .
Mais, pour ^ = 0, on a 5 = ^o,* par suite, c « s^, et il vient :
Fig. 6.
On conclut de là que la courbe des espaces est une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe des ordonnées. La ligne des vitesses est une ligne droite.
Il faut bien observer que la trajectoire, c'est-à-dire la ligne décrite par le point mobile, peut être une ligne droite ou une ligne courbe.
24. Remarque. — De ce que l'accélération dans le mouvement uniformément varié est la quantité constante
dont la vitesse varie dans l'unité de temps, on conclut que l'on obtiendra l'accélération par une construction analogue à celle qui nous a servi à déterminer la vitesse dans le mouvement uniforme (n** 13). Ainsi, AB étant la ligne des vitesses (flg. 6), on mènera par un point C quelconque de cette droite une parallèle CD à ot, et égale à la ligne qui représente l'unité de temps. Puis, par le point D, on mène DE parallèle à ov : la longueur DE sera l'accélération cherchée.
25. Propriétés du mouvement uniformément varié. — Les équations de ce mouvement sont :
S-^So + Vot+^ (ft\
t? «= t^o + (ft.
La première équation nous donne :
^=t-o + icp^.
Or, — T— ^ est la vitesse moyenne du mobile pendant
le temps t : c'est la vitesse que le mobile devrait avoir pour parcourir d'un mouvement uniforme l'espace s — s^ pendant le temps t. Cette vitesse moyenne a, comme on le voit, pour expression v^ + l^f, c'est-à-dire qu'elle est égale à la vitesse réelle qui a lieu au milieu du temps t.
Donc, dans le mouvement uniformément varié, la vitesse moyenne pendant un certain temps t quelconque, est égale à la vitesse réelle du mobile au milieu de cet intervalle.
En remplaçant 9 par sa valeur tirée de la deuxième équation (1), il vient :
s — Se, v + v,
lo^'" ' "0,
Donc, dans le mouvement uniformément varié, la vitesse moyenne pendant un intervalle de temps quelconque est égale à la moyenne des vitesses que le mobile possède au commencement et à la fin de cet intervalle.
En éliminant t entre les deux équations (1), on a :
Donc, la demi différence des carrés des vitesses prises pour deux positions quelconques^ est égale au produit de Vaccélération par le chemin parcouru dans cet intervalle.
26, Remarque. — Les équations du mouvement uniformément varié se simplifient, lorsque l'on compte le temps à partir de l'instant où la vitesse v^ est nulle, et les espaces à partir de la position que le mobile occupe à cet instant.
On a alors pour ^ =» o, ^^ == o, et s^ — o.
Par suite,
V = (ft.
De la première de ces équations on tire, pour ^ =« 1
Donc, Vaccélération cp est égale au double du chemin parcouru par le Mobile pendant la première seconde du mouvement.
Chute des corps.
27. Les formules du mouvement uniformément varié servent à résoudre tous les problèmes relatifs au mouvement vertical des corps pesants dans le vide.
L'expérience nous apprend que, quand on laisse tomber un corps dans le vide, la pesanteur lui communique en une seconde une vitesse de 9°',8088, si l'observation est faite à la latitude de Paris. On représente ce nombre par g : c'est l'accroissement de vitesse pendant chaque seconde.
CTest donc l'accélération due à la pesanteur. Cette accélération étant constante, le mouvement est uniformément varié. Par conséquent, les formules du mouvement vertical des corps pesants dans le vide s'obtiennent en remplaçant (p par g dans les formules du mouvement uniformément varié.
Si le corps pari du repos ^ et si l'on compte les distances sur la verticale à partir du point où il commence sa chute, on a :
s = I gtK
Si, au contraire, le corps est lancé de bas en haut, avec une vitesse initiale v^^ le mouvement sera retardé, et nous aurons :
s = v,,t — \gt\
28. Problème. — Calculer la hauteur à laquelle s'élèvera un corps pesant animé d'une vitesse donnée v^, dirigée de bas en haut.
Les formules du mouvement sont :
En faisant î? = o, dans la première formule, on a la durée T de l'ascension ; il vient alors :
d'où :
ff
En substituant dans la seconde formule, on a la hauteur H à laquelle le mobile s'élève :
TT
C'est la hauteur due à la vitesse v^.
Remarque. — Si le mobile parvenu à cette hauteur H commence à descendre, il est facile de voir que le
temps de la chute est égal au temps de l'ascension, et que le mobile repasse au point de départ avec la vitesse v^^.
En effet, désignons par T' la durée de la chute, c'està-dire le temps employé par le mobile pour descendre de la hauteur H, et par v' la vitesse à la fin de la chute. Nous aurons à démontrer que l'on a :
V' = t?û, et T' = T.
Or, on a :
On en tire :
rrl
Vf-
d'où :
v' = l/2gR = v,;
rn» t?
La vitesse v' = ]/2g H s'appelle la vitesse due à la hauteur H.
CHAPITRE III
Mouvement rectiligne varié. — Accélération.
29. Pour arriver à l'étude du mouvement rectiligne varié en général, considérons d'abord un mouvement rectiligne uniformément varié. L'accélération dans ce mouvement est, comme on sait, la quantité constante dont la vitesse varie dans l'unité de temps.
Pendant le temps infiniment petit dt, la vitesse v s'accroît de çrf^ que l'on appelle la vitesse élémentaire acquise^ correspondant à ce temps infiniment petit. En divisant la vitesse élémentaire acquise par dt, on obtient l'accélération. Ainsi donc, dans ce mouvement, la vitesse a une direction constante^ celle du mouvement : il en est de même de la vitesse élémentaire acquise^ et de Y accélération qui est la vitesse acquise pendant l'unité de temps.
30. Dans un mouvement rectiligne varié en général y le mouvement a une direction constante ; la vitesse a aussi une direction constante, celle du mouvement. La vitesse acquise pendant un temps quelconque aura aussi la même direction. Mais, dans ce mouvement, la vitesse varie en grandeur d'un instant à l'autre d'une manière quelconque ; il en est de même de la vitesse acquise.
D'ailleurs, l'accélération n'est pas constante, puisque le mouvement n'est pas uniformément varié* Mais, à un instant donné, Vaccélération du mouvement rectiligne
varié a une valeur finie et déterminée qui^ si elle demeurait co?istante, transformerait le mouvement rectiligne varié en un mouvement rectiligne uniformément varié. Il résulte de là que, si cp est l'accélération à la fin du temps ty dv la variation de vitesse pendant le temps dt^ on aura :
dv fe= (fdt^
d'où :
dv "f^ dt'
Or, comme on a :
ds
""- dV
il s'ensuit :
On voit que, dans un ynouvement rectiligne varié, Vaccélération à un instant donné est exprimée par la dérivée première de la vitesse par rapport au temps, ou bien par la dérivée seconde de Vespace par rapport au temps. La direction de cette accélération est évidemment celle de la vitesse.
Si donc le mouvement rectiligne varié a pour équation :
s - fit).
nous aurons :
dv d's ^, ,..
31. Remarque. — Le mouvement rectiligne unifor ; mément varié est un cas particulier du mouvement que nous venons d'étudier. On a alors y = const. = a ; par
suite T^r " ^> d'où v ^=^ v^-^- at, ce qui est l'équation du
mouvement uniformément varié (n** 23).
38. Dans le mouvement rectiligne varié quelconque, l'accélération est, en général, une fonction de t, et l'on peut construire la courbe des accélérations définie par une équation de la forme :
33. Proposons-nous maintenant de trouver graphiquement la grandeur de l'accélération dans un mouvement rectiligne varié. Nous avons vu (n^ 24) le moyen de déterminer graphiquement la grandeur de l'accélération dans le cas du mouvement uniformément varié, c'està-dire lorsque la ligne des vitesses est une ligne droite. Si le mouvement rectiligne n'est pas uniformément
varié, la ligne qui représente la loi de variation de la vitesse (courbe des vitesses) n'est plus une ligne droite. Pour déterminer l'accélération de ce mouvement à un instant quelconque, on fera une construction analogue à celle qui a servi à déterminer la vitesse dans un mouvement varié quelconque (n** 18). Soit AB la courbe des viteses, M un point de cette courbe, correspondant au temps t. Menons MN parallèle à ot, et égal à la ligne qui représente l'unité de temps, puis menons NR parallèle à ov. La longueur NR nous donnera l'accélération du mouvement considéré.
Fig. 7.
34. Remarque, — Nous pouvons observer que, dans le mouvement rectiligne varié, la vitesse élémentaire acquise pendant le temps dty est la vitesse infiniment petite dv qui, se composant avec la vitesse v que le mobile possède à la fin du temps t^ donne la vitesse V + dv, de même direction, à la fin du temps t + dt : c'est la vitesse communiquée au mobile pendant le temps infiniment petit dt. L'accélération est le quotient de cette vitesse élémentaire acquise par le temps dt. Cette remarque nous sera utile plus loin (n"" 57).
35. Remarque. — Les valeurs numériques de la vitesse et de l'accélération dépendent uniquement de l'unité de temps et de l'unité de longueur. On peut se demander comment varieraient ces valeurs par un changement dans les unités de temps et de longueur.
Désignons par v' et cp' les valeurs numériques de la vitesse et de l'accélération à un instant t, lorsque l'on prend pour unité de longueur une unité m fois plus grande, et pour unité de temps une unité n fois plus grande. Soient 5' et f les nouveaux nombres qui représentent s et t k partir de l'origine ; nous aurons les deux équations :
d'où :
ds' = —, dt' = —,
et, par conséquent,
, d^ n^ ds n
'^ dC^ m ^ 'di 'm'
On a donc :
dx! = dv.
et, par suite,
, ^^' _ ^ rft? _n^
^ ~dC m * rf^ "^ m * ^"
Ainsi donc, les valeurs numériques cherchées sont données par les formules :
V z= — • -y, cp' = ?.
Problèmes sur les lois du mouvement
rectiligne.
S6. Tous les problèmes que l'on peut se proposer dans l'étude du mouvement rectiligne se réduisent au suivant : connaissant une relation entre deux des quantités ly s, Vj ?, trouver les valeurs des autres.
V On donne : s = f{t).
On en tire :
ds
""-dt
'f- dt'
=rw.
2° On donne :
De la formule i
ds '-dt'"''
tire :
ds =» vdt =
= m dt ;
par conséquent.
+fr{t)dt.
D'autre part, on a :
3^ On donne : ? — f{t).
De la formule «p — -^i on tire :
dv — (fdt = fit) dt\
d'où :
v^v,+fmdt^¥(t).
Connaissant t?, on aura s en fonction de t, au moyen de la formule :
^ = ^0 + A^^' == ^0 + f^(t)dt.
4^ On donne : (f = f{s).
On a donc :
Multipliant les deux membres par 2ds, il vient :
d^s 2ds --rps = 2 f{s) ds ;
d'où, en intégrant :
($)' ^ ""' ^ ^^' + 2ff{s)ds = F (5).
On a ensuite la formule :
ds
Or, V étant connu en fonction de 5, on a :
dt = ^;
d'où :
rf5 / ds
S"" On donne : v^ f{s).
On a :
dv dv ds ^,v ^,x
D'autre part, de la formule :
on tire :
ds
, d£ ds
V ~ fis)'
d'où :
6*" On donne: ? = /'(«^)-
De la formule (p = -^, on tire :
Vo
et, de la formule :
ds «= vdt.
on conclut :
s = So+ fvdt = 5o +f
^ vdv
, Aï?)
CHAPITRE IV
Mouvement projeté.
37. Mouvement projeté sur un plan fixe. — Pendant qu'un point se meut dans l'espace, on peut le projeter à chaque instant sur un plan fixe. Les projections ainsi obtenues peuvent être considérées comme les positions successives d'un second point qui se mouvrait dans ce plan. Le mouvement de ce second point est ce qu'on appelle la projection du mouvement du premier point sur ce plan. Il est évident que la trajectoire du mouvement projeté est la projection de la trajectoire de l'espace.
Soient MM' et mm' les chemins infiniment petits parcourus pendant le temps dt par le mobile M et par
sa projection m sur le plan (fig. 8). La vitesse du point M est :
MM
Fig. 8.
dt '
la vitesse du point m est :
mm!
If'
Or, mm' est la projection de MM' sur le plan fixe. Par conséquent, la vitesse du mouvement projeté sur un plan fixe est la jprojection sur ce plan de la vitesse du mouvement dans l'espace.
98. Mouvement projeté sur une droite fixe. — On peut aussi projeter à chaque instant le point mobile sur une droite fixe ox, en menant par chacune des positions successives du point des plans parallèles à un plan donné. Le mouvement projeté est alors un mouvement rectiligne suivant la droite ox.
Soient MM' et nn' les chemins infiniment petits parcourus par le mobile M et sa projection n pendant le temps infiniment petit dt (fig. 8).
La vitesse du point M est :
MM dt '
la vitesse du point n est :
nn^ 'dt
Or, nw' est la projection de MM' sur la droite fixe oœ. Par conséquent, la vitesse du mouvement projeté sur une droite à un instant quelconque est égale à la projection sur cette droite de la vitesse que possède le point à cet instant.
39. Remarque. — Ces deux propriétés existent que la projection soit oblique ou orthogonale. Dans le cas d'une projection orthogonale, nous aurons, en désignant par V et V la vitesse et sa projection, et par l'angle que V fait avec le plan ou avec l'axe :
V =, V CCS 9.
CHAPITRE V
Composition des mouvements et des vitesses.
40. Soit un mobile A animé d'un mouvement rectiligne et uniforme suivant kœ avec une vitesse AD, et d'un mouvement rectiligne et uniforme suivant Ay avec une vitesse AE. Proposons-nous de trouver le mouvement réel du point A, et sa vitesse.
Au bout d'une seconde la ligne Ay, transportée parallèlement à elle-même sera venue en DR (fig. 9).
Mais, en même temps, le point A parcourt la portion AE de cette droite Ay.
Donc, à la fin de cette seconde, le point A sera en un certain point N. Au bout
du temps ty la droite Ay vient en BM, de manière que l'on ait AB = AD x ^ ; dans ce même temps ^ le point A parcourt sur Ay un espace AC, tel que l'on ait AC « AE X t. Donc, à la fin du temps t, le mobile est en un point M.
Or, on a :
AB ^ AC _ BM AD AE DN
Donc, les deux triangles AND et AMB sont semblables, et, par suite, les trois points A, N, M sont en ligne droite. Par conséquent, la position M du mobile à la fin du temps ^ est sur la droite ANM, qui passe par les deux points A et N.
Par conséquent, le mouvement réel du mobile est rectiligne et dirigé suivant la droite ANM.
Mais, en vertu de la similitude des triangles ADN et ABM, on a :
AN AD
d'où :
AM AM = AN X ^ ou bien -y- — AN -= const.,
quel que soit t.
Puisque le rapport de l'espace au temps est constant, quel que soit t, on en conclut que le mouvement réel du mobile est uniforme, et que sa vitesse est AN ; il est d'ailleurs évident que AN est la diagonale du parallélogramme ADNE, dont AD et AE sont les côtés.
Les deux mouvements suivant kx et Ay sont appelés ^nouvements composants^ et le mouvement suivant AM
est le mouvement résultant, lies vitesses suivant Aœ et Ay sont appelées vitesses composanteSy et la vitesse suivant AM est la vitesse résultante.
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — La vitesse du mouvement résultant est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses des mouvements composants.
41. Remarque I. — Un point ne peut avoir qu'un seul mouvement. Quand on considère un point comme animé de deux ou de plusieurs mouvements, c'est une pure opération de l'esprit : cela n'a rien de réel.
Remarque II. — Les mouvements suivant Ay et Aœ sont aussi appelés mouvement relatif et mouvement d'entraînement. Le mouvement réel s'appelle mouvement absolu.
ASi. Passons maintenant à la composition des mouvements et des vitesses quelconques.
Pendant qu'un point mobile décrit la trajectoire AB d'une 7nanière continue, supposons que cette trajectoire
occupe successivement les positions Fig. 10. ^,g.^ A"B"..., à la fin des temps
t\ f... (fig. 10), AB étant la position de cette trajectoire à la fin du temps t.
Soient M, N, P, les positions que le mobile occupe sur la courbe mobile AB aux temps t^ t\ f... A la fin du temps t, le mobile est en M ; au bout du temps t\ il est en N sur sa trajectoire, mais celle-ci est alors en A'B', et, par suite, le point se trouve en réalité en N". De même, à la fin du temps (\ le mobile est en réajité en P", et ainsi de suite. Donc, le mobile décrit dans l'espace la trajectoire MN'P"... qui est la trajectoire absolue du point M.
Le mouvement du point M sur sa trajectoire AB est le mouvement relatifs et le mouvement de cette trajectoire est le mouvement dC entraînement.
43. Nous avons vu que, si un point est animé à la fois de deux mouvements rectilignes et uniformes, la vitesse du mouvement résultant est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux vitesses composantes.
Nous nous proposons maintenant de démontrer que, si nous considérons des mouvements quelconques, la vitesse du mouvement absolu (ou vitesse résultante) sera encore représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses des mouvements composants.
Soient AB la trajectoire à la fin du temps t (flg. 11), et A'B' la trajectoire à la fin du temps t' ; M la position
du mobile à la fin du temps t, N' sa position à la fin du temps f. Le mobile décrit l'arc MN' dans le temps f — t =At.
Or, si l'on suppose l'intervalle t' — t infiniment petit, la figure MNN'M' peut être considérée comme un parallélogramme ayant pour côtés MN et MM', et pour diagonale MN'. Par conséquent, le déplacement absolu ou réel MN' est la diagonale du parallélogramme construit sur les déplacements relatif et d'entraînemjent.
Mais, les déplacements infiniment petits MN', MN et MM' sont proportionnels aux vitesses correspondantes ; par conséquent, la vitesse absolue est la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses relative et d'entraînement.
Cette propriété est connue sous le nom de parallélogramme des vitesses. On l'énonce comme suit :
Théorème. — Si un point est animé de deux vitesses j la vitesse résultante est donnée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses composantes.
44. Remarque. — Il résulte de là que si l'on désigne par t?, v' les vitesses composantes et par V la vitesse résultante, nous aurons :
V : t? : t?' = sin (v, v') : sin {v\ V) : sin (V, v). D'autre part, le triangle MAC (flg. 12) nous donne :
V^ = t?2 ^ t?'^ — 2vv' cos MAC ; or :
cos MAC = — cos CA^ =■ — cos (v,v^.
^ * Par suite,
y^ = v^ + v^^ + 2vv' cos (v.v").
45. En particulier, si l'angle {v,v') est droit, c'est-à-dire si les vitesses composantes sont perpendiculaires entre elles, le parallélogramme devient un rectangle, et, si l'on désigne par a l'angle (V, t?), on a :
t? == V cos a, t?' = V sin a,
46. Composition d'un nombre quelconque de mouvements. — Un point étant animé de plusieurs
mouvements, on peut composer ces mouvements en un seul qui sera le mouvement résultant du point considéré.
On peut trouver la vitesse résultante au moyen des vitesses des mouvements composants en appliquant successivement la règle du parallélogramme des vitesses.
Soient AB, AC, AD, AE les vitesses des mouvements composants (fig. 13). On trouve que AF est la résultante
de AB et AC ; AG la résul- ^^s- ^^- tante de AF et AD ; AV la
résultante de AG et AE. Par conséquent, AV est la résultante des vitesses données. Il est évident que, pour trouver cette résultante, il suffit de mener, par l'extrémité B de la première vitesse, une droite BF égale et parallèle à AC, par l'extrémité F une droite FG égale et parallèle à AD, et par l'extrémité G une droite GV égale et parallèle à AE. La droite AV qui joint le point A à l'extrémité du contour polygonal ABFGV est la résultante cherchée. Cette construction s'appelle le polygone des vitesses.
Il est facile de voir que la résultante est égale et de sens contraire à la droite VA qui fenne le contour polygonal.
Remarque. — En particulier, si les vitesses sont de même direction ^ la vitesse résultante sera égale à leur somme algébrique, et dirigée suivant la même direction que les composantes.
47. Si les vitesses données sont au nombre de trois, et si leurs directions ne sont pas dans un même plan, on peut les composer de la manière suivante :
Soient AB, AC, AD les trois vitesses données (fig. 14).
Fig. 14
En composant AB et AC, on obtient la résultante AE de
ces deux vitesses ; en composant ensuite AE et AD, on trouve que AV est la résultante cherchée.
Or, cette dernière droite est la diagonale du parallelipipède construit sur AB, AC et AD.
Cette construction, constitue le parallelipipède des vitesses^ et l'on a le théorème suivant :
Théorème. — La vitesse résultante de trois vitesses dont les directions ne sont pas da'ns un même plan est représentée en grandeur et en direction par la diagonale duparaU lélipipède construit sur les vitesses composantes.
48. Cas particulier. — Si les trois vitesses données sont perpendiculaires enJtre elles, le parallelipipède est rectangulaire.
En désignant par v, v\ v" les trois vitesses composantes, par V la vitesse résultante, et par «, p, y les angles que V fait avec les trois composantes, on a :
V = V ces a,
v' = Y ces p.
t?" » V CCS Y»
49. DÉCOMPOSITION DES VITESSES. — On peut décomposer une vitesse donnée suivant des directions données.
Soient d'abord (fig. 12) Uœ et My deux directions données, et MC •= V la vitesse qu'il s'agit de décomposer suivant ces deux directions. Observons que, pour qm
cela soit possible, il faut que la vitesse V donnée soit dans le plan yUœ. Il suffira de mener par le point C deux parallèles CA et CB aux deux directions, et alors MA et MB seront les deux composantes cherchées.
On peut aussi décomposer une vitesse suivant trois directions données Aa?, Ay, kz (fig. 14). Il suffira de mener par le point V trois plans VB, VC, VD respectivement parallèles aux plans zy, zœ, et œy, et l'on aura les trois composantes cherchées AB, AC et AD.
50. Composition analytique de plusieurs vitesses. — Soient I?, v\ i;"... les vitesses données, et soient (a, (3, y), (a', (3', y')... les angles que ces vitesses font avec les axes coordonnés rectangulaires.
En décomposant la vitesse v suivant les axes, on obtient les trois composantes :
Vx = V ces a,
Vy =V COS 3,
1?^ = î? COS y.
Faisant la même chose pour chacune des vitesses données, on aura, suivant l'axe des œ, une série de vitesses de même direction dont la résultante, que nous désignerons par V^ est égale à la somme algébrique (n° 46, remarque). On a donc :
Vx »= 2t?x = 2t; COS a ;
on aura, de même, suivant les axes des y et des z :
Vy « 2i?y = 2t;cos p, V, = lfc% = iv COS y.
Les trois vitesses Va;, Vy, V, se composeront en une
vitesse résultante V, dirigée suivant la diagonale du parallélipipède dont V^y, Vy, V^ sont les côtés (n° 47), et nous aurons :
ou bien i
V^ = (2t;cos af + (2t?cos P)^ + (2i;cos y)^
En désignant par a, b, c, lés angles que V fait avec les axes, nous aurons :
Va; = V cos a = 2t?cos a,
Vy = V cos & = 2i?cos p,
V^ = V cos c = 2î?cos Y ;
d où l'on tire :
Gosa^
2t?oos
OL
cos 6 ^
2t?cos
cosc =
Iv cos
51.' Remarque. — Nous avons vu (n° 46) que la résultante d'un nombre quelconque de vitesses est égale et de sens contraire à la droite qui ferme le contour polygonal formé par les vitesses composantes. Il résulte de là que la projection de la résultante sur une droite ou sur un plan est égale à la somme algébrique des projections des composantes.
CHAPITRE VI
Mouvement curviligne. — Éléments
du mouvement.
Fig. 16.
52. Soit AB (fig. 15) la trajectoire d'un point rapportée à trois axes que nous supposerons rectangulaires, et soit M un point de cette trajectoire. Soient encore P, F, P" les projections du point M sur les axes.
Pendant que le point M décrit sa trajectoire dans l'espace, ses projections se meuvent sur les axes. Or, la position d'un point M étant connue du moment où l'on connaît ses projections sur les axes, il est évident que le mouvement du point M sera bien défini, si l'on connaît les mouvements de ses trois projections sur les axes. Ces projections sont déterminées à un instant donné par les équations :
y = n if).
— accès équations sont les équations du mouvement des projections de M sur les axes. On les appelle les équations du mouvement du point M.
Au moyen de ces équations il est facile de déterminer
à chaque instant la position du mobile dans l'espace.
En éliminant t entre ces trois équations, on obtient
deux relations entre les variables œ, ?/, z. Ce sont les
équations de la trajectoire du point M dans l'espace.
Il est souvent plus commode de conserver, pour représenter la trajectoire, les trois équations précédentes, qui définissent la courbe au moyen d'une variable auxiliaire t.
53. Proposons-nous maintenant de déduire les éléments du mouvement dans Vespace au moyen de ceux des trois mouvements suivant les axes.
En désignant par Va,, Vy, v^ les vitesses des trois projections du point M, on a :
Or, on sait (n° 38) que la vitesse du mouvement projeté sur un axe est égale à la projection de la vitesse sur cet axe. Donc, en désignant par v la vitesse du point M, et par «, (3, 7 les angles que sa direction fait avec les axes, on a :
Vx^ V COS a, Vy = 1; CCS p,
Vt =^ V COS y.
Donc, si par le point M on mène trois droites parallèles aux axes et égales respectivement à Va^, Vy, Vz, V sera la diagonale du parallélipipède construit sur ces droites. Par conséquent, la vitesse v du point M est la résultante des vitesses t?a:, Vy, v^ de ses projections sur les axes, et l'on a :
v^ = Vx^ + Vy"- + v,S
ou bien :
54. Cas particulier. — Il est évident que, si le mouvement du point s'effectue dans un plan, les équations du mouvement sont :
En éliminant t entre ces deux équations, on obtient une relation entre les variables œ, y, qui sera Véquation de la trajectoire du point M.
Les vitesses des projections sur les axes sont :
on en conclura comme précédemment que la vitesse v est la résultante de Vx et Vy, et l'on aura :
v^ = Vx^ + ^?tf^
ou bien :
Accélération dans le mouvement d'un point.
55. Considérons d'abord un mouvement rectiligne varié. Dans ce mouvement la vitesse et l'accélération ont
une direction constante, celle du mouvement. Elles ont pour expressions (fig. 16) :
Fig. 16.
ds dt'
dv W
La vitesse du mouvement projeté sur l'axe des oo est :
^a? = î^ ces a,
a étant une constante.
L'accélération du mouvement projeté sur l'axe des ce,
dv est ~. Or, puisque « est constant, on a :
dvrc dv dt dt
ou bien, en désignant par cp et ç^r l'accélération du mobile, et celle de sa projection sur l'axe des œ :
Ça? ==• 9 COS a.
Théorème. — Dans le mouvement rectiligne variée Faccélération du mouvement projeté sur un aœe est égale à la projection de Vaecélération sur cet aoce.
B6. Il résulte de là que, dans le mouvement rectiligne, tous les résultats relatifs aux projections des vitesses s'appliquent aux accélérations. Nous aurons donc le théorème suivant :
Théorème. — La résultante des accélérations des projections est dirigée suivant la trajectoire rectiligne,
et elle a pour valeur -rr- •
dt
Vitesse élémentaire acquise.
Accélération totale.
57. Considérons maintenant un mouvement varié quelconque. Dans ce mouvement, la, vitesse change à chaque instant, non seulement en grandeur, mais aussi en direction.
On appelle vitesse élémentaire acquise la vitesse que le mobile acquiert pendant le temps dt. C'est la vitesse infiniment petite du qui, se composant avec la vitesse v du mobile à la fin du temps ^, donne la vitesse v + dv (de direction différente) à la fin du temps t + dt.
On appelle accélération totale l'accélération à laquelle est due la vitesse élémentaire acquise. C'est la vitesse que le mobile acquerrait pendant l'unité de temps, si, dans chacune des portions infiniment petites dans lesquelles cette unité de temps peut être divisée, il acquérait un élément de vitesse de même grandeur et de même
direction que celui qu'il acquiert réellement pendant le même temps infiniment petit à la fin du temps t.
L'accélération totale à un instant quelcoique est donc une Vitesse finie qui a la même direction et le même sens que la vitesse élémentaire acquise relative à cet instant. Elle est égale au quotient de la vitesse élémentaire acquise par le temps infiniment petit dt. correspondant.
58. Dans le mouvement rectiligne, la vitesse du mobile a toujours la même direction ; la vitesse élémentaire acquise, et, par conséquent, l'accélération ont aussi la même direction, qui est celle du mouvement.
Dans le mouvement curviligne, la vitesse élémentaire acquise et l'accélération n'ont pas une direction constante. On devra donc en déterminer, à chaque instant, la grandeur et la direction. A cet effet, on détermine les composantes de l'accélération totale suivant des directions connues.
59. Théorème. — Dans un mouvement curviligne quelconque y V accélération du moutiement projeté sur un aœe, est égale à la projection de Vaccélération totale sur cet aœe.
Soient v la vitesse du mobile à la fin du temps t,œ,y,z les coordonnées du point M à cet instant. A la fin du temps t + dt, la vitesse est v\ et les coordonnées du mobile sont a?' = a? + dx, y' = y -|- dy, z^ m=. z ^ dz.
Les composantes de la vitesse v sont :
dœ dy dz .
dt' dt' 'dV
les composantes de la vitesse v^ sont :
dt ^H'^ dt'
d^ _^dy c^ dt dt^ dt'
Comme on le voit, ces dernières se composent
des composantes de v, et de trois autres quantités
-r- » —n- ' -17 ' Q^i seront donc les composantes de la dt dû dt
vitesse élémentaire acquise : ce sont les projections de la vitesse élémentaire acquise sur les axes (n"* 51). Or, l'accélération totale a la même direction que la vitesse élémentaire acquise, et elle est égale à cette vitesse divisée par dt (n° 57). Donc, les projections de l'accélération totale à laquelle est due cette vitesse élémentaire acquise, s'obtiennent en divisant par le temps dty les projections de la vitesse élémentaire acquise, ce qui nous donne pour ces projections :
d^œ cPy d^z dt^' dt^' df'
Ainsi donc, -;^ est la projection de l'accélération totale sur l'axe des œ. Mais, %^ est l'accélération du
(Pœ dt'
dt' mouvement projeté sur l'axe des œ, lequel est recti-
ligne (n^^ 30). D'ailleurs, Taxe des œ étant quelconque,
on en conclut que : Vaccélération du mouvement
projeté sur un axe est égale à la projection de
Vaccélération totale sur cet axe.
60. Il résulte de cette propriété que, si nous désignons par (p l'accélération totale, et par a, p, y les angles qu'elle fait avec les axes, nous aurons :
^ = (pcosa,
^=<pcosY.
Par conséquent, si par le point M on mène des droites égales et parallèles aux accélérations des mouvements projetés sur les trois axes, et si sur ces droites on construit un parallélipipède, la diagonale de ceparallélipipède sera précisément Vaccélération totale du mobile. Cette accélération totale est donc la résultante des accélérations des projections du mobile sur les axes, et l'on a :
4 //d''œ\* , /rf2yv2 /d^z\
1. D'ailleurs, il est évident que la vitesse élémentaire acquise est
la diagonale du parallélipipède construit sur ses trois composantes
d^cc d^v d^z
~dt ' "^r ' "âT ' ^^^ conséquent, l'accélération totale qui a la même
direction que la vitesse élémentaire acquise, et qui est égale à cette vitesse élémentaire acquise, divisée par dt (c'est-à-dire proportionnelle à cette vitesse élémentaire acquise), sera la diagonale
d^oD d^v ' d^z du parallélipipède construit sur les trois côtés -^75-, ■^~, -rp-
, , d^x d^y d^z\ proportionnels a -g^, -^, -^^-) .
61. Cas particulier. — Dans le cas où le mouvement' a lieu dans un plan , les équations du mouvement
étant :
les accélérations des mouvements projetés sont :
et Taccélération totale sera la diagonale du parallélogramme construit sur deux droites parallèles aux axes et égales respectivement à ces deux quantités.
62. Propriété. — L* accélération totale en un point M est située dans le plan osculateur à la trajectoire en ce point M.
Soit AB la trajectoire du mobile, M la position de ce mobile à la fin du temps ^ et M' sa position à la fin du
temps t + dt (flg. 17). Par un point quelconque 0, menons une droite OC dont la grandeur, la direction et le sens soient ceux de la vitesse v du mobile au point M ; par ce même point 0, menons une droite OD dont la grandeur, la direction et le sens soient ceux de la vitesse v -\-dvuyi mobile au point M' infiniment voisin du point M. Joignons CD : cette droite dont la grandeur est CD, la direction CD, et le sens C vers D est évidemment égale et parallèle à la vitesse élémentaire acquise correspondant au temps dt que le mobile emploie pour aller de M en M'. Par conséquent, l'accélération totale, à la fin du temps ^
sera dirigée suivant une parallèle à CD, menée par le
CD point M, et elle aura pour grandeur le quotient -rr.
Or, il est évident que le plan OCD est parallèle au plan osculateur en M ; par conséquent, V accélération totale est dans le plan osculateur en M.
63. Remarque. — On peut démontrer cette propriété par l'analyse de la manière suivante : à cet effet, on décomposera l'accélération totale suivant trois axes rectangulaires dont l'un sera perpendiculaire au plan osculateur, et les deux autres situés dans ce plan. Nous allons démontrer que la composante de Vaccélération totale suivant la perpendiculaire au plan osculateur est nulle.
Désignons cette composante par N', qui sera évidemment la projection de l'accélération totale sur cette perpendiculaire, et appliquons le théorème des projections. En désignant par e, e', e" les angles de cette perpendiculaire (la binormale) avec les axes, nous aurons :
en remplaçant cos e, cos e', cos e" par leurs valeurs, et posant :
A = ./ (dyd*z —dzdhffMdzd^x—dxd^zfMdxd^y -dyd'^xf,
on a:
, _ d^ dyd^z — dzd^y , rf^ d zd^x — dxd^z ^ ^ dt' ' Â *■ dt' Â ^
. d^z dxd^y "dyd^x + dt' A '
d'où :
AN' = ^ [dyd^z — dzd^y) + ^f [dzd^x — dœd^z)
+ rf^ (rf^cî^y — dyd^œ) = o ;
par conséquent :
ce qui démontre la propriété énoncée.
64. Il résulte de là que l'on peut considérer l'accélération totale comme la résultante de ses deux projections sur deux axes rectangulaires situés dans le plan osculateur. On prend ordinairement les projections suivant la tangente et le rayon de courbure de la trajectoire : ce sont Vaccélération tangentielle, et. Vaccélération normale ou centripète.
Nous allons chercher les valeurs de ces deux composantes que nous désignerons respectivement par ^t ^t Çn«
65. Vaccélération tangentielle étant dirigée suivant la tangente, nous aurons, en appliquant le' théorème des projections :
__ (Px dx d^dy^ (£z dz^ .
^* ■" dt"^ du "^ dt' ds "^ dt^ ds '
or, de la formule :
dœ"^ + dy"^ + dz^ = ds\
on tire :
dxd^x + dyd^ + dzd^z = dsd^s ; par conséquent :
d^s dv
66. Pour obtenir Vaccélération centripète^ remarquons que l'on a :
ou bien :
/d^xy , /dW , /d^zy /d^sy , 2
d'où :
Or,, on sait que, dx étant l'angle de contingence, on a :
d'œ^ + dY + d'z'' — d^s^ = da^d^S par suite :
„ dcL^ds^
Ttt • " IT'
d'autre part, p étant le rayon de courbure au point M, on a :
, ds aoL = — ,
P d'où, en ayant égard à la formule :
ds
""-■Si'
il vient :
d'où :
Remarque. — L'accélération centripète étant dirigée suivant le rayon de courbure, on peut obtenir l'expression précédente en appliquant le théorème des projections.
67. Il résulte de ce qui précède que, si en un point de la trajectoire du mobile, on mène la tangente et le
rayon de courbure, et si Von prend sur ces lignes des
fit* A* * longueurs respectivement égales à —et à—, la diagonale du rectangle construit sur ces deux droites sera en grandeur et en direction Vaccélération totale du mobile.
On lui donne le nom d^ accélération totale pour la distinguer de ses composantes.
68. Remarque. — Si le mouvement du mobile est rectitigne, le rayon p est infini, et l'accélération centripète est nulle. L'accélération totale se réduit à sa
dv composante tangentielle -1-, ce qui est conforme à ce que
nous avons vu (n** 30).
Si le mouvement curviligne est uniforme, l'accélération tangentielle est nulle, et l'accélération totale se
' réduit à sa composante normale — .
, Enfin, si le mouvement est rectiligne et uniforme, les deux composantes de, l'accélération totale sont nulles ; il en sera de même de l'accélération totale.
Fig. 18.
69. On peut encore observer que des deux composantes de l'accélération totale, la première, l'accélération tangentielle produit la variation de grandeur de la vitesse, et la seconde, l'accélération centripète produit le changement de direction de cette vitesse.
70. On peut obtenir les expressions de l'accélération tangentielle et de l'accélération centripète de la manière suivante :
Reprenons la figure OCD dans
laquelle OC est égale et parallèle à v^
OD égale et parallèle kv + dv (fig. 18).
Nous avons vu (n** 62) que CD est
égale, parallèle et de même sens que
la vitesse élémentaire acquise, et
et que l'accélération totale qui a la même direction et le
même sens que la vitesse élémentaire acquise est paral-
CD
lèle à CD, et égale à
dt
Cela posé, menons DE perpendiculaire à OC ; il est évident que la vitesse infiniment petite CD pourra être considérée comme la résultante des deux vitesses CE et ED. Par conséquent, la vitesse élémentaire acquise pourra être considérée comme la résultante de deux vitesses : l'une égale à CE sera dirigée suivant la tangente en M à la trajectoire, l'autre égale à ED sera dirigée suivant une perpendiculaire à cette tangente menée dans le plan osculateur, c'est-à-dire suivant le rayon de courbure en M.
Si donc nous divisons ces deux composantes CE et ED par dt, nous aurons les deux composantes de l'accélération totale suivant ces deux directions, c'est-à-dire l'accélération tangentielle et l'accélération normale. Or, si nous désignons par dx l'angle infiniment petit compris entre les directions des vitesses y Qi v -^ dv, nous aurons :
CE =« OE — OC
or :
OE « OD cos da,
par suite :
CE =» (t? 4- dv) cos doL — V.
Mais, l'angle rfa étant très petit, on peut remplacer son cosinus par l'unité , et nous aurons pour la composante tangentielle de la vitesse élémentaire acquise :
CE = V + dv — V =^ dv ;
donc, la composante tangentielle (ft de l'accélération totale aura pour expression :
CE dv 'f'^dî'^dt'
D'autre part, on a :
ED = OD sin rfa = (t? + dv) sin da,
ou bien, en remplaçant sin da par c?a,
ED = (v + dv) doL = vdoL -f dvdoL.
Mais ED est un infiniment petit du premier ordre ; par conséquent, nous devons abandonner le second terme dvda. qui est du second ordre, et nous aurons pour la composante normale de la vitesse élémentaire acquise :
ED = vdoL.
Donc, la composante normale (pn de l'accélération totale aura pour expression :
ED rfa
Cette composante est dirigée vers le centre de cour^ bure. D'ailleurs, puisque dx est l'angle de contingence, on a :
par suite :
doL-
ds
ED dt
V ds p * dt
71. Remarque. — On peut encore obtenir les composantes de l'accélération totale suivant la tangente et le rayon de courbure de la manière, suivante :
Soient X, |ut, u, les angles que fait avec les axes le rayon de courbure, pris dans le sens qui va de la courbe au centre de courbure, et a, p, y les angles de la tangente au point M avec les axes, on a :
dx dt
dz
^ = î; CCS Y ;
on en tire :
(Px dv , cî cos a
Or, on sait que :
^ rf cos a
cos / = p . — -T ;
d'ailleurs :
d cos a rf cos a ds \ ds . v ^ — -j- — = — -^ — . — - a« — -— cos A = — cos A ; ai as de p at p
donc :
d^x dv , v^ .
cos a --T7 ^ cos A .
dr- dt ^ p
De même :
dN û dv , V-
d^z dv , v^
-j-_ as cos y — n H cos u.
dt^ ' dt ^
Il résulte de ces formules que l'accélération totale est
dv la résultante d'une accélération -j^ dirigée suivant la
tangente dans le sens du mouTement, et d'une accéléra-
v^ tion — dirigée suivant la normale principale dans le
sens centripète.
Indicatrice des accélérations totales.
72. Imaginons que M, M', M" (fig. 19)..., soient les positions d'un mobile à la fin des temps t,t + Q,t + 29....
6 étant un intervalle très petit.
Menons des tangentes à latrajectoire SS' en ces points, et prenons MV, MV, M"V"..., égales aux vitesses du mobile en ces différents points.
Par un point 0, menons des droites OA, OA', OA". . . , égales et parallèles aux vitesses v, v\ v"...
Le lieu des points A, A', A"..., sera une courbe dont les arcs AA', A' A"..., seront égaux aux vitesses élémentaires acquises. Ainsi donc, les rayons vecteurs de cette courbe sont les valeurs des vitesses, et ses arcs sont les produits <fdt. Cette courbe s'appelle : indicatrice des accélérations totales.
Imaginons que, pendant que le mobile parcourt la trajectoire SS', un second mobile parcourre l'indicatrice, de manière que les deux mobiles passent en même temps aux points correspondants M et A, M' et A'.... Nous aurons la propriété suivante :
Propriété. — Les vitesses du mobile auxiliaire sur tindicatrice sont égales et parallèles aux accélérations totales du mobile réel sur sa Irajectoire.
Remarque. — Si la courbe SS' est plane, l'indicatrice est plane.
Accélération du mouvement projeté
sur un plan fixe.
73. On sait (n° 37) que la vitesse du mouvement projeté sur un plan fixe est à chaque instant la projection de la vitesse du point de l'espace. Cela posé, soit OCD le triangle dans lequel OC, OD, et CD sont respectivement égaux et parallèles à la vitesse v à la fin du temps t, à la vitese i; + rfy à la fin du temps t -f dt, et à la vitesse élémentaire acquise correspondant au temps dt. Projetons ce triangle sur le plan fixe, et soit ocd le triangle projection.
Le côté oc, projection de OC, est égal et parallèle à la vitesse de la projection sur le plan flxe--à Ja fin du temps t, le côté od, projection de OD, est égal et parallèle à la vitesse de la projection sur ce plan fixe à la fin du temps t + dt. Donc, le côté cd, projection de CD, est égal et parallèle à la vitesse élémentaire acquise du mouvement projeté, puisqu'il jouera dans le mouvement projeté le même rôle que CD dans le mouvement de l'espace.
Donc, rtwcélération totale du mouvement projeté sur un plan est la projection sur ce plan de Vaccélération totale du mouvement de Tespace,
74. Remarque. — Si l'on projette sur le plan fixe le rectangle dont les côtés sont l'accélération tangentielle et l'accélération normale, et la diagonale l'accélération totale, la projection sera, en général, un parallélogramme dont la diagonale sera l'accélération totale du mouvement projeté. Les côtés de ce parallélogramme représentent deux composantes de cette accélération ;
mais, ces composantes, qui ne sont pas rectangulaires, seront différentes de l'accélération tangentielle et de l'accélération normale du mouvement projeté.
Donc, en général, Y accélération tangeidielle et Taccé" lération centripète du mouvement projeté sur un plan ne sont pas les projections de Vaccélération tangentielle et de Vaccélération centripèie du mouvement de V espace.
Déviation due à raccélération totale.
75. On peut encore trouver une expression de l'accélération totale dont nous aurons à faire usage dans la suite.
Considérons le mobile à la fin du temps ^au pomt M, anime de la vitesse v (fig. 20). A la fin du temps t + dt^ le mobile est arrivé en M', et il possède la vitesse V + dv. Le mouvement réel MM' peut être considéré comme résultant de deux mouvements rectilignes simultanés. Dans le premier mouvement, si l'accélération était nulle à partir du point M, le mobile continuerait à se mouvoir d'un mouvement uniforme sur la tangente, avec la vitesse v, et au bout du temps dt^ il serait arrivé au point N, tel que l'on ait :
. MN = vdt.
Il résulte de là que NM' représente la déviation par rapport au mouvement recti ligne due à l'accélération. Le second mouvement, dû à l'accélération cp, est uniformément variç, puisque l'acîcélération 9 peut être considérée comme constante en grandeur et direction pendant
le temps infiniment petit dt. Le chemin NM' parcouru par le mobile dans ce mouvement est donc :
NM' « i <p dtK
Donc, quand on connaît une des deux quantités NM' ou 9, on peut calculer l'autre.
De cette formule on tire pour l'accélération <p :
On peut rapporter les diverses positions d'un
point mobile à un système de coordonnées polaires.
Nous allons d'abord étudier le ^inouvement dans un
plan. Soient le pôle, Oœ l'axe polaire, OM = r le rayon
vecteur, l'angle qu'il fait avec *^' ^ ' ^ l'axe polaire (flg. 21). Les quan-
tités r et qui fixent la position du point dans le plan sont évidemment des fonctions du — temps t. Le mouvement du point M sera déterminé quand on connaîtra les relations qui lient r, 9 et ^ Ces relations sont les équations du mouvement du point M en coordonnées polaires.
En éliminant t entre ces équations on aura l'équation de la trajectoire en coordonnées polaires.
On peut considérer le point M comme animé de deux mouvements simultanés : en effet, on peut le regarder comme se mouvant suivant le rayon vecteur OM, pendant que celui-ci tourne autour du pôle 0. La composition de ces deux mouvements donnera le mouvement réel.
Or, la vitesse du point M dans son mouvement le long du rayon vecteur est :
Va «
dr di
Cest la vitesse de glissemeyit.
La vitesse du point M en vertu du mouvement autour du pôle sera dirigée suivant la perpendiculaire au rayon vecteur OM. Or, l'arc décrit par le point M pendant le temps dt étant rrfQ, la vitesse sera :
rf9 dt
C'est la vitesse de circulation.
La vitesse du point M sera la diagonale du parallélogramme construit sur Vg et Vc.
77. Remarque L — On peut trouver analytiquement ces deux composantes de la manière suivante : Nous savons que les composantes de la vitesse suivant
deux axes rectangulaires sont 737 ^t -^ • ce sont les projections de la vitesse V sur les axes. D'autre part, Vg et Vc sont les projections de la vitesse v sur le rayon vecteur et sur la perpendiculaire à ce rayon.
Nous aurons donc, en appliquant le théorème des projections (flg. 22) :
Fig. 22.
-TT ces 6 4- -:^ sm 9, dt dt
dœ r,i X dy , f,^
Vc = -jT ces 6' 4- TH" sm 6'.
dt dt
Or, on a 9' *« 90° + 6, par suite
cos 6' = — sin e, sin 6' = cos G ; donc,
dœ . ,, , dy ^ ,^
Mais, les formules
a; = r ces 9,
y = r sin 9,
nous donnent :
dœ ^dr - r. dd
-- «= cos 9 -77 — r sin 9 -TT > dt dt dt
dy . ^dr , ^ dO
at au at
En substituant dans les formules (1) et (2), il vient :
dr
di
valeurs que nous avons trouvées précédemment.
Remarque II. — Les formules (3) permettent
de déterminer les composantes -j- » -Jr de la vitesse sui-
dt dt
vaut les axes, connaissant les vitesses Vg et Vc de glissement et de circulation.
dcG ô/u Si, au contraire, on donne ^r » -^ , et que l'on se
dt dt ^
propose de trouver la vitesse de glissement, et la vitesse de circulation, il faudra employer les formules (1) et (2), qui, d'ailleurs, ne sont autres que les formules (3) résolues par rapport ^ "ii ^* ^ ;/> •
79. Remarque III . — Dans le cas d'un mouvement plan, on considère encore une autre vitesse que l'on appelle vitesse aréolaire. Si l'on considère l'aire élémentaire MOM' décrite par le rayon vecteur pendant le temps dt^ la vitesse aréolaire Va sera le quotient de cette aire par le temps dt. On aura donc :
aire MOM^ ^ ^ _rf9 ^^^ dt '^^^ dt
80. Real\rque IV. — Si, dans un mouvement plan, on prend sur le rayon vecteur une longueur OA égale à l'unité de longueur, le déplacement du point A mesure l'angle décrit par le rayon vecteur. La vitesse de* ce
point A est évidemment égale à — . On l'appelle la
(JvC
vitesse angulaire. En la désignant par w , on a :
Ci)s=
rf9.
dt"
par conséquent
dO
dt
— lùr.
Va'^-
r — dt
81. Considérons maintenant le mouvement dans l'espace. Lorsqu'un point se meut dans l'espace, on peut
définir sa position à chaque instant, en donnant :
F sa distance r à un point fixe (fig. 23) ;
2"" l'angle 9 que fait le rayon vecteur OM avec sa projection Om sur un plan fixe xOy ;
3® l'angle 9 que fait cette projection Om avec une droite fixe Oœ tracée dans ce plan.
Les coordonnées r, 6, cp sont des fonctions du temps t ; le mouvement du point M sera déterminé, quand on connaîtra les relations entre ces quantités et le temps t. Ces relations constituent les équations du mouvement du point M.
On peut considérer le mouvement du point M comme résultant de trois mouvements simultanés :
P Un mouvement de glissement du point M le long du rayon vecteur OM ;
2"* Un mouvement de rotation du rayon OM autour du point dans le plan MOA : c'est le mouvement en latitude ;
3"* Un mouvement de rotation du plan MOA autour . de l'axe Oz perpendiculaire au plan fixe (vOy : c'est le mouvement en longitude.
La vitesse de glissement le long du rayon vecteur est évidemment donnée par la formule :
Vg =
dr ~di'
La vitesse du point M, supposé immobile sur le rayon
vecteur OM, pendant que le rayon OM tourne autour du pôle dans le plan MO A, ou la vitesse en latitude sera :
elle est dirigée suivant une perpendiculaire à OM dans le plan MOA.
La vitesse du point M immobile dans le plan MOA, pendant que ce plan tourne autour de Oj, ou la vitesse en longitude y sera la même que celle de sa projection m sur le plan fixe, autour de l'origine. Or, cette dernière, qui correspond à une distance r cos 9 de l'origine sera :
reosB^.
dt
Donc, la vitesse en longitude du point M est :
at
Elle est dirigée suivant une perpendiculaire au plan MOA.
La résultante de ces trois vitesses perpendiculaires entre elles deux à deux est la vitesse du point M dans l'espace.
88. Formules. — Les relations entre les coordonnées rectilignes et les coordonnées polaires étant :
a? = r cos 6 cos ç, y sa r cos fl sin ç, 4: =» r sin 6,
on en tire pour les vitesses des mouvements projetés sur les axes :
dx ^ dr . ^ rfe . . dm
-— = cos cos 9 -77 — r sm 9 ces © -7- — r ces ô sin © -^^ , dt ^ dt ^ dt ^ dt
dy f. . dr . ^ . rfô , ^ rfcp
-g. = cos 9 sm CD -77 — r sm 9 sm © -y- + r cos 9 cos ©-^ » dt ^ dt ^ dt ^ dt
dz ' f,dr ^ ^ dO
dt dt dt
En résolvant ces équations par rapport à -^.^'^-^
et r cos 9 -y , on obtient en fonction des vitesses des dt
projections sur les axes^ la vitesse de glissement, la vitesse de circulation en latitude et la vitesse de circulation en longitude :
dr . dx , ^ . dy , . ^dz
^ = cos9cos(p^+cos9sm(p^ + sm9^,
rf9 . ft dx . ^ . rfy , ^dz
r --. === -- sm 9 cos © -77 -- sin 9 sm © -^ + cos 9 -77, dt ^ dt ^ dt ' dt
f, dm dx , dy
r cos 9 — t. = — sm © -77 + cos -^ .
dt ^ dt ^ dt
Accélération en coordonnées polaires.
83. Supposons d'abord que le mouvement du point M s'effectue dans im plan. Si nous prenons les composantes de l'accélération totale suivant le rayon vecteur, et suivant une perpendiculaire à ce rayon vecteur, nous aurons :
Or, des formules (3) (n*" 77), on tire :
_»cos9^-.2sme^^-rsm9^-rcos9(^j ,
En remplaçant, il vient :
rf-9 , ^dr dB 'f^^'^ïïr^+^dtdi'
Les termes -nr ♦ ^ ^i;» — ^ l -tjt 1 <l^i entrent dans ces
dt^ dû* \dtl
formules sont V accélération de glissement ^ V accélération tangentielle du mouvement de circulation du point M autour du point 0, Vaccélération centripète dans ce
même mouvement de circulation.
dr d9 Le terme 2 -17 -17 est une accélération complémentaire
qui résulte du mouvement de rotation des directions suivant lesquelles on décompose l'accélération totale.
84. (Considérons maintenant le mouvement d'un point dans l'espace. Nous aurons pour les composantes de l'accélération totale suivant les axes :
d^œ f. rf*^ o • fl dr de
^=cosecos(p^-2smecos<p^^
^ ^ . dr d(p . /dOy
— 2cos9sm© -77 ~ -^ ^ ces 6 ces © I -rr I
^ dt dt ^ \dt/
, ^ . -. . dB d(p . ^ d^O
— rcosGcos© l-^l — r cos6 sin<p-7^,
^ \dt/ ^ dt*
rf«y . . d-r o •.. û • dr dB
^ = cos9sm(p^-2smesm^^_
, _ ^ dr d(p ^ . /dOV
+ 2cosecos(p^^-rcosesm(p(_^
« . ^ dB d(p . ^ . d*9
— 2r sm fl ces — - -X _ r sm 6 sm ® -1-
^ dt dt ^ dt^
— rcosOsin <p /^j + rcosecos(p-^t
d^z tid'hr , ^ « dr dB
-^ = sm e -^TT + 2 CCS 6 -77 -jdt^ dt^ dt dt
. « /dBy , .rf^e
Ces formules nous apprennent que l'accélération totale est la résultante des huit accélérations suivantes :
—^ j accélération du mouvement de glissement ;
' ^/2 ' accélération tangentielle dans le mouvement de circulation en latitude ;
(dOV — I , accélération centripète du mouvement de
circulation en latitude ;
r cos 9 -^ y accélération tangentielle dans le mouvement de circulation en longitude ;
— r cos 9 (-^] , accélération centripète du mouvement de circulation en longitude ;
p dr dB TtU' _
I accélérations complémentaires dues 2 r -T- -^ , l aux divers mouvements du rayon OM
[ autour du point 0.
^ dr d'p It dû'
86. Problème. — Un point M parcourt une circonférence de cercle de rayon r avec un mouvement uniforme. On demande de déterminer l'accélération totale du mobile à la fin du temps t.
Fig. 24.
Rapportons le mouvement à deux axes rectangulaires
ox et oy passant par le centre du cercle (fig. 24), Taxe ox passant par le point A où le mobile se trouve à l'origine du temps. Soient M la position du mobile à la fin du X temps ^ et v sa vitesse.
Nous aurons, en désignant par « Tangle MoA :
a? = r ces <i),
y =■ r sin <i).
Or, le mouvement du point M étant uniforme, on a
arc AM == wr — vt^
iù =
Par suite
0? = r ces — , r
y = r sm —
Ce sont les équations du mouvement du point M. On en tire, pour les composantes de la vitesse :
dx . vt
dt r
dy vi
-n- *= t? cos — . dt r
t?y = -^ «= î? cos
De la première de ces formules on conclut que la vitesse du mouvement projeté sur Vaœe oœ est proportionnelle à Vordonnée MP.
On a aussi pour les composantes de l'accélération totale :
ffx
d^x ~ 'dt?' "~
cos
vt
dHi
^ dt^ ^
sin
vt r '
par
conséquent :
En désignant par a l'anyle que l'accélération totale fait avec l'axe des a?, on a :
^ vt V tg:L=tg — «= ^; ^ ^ r X
donc, Taccélération totale qui a pour valeur — est
dirigée suivant le rayon vecteur oM, et de M vers o, puisque -^ et -^ sont de signes contraires à a? et y.
Supposons que l'on projette le mobile à chaque instant sur un plan parallèle à ox^ et faisant avec le plan du cercle un angle 6, et étudions les propriétés du mouvement projeté.
Prenons pour axes, dans le plan de projection, les projections des axes de l'espace. Ces projections sont rectangulaires, l'axe des x étant parallèle au plan de projection ; nous aurons, pour les équations du mouvement projeté :
vt X = r ces — , r
y = r cos sm — .
En éliminant t, on trouve pour l'équation de la trajectoire :
r^ ~ r^ cos ^9 '
cette trajectoire est donc une ellipse.
Des équations précédentes on tire :
dx . vt
-T7 = — vsm — , dt r
dy f, vt
-g. = t? cos 9 cos — , dit r
d'où l'on déduit la vitesse du mouvement projeté, qui sera un mouvement varié.
On a ensuite :
d^x v^ vt
-jj^ == cos — ,
dt^ r r
dhj v^ ^ , vt
-j^ = cos 9 sm — ;
dt^ r r
donc, raccélération totale du mouvement projeté aura pour expression :
m = i?l \/cos « — + cos «e sin^ — .
Si (3 est l'angle que cette accélération fait avec l'axe des â?, on a :
^ûr (3 = cos ^ûr — = ^ .
Donc, l'accélération totale est dirigée du point mobile vers le point o\ centre de l'ellipse, puisque -^ et -^
sont de signes contraires à a? et y.
Propriété. — Uaccélération cp est proportionnelle à la distance du point mobile au centre de sa trajectoire elliptique.
En effet, en désignant cette distance par cî, on a :
d =« |/ a?2 + îz-i = r W cos 2 —- + cos ^ô sin ^ — ;
donc :
.Remarqiîe. — Tous ces résultats confirment ce que nous avons dit de l'accélération du mouvement projeté .
CHAPITRE I
Mouvement d'un corps solide.
Mouvement de translation.
86. Nous avons étudié jusqu'ici le mouvement d'un point. Nous nous proposons maintenant d'étudier le mouvement d'un solide invariable^ c'est-à-dire d'un système de points dont les distances mutuelles restent constamment les mêmes.
Nous commencerons par les mouvements simples, à savoir le mouvement de translation et le mouvement de rotation.
87. Mouvement de translation. — On dit qu'un système invariable mobile dans l'espace est animé d'un mouveme^it de translation^ lorsque tous les points de ce système décrivent simultanément, pendant un temps
Fig. 26.
infiniment petit, des chemins égaux, parallèles et de même sens.
88. Propriété. — Lorsqu'un solide est animé d'un mouvement de translation, les vitesses de tous ses points sont égales^ parallèles et de même sens.
En eflTet, puisque les chemins élémentaires MM' et
mm^ sont égaux, parallèles et de même sens, il est évident que les vitesses des points M et m seront égales, parallèles et de même sens (flg. 25).
Cette vitesse commune de tous les points à un même instant s'appelle la vitesse de translation à l'instant considéré. Cette vitesse peut d'ailleurs changer en grandeur et direction à chaque instant.
89. Remarque I. — Il est évident que, dans un mouvement de translation, une droite telle que Mm (fig. 25), joignant deux points M et m du solide, restera constamment parallèle à sa position primitive. En eflFet, puisque les arcs MM' et mm' sont égaux, parallèles et de même sens, la figure MM'm'm peut être considérée comme un parallélogramme, et, par conséquent M'm' est égale et parallèle à Mm.
Remarque IL — Ce que nous avons dit du mouvement de translation d'un solide invariable, s'applique évidemment au mouvement de translation d'une figure plane dans son plan.
Remarque III. — Pour qu'une translation soit bien définie, on doit connaître sa direction^ la vitesse linéaire, ainsi que le sens dans lequel le mouvement s'effectue.
Mouvement de rotation. — Vitesse angulaire.
Axe de rotation.
90. Si deux points d'un corps en mouvement restent constamment immobiles dans l'espace, tous les points de la droite qui joint ces deux points restent aussi fixes. On dit que le solide tourne autour de cette droite que l'on appelle axe de rotation.
Quand un corps solide tourne autour d'un axe fixe, chacun de ses points décrit une circonférence de cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe, et dont le centre est sur l'axe.
91. Propriété. — Dans un mouvement de rotation autour d'un a^ooe, les perpendiculaires abaissées des divers points du corps sur Vaœe décrivent des angles égaux dans le même temps.
Soient AB l'axe de la rotation (fig. 26), M et N deux points du corps, M' et N' les positions de ces deux points au bout d'un certain temps. Il s'agit de démontrer que l'on a :
MOM' «= NON',
^ ^ et 0' étant les centres des deux circonférences décrites par les points M et N.
Menons O'm parallèle à OM : cette droite sera perpendiculaire à AB, et, par conséquent, dans le plan du cercle NO'N'. Or, lorsque les points M et N viennent en M' et N', là droite O'm vient
en O'm', parallèle à OM', et l'angle mO'm' = MOM'.
D'autre part, l'angle NO'm ne change pas pendant la rotation ; par conséquent, l'angle. N'O'm' qui est la nouvelle position de cet angle est égale à NO'm. On a donc :
N'OW = NO'm ; en retranchant la partie commune N'O'm, il vient :
mO'm' ~ NO'N'.
Donc,
MOM' = NO'N'.
Par conséquent, les angles décrits dans le même temps par les perpendiculaires abaissées des différents points sur l'axe sont égaux. La valeur commune de tous ces angles correspondant à un temps quelconque est ce qu'on apppelle le déplacement angulaire du solide pendant ce temps.
92. Le mouvement de rotation d'un corps autour d'un axe est uniforme, lorsque le solide tourne d'angles égaux dans des temps égaux, quels que soient ces temps ; ou bien, lorsque les angles dont il tourne sont proportionnels aux temps correspondants. L'angle dont le solide tourne pendant l'unité de temps, s'appelle la vites&e angulaire. Elle mesure le degré plus ou moins grand de rapidité ou de lenteur de ce mouvement.
98. Dans un mouvement de rotation uniforme d'un corps autour .d'un axe, les différents points du corps décrivent. d'un mouvement uniforme des circonférences de cercle. -Mais, les vitesses linéaires de ces différents points sont différentes. En effet, soient MM' et NN'
(fig. 26) les arcs décrits dans le même temps par les deux points M et N : ces arcs sont proportionnels aux rayons correspondants. Par conséquent, les arcs décrits dans l'unité de temps sont proportionnels aux rayons correspondants OM et O'N. Donc, dans un mouvement de rotation uniforme autour dun aœe^ les vitesses des différents points sont entre elles comme les distances de ces points à Taxe.
94. Si Ton mesure les angles par les arcs correspondants sur une circonférence dont le rayon est égal à l'unité de longueur, la vitesse angulaire sera Varc décrit dans Vunité de temps par un point du corps situé à Vunité de distance de Xacce. C'est la vitesse linéaire de ce* point.
Il résulte de ce qui précède, que si « est la vitesse angulaire du mouvement de rotation, et vis. vitesse linéaire d'un point situé à une distance r de l'axe de rotation, nous aurons :
d'où :
V = wr.
95. Un mouvement de rotation qui n'est pas uniforme est dit varié. Dans un mouvement de rotation varié, la vitesse angulaire varie à chaque instant. Mais, à un instant donné, elle a une valeur finie et déterminée qui, si elle demeurait constante à partir de cet instant, transformerait le mouvement varié en mouvement uniforme. Il résulte de là, que, si est l'angle dont le solide a tourné à la fin du temps t, c'est-à-dire le chemin parcouru par un point du corps situé à l'unité de
distance de l'axe de rotation, -77 sera la vitesse de ce
dt
point à la fin du temps t. Ce sera la vitesse angulaire du corps à la fin du temps t^ et, en la désignant par «, on a :
tù sa — ; dt
suivant que « sera constante ou variable, le mouvement de rotation sera uniforme ou varié.
Dans le cas du mouvement varié, nous appellerons
accélération angulaire la quantité — .
Le môme raisonnement que nous avons fait ci-dessus (n® 94), nous permettra de conclure que la vitesse v d'un point situé à une distance r de l'axe de rotation sera donnée par la même formule :
96. Pour qu'wwe rotation soit bien définie ^ on doit connaître Vaœe autour duquel elle s'effectue, la vitesse angulaire w et le sens du mouvement de rotation.
97. Axe de rotation. — Avant d'aller plus loin, nous allons définir ce que l'on entend par axe de la rotation.
Soit AA' la droite indéfinie autour de laquelle se fait la rotation (flg. 27). A partir d'un point pris sur cette
droite, portons une lon- ^'^- ^^- gueur OA = », » étant
la vitesse angulaire. La
r7~ droite finie Aindiquera ' ^' l'axe de la rotation et la
grandeur de la vitesse angulaire. Elle peut aussi indiquer le sens de cette rotation, si l'on convient d'attribuer
à OA un sens tel qu'un observateur, couché le long de Taxe, voie la rotation s'effectuer de gauche à droite. Ainsi, dire que OA est l'axe de rotation, c'est dire que l'observateur a les pieds, en 0, et la tête en A. La rotation s'effectuant par convention de gauche à droite, son sens est bien défini : elle aura lieu dans le sens de la flèche (1). Au contraire, dire que OA' est l'axe de rotation, c'est dire que l'observateur a les pieds en 0, et la tête en A'. La rotation s'effectuant toujours de .gauche à droite, elle aura lieu dans le sens de la flèche (2).
Ainsi donc, Vaxe delà rotation sera une longueur finie "prise sur l'axe géométrique autour duquel le corps tourne, égale à la vitesse angulaire, et dirigée dans un sens tel que Vohservateur couché le long de cet oâce voie le corps tourner de gauche à droite.
98. Remarque. — La convention que nous avons faite permet d'attribuer des signes aux rotations qui s'effectuent autour des axes coordonnés. Ainsi, si la rotation s'effectue autour de l'axe des x, et si elle a lieu des y vers les ^, le sens de l'axe sera Ox, puisque l'observateur pour la voir s'effectuer de gauche à droite devra avoir les pieds en 0, et la tête en x. Or, la direction Ox étant celle des abscisses positives, on dira que la rotation est positive.
Si la rotation a lieu des z vers les y, le sens de l'axe sera évidemment Oo:', et la rotation sera dite négative.
CHAPITRE IL
Mouvement d'une figure plane dans son plan.
99. Théorème. — Lorsqu'une figure plane se meut dans son plan, on peut toujours amener cette figure (Tune de ses positions * à une autre position par un Tïiouvement de rotation autour d'un des points du plan. n est évident que la position et le mouvement d'une figure plane sont définis par la position et le mouvement d'une droite qui joint deux points A et B de la figure, ou bien d'une droite du plan de la figure, liée invariablement à cette figure. La position de la figure à un moment quelconque sera connue, si l'on connaît la position de cette droite.
Cela posé, nous allons démontrer que A*B' étant la position de la droite AB au bout d'un certain temps, on passera de la position AB à la position A'B' par. une rotation autour d'un point du plan de la figure.
Soit MN une droite ^^^* ^^' tracée dans le plan de la
figure, et invariablement liée à cette figure» et supposons qu'au bout d'un certain temps la droite MN soit venue en M'N; (fig. 28). SoiiB le point de rencontre de MN et M'N'. Ce point B peut être considéré comme appartenant à MN et à M'N'.
Si on le regarde comme appartenant à M'N', c'est un point de la figure dans sa seconde position. Il est évident que dans la première position de la figure, ce point se trouvait en un point de MN, par exemple en A.
Si, au contraire, on regarde le point B comme appartenant à MN, c'est un point de la figure dans sa première position. Par suite, dans la seconde position de la figure, ce point est venu se placer en C sur M'N', et l'on aura évidemment :
AB = BC
Soit le centre du cercle passant par les trois points A, B, C : les deux cordes AB et BC étant égales, les angles au centre AOB et BOC sont aussi égaux. Si donc, on fait tourner la droite MN autour du point comme centre, jusqu'à ce que le point A vienne en B, le point B de MN viendra en C, et la droite MN viendra se placer sur M' N' ; en outre, la figure mobile, supposée liée à la droite MN qui l'entraîne dans son mouvement, passera de la première position à la seconde.
100. Remarque. — Considérons encore deux points P et P' qui se correspondent dans les deux positions de la figure, c'est-à-dire tels que AP = BP'. Par la rotation autour du point 0, le point P vient se placer en P', après avoir décrit un arc de cercle ayant le point pour centre. Nous pouvons observer que l'angle POP' est le même, quels que soient les points considérés.
On a, en outre, la propriété suivante :
Propriété. — Les perpendiculaires élevées au milieu des droites PP' qui joignent deux positions d!un même point concourent en un même point 0.
Nous avons supposé que les deux droites MN et
M'N' se coupent en un point B. Si ces deux droites
étaient parallèles et de '^* * même sens lûg. 29), il
ï 1 \ -• suffirait, pour amener MN
\ \ \ à coïncider avec M'N', de
^^-^^S^-\'-:^^\"'^\ donner à MN, et par
^ ^ ' conséquent à la figure
mobile, un mouvement de translation, ce qui équivaut à un mouvement de rotation autour d'un centre situé à l'infini. D'ailleurs, dans ce cas, les perpendiculaires élevées aux milieux de AA', BB', ce, etc., étant parallèles, leur point de rencontre est à l'infini.
102. Si les deux droites MN et M'N' étaient parallèles et de sens contraires (fig. 30), en joignant AA',
BB', ce, etc. , ces droites se ^*^* ^^' coupent en leurs milieux I.
M A B ^_^ Il est évident que, pour
^^^ \ ^^^^^ amener MN à coïncider "Xl"" avec M'N', il suffirait de ^^^ l \^ donneràMN, etparconséjjT-^jf '^ ^ 'Jy queïit à la figure mobile,
un mouvement de rotation autour du point I. D'ailleurs, les perpendiculaires élevées aux milieux de AA', BB', CC, etc. se confondent, dans ce cas, avec le point I.
103. Mouvement élémentaire d'une figure plane DANS SON PLAN. — Le théorème énoncé plus haut (n^ 99) s'applique à un déplacement quelconque de la figure mobile, dans son plan, et, par suite, à un déplacement infiniment petit.
Donc, le déplacement élémentaire d'une figure plane dans son plan résulte d'un mouvement de rotation élémentaire autour d'un point du plan, point qui peut
être situé à Tinfini. Comme ce point change pour chaque déplacement élémentaire, on l'appelle centre instantané de rotation.
Dans ce cas, les droites telles que PP', qui joignent deux positions consécutives P et P' d'un même point de la figure mobile, deviennent les arcs infiniment petits de la trajectoire décrite par chacun de ces points ; alors, la perpendiculaire élevée au milieu de PP' devient la normale à la trajectoire, et l'angle POP' est l'angle infiniment petit dont la figure a tourné autour du point 0.
104. Conséquences. — De ce qui précède résultent les propriétés suivantes :
P A un instant donné, et dans un temps infiniment petit, tous les points de la figure mobile ont un mouvement de rotation élémentaire autour du centre instantané correspondant, ou, ce qui revient au même, autour d'un axe perpendiculaire au plan et mené par le centre instantané.
2!" A un instant donné, les normales aux trajectoires de tous les points de la figure mobile concourent en un môme point, qui est le centre instantané de rotation.
3^ La vitesse de chaque point mobile est perpendiculaire à la droite qui joint ce point au centre instantané de rotation.
4"" Les vitesses de tous les points de la figure sont proportionnelles aux distances de ces points au centre instantané.
106. Mouvement continu d'une figure plane dans SON PLAN. — Quand une figure plane se meut d\me manière continue dans son plan^ ce mouvement peut être produit au moyen d'une certaine courbe du plan^ qui serait invariablement liée à la figure inobile,
et qui roulerait sans glisser sur une autre courbe fixe située dans ce mène plan.
On peut encore énoncer ce théorème comme suit ;
Théorème. — Le mouvement continu d'une figure plane dans son plan est un mouvement épicycloïdal.
En effet, nous avons vu que le mouvement élémentaire d'une figure plane dans son plan est une rotation autour d'un certain point 0, que Ton appelle centre instantané de rotation. Le mouvement continu de la figure est une suite de mouvements élémentaires, par conséquent, une suite de rotations autour de centres instantanés successifs infiniment voisins dans le plan.
Supposons que soit le centre de rotation à l'instant considéré (fig. 31) : au bout d'un temps infiniment petit,
le centre sera a, puis ce seront les points l3, y, (î ... Tous ces points 0, a, (3, y..., forment une courbe du plan. Or, il existe un point a du plan, ce point étant invariablement lié à la figure, qui viendra coïncider avec a, lorsque ce point a sera le centre instantané ; de même, des points 6,c,rf..., du plan, invariablement liés à la figure mobile, coïncideront avec les points P, y, 5..., lorsque ces derniers seront les centres de rotation. Tous ces points 0, a, &, c... forment une courbe Oabc. liée invariablement à la figure mobile.
Cela posé, il est facile de s'assurer que, si nous supposons la figure mobile animée d'un mouvement continu, la courbe Oa&c... est toujours tangente à la courbe fixe Oa(3y..., et roule sans glisser sur cette dernière. Soit, en effet, le centre de rotation au moment considéré : le mouvement de la figure est une
rotation élémentaire autour du point 0, rotation qui amène le point a en coïncidence avec «. Donc, aQx est l'angle dont la figure tourne autour de 0. Le déplacement étant infiniment petit, cet angle aOa est infiniment petit et les deux courbes sont tangentes en 0. Le mouvement est donc un mouvement de roulement, et ce roulement s'effectue sans glissemen^t : en effet, dans le mouvement élémentaire, le point ne bouge pas, et le point a vient en a ; donc Oa «= O^c, et, par suite, il y a simple roulement.
Donc, dans le mouvement de la figure mobile dans son plan^ la courbe Oabc... roule sans glisser sur OoL^y... Réciproquement, si la courbe mobile, à laquelle la figure est invariablement liée, roule sans glisser sur ime courbe fixe, on obtient précisément le mouvement de la figure mobile.
La courbe fixe est le lieu des points du plan qui sont successivement les centres instantanés de rotation, et la courbe mobile est le lieu des points de la figure mobile qui viennent successivement coïncider avec les centres instantanés.
106. Remarque. — Par la première rotation autour du point 0, le point a vient coïncider avec a (fig. 31) ; par la seconde rotation autour du point «, le point b vient coïncider avec |3. Or, il est évident que l'angle dont la figure doit tourner autour de « pour amener cette coïncidence de b avec |3 est égal à la somme des angles bat + T^jS, c'est-à-dire égal à la somme des angles de contingence des deux courbes. Donc, à un instant quelconque, la courbe mobile tourne autour du point de contact d^un angle égal à la somme des angles de contingence des deux courbes.
107. Cette propriété permet de trouver une relation entre la vitesse angulaire de la rotation instantanée, et
la vitesse linéaii^e avec laquelle le point de contact se déplace le long des deux courbes.
Soient R le rayon de courbure de la courbe fixe, et p le rayon de courbure de la courbe mobile, v la vitesse avec laquelle le point de contact se déplace le long des deux courbes. Dans le temps infiniment petit dt, ce point parcourt sur chacune des deux courbes un arc égal à vdt. Donc, l'angle de contingence correspondant
dans la courbe fixe est ^5- , et dans la courbe mobile — ;
par conséquent, la courbe mobile décrit dans le temps dt, un angle total égal à :
vdt . vdt
Or, w étant la vitesse angulaire de la rotation instantanée, l'angle dont la figure mobile a tourné pendant le temps dt sera égal à (^dt. Nous aurons donc :
(jidt ^vIztA — ) dt.
d'où l'on tire :
pour la rotation cherchée.
Si les courbures des deux courbes sont dans le même sens, nous aurons :
,(^_i). ou ««=«(1-1).
Mouvement d'un solide dont tous les points se déplacent parallèlement à un plan.
108. Considérons un corps se mouvant parallèlement à un plan. Faisons une section plane F parallèle à ce plan P ; elle déterminera une figure plane mobile dans son plan P'.
Or, à un instant quelconque, le mouvement élémentaire de cette figure plane est un mouvement élémentaire de rotation autour d'un centre instantané. Par suite, le mouvement élémentaire du corps est un mouvement de rotation élémentaire autour d'un axe perpendiculaire au plan P, mené par] le centre de rotation. Cet axe se déplace à chaque instant : on l'appelle axe instantané de rotation.
Donc, si un solide se meut d'une manière continu-e parallèlement à un plan fixe, son mouvement peut être produit au moyen d'un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires au plan fixe, et qui serait invariablement lié au corps solide, et qui roulerait sans glisser sur un autre cylindre fixe dans Tespace, dont les génératrices seraient aussi perpendiculaires au plan fixe.
Le cylindre fixe est le lieu des droites qui sont successivement axes instantanés de rotation, et le cylindre mobile le lieu des droites de l'espace qui viennent successivement coïncider avec les axes instantanés.
CHAPITRE m
Mouvement d'une figure sphérique
sur sa sphère.
109. Si nous reprenons les raisonnements relatifs au mouvement d'une figure plane dans son plan, et si nous remplaçons les droites par des arcs de grands cercles, nous arriverons aux théorèmes suivants :
r Une figure sphérique peut être amenée d'une quelconque de ses positions à une autre position, par un mouvement de rotation autour d'un point de la sphère comme pôle, ou ce qui est la même chose, par une rotation autour d'un diamètre de la sphère comme axe.
2° Tout mouvement élémentaire d'une figure sphérique sur sa sphère est une rotation infiniment petite autour d'un point de la sphère comme pôle (appelé pôle instantané) , ou autour d'un diamètre de la sphère comme ^axe : ce diamètre s'appelle axe instantané de rotation.
3° Le mouvement continu d'une figure sphérique mobile sur la sphère est une suite de rotations infiniment petites. On peut l'obtenir en faisant rouler une ligne invariablement liée à la figure mobile sur une ligne fixe tracée sur la sphère. En d'autres termes, le mouvement continu d'une figure sphérique mobile sur la sphère est un mouvement épicycloïdal sphérique.
Mouvement d'un corps solide autour
d'un point fixe.
110. Supposons un corps solide mobile autour d'un point fixe 0. Coupons ce corps par une sphère ayant le point pour centre. Cette sphère déterminera par son intersection avec le corps une figure sphérique qui, dans le mouvement du corps solide, se déplacera en restant sur la sphère. Or, tout mouvement élémentaire de cette figure sphérique est un mouvement de rotation autour d'un diamètre de la sphère. Donc, le mouvement élémentaire du solide lié à la figure sphérique est aussi une rotation autour de ce diamètre, c'est-à-dire autour d'un acoe instantané passant par le point fixe 0.
D'autre part, nous savons que le mouvement continu de la figure sphérique sur la sphère peut s'obtenir en faisant rouler une courbe L, appartenant à la figure sphérique, sur une courbe fixe >, tracée sur la sphère.
Nous pouvons prendre ces deux courbes L et / comme directrices de deux cônes ayant pour sommets le point 0, et alors le mouvement de L sur X équivaut au roulement du cône (0, L) sur le cône fixe (0, i). Donc, le mouvement continu d'un solide invariable autour d'un point fi^eO, s'obtient en faisant rouler sans glisser un cône, invariablement lié au solide et ayant pour sommet le point 0, sur un cône fixe dans l'espace et ayant aussi pour
sommet le point 0.
Le cône fixe dans l'espace est le lieu des axes instantanés de rotation, et le cône mobile est le lieu des droites de l'espace qui viennent successivement coïncider avec les axes instantanés.
L'axe instantané de rotation à un moment donné, est la génératrice de contact du cône mobile avec le cône fixe.
Mouvement le plus général d'un corps solide.
111. Propriété. — Quel que soit le mouvement d'un cor*ps solide dans V espace , on peut amener ce corps d'une de ses positions à une autre, en lui donnant dabord un rnouve>7ient de translation et ensuite un mouvement de rotation autour d'un certain axe.
Soient A, B, C, D... et A', B', C, D'... (flg. 32), deux positions successives d'un système de points de figure
invariable. Joignons AA', puis, par les points B, C, D. . . , menons des droites ç. BB",CC",DD"..., égales et parallèles à AA'. Pour amener le solide de la position ( ABCD . . . ) à la seconde position (A'B'C'D'...), donnons-lui d'abord un
Fig. 32.
MA' N
D» mouvement de translation
rectiligne représenté en grandeur et en direction par AA'. Les points B, C, D..., viendront en B", C", D"... Il n'y aura plus qu'à donner au solide un second mouvement en vertu duquel le point A' restant immobile, les points B', C, D"... viendront en B', C, D'... Or, comme on sait, ce second déplacement du solide peut s'effectuer par une rotation autour d'un axe instantané passant par le point A'. Donc, on peut amener le solide de la première position
(ABCD. . .) à la seconde position (A'B'C'D'. . .) en lui communiquant :
1^ Une translation suivant AA' ;
2"* Une rotation autour J'un axe instantané MN passant par le point A'.
112. Il est évident qu'il y a une infinité de manières de faire passer le corps de la première position à la seconde par la combinaison d'une translation et d'une rotation. En effet, il sufllt de faire jouer à chacun des points que l'on peut imaginer faire partie du corps solide, le rôle que l'on a fait jouer au point A.
Or, parmi ces combinaisons, en nombre infini, il y en a une dans laquelle la translation a lieu parallèlement à l'axe de rotation. En effet, imaginons un plan P, perpendiculaire à MN, et soit F la section faite par ce plan dans le corps. La translation AA' transporte la figure F dans un plan P' parallèle au plan P. Soit F' la position de la section F après la translation AA', et soit F" la position qu'elle occupe dans le plan P' après la rotation autour de MN. Or, pour faire passer la figure plane de sa première position F à la position F", on peut d'abord lui donner un mouvement de translation suivant une perpendiculaire aux deux plans P et P', translation qui amènera la figure F en Fj, dans le plan P', puis faire tourner F^ dans le plan P' autour d'un point de ce plan, c'est-à-dire autour d'un axe perpendiculaire aux plans P et P'. Si l'on conçoit le solide entraîné par cette figure, il passera de la position (ABCD...) à la position (A'B'CD'...).
On voit donc que l'on peut amener le solide d'une position à une autre par une translation suivie d'une rotation autour d'un axe de même direction que la translation. Cet axe s'appelle axe instantané de rotation
et de glissement. La position de cet axe change d'un instant à l'autre du mouvement.
113. n résulte de ce qui précède que le mouvement élémentaire d'un corps solide dans l'espace est un mouvement hélicoïdal c'est-à-dire qu'il peut être assimilé à celui d'une vis qui pénètre dans son écrou,
114, Si maintenant nous passons au mouvement continu d'un corps dans l'espace, nous pourrons le considérer de deux manières dijïérentes. En effet, nous avons vu que :
P Le mouvement élémentaire d'un corps peut être produit par une translation égale et parallèle au mouvement élémentaire de l'un des points du corps, et une rotation autour d'un axe passant par ce point. Si donc, on considère toujours le même point du corps, on aura le théorème suivant :
Théorème. — Le mouvement continu d'un corps dans r espace peut être produit par le roulement d'un cône invariablement lié au corps^ sur un cône qui est animé d'un mouvement de translation dans Vespace.
2° Si l'on considère l'axe instantané de rotation et de glissement, on voit que les différentes positions de cet axe dans l'espace, forment une surface réglée, et les positions qu'il occupe dans le corps forment aussi une surface réglée. On a le théorème suivant :
Théorème. — Le mouveynent continu d'un corps dans Vespace peut être considéré comme produit par le roulement d'une surface réglée liée au corps sur une surface réglée fixe dans l'espace, accompagné d'un glissement le long de la génératrice de contact.
La surface réglée fixe dans l'espace est le lieu des axes instantanés de rotation et de glissement ; la surface mobile est le lieu des droites qui viennent successivement coïncider avec les axes de rotation et de glissement.
115. Nous avons démontré que, quel que soit le mouvement d'un corps solide dans l'espace, on peut amener ce corps d'une position à une autre, en lui donnant un mouvement de translation qui amène un des points dans sa nouvelle position, et ensuite un mouvement de rotation autour d'un axe passant par ce point dans sa nouvelle position.
Nous avons aussi reconnu] que Ton peut faire passer le corps ,de sa première position à la deuxième d'une infinité de manières, en changeant le point dont on considère le mouvement de translation.
Nous allons maintenant démontrer que, quel que soit le point choisi, le ynouvement de rotation sera toujours le mê^ne.
Fig. 33.
Considérons trois points A, B, C du corps formant un triangle ABC invariablement lié au corps, et soit A'B'C le triangle dans sa nouvelle position (fig. 33).
Passons d'abord de la première position à la seconde en considérant le point A. Nous aurons : V une translation AA' qui amène le triangle ABC en A'BjC^ ; 2"* une rotation autour d'un axe passant par le point A'. Pendant cette rotation le point B^ décrira un parallèle d'une
sphère ayant son centre en A', puisque A'B^ « A'B'.; le point Cj décrira un parallèle d'une sphère ayant son centre en A', puisque A'Cj = AC Par conséquent, l'axe de la rotation sera une droite passant par A', et perpendiculaire aux droites C^C et BjB'.
Si Ton avait considéré le point B, nous aurions eu une translation BB' amenant le triangle ABC en A^B'Cg, et une rotation autour d'un axe passant par B', et perpendiculaire aux droites A^A' et C^C. Or, on a CgB' égal et parallèle à B^C^ ; donc, B^B' est égal et parallèle à C^Ci. Donc, Vaœe de rotation en A' est perpenâAculaire au plan C'CjC^.
D'autre part, k^C^ est égal et parallèle à AC^ : donc, AgA' est égal et parallèle à C^Cg, et, par conséquent, Vaœe de rotation en B' est perpendiculaire auplanCC^C^. Il résulte de là que les axes de rotation en A' et B' sont parallèles et perpendiculaires au plan C'C^Co.
Il reste à démontrer que les vitesses angulaires de ces deux rotations sont égales. Or, le déplacement autour de l'axe en A' est évidemment la projection sur le plan C'CjCg, perpendiculaire à l'axe de rotation, du déplacement BjA'B' dans l'espace, et le déplacement autour de Taxe en B' est la projection sur ce même plan du déplacement AjjB A' dans l'espace. Mais, les deux angles Bj AB' et AgB'A' sont égaux dans l'espace comme alternes internes ; donc, leurs projections sur un même plan sont égales. Par conséquent, les déplacements autour des axes en A' et B' sont égaux, et, par suite, les vitesses angulaires des deux rotations sont égales.
116. Propriété. — Le déplacement total d*un point quelconque du corps, estimé suivant Vaœe de rotation, est le même pour tous les points.
En effet, le déplacement total du point C, par exemple, est CC ; or, CC' est la résultante des deux
déplacements CCj et CiC. Donc, la longueur CC estimée suivant Taxe, c'est-à-dire sa projection sur Taxe, sera la somme des projections de ses composantes CC^ et G^G. Mais, la projection de C^C sur Taxe est nulle ; donc, le déplacement d'un point quelconque estimé suivant l'axe de rotation est égal à la projection sur cet axe de la translation de ce point. Or, la translation est la même pour tous les points du corps. Par conséquent, le déplacement total, estimé suivant l'axe, est le même pour tous les points.
Cette propriété peut être traduite par la suivante
Propriété. — Si^ par un point de Vespace, on mène une parallèle à Vaxe de la rotation^ et si, par ce même point, on mène des droites égales et parallèles aux déplacements des différents points, le lieu géométrique des extrémités de ces droites est un plan perpendiculaire à Vaxe*
118. Corollaire. — Pour construire l'axe, il suffira de mener par un point quelconque de l'espace, trois droites égales et parallèles aux trois déplacements de trois points du corps. Le plan du triangle formé par les extrémités de ces droites sera celui de la rotation, et la perpendiculaire à ce plan sera l'axe de la rotation.
CHAPITRE lY
Composition des mouvements simultanés
d'un corps solide.
Composition des translations.
119. Composition des translations. — Si un corps est animé de deux mouvements élémentaires de translation, chacun de ses points décrira la diagonale du parallélogramme construit sur les déplacements élémentaires dans les mouvements composants. Or, tous les parallélogrammes ainsi obtenus pour les différents points ont leurs côtés égaux et parallèles : il en est de même des diagonales qui sont égales et parallèles. Par conséquent, le déplacement résultant a même direction, même sens et même grandeur pour chaque point : c'est donc un mouvement de translation > On voit, en outre, que la vitesse du solide est déterminée en grandeur, direction et sens par la diagonale du parallélogramine construit sur les vitesses des mouvements composants.
120. Si un corps est animé àe plusieurs mouvements élémentaires de translation, le mouvement résultant sera une translation, dont la ^dtesse se déduira des vitesses des mouvements composants par la règle du polygone des vitesses.
121. Réciproquement, une translation peut être décomposée en trois translations parallèles à trois azes
rectangulaires ; les vitesses de ces translations seront les côtés du parallélipipède dont la vitesse* donnée sera la diagonale.
Composition des rotations.
0) ùi
122. Théorème. — Deux ou plusieurs rotations ^effectuant autour d'un même a^e se composent en une rotation unique dont la vitesse angulaire est égale à la somme algébrique des vitesses angulaires des rotations composantes.
Soient trois rotations w, «', «" autour de Taxe XY
(fig. 34). Imaginons un plan quelconque Xi f ( passant par l'axe XY,
1 \ \ ^ et soient m un point
1^ ^^ de ce plan, mn = r sa
^n distance à Taxe XY.
En vertu de la rotation w, le point m tend à s'élever au-dessus du plan et perpendiculairement à ce plan avec une vitesse :
V = (or.
En vertu de la rotation w', le point m tend à s'élever perpendiculairement au plan avec une vitesse :
xf = w'r.
En vertu de la rotation w", de sens contraire aux deux
précédentes, le point m tend à s'abaisser au-dessous du plan, perpendiculairement au plan avec une vitesse :
v'^ = wV.
Par conséquent, la vitesse du point m perpendiculairement au plan sera :
C'est la vitesse avec laquelle le point m tend à s'élever au-dessus du plan : or, cette vitesse V serait produite par une rotation £2 autour du même axe, et telle que Ton ait :
V = ûr.
On a donc :
ce qui démontre le théorème énoncé.
123. Composition des rotations autour d'axes CONCOURANTS. — Soit uu solide animé de deux rotations élémentaires autour de deux axes concourants, et soient «, w' les vitesses angulaires de ces deux rotations.
Soient OA, OB les deux axes de rotation (fig. 35), c'est-à-dire les droites qui représentent la position de l'axe, la grandeur de la vitesse angulaire et le sens du mouvement. Je dis que le mouvement résultant sera une rotation dont Vaœe sera représenté par la diagonale du parallélogramme construit sur les droites OA et OB.
En effet, le point de rencontre des deux axes reste
Fig. 35.
fixe dans les deux mouvements composants ; par
conséquent, le mouvement résultant est une rotation autour d'un axe passant par le point 0.
Nous allons démontrer que cet axe est dirigé suivant la diagonale du parailélogram77ie, A cet effet, cherchons un second point de l'axe : je dis d'abord que ce point doit se trouver dans le plan des deux axes donnés. En effet, ce point doit rester immobile en vertu des deux rotations. Or, les deux composantes de la vitesse d'un point M situé en dehors du plan sont respectivement perpendiculaires aux plans MOA et MOB : elles ne sont donc pas dirigées suivant une même droite, et ne peuvent par conséquent pas se détruire. Donc, ce point est situé dans le plan des deux axes. De plus, il doit se trouver dans l'angle des deux axes, autrement ses vitesses ne seraient pas de sens contraires. Soit donc m un point à l'intérieur de l'aiigle AOB : les deux composantes de la vitesse de ce point sont perpendiculaires au plan AOB. En vertu de la rotation w, le point m s'abaisse au-dessous du plan, perpendiculairement au plan, avec une vitesse égale à (ùy, y étant la distance du point m à l'axe OA ; en vertu de la rotation w' le point «^ s'élève au-dessus du plan, perpendiculairement au plan, avec une vitesse égale à w'o?, œ étant la distance du point m à l'axe OB. Le point m sera donc immobile, si l'on a :
Or, cette équation exprime une propriété qui appartient à tous les points de la diagonale du parallélogramme, laquelle sera donc la direction de l'axe de la rotation résultante.
Reste à trouver 1 1 grandeur de la vitesse angulaire iî de la rotation résultante.
A cet effet, considérons un point n du plan des deux axes (flg. 35). En vertu de la rotation w, ce point n s'abaisse en-dessous du plan, perpendiculairement au plan, avec une vitesse égale à w . wa ; en vertu de la rotation «', il s'abaisse en-dessous du plan, perpendiculairement au plan, avec une vitesse égale à w' . nb. Donc, en vertu des deux rotations w et w', il s'abaisse avec une vitesse égale à :
w . na + w' . nb.
Désignons par û la vitesse angulaire inconnue résultante ; nous devrons avoir :
û . ne = w . na + w' • ^b. (1)
Or, dans le parallélogramme OACB, on a :
OC . ne = OA . na + OB . nb. (2)
Mais, par hypothèse, nous avons supposé :
OA=w, OB = a)';
donc, la formule (1) devient :
û . ne = OA . na -1- OB . nb. (3)
La comparaison des formules (2) et (3) nous donne û = OC pour la grandeur de la vitesse angulaire de la rotation résultante. On voit, en outre, que le sens de cette rotation est OC, puisqu'elle doit être telle que le point n s'abaisse en-dessous du plan.
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — La rotation résultante de deux rotations concourantes est représentée en grandeur^ direction et sens par la diagonale du parallélogramme construit sur les axes des deux rotations données.
124. Corollaire. — Comme conséquences de ce théorème, nous aurons les relations suivantes :
w : w' : Û = sin (w', Û) : sin (w, û) : sin (w, w') , Û2 = (o2 -|- w'2 -|- 2(ow' ces (w, w') .
125. Il résulte de ce qui précède que des rotations en nombre quelconque autour daxes concourants se composent en une rotation unique représentée par la droite qui ferme le contour polygonal des axes des rotations composantes.
126. Trois rotations autour de trois axes concourants se composent en une rotation unique dont l'axe est la diagonale du parallélipipède construit sur les axes des rotations composantes.
127. Cas particulier. — Si les rotations sont rectangulaires, on a :
o)ic=(i>cosa,
tùz = iù cos Y-
128. Il résulte de là qu'une rotation peut être décomposée en trois rotations autour des trois axes rectangulaires.
Composition analytique d'un nombre
QUELCONQUE DE ROTATIONS AUTOUR d'aXES CONCOURANTS.
— Soient « (a, (3, y), «' (a', p', /), «" (a", fi", y")... les axes des rotations données. Nous pouvons décomposer la rotation w en trois rotations autour de trois axes rectangulaires, et nous aurons pour ces trois composantes :
w ces a, (i) cos p, <i> CCS y ;
faisant la même opération pour chacune des rotations données, nous aurons autour de raœedesœdes rotations w cos a, «'cos a',... qui se composeront en une rotation dont l'axe sera 2w cos « (n"" 122). De même, autour de l'axe des y, nous aurons une rotation dont l'axe sera 2w cos p, et autour de l'axe des z une rotation dont l'axe sera 2w cos y.
Ces trois, rotations autour de trois axes rectangulaires se composent en une rotation unique, telle que l'on ait(n° 127) :
ii? = (2w cos a)8 + (2(0 cos ^f + (Sw cos y,-.
En désignant par a, ft, c, les angles que l'axe û fait avec les axes coordonnés, nous aurons :
Ûcos a = 2(0 cos a, û cosô = 2(o cos (3, û cosc = 2(o cos y, d'où :
cosa^^!^, cos& = !^, cosc=.!^
Composition des rotations autour d'axes
parallèles.
130. Soit un solide animé de deux rotations de même sens autour de deux axes parallèles. Sous l'action de chacune de ces deux rotations « et w', chacun des points du corps se meut parallèlement à un plan perpendiculaire aux deux axes de rotation. Donc, tous les points du corps ont des vitesses parallèles à ce plan.
Par conséquent, le mouvement résultant est ou une translation parallèle à ce plan, ou une rotation autour
d'un axe perpendicu-
Fig. 36.
laire à ce plan, c'està-dire parallèle aux deux axes.
Dans ce dernier cas, nous pourrons déterminer cet axe, c'està-dire les points du corps qui restent immobiles sous l'action des deux rotations, ou bien dont la vitesse est nulle. Il est évident que ces points sont situés dans le plan des deux axes. Car, les composantes de la vitesse d'un point situé en dehors de ce plan ne sont pas dirigées suivant la même droite, et, par conséquent, elles ne peuvent pas se détruire. De plus, les points cherchés sont situés entre les deux axes ; autrement, ces composantes ne seraient pas de sens contraires. ; Soit donc m un point compris entre les deux axes
(fig. 36) : les deux vitesses de ce point sont de sens contraires — cùx et + tù'y, en désignant par œ et y les distances Awi et mB ; pour que ce point soit immobile, on doit avoir :
— (ûx -f- (ù'y = 0, d'où :
tox « (ù'y , ou bien :
X to'
Donc, le point m divise la droite AB en deux segments inversement proportionnels aux vitesses angulaires w et «'. On reconnaîtra facilement que tous les points de la parallèle aux deux axes, menée par le point m, jouiront de la même propriété d'être immobiles : cette droite est donc Taxe de la rotation résultante.
Cherchons la vitesse angulaire de cette rotation résultante. Soit n un point du plan des deux axes : en vertu de la rotation m, le point n s'élève au-dessus du plan, perpendiculairement à ce plan, avec une vitesse égale à « . nA ; en vertu de la rotation «', le point n s'élève avec une vitesse égale à w' . nB, Donc, sous l'action des deux rotations, le point n s'élève avec une vitesse égale à w , wA + w' . nB. Si l'on imagine que ù soit la vitesse angulaire résultante, de même sens que les deux autres ^ , le point n s'élèverait, en vertu de
1. EUe doit être de mémo sens, puisque sous l'action des deux rotations simultanées le point n s'élève au-dessus du plan.
cette rotation avec une vitesse égale à û . mn, et l'on aurait :
Or, on a :
nB = mn + y, nA = mn — a? ;
par suite,
û . mn « w (mn — a?) + to' (mn + y) ;
d'où, en vertu de la relation wo? == «'y.
û . mn = 0) . mn + w' . mn,
et enfin :
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Deuœ rotations parallèles et de même sens se composent en une rotation de même sens que les rotations proposées, autour dun aœe parallèle aux accès des rotations composantes, situé dans leur plan et comprHs entre ces deuœ aœes, dont les distances à ces axes sont en raison inverse des vitesses angulaires correspondantes. La vitesse angtdaire de la rotation résultante est égale à la somme des vitesses angulaires des deux rotations composantes.
Supposons les deux 7^otations parallèles et de
sens contraires. Soient « et «' les vitesses angulaires, et
soit « > «' {ûg. 37).
Fig. 37.
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Le mouvement résultant est une rotation autour d'un axe parallèle aux deux axes « et w'. Cet axe est dans le plan des deux axes donnés, en dehors de la portion du plan comprise entre ces deux axes, et du côté de l'axe qui correspond à la plus grande vitesse angulaire.
En effet, les points de l'axe de la rotation résultante deyant avoir une vitesse nulle, ne peuvent être compris entre les deux axes, puisque, pour tous les points compris entre ces deux axes les composantes de la vitesse sont de même sens, et ne peuvent se détruire.
Soit donc un point m pris en dehors de la portion du plan comprise entre les deux axes, et soient mA «= a?, mB = y ses distances aux deux axes. Les vitesses de ce point correspondant aux deux rotations sont de sens contraires, et égales à «a? et w'y. Pour que ce point soit immobile, on doit donc avoir :
iùx = (i) y.
Or, puisque, par hypothèse, «o > w', il s'ensuit que l'on
De cette équation on tire :
On voit que le point m jouit de la propriété que ses distances aux points A et B sont inversement proportionnelles aux vitesses angulaires correspondantes « et «', et qu'il est situé du côté de l'axe correspondant à la plus grande vitesse angulaire. On reconnaîtra que tous les points de la parallèle aux deux axes menée par le point m jouiront de la même propriété. Cette droite est donc l'axe de la rotation résultante. En outre, la rotation résultante est de même sens que w et sa Titesse angulaire est :
En effet, soit n un point du plan : en vertu de la rotation «, ce point s'abaisse en-dessous du plan, perpendiculairement au plan, avec une vitesse égale à « . nA ; en vertu de «', il tend à s'élever au-dessus du plan, avec une vitesse égale à «' . nB ; la vitesse résultante sera donc M . nA — w' . nB.
Si û est la vitesse angulaire inconnue de la rotation résultante, le point n, en vertu de cette rotation, se meut perpendiculairement au plan avec une vitesse û . mn, et nous aurons :
û . mn = (i) . nA — w' . nB.
Mais, on a :
nA = mn -f x, nB = mn + y,
et l'égalité précédente devient :
mn — (i) {7nn + œ) — to' (mn -f y) = (w — co') mn
d'où :
Il résulte aussi de ce que la vitesse résultante est « . wA — w' . nB = (« — w') mn, que la vitesse angulaire ii doit être de même sens que w, puisque « . mn > «' . mn. On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Deux rotations parallèles et de sens contraires se composent en une rotation autour âCun axe parallèle aux axes des rotations composantes, situé dans le plan de ces deux axes^ en dehors de la portion du plan comprise entre ces axes, du côté de Vaxe corres^ pondant à la plus grande vitesse angulaire. La rotation résultante a lieu dans le sens de la plus grande, et sa vitesse angulaire est égale à la différence des vitesses angulaires des rotations composantes ; les distances de raxe résultant aux axes composants sont en raison inverse des vitesses angulaires correspondantes.
132. Remarque. — Il est facile de voir que, dans le cas où les deux rotations parallèles sont de même sens, on a :
0) : w' : iî = 2/ : a: : a? -f y.
ou bien :
w : (i)' : û =- mB : mA : AB.
Dans le cas où les deux rotations sont de sens contraires, on a :
(ù : lo' : Q '^ y : X : y ^ X,
ou bien :
G) : G)' : 12 = mB : mA : AB.
De cette dernière relation, on tire :
0)' : Û =» mA : AB,
mA == AB . -rr = AB .
équation qui détermine la position du point m.
133. Cas particulier. — Si les deux rotations parallèles et de sens contraires sont égales, c'est-à-dire si l'on a w' — = û), la rotation résultante 12 = 0, et l'on a m A = oo. Ainsi donc, la rotation résultante est nulle, et elle ^effectue autour d'un axe situé à Vinfini. Le mouvement résultant sera donc une translation perpendiculaire au plan des axes des rotations composantes.
On peut d'ailleurs s'en assurer directement de la manière suivante : Soient « la vitesse angulaire des deux
rotations, et m un point quelconque ^''^' ^^' du plan des deux axes (fig. 38). En
vertu de la rotation «autour de l'axe A, le point m tend à s'abaisser B au-dessous du plan, perpendicucj lairement au plan, avec une vitesse w . mk ; en vertu de la rotation « autour de l'axe B, il s'élèvera audessus du plan avec une vitesse w . mB. Donc, sous l'action des deux rotations, le point m s'élèvera avec une vitesse constante :
(ù {mB — mA) = « . AB.
CÙ
Il est facile de voir que cette vitesse sera la même, quelle que soit la position du point m dans le plan des deux axes, soit en dehors, soit en dedans de ces axes. Il résulte donc de là que tous les points du plan se meuvent perpendiculairement à ce plan avec une vitesse constante « . AB.
Doiic, fe zy^ème de deux rotatmis égales et de sens contraires^ autour de deux axes parallèles j équivaut à une translation perpendiculaire au plan des axes des deux rotations^ et dont la vitesse est égale au produit de la vitesse angulaire commune y multipliée par la distance des deux axes.
Ce système de deux rotations égales, parallèles et de sens contraires constitue un couple de rotations. La distance AB des deux axes s'appelle le bras de levier du couple ; le produit w . AB est le moment du couple.
Un couple de rotations équivaut donc à une translation^ perpendiculaire au plan du couple, et dont la vitesse est égale au moment du couple.
134. Composition de plusieurs rotations autour d'axes parallèles. — Si un corps est animé à la fois d'un nombre quelconque de rotations autour d'axes parallèles, on composera d'abord en une seule toutes les rotations qui ont lieu dans un sens ; on fera la même chose pour les rotations qui ont lieu en sens contraire. On aura ainsi deux rotations de sens contraires autour d'axes parallèles ; en composant ces deux rotations (n° 131) on aura une rotation autour d'un axe parallèle, ou, dans le cas du couple, une translation perpendiculaire au plan des deux axes.
Remarque. — Si les deux rotations égales et de sens contraires s'effectuent autour du même axe, elles se détruisent.
135. Propriétés des couples de rotations. — r® propriété. — Un couple de rotations peut être représenté par son axe. On appelle axe du couple une perpendiculaire au plan du couple : si Ton prend sur cette perpendiculaire, menée dans le sens de la translation^ une longueur proportionnelle au moment du couple, cet axe représentera le couple ou la translation en grandeur, direction et sens.
2® PROPRIÉTÉ. — Un couple de rotations peut être transporté d'une manière quelconque dans son plan ou dans un plan parallèle invariablement lié au premier. En effet, tous ces couples équivalent à une même translation perpendiculaire à ce plan. Ils sont donc équivalents.
3® PROPRIÉTÉ. — On peut changer à volonté la grandeur de la vitesse angulaire w, et la distance $ des deux axes ; pourvu que le produit w^ reste le même, l'effet du couple restera le même.
4® PROPRIÉTÉ. — Réciproquement, on peut remplacer une translation par un couple de rotations dont le plan est perpendiculaire à la direction de la vitesse de translation. Ce plan peut être mené par un point quelconque de l'espace, invariablement lié au corps. On prendra, comme on voudra, dans ce plan la direction des axes, et l'on prendra, comme on voudra, la vitesse angulaire w et la distance (î, pourvu que l'on ait :
V étant la vitesse de translation.
136. Remarque. — Il est bien entendu que la substitution dun couple de rotations à une simple translcition n'est employée que comme un artifice de raisonnement pour simplifier la solution des problèmes.
Composition des couples de rotations.
137. Théorème. — Un nombre quelconque de couples de rotations^ situés dans un même plan ou dans des plans parallèles^ invariablement liés entre eux, se composent en un couple unique dont le moment est égal à la somme des moments des couples composants.
En effet, les couples donnés wrf, w'rf'..., peuvent être transportés dans un seul plan parallèle à ceux qui les contiennent (n° 135). Ils produiront une translation dans une direction perpendiculaire à ce plan, avec une vitesse V égale à la somme algébrique des vitesses relatives aux couples composants, et nous aurons :
si donc nous désignons par ÛD le couple de rotations capable de produire la vitesse V, nous aurons :
ce qui démontre le théorème énoncé.
138. Théorème. — Trois couples de rotations situés dans t?*ois plans perpendiculaires entre eux, se composent de la 7nême manière que trois vitesses concourantes.
En effet, chacun des couples tend à transporter le plan qui le contient suivant une direction perpendiculaire à ce plan, avec une vitesse égale au moment du
couple ; nous aurons donc trois vitesses parallèles aux trois axes coordonnés, qui se composeront en une vitesse V, donnée par la formule :
Or, si W est le couple de rotations capable de produire la vitesse V, nous aurons :
W2 = L« + W +. NS
L, M, N étant les trois couples donnés capables de produire les vitesses Yx^ Vy, V^.
Quant aux angles ^, /^, y que l'axe de ce couple fait avec les axes coordonnés, ils sont déterminés par les formules :
cosX = -;^ = ^, cosa=— = — , cosu= — = ^.
139. Réciproquement, un couple W étant donné, on peut le remplacer par trois couples situés dans trois plans orthogonaux.
140. Théorème. — Un nombre quelconque de couples, situés dans des plans quelconques, se composent en un couple unique.
En effet, les couples étant représentés par leurs axes, on pourra par un point quelconque, former un contour polygonal dont les côtés seront respectivement égaux et parallèles à ces axes. La droite menée du point à l'extrémité du contour polygonal sera égale en grandeur, direction et sens, à l'axe du couple résultant.
141. Remarque. — On peut d'ailleurs faire la composition analytique de ces couples de la manière suivante :
On décomposera chacun des couples donnés w (a, (3, y), i«?'(a', P', y), ..., en trois couples situés dans les trois plans coordonnés :
Wx = w ces a, Wy ^= w ces ^ Wz = w ces y, Wx=io'cosol\ tc?'y = t^'cosP', w'z=w'cosY, etc.
On aura donc dans les trois plans coordonnés (n° 137) les trois couples :
Wx = ItOx = Iw ces a,
Wy = IWy = It^COS^,
W» = 2t«?a =2'W?cosy.
Ces trois couples se composeront en un couple unique W donné par la formule (n*" 138) :
W2 = Wx^+Wy«4-W»2 =(2w7COSa)2+(2w?cosP)«+(2w?cos7)2.
Quant aux angles A, /x, u que l'axe W fait avec les axes coordonnés, ils sont déterminés par les formules :
. __ Wa; _ 2^^ ces g
COS|yi=«
Wy Iw ces ,3
W, Iw COSy COSU =-=T7- = L
Fig. 39.
142. Transport d'une rotation parallèlement a ELLE-MÊME. — On peut remplacer une rotation « par une autre égale à la première, dont l'axe parallèle au premier, passe par un point donné invariablement relié à l'axe primitif, pourvu que l'on introduise un couple de rotations dont le moment soit égal à la rotation w multipliée par la distance des deux axes. Ce couple
produira une translation perpendiculaire au plan des deux axes.
Soient une rotation w autour de l'axe AB (fig. 39), un point donné, et CD une parallèle à AB, menée par le point 0. Introduisons autour de CD deux rotations égales à w et de sens contraires : le système ne sera pas modifié, puisque ces deux rotations se détruisent. Le nouveau système se composera alors d'une rotation w, de même sens que la première, autour de l'axe CD, et d'un couple de rotations dont le moment sera égal à 6)p, p étant la distance des deux axes.
CHAPITRE V
Composition d'une rotation et d'une translation.
143. Supposons d'abord la translation perpendiculaire à l'axe de rotation. Soient « la vitesse angulaire
de la rotation, v la ^^ *^* vitesse de la transla-
>^^ tion (flg. 40).
Projetons sur un plan perpendiculaire
à l'axe de rotation,
et soit la projection de cet axe, la flèche indiquant le sens du mouvement. Menons une droite Ox perpendiculaire à la direction de la vitesse v de translation, et prenons sur Ox un point m, tel que l'on ait :
Om «= —,
et que ce point, considéré comme tournant autour de 0, prenne un mouvement inverse de celui qu'il prendrait en vertu de la translation. Ceci posé, en vertu de la rotation, le point m s'abaisse sur une perpendiculaire à Ox avec une vitesse égale à « . Om, et, en vertu de la translation, il s'élève sur cette perpendiculaire avec une
vitesse égale à v. Or, comme on a : « . Om == v, il en résulte que le point m est fixe. Il en serait de même de tous les points de la droite projetée en m. Le mouvement résultant est donc une rotation autour d'un axe parallèle à l'axe du mouvement proposé, et situé dans un plan passant par cet axe, et perpendiculaire à la vitesse de translation.
Cherchons maintenant la vitesse angulaire w' de ce mouvement. A cet eflfet, considérons un point quelconque n : en vertu de la rotation, ce point s'abaisse sur une perpendiculaire à Ox avec une vitesse égale à «.On, et, en vertu de la translation, il s'élève sur cette perpendiculaire avec une vitesse égale à v. Donc» la vitesse de ce point est :
.On — t? «= w (Om 4- mn) — t? — « . mn.
Or, ce produit « . mn est évidemment de même signe que « . On ; donc, le point n tend à s'abaisser sur une perpendiculaire à Ox^ et, par suite la rotation inconnue «' doit être de même sens que la rotation «• Mais, en vertu de la rotation <J autour de l'a^e projeté en m, le point n s'abaisserait au-dessous de Ox avec une vitesse égale àw'.mn. Ces deux vitesses devant être égales, on a :
w' . mn =» (ù . mn.
Par suite :
Cd' >^= CD.
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Une rotation et une translation perpendiculaire à la rotation se composent en une rotation 'de même sens que la rotation proposée, dont Vaxe est
parallèle à Vaxe de la rotation proposée, situé dans un plan passant par cet axe et perpendiculaire à la vitesse de translation^ à une distance de l'axe de rotation égale au quotient de la vitesse de translation par la vitesse de rotation. La vitesse angulaire de la rotation résultante est égale à la vitesse angulaire de la rotation proposée.
144. Supposons, en second lieu, que la rotation s'effectue autour d'un axe non perpendiculaire à la direction de la translation. Soient OA l'axe de la rotation « et i? la vitesse de translation suivant OB.
Décomposons la vitesse v en deux, composantes v et v" suivant A et une perpendiculaire Ox à OA, dans le plan AOB ; nous aurons donc :
t?' = î? ces a,
t?" -* V sin a.
Cela posé, la rotation « et la translation v" qui lui est perpendiculaire se composent en une rotation autour d'un axe O'A' parallèle à OA, et situé dans un plan passant par OA et perpendiculaire à la translation v'\ La vitesse angulaire de cette rotation sera w (n** 143), et son axe sera à une distance 00* du premier, telle que l'on ait :
w . 00' = V sin a.
Nous aurons donc alors une rotation o autour de O'A' et une translation v' dirigée suivant cet axe.
Le mouvement résultant sera un mouvement hélicoïdal {n^ 113). On a le théorème suivant :
Théorème. — Une rotation et une translation dont les axes ne sont pas perpendiculaires se composent en
une rotation égale à la rotation proposée^ dont Vaxe 'parallèle à Vaxe de la rotation donnée est situé dans un plan passant par l'axe de la rotation primitive^ perpendiculaire au plan des deux axes^ à une distance du
premier égale à , et une translation le long du
même axe.
Il est facile d'obtenir la vitesse dun point quelconque du corps. En eflFet, si l'on désigne par r la distance du point considéré à l'axe de rotation et de glissement, les deux composantes de la vitesse de ce point sont t?' et wr, et comme elles sont perpendiculaires, la vitesse résultante sera égale à |/î7M-'wV".
145. Remarque. — Les deux questions que nous venons de traiter peuvent être posées d'une autre manière, en remplaçant la translation par le couple de rotations qui lui est équivalent.
Dans le premier cas (n^ 143), nous aurons à composer une rotation et un couple de rotations situés dans unmême plan. Soient donc une rotation « et un couple w'cP situés dans un même plan ; nous remplacerons d'abord le couple
(ù'a (flg. 42) par
Fig. 42.
un couple û)d équivalent , dont la vitesse angulaire soit égale à la rotation donnée « .
Le bras de levier cy de ce couple sera déterminé par la formule :
(ùd == iù'd'.
Transportons ensuite ce nouveau couple dans son plan, de manière à faire coïncider avec « celle des deux
rotations du couple qui est de sens contraire à la rotation donnée «.
Ces deux rotations égales et de sens contraires autour d'un même axe se détruisent, et il reste la rotation w parallèle à la rotation primitive, et à une distance AB = d de celle-ci, donnée par la formule :
Cû'rf'
Cl)
Ce résultat est conforme à celui que nous avons obtenu précédemment (n*" 148). On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Une rotation et un couple de rotations situés dans un même plan se composent en une rotation égale à la première^ autour d'un axe situé dans ce plan,
parallèle au premier^ et à une distance d =
tù
Fig. 43.
Dans le second cas (n° 144), nous aurons à composer une rotation et un couple de rotations non situés dans un même plan.
Soient donc w l'axe de la rotation, et («', w') le couple de rotations situé dans le plan MN. Nous pourrons
transporter le couple dans le plan MN, de manière que l'un des deux axes rencontre l'axe de la rotation &> (flg. 43). Alors, les deux rotations concourantes w et 6)' se composent en une rotation û non située dans le plan MN, et le système est ramené aux deux rotations w' et Û autour de deux axes non situés dans un même plan. Il est d'ailleurs
évident que cette composition peut être faite d'une infinité de manières diflférentes.
146. Réciproquement, deux rotations autour de deux axes non œnœuranis se réduisent à une rotation et un couple de rotations non situés dans un même plan^ ou bien à une rotation et une translation.
Soient w et «' les rotations autour des axes OB et O'A (fig. 44). Par le point 0, menons un axe A'A" parallèle
à O'A, et imaginons autour de cet axe deux rotations égales à (ù* et de sens contraires ; le . système ne sera pas modifié.
Mais, les deux rotations w et (ù' concourantes en se composeront en une rotation unique û, et, par conséquent, le système se ramène à cette rotation û, et au couple (&>', &>'). Or, ce couple pourra être remplacé par une translation perpendiculaire à son plan (n° 133), et la proposition est démontrée.
Composition d'un nombre quelconque
de rotations.
147. Théorème. — Un nombre quelconque de rotations s' effectuant autour de différents axes dirigés d'une manière quelconque dans Vespace, se composent en une rotation unique, et un couple de rotations non situés dans un même plan.
En effet, si nous transportons tous les axes parallèlement à eux-mêmes en une même origine de l'espace, nous obtenons, pour chaque rotation, une rotation et un couple de rotations (n*" 142). Nous aurons donc une série de rotations w, »', «"..., dont les axes passent par l'origine, et des couples de rotations «d, w'rf'..., dont les plans passent par l'origine. Toutes les rotations w, w'..., se composent (d'après la règle du polygone) en une rotation unique Q dont l'axe passe par l'origine (n** 125), et tous les couples se composeront en un couple unique Wr (n^ 140).
Donc, en résumé, le système se ramène à une rotation et un couple de rotations, ou bien à une rotation et une translation.
148. Remarques. — P Si û == 0, le système se réduit à un couple de rotations Wr, ou à une translation.
2** Si Wr = 0, le système se ramène à une rotation unique û.
iV" Si û = 0, et Wr = 0, la rotation est nulle, ainsi que la translation. Le corps ne prend aucun mouvement ; il est donc au repos.
MÉTHODE ANALYTIQUE. — Soicut « (a, (3, y
«' (a', (3', y'). . . les rotations proposées, m (a?, y, z) un point pris sur l'axe mA de la rotation w (fig. 45) ; wj., «y, w, les composantes de w, et supposons les rotations positives des y vers les Zj des z vers les a? et des œ vers les y. Au lieu de transporter la rotation w à l'origine, nous transporterons ses trois composantes Wa, «y, »«. La translation de «a; à l'origine peut se faire en la transportant d'abord en n, projection de m sur le plan des œy^ puis ensuite en n'. Or, la translation de «a? ^^ w nous donne la rotation w^., et le couple Wa?.^, situé dans un plan parallèle au plan des zœ, ou dans le plan des zœ^ et
qui produit une translation perpendiculaire au plan
des zœ^ dans le sens ^''^'^^' des y positifs: il
est donc positif. La translation de w^. de n en n', nous donne une rotation o^j dont Taxe passe par l'origine, et un couple «a-.y dans le plan « des xy, et qui produit une translation perpendiculaire au plan des ooy dans le sens des z négatifs :
il est donc négatif.
On verrait de la même manière que la translation de Wy à l'origine, en passant par le point n, nous donne :
V autour de l'axe des y, une rotation «y,
2^ dans le plan des yz un couple négatif — zcù^^,
3^ dans le plan des ocy un couple positif + a?«y ; enfin, la translation de «^ à l'origine, en passant par le point n", projection de m sur le plan des yz, nous donne :
V autour de l'axe des z une rotation «*,
2** dans le plan des zoo un couple^négatif — a?w*, 3** dans le plan des yz un couple positif + yw».
En opérant de la même manière pour toutes les rotations proposées, nous aurons des résultats analogues, c'est-à-dire des rotations autour des axes et des couples dans les plans coordonnés.
Nous aurons donc, en composant:
autour des axes coordonnés (n^^ 122) trois rotations :
Qy =3 2<ùy = 2«cosp,
et, dans les trois plans coordonnés (n"" 137) trois couples de rotations, savoir :
V dans le plan des yz, le couple
Lr «=» 2 (y», — z(ùy) = 2» (y cos y — z cos |3),
2^ dans le plan des zœ, le couple
Mr = 2 (^ûa-c — a?M,) «= 2&) (^ cos a — a? cos y) ,
3"^ dans le plan des œy, le couple
Nr *= 2(a7Wy — ywj) « 2a)(a?cosP — ycosa).
Nous aurons donc, en résumé, une rotation :
dont l'axe est déterminé par les formules :
cosa«=«-^> cosô«=-T^» cosc = --pr-»
et un couple de rotations
dont l'axe est déterminé par les formules :
^ Lr Mr Nr
C0SX = ^, COSf. = ^. cosu-^.
150. Remarques. — Le système se réduit à une rotation unique, lorsque l'on a : Wr = 0, c'est-à-dire
Lr^ 0, Mr= 0, Nr »= 0.
Le système se réduit encore à une rotation unique, (n^ 145) lorsque l'axe de la rotation Q est dans le plan du couple Wr, c'est-à-dire lorsque l'axe Û est perpendiculaire à l'axe Wr. Cette condition est exprimée par la formule :
cosacos X -f cos 6 ces fx + cosccos u = ,
ou bien :
Lr . Û-j. + Mr . Ûy + Nr . Û, = 0.
Le système se réduit à un couple de rotations, lorsque Ton a û = 0, c'est-à-dire :
Enfin, si l'on a en même temps :
la rotation est nulle, ainsi que le couple de rotations. Le corps ne prenant aucun mouvement est au repos. Les équations :
Û = 0, Wr=0,
nous donnent les suivantes :
Lr=-0, Mr = 0, Nr=0.
Ce sont les six équations qui expriment le repos d'un corps solide animé de rotations autour âJaxes quelconques de Vespace.
Proposons-nous maintenant, dans le cas où le
système se ramène à une rotation unique, de trouver les éqtmiions de Taxe de rotation.
Soient û^ la vitesse angulaire de cette rotation unique, a, ô, c les angles que Taxe de cette rotation fait avec les axes coordonnés. Il est évident, puisque û^ est la rotation résultante, qu'il y aura équilibre entre les rotations «, w', w"..., et — û^. Donc, la composition de toutes ces rotations autour de l'origine, nous donnera une rotation nuUe et un couple nul.
Désignons par œ^, y^, z^ les coordonnées d'un point quelconque de l'axe H^. La translation de m, w', w"... à l'origine nous donne les rotations ûx, û^, û*i et les couples de rotations L^, Mr, Nr.
D'autre part, la translation de — û^ à l'origine, nous donne les rotations — û<,cosa, — û^cosô, — û^cosc, et les trois couples de rotations :
— û^ (yo cos c — ^0 cos J),
— Ûq (Zq cos a — a?o cos c),
— û^ (â?o cos & — ^0 ^os a).
Nous aurons donc les six équations suivantes :
2û) cos a — Q^ cos a = 0, 2û)CosP — û^cos 6 = 0, ) (A)
2(ùC0Sy — û^ cos C — 0,
hr — ûo fyoCOSC-->3roCOS&) = 0,
Mr — Ûq (^0 c<^s u—Xq cos (?) = 0, } (B)
Nr — ûo (^0 ^osJ — 2/o cosa) = 0.
Les trois premières nous donnent la rotation résultante :
Ûo — |/(2w ces a)2 + (2a) ces p)^ + (2« cos y)*,
et les angles a, &, c, qu'elle fait avec les axes. Les trois dernières expriment des relations entre les
coordonnées a?o, y^, z^, d'un point de l'axe û^. Or, il est facile de voir que ces trois équations se réduisent à deux : il suffit, pour cela, de les multiplier respectivement par Swcosa, 2cdcos(3, Iwcosy, ou par û^cosa, û^cosJ, Û^cosc, et de faire la somme. On obtient ainsi l'identité :
Lr 2» cos a + Mr 2m cos p + Nr 2û) cos y = 0,
le premier membre .étant identiquement nul, puisque, par hypothèse, le système se ramène à une rotation unique. Les trois équations (B) se réduisent donc à deux qui sont les équations de l'axe de la rotation résultante.
Propriétés de Taxe central.
152. Etant données n rotations, si on compose ces rotations successivement autour de diflFérentes origines, on obtient pour chaque origine une rotation et un couple de rotations. Nous allons démontrer que, pour toutes ces origines, la rotation conserve la même vitesse angulaire, et que son aœe conserve la mêine direction, le couple unique seul change avec V origine.
En eflfet, supposons qu'en une origine 0, nous ayons
obtenu une rotation Q et un couple W (fig. 46). Pour composer le système proposé autour de l'origine 0', il suffit évidemment de transporter en 0' le système û, W.
Or, il est facile de voir ^*^' *^* qu'après cette trans-
lation, la rotation û n'aura pas changé, le couple sera diflférent de W. En eflTet, le couple W se transporte en 0', sans altération (n° 135).
L'axe Q se transporte en 0' en engendrant un couple Qd (n"" 142) dont l'axe est perpendiculaire au plan ÛOO'. Mais les deux couples W et Qd se composent en un couple unique W, dont l'axe est donné par la formule :
W'« = W» -t- (Ûrf)2 + 2 W (Qd) cos (W, Qd).
Ce couple W sera donc différent de W, plus grand, ou plus petit.
153. Proposons-nous maintenant de déterminer r origine pour laquelle le couple unique sera minimum.
Evidemment, cette origine jouira de cette propriété que si l'on passe de cette origine pour laquelle on a la rotation û et le couple W, à une autre origine de l'espace, on doit obtenir un couple W plus grand que W. Or, je dis que Vorigine pour laquelle le couple est minimum sera telle qu'en cette origine y Vaxe du couple coïncide avec Vaœe de la rotation.
Il suffit de démontrer que, si l'on passe de cette origine à une origine 0' quelconque, le couple W sera plus
grandqueW. Soientdonc, pour l'origine (flg. 47), Wl'axe du couple et û la rotation dont Taxe coïncide avec l'axe
du couple. Si de l'origine . nous passons à l'origine 0', le couple W se transporte parallèlement à lui-même sans altération ; quant à la rotation Û, elle nous donnera, par sa translation en 0', un couple Qd dont l'axe est perpendiculaire au plan de ce couple, donc à la droite O'W qui passe par son pied dans ce plan.
Nous aurons donc en 0' deux couples W et Hd dont les axes sont perpendiculaires, et qui se composent en un couple unique W, donné par la formule :
W'2 = W2 + (Ûrf)«.
Par conséquent, W>W, et la proposition est démontrée. Or, si nous considérons toutes les origines prises sur la droite OW, nous aurons pour chacune d'elles le même couple W et la même rotation û. Donc, il y a une infinité d'origines pour lesquelles le couple est minimum. Ces origines sont situées sur une droite que l'on appelle axe central.
DÉTERMINATION DE L'aXE CENTRAL. — SuppOSOUS
que nous ayons en une origine un couple W et une rotation û, dont les axes font un angle cp (flg. 48), et cherchons une origine 0' pour laquelle le couple est minimum. Il faut évidemment que la nouvelle origine satisfasse à la condition que le couple Qd engendré par la translation de û en 0', soit tel que, composé avec W,
Fig. 48.
il nous donne un couple G dont l'axe soit dirigé suivant li. Si donc ÛOO' est dans le plan du tableau, et W en
avant de ce plan, il faudra que Taxe Qd soit derrière ce plan. De plus, l'origine 0' devra se trouver sur une perpendiculaire au plan de rangle (f; en effet, l'axe du couple Qd doit se trouver dans le plan de l'angle <p. Menons donc par le point une perpendiculaire au plan de l'angle 9, et soit 00' = d la distance inconnue des deux origines. Le couple W se transporte en 0' sans altération ; la translation de Û engendre le couple Qd dont l'axe est perpendiculaire au plan du tableau, et derrière. En construisant un parallélogramme dont nous connaissons le côté W en grandeur et direction, le côté Qd en direction, et la diagonale G en direction, nous aurons :
G : W : Ûc? = sin (90<> + ç) : sin 90° : sin 9,
ou bien :
G : W : ûd = CCS 9 : 1 : sin q.
On en tire :
G = W cos (p, Qd = Wsiïi(p.
On a donc pour la distance d de la nouvelle origine 0' sur une perpendiculaire au plan de l'angle 9 :
, W sln œ
et le couple minimum est donné par la formule :
G = W ces (p.
Par conséquent, pour avoir 0', on doit élever au plan de l'angle <p une perpendiculaire sur laquelle on prendra
1 r\r\^ W sin 9
une longueur 00' = - ^ •
en menant par ce
point 0' une parallèle à û, on aura Vaxe central.
155. MÉTHODE ANALYTIQUE. — Proposons-uous de trouver le lieu des points de Vespace pour lesquels le couple de rotations est un minimum.
Soient 0' un point du lieu (flg. 49), a?^, y^, z^ ses coordonnées. Prenons ce point pour origine de trois axes rectangulaires Oœy's^ parallèles aux axes Oocyz. Soient Wr le couple résultant pour l'origine 0, L^, Mr, Nr
ses couples composants.
Fig. 49.
Nous aurons :
Lr == 2W (ycosy — ;3:cosP),
Mr= 2(â) (^cosa — a^cosy),
Nr =2(1) (iTcosp — y cosa),
en désignant par œ, y, z, les coordonnées d'un point
m de l'axe d'une rotation » («, ^,7).
Soient afy y\ t! les coordonnées du point m relatives
aux nouveaux axes, Wr le couple résultant relatif à
l'origine 0', LV, MV, NV ses couples composants. Nous
aurons évidemment :
L'r == loi (y' COS y — Z' COS P), M'r -= 2)0) {Z' COS a — X' COS y), N'r = i« (a;' COS ,3 — y' COS a) ;
mais, on a :
x^x' + œ^, tj^y' + y^, z =^ z' + z^, et, par suite,
L'r = 2» } {y — yj cos 7 — (5 - ^J cosp j , MV = 2w j U — ^ J COS a — (iT — a^o) COS y \ , N'r = l(ù \ (x^Xq) cos^ — {y — y^) cos a { .
En développant, il vient :
L'r = Lr — Vo^z + ^ii ûy ,
M'r ^Mr—z^Q,x+ a^^Qz ,
N'r == Nr —X^Qy+ y^ùx .
Par conséquent, le couple W'r relatif à l'origine 0' sera donné par la formule :
W7 = L'r^ + MV + N'r^ = f{Xo, y„ z,).
Or, si 0' est un point du lieu, WV sera un minimum» et l'on devra avoir :
dXç, dy^ dz^
nous aurons donc les trois équations suivantes :
M'r.Ûs — NV.Ûy = 0, LV . Ûy — MV . Ûo; = 0,
qui se réduisent à deux, et que Ton peut écrire sous la forme suivante :
LV_ _ MV ___ NV ou bien :
ii^; ^y 12z
Ce sont les équations de raœe central.
156. Problème. — Un corps solide étant animé d'un niouvenient de rotation autour d'un axe instantané, on demande de déterminer les co^nposantes rectangulaires de la vitesse linéaire d'un point m de ce corps^ suivant des parallèles aux axes coordoymés^ en fonction des coordonnées x, y, z de ce point, et des coynposantes p, q, r de la vitesse angulaire.
A cet effet, nous allons considérer successivement les trois mouvements correspondant aux rotations jo, q, r.
En vertu de la rotation p autour de Taxe Oo?, le point m se meut dans un plan perpendiculaire à Ç>x, c'est-à-dire parallèle au plan des yz ; ce mouvement
Fig. 60.
s'effectue des y vers les z. Considérons donc le plan en
question ykz (fig. 50), et prenons les composantes de la vitesse correspondante, parallèlement aux axes ky et A.3:. La vitesse circulaire du point m dans le plan ykz est égale à la vitesse angulaire p, multipliée par la distance km == p de ce point à l'axe des X, Elle est donc égale à pp, et dirigée des y vers les z. Or, cette
dernière se décompose en deux composantes parallèles
respectivement à kz et ky, savoir :
parallèlement à A^ : pp cos a = joy, » k ky\ — 7?p sina = — ^pz.
De même, si nous considérons le plan dans lequel le point m se meut en vertu de la rotation q autour de Taxe Oy, ce plan est parallèle au plan des zx, et la rotation s'effectue des z vers les x. La vitesse circulaire du point m est égale à gp', en désignant par p' la distance du point m à l'axe des y : elle est dirigée des z vers les x. Ses composantes parallèles aux axes sont :
parallèlement à Taxe des x : qz,
z : — qx.
Enfin, en vertu de la rotation r autour de l'axe 0^, le point m se meut dans un plan parallèle au plan des xy, et des X vers les y. La vitesse circulaire du point m sera rp", en désignant par p" la distance du point à l'axe des Z; cette vitesse est dirigée des x vers les y, et ses composantes sont :
parallèlement à Taxe des y : rx,
x: — ry.
Nous aurons donc, suivant Taxe des x, la vitesse qz — rt/y et, par conséquent.
dx
de même, suivant les deux autres axes, on a :
dy "Oy^-^^-^rx-'pz,
dz Vz^-^^=py-qx.
Ces trois expressions se transforment l'une dans l'autre par une permutation tournante.
On en déduit pour la vitesse v du point m :
tj2 = {(jz — ryY 4- (rx — pzf + [py — qocY-
CHAPITRE VL
Mouvement relatif.
157. Pour étudier le mouvement d'un point, on rapporte sa position à celle de points de repère qui constituent le système de comparaison. Ce système doit être de forme invariable, mais sa position peut ne pas être invariable. Si le système de comparaison est fixe,
le mouvement du point est dit mouve^nenû absolu. Si le système de comparaison est mobile, on appelle mouvement apparent ou relatifs le mouvement que Ton trouve en comparant les positions successives du point mobile aux positions variables des points de repère. Ce mouvement est celui qu'un observateur, emporté par le mouvement du système de comparaison-, sans avoir conscience du mouvement qu'il éprouve, attribuerait au point mobile. De là le nom de mouvement apparent. Le mouvement du système de comparaison est appelé 'inouvement d'entraînement.
158. Problème. — Déterminer le mouvetyient absolu d'un point, connaissant le mouvement d'entraînement du système de comparaison, et le mouvement apparent
du mobile.
Soient AB (fig. 51) la trajectoire apparente du mobile à un instant déterminé, M la position du mobile à cet
instant. Au bout d'un certain temps, Fig. 51. 1^ trajectoire est venue en A'B', le
point M en M'. Mais, pendant ce même temps, le mobile, en vertu de son mouvement apparent, a dû se déplacer sur AB d'une longueur égale à 5. Si Ton porte cette longueur sur A'B' en M'M", on aura la position réelle du mobile en M", à la fin du temps considéré.
Si le déplacement est infiniment petit, M'M" fait avec AB un angle infiniment petit : le déplacement élémentaire du mobile est donc la résultante de ses déplacements élémentaires dans le mouvement apparent (ou relatif) et dans le mouvement d'entraînement. On en conclut le théorème suivant :
Théorème. — La vitesse du mouvement absolu est la résultante de la vitesse relative et de la vitesse d'entraî-ne7nent.
159. Remarque I. — Si l'on donne (^n grandeur et en direction la vitesse absolue et la vitesse d'entraînement, on pourra en déduire la vitesse relative. En effet, il est évident que la vitesse relative Mvr (fig. 52)
Fig. 52.
sera égale et parallèle à la droite VeVa qui achève le triangle MveVa. Ainsi donc, connaissant Va et Ve on on pourrait construire Vr en joignant VeVa.
D'ailleurs, on peut encore observer que la vitesse du mouvement relatif est la résultante de la vitesse absolue et de la vitesse ^entraînement prise en sens contraire* En effet, si l'on prend Mv'^ = ^Ve, et dirigée en sens conti^aire, la figure ^VaVrc'e est un parallélogramme dont Vr sera la diagonale.
Remarque II. — On peut aussi vérifier que la vitesse d'entraînement est la résultante de la vitesse absolue et de la vitesse relative prise en sens contraire.
160. Problème. — Déterminer V accélération du mouvement absolu, connaissant le mouvement relatif , et le mouvement d'entraînement ,
Supposons d'abord que le mouvement d^ entraînement soit un simple mouvement de translation. Soit M la position du mobile sur la trajectoire AB à la fin du
Fig. 53.
temps t (flg. 53). Au bout du temps dt^ la trajectoire
relative du point sera venue en A'B', et le point M en M'.
Mais, en vertu du mouvement relatif, le mobile aura parcouru un arc M'M'' de la trajectoire relative: donc, la position finale du mobile est le point M".
Au point M, la vitesse absolue est fa : elle est la résultante de la vitesse relative tv et de la vitesse d'entraînement Ve ; au point M", la vitesse absolue est devenue Va + de a :
elle est la résultante de la vitesse
relative qui est deyenue Vr + rftv, et de la vitesse
d'entraînement qui est devenue Ve + dve.
Par un point C quelconque de l'espace (flg. 54), menons une droite CD égale en grandeur, direction et sens à la
vitesse Ve d'entraînement du point M ; par le point D, menons une droite DE égale en grandeur, direction et sens à la vitesse relative Vr du point M. La résultante CE sera en grandeur, direction et sens la vitesse absolue î;a en M.
Si nous menons de même CF égale en grandeur, direction et sens à r^ + rftv, et FG égale en grandeur, direction et sens kvr -\- dvr, la résultante CG sera en grandeur, direction et sens la vitesse absolue Va 4- dva en M". Il en résulte que EG (n** 62) sera en grandeur, direction et sens la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement absolu pendant le temps dt.
Fig. 54.
Joignons DF, et menons par le point F une droite FH égale et parallèle à DE ; joignons EH et HG. Il est évident que la droite EG sera la résultante géométrique des deux droites EH et HG. Or EH = DF représente en grandeur, direction et sens la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement d'entraînement pendant le temps dt, et HG représente en grandeur, direction et sens la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement relatif pendant le temps dt.
Donc, la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement absolu est la résultante des vitesses élé^nentaires acquises dans le mouvement relatif et dans le mouvement d'entraînement.
Mais l'accélération totale de chacun de ces mouvements est proportionnelle à la vitesse élémentaire acquise correspondante (elle est égale à la vitesse élémentaire acquise divisée par dt) ; elle a la même direction et le même sens (n° 57). Donc, V accélération totale du mouvement absolu est la résultante de Vaccélération du mouvement d'entraînement et de Vaccélération du mouvement relatif.
161. Remarque. — Si le mobile est animé d'un mouvement relatif et de plusieurs mouvements d'entraînement, et si ces mouvements sont tous des mouvements de translation, l'accélération totale du mouvement résultant se trouvera en composant les accélérations totales de tous les mouvements du mobile, au moyen de la règle du polygone.
162. Supposons maintenant que le mouvement d entraînement soit quelconque.
Soit AB la trajectoire relative du mobile à la fin du temps t, A"B" la trajectoire relative à la fin du temps t 4- dt. Nous allons chercher la déviation dans le mouvement absolu, et nous en déduirons l'accélération
Fiff. 56.
totale, d'après la règle connue (n*' 75). Nous chercherons donc, d'une part, la position à laquelle le mobile parviendrait au bout du temps dt, s'il continuait à se ^nouvoir sur la tangente à la trajectoire absolue du point M avec la vitesse absolue au point M ; puis^ nous chercherons ^ d^ autre part, la position à laquelle le mobile parvient en réalité au bout du temps dt ; en joignant ces deux points^ nous aurons la déviation du mouvement absolu.
Or, le mouvement d'entraînement est un mouvement élémentaire d'un corps solide. Nous savons (n^* 111) que
ce mouvement, qui amène la trajectoire AB en A"B" (flg. 55), peut être produit par un mouvement de translation, qui amènerait AB en A'B', le point M en M', et un mouvement de rotation autour d'un axe CD passant par le point M'. Mais, en vertu du mouve7nent relatif, le point M, au bout du temps dt, arriverait en N.
En vertu du mouvement de translation, le point M arriverait en M', au bout du temps dt, pendant que AB viendra en A'B' : au bout de ce temps dt, et en vertu du mouvement de translation, le point N vient en N'.
Dans le mouvement de rotation autour de l'axe CD, la trajectoire relative A'B' vient en A"B", et le point N' vient en N", en décrivant un arc N'N" ayant pour centre un
point E sur Taxe CD. La position finale du point M à la fin du temps t + dt sera donc le point N", et la trajectoire absolue serait une courbe passant par M et N".
Menons en M la tangente MS à la trajectoire relative, et prenons sur cette tangente une longueur MS = Vrdt ; le point S sera la position que le mobile occuperait à la fin du temps t + dô sur la tangente à la trajectoire relative. Par conséquent, SN sera en grandeur, direction et sens la déviation dans le mouvement relatif.
Au bout du temps dt, le mouvement d'entraînement amène le point M en M', en lui faisant parcourir la trajectoire MM'. Si nous menons la tangente MR à cette trajectoire au point M, et si nous prenons MR = Vedêy le point R sera la position que le mobile occuperait au bout du temps t + dt, sur la tangente à la trajectoire du mouvement d'entraînement. Donc, RM' sera en grandeur, direction et sens la déviation dans le mouvement d'entraînement.
Si l'on construit le parallélogramme MRST, le point T sera le point où le mobile serait parvenu au bout du temps t + dt, s'il avait continué à se mouvoir sur la tangente à sa trajectoire absolue en M, avec la vitesse absolue en M; MT sera la tangente à la trajectoire absolue, et l'on a : MT «= Vadt. Si l'on joint TN", cette droite sera en grandeur, direction et sens la déviation du mouvement absolu pendant le temps dl. L'accélération
totale du mouvement absolu aura la même direction et
2TN" le même sens, et elle aura pour grandeur --nr •
Menons TU égale et parallèle à SN, joignons UN' et UN : nous aurons un polygone gauche fermé TUN'N"T, et l'on voit que TN" est la résultante des trois côtés TU, UN' et N'N", comptés dans le sens indiqué par les lettres.
L'accélération fa du mouvement absolu s'obtiendra en construisant un polygone ayant ses côtés parallèles aux
précédents, et égaux au double de ceux-ci divisés par rf^^
2TN" ,, . ,, , , 2TU 2UN' ,2NN" Donc, (Ta == ,.2 est la résultante de —nr^ ni ^^ iri -
Or, TU = SN ; donc, -— - = —rrr , c est Vaccélé-
di" dt
ration du mouvement relatif, que nous désignerons par cpr.
D'autre part, si l'on imagine le triangle RUT, ce
triangle est égal et parallèle à MNS, et, par conséquent,
UR est égal et parallèle à MN, donc à M'N'. La figure
RUN'M' est donc un parallélogramme, et, par suite,
UN' est égal en grandeur, direction et sens à RM'. 2UN^__ 2RM'
dt^ "^ dt
nient d'entraînement que nous désignerons par cp^j.
2N'N" Enfin, est aussi une accélération, que nous appel-
lerons accélération complémentaire : nous pouvons en déterminer la grandeur, la direction et le sens.
En effet, si w est la vitesse angulaire de la rotation autour de CD, on a :
N'N" = ^dt . N'E.
Or, dans le triangle rectangle N'EM', on a, en désignant par a l'angle que l'axe CD fait avec M'N' ou MN, ou avec la tangente MS à la trajectoire relative :
N'E = M'N' sin a = Vrdt . sin a ;
Donc, — :77T- =^ — 772- » ^'^st V accélération du mouve-
donc,
N'N" = a)t;;.sina dt^.
d'où :
= 2a)tvsina.
dt^
Cette troisième accélération qui est dirigée suivant N N" est perpendiculaire au plan qui passe par CD et par l'élément M'N' de la trajectoire relative, c'est-à-dire qu'elle est perpendiculaire à l'axe instantané de rotation, et à la vitesse relative. Son sens est celui de la rotation autour de CD.
En résumé donc, <pa est la résultante des trois accélérations :
fr, <p« et 2(>)i7rSina,
et l'on a le théorème suivant :
Théorème de coriolis. — Uaccélération totale dans le mouvement absolu est la résultante de trois accélérations :
F L'accélération du mouvement d'entraînement cp^, c'est-à-dire l'accélération du mouvement dont serait animé le mobile s'il restait en repos relatif dans la position où il se trouve ;
2^ L'accélération relative (fr, c'est-à-dire l'accélération dans le mouvement apparent du point ;
3^ Uiie accélération complémentaire 2Mi;r sin a, perpendiculaii^e à la vitesse relative et à l'axe instantané de rotation, dans le sens dans lequel l'extrémité de la droite qui représente la vitesse relative tourne autour de l'axe instantané.
163. On peut construire l'accélération complémentaire de la manière suivante : Soient M et M' (flg. 56)
les deux positions du point M, et MS ^^' ' une droite représentant en grandeur,
direction et sens la vitesse relative. Le mouvement d'entraînement peut être décomposé en un mouvement de translation MM' et un mouvement de rotation autour d'un axe passant par le point M'.
Cette décomposition détermine la direction 00' de l'axe instantané de rotation ; par conséquent, la grandeur 2wi/vsina de l'accélération complémentaire sera déterminée. Ce sera une longueur représentant le double de l'aire du parallélogramme construit sur w et Vr.
164. Remarque I. — Il est évident que si le mobile est animé d'un mouvement relatif, et d'un nombre quelconque de mouvements d'entraînement, on obtiendra l'accélération totale du mouvement absolu par un nombre suffisant de compositions successives.
Remarque II. — Dans le cas où le mobile est animé d'un mouvement relatif et d'un seul mouvement d'entraînement, l'accélération complémentaire, qui a pour expression 2'*)i;rsina, sera nulle :
V Lorsque « =» 0, c'est-à-dire lorsque le mouvement d'entraînement est un mouvement de translation ;
2^ Lorsque i^r = 0, c'est>-à-dire lorsque la vitesse relative est nulle ;
S"" Lorsque a = 0, c'est-à-dire lorsque Taxe de rotation du mouvement d'entraînement est parallèle à la vitesse du mouvement relatif.
Dans ces cas particuliers, l'accélération du mouvement absolu est la résultante de deux accélérations seulement : celle du mouvement relatif, et celle du mouvement
d'entraînement. Dans tous les autres cas, on devra joindre à ces deux accélérations, l'accélération complémentaire.
Remarque III. — Lorsque le mouvement d'entraînement est un mouvement rectiligne et uniforme^ son accélération cp^? est nulle. Alors çr ne diffère pas de ça, quoique Vr diffère de Va.
Lorsque le mouvement d'entraînement est un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe fixe, l'accélération dans ce mouvement se réduit à l'accélération centripète ; elle est dirigée du point mobile vers l'axe de rotation, et elle a pour grandeur :
Ve
en désignant par Ve la vitesse du point, r sa distance à l'axe, et w la vitesse angulaire.
165. Problème. — Déterminer V accélération du mobile dans le mouvement relatif, connaissant le mouvement absolu et le mouvonent d'entraînement.
Soit OABC (flg. 57) le polygone de composition des accélérations, dans /ff^ lequel OA représente en grandeur, direction etsens l'accélération relative, AB l'accélération d'entraînement, et BC l'accélération complémentaire ; OC sera en grandeur , direction et sens l'accélération du mouvement absolu. Construisons le même polygone, mais changeons les sens de
l'accélération d'entraînement et de raccélération complémentaire. Il est évident que Xaccélération du mouvement relatif sera la résultante géométrique de Vaccélération du mouvement absolu, dune accélération égale et directement opposée à Vaccéléy^ation d'entraînement et d'une accélération égale et opposée à Vaccélération complémentai7^e. Cette dernière se nomme accélération centrifuge composée. Elle se détermine comme l'accélération complémentaire, et elle est nulle dans les mêmes cas.
166. Problème. — Déterminer les composantes de Vaccélération complémentaire suivant trois axes rectangulaires.
Nous nous proposons donc, étant données les trois Composantes p, q, r de w, et les trois composantes Vx, Vy, Vz de Vry de trouver les composantes de l'accélélération complémentaire 2wtvsina, projetée sur les trois axes.
Soit CD (flg, 58) l'axe instantané de rotation que
nous pouvons supposer passer par le point mobile M, en introduisant dans le système une translation convenable, et soit MA une droite qui représente en gi^andeur, direction et sens la vitesse relative Vr. Prenons sur l'axe CD une longueur MB qui représente en grandeur, direction et sens la vitesse angulaire &>.
Fig. 58.
D'après ce que nous avons vu, l'accélération complémentaire 2<^VrSin(x. est égale au double de l'aire du parallélogramme construit sur MA et MB, ou égale à quatre fois l'aire du triangle MAB. De plus, elle est perpendiculaire au plan de ce triangle, puisqu'elle est perpendiculaire à MA et MB, et son sens est celui dans lequel l'extrémité A de la droite MA, qui représente la vitesse relative, tourne autour de l'axe CD. Si donc on élève une perpendiculaire au plan AMB, sur laquelle on prend une longueur MN =- 2cotvsin«, c'est cette droite MN que nous aurons à projeter sur les axes, ce qui revient évidemment à projeter le triangle AMB sur les trois plans coordonnés. Ainsi, par exemple, la projection de MN sur l'axe des z, sera égale à quatre fois la projection du triangle AMB sur le plan des œy.
Ceci posé, par le point menons oa et ob respectivement égales et parallèles à MA et MB, et menons les coordonnées des points aetb. Nous aurons évidemment :
p = 0&", q^Vb\ Vx = Oa", Vy = (£o:\
Le triangle Oa& étant égal et parallèle à AMB, nous aurons à déterminer sa projection Oa'J' sur le plan des xy. Or, on a :
T . OdV = quad. Oa'6'a" — T . Ob' a!' ;
mais,
quad. Oa'6'a" == T.Oa'a" + T.ala^b'.
D'autre part, le triangle a'a'^V est équivalent au triangle a'a'^V^ puisqu'ils ont même base a'a", et que
leurs sommets V et ô" sont sur une même parallèle à la base. On a donc :
par suite,
T . Oa'b' = T . Oa'a" + T . a'a"*" — T . Ob'a" = T . Oa'b" — T . Oô'a''
Par conséquent, la composante de l'accélération complémentaire suivant l'axe des z, qui est égale à quatre fois le triangle Oa'b\ et que nous désignerons par (fe, z, aura pour expression :
Çr, « = 2 {pvy — qvx).
Nous aurons de même pour les deux autres composantes :
<fcyx^^{qvz — rvy).
Comme on le voit, ces trois composantes peuvent se déduire les unes des autres par une permutation tournante.
167. MÉTHODE ANALYTIQUE. — Soicut uu systèmc d'axes rectangulaires O'H, O'/j, O'Ç en mouvement, et un point M ayant un mouvement propre, indépendant du
mouvement des axes. Ce mouvement sera le mouvemenù absolu du point M. Le mouvement relatif du point M sera le mouvement de ce point par rapport au système de comparaison : c'est le mouvement qu'un observateur invariablement lié aux axes mobiles attribuerait au point M, s'il n'avait pas conscience de son mouvement. Le mouvement cT entraînement est le mouvement absolu qu'aurait le point M, s'il était fixé aux axes mobiles.
Soient H, /j, l les coordonnées de M par rapport aux axes mobiles ; œ,y, z les coordonnées de M par rapport aux axes fixes 0^, Oy, 0^; œ^, y^, z^ les coordonnées de 0' par rapport aux axes fixes; a, 6, c, a\ b\ c\ a'\ V\ c" les cosinus des angles que font les axes fixes avec les axes mobiles ; nous aurons les formules :
0? = a?i + aÇ + &/) + c!;,
y = J/i +a!l + Vn + cX, ) (i)
^ « ^; + a% + 6"/) + cX.
On a d'ailleurs les relations connues :
o« + 6« 4- c* = 1. a'a» + b'b" + c'c" = 0, a'« + *•« + C» = 1 . a"a + b''b 4- c"c = 0, a"«-|_j"2-j_c"2-=i, aa' + bb' + cd =0,
a« + a'» + a"« =1, bc ^■ b'd 4- V'd' = 0.
a = Vd' — b"d, a' = b"c — bc\ a" = bd — b'c, b^ dot;' — d'à', b'^'d'a — ca", b"='Ca'—da, c '^ a'b" — a"b' , d = a"b — ab", d' = ab' — a'b.
On a aussi :
ada + bdh + cdc = 0, ada + ddd + a"<?a" = 0,
a!da!-\- h'dV + c'dc'=- 0, bdh + J'c?*' + h"db'' = 0.
a"£Îa"+J"c?6''+c'W= 0, cdc + c'rfc' + c"c;c" = 0,
hdc + crfft + b'dc' + c'rfj' + b"dc" + c"rf6" = 0.
De cette dernière formule on tire :
cdb + e'dV + d'db" {bdc + b'dc' + b"dc") ;
de même, on a :
adc + a'dc' + a"rfc" = - (cda -f c'rfa' + c"da"), bda 4- ft'rfa' + b"dcû' (adb + a'«?ô' + a»db").
Des formules (1) on tire :
dx
dcc^ ,fda , db de
dl dn de,
■^""dt-^^dt+'-dt
dy dt
dyj,^ird^y^d^,^d&_ dt '^^ dt'^'^ dt'^^ dl
+ ^dt+^dt+'dî'
dz dt
dz^
da"
ri* — ,7/ "T ^ ~1T + ^
dV^
dt
dt
dt '^^ dt
Or, ^ , -~ , -1^ , sont les composantes de la vitesse
absolue suivant les axes Ox^ Oy, Oz.
dœ. , yda ^ db , .^dc ^ , , .... .
-jT + ^-37-h*'î-7r + <^-Tr> etc., sont les dérivées de dé dt dû dû
X, y, z, en supposant $, ri, Ç constants. Ce sont les composantes suivant les axes fixes 0^, Oy, 0.3: de la vitesse du point M, s'il était lié aux axes mobiles, c'està-dire au système de comparaison. Ce sont donc les composantes suivant Oœ, Oy, Oz de la vitesse d'entraînement.
a-^ + J^ + c-^, etc. sont les dérivées de œ, y, ^,
en supposant œ^, a, b, c... constants. Ce sont les composantes suivant les axes fixes de la vitesse relative.
On voit donc que la projection de la vitesse absolue sur un des trois axes est égale à la somme des projections sur cet axe de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative.
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — La vitesse absolue est la résultante de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative.
168. Remarque I. — Nous avons trouvé pour la projection de la vitesse d'entraînement suivant l'axe Ox :
dXy , y da , db ^ ^ de
Or, le mouvement d'entraînement se compose d'un mouvement de translation du point 0' et d'une rotation autour d'un axe O'I passant par le point 0'. Il en résulte
que -j~ est la composante suivant l'axe Ox de la vitesse
de translation.
^da db ^ ^ de ^ ^ , . ^ i i
S -17 + // "yT + ? ^ est la projection sur Ox de la
vitesse du point M (ç, */î, Ç), supposé lié au système mobile, et due à la rotation.
169. Remarque II. — D'après ce que l'on a vu précédemment (n** 156), si l'on désigne par p, g, r les composantes de la rotation w autour de l'axe O'I, on a pour les composantes de la vitesse du point M (due à la rotation) suivant les axes O'i, O'/j, 0'? :
donc, en vertu du théorème des projections,
On en tire :
da , db de ^^ ,_
_=j^^eg, -^cp-ar, -^aq^bp.
170. Remarque III. — En désignant par v^, v^, v^ les composantes suivant les axes mobiles de la vitesse due à la rotation, et par Vx, Vy, Vz les composantes de cette vitesse suivant les axes fixes, on a :
t?ç == avx + alvy + (jC'vz
Or, (n^ 168) :
yda , db.ydc ^ da' , db' y de' . rfa" , rf6" , y de" .
par suite :
(s,da , db , ^ dc\ , .f^da' , dV . ^dc-\
OU bien, puisque vç = ç!; — m (n° 169) :
, f db , , db' , ,, db" \ i ^ / de , , de' „ dd' \
On tire de là :
da , , da' ,. da" ^ \
db , . db' „ db" , ,.,
Jt
de , , de', ,. de'
expressions que l'on pourrait d'ailleurs obtenir en
1 X j 1 • . da db de
remplaçant dans les premiers membres ■-^, •^, -tt par
leurs valeurs trouvées ci-dessus (n** 169).
Différentiant les équations (2), on a
d*x tPXy ^(Pa d'b ^ d*c dt* dt* '^^ dP "^ " rf^" "•" ' dt*
^ Idl da dr^db^ dX dc\ '^ \dï dl'^U dt'^ dt 'dur
d^ d^y^ , yd^a!
dt^
/7/2 ~r ^ rli'l \ ^
dl
dt^
d^V dl^
dt^
dt"
di^
dt^
di do! . dr dV_ dX^ rfc'
di "^ dt dt
'^Xdt dt '^ dt
rf^* rf<* "^ ^ rf^« "^ " dV^ "*■ ^ rf<*
C?*2 rf'yi rf^s:
^°' di*^^ dl^^^ dl*
^/d'ida" '^ \di dt
drtdb" di^dd' "^ di dt "^ 'dt dt
du ù(j d''\t d^ 2 Les quantités ^r^» '^» 7372- sont les projections sur les
axes fixes de l'accélération du mouvement absolu. d^x dra d^b d^c
■# + ^ ^ + " rfF + '^ TF'^*"" '^^"^^'' '^'°"^^'
de Xy y, z, en laissant Ç, /), ^ constants, sont les projections sur les axes fixes Ox^ Oy, Oz de l'accélération d'entraînement.
^ W "^ W^^W dérivées de œ, y, z, en
laissant a?p a, &, c... constants, sont les projections sur les axes fixes de l'accélération relative.
Enfin, il reste les quantités :
— 9 /^ da , dy^db^ d^ dc \ ^''^""'^Vrf^ rf^ "*■ rf^ d^ "^ dt dt}'
_^ldlda* dn db' , rfS rfc' \ I . .
^^'y'^y-diW^diW^ dùWj' l ^^)
^''' ~" "^ \dt dt '^ dl dt '^ dt dt )'
Ce sont les projections sur les axes fixes de l'accélération complémentaire. On a le théorème suivant :
Théorème. — L'accélération du mouvement absolu est la résultante de Vaccélération d'entraînement, de Vaccélération relative et de Vaccélération complémentaire (ou de l'accélération centripète composée).
172. Remarque. — Nous aurons donc la formule : de laquelle on tire :
(fr, i» = <p«, a; — <fe,x — <^e, x.
Donc, Vaccélération relative est la résultante de Vaccélération absolue, de Vaccélération d'entraînement prise en sens contraire, et de Vaccélération centrifuge composée.
173. Proposons-nous maintenant de rf(?Yermmer face^ lération complémeyitaire. Nous remarquerons que :
dt'di'^'di'di "^ ~didl"
sera, d'après ce que nous avons vu (n^ 168), la projection sur Oœ de la vitesse d'un point dont les coordonnées
sont 777» -^1 -^y supposé lié aux axes mobiles, vitesse
due au mouvement de rotation autour d'une parallèle à O'I. Or, si par le point M, on mène une droite MV, qui représente la vitesse relative Vr du point M, les coordonnées du point V, par rapport à l'origine M,
seront : -^ , -^ , -77 • Par suite, l'expression : at dt dt
d\ da dn db dt dt '^ Itdt
dZ de "^ dt dt'
sera la projection sur Ox de la vitesse du point V, lié au
système mobile, due à la rotation autour d'un axe MI', mené par le point M parallèle à O'I. Donc, si par le point M (fig. 59), on mène une droite parallèle à la vitesse K qu'aurait dans le mouvement de rotation autour de MI', l'extrémité V de la vitesse relative, et égale au double de cette vitesse, c'est-à-dire égale à 2K, cette droite représentera l'accélération complémentaire. D'ailleurs, la vitesse K du point V sera :
K = b)p = wvrsin a.
Par suite :
We = 2a)i?rsina.
174. On peut déterminer de la manière suivante la grandeur et la position de l'accélération complémentaire.
Multiplions les équations (5) par a, a', a", et ajoutons ; nous aurons la projection de fe sur l'axe des Ç :
^ /rf| da dri^db^ (K dc\
^''' 5 ■" " irfF rfï '^ 'Si di ^ 'dU H)
r^lSidc^.dndV^ d&\^, "*■ \dt dl ■•■ dt di "^ dt dtj
,^l^d^,dridb;i_,dZ d(f\ „ "^ [dt dt '^ dt dt '^ dt ut I
^dl / da , ,da' , „da''\
, ^dn ( dh , ,dV ,, db"\ + ^dt(^dt+^W^'''-dr}
+ ^ dt^dt^*^ dt^'^ dtJ'
ou bien, en vertu des équations (3) :
de même,
"f^'^^^V'-dt-P-dt)'
„/ dn ^ dl\
On en tire :
d'où :
Çc = 2 a)t?r sin (w, Vr).
Il est facile de démontrer que l'accélération complémentaire fc est perpendiculaire à l'axe instantané de rotation du système, et à la vitesse relative.
En effet, on a identiquement :
175. Remarque. — Si l'on veut les composantes de l'accélération relative suivant les axes mobiles O'Ç, O'y?, 0%, on aura :
or,
J dZ dr>\
et, par suite,
de même,
Applications du mouvement relatif.
176. Problème I. — U7i cercle roule sans glisser sur une droite fixe AB. Son mouvement est uniforme. Un point M est lié invariablement au cercle mobile. Déterminer à un instant quelconque ^accélération du mouvement.
Le roulement du cercle sur la droite AB consiste en une rotation instantanée autour du point C ; la vitesse w de cette rotation est constante. On peut considérer
Fig. 60.
cette rotation autour de C (fig. 60) comme la résultante
d'une rotation autour du centre 0, et d'une translation parallèle à AB et égale à « . OC (n"" 143). Le mouvement du cercle, et par conséquent du point M peut donc être considéré comme composé de deux mouvements simples, savoir : une rotation autour du centre 0, et une translation parallèle à AB. Nous prendrons le premier pour mouvement relatif, et le second pour mouvement d'entraînement. Ce dernier mouvement étant rectiligne et uniforme, son accélération est nulle. Le mouvement d'entraînement étant une translation, l'accélération complémentaire est nulle. Donc, l'accélération totale du mouvement absolu se réduira à l'accélération du mouvement de rotation du point M autour du point 0. Or, cette dernière est égale au carré de la vitesse w . OM du point M, divisé par le rayon OM du cercle qu'il décrit. Elle est donc égale à :
OM
« w2 . OM.
On voit qu'elle est constante en grandeur ; d'ailleurs, elle est constamment dirigée vers le centre du cercle mobile.
177. Problème IL — Trouver Vaccélération totale dans le mouvement plan d'un point rapporté à des coordonnées polaires.
Le mouvement du point M peut être décomposé en ime translation le long du rayon vecteur OM, et une
rotation du rayon OM autour du point 0. Nous supposerons ces deux mouvements dirigés le premier dans le sens OM, le second dans le sens qui fait croître l'angle 6. Nous prendrons le premier mouvement comme mouvement relatif, le second comme mouvement d'entraînement, et nous chercherons l'accélération totale du mouvement absolu résultant.
Or, l'accélération du mouvement relatif, dirigée suivant le rayon OM (fig. 61), est égale à -^ en
grandeur et en signe. Dans le mouvement d'entraînement, qui est un mouvement de rotation autour du centre 0, le point M décrit une circonférence de cercle,
avec une vitesse égaleàr-r--
dt
L'accélération totale de ce mouvement se décompose en deux composantes, l'une tangentielle, dirigée suivant MN, perpendiculaire à OM, et
égale à,r-^, l'autre centripète, dirigée suivant MO,
et égale à :
Enfin, l'accélération complémentaire, qui est perpendiculaire à la vitesse relative et à l'axe de rotation, sera donc dirigée suivant MN, et elle aura pour expression :
2 wîJrSina.
Mais, l'angle « étant droit, cette accélération se
réduira a 2 wtv = 2 --7- -7- .
dt dt
Si maintenant nous faisons la somme algébrique des
accélérations de même direction, nous aurons pour les
composantes de l'accélération totale du mouvement
absolu :
suivant OM: -^^l^) - ^r.
suivantMN: r^ + 2^^ = cp,.
Ce sont les valeurs que nous avons trouvées précédemment (n** 83).
CHAPITRE PREMIER
Principes fondamentaux de la mécanique.
178. On appelle corps une portion de matière limitée dans tous les sens.
Un point matériel est un corps réduit à des dimensions très petites, telles que l'on puisse l'assimiler à un point géométrique. Ainsi, si l'on imagine un corps divisé en parties infiniment petites dans tous les sens, ces parties sont des points matériels qui, par leur réunion, forment le corps. Un point matériel peut donc être considéré
comme provenant de la concentration d'une quantité plus ou moins grande de matière. La forme du point matériel est indifférente.
179. On dit qu'un corps est libre y lorsqu'il n'est assujetti à aucune condition, lorsqu'il n'y a aucun obstacle qui le gêne dans son mouvement.
180. Pour étudier le mouvement des corps, sous l'action des forces qui leur sont appliquées, nous commencerons par l'étude de l'action des forces sur les points matériels. Cette étude est basée sur quatre principes fondamentaux que l'on ne peut pas démontrer directement. L'exactitude de ces principes repose sur la concordance des conséquences qui en découlent avec les faits observés. La plus grande preuve de l'exactitude de ces principes se trouve dans l'accord des mouvements des corps célestes avec les lois de ces mouvements obtenues en se basant sur ces principes.
181. Premier principe. — Inertie de la. matière. — Un point matériel ne peut, de lui-mê^ne, passer de Vétat de repos à l'état de mouvement. S'il est en mouvement, il ne peut modifier de lui-même son état de m^ouvement, en sorte que, si aucune cause extérieure n'agit sur lui, sa vitesse restera constaynment la même en grandeur et en direction, dest-à-dire que son mouvement sera rectiligne et uniforme.
182. Force. — Pour qu'un point matériel passe de l'état de repos à l'état de mouvement, il faut qu'il soit soumis à l'action d'une certaine cause. Pour qu'un point matériel, déjà en mouvement, ne continue pas à se mouvoir uniformément et en ligne droite, il faut aussi qu'il soit soumis à l'action d'une certaine cause qui modifie les circonstances de son mouvement.
Toute cause capable de changer l'état de repos ou do mouvement d'un corps, a reçu le nom de force.
Il peut arriver cependant qu'une force, appliquée à un point matériel, ne détermine pas le mouvement de ce point. (Test ce qui arrive, si un obstacle s'oppose à ce mouvement. Alors, la force donne lieu à une pression ou à une tension. Ainsi, par exemple, un corps soumis à l'action de la pesanteur, et placé sur une table, exerce sur elle une pression ; de même, une balle de plomb tend le fil auquel on la suspend.
183. Poids des corps. — Lorsqu'un corps n'est soumis qu'à l'action de la pesanteur, et qu'un obstacle l'empêche de tomber sous cette action, la pression ou la tension qui en résulte s'appelle le poids du corps. Le poids d'un corps produit toiyours une déformation de l'obstacle qui s'oppose à sa chute. Cette déformation peut être sensible, comme dans le cas d'un ressort, ou insensible à l'œil. La grandeur de la déformation peut servir à constater Vénergie du poids.
On dit que les poids de deux corps sont égaux, quand, soumis dans les mêmes conditions à l'action de la pesanteur seule, ces deux corps produisent le même eflfet. Ainsi, par exemple, si ces deux corps, suspendus à un ressort, le fléchissent également.
La réunion de n poids égaux forme évidemment un poids n fois plus fort. D'après cela, il suffira de choisir à volonté un poids A, que l'on prendra pour unité, pour pouvoir évaluer en nombre le poids d'un corps quelconque B. Ce nombre sera n, s'il faut n poids tels que A pour produire sur un ressort le même effet que lo corps B.
Vunité de poids est le poids d'un centimètre cube d'eau distillée, prise à la température de 4*^,1 ; on lui a donné le nom de gramme. Mais, on prend ordinairement pour unité de poids le kilogra^nme, ou le poids d'un htre d'eau distillée, prise à la température de 4'*,1. Le
poids d'un corps quelconque peut donc être évalué en grammes ou en kilogrammes.
184. — De la mesure des poids, on peut passer à la mesure de Yintensité des forces. En effet, un corps A étant suspendu à un appareil à ressort, produit une certaine flexion. Si une force, appliquée au même appareil, produit la même flexion, la force peut être regardée comme égale à faction de la pesanteur sur le corps A. Le poids de ce corps A peut donc servir de mesure à la force. Ainsi, une force quelconque peut toujours être mesurée par un poids, et, par conséquent, évaluée en nombre au moyen de l'unité de poids. Ordinairement, on évalue les intensités des forces en kilogrammes.
185. Nous venons de voir comment on peut déterminer en nombre l'intensité d'une force ; cela ne suffit pas pour définir complètement la force. Il faut, en outre, considérer la direction et le sens de la force.
Supposons un point matériel libre et au repos, et faisons agir sur lui une force : la direction suivant laquelle il commence à se déplacer est appelée la direction de la force. On considère la force comme agissant dans le sens du premier mouvement de ce point. Ainsi donc, pour qu'une force soit complètement déterminée, on doit connaître :
P son intensité^ qui est donnée en nombre ;
2"* sa direction, qui est donnée par les angles a, (3, y qu'elle fait avec les axes ;
3° son senSy qui est celui du premier mouvement ;
4° son point d'application, c'est-à-dire le point sur lequel elle agit, qui est donné par ses coordonnées x,y,z.
Il résulte de ce qui précède que deux forces qui, agissant successivement sur le même point matériel, lui communiquent exactement le même mouvement, sont
égales entre elles. Par conséquent, pour mesurer une force, il suffira de choisir pour unité une force bien déterminée. L'intensité d'une force quelconque sera exprimée par le nombre qui mesure son rapport à l'intensité de la force prise pour unité.
186. Une force quelconque peut être représentée géométriquement par une droite menée à partir de son point d'application, dans la direction et le sens de la force, et ayant une longueur proportionnelle à l'intensité de cette force.
187. Deuxième principe. — Égalité de l'action ET de la réaction. — Toute force appliquée à un point matériel A, énane d'un autre point matériel B, situé d une distance quelconque du pre^yiier ; réciproquement, le point B est soumis à Vaction d'une autre force émanant du point A. Ces deux forces, qui sont Vaction et la réaction, sont égales entre elles^ dirigées suivant la droite AB, et en sens contraire Vune de Vautre.
Si la force qui agit sur le point A tend à le rapprocher de B, alors la force qui agit sur le point B tendra aussi à le rapprocher de A. Ces deux forces sont dites attractives. Si les deux forces, au contraire, agissent de manière à éloigner les deux points A et B l'un de l'autre, ces deux forces sont dites répulsives.
188. Troisième principe. — Indépendance de l'effet d'une force et du mouvement que possède le point MATÉRIEL SUR LEQUEL ELLE AGIT. — L'effet produit par une force sur un point matériel est indépendant du mouvement antérieurement acquis par ce point.
Voici comment on peut se faire une idée de ce principe :
Supposons un point M, animé à un instant quelconque d'une certaine vitesse. Le principe énoncé signifie que l'effet d'une force sur ce point n'est pas modifié par
cette vitesse ; en d'autres termes, cet effet sera le même que si le point était au repos, seulement le mouvement du point résultera de la composition des deux mouvements. Ainsi, supposons que Ton rapporte les positions successives du point M à un système d'axes rectangulaires animé d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme dont la vitesse soit égale et parallèle à la vitesse du point M à la fin du temps t. Si, à partir de cet instant, le point M n'était soumis à l'action d'aucune force, son mouvement serait rectiligne et uniforme, en vertu du principe de l'inertie (n*^ 181). Par conséquent, il conserverait toujours la même position par rapport aux axes mobiles. Le principe énoncé signifie que, sous l'action de la force qui lui est appliquée, le point matériel prend par rapport aux a^xes mobiles un mouvement qui est exactement le même que le mouvement absolu que cette force lui communiquerait, s'il partait du repos. Pour avoir le mouvement réel du point dans l'espace, il suffira de composer le mouvement du point par rapport aux axes mobiles avec le mouvement des axes.
189. Ce principe nous permet de déterminer le mouvement cTun point matériel soumis à Faction cTune force constante.
Une force est constante pendant un temps donné, lorsque, pendant ce temps, sa direction ne change pas, et que son intensité reste également constante.
Trois cas peuvent se présenter :
l*' Cas. — Le point matériel est au repos. On a alors le théorème suivant :
Théorème. — Un point matériel en repos^ soumis à Faction d'une force constante, prend un mouvetyient rectiligne et uniformément varié.
Soit Aœ la direction de la force constante appliquée
à un point libre et au repos placé en A (fig. 62)»
Le 7nouvement de
'^' ^^' ce point sera évi-
A M M, M' X demment rectiligne
et dirigé suivant Aœ; car, il n'y a pas de raison pour que le mobile dévie dans un sens plutôt que dans l'autre.
Ce mouvement sera uniform&inent varié. En effet, soit M la position du mobile à la fin du temps /, et v sa vitesse à cet instant. Au bout du temps dt, le mobile sera en M', et l'on aura MM' — ds. Si, pendant ce temps dtj le mobile se mouvait avec sa vitesse en M, il parcourrait d'un mouvement uniforme l'espace MMj = vdt; l'accélération du mouvement est donc
—^ — (n** 75). Or, le chemin MM' réeUement parcouru
pendant le temps dt est la résultante de MM^, chemin qui serait parcouru en vertu de la vitesse seule, et de MjM'. Donc, en vertu du troisième principe, ce dernier chemin MjM' est celui qui est parcouru sous l'action de la force. Mais, la force est constante : donc, pour un même temps dt^ à partir d'une position quelconque sur la droite kœ, MjM' aura toujours la même valeur. L'accélération est donc constante, et, par conséquent, le mouvement est uniformément varié. En désignant par <p l'accélération de ce mouvement, par t le temps compté à partir de l'instant où le mobile se met en mouvement, par œ la distance entre le point de départ A et le point où le mobile se trouve à la fin du temps <, nous aurons l'équation du mouvement :
œ — \<ft'^.
2® Cas. — Supposons en second lieu que le point matériel, au lieu do partir du repos, se mette en
mouvement avec une vitesse initiale v^ de même direction que la force. En vertu du troisième principe, on obtiendra le mouvement du point mobile, en composant le mouvement rectiligne et uniforme, correspondant à la vitesse v^, et qui a pour équation :
avec un mouvement rectiligne imiformément varié, de même direction que le premier, ayant pour équation :
Le mouvement résultant sera rectiligne ; sa direction sera la même que celle des deux mouvements composants, et il aura pour équation :
œ==Vçf + \<ft^.
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Le mouvement d'un point matériel, soumis à Vaction d'une force constante, et animé d'une vitesse initiale de même direction que la force est un mouvement rectiligne uniformément varié.
Si la vitesse t?^ est de même sens que la force, le mouvement sera uniformément accéléré, et il aura pour équation :
œ ^ vj -\- ^(ft* ;
si la vitesse v^ est de sens contraire à la force, le mouvement sera uniformément retardé, et il aura pour équation :
X => VqI — |(p^*.
3* Cas. — Supposons en troisième lieu que le point matériel, soumis à l'action d'une force constante, soit animé d^une vitesse initiale v^^ dont la direction ne coïncide pas avec celle de la force.
Prenons pour axe des œ la direction et le sens M^r de la vitesse initiale (flg. 63), et pour axe des y la direction
et le sens My de la force au point M. D'après le troisième principe, on obtiendra la position du point à la fin du temps t, en composant le mouvement rectiligne et uniforme dû à la vitesse initiale i^^, avec le mouvement rectiligne uniformément varié que la force communiquerait au point, s'il partait de M sans vitesse initiale. Nous aurons donc à composer les deux mouvements représentés par les équations :
0? «= MA == VqI, y «= MB -= \(ft^.
En éliminant t entre ces deux équations, on en déduit pour l'équation de la trajectoire :
La ti'ajectoire est donc une parabole dont l'axe est parallèle à l'axe des y, et qui est tangente à l'axe des œ au point M. L'axe des y est un diamètre de la parabole.
190. Quatrième principe. — Indépendance des effets des forces qui agissent simultanément sur UN MÊME POINT MATÉRIEL. — Lorsque plusicurs forces
agissent simultanément sur un même point matériel, chacune délies produit le même effet que si elle agissait seule. En d'autres termes, si un point matériel est soumis à la fois à l'action de plusieurs forces, on obtiendra le mouvement qu'il prend à partir d'un instant quelconque, en composant le mouvement rectiligne et uniforme correspondant à la vitesse qu'il possède à cet instant, avec les mouvements que chacune de ces forces lui communiquerait, si elle agissait seule sur ce point à partir du repos.
191. Proportionnalité des forces aux accélérations qu'elles produisent. — Soient F une force constante agissant sur un point matériel à partir du repos, <p l'accélération du mouvement rectiligne et uniformément varié correspondant ; soient encore F' une autre force constante agissant sur le même point matériel à partir du repos, ç' l'accélération correspondante. Je dis que l'on a :
En effet, soit Fj une certaine force, contenue un nombre entier de fois dans F et F' ; nous aurons :
F = nFj, F = n'Fj ;
Soit 9i l'accélération du mouvement que la force Fj agissant seule communiquerait au point matériel à
partir du repos. Si nous appliquons à ce point n forces égales à Fj, de même direction et de même sens, le mouvement que ce point prendra, s'obtiendra à chaque instant en composant les mouvements rectilignes et uniformément variés que chacune de ces forces lui communiquerait séparément (n° 190). L'accélération du mouvement résultant sera la résultante des accélérations des mouvements composants. Ces accélérations étant de même direction et de même sens, leur résultante est égale à la somme n(pj de ces accélérations. Or, l'ensemble des n forces égales à F, est une force égale à F; par conséquent, la force F produit une accélération n^j. On a donc :
<p = Mcpi ;
nous aurons de môme
9' = n'cp^.
On en tire :
et, par suite :
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Deuoo forces constantes que Von fait agir séparément sur un même point matériel à partir du repos, sont entre elles comme les accélérations qu'elles communiquent à ce point.
192. REi^fARQUE I. — Si une force constante agit sur un point matériel qui est déjà animé d'une certaine vitesse, le mouvement du point s'obtiendra par la composition du mouvement rectiligne et uniforme correspondant à cette vitesse, avec le mouvement rectiligne et uniformément varié que la force lui communiquerait s'il partait du repos. Le mouvement résultant sera, d'après ce que nous avons vu (n^* 189), rectiligne ou parabolique.
L'accélération résultante est la résultante des accélérations de ces deux mouvements. Mais, l'accélération du premier mouvement est nulle, puisqu'il est rectiligne et uniforme ; donc, l'accélération résultante se réduit à l'accélération du second mouvement. Par conséquent, l'accélération, dans le mouvement rectiligne ou parabolique, qu'un point matériel animé d'une vitesse initiale, prend sous l'action d'une force constante, est la même que celle que cette force lui communiquerait, si la vitesse initiale était nulle.
Donc, deux forces constantes que Von ferait agir séparément sur un même point matériel sont entre elles comme les accélérations qu'elles communiquent à ce points quelle que soit sa vilesse au moment oii ces forces agissent sur lui.
193. Remarque IL — Si la force n'est pas constante en grandeur et en direction, l'accélération totale à un instant quelconque n'est autre que l'accélération que cette force communiquerait au point, si, à partir de cet instant, elle restait constante.
D'après cela, on peut dire que, si deux forces quelconques agissent séparément sur un même point matériel, ces deux forces sont entre elles comme les accélérations totales correspondantes,
Masse d'un point matériel. — Si une même
force agit successivement sur différents points matériels, à 'partir du repos, ces différents points prennent des mouvements rectilignes. Mais les accélérations de ces mouvements seront différentes, en général. On peut donc dire qu'il existe dans les différents points, une certaine qualité d'après laquelle ils cèdent plus ou moins facilement à l'action des forces. On en reconnaît l'existence par l'accélération plus ou moins grande que ces points reçoivent de la part d'une même force. Cette qualité, qui distingue les corps les uns des autres, est ce que l'on appelle la masse.
Deux points matériels ont des masses égales, quand, étant soumis séparément, à partir du repos, à l'action d'une même force, ils reçoivent des accélérations égales. La masse d'un point est double, triple, etc. de celle d'un autre point, quand elle est formée par la réunion de deux, trois, etc. points matériels de masse égale à celle de ce dernier.
Il résulte de là que la masse d'un point matériel peut être évaluée en nombre, quand on aura choisi un point dont la masse sera prise pour unité de masse,
195. Proportionnalité des forces aux masses des points matériels auxquels elles communiquent une MÊME ACCÉLÉRATION. — Soit uuc forcc constanto F agissant sur un point matériel de masse m à partir du repos ; elle lui communique une accélération <p. Si une autre force constante F agissant sur un point matériel de masse m' à partir du repos, lui communique la même accélération ç, je dis que l'on aura :
En effet, on peut toujours imaginer une masse m^
contenue un nombre entier de fois dans m et m', de sorte que l'on ait :
m = nm^,
d'où :
Or, il est facile de voir qu'il existe une force F^ qui, agissant sur la masse m^ à partir du repos, lui communique l'accélération cp. En effet, soit F^ une force quelconque ; cette force agissant sur m^ lui communiquera une accélération Çg, et nous aurons, en vertu du théorème précédent (n"" 191) :
Il ^ 1
équation qui servira à déterminer Fj.
Cela posé, imaginons n points matériels de même masse m^ : juxtaposons ces points, et appliquons à chacun d'eux une même force Fj ; nous aurons un ensemble de n forces Fj, communiquant une accélération (p à un ensemble de n masses m^, ou, ce qui revient au même, une force nF^ communiquant une accélération ç à une masse nm^ «= m. Or, la force F communique la même accélération cp à la même masse 7n ; on a donc :
72Fj = F.
On aurait de même :
w'Fj = F' ;
et, par suite
F' nV
Il est évident que l'on obtiendrait la même relation si les deux forces F et F' sont quelconques. C'est ce qui résulte de la remarque que nous avons faite plus haut (n*^ 193). On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Deux forces quelconques sont entre elles comme les masses des points matéynels auxquels elles communiquent une mê^ne accélération.
Relation entre une force, la masse du point
MATÉRIEL SUR LEQUEL ELLE AGIT ET l' ACCÉLÉRATION
correspondante. — Soit F une force constante, appliquée à un point matériel de masse m, à partir du repos, et lui communiquant une accélération <p ; soit do même F une force constante communiquant une accélération 9' à un point de masse m' à partir du repos. Je dis que l'on aura :
En effet, soit F" une force communiquant une accélération ç' au point de masse m, et appliquons les deux théorèmes précédents (n""^ 19i et 195). Nous aurons :
par conséquent :
F mcp F' m'(p' '
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Deux forces constantes sont entre elles comme les produits des masses des points matériels sur lesquels elles agissent y par les accélérations qu'elles leur communiquent.
197. Unité de masse. — On convient de prendre pour unité de m^sse, celle d'un point matériel qui, sous l'action d'une force égale à l'unité, prend une accélération égale à l'unité. Il résulte de là que, si l'on suppose F' = 1, <p' = 1, on aura m' = 1, et la formule précédente nous donne alors :
F = mff.
Donc, l'unité de masse étant choisie comme nous l'avons fait, la valeur numérique d'une force constante est égale au produit de la masse du point sur lequel elle agit par Vaccélération du mouvement rectiligne qu'elle lui communiquerait en agissant sur lui à partir du repos.
198. Remarque. — Supposons maintenant un point matériel soumis à l'action d'une force variable^ mais déterminée à chaque instant en grandeur, direction et sens. Il résulte de ce qui précède que la valeur actuelle de cette force est mç, en désignant par <p l'accélération du mouvement rectiligne qu'elle communiquerait au point matériel, en agissant à partir du repos. Mais, cette accélération ç du mouvement rectiligne élémentaire uniformément varié, est précisément l'accélération actuelle du point dans son mouvement. On a donc le théorème suivant :
Théorème. — A un instant quelconque^ la valeur numérique d'une force est égale au produit de la masse du point sur lequel elle agit par Vaccélération actuelle du mobile.
199. L'unité de masse étant définie, proposons-nous de déterminer la Tnasse d'un corps dont on connaît le poids. A cet effet, reprenons la formule :
Soit P le poids du corps, c'est-à-dire la force qui détermine la chute du corps lorsqu'on l'abandonne à luimême. L'expérience nous apprend que la force P, en agissant sur le corps dans le vide, lui communique un mouvement dont l'accélération g est constante dans un même lieu et pour tous les corps. A Paris, g « 9,8088, en prenant le mètre pour unité de longueur, et la seconde pour unité de temps. On a donc :
P = mg,
d'où :
P ff
Cette formule nous permet de déterminer numériquement la masse d'un corps, l'unité de masse étant définie comme ci-dessus (n^* 197).
D'ailleurs, cette même formule :
mg,
nous permet de déterminer le poids correspondant à Cunité de masse.
En effet, en y faisant î?i — 1 , il vient :
Si donc l'unité de poids est le kilogramme, on a :
P = 9ï^",8088, et si l'unité de poids est le gramme, on aura :
C'est le poids correspondant à l'unité de masse.
800. Remarque. — Nous venons de voir que la masse d'un corps est donnée par la formule :
Il s'ensuit que la mxisse d'un corps est proportionnelle
à son poids. Mais il faut bien se garder de confondre la
masse avec le poids. Le poids varie suivant le lieu où
1 on se trouve ; mais la valeur de g varie dans les mêmes
p circonstances, de sorte que le rapport— reste absolument
constant dans toutes les circonstances.
201. On peut encore arriver à la considération de la masse de la manière suivante : Nous avons vu {n^ 191) que des forces constantes, agissant successivement sur un même point matériel, sont proportionnelles aux accélérations qu'elles lui communiquent. Si donc F, F', F"... désignent les nombres qui mesurent les intensités de ces forces, et cp, cp', cp"... les accélérations constantes correspondantes, nous aurons ;
cp Y
F Mais, ce rapport —, qui est constant pour un même
point matériel, varie d'un point matériel à un autre :
c'est ce qui résulte de l'expérience. Ce rapport a donc
pour chaque point matériel une valeur caractéristique,
que l'on appelle la masse du point ^natériel. En désignant
par 771 la masse du point considéré, on a donc :
- = m, ou bien F =- wç.
c'est-à-dire qu'une force constante est mesurée par le produit de la masse du point matériel sur lequel elle agit par V accélération correspondante (n** 197).
202. Remarque I. — Observons encore que l'expression de la tnesure d'une force constante agissant sur un point matériel libre à partir du repos, peut prendre une autre forme.
Nous avons trouvé la formule :
F «B mç.
ç étant Taccélération du mouvement rectiligne uniformément varié que la force communique au point matériel à partir du repos. Or, dans le cas actuel, on a, en désignant par v la vitesse que le mobile posséderait au bout du temps t :
V =^ (ft;
par suite,
Le produit mv s'appelle quantité de mouvement.
En faisant < «= 1, dans la formule précédente, on a :
F =3 mv.
On en conclut qvCune force constante, agissant sur un point matériel libre à partir du repos, est mesurée par la quantité de mouvement qu'elle produit pendant Vunité de temps, ou, en d'autres termes, par le produit de la masse de ce point par la vitesse qu'elle lui fait acquérir pendant l'unité de temps.
Remarque IL — Nous avons vu (n^ 198) que
l'intensité d'une force variable est donnée par la formule :
P « mç.
Cette force F est appelée la force motrice.
Si l'on désigne par /"la force qui communique la même accélération f à l'unité de masse, on aura :
La force qui produit le mouvement de l'unité de masse s'appelle la force accélératrice ^ de sorte que la quantité cp est l'accélération ou la force accélératrice.
CHAPITRE IL
Composition des forces appliquées à un même point matériel.
204. C'est en se basant sur les quatre principes fondamentaux, que l'on parvient à trouver toutes les lois du mouvement des corps, sous l'action des forces qui leur sont appliquées. Mais, avant d'aborder l'étude du mouvement des corps, nous commencerons, comme en cinématique, par l'étude plus simple des lois du mouvement d'un point matériel.
Il est facile de concevoir que des forces soient appliquées à un point matériel, de manière qu'elles se neutralisent réciproquement, c'est-à-dire de manière à ne pas modifier l'état de mouvement ou de repos de ce point. On dit alors que ces forces se font équilibre sur le point matériel, ou que le point matériel est en équilibre sous Faction de ces forces.
L'idée d'équilibre n'entraîne pas nécessairement celle de repos. Quand on dit que des forces se font équilibre sur un point, cela signifie qu'elles ne modifient pas son état. Si le point est en repos, il restera en repos : mais, des forces peuvent se faire équilibre sur un point en mouvement.
Ces deux états d'équilibre s'appellent Véquilibre statique^ et Véquilibre dynatnique.
L'étude de l'équilibre peut être considérée comme un cas particulier de l'étude du mouvement ; mais, à cause de l'importance de ce cas particulier, nous en ferons une étude spéciale, qui constitue la statique.
Nous rappellerons ici que l'on peut représenter géométriquement une force appliquée à un point matériel A par une ligne droite, menée à partir de ce point dans la direction et le sens de la force, et ayant une longueur AP égale ou proportionnelle à la valeur numérique de l'intensité de la force (n^ 186). La droite AP ainsi obtenue représente la force en grandeur, et en direction. Par direction de la force, on entend souvent, nonseulement la direction de la droite suivant laquelle elle sollicite le point, mais aussi le sens dans lequel elle agit.
Pour distinguer l'une de l'autre deux forces égales, et agissant en sens contraires, suivant la même direction, on donne à l'une le signe +, et à l'autre le signe — . Ainsi, les forces + P et — P agissent en sens contraires.
205. RÉSULTANTE. — Lorsquc plusieurs forces agissent simultanément sur un même point matériel, suivant des directions quelconques, ce point prend un certain mouvement dans l'espace. Or, on conçoit que ce même mouvement pourrait lui être communiqué par l'action d'une force unique, dont la grandeur et la direction dépendent des circonstances que présente ce mouvement. Cette force unique, capable de donner au point matériel le même mouvement qu'il prend sous l'action des forces qui lui sont appliquées simultanément, s'appelle la résultante de ces forces. Les forces dont elle tient lieu se nomment les composantes.
La composition des forces a pour objet de déterminer la résultante, lorsque l'on connaît les composantes.
Le principe de l'indépendance des effets des forces qui agissent simultanément sur un même point matériel nous conduit à la règle de la composition des forces appliquées à un même point. D'après ce principe, le mouvement d'un point matériel soumis à l'action de plusieurs forces, s'obtient en composant le mouvement rectiligne et uniforme correspondant à la vitesse que ce point possède à un instant donné, avec les mouvements que chacune des forces données lui communiquerait si elle agissait seule sur ce point à partir du repos. Dans cette composition, les mouvements composants jouent le rôle de mouvements d'entraînement, et il est évident qu'ils doivent être considérés comme des mouvements de translation.
206. Théorème. — Deux forces agissant sur un même point matériel suivant une même direction et dans le même sens peuvent être remplacées par une force unique égale à leur somme.
Soit un point matériel M, animé d'une vitesse v et soumis à l'action de deux forces P et P' dont les directions coïncident. D'après le principe de l'indépendance des effets des forces, le mouvement du point M s'obtient en composant le mouvement rectiligne et uniforme correspondant à la vitesse t?, avec les mouvements que chacune des forces P et P' communiquerait au point M à partir du repos, si elle agissait seule.
Or, la force P, agissant seule à partir du repos, communiquerait suivant sa direction un mouvement rectiligne uniformément varié ayant une accélération (p. De même, la force P' agissant seule à partir du repos, communiquerait suivant sa direction un mouvement rectiligne uniformément varié ayant une accélération 9'. Ces deux mouvements sont des mouvements d'entraînement, et on peut les considérer comme des mouvements de translation.
L'accélération du mouvement résultant est la résultante des accélérations des mouvements composants. Or, l'accélération du mouvement rectiligne et uniforme est nulle. Donc, l'accélération résultante est égale à la somme des accélérations 9 et ç', et elle a la môme direction que <p et cp'. Mais, il est évident qu'il existe une force R (n° 198), ayant la même direction que $, qui, appliquée au point M lui communiquerait l'accélération <I>. Cette force R »» m$ peut donc être substituée aux deux forces P et P', et, par conséquent elle sera leur résultante.
D'ailleurs, puisque l'on a :
$ - ? + 9', on a aussi :
et, par suite (n° 198),
207. Théorème. — Si plusieurs forces F , P', P",... agissent simultanément sur un même point matériel, suivant la même direction^ et dans le mÂme sens^ leur résultante est égale à leur somme^ dirigée suivant la mène droite et dans le même sens.
On a donc :
La démonstration de ce théorème est évidente.
208. Théorème. — Deux forces égales et de sens contraires appliquées à un même point matériel, se font équilibre.
En effet, d'après le principe de l'indépendance des effets des forces, l'accélération totale communiquée au point M sera la somme algébrique des accélérations dues à ces forces. Or, ces accélérations étant égales et de sens contraires, l'accélération totale résultante sera nulle, c'est-à*dire que si le point était en repos, il restera en repos malgré la présence des deux forces. Donc, deux forces égales et de sens contraires agissant simultanément sur un même point matériel en repos se détruisent. Il résulte encore de là que deux forces égales et de sens contraires agissant simultanément sur un point matériel en mouvement n'altèrent pas le mouvement de ce point. Ces forces se font équilibre, ou bien le point est en équilibre sous l'action de ces forces.
Remarque L — Il est évident, d'après cela, que l'on peut sans rien changer à l'état de repos ou de mouvement d'un point matériel, introduire ou supprimer deux forces égales et de sens contraires^ tout comme en algèbre on introduit ou supprime deux termes égaux et de signes contraires. Nous emploierons souvent ce procédé pour simplifier les démonstrations.
Remarque II. — Cette propriété de deux forces égales et opposées de n'imprimer aucun mouvement à un point matériel en repos fournit le moyen le plus commode dévaluer les intensités des forces. Au lieu de comparer les forces par les accélérations qu'elles communiquent à une même masse, on les rapporte à une force bien connue, en cherchant combien il faut réunir de forces égales à celle-ci pour faire équilibre à la force donnée.
209. Théorème. — Si deux forces P et P' agissent sur un point matériel suivant la même direction, mais en sens contraires^ la résultante de ces deux forces est égale en valeur absolue à leur différence^ et elle est dirigée dans le sens de la plus grande.
Soit la force P plus grande que la force P'. Il est évident {n° 206) que l'on peut considérer la force P comme étant la résultante de deux forces, l'une égale à P', l'autre égale à P — P', et agissant dans le même sens que la force P. Nous aurons donc ainsi, au lieu des deux forces P et P', les trois forces P', — P' et P — P'. Or, les deux forces P', égales et de sens contraires, se font équilibre. Il nous reste donc la force P — P' agissant dans le même sens que la force P, et qui sera, par conséquent, la résultante des forces proposées.
210. Théorème. — Si plusieurs forces agissent suf* un même point matériel suivant une même direction y les unes dans un sens, les autres en sens opposé, leur résidtante est égale à la somme algébrique de toutes ces forces, et elle agit suivant la même direction, et dans le sens des forces qui donnent la plus grande somme arithmétique.
Soient P, P', P",... les forces qui agissent dans un même sens, Q, Q', Q'\... les forces qui agissent suivant la même direction, mais en sens contraire des premières. Il est facile de voir (n^ 207) que toutes les forces P de même direction et de même sens se composent en une force unique :
de même direction et de même sens que les forces P.
De même, toutes les forces Q de même direction et de même sens, se composent en une force unique :
Le système proposé se réduit donc à deux forces R' et R" de même direction et de sens contraires. Or, ces deux
forces se composent (n^* 209) en une résultante unique R de même direction que ces forces, égale à leur différence et de même sens que la plus grande. Si donc nous supposons R' > R", nous aurons :
ou bien :
ce qui démontre le théorème énoncé.
Remarque. — Si la somme algébrique 2P — 2Q est nulle, la résultante R est nulle, et les forces données se font équilibre.
211. Composition des forces concourantes. — Deux forces P, P', appliquées à un même point matériel se composent en une seule, qui est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélogramme construit sur les droites qui représentent les forces Pet F'.
Soit M un point matériel (fig. 64), soumis aux deux forces P et P' ; d'après le principe de l'indépendance
des effets des forces, pour ^^^' ^^' obtenir le mouvement du
point M, il faut composer le mouvement rectiligne et uniforme correspondant à la vitesse que le mobile possède à un instant quelconque avec les mouvements que chacune des forces P et P' lui communiquerait si elle agissait seule à partir du repos. Or, la force P, agissant seule sur le point M à partir du repos, lui
communiquerait suivant sa direction un mouvement rectiligne uniformément varié, ayant une accélération cp. De même, la force P', agissant seule sur le point M à partir du repos, lui communiquerait suivant sa direction un mouvement rectiligne uniformément varié, ayant une accélération 9'. Ces deux mouvements qui jouent le rôle de mouvements d'entraînement doivent être considérés comme des mouvements de translation. Or, nous savons (n*" 161) que, dans ce cas, l'accélération totale du mouvement résultant est la résultante des accélérations totales des mouven^ents composants. Mais, l'accélération du mouvement rectiligne uniforme étant nulle, il s'ensuit que l'accélération totale $ du mouvement résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations MB =- cp, MC « ?' des mouvements correspondants aux forces P et P'. Nous savons aussi (n^ 198) qu'une force unique R, ayant pour direction celle de l'accélération $, et pour intensité mO, imprimerait exactement le même mouvement. Cette force R peut donc remplacer les forces P et P' ; elle est, par conséquent, leur résultante. Mais, les forces P, P', R, dirigées suivant les accélérations 9, ^\ $, sont proportionnelles à ces accélérations ; par conséquent, les droites qui représentent ces forces en grandeur et direction forment une figure semblable à celle que forment les droites qui représentent les accélérations 9, 9' et $. Donc, MR est la résultante de MP et MP', et l'on en conclut le théorème énoncé. Ce théorème est connu sous le nom de parallélogramme des forces.
212. Conséquences. — Le triangle MPR nous donne facilement les relations suivantes :
P : P' : R =» sîn (P', R) : sin (P, R) : sin (P, P'),
R« « P2 + P'« 4. 2PP' CCS (P, P').
Ces formules permettent de déterminer R et les angles (P, R) et (P', R), lorsque Ton connaîtra P, P' et l'angle (P,P').
213. Cas particuliers. — r Si les forces P, P' sont perpendiculaires entre elles, on a les relations :
P = R ces (P, R);
P' = R sin (P, R), R« «= P2 4- p'2.
2'' Si P ^^ P', le parallélogramme devient un losange, et l'on a :
R = 2P CCS J (P, P').
Remarque. — Deux forces agissant sur un même point matériel, ne peuvent avoir une résultante nulle, que si elles sont égales et directement opposées.
214. Réciproquement, une force R étant donnée, on peut toujours la remplacer par deux autres forces dont les directions sont données dans un même plan avec la force. Il suffira de construire un parallélogramme dont MR sera la diagonale, et dont les côtés sont donnés en direction. C'est le problème de la décomposition (Tune force en deux autres situées dans un même plan avec la force donnée.
En particulier, si les deux directions données sont rectangulaires, nous aurons, en désignant par R la force donnée, par X, Y les deux composantes, et par a l'angle de R avec la composante X :
X = R CCS a,
Y « R sin a.
Remarque. — La force R étant la résultante
des deux forces P et P', il est évident que, si aux deux forces P, P\ nous en joignons une autre R', égale et directement opposée à R (flg. 65), les trois forces P, P', R' se
feront équilibre. Il résulte de là et des relations précédentes (n** 212) que Ton a :
P : P' : R' = sin (P', R') : sin (P, R') : sin (P, P*).
Donc, pour que trois forces œncourantes se fassent équilibre^ il faut : P que ces trois forces soient situées dans un même plan ; 2^ que chacune (Telles soit propor* tionnelle au sinus de Vangle compris entre les directions des deux autres.
216. Théorème. — La résultante de trois forces concourantes non situées dans un tnême plan est représentée en grandeur et en direction par la diagonale du
parallélipipède construit sur
Fiff 66
^' * les droites qui représentent
ces trois forces.
Soient les trois forces P, F, P" appliquées au point M. En composant d'abord (flg. 66) les deux forces P et P' par la règle du parallélogramme, on trouve que la résultante de ces deux forces est donnée en grandeur et en direction par la droite MR', et en composant cette
dernière avec la force P", on obtient la résultante R des trois forces proposées. Or, il est évident que cette résultante R n'est autre que la diagonale du parallélipipède construit sur les droites qui représentent les forces données.
Cas particulier. — Dans le cas où les forces P, P', P" sont perpendiculaires entre elles, le parallélipipède est droit, et l'on a :
p == R cos (P, R),
P' = R ces {P', R),
P''«Rcos(P",R), R« « p2 4- p'2 -I- p"2,
217. Réciproquement, une foi?ce R étant donnée en grandeur et direction, on peut la décomposer suivant trois directions non situées dans un même plan. Il suffira pour cela de construire un parallélipipède dont MR sera la diagonale, et dont les arêtes sont données en direction.
En particulier, si les trois directions données sont perpendiculaires entre elles, nous aurons, en désignant par R la force donnée, par X, Y, Z ses composantes suivant les trois directions, et par a, (3, y les angles de R avec ces directions :
X = R cos a, Y == R ces 8, ' Z = R cos y.
Ces formules nous montrent que les trois composantes sont les projections de R sur les trois directions données.
Remarque. — Il résulte du théorème du parallélipipède que, si trois forces ne sont pas dans un même plan, elles ne pourront avoir une résultante nulle, à moins qu'elles ne soient nulles toutes les trois.
218. Théorème. — Un nombre quelconque de forces P, P', P"..., appliquées à un même point matériel, se composent en une résultante unique qui est donnée en grandeur et en direction par la droite qui ferme le contour polygonal des forces données.
En appliquant successivement la règle du parallélogramme des forces, on voit qu'il suffit de construire le contour polygonal MP/?'p"R (fig. 67) dont les côtés sont respectivement égaux et parallèles aux forces données. La droite MR représentera en grandeur et direction la résultante des forces proposées. Cette construction a reçu le nom polygone des forces.
219. MÉTHODE ANALYTIQUE. — Etant donné un nombre quelconque de forces concourantes P, P, P",... trouver la résultante de ces forces en grandeur et direction.
Rapportons le système à trois axes rectangulaires
Mir, My, M^ ayant pour origine le point M (fig. 68).
Soient a, (3, y les angles de la force P avec les axes, X, Y, Z, ses composantes suivant les axes ; a', ^', / les angles de la force P' avec les axes, X', Y', Z' ses composantes, et ainsi de suite.
La force P décomposée suivant les axes, nous donne (n^ 217) :
X = P cos a, Y =» P cos p, Z e= P ces Y ;
Fig. 68.
de même, la force P' nous donne :
X' = P' ces a', Y' -= F cos p', Z' =«^ P' ces y' ,
et ainsi de suite.
Or, les forces X, X', X"..., dirigées suivant Taxe des a?, se composent en une force imique, dirigée suivant Taxe des 0?, et égale à la somme algébrique de toutes ces forces (n° 210). Cette force unique est donc égale à IX ou IPcos a, ; de même, suivant l'axe des y, nous aurons une force unique égale à 2Y ou IPcosp, et suivant Taxe des z une force unique égale à 2Z ou IFcosy.
Nous aurons ainsi réduit les forces données à trois forces dirigées suivant les trois axes rectangulaires : ces trois forces se composeront en une résultante unique R, qui sera la diagonale du parallélipipède construit sur ces trois forces (n** 216). Nous aurons donc :
R -= |/(2X)2 + (2;Y)2 + {2Z)S ou bien :
R « [/(IP cos a}« +(2 P cos p)« + (2P cos y)K (1)
Si nous désignons par a, J, c?, les angles de R avec les axes, les composantes de R suivant les axes seront (n° 217) : R cos a, R cos J, R cos c. Nous aurons donc :
Rcosa — ZPcosa, Rcos&==2PcosP, Rcosc = 2Pcosy ; par suite :
2Pcosa - 2PC0SÛ 2Pcosy .^.
cos a -= — g — , cos J = — g— ^ , cos c = — j^— ^. (2)
Les équations (1) et (2) déterminent la grandeur et la direction de la résultante.
Conditions d'équilibre d'un point matériel libre.
220. Nous avons vu (n'' 204) qu'un point matériel est en équilibre, quand, étant en repos, il reste en repos sous l'action des forces qui lui sont appliquées. On dit aussi que des forces appliquées à un point matériel en. mouvement se font équilibre, lorsque ce point, s'il était en repos, resterait en repos sous l'action de ces forces.
Théorème. — La condition nécessaire et suffisante PQur qu'un point ^natériel soit en équilibre sous l'action d^ plusieurs forces^ est que la résultante de ces forces soit nulle.
Supposons d'abord le point matériel en repos. Je dis que la condition est nécessaire : en effet, les forces données peuvent être remplacées par leur résultante. Le point matériel doit donc rester en repos sous l'action de cette résultante, ce qui ne peut avoir lieu que si cette résultante est nulle. La condition est suffisante pour que le point primitivement en repos, reste en repos sous l'action des forces qui lui sont appliquées : en effet, ces forces pouvant être remplacées par leur résultante, et cette résultante étant nulle, le point sera dans le même état que si aucune force n'agissait sur lui, et, par suite, il restera en repos.
Il est évident que si des forces agissant sur un point en mouvement, ont une résultante nulle, ces forces se feront équilibre.
Cherchons, d'après cela, les conditions analytiques qui expriment Yéquilibre d'un point matériel libre, sous l'action des forces P, P', P"..., qui lui sont appliquées. ,
Il résulte de l'équation (1) (n'' 219) que la condition R = 0, nous donne les trois équations :
2X = 0, 1 2Pcosa =0,
2Y = 0, l ou bien : IPcos p = 0, IZ=0, ) 2PcosY=0.
Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre des forces F, F', F"..., appliquées à un point matéîHel libre,
Rei^iarque. — Si des forces, appliquées à un point matériel libre, se font équilibre, le polygone des forces sera fermé de lui-même, puisque la résultante ou la droite qui ferme le contour doit être nulle. Il est évident aussi que, si l'on change le sens de l'un des côtés, ce nouveau côté deviendra la résultante des autres. Donc, si des forces se font équilibre^ Vune quelconque de ces forces prise en sens contraire est la résultante des autres.
221. Projection des forces. — Une force appliquée à un point matériel étant représentée en grandeur, direction et sens par une droite (n*" 186), la projection de cette droite sur un plan ou sur une droite peut être considérée comme représentant une force, que l'on appellera la projection de la première.
Cela posé, si l'on projette sur un .plan le polygone des forces appliquées à un point matériel, on obtient comme projection un polygone plan fermé. On en conclut que la projection sur un plan fixe de la résultante de plusieurs forces appliquées à un point matériel, est la résultante des projections des forces sur ce plan.
On trouverait de la même manière que, si plusieurs forces agissent sur un même point matériel, la projection de leur résultante sur une droite fixe est la résultante
des projections des forces sur cette droite : cette dernière résultante est la somme algébrique des projections des composantes.
222. On peut d'ailleurs démontrer analytiquement cette propriété que la projection de la résultante sur une droite donnée est égale à la somme des projections des composantes sur celte droite.
En effet, soient d une droite donnée, X, fx, u les angles (qu'elle fait avec les axes, R (a, J, c) la résultante des forces P (a, p, y), P' («', (3', y')... Nous aurons :
cos (d, R) = CCS X CCS a + cos p ces i -f ces u ces c,
d'où :
R cos (rf, R) = R cos a oos A 4- R cos ô cos ^ -f- R cos c cos v^
ou bien, en vertu des formules (2) (n** 21ft) :
R cos (d, R) = cos X (P cos a + P' cos «' '\- ...)
+ cos p tP cos p + P' cos 3' + ...)
+ cos u (P cos Y + P' cos y + ...) « P (cos a cos X + cos p cos fx + cos y cos v) 4- P' (cos a' cos X + cos P' cos /x + cos y' cos y)
-» P cos (P, d) + P' cos (P', rf) + ... — 2PC0S (P, d)y.
ca qui démontre la propriété énoncée.
223. Problème. — Un nombre quelconque de forces étant compliquées à un même point matériel, trouver la
grandeur de leur résultante en fonction des intensités de ces forces, et des angles qu'elles font entre elles.
On sait (n** 219) que les composantes de R sont données par les formules :
R cos a == P CCS a + P' CCS a' + P" ces a" + ...,
R CCS ô = P CCS p + P' ces P' + P" cos P" + ..., R cos c = p cos y + P' cos y' + p" cos y" + ....
Elevant au carré, et ajoutant, en ayant égard aux relations :
COS2a-|-COS*|3 + COS2y= 1,
cos a COS a' + cos p cos P' + cos y cos y = COS (P, P^), etc. il vient :
R2=p2+p'2+p"2 ^.... + 2PP'cos(P,P')+2PP''cos(P,P")+...,
ou bien :
R2 = 2P2 + 22PP' cos (P, P').
CHAPITRE IIL
Équilibre d'un point matériel qui n'est pas libre.
224. Il arrive souvent qu'un point matériel est soumis à des conditions particulières qui font que le mouvement qu'il possède à chaque instant est différent de celui qu'il posséderait sous l'action de sa vitesse et des forces qui lui sont appliquées. On dit alors que le point est soumis à des liaisons.
Ainsi, par exemple, un point M suspendu à l'extrémité d'un fil inextensible, dont l'autre extrémité est fixée en un point 0, n'est pas libre. Il ne peut s'éloigner de d'une quantité plus grande que OM. Il en résulte que ce point est assujetti à rester soit à l'intérieur d'une sphère de rayon OM, soit sur la surface de cette sphère.
Si OM est une barre rigide, le point M ne peut ni se rapprocher du point d'une quantité plus petite que OM, ni s'en éloigner d'une quantité plus grande que OM. Il est assujetti à se mouvoir
sur la surface de la sphère
Fig. 69. j r\iiir
*=* de rayon OM.
Si le point est à l'extrémité commune de deux tiges rigides articulées aux points fixes et 0' (fig. 69), il ne.
pourra que se mouvoir à la fois sur les deux sphères de rayons OM et OM,
c'est-à-dire sur la courbe d'intersection de ces deux sphères.
On voit donc qu'en général, un point matériel qui n'est pas libre, est assujetti à demeurer sur une surface, ou sur une courbe, ou à demeurer dans une portion finie de l'espace.
Dans ces différents cas, on ne connaît pas à priori toutes les forces qui agissent sur le mobile. En effet, les obstacles obligent le point à se mouvoir de telle ou telle manière : ces obstacles produisent donc sur le point certains effets.
Il est évident que Veffet d'une liaison sur un point équivaut à une force continuelle^nent appliquée à ce point y et que Von appelle force de liaison. Par conséquent, on peut toujours supprimer les liaisons, en y substituant des forces convenables. Si l'on joint ces forces aux forces qui sollicitent le point matériel, celui-ci pourra être considéré comme libre. Il suflira alors pour l'équilibre que la résultante de toutes les forces appliquées au point matériel (c'est-à-dire les forces données et les forces qui remplacent les liaisons), soit nulle.
Équilibre d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface.
225. Soit un point matériel M sollicité par des forces données et assujetti à demeurer sur une surface. Dans ce cas, la force de liaison sera la réaction de la surface coiitre le point matériel. En effet, le point M étant sollicité par les forces qui lui sont appliquées, et devant rester sur une surface, produira sur celle-ci une pression
déterminée. Mais, en vertu du second principe (n** 187), la surface exercera sur le point M une réaction égale et contraire. Reste à déterminer cette réaction. Or, il est facile de voir que, si la surface est parfaitement polies elle ne pourra exercer qu'une réaction normale à la surface.
A cet effet, observons que, si un point matériel est assujetti à demeurer sur une surface, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait équilibre est que la résultante des forces soit dirigée suivant la normale à cette surface. Cette condition est suffisante ; car, si elle est remplie, il n'y a pas de raison pour que le point matériel se déplace dans le plan tangent dans un sens plutôt que dans l'autre . Elle est nécessaire ; car, si la résultante n'était pas dirigée suivant la normale, on pourrait la décomposer en deux forces : l'une suivant la normale, l'autre dans le plan tangent. La première n'aurait aucune action pour déplacer le point ; la seconde, au contraire, aurait pour effet de déplacer le point dans le plan tangent.
Ces considérations vont nous servir à déterminer la direction de la réaction de la surface. En effet, si l'on joint cette force aux forces données, le point peut être considéré comme libre, et, puisqu'il est en équilibre, la réaction doit être égale et directement opposée à la résultante de toutes les forces données, et, par conséquent, elle sera normale à la surface.
226. Equations d'équilibre. — Nous regarderons la surface comme parfaitement polie, c'est-à-dire comme ne pouvant exercer en un quelconque de ses points qu'une réaction dirigée suivant la normale en ce point. Nous pouvons donc considérer le point M comme libre,si, aux forces qui agissent sur ce point M, nous joignons la réaction normale de la surface, que nous désignerons par N.
Cela posé, soient X, Y, Z, les composantes de la résultante des forces appliquées au point M, i, (i, y les angles de la réaction normale avec les axes. Le point étant rendu libre, nous aurons les équations d'équilibre :
X + N cos X == 0,
Y + NcoSfx-=0, } (1)
Z + N cos u = 0.
Or, en désignant par :
F {œ, y, z) = 0, l'équation de la surface, et posant :
on a :
. ^,dF ,,dF ^^dF
cos / = V ^ , CCS |x = V j- , cos u == V -T-
Les équations d'équilibre deviennent alors :
dF dx
ÔF az
On en tire, en éliminant N :
dF "
" dF
"^ dF'
dx
ày
dz
Ce sont les conditions d'équilibre d'un point assujetti à demeurer sur la surface F {x,y, z) = 0.
Remarque I. — Les équations (2) expriment que les composantes de la résultante doivent être proportionnelles aux dérivées partielles de la fonction F.
Remarque II. — Les équations (2) nous permettent de reconnaître si un point donné sur la surface est en équilibre sous l'action des forces P, P', P"..., qui lui sont appliquées. Il suffira de vérifier si les coordonnées de ce point satisfont aux équations (2).
Remarque III. — Les équations (2), jointes à l'équation de la surface F (a?, y, ^) « 0, forment un système de trois équations à trois inconnues x,y, z,qm nous permettront de déterminer ces trois inconnues, c'est-à-dire la position du point de la surface qui est en équilibre sous l'action des forces données.
Remarque IV. — Lorsque les conditions (2) sont vérifiées, on pourra déterminer la réaction normale en grandeur et direction. En effet, des équations (1) on tire, en élevant au carré, et ajoutant :
On en conclut que la réaction normale est égale à la résultante des forces données.
D'ailleurs, les équations (1) nous donnent :
N cos X «=- — X, N cos /ut =- — Y, N cos u = — Z.
Par conséquent, la réaction normale est directement opposée à la résultante R des forces données.
Remarque V. — On aurait pu trouver les équations (2) d'une autre manière : il suffit d'écrire la condition que la résultante des forces données doit être normale à la surface. Si donc on désigne par a, 6, c les angles de la
resuixanie a\
ec les axes, on aura :
cos a cos & cos c
cos X ^ cos p ^ cos Li '
ou bien :
dx dy dz
comme précédemment.
Équilibre d'un point matériel assujetti à demeurer sur une courbe.
Soient
les équations de la courbe.
Il est évident que, sous l'action des forces qui lui sont appliquées, le point matériel exercera une certaine pression sur la courbe. En vertu du second principe (n*' 187), la courbe exercera sur le point M une réaction égale et contraire. Si nous supposons la courbe sans frottement, la réaction qu'elle exerce sur le point M sera normale à la courbe, c'est-à-dire qu'elle sera dans le plan normal. Nous pouvons donc faire abstraction de la courbe, et considérer le point M comme libre, si, aux forces qui agissent sur ce point, nous joignons la réaction normale que nous désignerons par N. Nous aurons alors pour les équations d'équilibre :
X -h N cos A
Y + Ncosp = 0, > (2)
Z 4- N CCS y « 0. /
D'ailleurs, la réaction normale N étant perpendiculaire à la tangente, on a la relation :
CCS 1 . dx + cos [i ,dy + cosv .dz =^ 0.
Par suite, en multipliant les équations (2) respectivement par dXy dy^ dz, et ajoutant, il vient :
Xdœ + Ydy + Zdz =» 0. (3)
Telle est l'équation d'équilibre.
Or, des équations (1) on tire :
^dœ + ^dy + ^dz^O^ l^d.+ ^dy + %dz^O;
d'où :
dœ dy dz
à¥d£_dFd£''dFd£_dFdf dFd£_dFd£' dy dz dz dy dz dœ dœ dz dœ dy dy dœ
L'équation (3) devient alors :
\dy dz dz dy) \dz dœ dœ dz)
* \dœ dy dy dœ]
C'est la condition d'équilibre cherchée.
Il est bon d'observer que cette équation (5) n'est autre que le résultat de l'élimination de dx^ dy^ dz entre les équations (3) et (4) ; elle peut donc être mise sous la forme suivante :
dx ly 'dz = 0.
EL K K
dx dy dz
Remarque I. — Lorsque l'on voudra s'assurer si un point donné de la courbe est en équilibre sous l'action des forces qui lui sont appliquées, il suffira de vérifier si les coordonnées de ce point satisfont à l'équation (5).
Remarque II. — Les équations (1) et (5) forment un système de trois équations à trois inconnues x^ y, ^, lesquelles serviront à déterminer la position du point de la courbe qui est en équilibre sous l'action des forces données.
Remarque III. — Des équations (2) on tire :
ce qui démontre que la réaction est égale en grandeur à la résultante des forces qui agissent sur le point matériel. D'ailleurs, ces mêmes équations (2) nous donnent :
N CCS X ~ — X,
N cos fx = — Y,
N cos u == — Z ;
donc, la réaction normale est directement opposée à la résultante des forces qui agissent sur le point matériel.
Remarque IV. — On pouvait obtenir l'équation (3) par un raisonnement analogue à celui que nous avons fait dans le cas d'un point assujetti à demeurer sur une surface. Il est facile de s'assurer que la condition
nécessaire et suffisante pour qu'un point soit en équilibre sur une courbe est que la résultante des forces données soit située dans le plan normal à la courbe. En effet, si elle n'est pas dans le plan normal, on pourra la décomposer en deux forces, l'une dans le plan normal, l'autre suivant la tangente à la courbe. La première aurait pour effet de maintenir le point sur la courbe, de le presser contre la courbe, la seconde le ferait glisser sur la courbe, et, par conséquent, l'équilibre ne pourrait avoir lieu.
La condition d'équilibre est donc que la force R soit dans le plan normal, c'est-à-dire perpendiculaire à la tangente ; cette condition est exprimée par l'équation :
CCS (R, t) = 0, ou bien :
Xdœ + Ydy + ldz = ;
c'est l'équation (3).
CHAPITRE IV
Moments des forces par rapport à un point.
228. On appelle moment dune force par rapport à un point 0, le produit de cette force par la distance du point à la direction de la force. Ce point s'appelle le centre des moments.
Il en résulte que le moment d'une force par rapport à un point est nul, lorsque le point est sur la direction de la force.
229. Convention. — On est convenu d'attribuer un signe aux moments des forces, d'après la position qu'elles occupent par rapport au point 0. A cet effet, on imagine que le point d'application de chaque force soit entraîné dans la direction de la force qui le sollicite. Chacun de ces déplacements peut être considéré comme une rotation autour du centre des moments dans un certain sens facile à trouver d'après le sens dans lequel la force agit. D'après la convention que nous avons adoptée en cinématique (n°* 97 et 98) sur le signe d'une rotation,
^ nous lui donnerons le signe + ,
^^* ' si elle a lieu de gauche à
droite, et le signe — , si elle a lieu de droite à gauche.
Nous donnerons aux moments les mêmes signes qu'aux rota-lions correspondantes. Ainsi, le point étant le centre des moments (Fig. 70), le moment de la force P, qui est Pp, sera positif, et celui de la force P', qui est F'p\ sera négatif. Nous écrirons donc :
+ Pp et — P'p'.
230. Théorème. — La valeur absolue du moment d'une force peut être représentée par une aire plane.
Yïa,Ti. Soient M le point d'application
M de la force P, MP la force en
grandeur et direction, le centre
des moments. Le moment de la
force par rapport au point est
Pp = MP X ON (âg. 71). Or,
/ / l'aire du triangle OMP est égale à
•|^ i MP X ON — I Pp. Donc, le
^ moment de la force est égal au
double de Taire du triangle OMP.
231. Théorème. — Si Von considère deux forces appliquées à un même point maternel, et la résultante de ces deux forces, le moment de la résultante par rapport à un point pris dans le plan de ces forces est égal
à la somme des moments ^^' des composantes par rap-
port à ce même point.
Soient MP et MP' les deux forces concourantes (flg. 72), MR leur résultante, et le centre des moments. Les moments de ces trois forces sont respectivement égaux aux doubles des aires des triangles OMP, OMP' et OMR (n° 230). Par conséquent, le théorème énoncé revient à l'égalité suivante :
aire OMR = aire OMP -f aire OMP'.
Or, ces trois triangles qui ont une base commune OM sont entre eux comme leurs hauteurs RA, PB et P'C. Cela posé, si par le point P nous menons PK parallèle à OM, les deux triangles rectangles PRK, et MP'C sont égaux; donc, RK = P'C. Par conséquent, on a :
RA = PB + P'C
et par suite, le triangle OMR est égal à la somme des deux autres OMP et OMP', et le théorème est démontré. Il est facile de s'assurer que le théorème énoncé est vrai, quelle que soit la position du point dans le plan des trois forces, à la condition d'attribuer aux moments de chacune des trois forces un signe convenable (n^* 229).
Ce théorème est connu sous le nom de théorème de Varignon,
Il résulte de là que, si nous désignons par r, p, p\ les distances respectives du point aux trois forces R, P, P', nous aurons la relation :
Remarque. — Si le point est situé sur la résultante, les moments des forces P et P' sont égaux et de signes contraires. D'ailleurs, dans ce cas, le moment de la résultante est nul.
232. Théorème. — Si Von considère un nombre quelconque de forces appliquées à un même point matériel^ et situées toutes dans un même plan, le wx>ment de la résultante de ces forces par rapport à un point O situé dans ce plan y est égal à la somme algébrique des 77ioments des composantes par rapport à ce mêm£ point.
En eflfet, soient P, P', P',... les forces concourantes ; si nous composons les deux forces P et P' nous obtenons une résultante partielle R', et l'on a :
RV « Pp + P'p' ;
composant ensuite R' avec P", on obtient une seconde résultante partielle R", et l'on a :
RV" = RV + F"p" = Fp + P'p' + P"p".
En continuant ainsi, on finira par obtenir la résultante R des forces données, et il viendra :
Rr = Fp + Py + Py + ... ^ IFpy
ce qui démontre le théorème énoncé.
Moments des forces par rapport à un axe.
233. On appelle moment (Tune force par rapport à un axe le produit de la projection de cette force sur un plan perpendiculaire à l'axe par la distance du point où Taxe rencontre le plan à la projection de la force. C'est le moment de cette projection par rapport au pied de l'axe. Il est d'ailleurs facile de s'assurer que la distance du pied de l'axe à la projection de la force est égale à la
plus courte distance ^ig' 78- entre la direction de
la force et Y axe des moments.
En effet, soit Oa (flg. 73) la distance du pieà de l'axe à la proj ection mP' de la force sur le plan "^ iry,perpendiculaireà Taxe Oz. Cette droite Oa étant perpendiculaire à Taxe Oz et à la force mP', est perpendiculaire au plan PNP', et, par conséquent, à la force MP. Elle est donc égale et parallèle à la plus courte distance O'a' des deux droites 0^ et MP.
Par suite, le moment âlune force par rapport à un axe est le produit de la projection de cette force sur un plan perpendiculaire à Taxe par la plus courte distance entre Vaxe et la direction de la force.
Il résulte de ce qui précède que le moment d'une force par rapport à un axe est nul :
1^ Lorsque la force rencontre l'axe ;
2"* Lorsque la force est parallèle à l'axe : car alors la projection de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe est nulle.
On peut comprendre ces deux cas dans l'énoncé suivant : le moment dune force par rapport à un axe est nul, lorsque la direction de la force et Taxe sont dans un même plan,
234. Signes des moments. — Le moment de la force P par rapport à l'axe n'étant autre que le moment de la projection de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe par rapport au pied de l'axe, il est naturel de lui donner le signe de ce dernier.
Par conséquent, le moment P'p de la force P par rapport à l'axe Oz sera positif ou négatif, suivant que la force P' tend à faire tourner la perpendiculaire Oa de gauche à droite par rapport à la direction positive Oz^ ou en sens contraire.
235. Théorème. — La valeur absolue du moment dune force par rapport à un axe peut être représentée par une aire plane.
En effet, le moment de la force P par rapport à 0^ est égal au double de l'aire du triangle OmP' qui a pour base la projection wzP' de la force sur le plan normal à l'axe, et pour sommet le pied de l'axe. Or, ce triangle est évidemment la projection sur le plan normal de l'aire du triangle formé en joignant un point quelconque de l'axe aux extrémités de la droite qui représente la force, par exemple le triangle OMP.
236. Théorème* — Si un point matériel est soumis à Vaction d'un nombre quelconque de forces non situées dans un m^ême plan^ le moment de la résultante par
rapport à un axe est égal à la somme algébrique des moments des composantes par rapport à ce mêtne axe.
En effet, si l'on projette sur un plan quelconque toutes les forces, ainsi que leur résultante, on sait (n^ 221) que la projection de la résultante est la résultante des projections des composantes. Cette propriété aura lieu si l'on projette sur un plan perpendiculaire à l'axe des moments. D'ailleurs, toutes ces projections étant dans un même plan, le moment de la résultante projetée par rapport au pied de l'axe est égal à la somme des moments des composantes projetées, par rapport au même point.
Donc, le moment de la résultante par rapport à l'axe est égal à la somme des moments des composantes par rapport à cet axe.
237. Théorème. — Le moment d'une force par rapport à un points est en valeur absolue^ le m^anmum des moments de cette force par rapport à tous les axes que Ion peut mener par ce point.
Pour démontrer cette propriété, cherchons le moment de la force P par rapport à un axe quelconque passant par le point 0. Soit MP une force appliquée au point M (fig. 74) ; le moment de cette force par rapport au point est égal à MP x OQ. Or, ce produit est aussi le moment de la force P par rapport à un axe OZ, mené par le point 0, perpendiculairement au plan OMP passant par la force et par le centre 0, et il est égal au double de l'aire du triangle OMP (n^ 235).
Cela posé, proposons-nous de trouver le moment de la force P par rapport à un autre axe OS passant par le point 0. A cet eflfet, menons par le point un plan K perpendiculaire à l'axe OS, et projetons le triangle OMP sur ce plan en Omp. Le moment de la force P par rapport à l'axe OS sera le double de l'aire du triangle Omp (n** 235). Prenons maintenant sur OZ une longueur OA,
mesurée à une certaine échelle, et égale à MP x OQ, c'est-à-dire au double de Taire du triangle OMP. Les axes
OZ et OS feront entre eux un angle égal à l'angle des deux plans OMP et Omp; et si nous projetons OA sur OS, nous aurons une longueur OB, qui sera égale au double de l'aire Omp, c'est-à-dire au moment de la force P par rapport à OS.
Donc, pour avoir le moment de la force P par rapport à un axe quelconque OS, on mène par le point une perpendiculaire au plan passant par la force et par le point ; sur cette perpendiculaire on prend une longueur OA, égale au moment de la force P par rapport au point 0, puis on projette OA sur OS, la projection sera le moment cherché.
Il est évident que, quel que soit l'axe OS, on aura toujours OB < OA, et, par conséquent, le moment de la force P par rapport au point 0, est le maœimum des moments de celte force par rapport à tous les axes passant par le point 0.
Remarque I. — Les moments de la force P par rapport à tous les axes OS, qui font un môme angle avec OZ, sont égaux.
Remarque IL — Les moments sont nuls par rapport à tous les axes menés par le point perpendiculairement à OZ. D'ailleurs, tous ces axes sont dans un plan passant par la force P (n** 233).
Remarque IIL — Les extrémités B des axes des moments d'une même force P sont situés sur une sphère dont OA est le diamètre. En effet, si l'on fait mouvoir OS dans le plan AOB, le point B, projection de A, décrira une circonférence dont OA est le diamètre, et cette circonférence, en tournant autour de OA, décrira une sphère qui sera le lieu des points B.
238. Problème. — Une force P est appliquée en un point M ; par un point de V espace, on Mène trois aœes rectangulaires. Trouver les moments de la force P par rapport à ces trois aœes.
Soient a?, y, z, les coordonnées du point M (fig. 75) ;
décomposons la force P en ses trois composantes X, Y, Z, et appliquons le théorème des moments (n° 236). Le moment de la force P par rapport à Oz est égal à la somme des moments des composantes : or, le moment de Z, qui est parallèle à l'axe, est nul (n** 233) ; les moments de X et Y, qui se projettent en vraie grandeur sur le plan des œy, sont égaux à ces forces multipliées par leurs
distances à l'axe 0^, c'est-à-dire par y et x. Mais, le moment de X est négatif, et celui de Y est positif (n° 234). Donc, le moment de P par rapport à l'axe Oz est Ya? — Xy ; de môme, les moments par rapport à Ox et Oy ont respectivement pour expressions Zy — Y^, et X-î — Zx.
Nous aurons donc, en désignant par L, M, N les trois moments par rapport aux axes Oa?, Oy, Oz :
L — Zy — Yz, M^Xz — Zx, N«Ya?— Xy.
Ces trois moments sont évidemment (n^ 237) les projections sur les axes de la longueur qui représente le motnent de la force F par rapport au point 0.
239. Problème. — Déterminer le moment de la force P par rapport à une droite OK passant par Vorigine 0.
On sait (n® 237) que ce moment est la projection sur cette droite de la longueur qui représente le moment de la force P par rapport à l'origine 0. Donc, en désignant par X, /x, u les angles que OK fait avec les axes, et en appliquant le théorème des projections, nous aurons pour le moment cherché :
K = L ces X + M ces fx + N ces u.
Moment d'une force par rapport à un plan.
240. On appelle tnoment dune force par rapporta un plan, le produit de cette force par la distance de son point d'application au plan.
Dans le cas où le plan est parallèle à la direction de la force, le moment de la force par rapport au plan est égal au produit de la force par sa distance au plan.
241. Convention. — On considérera la distance du point d'application au plan comme positive ou négative, suivant la position de ce point par rapport au plan, d'après les conventions adoptées en géométrie analytique.
On considérera la force comme positive ou négative, suivant qu'elle agit dans un sens ou en sens contraire.
Par conséquent, le moment sera positif ou négatif, suivant les cas.
CHAPITRE I
Équilibre des systèmes matériels de forme invariable.
242. On sait qu'un corps est un assemblage de molécules, placées à distance les unes des autres, et exerçant les unes sur les autres des actions attractives ou répulsives. Nous assimilerons les molécules à des points matériels, en faisant abstraction des dimensions de ces molécules. Les systèmes matériels seront, donc des systèmes de points matériels.
Les corps se présentent à nous, dans la nature, sous trois états différents : ils sont solides, liquides ou gazeux.
Les corps solides sont ceux dans lesquels les molécules ont des positions déterminées les unes par rapport aux autres ; pour changer les positions relatives de ces
molécules, il faut faire agir sur ces molécules des forces plus ou moins grandes : si la déformation ne dépasse pas une certaine limite, les molécules reviennent à leurs positions primitives, dès que les forces qui les ont dérangées cessent d'agir.
Dans les liquides et les gaz, les molécules sont extrêmement mobiles : la moindre cause les dérange de leurs positions, et quelque petit que soit le dérangement, il ne tend pas à disparaître en même temps que la cause qui l'a produit. C'est pour cette raison que l'on donne à ces corps le nom de fluides.
243. Nous allons étudier les conditions d'équilibre des systèmes de points matériels. Nous supposerons ces systèmes entièrement libres et à Vétat de repos.
Rappelons d'abord le principe de l'égalité de l'action et de la réaction. Nous savons qu'en vertu de ce principe, toute force, appliquée à un point matériel A, émane d'un autre point matériel B, situé à une distance quelconque du premier. De même, le point B est soumis à l'action d'une force émanant de A, égale et contraire à la première : on l'appelle la réaction du point B.
244. Dans chaque système de points matériels, on a à considérer deux espèces de forces : les forces intérieures et les forces extérieures.
Soient Aun point du système que nous étudions, etBun point qui agit sur A. Si le point B appartient au système, la force qu'il exerce sur A est une force intérieure. Si, au contraire, B ne fait pas partie du système matériel dont nous nous occupons, la force qui émane de B sera une force extérieure. Ainsi donc, les forces intérieures sont celles qui proviennent des actions des points du système les uns sur les autres. En vertu du second principe fondamental (n° 187), à chacune d'elles
correspond une force égale et directement opposée appliquée au système comme la première. Les forces extérieures sont celles qui proviennent des actions exercées sur le système par les points situés au dehors. A chacune d'elles correspond aussi une force égale et directement opposée; mais, cette réaction n'est plus appliquée à un point du système, et on n'aura pas à en tenir compte, si Ton étudie seulement le système.
Remarque. — Une même force peut jouer ^ tantôt le rôle de force intérieure, et tantôt le rôle de force extérieure, suivant les cas. Si l'on considère, par exemple, le mouvement d'un corps qui tombe à la surface de la terre, l'attraction qu'une molécule du corps éprouve de la part d'une molécule quelconque de la terre est une force extérieure. Si, au contraire, on considère le mouvement d'un système matériel, formé de la terre toute entière, et des corps qui se trouvent à sa surface, ou dans son voisinage, cette môme attraction est une force intérieure. De même, l'attraction exercée par le soleil sur la terre est une force extérieure pour la terre considérée seule. Si l'on considère le système formé de de la terre et du soleil, cette même attraction est une force intérieure.
245. Nous commencerons par Vétude des systèmes matériels de forme invariable^ c'est-à-dire que nous supposerons que les points matériels qui les composent ne peuvent ni se rapprocher, ni s'éloigner les uns des autres. Un tel système a reçu le nom de solide invariable, ou simplement corps solide.
Les solides invariables n'existent pas dans la nature : ce sont des corps fictifs. Les solides naturels ne jouissent pas d'une rigidité parfaite : ils sont toujours plus ou moins déformables. Cependant, les résultats auxquels
nous serons conduits dans l'étude des solides invariables sont applicables dans la plupart des cas aux solides naturels.
246. Quand un corps solide est sollicité par dififérentes forces, celles-ci sont, en général, appliquées aux diflférents points de la surface du corps. Nous supposerons donc des forces appliquées aux différents points d!un corps solide^ et nous nous proposerons de trouver les conditions d'équilibre de ces foy^ces.
Le problème de la composition de ces forces repose sur certaines propositions fondamentales que nous allons établir :
1® Deux forces égales appliquées en deux points d'un corps solide, suivant la même droite, et en sens contraire Vune de V autre ^ se font équilibre ,
En effet, soient A et B (flg. 76) deux points matériels situés à une distance AB, invariable dans un sens
comme dans l'autre.
^^' ^' Si nous appliquons
.p A B r au système formé par
par ces deux points deux forces égales + P et — P, agissant en sens contraires suivant la direction de la droite qui les joint, il est évident que ces forces se font équilibre ; car, leur effet ne peut être que d'allonger la distance AB, et, par hypothèse, cette distance est invariable.
Il en résulte que si le corps est en repos avant que ces deux forces lui soient appliquées, il restera en repos sous l'action de ces forces.
2^ Une force peut être appliquée en un point quelconque de sa direction, sans que son effet soit changé, pourou que le nouveau point d^application soit invariablement lié au premier.
En effet, il résulte de la proposition précédente que la force P, appliquée en B, peut être tenue en équilibre, aussi bien par la force — P appliquée au point A, que par une force — P appliquée au point B, pourvu que le point A soit invariablement lié au point B. L'effet de la force — P en A est donc le même que l'effet de la force — P en B. La proposition est donc démontrée : elle est d'un usage fréquent dans la démonstration des théorèmes de statique.
3*^ Si, parmi les forces qui agissent sur un solide invariable en équilibre^ il yen a plusieurs P, P', P",... dont les directions concourent en un même point 0, ces forces P, P', P",... peuvent être remplacées par une force unique qui est leur résultante.
En effet, chaque force peut être transportée au point pris sur sa direction : toutes ces forces appliquées en un même point peuvent être remplacées par une seule R. Or, celle-ci peut être appliquée en un point quelconque A de sa direction : la force R, appliquée en A, peut donc remplacer les forces P, P', P",...
Remarque. — Il n'est pas nécessaire que le point fasse partie du solide. En effet, on conçoit que, pour faire le raisonnement, on ait supposé le point invariablement lié au corps ; mais, dès que l'on a trouvé la force R qui, appliquée en A, peut remplacer les forces P, P', P'',... on n'a plus à s'occuper de l'hypothèse que l'on a faite sur le point 0. Mais, il est évident que, pour pouvoir remplacer les forces P, P', P",... parla force R, il faut que cette force rencontre le corps en im quelconque de ses points. Si cela n'a pas lieu, la force R ne pourra remplacer les forces P, P', P",... que si le point A où on la suppose appliquée est invariablement lié au corps.
Compositions des forces parallèles.
247. Théorème I. — Deux forces P, P', parallèles et de même sens, appliquées en deux points AetB d'un corps solide, ont une résultante R, parallèle à leur direction commune^ agissant dans le même sens, égale à leur som7ne, et située dans leur plan. De pluSy le point d^applicalion de cette résultante partage la droite AB qui joint les points d'application des composantes en deux segments inversement proportionnels à ces composantes.
Nous ne troublerons pas l'état du système (flg. 77),
en appliquant en A et B, deux forces S et — S, égales et directement opposées (n^ 246, P). Nous aurons alors le système des quatre forces :
qui sera équivalent au système des deux forces P, P'.
Or, les deux forces P et S appliquées au point A, ont une résultante Q, qui ^era donnée par la règle du parallélogramme. De môme, les deux forces P' et — S, appliquées en B, auront ime résultante Q'. Soit le point de rencontre des deux forces Q et Q' ; ces deux forces pourront être supposées appliquées en (n^ 246, 2"*),
et leur résultante sera la résultante de P et P'. Cela posé, décomposons ces deux forces Q et Q' au point 0, suivant deux directions, l'une parallèle à AB, l'autre parallèle aux forces P et P'. La force OQi = Q nous donnera ainsi une force S' égale et parallèle à S, et une force OD, égale et parallèle à P. De même, la force OQ'i = Q' nous donnera une force — S', égale et parallèle à — S, et une force OE, égale et parallèle à P'. Or, les deux forces S' égales et de sens contraires, appliquées au point se font équilibre. Il ne reste donc que les forces OD et OE, égales et parallèles à P et P'. Mais, ces deux forces étant de même direction et de même sens, et appliquées en un même point 0, donnent une résultante R égale à leur somme P + P'.
La première partie du théorème est donc démontrée. Cette résultante R peut être supposée appliquée au point C où elle rencontre la droite AB. Reste à déterminer la position du point C. Or, les deux triangles semblables AOC, Q^OD nous donnent :
AC ^ QiP ^ QP ^ S^ OC OD AP P'
De même, les triangles semblables COB, EOQ'j nous donnent :
CB EQ'i OC EO
P'Q' BP'
iséquent :
AC
CB
et, par suite, le point C divise la droite AB dans le rapport inverse des forces P et P'.
Remarque. — La position du point C ne dépend que du rapport des forces? et P', etnon de leur grandeur absolue, ni de leur direction. On en conclut le théorème suivant :
Le point d'application de la résultante de deux forces parallèles ne varie pas quand on altère les grandeurs ou les directions des deux forces, pourvu qu'elles restent parallèles et que leur rapport reste le même.
248. Réciproquement, on peut décomposer une force R, appliquée à un corps solide, en deux forces P, P', parallèles à R, de même sens et satisfaisant aux conditions précédentes.
249. Théorème II. — Deiux> forces P, F parallèles et de sens contraires^ appliquées en deux points AetB c^un corps solide^ ont une résultante R, parallèle à leur direction^ agissant dans le sens de la plus grande j égale à leur différence^ et située dans leur plan. Le point d'application de la résultante est situé sur le prolongement de la droite AB, du côté de la plus grande^ et ses distances axtx points AetB sont inversement proportionnelles aux forces appliquées en ces points.
Soit P la plus grande des deux forces données
(fig.78): on peutcon- ^*^ ^^' sidérer cette force P
r^' comme résultant de la composition de deux forces parallèles et de même sens, dont l'une soit P-P' / "^' égale à P', et ap-
pliquée au point B. L'autre, évidemment égale à P — F, sera appliquée en un point C, qui sera déterminé par la proportion (n^ 247) :
CB P
Il en résulte que les deux forces F et — P', appliquées en A et B, peuvent être remplacées par le système des trois forces P — P', P', — P'. Or, les deux forces P', appliquées en B, sont égales et de sens contraires, et par conséquent, se détruisent. Il ne reste que la force P — P', appliquée au point G : cette force sera donc la résultante R des deux forces données, et le théorème est démontré.
250. Remarque. — Si les deux forces parallèles et de sens contraires sont égales, on aura :
R = 0, et AC = oo.
La résultante est nulle et son point d'application est situé à une distance infinie des points d'application des composantes. Par conséquent, le système de deux forces égales, parallèles et de sens contraires, ne peut être remplacé par une force unique : ces forces n'ont pas de résultante. D'ailleurs, ces deux forces ne poun^aient se faire équilibre, puisqu'elles ne sont pas directement opposées. Un tel système s'appelle un couple.
Un couple est donc un système de deux forces égales^ parallèles et de sens contraires, appliquées en deux points A et B, qu'on suppose invariablement reliés entre eux.
251. Théorème III. — Tant de forces parallèles que Von voudra, appliquées en différents points d'un
cor*ps solide y et agissant dans le même sens^ se composent en une résultante unique, parallèle à leur direction commune^ agissant dans le même sens, et égale à leur somme.
Soient P, F, P",.,. les forces données (flg. 79). On composera d'abord P avec P', en une force R', qui sera
parallèle à ces deux forces, égale à leur somme P + P', et appliquée en un point D tel que l'on ait (n° 247) :
AD DB
Puis, on composera R' avec
P", ce qui nous donnera une
résultante R" égale à R' + P",
c'est-à-dire à P -}- P' + P'^
appliquée au point E, et ainsi
de suite. Il est évident que la résultante finale sera
parallèle aux forces données, de même sens que ces
forces et égale à leur somme.
Remarque. — Les points D, E... sont déterminés par les points d'application des forces P, P', P'',... et par les rapports de ces forces. Par conséquent, si l'on fait tourner les forces P, P', P'',... parallèles et de même sens, autour de leurs points d'application supposés fixes, de manière que ces forces conservent leur parallélisme et leurs rapports, les résultantes de tous ces systèmes de forces passeront constamment par un point fixe 0. Ce point s'appelle centre des forces parallèles.
Lorsque les forces P, P', P",... sont égales entre elles, leur centre coïncide avec le . centre des moyennes distances des points d'application.
262. Le théorème précédent nous permet de composer un nombre quelconque de forces parallèles agissant les unes dans un sens, les autres en sens contraire. On composera toutes les forces du premier groupe en une résultante R', et toutes les forces du second groupe en ime résultante R". Cela posé, trois cas peuvent se présenter :
V Si les deux résultantes partielles R' et R" qui sont parallèles entre elles, et de sens contraires, sont inégales, elles se composeront (n** 249) en une seule force R, égale à leur différence, agissant parallèlement à ces forces, et dans le sens de la plus grande. La force R sera alors la résultante de toutes les forces données : elle sera évidemment égale à la somme algébrique de ces forces,
2** Si les deux résultantes partielles R' et R" sont égales et directement opposées, elles se détruisent : les forces données se font équilibre.
3** Si les deux résultantes partielles R' et R" sont égales, et non directement opposées, elles forment un couple : les forces données se réduisent à un couple.
Théorèmes des moments dans le cas des forces parallèles.
253. Théorème I. — Le moment de la résultante de plusieurs forces parallèles sitmes dans un même plan^ par rapport à un point situé dans ce plan, est égal à la somme des moments des composantes.
Considérons d'abord deux forces parallèles et de
même sens P, P', et soit R leur résultante (flg. 80).
Nous aurons :
Fig. 80.
BC AC
or, si du point nous menons ime perpendiculaire à ces forces, et si nous désignons par jo, p\ r les trois distances oa^ oby oc, nous aurons :
BC bc ^p' — r, AC ^ aa "^ r — p '
par conséquent,
ou bien :
(P + P') r ^ Pp + P'p',
Rr = Fp + P'p'.
On vérifierait facilement que le môme théorème a lieu dans le cas de deux forces parallèles et de sens contraires, en donnant des signes convenables aux distances et aux forces, suivant les conventions adoptées. Il est facile auissi de le vérifier dans le cas général.
854. Théorème IL — Le moment de la résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un axe, est égal à la somme des moments des composantes.
La démonstration de ce théorème est évidente.
256. Théorème IIL — Le moment de la résultante de plusieurs forces parallèles par rapport à un plan est égal à la somme des moments des composantes.
Soient P, P' deux forces parallèles et de même sens,
R leur résultante, MNle
Fig. 81.
plan (flg. 81), A', B', G les projections des points d'application A, B, C sur le plan MN. Menons la droite aCd parallèle à A'G'B'. Nous aurons :
BC AC
B& ka
or, si nous désignons par p, p\ r les distances des
trois points A, B, C au plan MN, il vient :
d'où :
(P 4- P') r = Pp + P'p',
ou bien :
Rr = P/3 + py .
En donnant des signes convenables aux distances et aux forces, suivant les conventions adoptées, on vérifiera
facilement le théorème pour le cas de deux forces parallèles et de sens contraii^es, et ensuite on pourra l'étendre au cas général.
256. Les théorèmes précédents nous permettent de déterminer en grandeur et en position la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles.
En eflfet, soient P, P', P",... les forces parallèles données, a, &, les distances de la résultante de ces forces à deux plans qui se coupent suivant ime parallèle à ces forces, {ccy y), (a?', y'),... les quantités analogues pour les forces P, P',... nous aurons (n*** 252 et 255) :
Ra = Pa? + PV + P"^" +...=- 2P^»
Rô = Py -I- py + p"y'' + ... = 2Py.
On en tire, si 2P est différent de zéro :
l^œ ^ IPy
En particulier, si les forces P sont égales et de même sens, on a :
R = nP, a = - 2a?, 6 = - ly.
Discussion. — Nous avons vu que les forces proposées peuvent se réduire à une résultante unique, ou à un couple unique, ou à se faire équilibre.
1"* Dans le premier cas, les deux résultantes partielles
R' et R" sont inégales, et, par suite, on a 2P ^ 0. Les
formules (1) déterminent les distances de la résultante R aux deux plans.
2"" Lorsqu'il y a équilibre, les deux résultantes partielles R' et R" sont égales et directement opposées. On a alors :
D'autre part, si nous désignons par P, F',... les forces qui agissent dans un sens, par P^, P\,... celles qui agissent en sens contraire, nous aurons, en général :
R'ai =Pa? + P'a7' + ,
R'*i=Py+ Py +
Rf'a^ = p^a?i + P'ia?'i + . . . ,
Dans le cas d'équilibre, on a : R' — R", a^ = a^, b^ «- Jg, et il vient :
Fx + Vd + ... — FjO?! — P'iOr'i ... = 0,
Vy + Py + ... — P^yi — P\y\ ... = 0.
Donc, les conditions d'équilibre sont :
ZP = 0, l?œ — 0, 2Py — 0.
La somme algébrique des forces est nulle ; les sommes des moments des forces par rapport à deux plans parallèles à leur direction sont nulles,
3® Si le système se réduit à un couple, on a R' «■ R*' ; mais, on n'a pas à la fois a^ « a^, b^ — b^. Dans ce cas, la somme algébrique des forces est nulle. Si l'on prend les sommes des moments des forces par rapport à deux plans parallèles à leur direction, une de ces sommes, au moins, est difiFérente de zéro.
CHAPITRE IL
Théorie des couples. — Moment d'un couple,
257. Nous avons vu (n** 250) qu'un couple est un système de deux forces égales, parallèles et de sens contraires, appliquées à deux points invariablement liés entre eux. L'inclinaison de ces forces sur la droite qui joint leurs points d'application est arbitraire ; mais, on peut, sans changer l'eflEet des forces, transporter leurs points d'application en un point quelconque de leurs directions (n** 246), et par suite, prendre ces points de manière que la droite qui les joint soit perpendiculaire à la direction commune de ces forces. C'est pourquoi on suppose ordinairement les forces perpendiculaires à cette droite qui s'appelle le bras de levier. Le bras de levier d'un couple est donc la distance des deux forces qui forment le couple.
258. Nous avons vu (n° 250) qu'un couple ne peut pas se réduire à une force unique ; par conséquent, l'on ne peut pas trouver une force unique qui fasse équilibre à deux forces égales, parallèles et de sens contraires. On peut d'ailleurs s'en assurer de la manière* suivante : Supposons qu'une force R puisse faire équilibre aux deux forces P, — P. Nous démontrerons que cette hypothèse est impossible.
Fig. 82.
Y Supposons d'abord que la force R soit oblique par rapport aux deux forces P, — P : Il est évident qu'elle les
rencontrera toutes les deux (fig. 82). Or, si nous composons les deux forces R et P concourantes au point A, nous obtiendrons une force unique R', qui rencontrera évidemment la force — P en un point C. Mais, les forces P, — P, et R se faisant équilibre, par hypothèse, il devra en être de même des deux forces R' et — P, ce qui est impossible, puisque ces forces sont concourantes.
2° Supposons en second lieu que la force R soit parallèle aux deux forces P, — P. Or, si la force R en C fait équilibre aux forces P, — P, (fig. 83), il est évident qu'il existe aussi une force — R, égale, parallèle et
de sens contraire, qui, ^'^- ^^- appliquée au point C,
tel que l'on ait BC = AC, ferait équihbre aux forces P, — P. En effet, les deux systèmes P, — P, -f R, et P, — P, — R, sont identiques. Ceci établi, supposons que les trois forces P, — P, et R se fassent équilibre. Prenons BC = AC, et introduisons au point C deux forces R, — R, égales et directement opposées. Le système
n'étant pas modifié par l'introduction de ces deux forces (n** 208), il est évident que les cinq forces :
se font équilibre. Or, le système P, — P, — R étant en équilibre, il en résulterait qu'il y aurait équilibre entre les deux forces R, appliquées en C et C, ce qui est impossible, puisque ces deux forces égales et parallèles, agissent dans le même sens.
Donc, V effort d'un couple ne peut être comparé à une force.
269. Théorème. — Si Von prend la somme algébrique des moments des deux forces d'un couple par rapport à un point quelconque de son plan (ou par rapport à un aœe perpendiculaire à ce plan), cette somme est constante, et égale au produit de Vune des forces du couple par la longueur de son bras de levier. Soit un point du plan, et soit OAB la perpendiculaire aux deux forces (fig. 84). Le moment de la force P, appliquée en B, est P X OB ; le moment de la force P, appliquée en A, est P X OA: ce dernier est de sens contraire au premier.
La somme des moments des deux forces est donc :
Fig. 84.
P X OB — P X OA « P X AB
On arriverait au même résultat, quelle que soit la position du point dans le plan des deux forces, et, par conséquent, le théorème est démontré.
Ce produit de l'une des forces du couple par son bras de levier est le moment du couple. Nous verrons dans la suite que le moment d'un couple est la mesure de son énergie.
260. Propriété. — Le moment d'un couple peut être représenté par taire du parallélogramme dont les deux forces du couple forment deux côtés opposés.
261. Sens d'un couple. — Si l'on veut se faire une idée des sens de différents couples situés dans un même plan, on supposera que les milieux de leurs bras de levier soient rendus fixes. Soit, par exemple (fig. 85), le
couple (P, — P) ; supposons ^^^' ^^' que le point I, milieu de son
-p bras de levier soit rendu fixe;
menons par ce point une perpendiculaire au plan dans un I _ sens convenu, et supposons un
^ observateur placé sur cet axe, les pieds en I. L'eflTet des deux forces, et, par conséquent, l'efTet P du couple sera de faire tourner le bras de levier autour de cet axe. Le sens de cette rotation sera celui du couple. On conviendra que le couple sera positif on négatif suivant qu'il tend à faire tourner le bras de levier de gauche à droite ou de droite à gauche.
Il est bon de remarquer que cette tendance du couple à faire tourner son bras de levier est tout-à-fait fictive. Elle ne permet de rien conclure en ce qui concerne Yeffet réel d'un couple sur un corps. Car, il faut bien observer qu'en réalité, il n'y a pas de point fixe dans le plan (à moins qu'on ne le dise). L'idée de la rotation ne sert qu'à faire image, et à distinguer les sens des couples situés dans un môme plan.
Nous verrons plus tard, dans la Dynamique, quel est l'efiFet d'un couple sur un corps. Mais, actuellement, nous n'avons pas besoin de le savoir pour démontrer toutes les propriétés qui vont suivre.
262. Théorème. — Si Von projette un couple sur un plan quelconque^ la projection sera encore un couple. Le moment du couple projeté s'obtient en multipliant le moment du premier couple par le cosinus de Vangle des deux plans.
En effet, le moment du couple projeté (P', — F) est représenté par l'aire du parallélogramme dont les deux forces P' formeront deux côtés opposés (n** 260). Or, ce parallélogramme est évidemment la projection du parallélogramme qui représente le couple (P, — P), et le théorème est démontré.
263. Théorème. — La somme des 7noments des deux forces dun couple par rapport à un axe quelconque^ est égale au moment du couple, projeté sur un plan perpendiculaire à cet axe.
En effet, la somme des moments des deux forces du couple de l'espace par rapport à l'axe est égale (n^ 233) à la somme des moments des projections des forces sur un plan perpendiculaire à l'axe, c'est-à-dire au moment du couple projection.
Or, si A est l'angle que le plan du couple (P, — P) fait avec le plan perpendiculaire à l'axe, nous aurons, en désignant par P'p' le moment du couple projeté, et par Pp le moment du couple de l'espace :
p'p' » pp cos A.
On conclut de là que la somme des moments des deux forces du couple par rapport à un axe est nulle pour A -« 90^ c'est-à-dire lorsque l'axe est parallèle au plâJi
du couple; cette somme est maximum pour A == 0, c'est-à-dire lorsque Taxe est perpendiculaire au plan du couple; enfin, cette somme est constante, lorsque A est constant. Donc, la somme des moments des deux forces d'u7i couple par rapport à une droite^ est la même que la somme des moments de ces forces par rapport à une autre droite parallèle à la pre7nière.
Translation des couples.
Mesure des couples. — Axe d'un couple.
264. Théorème. — Leffel d'un couple n'est pas changé quand on fait tourner son bras de levier autour d'une de ses extrémités, ou autour d'un point quelconque pris sur ce bras de levier.
Soit un couple (P, — P) dont AB est le bras de levier (fig. 86), et soit un point pris sur ce bras de levier.
Faisons tourner AB en ^"^- ^^- A'B', et introduisons aux
points A' et B' deux forces égales à P, directement opposées, et perpendiculaires à A'B'. Le système n'est pas changé par l'introduction de ces forces (n** 208) Or, les deux forces P et — P, appliquées respectivement en A et A', peuvent être considérées comme appliquées en C : elles se composent en une force unique R' dirigée suivant la bissectrice de l'angle C,
et, par conséquent, suivant la bissectrice de l'angle 0. D'autre part, les deux forces P et — P, appliquées respectivement en B' et B, peuvent être considérées comme appliquées en D ; elles se composeront en une force R", dirigée suivant la bissectrice de l'angle D, ou de l'angle 0. Or, il est évident que les deux forces R' et R", qui peuvent être considérées comme appliquées en 0, sont égales et directement opposées ; donc, elles se détruisent. Le système se réduit donc aux deux forces P et — P, appliquées respectivement en A' et B', et le théorème est démontré.
265. Théorème. — Un couple peut être transporté parallèlement à lui^nême dans son plan, ou dans un plan parallèle, sans que son effet soit changé, pourvu que le nouveau bras de levier soit invariablement lié au pre^nier.
Soit un couple (P, — P) dont le bras de levier est AB, {ûg. 87), et soit A'B' une droite égale et parallèle à AB, invariablement liée à cette dernière. En chacun des points A' et B', introduisons deux forces égales et
parallèles à P, et directement opposées. Le système ne sera pas changé par l'introduction de ces forces. Or, les deux forces + P, appliquées en A et B' se composeront en une force unique 2P, appliquée au milieu de AB', et parallèle aux forces P.
De môme, les deux forces — P, appliquées en A' et B, se composent en une
force unique — 2P, appliquée au milieu de A'B, et parallèle aux forces P : cette dernière force — 2P est donc égale et directement opposée à la force + 2P, et par conséquent, elle la détruit. Le système est donc réduit aux deux forces P, — P, appliquées respectivement en A' et B', c'est-à-dire au couple (P, — P), transporté parallèlement à lui-même.
266. Théorème. — Un couple peut être transporté comme on voudra dans son plan ou dans un plan parallèle invariablement lié au pre^nier^ sans que son effet soit changé, pourvu que le nouveau bras de levier soit invariablement lié au premier,
La démonstration de ce théorème résulte évidemment de la combinaison des deux précédents.
267. Théorème. — Un couple peut être re^nplacé par un autre couple de bras de levier différent, situé dans le même plan ou dans un plan parallèle invariablement lié au premier, pourvu que leurs moments soient égauœ, et qu'ils soient de même sens.
Soit un couple (P, — P) de bras de levier AB « p
(flg. 88) : nous allons démontrer que l'on peut remplacer
ce couple par un autre
couple (P', — P') dont
p' est le bras de levier,
pourvu que l'on ait :
P'p' -=» Pp.
Sur le prolongement de AB, prenons une longueur BC — p\ et introduisons au point C deux forces égales à P' et directement opposées. Le système ne sera pas changé par l'introduction de ces forces. Or, les deux forces P et P', appliquées
Fig. 88.
respectivement en A et C, parallèles et de même sens, se composent en une force unique égale à P + P', et appliquée en un point qui divise la droite AC dans le rapport de P' à P : ce sera donc au point B (n° 247). Mais, les deux forces P + P' et — P, appliquées en B, et directement opposées, se composent en une force P', et le système est donc réduit aux deux forces P' et — P', appliquées en B et C, parallèles et de sens contraires. Ce nouveau couple peut donc remplacer le premier.
On peut encore énoncer ce théorème en disant que deuœ couples de même moment et de même sens^ situés dans un tnême plan ou dans des plans parallèles sont équivalents.
CoROLiAiRB. — Il résulte de ce théorème qu'un couple étant donné, on peut le remplacer par un autre couplû dont le bras de levier est donné, ou par un autre couple dont les forces sont données.
268. Théorème. — Les efforts de deux couples sont proportionnels à leurs moments.
Pour démontrer cette proposition, nous allons d'abord démontrer que deux couples qui agissent sur des bras de levier égaux sont entre eux comme les forces de ces couples.
Soient donc deux couples (P, — P) et (Q, — Q) dont les bras de levier sont égaux : supposons que les forces P et Q soient entre elles dans le rapport de m à n. En remplaçant chacune des forces P par m forces égales, et chacune des forces Q par n forces égales entre elles et aux premières, nous pourrons considérer le couple (P, — P) comme la somme de m couples égaux et de même sens, appliqués l'un sur l'autre, et le couple ^Q^ _ Q) comme la somme de n couples égaux entre eux et aux premiers, appliqués l'un sur l'autre. Le&
intensités des couples (P, — P), (Q, — Q) seront donc entre elles dans le rapport de m à n, ou dans le rapport de P à Q.
Soient maintenant deux couples quelconques (P, — P), et (Q, — Q) dont les bras de levier sontp et q.
D'après le théorème de l'équivalence des couples (n** 267), on pourra remplacer le couple (Q, — Q) de
bras de levier q, par un couple (— Q, — ^ ) ^^ ^^^
de levier p, puisque ces deux couples auront leurs moments ^aux à Qq. Donc, au lieu des deux couples (P, — P), (Q, — Q), nous aurons les deux couples
(P, — P), (— Q> — Q ) • ^^^^* ^^^ ^^^^ ^^ levier sont
égaux. Or, les intensités de ces couples sont entre elles comme les forces, et nous aurons, en désignant ces intensités par M et N :
ou bien :
M : N = Pp : Qg,
ce qui démontre le théorème énoncé.
Corollaire. — Si l'on prend pour unité de couple celui qui est composé de deux forces égales à l'unité de force, et dont le bras de levier est égal à l'unité de longueur, la formule ci-dessus nous apprend que le couple (P, — P) contient autant de fois l'unité de couple que son moment Fp contient de fois l'unité. Par conséquent, le moment dun couple est la mesure de son effort ou de son intensité.
269. Théorème. — Deux couples de même moment et de sens contraires^ situés dans un mêyne plan ou dans des plans parallèles, se font équilibre.
Fig. 89.
krP
PH
Soient les deux couples (P, — P), (Q, — Q) de
sens contraires, et dont les moments Pp, Qq sont égaux.
Transportons le couple (Q, — Q) de manière que son bras de levier BC « j se trouve dans le prolongement du bras de levier AB = jp du couple (P, — P) (flg. 89). Les deux forces — P, — Q, appliquées au point B, se composeront
en une force égale à leur somme — (P + Q), appliquée
au point B.
D'autre part, les deux forces P et Q appliquées en A et C, parallèles et de même sens, se composent en une force égale à leur somme P + Q, parallèle à ces forces, de même sens que ces forces, et appliquée évidemment au point B (n** 247). Nous avons donc au point B deux forces égales à P + Q, et de sens contraires. Ces deux forces se détruisent, et, par suite, le système des deux couples est en équilibre.
270. Axe d'un couple. — Un couple est déterminé, c'est-à-dire que l'on connaît tout ce que l'on a besoin de connaître relativement à l'énergie du couple, et à sa position dans l'espace, quand on connaît la position du plan, la grandeur du moment, et le sens du couple. Un couple peut être représenté par une simple droite, que l'on appelle Yaxe du couple. On prendra cette droite perpendiculaire au plan du couple, dans un sens tel qu'un observateur placé suivant cet axe, les pieds à l'origine, voie le couple tendre à faire tourner son bras de levier, supposé fixé par un de ses points, dans le sens
que nous avons adopté pour le sens positif. Sur cette droite, nous prendrons une longueur égale au moment du œuple. Cette droite est ce que Ion appelle Vaxe du couple. Elle représentera le couple : en effet, quand elle sera donnée, le couple sera entièrement déterminé pour son plan, son moment et son sens.
Remarque. — On voit que Taxe d'un couple n'occupe pas une position déterminée dans l'espace. On peut toujours le faire passer par un point pris d'une manière arbitraire dans l'espace.
271. On arrivera facilement au théorème suivant que nous avons déjà énoncé sous une autre forme (n^ 263) : La somme des moments des forces d'un couple par 'rapport à une droite quelconque est la projection de Vaxe du couple sur cette droite.
Composition des couples.
272. Théorème. — Deux couples situés comme on voudra dans un même plan ou dans des plans parallèles, se composent en un couple unique dont le moment est la somme algébrique des moments des couples com^posants.
Soient deux couples (P, — P), (Q, — Q) de bras de levier p et q. D'après les théorèmes précédents, on pourra ramener ces deux couples dans un même plan (n"" 266) ; puis, on transformera (n° 267) le couple Qg en un autre couple de même moment et de même sens, et ayant pour bras de Içvier p. Il suffira pour cela de poser :
P'p = Qq.
Cela posé , on fait coïncider les deux bras do levier égaux; on a alors à chaque extrémité du bras de levier commun deux forces de même direction, qui se composent en une force unique égale à la somme algébrique de ces deux forces. Ces deux résultantes P + P' forment un couple qui équivaudra à l'ensemble des deux couples proposés, et dont le moment sera :
(P + P') p = Pp + F'p = Pp + Qq.
273. Théorème. — Tant de couples que Ton voudra y situés d'une manière quelconque dans un même plan ou dans des plans parallèles, se composent en un couple unique, situé dans un plan parallèle aux plans des couples composants, et dont le moment est égal à la somme algébrique des moments des couples composants.
Il suffira pour démontrer ce théorème d'appliquer le théorème précédent.
Remarque. — Ce résultat peut s'énoncer plus simplement en disant que Vaxe du couple résultant est la som^ne algébrique des axes des couples composants.
274. Réciproquement, on pourra décomposer un couple donné en tant de couples que l'on voudra, sitaés dans un même plan ou dans des plans parallèles.
275. Théorème. — Deux couples situés comme on voudra dans deux plans qui se coupent sous un angle quelconque, se composent en un couple unique dont le plan passe par l'intersection des plans des deux couples, et dont le moment est y^elié aux 9nomenls des couples composants par la loi du parallélogramme.
Soient deux couples (P, — P)» (Q, — Q) situés dans les deux plans M et N (fig. 90). Sur l'intersection de ces
deux plans prenons une ^'^' ^^' longueur AB quelconque.
Cela posé, remplaçons R les deux couples donnés par deux couples équivalents ayant AB pour bras de levier, et soient (F, — P'), (Q', — Q') ces deux couples.
Or, les deux forces P', Q', à chacune des extrémités de AB se composent par la règle du parallélogi^amme en une force R. Nous aurons ainsi en A et B deux forces égales à R, parallèles et de sens contraires : elles forment un couple qui pourra remplacer les deux couples proposés, et le théorème est démontré.
Corollaire. — Il est évident que Ton a :
R2 = p'« 4- Q'2 -[- 2P'Q' CCS (P', Q'),
ou bien :
R« . AB' = P'2 . AB' + Q'« . AB' + 2P' . AB . Q' . AB ces V,
en désignant par V l'angle des deux plans.
Si donc L et M sont les moments des couples composants, le couple résultant W sera donné par la formule :
W2 = L« + M2 -f- 2LM ces V.
On a aussi :
L : M : W = sin (M, W) : sin (L, W) : sin (L, M
276. Remarque. — Il est facile de s'assurer que Vaœe du couple résultant est la diagonale du parallélogramme construit sur les axes des couples composants.
En effet, si l'on mène les axes des trois couples, ces axes forment un parallélogramme dont les côtés et la diagonale seront proportionnels à P', Q', R ; de plus, les angles que ces axes font entre eux sont égaux aux angles des plans des trois couples. On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Si deux couples sont représentés pour leurs axes et leurs moments par les deux côtés d'un parallélogramme^ ces deux couples se composent en un couple unique dont Vaxe est donné en grandeur ^ direction et sens par la diagonale de ce parallélogramme.
Remarque. — Si les plans des deux couples sont rectangulaires, les axes de ces couples sont aussi rectangulaires, et l'on a :
si l'on désigne par a, ^ les angles que l'axe du couple résultant fait avec les axes des couples composants, il vient :
L « W ces a, M = W ces (3 = W sin a.
277. Théorème. — Trois couples représentés par les trois arêtes contigues d!un parallélipipède se composent en un couple unique dont Vaxe est représenté par la diagonale de ce parallélipipède.
On démontre ce théorème en opérant comme pour le parallélipipède des forces (n*^ 216).
Si les axes des couples sont perpendiculaires entre eux, c'est-à-dire si les plans de ces couples sont perpendiculaires, le parallélipipède est droit, et l'on a.
en désignant par L, M, N les moments des couples composants, et par W le moment du couple résultant :
en outre, si X, fx, u sont les angles que Taxe du couple résultant fait avec les axes des couples composants,, on aura :
L = W cos X, M «= W ces |[x, N = W ces y.
278. Remarque. — Un couple W peut être décomposé en trois couples situés dans trois plans rectangulaires, ou dont les axes sont perpendiculaires entre eux.
Les couples composants sont déterminés par les formules qui précèdent.
279. Théorème. — Tant de couples que Von voudra, •situés dans des plans quelconques, se composent en un couple unique dont Vaxe est donné par la règle du. polygone des axes.
La démonstration de ce théorème est évidente.
Remarque. — Si trois couples agissent dans trois plans qui forment un angle solide, ou qui se coupent en un point -unique, ils ne peuvent avoir un couple résultant nul, à moins qu'ils ne soient nuls tous les trois.
280. Conditions d'équilibre des couples. — Si les couples sont situés dans des plans parallèles, la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre est que la somme algébrique de leurs moments soit nulle.
Si les axes des couples ne sont pas parallèles, il faut que les sommes algébriques des projections de ces axes sur trois axes rectangulaires soient nulles séparément.
Composition d'un couple et d'une force.
281. Théorème. — Une force et un couple situésdans un même plan se composent en une force uniqu& égale et parallèle à la force donnée, et située à une distance de celle-<d égale au moment du couple divisé par Cintensité de la force.
Soient P la force donnée (fig. 91), et (Q, — Q) le couple donné. Nous pouvons remplacer le couple (Q, — Q}
Fig. 91.
par un autre couple de même moment et de môme sens,, dont les forces soient égales à P (n"" 267). Il suffira, pour déterminer le bras de levier du nouveau couple, de poser l'égalité :
Pp * Qg,
d'où l'on tire :
Qq
Cela posé, transportons ce nouveau couple dans son plan, de manière que Tune des forces P du couple soit directement opposée à la force P donnée. Le couple occupera alors la position (P, — P) de bras de levier CD =» p. Or, les deux forces P appliquées en C, égales et directement opposées, se détruisent. Le système est ainsi ramené à la force unique P, égale et parallèle à la force donnée P, et appliquée au point D, et l'on a Qq " P
282. Théorème. — Une force et un couple, non situés dans un même plan, se composent d'une infinité de manières en deux forces non situées dans un méine plan.
Soient P la force donnée, et (Q, — Q) le couple donné. Soit A le point de rencontre de la force P avec le plan du couple (fig. 92). On peut transporter le couple dans son plan de manière que l'une des forces du couple
CQ^p
Le théorème est donc démontré.
vienne passer par le point A. Cela posé, les deux forces concourantes P et Q se composent en une résultante R, non située dans le plan MN, et le système est donc réduit à la force Q, appliquée en B, et située dans le plan MN, et la force R non située dans ce plan. Il est évident que
cette réduction peut être faite d'une infinité de manières : en effet, le couple (Q, — Q) peut être tourné comme on voudra autour du point A ; d'autre part, on peut remplacer le couple (Q, — Q) par un autre couple équivalent. Dans chacun de ces cas, on aura une résultante R' différente de R.
283. Théorème. — Deux forces non situées dans vn même plan peuvent se ramener d'une infinité de manières à une force et un couple non situés dans un même plan.
Soient P et Q les deux forces situées dans les plans M et N, et 0' les points de rencontre de ces forces avec l'intersection des deux plans (fig. 93). Appliquons au point 0', et dans le plan M deux forces P, — P égales et parallèles à P, et directement opposées. Les deux forces P et Q en 0' se composeront en une forceunique R, et les deux forces restantes formeront un couple (P, — P) situé dans le plan M. Il est
évident que cette réduction peut se faire d'une infinité
de manières.
284. Théorème. — Une force P appliquée en un point A dun corps solide, peut être transportée parallèlement à elle-même en un autre point invariablement lié au premier, pourvu que l'on adjoigne à cette force un couple dont le plan coïncide avec le plan PAO, et dont le moment soit égal au produit de la force P par la distance du point à la direction prim-'-'-— ■'' '~ force.
Fig. 94.
Soit P une force appliquée au point A, et soit un
point quelconque invariablement lié au point A (fig. 94). Introduisons au point deux forces égales et parallèles à P, et directement opposées :
il est évident que l'état du corps ne sera pas changé. Le système se com-^ posera alors d'une force P égale, parallèle et de même sens que la force proposée, et appliquée au point 0, et d'un couple (P, — P) dont le bras de levier sera On, c'est-à-dire la distance du point à la direction primitive de la force.
Remarque. — Ce théorème pourrait être considéré comme la réciproque du théorème (n*' 281).
CHAPITRE III
Composition des foroes quelconques appliquées à un corps solide.
285. Théorème. — Tant de forces que Von voudra, appliquées à un corps solide^ peuvent toujours se réduire à deux forces non situées dans un même plan^ et dont l'une passe par un point A, pris arbitrairement dans le corps.
Soient P, F, P",... les forces données, et soient m, m\ m",... les points d'application de ces forces.
Imaginons deux autres points Fig- »6- B et C (fig. 95) pris arbitrai-
rement dans le corps, et joignons les trois points A, B, G aux points d'application des forces données. On peut décomposer la force P, appliquée en m, en trois forces dirigées suivant mA, mB, «iC. Opérons de même pour les forces P', P",...
Nous aurons ainsi pour chaque force trois composantes appliquées en A, B, C. Or, toutes les forces appliquées en A se composent en une force unique que l'on obtient par la règle du polygone des forces. De même, les forces appliquées enB se composent ^n une force unique, ainsi que les forces appliquées en C.
Nous obtenons donc ainsi trois forces R, .S, T respectivement appliquées en A, B, C. Donc, toutes les forces données peuvent être réduites à trois forces passant par trois points pris arbitrairement dans le corps.
Nous allons maintenant réduire ces trois forces à deux, dont l'une passera par le point A. A cet effet, soit
Fig. 96.
AX l'intersection des deux plans ABS, ACT (flg. 96) ; prenons sur AX un point D quelconque, et joignons DB et DC.
Nous pourrons décomposer la force S, appliquée en B, en deux forces U et U' dirigées, l'une suivant AB, l'autre suivant DB ; de même, nous pourrons remplacer la force T appliquée en C par deux forces V et V dirigées, l'une suivant AC, l'autre suivant DC.
Or, les trois forces concourantes R, U et V ont une résultante unique Q appliquée en A, et les deux forces concourantes U' et V ont une résultante unique Q' appliquée en D. Ces deux dernières forces Q et Q', dont la première est appliquée au point A peuvent donc remplacer les forces données P, F, P",... et le théorème est démontré.
Remarque I. — Il est évident que cette composition peut se faire d'une infinité de manières : en effet, le point D pris sur AX est quelconque, et d'ailleurs les points B et C sont aussi quelconques.
Remarque IL — F Si les forces Q et Q' sont égales et directement opposées, les forces P, F, P',... se font équilibre.
2° Si les deux forces Q et Q' sont situées dans un même plan, c'est-à-dire si elles sont concourantes ou parallèles, on pourrait les composer en une seule, (à moins qu'elles ne soient parallèles, égales et de sens contraires), et le système se réduirait à une résultante unique.
3° Si les forces Q et Q' sont parallèles, égales et de sens contraires, le système se réduit à un couple.
On peut arriver au même résultat d'une autre manière
Théorème. — Un 7iombre quelconque de forces appliquées à un solide invariable peut toujours être remplacé dune infinité de manières par une force unique et un couple unique.
Soient P, F, P"..., des forces appliquées aux points Yn^ m\ ni\... d'un solide invariable. Soit un point faisant partie du corps solide, ou invariablement relié à ce corps, et transportons toutes les forces données en ce point 0. Nous remplacerons ainsi (n** 284) le système des forces données par un système de forces égales et parallèles aux premières, et appliquées au point 0, et par des couples en nombre égal au nombre des forces. Or, toutes les forces appliquées en se composent en une force unique R, appliquée en ce point ; tous les couples se composent en un couple unique W. Par conséquent, le système se réduit à une force unique et un couple unique.
Remarque I. — Ce résultat est exactement équivalent au précédent : en effet, nous pouvons prendre le point A ^u théorème précédent pour le point 0, où l'on transporte les forces. Cela posé, le couple W (Q, — Q) peut être transporté, comme on voudra, dans des plans parallèles (n"" 266). Nous pouvons donc faire en sorte que l'une des forces du couple, par exemple la force + Q, passe par le point A. Si nous composons alors les forces R et Q, concourantes en A, nous obtiendrons une force S, appliquée au point A, et le système est alors réduit aux forces S et — Q.
Remarque II. — Il est évident que, quel que soit le point où l'on transporte les forces données, la grandeur, la direction et le sens de la force R restent les mêmes, puisque le polygone des forces sera toujours le même; au contraire, la grandeur et la direction du couple varient avec la position du point 0.
La force R s'appelle la résultante de translation.
287. MÉTHODE ANALYTIQUE. — Soient P, F, P",... les forces données, appliquées aux points m, m\ m",... (X, Y, Z), (X', Y', Z'),... les composantes de ces forces parallèlement à trois axes rectangulaires, (a?, «/» z)y {œ\ y\ z'),... les coordonnées des points m, m', m",... par rapport aux mêmes axes.
Considérons la force P (flg. 97) appliquée au point m (a?, ?/, z) : au lieu de transporter la force P directement à l'origine, nous y transporterons ses composantes X, Y, Z.
A cet effet, transportons la force X au point n, en introduisant le couple (X, — X) dont le bras de levier est mn == ^, et dont le moment est X^ : ce couple est situé dans un plan parallèle au plan des zœ^ c'est-à-dire dans le plan de zx; si nous considérons comme positives les rotations des y vers les ^, des z vers les a?, et des x vers les y, le couple ILz sera positif (n"" 261). La force X,
appliquée en n, peut être transportée en a (ou en 0), en introduisant un couple (X, — X) dont le bras de levier
^t na « y, et dont le moment est Xy : ce couple est situé dans le plan des xy^ et il est négatif ; nous aurons donc dans le plan des ayy le couple — Xy.
Ainsi, la translation de la force X à l'origine nous donne :
V la force X, appliquée à l'origine ;
2^ le couple + X^, situé dans le plan des zx ;
3"* le couple — Xy, situé dans le plan des œy.
La force Y pourra aussi être transportée de m en w, puis de n en &, en introduisant deux couples, et nous aurons ainsi :
P la force Y, appliquée au point ;
2** le couple — Y^:, situé dans le plan des yz ;
3^ le couple + Ya?, situé dans le plan des œy.
Enfin, la translation de la force Z à l'origine nous donnera :
V la force Z, appliquée au point ;
2<* le couple — Zx, situé dans le plan des zx ;
3** le couple + Zy, situé dans le plan des yz.
Chacune des forces données pourra être transportée à l'origine de la même manière que la force P, et nous aurons ainsi pour chacune d'elles : trois forces X, Y, Z, appliquées au point 0, et dans chacun des plans coordonnés des couples Zy — Y^, X^ — Zx, Yœ — Xy. Toutes les forces suivant l'axe des œ se composent en une force unique :
nous aurons de même pour les deux autres axes :
SY=» Y + Y'4- Y" + ..., 2Z « Z + Z' + Z
Nous aurons aussi dans les trois plans coordonnés trois séries de couples ; . ces couples se composeront dans chacun des plans en un couple unique égal à la somme algébrique des couples composants (n^ 273), et il viendra :
P dans le plan des yz, le couple L = S(Zy — Y^) ; 2^ • « zx, « M = S(X^ — Zx) ;
3^ « 0^, « N -= I.{Yx — Xy).
Le système est donc ramené à trois forces dirigées suivant les trois axes, et trois couples situés dans les
trois plans coordonnés. Ces trois forces se composeront en une force unique R, donnée par la formule (n"" 219):
et, en désignant par a, &, c les angles que R fait avec les axes, on a :
SX SX
SY
cos
R SZ
CCS
p/lEX)" + (EY)« + (SZ*)
SY
|/iSX)«+(EY)* + (2Z)*
EZ
l/(SX)« + (SY)« + (SZ)«
Les trois couples L, M, N se composeront en un couple unique W, donné par la formule (n*' 277) :
et, en désignant par i, f/, u les angles que l'axe de ce couple fait avec les axes coordonnés, on a :
S »Zy - Y^)
l/jS^Zy-Y^f +ISIX.J - Za?)p+ jS(Y^ - Xy)î^ '
S {Yx — Xy) 1/ ÎS(Zy - Y;j);«+ iS(X^ - Zx)\^+\^(Yx - Xy)p *
cos A = =7 W
Ainsi donc, en général, le système des forcesP, P', F", . . . se ramène à une force unique R, et un couple unique W, déterminés par les formules qui précèdent.
Cas particuliers. — V Si la force R est nulle, les forces se réduisent à un couple unique W.
2^ Si le couple W est nul, les forces se réduisent à une force unique R.
3*^ Si le couple W et la force R sont nuls, les forces données se font équilibre.
288. Nous venons de voir que, si le couple W est nul, les forces se réduisent à une résultante unique R. Le système pourra encore se réduire à une résultante unique, dans le cas où le couple W et la force R sont situés dans un même plan (n° 281), c'est-à-dire lorsque la force R sera perpendiculaire à Taxe du couple.
Il résulte de là que la condition analytique nécessaire et suffisante pour que le système des forces P, P', P",... appliquées à des points invariablement reliés entre eux, se ramène à une résultante unique, est :
ces a cos X -(- cos & cos |ul + cos c cos u = 0,
ou bien, en remplaçant les cosinus par leurs valeurs :
L2X + MSY + NEZ = 0.
289. Remarque I. — Il est facile de s'assurer que les moments L, M, N des trois couples situés dans les trois plans coordonnés^ ne sont autres que les sommes des moments des forces données par rapport aux trois axes coo7*donn4s.
En eflfet, d'après ce que nous avons vu {xf 238), l'expression Yx — Xy est le moment de la force P par
rapport à Taxe des Z ; par conséquent, S {Yœ — Xy) ou N est la somme des moments des forces données pai* rapport à l'axe des Z.
Donc, les moments L, M, N des projections du couple W sur les trois plans coordonnés, c'est-à-dire les projections de l'axe W sur les axes coordonnés, sont égaux aux sommes des moments des forces par rapport à ces mêmes axes.
290. Remarque II. — On sait (n** 262) que si l'on projette le couple W sur un plan faisant un angle 6 avec le plan du couple W, la projection W est donnée par la formule :
W' == W CCS e ;
mais, W est la somme des moments des forces par rapport à l'axe W (n^* 263). Donc :
Théorème. — La somme des moments des forces par rapport à un axe s'obtient en projetant sur cet axe le moment résultant, ou le moment du couple résultant.
Ainsi, quand on a obtenu en grandeur et direction l'axe du couple résultant relatif à une certaine origine, il suffit de projeter cet axe sur une droite quelconque de cette même origine, pour avoir la somme des moments des forces par rapport à cette droite (ou estimée suivant cette droite).
291. Propriété. — La somme des moments des forces par rapport à un axe s'obtient en projetant sur cet axe les som^nes des moments des forces relatives aux axes coordonnés, et faisant la somme de ces projections.
En effet, soient W le moment du couple résultant pour une origine donnée, X, |u, v les angles que son axe fait avec les axes coordonnés, 9 l'angle que fait cet axe avec
une direction (X', |x', u') de la même origine, W la somme des moments des forces par rapport à cette direction ; nous aurons :
W' — W ces = W (COS X COS X' 4- CCS fjt COS fx' + cos u cos u')
«=» L COS X' + M COS f*' + N COS v',
ce qui démontre la propriété énoncée.
Axe du moment maximum. — Si nous reprenons la formule
W' — Wcos 9,
nous en concluons les théorèmes suivants :
Théorème I. — De tous les axes qui passent par une même origine^ Vaxe du couple résultant est celui par rapport auquel la somme des ^noments des forces est la plus grande
Théorème IL — La somme des moments est la même par rapport à tous les axes qui font un même angle avec celui du plus grand moment, ou qui forment une surface conique décrite autour de cet axe sous le même angle.
Théorème III . — La somme des moments est nulle par rapport à tous les axes qui font un angle droit avec Vaxe du plus grand moment, ou qui sont situés dans un plan perpendiculaire à sa direction.
Propriétés de Taxe central.
293. Nous avons vu (n** 286) que si l'on compose toutes les forces données autour d'une origine 0, on obtient une force unique R et un couple unique W. Il est d'abord évident que si l'on transporte le point en un point quelconque de R, on aura toujours la même force R et le même couple W. Il est facile de s'assurer que la grandeur et la position du couple W varient avec l'origine prise en dehors de la résultante R. En eflfet, soient pour le point la force R et le couple W (flg. 98) :
il est évident que si nous voulons obtenir la force et le couple relatifs à une autre origine 0', il suffira de transporter en ce point 0' la force R et le couple W. Or, le couple W se transporte parallèlement à luimême sans altération ; la force R se transporte parallèlement à elle-même au point 0' en donnant naissance à un couple (R, — R) dont le moment est Rr, r étant la distance du point 0' à la force R dans sa position primitive (n^ 284), et l'axe Rr de ce couple est perpendiculaire au plan ROO'.
Les deux couples W et Rr se composent en un couple unique W qui est donné par la formule :
^'2 «= W^ 4- (Rr)2 + 2W . Rr cos 9.
On voit donc qu'à l'origine 0', on obtient une force unique R de même grandeur et direction qu'au point 0, et un couple W différent de W. Ainsi, le plan du couple et son moment varient avec la position du point où l'on transporte les forces, et comme la direction de R reste toujours la môme, il s'ensuit que Vangle de R avec le plan du couple varie avec la position du point 0.
D'ailleurs, l'axe du couple W est pour le point 0' l'axe du moment maximum des forces (n^ 292). Ce maximum reste évidemment le même lorsque le point se déplace sur la direction de la force R, et il change avec la position du point dans l'espace, en dehors de la résultante.
294. Axe central. — Parmi tous les maximums différents les uns des autres, il en est un plus petit que tous les autres. Les origines pour lesquelles cette propriété existe sont situées sur une môme droite que Ton appelle axe central : elles sont déterminées par la condition qu'^n ces origines Faœe du couple coïncide avec la direction de la force unique R.
Nous allons, en effet, démontrer que, si l'on a obtenu une origine 0, telle que, pour cette origine, on a
la condition que R et W coïncident (fig. 99), et si l'on
^ ^9 passe de cette origine à une
autre origine 0' quelconque, on obtiendra un couple W plus grand que W. Soit donc l'origine pour laquelle R et W coïncident, et passons de cette origine à l'origine 0'.
Le couple W s'y transporte parallèlement à lui-même sans altération ; la force R, transportée parallèlement à elle-même en 0', engendre un couple (R, — R) dont le
moment est R>% et dont Taxe est perpendiculaire au plan ROO', donc à Taxe du couple W. Par conséquent, si nous composons les deux couples W et Rr en un couple unique W, nous aurons :
et, par suite, W est plus grand que W, quel que soit r ; donc W est minimum.
Remarque. — Il est évident que si l'on déplace le point sur la direction OR, le couple W restera constamment le même. Le lieu des points pour lesquels W est minimum est donc une ligne droite : c'est Vaœe central.
295. Problème. — Proposons-nous maintenant de trouver la position de Vaœe central pour un système de forces données.
Soient pour une origine de l'espace, OR la force
unique, et OW l'axe du couple (fig. 100).
Nous nous proposons de déterminer une origine 0', telle qu'en cette origine l'axe du couple coïncide avec la direction de R. Il faut donc que le couple résultant de la translation de R de en 0', soit tel que, composé avec le couple W, il donne un couple dont l'axe soit dirigé suivant OR. Or, à l'origine 0, nous pouvons décomposer le couple W en deux couples : l'un W cos f
Fig. 100.
suivant la direction OR, l'autre Wsin 9 perpendiculaire à OR. Nous devons donc déterminer le point 0' de manière que le couple résultant de la translation de R en 0', détruise le couple Wsin 9. D'aiDeurs, Taxe de ce couple devant être dans le plan de l'angle 9, l'origine 0' devra se trouver sur une perpendiculaire à ce plan. Ceci établi, par le point menons une perpendiculaire au plan WOR, et prenons sur cette perpendiculaire une longueur 00' = r. Transportons au point 0' la force R et les couples Wcos cp, Wsin 9 : les deux couples se transportent sans altération ; la force R engendre un couple (R, ^- R) dont le bras de levier est 00', et dont le moment est R . 00' = Rr. Si donc nous prenons la distance 00' dans un sens tel que l'axe Rr du nouveau couple soit de sens contraire à l'axe W sin 9, et que l'on ait Rr = W sin cp, ces deux couples seront égaux et de sens contraires, et par conséquent, se détruisent. Le système au point 0' se réduit donc à la force unique R et au couple W cos 9 , dont l'axe coïncide avec O'R. Cette droite O'R sera l'axe central.
On conclut de là le théorème suivant :
Théorème. — Tant de forces que Von voudra peuvent toujours se réduire à une seule force et un seul couple dont le plan est perpendiculaire à la direction de la force.
Il résulte de ce qui précède qu'il n'y a qu'une seule manière de réduire les forces à un système tel que celui que nous venons de définir.
296. Propriété. — Pour une origine quelconque y la projection du couple résultant sur la direction de la résultante de translation R, est constante^ et égale au moment du couple minimum.
En effet, soit G le moment du couple minimum ; nous aurons :
G =a W cos ç,
en désignant par W le moment du couple relatif à une origine quelconque, et par 9 l'angle de Taxe W avec R. Or, G est indépendant de l'origine d'où l'on est parti ; par suite W cos 9 = const, et la propriété est démontrée.
Corollaire. — On a évidemment :
LSX H- MSY + NSZ cos (p =
WR
on en tire :
LSX + M2Y + NSZ G «= W cos ç =
Or, le premier membre étant constant, quelle que soit l'origine 0, il en est de même du second membre : mais, la résultante R est aussi constante. Il s'ensuit que l'on a, pour une origine quelconque :
LSX + MSY + NSZ =» const.
297. Propriété. — Si l'on passe d'une origine 0, prise sur l'axe central à une origine 0' située à une distance œ de cet axe, on a :
on en conclut que W augmente indéfiniment avec œ.
Par conséquent, en s'éloignant de Vaxe central^ on trouve des couples toujours plus grands et croissant
sans limite. Mais, chacun d'eux, estimé suivant la direction constante de la résultante de translation, donne une projection égale au couple minimum G (n^ 296).
298. De cette même formule, on conclut les théorèmes suivants :
Théorème I. — Pou7* toutes les origines prises sûr un cylindre de révolutio7i dont Vacce central est Vaxe géométrique, le moment maximum, a la même valeur.
Si l'on imagine différentes origines prises sur une même génératrice de ce cylindre, on obtiendra pour chacune d'elles :
Ro? =» W sin cp, G -= W CCS <p,
d'où :
Ri2?
tgfjf — --r- =« const. Donc :
Théorème IL — Pour les origines situées sur une même génératrice du cylindre^ les axes des moments maximums sont dans un même plan^ et parallèles entre eux.
Si l'on imagine différentes origines, situées sur une même section droite du cylindre, les axes des couples feront le même angle constant avec la génératrice ; par conséquent, ces axes formeront un hyperboloïde de révolution. Donc :
Théorème III . — Pour des origines situées sur une même section droite du cylindre (ou sur une même circonférence dans un plan perpendiculaire à Va^xe central), les moments maximums sont égaux^ et leurs axes formant un hyperboloïde de révolution autour de Vaxe central, et dont la circonférence sera le cercle de gorge.
Enfin, si Ton considère des origines sur des cylindres différents, la formule :
nous donne :
et l'on a le théorème suivant :
Théorème IV. — Pour des origines situées sur des cylindres différents, les moments maximums varient comme les ordonnées d'une hyperbole dont les abscisses sont les rayons de ces cylindres.
299. Équations db l'axe central. — Pour obtenir les équations de l'axe central, il suffira évidemment d'écrire que, pour un point quelconque pris sur cet axe, la force unique cômcide avec Vaxe du couple. Soient donc R et W la force unique et l'axe du couple relatife à une origine 0. Soient 0' un point quelconque de l'axe central, (a, &, c) ses coordonnées, W l'axe du couple relatif à ce point 0', L', M', N' les couples composants de W. Prenons ce point 0' pour ori^ne de trois axes rectangulaires parallèles aux axes primitifs, et soient x\ y\ z' les coordonnées du point m par rapport à ces axes.
La condition de coïncidence de R et W nous donne les équations :
SX 2Y SZ
dans lesqueUes :
L' « S (Zy' — Y^'), M'«SiX^'-Za?'), N'-=SiYa?'— Xy');
mais, on â :
par suite,
L''^I,[Z(î/-b) — Y(z — c]^I,(Zy — Yz)—bIZ + cIY,
ou bien :
L' -« L — &SZ + cSY ;
de même,
M' « M — cSX + aSZ,
N' -= N — aSY + ÔSX.
Les équations de l'axe central sont donc :
SY "" 2Z
Remarque. — On peut encore trouver ces équations par la théorie des maximums et minimums de la manière suivante :
Soient R et W la force unique et le couple unique relatife à une origine 0, W le couple relatif à une origine 0' (a, &, c). Pour que cette origine 0' soit un point de l'axe central, il faut que W soit un minimum. Or, si nous composons toutes les forces autour de l'origine 0', nous aurons pour les couples composants de W :
L' — L — *SZ + cSY, M' = M — cSX + a2Z, N'=N — aSY + &SX;'
par conséquent :
La condition pour que W soit un minimum nous donne:
da "' db ' de
ou bien :
M'2Z - N'SY = 0, N'SX — VIZ = 0, L'SY — MTX - 0,
équations qui se réduisent aux suivantes
SX SY SZ '
ce sont les équations trouvées ci-dessus.
1. Observons que ces équations nous donnent la relation démontrée précédemment (n» 296) :
L'ZX + M'SN + T'ZZ = U,X + IKT + NZZ =. eonit.
Ces équations nous permettent de déterminer la valeur du couple minimum.
En effet, on a :
SX XY 2Z L'EX + M'EY + N'SZ
LTX + M^SY + N^SZ "" iSX)* + (SY)« + l2Z)« '
Or, des deux derniers rapports on tire :
^2 L'SX + M'SY + N^SZ
L'SX + M'SY + N'SZ B? '
et, en observant que Ton a (n® 296) :
L'SX + M'SY + N'SZ « LSX + MSY + N2Z,
la valeur du couple minimum W est donnée par la formule :
W'R — LSX + MSY + NSZ.
300. Équations de la résultante unique. — Nous avons vu (n^^ 288) que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un système de forces admette une résultante unique est que Ton ait identiquement :
LSX + MSY + MSZ = 0.
Proposons-nous actuellement de trouver les équations de cette résultante, lorsqu'elle existe. Il est évident que si l'on prend pour origine un point quelconque de cette résultante, et si l'on compose toutes les forces autour de cette origine, on devra trouver un couple nul.
Soient donc a^h^ c les coordonnées d'un point 0' de la résultante unique, a?', y\ ^' les coordonnées du point m par rapport à trois axes menés par le point 0' parallèlement aux axes primitifs. La condition W' = nous donne évidemment les trois équations :
ou bien :
L — 6SZ -f cSY « 0, M — ci;x + a2Z==0, N - aSY + ftSX = 0,
lesquelles expriment des relations entre les coordonnées (a, by c) du point 0', satisfaisant à la condition énoncée. Mais, si l'on multiplie ces équations respectivement par SX, SY, SZ, et si l'on ajoute, on obtient :
LSX + MSY + NEZ = 0,
équation identique, puisque le système admet une résultante unique (n*'288). Les trois équations précédentes se réduisent donc à deux qui sont celles de la résultante unique.
CHAPITRE IV
Équilibre d'un corps libre.
301. Nous avons vu qu'un nombre quelconque de forces P, F, P",... appliquées à un solide invariable, peut toujours être remplacé par deux forces dont l'une passe par un point donné (n° 285), ou bien par une force et un couple (n"" 286). Dans le premier cas, il faut pour Véquilibre que les deux forces soient égales et directement opposées ; dans le second cas, il faut que la force unique et le couple unique soient 7îuls séparément.
En effet, dans le premier cas, soient R' et R" les deux forces : si le corps est en équilibre sous l'action de ces forces, il est évident que l'équilibre ne sera pas troublé en rendant fixe un point quelconque du corps pris sur la direction de R'. Mais alors la force R', appliquée en ce point fixe, ne pourra produire aucun eflFet : elle sera détruite par le point ûxe\ Donc, la force R", qui reste seule, devra passer aussi par le point fixe, sans quoi elle tendrait à faire tourner le corps autour du point fixe, et il n'y aurait pas équilibre. La force R'' doit donc passer
1. Un point fixe est un point qui jouit d'une résistance indéfinie ; toute force, quelque grande qu'elle soit, passant par un point fixe, est détruite par ce point.
par un point quelconque pris sur la direction de R', et, par conséquent, les deux forces R' et R" doivent être dirigées suivant une même rfroeY^. Elles doivent, en outre, être égales : car, sans cela, elles auraient une résultante égale à leur somme ou à leur différence, et le solide ne serait pas en équilibre.
Dans le second cas, soient R la force unique et W le couple unique. Nous pouvons transporter ce couple dans son plan (n** 266), de manière que l'une des forces du couple rencontre la force R. Cela posé, si l'équilibre a lieu, il ne sera pas troublé en rendant fixe ce point de rencontre. Or, les deux forces qui passent par ce point sont détruites, et il resterait la deuxième force du couple qui tendrait à faire tourner le corps autour du point fixe. Par conséquent, l'équilibre exige que cette force soit nulle, ce qui réduit le couple W à zéro. Mais, si W = 0, les forces se réduisent à une force unique R, et le solide ne pourrait être en équilibre que si l'on a :
Par conséquent, les conditions nécessaires et suffisantes pour quun corps solide soit en équilibre, sont :
R = 0, W = 0, ou bien (n° 287) :
SX = 0, 2Y = 0, SZ = 0, L = 0, M = 0, N = 0,
ou bien encore :
SX = 0, 2Y = 0, SZ = 0,
S CZy - Y^) == 0, S (Xz — Zœ) « 0, S (Yx - Xy) = 0.
Les trois premières expriment que la somme algébrique des projections des forces sur trois axes rectangulaires est nulle ; les trois dernières expriment que la somme des moments des forces par rapport à trois axes rectangulaires est nulle.
Il en résulte évidemment que ces mêmes conditions ont lieu pour un axe quelconque.
302. Comme application, nous allons chercher les équations de la résultante d'un nombre quelconque de forces^ lorsqu'elle existe,.
Il est évident que si les forces P, P', P'',... admettent une résultante unique R, il y aura équilibre entre les forces P, P', P",... et — R. Soient donc a?^, y^, z^ les coordonnées d'un point de la résultante, que nous prendrons comme point d'application, et écrivons les six équations d'équilibre entre les forces P, P', P",... — R- Nous aurons, en désignant par a, 6, c les angles que R fait avec les axes, les équations :
SX — R ces a = 0,
£Y — R ces & = 0, SZ — R ces c = 0,
S (Zy — Y^) — R (y^ ces c — Zq cos b) = 0,
I,(Xz — Zx) — R {Zq cos a ^ Xq cos c) = 0,
S (Yx—Xy) — R teo cos ô — y^ cos a) « 0.
Or, en ayant égard aux trois premières, nous pouvons mettre les trois dernières sous la forme suivante :
L - yoSZ + ^oSY ^ 0, M — z^IX + a?o2Z
N-a?oi:y+yoSx-o;
€e sont les équations que nous avons trouvées précédemment, et qui se réduisent à deux (n° 300).
303. Remarque, — Les formules relatives à la composition d'un nombre quelconque de forces peuvent encore être mises sous une autre forme. En effet, si nous désignons par a, |3, y les angles que la force P fait nvec les axes, nous aurons d'une part :
SX = SPcosa, SY = SPcosp, SZ .«= SPcosy,
d'où :
R = l/.SPcos a)2 -4- iSPcos ^i* -+- (SPcos y;*;
et, d'autre part.
L =a SP ly ces Y — 4: CCS P), M « SP (^ ces a — 0? CCS y), N = IP (a? ces p — y ces a).
d'où :
W=|/}SP(ycosy— -jcos|3)j2+jSP zcosol - ûjcosy p+j£P(a;cosp— ycosa)}^
Les équations d'équilibre sont alors les suivantes :
2Pcosa = 0, SPcosp==0, SPcosy = 0, SP (y CCS Y — ^ CCS P) = 0, IP (jJ ces a — a? ces y) == 0^ 2P (œ ces p — y ces a) = 0.
Équivalence des systèmes de forces.
304. Un système de forces S est dit équivalent à un autre système de forces S', lorsque ces deux systèmes^ considérés comme agissant sur un solide invariable, peuvent être mis en équilibre, chacun séparément, par un même troisième système S".
Or, pour que les systèmes S et S'' se fassent équilibre, il faut et il suffit que la somme des projections des forces de ces deux systèmes sur une droite quelconque soit nulle, et que la somme des moments de ces forces par rapport à une droite quelconque soit aussi nulle. Pour que les systèmes S' et S" se fassent équilibre, ils doivent satisfaire aux mêmes conditions. Il en résulte donc que, pour que les systèmes S et S' soient équivalents, il faut et il suffit : P que la somme des projections des forces du système S sur une droite quelconque, soit égale à la somjne des projections des forces du système S' sur la môme droite ; 2** que la somme des moments des forces du système S par rapport à une droite quelconque soit égale à la somme des moments des forces du système S' par rapport à cette même droite.
D'après cela, l'équivalence des deux systèmes sera exprimée par les six équations suivantes :
SX = SX', SY = SY', SZ = SZ',
S (ly — Y5) « S Zy — Y'^'i,
S (X^: - Za?) = S [Xz' — Z'x'u
S (Ya? - Xy) =- S {Tx'— X'y'),
dans lesquelles les premiers membres se rapportent au système S, et les seconds membres au système S'.
Conditions d'équilibre d'un nombre quelconque de forces parallèles.
Centre des forces parallèles.
305. Soient P, P', P", . . . un nombre quelconque de forces parallèles. Rapportons le système à trois axes rectangulaires de l'espace ; soient m {œ, y^z), m* {œ\ y\ ^'),... les points d'application de ces forces, «, (3, y leur direction commune.
Si nous transportons toutes ces forces à l'origine, nous obtiendrons trois forces dirigées suivant les axes :
SX = cosaSP,
SY ==cospSP,
SZ =« cosySP,
et trois couples dans lés trois plans coordonnés :
L = 2 (Zy — Y^) = cosySPy — cospSP^,
M = S {X^ — Zx) = CCS alP^: — cos ySPo?,
N = 2 Çix— Xy) = cos^SPo? — cosaSPy.
Or, les trois forces se composent en une force unique :
R^SP
et les trois couples en un couple unique, donné par la formule :
Il est facile de voir que le système se réduit, en général, à une résultante unique : en effet, on a la relation :
LSX + M2Y 4- NSZ = 0,
qui est identiquement satisfaite.
306. Proposons-nous maintenant de trouver les équations de cette résultante unique. Il est d'abord évident qu'elle est parallèle aux forces données F, F', F'... En effet, si Ton désigne par a, J, c les angles de cette résultante avec les axes, nous aurons :
SX cosaSP cos a = -^ = — ^p~ = C.OSCL;
de même,
cos b = cos p, cos c = cos V.
Cela posé, si l'on introduit la résultante unique R en sens contraire, il y a équilibre entre les forces P, P', P",... et la force — R. Désignons par ^^^yo^z^les coordonnées d'un point pris sur la résultante ; nous aurons les six équations :
cosa SP — R ces a = 0,
cosSSP — Rcos p= 0,
cosy SP — R ces y = 0,
ces y SPy — ces p 2P^ — Ry^ ces y -f R^o ^^s P = 0,
CCS a SP^ — cos y SPa? — R^^ ces a + R^^ cos y = 0,
CCS p SPo? — cos a SPy — Rœ^ cos p + Ry^ cos a = 0.
Les trois premières sont des identités ; les trois dernières peuvent être mises sous la forme suivante :
cos y iSPy — R^o) — cos p iJlPz — R^o) == 0, cos a (LPz — R^o) - cos y (LPœ — R^o) = ^»
cos [3 (SPo? — Ra?o) — cos a iSPy — R^o) = ;
or, il est évident qu'elles se réduisent à deux qui sont les équations de la résultante unique.
307. Remarque. — Au lieu de considérer comme point d'application de la résultante R, un point quelconque pris sur la direction de R, considérons comme point d'application le point {œ^, y^, z^), tel qu'en faisant tourner les forces autour de leurs points d'application de manière qu'elles restent parallèles entre elles, la résultante passe
toujours par ce point. Dans ce cas, les équations précédentes doivent être indépendantes de «, jS, y, et l'on a, par conséquent :
IFœ — RXo -= 0, IFy — Ry^ = 0, IPz — Rz^^O; d'où l'on tire :
^0 =• ^p > ^0 — 2P ' ^^ '^ IP
Le point {x^^y^, z^ est le centre des forces parallèles . Ces formules expriment que le moment de la résultante, considérée comme appliquée au centre des forces, par rapport à chacun des trois plans coordonnés, est égal à la somme des moments des composantes par rapport à ces plans.
308. Cas particuliers. — 1° Si 2P « 0, les forces se réduisent à un couple, qui sera donné par la formule :
2"* Si l'on a en même temps 2P = 0, 2P^ == 0, 2Py = 0, IPz — 0, les forces se font équilibre.
Mais, il est évident que les forces données se feront aussi équilibre, si l'on a :
iX = 0, 2Y=0, 2Z = 0, L = 0, M = 0, N = 0, ce qui nous donne les équations suivantes :
vp=0, cosy2Pj/— cosp2P^=0, cosa2;P^--cosY2Pa?=0,
ces ^IPx — CCS aSPy = 0.
Les trois dernières se réduisent aux deux suivantes :
cosa cosP cosy*
Donc, les conditions d'équilibre d'un système de forces parallèles sont les suivantes : Il faut et il suffit que la somme algébrique des forces données soit nidle, et que les sommes des moments des forces par rappo7H à trois plans rectangulaires soient p^^oportionnelles aux cosinus des angles que- la direction commune des forces fait avec les a^es perpendiculaires à ces plans.
Remarque. — Si le système est tel que Ton ait 2P = 0, sans que l'on ait en même temps :
IPx IFy IPz cosa cosfJ *^ cosy'
la résultante des forces parallèles est nulle, et l'on a alors ^o^Vo "^ ^0 "^ ^^' Il s'ensuit que les forces se réduisent à un couple.
309. Théorème. — La somme algébrique des moments d'un système de forces parallèles par rapport à un plan passant par le centre des forces est égale à zéro.
En effet, si Ton prend ce plan pour plan des œy, on aura z^ « 0, et par conséquent IPz « 0.
Réciproquement, si la somme des moments par^ rapport à un plan est mdle, le centre des forces parallèles est dans ce plan.
CHAPITRE V
Équilibre d'un solide qui n'est pas entièrement libre.
310. Les six équations d'équilibre que nous avons trouvées (n"* 301) supposent que le corps auquel les forces sont appliquées est libre dans l espace, c'est-àdire que ce corps n'est retenu par aucun obstacle, qu'il n'est soumis à aucune condition particulière.
Lorsqu'il en est autrement, le corps n'est pas libre, et Ton dit qu'il est assujetti à des liaisons. Ainsi, certains points du système peuvent être assujettis à demeurer sur des courbes fixes, ou sur des surfaces fixes, ou à conserver des positions fixes.
On dit qu'un système est à liaisons complètes, lorsque ces liaisons sont suffisantes pour déterminer les trajectoires de chacun des points. Ainsi, par exemple, un corps solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe est un système à liaisons complètes : chaque point est forcé à décrire une circonférence autour de l'axe.
Lorsqu'un corps est assujetti à des liaisons, on peut concevoir que ces liaisons soient remplacées par des forces capables d'obliger le système à satisfaire aux mêmes conditions.
Si le système renferme un point fixe, on pourra remplacer la fixité du point par une force convenable appliquée en ce point. C'est la réaction du point fixe : la direction et l'intensité de cette force sont inconnues.
Si deux points matériels doivent rester à une même distance l'un de l'autre, par une tige de longueur constante, on pourra remplacer cette liaison par deux forces égales et contraires, appliquées aux deux points : ces deux forces appartiendront à la catégorie des forces intérieures (n^ 244).
Si un point du corps est assujetti à demeurer sur une surface fixe, ou sur une courbe fixe, une force égale à la réaction normale de la surface ou de la courbe, peut produire le même effet.
Si le corps solide a deux points fixes, les forces qui tiennent lieu de ces liaisons sont les réactions des points fixes. Ce sont des forces extérieures, au même titre que les forces appliquées aux autres points.
311. Principe fondamental. — Lorsque des forces agissent sur un solide retenu par des obstacles fixes, on ohlienl les conditions d'équilibre, en joignant aux forces P, P', P",... qui sollicitent le corps^ les réactions que les obstacles fixes exercent sur lui. On peut alors considérer le corps comme entièrement libre, et lui appliquer les six équations ^équilibre.
Si l'on élimine entre les équations ainsi obtenues les réactions inconnues provenant des obstacles, on obtiendra un certain nombre d'équations ne contenant plus que les données de la, question, c'est-à-dire les composantes des forces P, P', P",... et les coordonnées de leurs points d'application : ces équations exprimeront les conditions d'équilibre. Si l'on suppose ces conditions vérifiées, les équations primitives serviront à
déterminer les réactions inconnues, et, par conséquent, les pressions exercées par le solide sur les obstacles fixes, puisque ces pressions sont égales et opposées aux réactions des obstacles.
Équilibre d'un corps solide qui a un point fixe.
312. Première méthode. — Si l'on prend le point fixe pour origine, et si l'on y transporte toutes les forces parallèlement à elles-mêmes, on obtient trois forces 2X, 2Y, 2Z, dirigées suivant les axes, et qui seront détruites par la résistance du point fixe, et trois couples L, M, N, situés dans les trois plans coordonnés. Or, l'équilibre exige que ces couples soient nuls : car, s'ils n'étaient pas nuls, ils se composeraient en un couple unique, et l'on pourrait transporter ce couple dans son plan (n** 266), de manière que l'une de ses forces passe par le point fixe, qui la détruirait. Il resterait donc une force ne passant pas par ce point fixe, et qui mettrait le corps en mouvement. Les conditions nécessaires et suffisantes pour Véquilibre du système sont donc :
Le point fixe n'est sollicité que par la résultante des forces 2X, 2Y, 2Z : cette résultante est donc égale et opposée à la force que doit développer ce point pour établir l'équilibre. Cest la pression exercée sur le point fixe.
313. Deuxième méthode. — On peut d'ailleurs obtenir les conditions d'équilibre de la manière suivante :
Nous pouvons supprimer le point fixe, et, par conséquent, rendre le corps libre, en introduisant une force Rj, égale à la réaction de ce point. Le corps solide sera alors en équilibre sous l'action des forces données P, P', P",... et de la force Rj, et, comme il est libre, nous pourrons lui appliquer les six équations d'équilibre K 301).
Prenons le point fixe pour origine de trois axes rectangulaires; soient X, Y, Z les composantes d'une des forces P appliquées au solide, M (a?, y, z) son point d'application, Xj , Y^ Z^ les composantes de la réaction R^ inconnue. Nous aurons les six équations suivantes :
SX + X, = 0, SY + Yi «= 0, 2Z -f Zj = 0, (1)
Les équations (2) ne renferment que les données de la question : ce sont les conditions d'équilibre. Donc, pour qiCun corps solide , qui a un point fixe^ soit en équilibre, il faut et il suffit que la so^nme des moments des forces données par rapport à trois axes rectangulaires passant par ce point soit nulle.
Il est évident que la somme des moments des forces sera nulle pour tout autre axe passant par ce même point (n° 291).
Les équations (1) feront connaître les composantes de la réaction R, du point fixe, et, par suite, elles déterminent cette réaction en grandeur et en direction. On a, en effet :
Xj ^ SX, Yi = — SY, Zi = — SZ.
La pression exercée par le corps sur le point fixe étant égale et contraire à la réaction de ce point sur le corps, ses composantes sont — Xj, — Yj, — Z,, ou bien 2X, 2Y, 2Z. On en conclut que cette pressio7t, ou la
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charge sur le point d'appui, est égale à la résultante des forces données transportées parallèlement à elles'mê7nes en ce point.
Remarque. — Comme nous admettons que le point fixe est capable d'une résistance indéfinie, il est évident qu'il développera une réaction suffisante pour maintenir le point en équilibre. Si Ton ne supposait pas que le point puisse résister indéfiniment, il faudrait, pour que l'équilibre ait lieu, joindre aux conditions exprimées par les équations (2), la condition que la résultante des forces données transportées au point ne soit pas supérieure à la pression à laquelle ce point peut résister.
Equilibre d'un corps solide qui a un axe fixe.
314. Première méthode. — Il est d'abord évident que l'on peut remplacer un axe fixe par deux points fixes et , pris sur cet axe. En effet, si deux points du système sont fixes, tous les points de la droite qui les joint sont fixes.
Prenons un des points fixes pour origine, par exemple le point 0, et menons par ce point trois axes rectangulaires, l'axe 00' étant pris pour axe des z. Si l'on compose tbutes les forces autour de l'origine 0, on obtiendra une force unique qui sera détruite par la fixité du point 0, et trois couples dans les trois plans coordonnés. Or, les couples situés dans les plans des yz et des zx sont détruits par la résistance de l'axe : en effet, on peut transporter les bras de levier de ces couples sur l'axe, et alors les deux forces de chacun d'eux sont détruites par la résistance de l'axe. Il ne reste donc que le couple N situé dans le plan des œy, et
l'équilibre exige que ce couple soit nul : car, s'il n'était pas nul, en le transportant de manière que l'une des forces passe par le point 0, cette force serait détruite, et l'autre force ferait tourner le système autour de l'axe OZ. La condition d'équilibre est donc :
Donc, la condition nécessaire et suffisante pour Véquilibre est que la somme des moments des forces par rapport à Va^e fixe soit égale à zéro.
Si le corps peut glisser le long de l'axe, en même temps que tourner autour de cet axe, ce qui arrive si le corps est traversé par une tige fixe et inflexible, les forces 2X et 2 Y, perpendiculaires à l'axe, seront détruites par la résistance de l'axe, ainsi que les couples L et M ; mais la force 2Z ne sera pas détruite. Les conditions d'équilibre seront alors :
Deuxième méthode. — Les axes étant pris
comme ci -dessus, .nous pourrons supprimer les points fixes, et, par conséquent, rendre le corps libre, en introduisant deux forces convenables R^ et Rg qui sont les réactions de ces points fixes (fig. 101).
Le corps solide sera alors en ^ équilibre sous l'action des forces données P, F, P", . . .
et des deux forces Rj etR^, et, comme il est libre, nous pourrons lui appliquer les six équations d'équilibre.
Soient donc X^,Y^,Z^, X^,Y^,Z^ les composantes des deux forces R^ et R^, A la distance 00' ; nous aurons les six équations suivantes :
2X + Xi+X,=0, 2Y+Y^ + Y,= 0, 2Z-hZi+Z,=0, (1) L — Y,A = 0, M + XjA-0, N = 0. (2)
La dernière des équations (2) ne renferme que les données de la question : c'est la condition d'équilibre.
Les cinq autres équations serviront à déterminer les réactions des points fixes. Les deux premières équations (2) nous donnent X^, Y^, et alors les deux premières équations (1) déterminent X^, Yj.
La troisième équation (1) donne la somme Z^ + Z^ des composantes des réactions suivant la direction de l'axe, et ces deux composantes restent individuellement indéterminées. Ce résultat était facile à prévoir : en effet, le corps étant de forme invariable, nous savons (n*" 246) qu'une force peut être appliquée en un point quelconque de sa direction, sans que cela altère le mouvement ou l'équilibre du corps, et, par suite, les réactions Z^ et Z, peuvent être distribuées comme on voudra sur chacun des points et 0', pourvu que leur somme reste constante.
Équilibre d'un corps solide qui s'appuie contre un plan fixe.
316. Cîonsidérons d'abord un corps pressé contre un plan fixe en un de ses points par une force passant par ce point. La condition nécessaire et suffisante pour Féquilibre, est que la force qui passe par le point de contact soit normale au plan.
Cette condition est suffisante : en effet, si la force est normale, le corps sera en équilibre, puisqu'il n'y a pas de raison pour qu'il se déplace dans un sens plutôt que dans l'autre ; la condition est nécessaire : car, si la force est oblique au plan, on pourrait la décomposer en deux autres, l'une normale au plan, et l'autre située dans le plan. La première ne ferait qu'appuyer le corps sur le plan, et la seconde aurait pour effet de déplacer le corps.
La même conséquence s'appliquerait au plan tangent, si le corps est pressé contre une surface courbe par une force passant par le point de contact.
317. Considérons maintenant un corps sollicité par plusieurs forces P, P', P",... et s' appuyant sur un plan Q par un de ses points 0, ou sur une surface courbe dont le plan Q serait le plan tangent en 0. Supposons qu'il y ait équilibre : si l'on supprimait le plan, le point prendrait un certain mouvement dans une certaine direction, et, pour maintenir le point en équilibre, il faudrait appliquer suivant cette direction une force déterminée qui remplacera donc la résistance du plan. Puisqu'il y a équilibre, il faut que cette force soit égale et opposée à la résultante des forces P, F, P",...
Par conséquent, il faut que ces dernières aient une résultante unique, normale au plan, et passant par le point d'appui.
D'ailleurs, les équations d'équilibre nous conduisent facilement à ces résultats. Considérons, en eflfet, un corps pressé contre un plan au point : prenons ce plan pour plan des œy, le point pour origine, l'axe des z étant dirigé du côté du plan où se trouve le corps solide. La résistance du plan pouvant être remplacée par une force normale R^ , nous aurons :
SX = 0, SY = 0, 2Z + Ri == 0, L = 0, M = 0, N « 0.
Ces équations expriment que les forces données admettent une résultante unique, puisque l'on a identiquement :
LSX + MSY + NSZ « ;
des deux premières équations, on conclut que cette résultante unique est verticale et passe par le point 0. La troisième nous apprend que la résultante qui se réduit à SZ est égale à la pression supportée par le plan : de plus, cette résultante doit être négative, en vertu de cette même équation :
SZ + Rj = 0.
Donc, les conditions d'équilibre sont :
SX = 0, ÏY^O, SZ<0, L««0, M**0, N-=0.
Ri
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318. Supposons ensuite que le corps repose sur le plan fixe par deux de ses points et A. Prenons le plan pour plan des œy (flg. 102), la droite OA pour axe
des œ, l'origine au point ^'^' ^^^' 0, Taxe des z étant dirigé
du côté du plan où se trouve le corps solide, et posons OA = a. Nous pouvons remplacer la résistance du plan par
^ deux forces Rj et R^,
normales à ce plan. Puisqu'il y a équilibre, la résultante de ces deux forces, laquelle a son point d'application entre les points et A, doit être égale et contraire à la résultante des forces données. Cette résultante doit donc être normale au plan, et son point d'application doit être situé entre et A.
D'ailleurs, les six équations d'équilibre nous donnent :
SX =«0, SY =^ 0, SZ + Ri + Kg = 0, L = 0, M — R,a =« 0, N « 0.
Les équations :
EX = 0, SY = 0, L == 0, N
qui ne renferment que les données du problème sont les conditions d'équilibre (n^ 311).
Les deux autres déterminent les pressions exercées sur les points d'appui, pressions qui sont égales à — Ri, — Rjj. Des équations (A) on conclut que les forces
données admettent une résultante unique, puisque l'on a identiquement la relation :
LSX + MSY + NSZ ~ ;
d'ailleurs, puisque l'on a SX — 0, SY — 0, cette résultante est normale au plan, et comme SZ < 0, elle est n^ative.
319. Supposons encore que le corps s'af^mie sur le 'plan fiœepar trois de ses points A, B, C. Nous prendrons
le plan pour plan des xy (flg. 103), la droite ABpour axe des a?, l'origine étant au point A, l'axe des z étant dirigé du côté du plan où se trouve le corps.
Posons AB = a, et dési- "^ gnons par & et c les coordonnées du point C. Nous pourrons supprimer le plan fixe, et rendre le corps libre, en introduisant les réactions R^, R^, R, des points axes, normales au plan. Nous aurons alors les six équations suivantes :
Fîg. 108.
Ri
Rj
Rt
SX=«0, EY = 0, EZ + R^ + R, + R3 = 0, L + R3C = 0, M — R^a — R3& = 0, N == ;
les trois équations :
X-0, SY=0, N
ne renferment que les données du problème : ce sont donc les conditions d'équilibre. Elles expriment que les forces données ont une résultante unique, puisque Ton a identiquement :
LSX + MSY + NSZ = 0.
De plus, puisque SX = 0, S Y = 0, cette résultante unique est normale au plan. Les trois autres équations serviront à déterminer les réactions des points fixes, et, par conséquent, les pressions exercées par le corps sur les points d'appui. La troisième équation nous apprend que la résultante des forces données, c'est-à-dire SZ est négative.
Propriété. — Le point d^application de la résultante des forces P, P', P",... doit se trouver à Vintérieur du triangle ABC formé par les trois points dC appui.
En effet, prenons pour axe des œ la droite AB passant par deux des points d'appui, de manière que le troisième sommet soit du côté des y positifs ; soient — R la résultante, laquelle est négative, œ^, y^ les coordonnées de son point d'application, c'est-à-dire du point où elle rencontre le plan des œy. Il est évident qu'il y aura équilibre entre les forces Rj, R,, R3 et la force — R; nous aurons donc les équations suivantes :
— Rj/o -f Rs^ « 0, Ra?o — R.a — R36 = 0.
De la deuxième équation on tire :
par conséquent, y^ est positif, c'est-à-dire que le point d'application de la résultant.e est situé du côté des y positifs. Il est évident que le même raisonnement s'appliquerait dans le cas où l'on prendrait AC ou BC pour axe des X; par suite, le point d'application de la résultante est à l'intérieur du triangle ABC.
Remarque. — Dans le cas particulier où les troïs points d'appui seraient en ligne droite, on aurait c — 0, et les équations restantes :
IZ -f R, + R, + R3 = 0, M — Rjja — R36 == 0,
seraient insuffisantes pour déterminer R^, R^, R3.
320. Soit maintenant un corps solide qui s'appuie par un certain nombre de points contre un plan fiœe^ que nous prendrons pour plan des œy^ Taxe des z étant dirigé du côté du plan où se trouve le corps solide. Les réactions du plan fixe aux différents points de contact sont normales à ce plan, donc parallèles à l'axe Oz\ de plus, puisque nous supposons le corps simplement appuyé, elles sont dirigées dans le sens des z positifs.
Nous pouvons considérer le corps comme libre, en joignant aux forces P, P', P",... les réactions des points ^ d'appui que nous désignerons par Rj, R^,... R». Soient (^1» Vi)^ (^2» yî)»'-' (^n , Vn) les coordonnées de ces points d'appui. En appliquant les six équations d'équilibre d'un corps libre, nous aurons :
SX « 0, SY = 0, ÎZ + R, + Rg -t- ... + Rn = 0,
L + RiJ/i + Rgî/t + .-. + Rn^n = 0, M — - RjO?! — RgOJj — ... — KnCOn «=- 0,
Les deux premières et la dernière sont les seules qui ne renferment que les données du problème : ce sont donc les conditions d'équilibre. Elles expriment que les forces données ont une résultante unique, puisque Ton a identiquement :
LSX + MSY + NSZ = 0.
De plus, puisque SX = 0, 2Y = 0, cette résultante est parallèle à Taxe des z ; par conséquent, elle est normale au plan. Les trois autres équations expriment les relations entre les données du problème et les réactions des points d'appui. Ces équations étant au nombre de 'trois, il s'ensuit qu'elles ne peuvent servir à déterminer que trois inconnues. Si donc le nombre des points d'appui est supérieur à trois, le problème sera indéterminé. D'ailleurs, l'équation SZ + R^ + R, + ... + R^ = 0, nous apprend que la résultante des forces données, ou £Z, est négative.
Propriété. — Le point cTappUcation de la résultante des forces données est situé à ^intérieur du polygone convexe formé par les points d'appui^ c'est-à-dire du contour que Von obtient en supprimant les parties rentrantes du polygone effectif.
Pour démontrer cette propriété, désignons par — R la résultante des forces P, P', P",... laquelle est négative, et par a?^, y^ les coordonnées du point où elle rencontre le plan des xy, l'axe des x passant par deux des points d'appui A et B, de telle manière que tous les autres points d'appui soient situés du côté des y positifs. Il y aura évidemment équilibre entre les forces Rj , R^ , . . . . Ryi et la force — R, et nous aurons les équations suivantes :
— R -|- Rj -]- R2 H" ••• "4" R/t ** 0,
— Ryo + Rgî/a + KVé + ..• -4- Rn^n = 0,
RXq — RjO?! — RjjOJg — - ... — Rn^n = ; de la deuxième on tire :
^3^3 + R4y4 - ^ — + i^^yn
Par conséquent, y^ est positif, c'est-à-dire que le point d'application de la résultante est situé du même côté de. la droite AB que les autres sommets du polygone. On pourrait appliquer le même raisonnement en prenant pour axe des œ un côté quelconque du polygone laissant les autres sommets d'un même côté. Par conséquent, le point d'application de la résultante est à l'intérieur du polygone convexe formé par les points d'appui.
CHAPITRE VI
îe du centre de gravité.
321. Tous les corps abandonnés à eux-mêmes prennent un mouvement vers l'intérieur de la terre, dans une direction perpendiculaire à la surface des eaux tranquilles. Cette direction s'appelle la verticale. Quand ils sont retenus, ils exercent une pression sur l'obstacle qui les retient. La force qui sollicite tous les corps vers le centre de la terre, exerce son action d'une manière continue. La cause de ces phénomènes est \q, pesanteur ou gravité. Le mouvement que la pesanteur communique aux corps est rectiligne et uniformément varié : on en conclut que la pesanteur est une force constante (n** 189). Cette force est dirigée suivant la verticale; elle change de direction avec la position du point considéré à la surface de la terre, et elle agit de haut en bas : son intensité change quand on s'éloigne ou qu'on s'approche du centre. Ces variations sont insensibles pour des points peu éloignés les uns des autres ; par suite, pour des points peu éloignés, on peut considérer les forces comme parallèles.
On trouve que Vaccélération du mouvement dû à la pesanteur a la même valeur pour tous les corps en un même lieu, et, par conséquent, pour tous les points matériels ; cette valeur est 9,8088 à Paris ; elle est
égale à la vitesse acquise au bout d'une seconde par un corps tombant librement dans le vide. On la désigne par p, et l'on a :
On en conclut que, si p désigne V intensité de la pesanteur sur un point de masse m, on a :
p^mg;
donc, la force que la pesanteur exerce sur un point matériel, est mesurée par le produit de la masse de ce point et du nombre constant g : elle est donc proportionnelle à la masse.
322. Si maintenant on considère un corps solide, la pesanteur sollicite les points intérieurs comme les points de la surface du corps. Les dimensions du corps étant très petites par rapport à celles de la terre, il s'ensuit que les forces qui agissent sur les divers éléments d'un corps peuvent être considérées comme sensiblement parallèles. Il résulte de la théorie des forces parallèles (n^ 251) que ces forces ont une résultante unique, parallèle à ces forces, et égale à leur somme. Cette résultante est le poids du corps. Elle passe toujours par un point déterminé du corps, et ce point est indépendant de la direction des forces par rapport au corps, ou, ce qui revient au même, du corps par rapport aux forces : c'est le centre de gravité du corps.
323. Il résulte de ce qui précède et des lois de la composition des forces parallèles le théorème suivant :
Théorème. — Si Von connaît les centres de gravité d'un noinbre fini de points massifs isolés^ on trouve le centre de gravité du système en appliquant les formules de la composition des forces parallèles.
Nous aurons donc (n** 307), en désignant par p le poids d'un point massif, par x, y, z les coordonnées de ce point, par P le poids total du système, par a?j, y^, ^^ les coordonnées de son centre de gravité :
P = Sp, Pâ?i = S/}â7, Py^ = Spy, P^^ == "Lpz, d'où :
^1 "" Ti > 2^1 "^ U "» -2^1
Remarque I. — On peut transformer ces formules en introduisant les masses au lieu des poids. En effet, soient m la masse du point (a?, y, z), M la masse totale du système, nous aurons, en vertu de la formule^ =» mg ;
P = i:^mg «= gHm = Mg ;
donc, le poids (Tun corps quelconque est le produit de sa masse par le nombre constant g.
Les formules ci-dessus deviennent alors, en supprimant le facteur commun g :
Sma? Smy Sm^
^i^TT'^ Vi xr> ^
On voit que ces dernières formules ne renferment plus de traces de l'action de la pesanteur. Il s'ensuit que la restriction que nous avions faite primitivement que les dimensions du corps étaient très petites par rapport à celles de la terre, peut être abandonnée. Les formules précédentes donneront le centre de gravité du système, quelles que soient ses dimensions.
Remarque IL — Si Ton considère un système formé de la réunion de plusieurs corps solides, dont on connaît les centres de gravité respectifs, on pourra déterminer le centre de gravité du système par les formules :
Jlmœ llmy Jiniz
m désignant la masse de Tun des corps du système, a?, y, z les coordonnées de son centre de gravité, M la masse totale du système, cc^^y^, z^ les coordonnées du centre de gravité du système.
Remarque III. — Si le plan des œy passe par le centre de gravité du système, on aura z^ — ; par conséquent :
"Zpz = ou Ymz = 0.
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Dans un systètne de points massifs^ la somme des momeyits est nulle par rapport à tout plan passant par le centre de gravité du système.
Remarque IV. — Si le centre de gravité est sur Vun des axes, par exemple sur l'axe des ^, on a : a?i = 0, y^ =0; par suite,
Smo? «= 0, Smy — 0.
Remarque V. — Si Vorigine est au centre de gravité^ on a : â?j = y j « >3:i = ; par suite,
Smo? -= 0, S wy «= 0, Ymz =• 0.
Propriétés des centres de gravité.
824. Soit un système de points pesants M, M', M",... et soit G le centre de gravité de ce système. Nous aurons :
Cela posé, désignons par r, r*, r",... les distances des points M, M', M",... à l'origine, et par r^ la distance du centre de gravité, «, |3, y les angles de r avec les axes, *i» Pi> Vi 1^ angles de r^ avec les axes ; on a :
a?i «»r,cosai, yi^rjCosPi, ^i^rjCcsyi, a? = rcosa, ye=rcosp, ;3r = rcosy.
Les formules précédentes nous donnent alors :
Pri CCS a^ = Spr cos a, Pr 1 cos Pi = Spr cos p, PriCOSYi = S^orcosY.
Si le centre de gravité G est pris pour origine, on a r^ = 0, et il vient :
Sjorcosa — 0,
2prcosp = 0,
SprcosY = 0.
De ces formules on conclut le théorème suivant :
Théorème. — Si sur les droites qui joignent les centres de gravité de différents points massifs au centre de gravité du système^ on prend des forces égales à pr^ p'r\... ou proportionnelles à ces produits^ ces forces se feront équilibre autour du centre de gravité.
326. En particulier, si les points massifs ont des poids égaux, il vient :
Srcosa = 0, 2!rcosP = 0, ïrcosy = 0,
et l'on a le théorème suivant :
Théorème. — Si Von considère un système de points massifs égaux, et si Von joint leurs centres de gravité respectifs au centre de gravité du système, des forces représentées en grandeur et direction par ces droites, se feront équilibre autour du centre de gravité du système.
Réciproquement, lorsque des forces se font équilibre autour d'un même point, ce point est le centre de gravité d!un système de points également pesants placés aux extrémités des droites représentatives de ces forces.
En effet, soient F, F, F',... les forces qui se font équilibre autour du point 0, X, Y, Z les composantes de F ; les équations d'équilibre sont :
SX==0, SY = 0, 2Z = 0.
Or, X, Y, Z sont les coordonnées de l'extrémité de la force F : si ;> est le poids du point pesant placé à l'extrémité de chacune des forces, les coordonnées du centre de gravité du système de points pesants sont données par les formules :
Donc, le centre de gravité du système de points est à l'origine, c'est-à-dire au point d'application des forces F, F, F'...
326. Proposons-nous maintenant de trouver la relation qui eociste entre les distances d'un certain nombre de points massifs à un point fixe, leurs distances mutuelles, et la distance du centre de gravité au point fixe.
Reprenons les formules :
Pa?j « po? + pW+p"x" + ...,
Pyi - py + py + p"y" + -.,
FZj^ « p^: + p'jar' -1- pV + ...;
élevons au carré, et ajoutons, il vient :
pVj» — ph^+ p V« + p'^r''^ + ...
+ 2pp' (xx' +VJ/'+ zz^ + 2pp" (xx'* + yy" +zz") + ... + 2p'p" (xfx^f + yy + ^V') + ...
Or, on a (flg. 104) :
MM' « (a? — x'Y + (y — yY + {z — zf
Fig. 104.
d'où:
2 (â?a?' + yy' + zz") »= r« + r'« — MM' .
Par suite,
+ pp (r« + r'2 — MM' ) + pp' (r» + r"*— MM" ) + .•
+ pY (^* + ^'* — M'M" ) + ...
ou bien :
ptr,« = pr« (p + p' + jd" + ...) + py« (p + />' + p" + ...)
— pp . MM'* — pp" . MM" — p'p" . M'M"' — .
= P2pr« — Spp'82,
en désignant pay^ à la distance entre deux quelconques des points donnés; Si Ton remplace les poids par les masses, il vient :
d'où :
Smr* = Mr^* +
Donc, la somme des produits que Von obtient en multipliant la mxisse de chaque point matériel par le carré dé sa distance au point fixe est égale au produit de la masse entière concentrée au centre de gravité par le carré de la distance du centre de gravité au point fi^Cy augmenté du rapport de la somme des produits des masses deux à deux par le carré de leur distance, divisée par la masse totale du système.
REaiARQUB I. — Dans la formule qui précède, le second membre se compose de deux parties : la seconde est indépendante du point fixe 0, la première ne dépend que de la distance OG du centre de gravité du système au point 0. Il en résulte donc que Smr* sei'a constant, lorsque rj = const.; donc, la somme Smr^ reste constante lorsque Vorigine se déplace ^ur une sphère ayant son centre au centre de gravité du système.
Remarque II. — De cette même formule, il résulte encore que Swir^ sera minimum pour r^ = 0, c'est-à-dire lorsque Vorigine coïncidera avec le centre de gravité du système.
327. Propriété. — La somme des produits des masses des différents points du système par les carrés
de leurs distances à un point fixe^ est égale à la même somme prise par rapport au centre de gravité G, augmentée du produit de la masse entière^ supposée concentrée au centre de gravité, par le carré de la distance r^ du centre de gravité au point fixe 0.
Désignons par a?j, y^ z^ les coordonnées du centre de
gravité G (flg. 105), par
Fig. 105.
cOyy, Z les coordonnées du point M par rapport au point fixe 0, et par ccf, f/, z^ les coordonnées de ce point M par rapport à trois axes parallèles passant par le centre de gravité G ; nous aurons :
par suite :
œ^œ^+af, y^Vi+y',
+ 2a?i "Zmx^ + 2y 1 Swiy' + 2z^ ^mz\
Or, l'origine des coordonnées x\ y\ z^ étant au centre <ie gravité, on a (n* 323) :
"ïmoi «. 0, Y.^'^ «« 0, YmTl = ;
par conséquent, il vient, en désignant par p la distance du point M au centre de gravité, et par r ^ la distance OG :
ce qui démontre la propriété énoncée.
Remarque. — En combinant cette formule avec la précédente, on a la relation :
M2mp* = I,m7n'ZK
Centre de gravité d'un solide invariable.
388. Un corps solide étant un assemblage de molécules placées à distance les unes des autres, il s'ensuit que nous pourrions obtenir te centre de gravité d'un corps au moyen des formules précédentes, si nous pouvions déterminer les masses des différente» molécules. Mais cette détermination n'étant pas possible^ nous serons obligés de transformer nos formules.
A cet effet, nous allons rappeler quelques notions dont nous aurons à faire usage.
On dit qu'un corps est homogène^ lorsqu'il présente dans tous les sens une constitution physique identique. Dans un corps homogène, des volumes égaux ont des poids égaux : pour deux corps homogènes différents, le poids est différent pour des volumes égaux.
Le poids spécifique d'un corps homogène est le poids de l'unité de volume : c'est le rapport du poids d'un
certain volume à ce volume. En désignant par w le poids
p spécifique d'un corps homogène, on a w = ;rT. L'unité de
poids est le gramme, ou le poids d'un centimètre cube d'eau distillée : le poids spécifique d'un corps homogène est donc le nombre de grammes que pèse un centimètre cube de la substance qui constitue ce corps.
La densité d'un corps homogène est le rapport de la masse qu'il renferme sous un volume quelconque à ce volume. Si donc p désigne la densité d'un corps homogène, V son volume, nous aurons :
^, d'où M=-Vp,
Dans les corps hétérogènes, le poids n'est pas proportionnel au volume. On considère alors un élément très petit du corps, et le rapport dti poids de cet élément à son volume est le poids spécifique moyen de cet élément. Si le volume de l'élément tend vers zéro, ce rapport tend vers une limite qui est \e poids spécifique du corps en un point de ce corps où se trouve l'élément. Si la nature de la substance varie d'une manière continue, le poids spécifique est une fonction continue des coordonnées des différents points. Le poids spécifique en un point(a?, y, z) est donc ime fonction des coordonnées de ce point.
De la même manière, le rapport de la masse d'un élément du corps à son volume est la densité moyenne de cet élément, et l'on appelle densité d'un corps en un point (Xy y, z) la limite du rapport précédent, lorsque le volume de l'élément renfermant ce point tend vers zéro. ^La densité d'un corps en un point {x, y, z) est donc une fonction continue des coordonnées de ce point. Pour
les corps homogènes, cette fonction se réduit à une constante.
329. Ces principes établis, pour trouver le centre de gravité d'un corps solide, on conçoit que la matière qui compose le corps soit continuCy c'est-à-dire qu'elle soit répandue dans la totalité de l'espace représenté par son volume apparent. Cette hypothèse n'a pour eflEet que de déplacer de quantités infiniment petites les points d'application des forces, et il n'en résultera aucune erreur appréciable dans les résultats. Cela posé, on suppose le corps décomposé en éléments très petits, chacun de ces éléments étant complètemenl rempli de matière. Soit d<ù le volume d'un élément, la masse de cet élément sera prfo), en désignant par p la densité au point (a?, y, z) où se trouve cet élément. D'ailleurs, à cause de la petitesse de l'élément, on peut regarder a?, y, z comme ayant les mêmes valeurs en tous les points de cet élément.
Nous aurons ainsi, en désignant par a?j, y^, z^\&& coordonnées du centre de gravité du corps, les formules suivantes :
M= fpdtù, MrPj^ / pœd(ù, Myi= fpydtù, M;3:i= / pzdtù.
Dans le cas particulier où le corps est homogène^ p est constant, et il vient, en désignant par V le volume du corps :
^ fxdii) fydiù j zdiù
^pJdiù^pY, œ,^^L_—, y^«-L_-, ^^ = ,L_.
Remarque. — Il est facile de trouver la relation qui existe entre le poids spécifique m et la densité p. En
effet, rf» étant le volume d*un élément, le poids de cet élément sera wd(ù ou bien gpdcù. On a donc :
^ffP'
330. Il existe certains théorèmes qui permettent de simplifier la recherche du centre de gravité d'un solide homogène :
V Si la surface d'un corps est symétrique par rapport à un plan P, le centre de gravité est situé dans ce plan de symétrie. Imaginons une série de droites parallèles et infiniment voisines dans le plan de symétrie P, puis un autre système de droites parallèles entre elles, et perpendiculaires aux premières. Nous découpons ainsi le plan en rectangles infiniment petits. Cela posé, considérons ces rectangles comme bases de prismes droits prolongés des deux côtés du plan, puis coupons ces prismes par des plans paï^allèles au plan P, infiniment voisins et symétriques par rapport à ce plan de part et Vautre. Nous aurons ainsi décomposé le solide en éléments symétriques deux à deux par rapport au plan P : or, deux éléments symétriques ayant môme volume et même poids, le point d'application de la résultante de ces deux poids sera au milieu de la droite qui joint ces éléments, et, par conséquent, dans le plan de symétrie. Nous aurons donc, en résumé, une série de résultantes partielles ayant leurs points d'application dans le plan P. Par conséquent, le point d'application de la résultante de ces résultantes partielles, ou le centre de gravité du solide sera dans le plan P.
2** Si la surface dun corps a un plan diamétral^ le centre de gravité du solide est dans ce plan.
La démonstration de cette propriété est analogue à la précédente.
3® Si la surface d^un corps a un acce de symétrie, le centre de gravité du corps est sur cet axe.
Il est évident que Ton peut décomposer le corps en éléments qui seront deux à deux de même poids et sjrmétriques par rapport à l'axe. Or, la résultante des poids de deux éléments symétriques aura son point d'application sur cet axe. Nous aurons ainsi une série de résultantes ayant leurs points d'application sur l'axe ; donc, le centre de gravité du corps sera sur cet axe.
4** Si la surface d'un corps a un centre de figure^ le centre de gravité coïncide avec ce centre de figure.
En eflTet, on peut décomposer le corps en éléments qui sont deux à deux égaux et symétriquement placés par rapport au centre de figure. Or, la résultante des poids de deux éléments symétriques aura son point d'application au centre de figure ; donc, le centre de gravité du corps sera en ce point.
Centre de gravité des lignes et des surfaces.
331. Les surfaces et les lignes ne peuvent avoir de poids. Cependant, on considère souvent le centre de gravité d'une ligne ou d'une surface. A cet effet, on suppose la ligne ou la surface comme étant matérielle par la considération suivante : supposons qu'un solide s'étende suivant un plan, ou suivant ime surface courbe quelconque, et qu'il présente partout une épaisseur très petite dans le sens de la normale à la surface plane ou courbe. On pourra faire abstraction de l'épaisseur, et imaginer toute la matière qui compose ce corps solide comme répandue sur la surface plane ou courbe.
La surface sera ainsi considérée comme matérielle, et, par conséquent, comme ayant un centre de gravité.
Les mêmes raisonnements s'appliquent à une ligne droite ou courbe.
Le centre de gravité d'une ligne ou d'une surface est donc le centre de gravité d'un système de points matériels qui seraient répartis sur la ligne ou la surface. Pour pouvoir déterminer le centre de gravité, on devrait connaître la loi de répartition de la matière sur la ligne ou sur la surface. On suppose ordinairement la ligne ou la surface homogène^ c'est-à-dire que tous les éléments de même étendue renferment la même quantité de matière.
332. Centre de gravité d'une ligne. — Désignons par S la longueur totale de la ligne, et par ds la longueur de l'élément. La ligne étant supposée homogène, les poids et les masses des différents éléments sont proportionnels à leurs longueurs, et nous aurons :
S =» / d^, Sa?i = I œds, S^i « fyds, S^i = izds.
Si la courbe est rapportée à trois axes rectangulaires, on a :
~- et ^ étant les dérivées de y et de z, par rapport à x,
fournies par les équations de la courbe proposée. Les limites des intégrales se rapportent aux extrémités de l'arc donné.
Si la courbe est plane, il est évident que son centre de gravité est situé dans son plan. Les coordonnées oo^, y^
du centre de gravité, rapportées à deux axes rectangulaires pris dans le plan de la courbe, sont données par les formules :
S = fds, Sœ^ = foods, Sy^ = fyds.
dans lesquelles on a :
ds •= dœ\/l +
Remarque. — On pourra d'ailleurs profiter des règles données précédemment (n** 330), pour simplifier dans certains cas la recherche du centre de gravité.
333. Centre de gravité d'une surface. — Si la surface est plane, il est évident que le centre de gravité est situé dans son plan : à cause de l'homogénéité de la surface, les poids et les masses des divers éléments sont proportionnels à leurs aires. Si donc nous désignons par A l'aire de la surface, nous aurons :
A = / fdcody, Xœ^^ = j 1 x dœdy, ky^ = f f ydœdy ;
ces intégrales s'étendent à tous les éléments compris dans l'intérieur du contour donné.
Si l'aire est comprise entre une courbe, l'axe des œ et deux ordonnées, les limites de y sont et y, celles de œ sont les abscisses a?^ et œ des points extrêmes. D'ailleurs, en effectuant l'intégration relative à y, on a :
A = fydœ, kœ^ = iœyâœ, ky^ =« \ fy^dœ.
Xo âCo Xq
Si l'aire A est comprise entre deux courbes données (fig. 106), les formules sont :
Fig. loe
A =*y*lY — y) dx,
XQ
Ayi - è/iY« - î^) rfo?,
Y et y étant les ordonnées des deux courbes, correspondant à une même abscisse.
Remarque. — On pourra d'ailleurs profiter des règles que nous avons énoncées précédemment (n** 330).
334. Lorsque la surface dont on veut trouver le centre de gravité n'est pas plane, on la rapporte à trois axes coordonnés. Soit donc une portion de surface
courbe limitée par un
Fig. 107.
contour qui se projette en ABCD sur le plan des ayy (fig. 107), et supposons cette surfiace homogène : nous la décomposerons en éléments par des plans perpendiculaires respectivement à Ox et Oy. A cause de l'homogénéité , les masses des différents éléments de la surface sont proportionnels à leurs aires. Si donc on désigne par A l'aire totale de la surface, et par ^i> ^i» ^\ l^s coordonnées du centre de gravité, nous aurons les formules :
A = y* jTl/ 1 + p« + 2« dxdyy Aa?i ^ffœ \/l+p^ + g!^dù)dy, Ayi =ffy l/l-|-p* + ff* rf^rfy,
Les limites de ces intégrales se déterminent comme dans le problème des aires du calcul intégral. Elles s'étendent à la partie ABCD du plan des ayy sur laquelle la surface se projette.
Remarque. — Il est évident que Ton pourra faire usage des règles démontrées (n° 330).
Centre de gravité des volumes.
335. Soit un corps compris sous une surface fermée dont l'équation rapportée à trois axes rectangulaires est :
Décomposons le corps en éléments infiniment petits par trois systèmes de plans parallèles aux plans coordonnés ; l'élément de volume sera un parallélipipède rectangle ayant pour arêtes les différentielles cte, dy, dz des coordonnées d'un point du corps, c'est-àrdire les distances qui séparent deux plans consécutifs de chacun des
systèmes. Le volume de cet élément sera dxdydz^ et sa masse pdxdydZy en désignant par p la densité du corps au point (a?, y, -s).
Nous aurons donc les formules suivantes ;
Ma?i = f f / p^ dœdydz, Myi —JJJpy dxdydz, M^i "^11 fpzdxdydz,
dans lesquelles on devra remplacer p par la fonction de ^» y 9 ^j qïû exprime la densité du corps.
Quant aux limites de ces intégrales, elles se déterminent comme dans le calcul intégral pour le volume d'un corps.
Cas particulier. — Si le corps est homogène, p est constant, et les formules se simplifient. En désignant par V le volume du corps, on a :
U '^ p 1 t fdxdydz ^ pY, Va?i -»/ / focdxdydz, yyi^j j jydxdydz, V^i = i I izdxdydz.
On voit, par ces formules, que la position du centre de gravité du solide ne dépend que -de la forme de la
surface qui le termine. On pourra d'ailleurs simplifier le calcul en faisant usage des règles établies (n° 330).
Remarque. — On peut trouver les coordonnées du centre de gravité d'un corps rapporté à des coordonnées polaires. A cet effet, on prend pour élément de volume du corps, le solide déterminé par deux sphères de rayons r et r + dr, deux plans passant par l'axe des z et faisant des angles ç et 9 + rff avec le plan des zXy et les rayons faisant des angles 9 et 9 + dQ avec l'axe des z (flg. 108).
D'après cela, l'élément de volume sera abcdefgh, et
nous aurons :
Fig. 108.
2 dV =» r« s\nBdrdQd(f ;
d'autre part,
a? »= rsin9cos(p, "5. y == r sîn 9 sîn (p.
z = rcos9.
Les formules qui déterminent le centre de gravité sont donc :
V =fff^^ sin 9 drdQd(f, YXj^ ^ f f / ^ sin^ 6 COS9 drdQd(fy Yi/i^ f f fr^ sin« 9 sin ç drdQ cîy, V^i "^ f f /"^ sin 9 cosB drd6df ;
les limites de ces intégrales se déterminent conmie dans le cas des volumes des corps.
Centre de grravitê des corps de révolution.
Fig. 109.
836. Centre de gravité d'un volume de révolution. — Proposons-nous de trouver le centre de gravité du volume engendré par l'aire ABCD tournant autour de l'axe des œ (fig. 109). Ce centre de gravité
sera évidemment situé sur l'axe des a?, qui est un axe de symétrie (n** 330) ; pai* conséquent, il suffit de déterminer l'abscisse de ce point G. Nous décomposerons le volume total en volumes élémentaires engendrés par des rectangles élémentaires tels que mm'nn\ tournant autour de l'axe des œ.
Or, le volume de cet élément est Tty^dœ ; son centre de gravité est aussi sur l'axe des a?, en un point g, et l'on a Og = œ. La masse de cet élément est irpy^dx ; son moment par rapport à un plan passant par Oy et perpendiculaire à l'axe des œ est i:(iœy^dœ ; la somme des moments des
éléments est n fpœy^dx, en posant OC « a,et OD =» p.
La masse du corps étant égale à tt foy^dœ, son moment
par rapport au même plan est t:x^ fpy^dx. Nous
aurons donc la formule suivante :
d'où Ton tire :
fpxy^dœ a
Si le corps est homogène, il vient
/ y^dx
OL
Pig. 110.
887. Centre de gravité d'une surface de révolution. — Soit à trouver le centre de gravité de la surface de révolution engendrée par l'arc AB
tournant autour de l'axé des œ (flg. 110). Le centre de gravité sera évidemment sur l'axe des œ qui est un axe de symétrie (n** 380). Par conséquent, il suffit de déterminer l'abscisse de ce point G.
_^_. Considérons l'aire élémentaire
V njn G D ^ décrite par l'arc mm' =^5, tournant autour de l'axe des x : le centre de gravité de cette aire est sur l'axe des œ, en un point p, et l'on a Ofl^ = a?.
Or, la surface engendrée par l'élément mw! = ds est égale à 2nyds, et sa masse est 2r.pyds : son moment par rapport à un plan passant par Oy et perpendiculaire à Taxe des x est 2nçœyds. La somme des moments des
éléments est 2?: i^œyds. Mais la masse totale étant égale
à 2n fpyds, son moment par rapport au môme plan
est 2nœ^ fpyds. Nous aurons donc la formule :
27ra?, fpyds — 27r jpxyds ; qc a
d'où:
I pxyds
Si la surface est homogène, il vient :
/ aryds a
fyds
Théorèmes de Ouldin.
338. Théorème I. — Laire engendrée par un arc de courbe plane tournant autour dun axe situé dans son plan, est égale au produit de la longueur de cet arc, multipliée par la circonférence décrite par son centre de gravité.
Soit G le centre de gravité de l'arc AB ==* S (fig. 111) ;
nous aurons en désignant par y^ la distance de ce point G à l'axe des œ (n** 332) :
¥ig. 111.
syi —fyds.
a et ^ étant les abscisses des points A et B. Multipliant les deux membres par 2ît, il vient :
2nyi . S « 27r fyds ;
or, le second membre est précisément l'expression de r^re décrite par l'arc AB, tournant autour de l'axe des 0?, et l'on voit que cette aire est égale à l'arc S, multiplié par la circonférence 2ny^ décrite par son centre de gravité.
339. Théorème IL — Le volume engendré par une aire plane tournant autour d'un axe situé dans son plan est égal au produit de cette aire, multipliée par la circonférence décrite par son centre de gravité.
Soit G' le centre de gravité de Taire ABCD = A (fig. 111). Nous aurons, en désignant par y^ la distance de ce point G' à l'axe des œ (n° 333) :
«, p étant les abscisses des points A et B.
Multipliant les deux membres par 2^, il vient :
2Tty^ . A = TT / y^dœ ;
or, le second membre est l'expression du volume décrit par l'aire ABCD tournant autour de l'axe des œ, et l'on voit que ce volume est égal à l'aire A, multipliée par la circonférence 2ny^ décrite par son centre de gravité.
Applications du centre de gravité.
340. P Centre de gravité d'une ligne droite HOMOGÈNE. — Soit uuc droitc OA = Z, et m un point de cette droite, œ sa distance à l'origine (fig. 112). Nous aurons évidemment :
Fig. 112. i ^o
■ h). = / œdx «= —
in A ^ J 2
d'où :
Donc, le centre de gravité est au milieu de la droite OA.
2^ Centre de gravité du contour d'un triangle. — Soient l, m, n les poids des côtés appliqués en
leurs milieux a, &, c
Fig. 113.
(flg. 1 13), a',6',c'les points d'application des résultantes des poids m, n\ i et n; m et l. Il est évident que le centre de gravité est au point d'intersection des droites B ad, bb\ cc\ et il est facile de voir que ces
droites sont les bissectrices des angles a, &, c. On a, en effet :
6<?' : oc^ = i : m = CB : AC -= ôc : ac ; de même, on aurait :
ba! : ccC = ab : ac, ab' : cb' « ab : cb.
Il résulte de là que les droites aa\ bb\ cd sont les bissectrices du triangle abc : par conséquent, le centre de gravité est le centre du cercle inscrit dans le triangle abc.
3** Centre de gravité d'un arc de cercle. — Soit l'arc MAM' = 21 (flg. 114). Le centre de gravité est évidemment sur le rayon OA, perpendiculaire au milieu de
la corde MM', rayon que nous Flg. lié. prendrons pour axe des x
y (n** 330). Nous aurons donc :
Jœds
fds
or, de l'équation :
on tire :
dx
d'où :
ds^^dxxl l +
da^
Rdx
Rdx
Par suite,
xdx
|/R« - x^ l/RTZ-^i
dx l/R« — x^
arc CCS
Mais, on a :
d'autre part :
â? « R cos a, d'où : a « arc cos ^^
et, comme on a aussi :
AM •= Ra « /,
il vient :
œ l arc cos ^=-^.
Par conséquent,
MF X R 2MP X R MM' X R
On en conclut que la distance du centre de gravité au centre du cercle est une quatrième proportionnelle à l'arc, la corde et au rayon.
4^ Centre de gravité de l'aire d'un triangle. — Soit un triangle ABC (flg. 115) dont il s'agit de trouver le centre
de gravité. La médiane CD
est un diamètre qui divise en
deux parties égales toutes les
cordes parallèles à AB. Donc,
le centre de gravité de l'aire
du triangle est sur cette
droite (n** 380) ; il est
B évident que le centre de
gravité se trouve aussi sur
les deux médianes BE et AF. Il est donc au point de
rencontre des trois médianes.
Il résulte de là que le centre de gravité de l'aire d'un triangle est sur la droite qui joint un sommet au milieu du côté opposé, et aux deux tiers de cette droite à partir du sommet.
5*^ Centre de gravité dun polygone. — Un polygone pouvant être décomposé en triangles au moyen de diagonales partant d'un même sommet, il suffira de considérer les centres de gravité de ces triangles comme les points d'application de forces parallèles, dirigées dans le même sens, et proportionnelles aux aires de ces triangles. Le centre de ces forces parallèles sera le centre de gravité cherché.
6*" Centre de gravité d'un rectangle. — Le rectangle ayant un centre de figure, le centre de gravité coïncide avec le centre de figure.
7** Centre de gravité d'un trapèze. — Soit le trapèze ABCD (fig. 116) : menons la diagonale AD qui
Pig. 116.
HA F B
divise le trapèze en deux triangles, dont les centres de gravité sont sur DF et AE aux points G^ et G^.
Le point G qui divise la droite G^G^ en deux segments inversement proportionnels aux surfaces des triangles ABD et ACD, sera le centre de gravité du trapèze.
On peut facilement trouver une construction géométrique du centre de gravité cherché : en effet, EF est un diamètre qui divise en deux parties égales les cordes
parallèles à AB; par conséquent, le centre de gravité est sur cette droite EF : il est donc à l'intersection de EF et de GiG^. Cela posé, désignons par œ, y les distances du point G aux deux bases, et appliquons le théorème des moments aux forces parallèles appliquées en Gj et G^, et qui représentent les aires des triangles ACD et ADB, et à leur résultante appliquée en G (n° 307). Nous aurons, en désignant par h la hauteur du trapèze :
AB . 2 . - + CD . ^ . -g- = (AB + CD)^ . 0?,
ou bien :
œ (AB + CD) = - (AB + 2CD) ;
de même, on a :
y (AB + CD) = I (2AB + CD).
Par suite.
X _ AB + 2CD y 2AB + CD
De cette formule on conclut la construction suivante : Prolongeons le côté AB d'une longueur AH «CD, et le côté CD d'une longueur DK «= AB ; le centre de gravité sera à l'intersection des droites HK et EF.
En effet, les triangles FGH et EGK sont semblables, et l'on a :
GF ^ HF _ ^ AB + AH l AB + CD AB + 2CD .
GE EK ^ CD 4- DK ■" I CD + AB ■" 2AB + CD
or, les distances du point G aux deux côtés AB et CD sont respectivement proportionnelles à GF et GE ; par conséquent, le point G sera le centre de gravité.
8** Centre de gravité d'un secteur circulaire. — Soit un secteur circulaire AOB (flg. 117) : le centre de gravité sera évidemment sur la droite Ox (n** 330).
Cela posé, on [peut concevoir ^^' ^^ ' l'arc AB décomposé en une
infinité d'arcs élémentaires égaux, et, par conséquent, le secteur comme décomposé en secteurs infiniment petits correspondant à ces arcs.
Or, ces secteurs infiniment petits peuvent être assimilés à des triangles, et tous ces triangles ont leurs centres de gravité sur un arc CD décrit du point comme centre avec un rayon égal aux deux tiers de OA. Donc, le centre de gravité du secteur sera le point d'application de la résultante d'une infinité de forces égales et parallèles, agissant sur les points de l'arc CD : il coïncidera donc avec le centre de gravité de l'arc CD.
D'après cela, si l'on désigne par R le rayon du secteur, par l la longueur de l'arc AB, par c la corde de cet arc, nous aurons :
Cas particulier. — Si le secteur est un demi cercle, on a c =« 2R, i =- ttR ; par conséquent,
Remarque. — Le secteur AOB étant égal à la somme du triangle AOB et du segment AIE, nous pourrons trouver le centre de gravité du segment AIB, en appliquant le théorème des moments (n** 307). En posant OP — a, on a :
surf, secteur « ^ RZ, surf, triangle «= \ ac, surf, segment »= |(Ri — ac);
d'ailleurs, les centres de gravité de ces trois surfaces sont situés sur la droite Oo?, et les distances des deux premiers au point sont respectivement égales à
-^ -T- et-^ a. Donc, en désignant par œ^ la distance du
troisième au centre 0, nous aurons :
1 ^, 2 Rc 1 2 , 1 ,„, ,
^ Ri . ^ -|- = 2 ac . g a + - (RZ — oc) a?i ;
d'où l'on tire :
_2 (R» — a«)c ^^ "^ 3 • RZ-ac '
et, si l'on observe que l'on a : R* — ^' = T' ^^ "^^^"^^
— _£l— ^' "^ 6(Rl — ac)'
9° Centre de gravité d'un segment de cercle. — Soit le segment ABCD (flg. 118). Posons OC = a, OD = P ; nous aurons :
Fig. 118.
/ ooydx
J ydœ
{Jy^dsc
fydœ
Or, l'équation du cercle étant :
on a, en faisant abstraction de la constante : y'yrfa?=y*|/R«— a?«£to=^||/R«--a?2 + ^arcsin~.
lœydx=J[/W — x'^. â?dte = -T^(R* — a?«)S
fy^dœ =- /*(R' — ^'j rf^»? = R*^ — ^î
il suffira de remplacer successivement dans ces formules X par (3 et a, et de substituer dans les expressions de x^ et y,.
Cas particuliers. — V Si Ton veut le centre de gravité du quart de cercle OEF, on fera a — 0, ^ = R, et il vient :
2*" Si l'on veut obtenir le centre de gravité du segment ABA'B', on devra observer qu'il se trouve sur Taxe Oœ qui est un axe de symétrie (n° 330) ; par conséquent, ^i = 0, et l'on appliquera la formule (n^ 388) :
Jœ {^ — y)dx
et, comme on a : Y — — y, il vient :
Jxydœ
fydx
Z"" Si l'on veut le centre de gravité du demi cercle EFG, on a :
J(Y-y)dx
10^ Centre de gravité d'un segment sphériqub. — Soit le segment sphérique engendré par l'aire ABCD (flg. 118) tournant autour de l'axe des x. Le centre de gravité est évidemment situé sur l'axe des a?, qui est un axe de symétrie (n^ 830), et nous aurons la formule :
fy^dx
L'équation du cercle étant :
a:« + y* « RS on a :
fx (R« "X^dx a 3(« + p)(2R«-pg — a«)
y (R« - a?«) cte
Cas particuliers. — Si a — 0, il vient :
SP (2R» — p^i .
si a «= 0, P =- R, on a :
pour l'abscisse du centre de gravité du volume engendré par Taire OEF tournant autour de l'axe des œ, c'est-àdire de la demi-sphère.
IF Centre de gravité d'une zone sphérique. — Soit la zone engendrée par l'arc AB (flg. 118) tournant autour de l'axe des x. Le centre de gravité étant sur l'axe des œ (n** 830), on a :
P fœyds
fyds
l'équation du cercle étant :
ofi + y^ = RS
il vient :
Jxdx
i±jf.
fdx
Cas particuubrs. — Si a = 0, on a :
si a = 0, P == R, il vient :
Fig. 119.
pour l'abscisse du centre de gravité de la surface de la demi-sphère.
12'' Centre de gravité d'une pyramide triangulaire. — Soit ABCD la pyramide donnée (flg. 119);
le plan ABE mené par AB et et par le milieu E de CD est évidemment un plan diamétral pour les cordes parallèles à CD. Par conséquent, le centre de gravité de la pyramide devra se trouver dans ce plan (n"" 330). Par la même raison, il doit se trouver dans le plan ADF mené par AD, et par le milieu F de BC : il sera donc sur l'intersection AGj de ces deux plans. Or, le point G^, intersection des médianes BE et DF du triangle BCD est le centre de gravité de ce triangle ; par suite, le centre de gravité de la pyramide est sur la droite AGj qui jplnt le sommet A au centre de gravité de la face opposée. Par la môme raison, il se trouve sur la droite BG^ qui joint le sommet B au centre de gravité G^ de la face opposée ACD : il est donc à l'intersection G des deux droites AGj et BGg. Or, la droite G^Gj^, qui divise les côtés BE et AE du triangle ABE en parties proportionnelles est évidemment parallèle à AB, et égale à 5 AB ; par suite, les deux triangles ABG et GG^G^ sont semblables, et
l'on a : GG, ^ 5 AG, ou bien GG^ =- i AG,. Il résulte de là que le centre de gravité d'une pyramide triangulaire est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, aux trois quarts de cette droite à partir du sommet.
Remarques. — Le centre de gravité de la pyramide étant dans chacun des plans tels que ABE, on eii conclut que les six plans menés par chacune des arêtes, et par le milieu de l'arête opposée se coupent en un même point, qui est le centre de gravité die la pyramide.
Il est évident aussi que les quatre droites qui joignent chacun des sommets de la pyramide au centre de gravité de la face opposée se rencontrent en ce même point.
Il est encore évident que les droites telles que EK, qui joignent les milieux des arêtes opposées de la pyramide passent par un même point, et ce point est le milieu de ces droites.
Enfin, il résulte de ce qui précède qu^ le centra de gravité de la pyramide triangulaire coïncide avec le centre de gravité du triangle suivant lequel cette pyramide est coupée par un plan mené parallèlement à la base et à une distance de cette base égale au quart de la hauteur de la pyramide.
13"* Centre de gravité d'une pyramide a base QUELCONQUE. — On pcut décomposcr la pyramide en pyramides triangulaires au omoyen de plans inenés par le sommet et par les diag^ojiales du polygone qui forme la base. Les centres de gravité de ces pyramides sont situés dans un plan parallèle au plan de la base et à une distance de celui-ci égale au quart de la hauteur. Or, ces centres de gravité sont les mêmes que ceux des triangles que le plan sécant détermine dans les diverses pyramides ; d'autre part, les volumes de ces pyramides sont évidemment proportionnels aux surfaces de ces triangles.
Il s'ensuit que le centre de gravité de la pyramide coïncidera avec celui du polygone déterminé par le plan sécant.
Donc, le centre de gravité d'une pyramide quelconque est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, et au quart de cette droite à partir de la base.
14'' Centre de gravité d'un cône. — Il est évidemment situé sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de la base, et au quart de cette droite à partir de la base.
15*" Centre de gravité d'un ellipsoïde. — Trouver le centre de gravité du volume compris entre l'ellipsoïde :
les plans coordonnés et un plan quelconque, correspondant à l'abscisse x.
Nous aurons : V ^ffzdxdy - Jrfa^J cy/l -%-$ dy.
Pour déterminer la limite supérieure y' de y, cherchons l'intersection de la surface avec le plan des xt/ ; nous aurons :
d'où :
»-»vA^-
On a donc :
Cherchons d'abord l'intégrale relative à y, en posant
d'où :
D'ailleurs, pour y = 0, on a cp = 0, . et, pour
y = y^ = b\/l 2 , on a ç = ^ : donc , l'intégrale
relative à y se transforme en la suivante :
J (^ "" S) ^^^' î'^î' = 6 (1 - J')J cos« (fd<f ;
par suite,
TT
jî ^ a?
-»cj(i-i)<tej'co,.,rf,-^r(i-j)*„.
ou bien :
On a aussi :
Yx, ^ffœzdœdy = c I xdœ I y I — ^ — ^^ dy
On en tire :
On a de même :
Vy, ^ffyzduody^cj dœj y i-.g ^ |! yrfj^
-tïh^h
or, en posant a; = asin^», il vient :
= a g <H- g sm <{; cos ({/ +-^ — ^ — ^;
d'où :
Vyj « — — I ^{/ + sin ^ cos ^ +^ sin ^ cos® <j/ >
Enfin, on a :
Yz
, ^lff,^d.dy^^jda,j{l-%-%)dy
cos* ^d^^
ou bien :
dbc^ ( 2
YZ^ -= "T" j4 + Si^ 4/ CCS t{; + ^ si^ ^ cps' ^|>
Cas particuliers. — Si dans les expressions précé-
TT
Rentes, on fait â? == a, et par conséquent, i{^ = -^, on
obtient, pour le volume de la huitième partie de l'ellipsoïde, et pour les coordonnées de son centre de gravité :
_ Tzàbc _ 3a _ 3& _ 3c
et, si dans ces dernières formules, on fait a = 6 = c,
on obtient pour le volume de la huitième partie de
la sphère, et pour les coordonnées de son centre .de gravité :
^ tra^ 3a _ 3a 3a
"^ ~êr ' ^^ ^ ^ ' ^* 8" ' '^^ *™ ^ *
expressions que l'on pourrait facilement trouver par un calcul direct.
16"* Centre de gravité de l'aire du cône :
comprise entre les plans a? == 0, a? = a, y = 0, y^=h. Nous aurons :
A ^f fV 1 + p* + î* dxdy -(«toi ^^iJ dy
= I \/2ab {a + &),
Ay, -fJV^ +p' + q*.ydxdy=-\dx ^ ^f^ ^V
A^i =ff[/l +p\+ q^ . zdxdy = l dœ l (œ-^y)dj/
-fia + b);
on en tire :
Sa [a , b\ Sb (b , a\ ^]/ab
_ Sa la , b\ _ Sb (b , a\ <^yab
CHAPITRE VII
Équilibre des systèmes de forme variable.
341. On appelle fil ou cordon un lien sans pesanteur dont la section transversale est négligeable, et qui est parfaitement flexible et inextensible. Il s'ensuit que la longueur de l'arc formé par le fil entre deux de ses points est invariable, quelles que soient les forces qui agissent pour l'étendre ; mais on peut le courber comme on voudra sans éprouver de résistance.
Le problème que nous nous proposons de résoudre consiste à déterminer la forme d'équilibre dHun fil soumis à des forces données, et à trouver les tensions en ses différents points.
342. Nous allons entrer dans quelques détails pour expliquer ce que l'on entend par la tension d'un fil ea un point donné.
Considérons d'abord deux forces agissant aux extrémités d'une portion rectiligne de cordon.
Pour que ces forces se fassent équilibre, il faut qu'elles soient égales, directement opposées, et de même^ direction que le cordon. Il faut, en outre, que leur sens soit tel qu'elles tendent le cordon. En effet, si ces forces n'avaient pas la même direction que le cordon, rien ne
les empêcherait de le faire tourner, et si, ayant la direction du cordon, elles ne sont pas égales et de sens contraires, elles auraient pour effet de faire avancer le cordon dans le sens de la plus grande. Il est évident
aussi que les deux forces
Vie* 1 0ft
''* ' doivent tendre le cordon.
p^ A c 5 ç Car^ si les forces (flg. 120)
appliquées en A et B sont dirigées de A vers B, et de B vers A, il n'y aura pas équilibre, le fil ne pouvant développer aucune résistance qui empêche le rapprochement des points A et B.
Par conséquent, pour que les forces se fassent équilibre, il faut que les conditions énoncées plus haut soient Satisfaites. On dit alors que les deux forces se font équilibre par Vintermédiaire du cordon.
Cela posé, soit C un point quelconque du cordon. Si l'on coupe le cordon en ce point C, il faudra, pour maintenir l'équilibre de la partie AC, introduire en ce point C une force Tj égale et directement opposée à P. Il s'ensuit que la partie BC du cordon tient lieu de cette force égale et opposée à P. Cette force T^ s'appelle là tension du cordon. De même, pour maintenir l'équilibre de la portion BC, il faudrait introduire au point C une force Tg égale et directement opposée à Q, et qui, par conséquent, tiendrait lieu de la portion AC. Cette tension Tjj sera donc égale et contraire à Tj.
La tension, dans le cas actuel, est constante dans toute l'étendue du âl AB. Elle est égale à la valeur commune des deux forces P et Q.
En général, si l'on coupe un fil en équîMhre en un point, il faudra, pour maintenir l'équilibre, appliquer en ce point deux forces égales et contraires aux extrémités des deux portions séparées par la coupure. Ces deux forces sont la tension du fil au point considéré. Ainsi
donc, la tension du cordon en un point est la force qu'il faut appliquer en ce point pour maintenir Vune des portions du fil en équilibre, Vautre portion étant censée supprimée. Cette force tient lieu de la portion du fil supprimée.
En un point du fll nous avons donc deux tensions, deux forces égales et de sens contraires qui se détruisent dans l'équilibre de l'ensemble du fil, mais qu'il y a lieu de considérer quand on étudie l'équilibre de chaque portion séparément.
Il résulte de ce q^^i précède qu'une portion d'un fil en équilibre, est en équilibre sous l'action des forces qui lui sont directement appliquées, et des deux tensions aux deux extrémités.
Remarque. — On peut mesurer la tension d'un cordon en un de ses points en le coupant en ce point, et interposant un dynamomètre entre les deux parties.
343. Problême. — Une force P de direction donnée est appliquée en un point C d'un fil sans poids AB. On demande quelles sont les forces Pj, Pg quHl faut appliquer suivant la direction des cordons CA et CB pour qu'il y ait équilibre.
L'équilibre du cordon AC (fig. 121) exige que la force p. j2i. Pi dirigée dans le sens
du cordon soit égale à la tension Tj de ce cordon (n° 342). De même, en tous les points du cordon CB la tension T2 est égale à Pg. Nous pouvons donc considérer le point C comme un point matériel libre en équilibre sous l'action de la force P et des tensions T^, T^ appliquées suivant
les directions CA et CB. Par conséquent, la force P est égale et contraire à la résultante de Pj et P2. Nous aurons donc Pi et P^ en décomposant la force — P, égale et opposée à P, suivant les directions CA et CB.
Remarque. — Les tensions des deux cordons sont en général inégales. Ces tensions seront égales lorsque la force P sera la bissectrice de l'angle ACB.
344. Supposons que la force P, au lieu d'être appliquée directement en C, soit appliquée dans le prolongement dCun cordon CD attaché au point C.
Le point C (flg. 122) considéré comme libre est en
équilibre sous l'action des
Fiff. 122.
tensions des cordons AC, CB et CD, tensions qui sont égales (n*" 342) respectivement aux forces Pj , Pg, et P. Chacune de ces forces est donc égale et directement opposée à la résultante des deux autres.
On en conclut que, pour qu'il y ait équilibre, les
trois cordons doivent être dans un même plan, et l'on a
la relation :
P : Pj : Pg « sin (a -f- a') : sin a' : sin a ;
d'où l'on tire :
P sin a'
sin (a + a')
Psina
^ ^ sin (a + a')
Remarque. — Les tensions Tj et T^ sont d'autant plus grandes que sîn (a + o^ est plus petit. Elles sont infinies pour «+«'«= 180*". On en conclut que, quelque petite que soit la force P s*eœerçant obliquement sur un cordon^ il est impossible de tendre ce cordon en ligne droite.
345. Supposons maintenant que Von fixe un point A du cordon AC, et proposons-nous de trouver la traction que supporte le point A. Cette traction sera évidemment égale à la force P^ qu'il faudrait appliquer au point A rendu libre, pour maintenir l'équilibre : elle est donc égale à la résultante des forces P^ et P.
Si l'on fixe également un point B du cordon BC, la traction que supportera le point B sera égale et contraire à Pg.
346. Supposons encore un cordon AB, et au point C un anneau dans lequel ce cordon peut glisser librement. Le cordon est tiré des deux côtés par deux forces P^ et Pg ; Vanneau est soumis à V action dune force P. On demande les co'nditions d'équilibre.
Fixons les deux points A et B du cordon (flg. 123), l'un à droite, l'autre à gauche de l'anneau. Dans son
mouvement, le point C *"' " ne peut que décrire une
ellipse dont A et B sont les foyers. Donc, la condition d'équilibre est celle d'un point matériel assujetti à demeurer sur une ellipse. Il faut donc, pour Véquilibre, que la force P soit normale à Vellipse (n° 227), c'est-à-dire bissectrice de Vangle ACB.
On a d'ailleurs, en désignant l'angle ACB par 2 x, et en appliquant les formules précédentes (n^* 344) :
JTj JTj
2cosa
Fig. 124.
347. Si l'on avait un nombre quelconque de cordons réunis par un nœud, la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre, est que chaque force ait la direction du cordon correspondant, et le sens voulu pour le tendre, et que chaque force soit égale et directement opposée à la résultante des autres.
Si l'on fixe un point sur chacun des cordons, excepté
sur un seul CD, Qn peut se proposer de trouva tes traC'tions que la force P exerce sur les points fixes.
S'il n'y a que trois cordons non situés dans un même plan ^ CAj, CAg, CAg, il suffira de décomposer P en trois forces agissant suivant les prolonge- ^P ments de ces cordons (fig. 124).
S'il y a plus de trois cordons, le problème est indéterminé, la force P pouvant être décomposée d'une infinité de manières suivant ces cordons.
Équilibre du polygone funiculaire.
Ô48. Considérons maintenant le cas général de réquilibre d'un cordon soumis à faction d'un nombre quelconque de forces appliquées en différents points de ce cordon.
Ce cordon prendra la forme d'un polygone plan ou gauche dont les sommets seront les points d'application des forces. On lui donne le nom de polygone fitniculaire. Les différents sommets portent le nom de 7io^ds,
Soit un fil ABCDE en équilibre (fig. 125), et sollicité par des forces P, P', P'S... R, S, appliquées aux différents nœuds, et aux extrémités. D'après ce que nous avons vu (n*" 342), si l'on coupe un cordon quelconque CD en un point I, par exemple, il faudra, pour maintenir
l'équilibre, appliquer en ^^S'^^^' ce point I aux deux
^ portions du fll, deux
forces égales et contraires. Ces forces mesurent la tension du fil en ce point I. Lorsque le fil n'est pas coupé, ces deux forces sont détruites par la liaison que le fll établit. Cela posé, pour qu'il y ait équilibre, il faut que la force R agisse dans la direction du premier côté du polygone (ou qu'il y ait ùii point fixe remplaçant cette for<îe).
La tension T^ du premier cordon doit faire équilibre à cette force R, et, par conséquent, on a :
Ti -=R.
Pour qu'il y ait équilibre au point B, il faut que la tension T^ du second côté BC fasse équilibre à la force P et à la tension T^ appliquée en B. Cette tension T^ doit donc être égale et directement opposée à la résultante de la force P et de la tension T^ du premier côté. On peut observer que les trois doites AB, BC et BP sont situées dans un même plan.
De même, pour que le point C soit en équilibre, il faut que la tension T3 du troisième côté CD fasse équilibre à la force P' et à la tension T^, appliquée en C. La tension T3 est donc égale et directement opposée à la résultante des forces To et P', et les trois droites BC, CD et CP' sont dans un même plan.
En continuant de la même manière, on verrait que la tension du dernier côté doit être égale et directement opposée à la résultante de la force appliquée au dernier sommet, et de la tension du côté précédent. Pour que ce dernier côté soit en équilibre, il faut que la force S soit appliquée dans le prolongement de ce côté, et qu'elle soit égale à la tension de ce dernier côté.
On voit donc par ce qui précède, que la tension en un nœud quelconque est égale en grandeur et en direclion à la résultante de la force appliquée en ce tiœud, et de la tension du côté adjacent.
349. Théorème. — Les forces appliquées à un polygone funiculaire en équilibre^ étant transportées en un point quelconque^ s'y font équilibre.
En effet, si le polygone est en équilibre, il sera encore en équilibre, si l'on rend sa figure invariable; par conséquent, les forces qui y sont appliquées doivent
satisfaire aux conditions d'équilibre d'un système rigide. Donc, si on les transporte parallèlement à elles-mêmes en un même point, elles doivent donner une résultante nulle.
350. Remarque. — Il résulte de ce qui précède que l'on peut, pour définir le polygone funiculaire, donner en grandeur et direction les forces R, P, P',... et les longueurs AB, BC,... des cordons successifs.
En construisant le contour polygonal ABCD..., on pourra déterminer en grandeur et direction la der7iière force S qui maintiendra Je polygone en équilibre.
On peut d'ailleurs obtenir cette force par la construction suivante :
Par un point quelconque de l'espace (flg. 126), menons une droite OB^ parallèle à R ou à T^, et prenons
sur cette droite à une échelle ^^' ' arbitraire une longueur OB^
égale à la force R. Par le point Bj menons une droite BjB^, égale et parallèle à la force P :
il est évident que la droite OB.^ représente la tension T^ du second côté du polygone. Si, par le point B^, nous menons BgBg égale et parallèle à P', en joignant OB3 nous aurons la tension T3 du troisième côté, et ainsi de suite. En continuant ainsi, on trouvera que OB^i sera la tension Tn du dernier côté, et, par conséquent, elle sera égale à S.
Cette construction n'est autre que celle du polygone des forces R, P, P',... S; il faut donc pour l'équilibre que le polygone soit fermé. Ce polygone a reçu le nom de polygone de Varignon.
Ainsi, les directions des côtés du polygone funiculaire en équilibre sont parallèles aux droites OBj, OB^,... partant du point dans le polygone de Varignon, et ces droites représentent les tensions des côtés du polygone funiculaire. U faut, en outre, powr VéquilibrCy que chaque côté du polygone funiculaire puisse résister à la tension correspondante.
351. Théorème. — La tension dun cordon quel* conque est égale à la résultante de toutes les forces appliquées au polygone funiculaire depuis une de ses eœtré7nités jusqu'au sommet oii commence ce cordon^ ces forces étant transportées parallèlement à elles-mêmes en un quelconque des points de ce côté.
En effet, la portion ABCD (fig. 125), par exemple, est en équilibre sous l'action des forces R, P, P', P" et T^ : ces forces ne cesseront pas d'être en équilibre, si l'on rend le polygone ABCD rigide. Par conséquent, la force T^ est égale et directement opposée à la résultante des forces R, P, P', P"* Comme on peut transporter des forces en un point quelconque de leur résultante, sans changer leui* effet, le théorème est démontré.
On peut, d'après ce qui précède, résoudre les deux problèmes suivants :
SôlÈ. Problème I. — Déterminer la position d^ équilibre dun cordon^ et les temiions de ses côtés^ connaissant les forces en grandeur et direction, et les côtés du polygone en grandeur seuleinent,
A partir d'un point A, je mène une parallèle à la force R, et je prends tme longueur AB égale am piranier côté du polygone. Par le point B, je mène une droite ^ale et parallèle à P, puis je construis un parallélogramîae dont P et R sont les côtés, la diagonale sera la tension du côté BC, et elle aura la même direction que ce côté. Je prends donc à partir du point B, et sur le
prolongement de la diagonale une longueur BC égale au second côté, puis par le point C, je mène une droite égale et parallèle à P', et ainsi de suite.
353. Problème II. — Étant données la forme du polygone funiculaire^ et les tensions des côtés, trouver les forces à appliquer aux nœuds pour maintenir réquilibre.
Chaque force sera égale et directement opposée à la résultante des tensions des côtés adjacents au nœud considéré.
354. Remarque. — Le plus souvent, au lieu d'être sollicitées par des forces données R et S, les extrémités du polygone funiculaire sont attachées à deux points fixes A et E. Alors R et S désigneront les réactions des points d'attache sur les cordons extrêmes, réactions qui sont égales et contraires aux tensions de ces cordons. On pourra dans oe cas se proposer, connaissant la forme d'un polygone funiculaire en équilibre sous Faction de forces données, P, P', P",... de déterminer les tractions exercées sur les deux points fixes.
Puisque l'on connaît la figure du polygone funiculaire, on connaîtra les directions de ces tractions. Pour déterminer la traction au point A (fig. 127), nous observerons que cette traction est égale à la tension du
côté AB, et dirigée ^'^' ^^^- suivant ce côté. Or,
la force P est égale et directement opposée à la résultante des tensions T^ et T^ des deux côtés AB et BC ; donc, — P est la résultante de ces tensions. Mais, la forme du polygone étant donnée,
on connaît les directions des deux composantes T^ et T^* On a donc à décomposer — P suivant deux directions données, et l'on trouve que BK est la tension du côté AB, c'est-à-dire que la traction au point A sera égale en grandeur à BK et dirigée dans le sens AB.
Solution analytique des problèmes précédents.
355. Problème I. — Supposons que le polygone ait n côtés. On donne les forces en grandeur et direction. Les inconnues de la question sont les n tensions Tp Tg,... Tn decescôtés, et leurs directions (a^^b^^cj,... (an^bn,Cn)y cc qui nous donne 4n inconnues.
Désignons par R (a,p,y), P^ («^ , Pi , yj, ... Pn-i(«n-i, Pn-1, 7n-i), S(«„, (3^, /n) les forccs appliquées aux points A, A^, A^,... A^-i, E. Les conditions d'équilibre nous donnent les équations suivantes :
Y Au point A :
Rcosa + TiCosai = 0, Rcosp + Ticos&i«=0, R cosy + Tj CCS c^ « ;
2"^ au point Aj :
P, ces aj — T,^ cos a^ + Tjj ces «g = 0, Pj cos p, — Ti cos 6i + Tg cos b^ = 0, Pi cos Yi — Ti cos c, + Tg cos c^ = ;
au point A^ _ i :
P„ _ 1 COS On _ 1 — Tn - 1 COS «n - 1 + Tn COS a« = 0, Pn_l COSpn-1 — Tn-1 COS&n-l + Tn COS Jn = 0, Pn-.iCOSyn-l — Tn-iCOSCw-1 + Tn COS Cn = ;
au point E :
S CCS CLn — Tn CCS «n = 0, S COS Pn — Tn ces bn =* 0, S CCS Ytt — Tn CCS Cn « 0.
Nous avons ainsi n + 1 groupes de trois équations, c'est-à-dire 3n + 3 équations. En y joignant les n équations :
cos*ai + cos*&i 4" cos^Cj = 1, ces* «2 + ces* ftg + ces* Cg = 1,
COS^ Un + COS* bn + COS* Cn = 1,
nous aurons 4n + 3 équations entre les in inconnues.
En éliminant les in inconnues, nous aurons trois équations indépendantes des inconnues. Pour faire cette élimination, il suffit d'ajouter les premières équations de chacun des n + l premiers groupes, ce qui nous donnera :
RCOS a + Pi ces tti + ... + Pn ^ 1 CCS an - 1 4- S cos an -• ;
de même, en ajoutant les deuxièmes, et ensuite les troisièmes, on a :
R ces p + Pi COS Pi + ... + Pn- 1 CCS Pn-l + S COS ^n == 0,
R CCS Y + Pj CCS Yi + ... + Pn - 1 cos Yn - 1 + s ces Yn = 0.
Or, ces trois dernières équations qui sont indépendantes des inconnues sont les trois équatioiis cféquilibi^e du polygone funiculaire. Elles expriment, comme on le voit, cette propriété que toutes les forces R, Pj,... Pn_i, S, transportées en un même point de l'espace, s'y font équilibre. Il en résulte que les 4n + 3 équations précédentes se réduisent à 4n équations distinctes nécessaires et suffisantes pour déterminer les 4n inconnues.
356. Problême IL — Connaissant les tensions Tj, Tj,... Tn, et les directions {a ^^ &j, Cj),... («n» &n» ^n)» des côtés du polygone ^ déterminer les forces R, Pj,... Pn-i, S, et les angles (a, P, y),... (a^, p„, /n), qu'elles font avec les axes.
Il y a actuellement 4n + 4 inconnues, ce qui exige la connaissance de 4n 4- 4 équations.
Or, nous aurons les n + 1 groupes de trois équations, et en outre les n + 1 équations :
cos* a + ces* p +• ces* Y = I»
ces* ttj + ces* Pi + ces* ïi = 1»
ces* an + C0S« pn + COS* Yn = !•
357. Remarque. — Si nous supposons que les forces extrêmes R et S sont remplacées par deux points fixes
A et E, alors, dans le premier problème (a, (3, y), («n, I3n» yn)» R et S ne sont pas donnés. Il s'ensuit que le premier des n + 1 groupes de trois équations disparaît, ainsi que le dernier, et il ne reste plus que 3n — 3 équations au lieu des 3n 4- 3 primitives (n° 365). Mais, dans ce cas, la distance L des deux points fixes est connue en grandeur et en direction, et, si nous désignons par i, fx, u les angles que L fait avec les axes, et par l la longueur de l'un des côtés du polygone, nous aurons les trois équations :
L ces X -- S/ cos a,
L cos |x = Itl ces b,
L cos u = Si ces c,
qui, jointes aux 3n — 3 précédentes et aux n équations :
cessai + cos*6i + cos'Ci =» 1,
ces* a« + cos* bn + cos* Cn = 1,
serviront à déterminer les 4n inconnues.
Si l'on se propose, dans cette hypothèse de A et E fixes, de résoudre le second problème, c'est-à-dire de déterminer en grandeur et en direction les forces Pj^... Pn-i, à appliquer aux différents nœuds, et les tractions R et S exercées sur les points fixes, nous aurons 4n + 4 inconnues. Or, R et S sont données respectivement par le premier et le dernier des n + 1 groupes de trois équations (n° 356), desquels on tire :
R = — Ti, a = a,, P = 6i, y -= c^,
Il reste alors, pour déterminer les 4n — 4 inconnues restantes, les n — 1 groupes de trois équations, et, en outre, les n — 1 équations :
cos* aj + cos^ Pi -f- cos* Yi = 1 ,
C0S«an-i + C0S*pn-l + C0S«yn-l = 1,
c'est-à-dire 4n — 4 équations.
358. Examinons encore le cas d'un polygone funiculaire fermé de n côtés, et proposons-nous de déterminer les tensions T^,...Tnyet les angles que ces côtés font avec les axes.
Soient P^ (« ,, Pi, 7i),... P« K.Pn^yn), les forces données appliquées aux n sommets. Nous aurons les 3n équations suivantes qui expriment qu'il y a équilibre à chaque sommet entre la force P et les tensions des deux côtés adjacents :
Pi cos aj -f- Ti cos «1 — Tn ces an «= 0, Pi cos pi -f Ti cos 6i — Tn ces hn = 0, Pj cos Yi + Ti cos Cl — Tn COSCn = ;
P^ cos ttjj + T55 cos a^ — Ti cos ai = 0, Pg cos P2 + Tg cos &2 — Ti cos &1 = 0, P2 ^s Yg + Tj cos Cg — Ti cos Cl = ;
Pn cos an -t- Tn COS ttn — Tn-l COSan-l «O, Pn COS Pn + Tn COS &n — Tn - i C0s6n-1 = 0, Pn COS Yn + Tn COS Cn — Tn-l COS Cn - i =0.
D'autre part, on a les n relations :
cessai + CCS* 61 + cos^Ci = 1, cos^aj -h cos^Jg + cos^Cg = 1,
ces* Un + cos^ bn + cos* c„ «= 1 ;
en outre, puisque le polygone est fermé, on a, en désignant par l la longueur d'un des côtés :
S/ oos a =»= 0, 2/ ces 6 = 0, JU cos c = 0.
Nous avons ainsi 4n + S équations entre les 4n înconnnes Tj (a^, 6^, Cj),... Tn («n» ^n> ^n). Or, si l'on élimine les 4n inconnues, en ajoutant, comme nous l'avons fait précédemment (n° 355), les 3n premières équations, on obtient les trois équations :
EPcosa = 0, SP cos p = 0, 2P cos Y -= 0,
qui seront les conditions d'équilibre du polygone fermé.
359. Remarque. — On peut encore mettre les conditions d'équilibre d'un polygone funiculaire sous une autre forme. En effet, comme chaque nœud doit
être séparément en équilibre sous Faction de la force qui y est appliquée et des tensions des deux côtés adjacents, on a (flg. 128) :
Fig. 128.
R : P : T, = sin a' : sîn (a + a*) : sin a,
Tj : F : T3 « sin P' : sin (P + p') 2 sin p,
etc.
De ces équations on tire, en égalant les valeurs des tensions :
Psina
sin (a + a') "" sin (p + P') '
de même.
P^ sin p sin (P + P')
P^^ sin f sin (Y + f) '
et ainsi de suite.
Ce sont les conditions d'équilibre du polygone funiculaire.
On a aussi pour la tension du premier côté :
sin (a + a'j
360. Cas particulier. — Si les forces sont les bissectrices des angles du polygone, on a, en désignant par 2a, 2^,... les angles formés par les côtés,
2 ces a 2 CCS p 2 ces y
Donc, Véquilibre exige que chaque force soit pvvportionnelle au double du cosinus de Vangle qu'elle fait avec chacun des côtés adjacents du polygone. La tension est constante dans toute retendue du fil.
C'est ce qui arrivera lorsque les forces P, P', P'',... seront appliquées à des anneaux, puisque, comme on sait (n"" 346), dans ce cas, chaque force est bissectrice de l'angle des côtés adjacents.
Cas des forces parallèles.
361. Si les forces appliquées aux différents sommets du polygone sont parallèles et verticales (flg. 129), excepté les deux forces extrêmes, qui sont toujours dirigées suivant les deux côtés extrêmes (par exemple, si ce sont des poids), les conditions d'équilibre prendront une forme simple.
Fig. 129.
En effet, nous avons les équations (n"* 359)
P sina P' sin ^
sin (a + a') ^ sin (p + ?') '
F sin fi
sin (P + p'i
etc.
Or, on a évidemment :
P^^ sin Y^ sin (Y + Y)
d'où :
sin a' = sîn {3, sin p' =» sin y, ...
Multipliant les deux membres de la première équation respectivement par sin a' et sinjS, les deux membres de la seconde par sin/3' et sin y, et ainsi de suite, on a :
P sin a sin a' P' sin p sin P' P^^ sin y sin Y
sin (a + a') ^ sin (p + P') ^ sin (y + y') ^ '"
ou bien :
cotg a -h cotg a" cotgP + cotgp' cotgy + cotgy'
Donc, dans le cas actuel, la condition d'équilibre est que chaque force soit proportionnelle à la somme des cotangentes des angles qu'elle fait avec les deux côtés adjacents au nœud correspondant.
362. Propriété. — La tension horizontale de chaque cordon est une quantité constante.
En effet, la tension du premier cordon AB est donnée par la formule (n^ 359) :
P sin (x!
sin (a + a')
La composante horizontale de cette tension est évidemment :
^ . P sin a sin a'
H == Ti sm a == — r
sin (a + a') cotg a + cotg a'
On trouverait de même que la composante horizontale de la tension du second côté est :
P cotg p + cotg p' '
et ainsi de suite. Par conséquent, la tension horizontale de chacun des côtés du polygone est une constante, et les conditions d'équilibre (n° 361) expriment cette propriété.
363. ^^ROPRiÉTÉ. — La tension de chaque côté est en raisoiï inverse du sinus de Vangle que ce côté fait avec la direction de la force.
En effet, on a :
sma
* sm a' sm p '
364. Propriété. — Lorsque toutes les forces sont parallèles^ le polygone funiculaire en équilibre est un polygone plan.
En effet, l'équilibre de chaque sommet exigeant que la force P qui y est appliquée, et les deux cordons adjacents soient dans un même plan, ce plan contiendra la force P' parallèle à P, et appliquée au sommet suivant. Le côté suivant sera encore dans ce même plan, et ainsi de suite.
365. Propriété. — Les deux côtés extrêmes se rencontrent en un point de la verticale passant par le centre des forces parallèles appliquées aux différents nœuds.
En effet, toutes les forces appliquées au polygone doivent se faire équilibre. Or, toutes les forces parallèles sont dans un même plan avec les forces R et S, dirigées suivant les côtés extrêmes. Mais, toutes les forces parallèles se réduisent à leur résultante égale à leur somme, et par conséquent cette résultante doit faire équilibre aux deux forces R et S. Or, pour que trois forces situées dans un même plan se fassent équilibre, elles doivent concourir en un même point.
Équilibre d*un fil flexible.
366. Trouver la forme cC équilibre d'un fil flexible et inextensible attaché par ses deux extrémités à deux points fixes ^ et sollicité par des forces en ses différents points.
Supposons le fil divisé en éléments de longueur ds ; un élément MM' « ds, considéré comme libre, sera en équilibre sous l'action des forces qui le sollicitent, et des tensions à ses deux extrémités. Ces tensions sont d'ailleurs dirigées suivant les tangentes aux deux points M et M' : elles agissent l'une dans un sens, l'autre en sens contraire.
Soient Vds la force qui agit sur l'élément ds : Xds, Yds, Zds ses composantes ; T la tension à l'extrémité M : ses composantes sont :
^dx ^dy rj^dz^ ds' ds' ds'
Comme la force T est dirigée en sens contraire du sens dans lequel on compte l'arc ds, ses composantes doivent être prises avec le signe — .
Soit T' la tension au point M' : décomposons cette tension suivant les axes. A cet effet, observons que la tension T en un point M de la courbe est une fonction continue de l'arc s qui définit ce point, ou des coordonnées Xy y y z, de ce point : il en est évidemment de même de
ses composantes T -^, T ^, T t-t-. Par conséquent,
quand on passe du point M au point M', ces fonctions augmentent chacune de sa différentielle. Les composantes de T' sont donc :
elles doivent être prises avec le signe +, puisque T est de sens contraire à T.
Nous aurons donc les trois équations d'équilibre :
Des équations (1) on tire les suivantes :
as as
doo Multipliant ces dernières respectivement par -r-,
-j-y -T-, et ajoutant, en ayant égard aux relations :
it)' + m + (S)
doc .dx 1^^^ 1^//^— -0 ds ds '^ ds ds ds ds '
il vient :
rfT -= — (Xrfa? + Yrfy + Zdz),
formule qui donnera la tension T en un point du fil^ en fonction des coordonnées de ce point, lorsque le second membre sera intégrable.
Si nous multiplions les équations (2) respectivement
•fdx ^dy jdz , . . . «i • x
par rf — , d-^j d--r-y et si nous ajoutons, il vient :
Cl/S CvS (a/S
ou bien, en désignant par p le rayon de courbure au point M, et par A, fx, v les angles qu'il fait avec les axes :
i^ + i(XcosX + YcoSfx + Zcosu)d5« = 0;
— 368 ~ d'où :
— + Pcos(P,p)rf5«=0.
De cette formule on conclut que — est égal à la
composante normale de la force Fds qui sollicite Vêlement ds.
Enfin, si Ton multiplie les équations (2) respectivement par :
dyd^z — dzd^y, dzd^x — dœd^z, dœd^y — dyd^œ.
et si Ton ajoute, il vient :
X (dyd^z — dzdhf) + Y [dzd^x — dxdfiz)
+ Z {dœdhf — dyd^œ) = 0,
les autres termes se détruisant.
Cette dernière équation exprime qu'en chaque point la force Pds est dans le plan osculateur à la courbe.
367. Cas particulier. — Supposons le fil soumis à Yaction de la pesanteur seule, et supposons qu'il soit homogène. Désignons par p le poids de lunité de longueur du fil, l'axe des z étant dirigé suivant la verticale de bas en haut.
Nous aurons :
et les équations (1) deviennent alors :
dlT
i (t^) - pâ, - 0.
Des deux premières, on tire, en intégrant :
^das ^ds-''^
^ ds "'
d'où:
dy _ft cte "" a'
et, par suite,
Il en résulte que la projection de la courbe sur le flan des xy est une ligne droite, et, par conséquent, cette oMrfe ^ plane.
Remarque, -t- On peut arriver directement au même résultat : en effet, les éléments ds sont les côtés d'un polygone fiiniculaire infinitésimal. Or, les poids des
éléments étant des forces parallèles, le polygone infinitésimal sera dans un plan vertical passant par les deux points d'attache (n*" 384).
368. Puisque la courbe est une courbe plane, nous pouvons la rapporter à deux axes pris dans son plan, Taxe des œ étant horizontal, et l'axe des y .dirigé suivant la verticale, les y étant comptés positivement de bas en haut. On a les deux équations :
Ce sont les équations (^équilibre cTun fil homogène pesant attaché par ses deux extrémités à deux points fixes.
En intégrant ces équations, on a :
ds
Pour déterminer les constantes A et B, nous supposerons que l'on compte les arcs s à partir du point le plus bas de la courbe. Nous aurons évidemment en ce point,
et -^ «= 0, puisque la tangente en ce point est
parallèle à l'axe des x : \\ en résulte que B =* 0.
dx D'ailleurs, en ce même point , — = 1 ; par conséquent,
la constante A est la tension au point le plus bas : nous la désignerons par pc, c étant la longueur d'une portion du fil dont le poids pc est égal à la tension A au point le plus bas.
Nous aurons alors, en remplaçant les constantes par leurs valeurs :
mdx
ïf = />.;
d'où :
dx c'
or, de la formule :
rfs» — (te« (l + ^^
dafj'
on tire :
et, en intégrïuit :
as
+ K =« ci. (s + |/c« + s*).
eto-— ^=, (3)
ya^ + s*
Pour déterminer la constante K, nous supposerons que l'axe des y passe par le point le plus bas de la
Fig. 180.
courbe (flg. 130), sans du reste fixer l'origine. Il en résultera que l'on a a? « 0, pour sw^Q\ par conséquent,
et, en remplaçant.
j?= cl .
De cette équation on tire :
ce == s + |/c« + s* ;
par conséquent,
\/c^ + s'^^ce — s.
d'où, en élevant au carré et réduisant, on tire :
En éliminant s entre les équations (2) et (5), on trouve :
dx
et, en intégrant,
Si l'on prend l'origine sur la verticale qui passe par le point le plus bas, en un point 0, tel que l'on ait OC «= c (fig. 130), la constante K' est nulle, puisque l'on doit avoir y = c, pour a? = 0.
Nous aurons donc pour l'équation de la courbe qu'affectera le fil :
Cest l'équation de la chaînette.
869. Cette courbe jouit de plusieurs propriétés remarquables : nous allons en étudier quelques-unes.
D'abord, il est évident, d'après l'équation (7), que la courbe est symétrique par rapport à l'axe des y.
D'autre part, de l'équation (5) on tire :
ds _ d'où, à cause de l'équation (7) :
Or, cette équation exprime qu'en chaque point de la chaînette, la projection MK de l'ordonnée de la courbe sur la normale MN est constante et égale à c.
On a, en eflfët (fig. 130),
MK = MP . ces PMK -» y cos T « y ^ = c.
L'équation (2) nous donne :
Cette équation exprime que la projection MI de Vordonnée sur la tangente MT est égale à Varc CM, compté à partir du point le plus bas de la courbe.
En effet, on a (flg. 130) :
MI = IF tg IPM « IP tg T - c ^ =T= 5.
D'ailleurs, les équations (8) et (9) nous donnent :
Cette équation exprime que Vordonnée y, Varc MC, et l'ordonnée c du point le plus bas forment un triangle rectangle dont Vordonnée y est Vhypothénuse.
Des équations :
T^-pc. (1)
on tire :
T = py.
Donc, la tension en un point quelconque de la chaînette est proportionnelle à Vordonnée de ce point.
Remarque. — De l'équation (2) on tire
ds =^cd.^y ou bien, en remplaçant ds par sa valeur rfa? %/ 1 + -jr^ •
On trouve pour X équation différentielle de la chaînette :
371. Propriété, — Le rayon de courbure de la chaînette est égal à la normale MN, mais dirigé en sens contraire.
En effet, le rayon de courbure est donné par la formule :
et, en vertu de (10), on a :
Mais, de l'équation (8) on tire :
par suite,
D'autre part, on a :
MN = y %/l + ^ «= ^, et, par conséquent, p = MN.
Équilibre d'un fil appliqué sur une surface.
872. Un fil est appliqué sur une surface ^ et sollicité par des forces dirigées dune manière quelconque dans l'espace. On demande de trouver la position d'équilibre de ce fil.
Soient MM' — ds un élément du fil (flg. 131), et Pds
la force agissant sur cet élément.
Nous rendrons l'élément libre en introduisant la réaction Ncf^ de la surface et les deux tensions T et T' aux deux extrémités M et M'.
L'élément ds libre est alors en équilibre sous l'action des forces Fds, Nd^, T et T. Par conséquent, les équations d'équilibre sont :
d (t^) + Xd5 + Nrf^cosX = 0, d [t^) + Y(fc + Nds CCS fx = 0, rf (t^) + Zds + Nds cos u ^ 0,
A, f*, u étant les angles que fait avec les axes la normale à la surface :
Les équations (1), (2) et (3) nous donnent
Multipliant ces équations respectivement par -r-,
■#» J-» Bt ajoutant, en observant que l'on a : as as
m + (f )■ + fê)'
^dœ , dy , dz ^
cosX^ + cosp^ + cosu^«0,
il vient.:
dT + Xrfo? + Ydy + Zdz = 0,
d'où, en intégrant,
T = C —f{Kdœ + Ydy + Zdz). (8)
Cette équation servira à déterminer la tension T au point M.
Pour trouver la forme d'équilibre du fil, nous devons chercher une deuxième équation à joindre à l'équation (4).
A cet effet, multiplions les équations (5) et (6) respectivement par -^ et -7-, et retranchons, il vient :
On a de même :
^dzd^ — dyd^z , ^dz „dy , ^J dz dy\ ^ ,,^,
^dœ(Pz — dzd^x , „dx ^dz , ^^t dœ ^dz\ ^ ,.,,
Cela posé, multiplions ces dernières équations respectivement par —, —, T-» et ajoutons, il viendra :
d¥^ l dyd^œ — dœdHf \ , rn ^ I dzd^ — dyd^z \ ^ dz \ rf^ / ^ ^ dœ\ ds' )
(ÎF [ dxd^z — dzd^œ \ , '^F / rfy _ ^ dœ\ + ^ d^\ 'd^ / "•" dz [^ ds ^ dsj
dx\ ds ds] ^ dy\ ds ds}
. ^Aà¥ t ^dy dx\ , d¥l dz dy\
, d¥ l dx . dz\\ ^
Or, il est facile de voir, en remplaçant cosl, cosf*, cosu par leurs valeurs que le coefficient de N est nul, et, par conséquent, cette dernière équation se réduit à la suivante :
dF dydfix — dxâ^y , m^ dzd^ — dyâ^z dz ds^ '^ dœ d^
yrp^ dxd^z — dzd^x . ^ /y^_ v — \ dy * ds^ dz\ ds ds)
Cette équation (12), jointe à l'équation (4) donnera la forme d'équilibre du fil.
878. Pour déterminer la réaction normale de la surface, ou la pression exercée par le fil sur cette surface, nous multiplierons les équations (5), (6) et (7) respectivement par cos X, cosfx, cos v, et nous ajouterons ; nous aurons l'équation :
+ p(^ cos X -f Y cos p + Z cos v) 4- N ~ 0,
qui servira à déterminer N.
Cette dernière équation peut être mise sous une autre forme que nous allons chercher. En désignant par p le rayon de courbure de la courbe, et par A^, fXj, v^ les angles qu'il fait avec les axes, on a :
. d^x dhj d^z
COSX,-p^, COSfX,«p^, cosu, = p^.
et l'équation précédente devient :
— (COSl COSij + COSfX COSjXj + COSUCOSU,)
+ (X cosX + Y cos|[x + Z cpsu) + N « 0.
Or, en désignant par 19 l'angle que fait le rayon de courbure de la courbe avec la normale à la surface, on a :
cosYj = cosX cosXi + cosfi cosfXi + cosu cosui ;
d'autre part, si 6 est l'angle que fait la force P avec la normale à la surface, on a :
XcosX + Ycosfx + Zcosu = P cos9,
et il vient alors :
— cos>i + P cos9 + N — ,
équation qui donnera la pression — TUds exercée par un élément cb du fll sur la surface.
374. Cas particuliers. — r Si les forces qui sollicitent le fil sont nulles, on aura : X «= 0, Y =«= 0, Z — ; par suite.
d'autre part, on a :
— N «■ - ces >î.
Donc, la tension en chaque point est constante^ et la pression exercée par chaque élément du fil est proportionnelle à cette tension constante^ et en raison inverse du rayon de courbure.
2^ Si la force aux différents points du fil est normale à la surface, on a : .
X = PcosA «PV^,
dx
dF Y = F cos II ^FYj-^
dF Z « Pcosv «=PV^,
en posant,
L'équation (8) nous donne encore :
D'ailleurs, l'équation (12) se réduit à son premier terme, et il vient :
dF âV
^ (dzd^ — dyd^z) + g^ (dxd^z - dzd^x)
dF + ^ {dyd^x — dxd^) « 0.
Or, les coefficients de cette équation sont ceux du plan osculateur, et en les désignant par A, B, C, on a :
j^àF dF dF ^Q
'^ dt/ dz
Cette dernière équation, jointe à l'équation :
nous donnera la forme du fil.
Il est facile de voir que l'équation :
dF dF dF dœ dy ^ ôz
exprime que la normale à la surface est dans le plan osculateur de la courbe. Donc, le plan osculateur de la courbe est normal à la surface. Cette courbe jouit de la propriété d'être la plus courte que l'on puisse mener sur la surface entre deux quelconques de ses points : c'est une ligne géodésique.
3^ Si nous supposons le fil libre, nous aurons N = 0, et les équations (1), (2) et (3) deviennent alors :
ce sont les équations que nous avons trouvées précédemment (n"" 366).
Les équations (8), (9) et (10) nous donnent :
^.dz „ dy , ^dz d^y — dy d^z ^
r,dœ ^ dz . -.dœé^z — dz d^œ ^ ^rfj""^rfj+^ d^ ^•
Il est facile de s'assurer que ces trois équations se réduisent à deux qui sont celles de la courbe d'équilibre.
4® Si le fil est libre et soumis à V action de la pesanteur seule^ on a :
X-^0, Y — 0, Z^ — g, N*»0, et les équations (1), (2) et (3) nous donnent :
5° Si le fil libre est sollicité par des forces normales à ce fU, les équations d'équilibre sont :
rf(T9^l+Xtb-0,
d[^%)+^ds^O,
rf|T5^l + Zefe — O»
La force étant normale au fll, on a :
Xdœ + Ydy + Zdz = 0, «t réquation (8) nous donne :
T =s const.
Les équations d'équilibre deviennent alors ;
dx
^Trf(f)+X^ = 0, Td (g) + Yds = 0.
Trf(g)+Zrf. = 0;
d'où, en élevant au carré, et ajoutant, en observant que l'on a :
il vient :
d'où :
T = Pp,
ou bien
Donc, quelle que soit la force normale au fil, la forme du fil est telle que la force est en raison inverse du rayon de courbure.
Remarque. — Si la force P est constante, on a p = const., et, par conséquent, la courbe est un arc de cercle.
CHAPITRE VIII
Principe des vitesses virtuelles.
375. Considérons un système de points matériels quelconques, soumis à certaines conditions, et supposons ce système transporté de la position qu'il occupe dans une position infiniment voisine qui satisfasse à toutes les conditions données. On appelle déplacement virtuel ou vitesse virtuelle d'un point quelconque, la droite qui joint la première position de ce point à la seconde. Le mot virtuel indique que ce déplacement est seulement possible, mais il n'a pas réellement lieu, et l'on n!a pas à considérer les forces qui seraient capables de produire ce mouvement.
On appelle moment virtuel ou travail virtuel dune force le produit de la valeur absolue de cette force par la projection sur sa direction du déplacement virtuel de son point dC application.
On est convenu de considérer la projection comme positive ou négative, selon qu'elle est dirigée à partir du point M d'application de la force dans le même sens que
la force ou en sens contraire, c'est-à-dire suivant que l'angle formé par la direction de la force avec le déplacement est aigu ou obtus.
Le moment virtuel est positif ou négatif suivant que la projection du déplacement est positive ou négative. Il est nul, si le déplacement est perpendiculaire à la direction de la force.
D'après cela, si l'on désigne par P la force appliquée à un point M, par as le déplacement virtuel de ce point, par (P, $s) l'angle compris entre ces deux directions, le travail virtuel de la force P est :
P . Is ces (P, Is).
Ce travail sera positif ou négatif suivant que l'angle (P, $s) est aigu ou obtus.
Remarque. — Il est évident que l'expression P . $s cos(P, as) peut être mise sous la forme :
P ces (P, Is) . hs,
et, sous cette forme, on voit que le moment virtuel de la force P est égal au produit de la vitesse virtuelle multipliée par la projection de la force suivant la direction du déplacement.
376, Le principe des vitesses virtuelles peut s'énoncer, en général, de la manière suivante :
Si des forces en nombre quelconque se font équilibre sur un système de points fnatériels, assujettis à des conditions données^ la somme des moments virtuels de toutes ces forces est nulle pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons du système.
Réciproquement, si la somme des moments virtuels est nullCy le système sera en équilibre.
Nous démontrerons d'abord ce principe pour le cas d'un point unique.
377. Théorème. — Étant donné un nombre quelconque de forces P, P', P",..- concourantes^ le moment vû^tuel de la résultante de ces forces est égal à la somme algébrique des moments virtuels des composantes.
Soient R la résultante des forces P, P', P",... appliquées à un même point (fig. 132), et 00' = Ss un déplacement virtuel quelconque de ce point. Soient a, a\ a",...
Fig. 182.
les angles que les forces P, P', P",... font avec le déplacement 00', et ô l'angle de R avec ce déplacement.
Nous aurons (n^* 222) :
R ces 9 == P ces a + P' ces a' + P" cos a" + ... ; par conséquent,
r55 cos 9 = Vis cos a + P'85 cos a' + P"85 cos a" + ...
Or, en désignant par 5r, Sp, Sp,... les projections de 3s sur les forces R, P, P',... cette équation nous donne :
Ror = Pô/} + P'Sjo' + P^'Sp" + ... = SP5;},
ce qui démontre le théorème énoncé.
378. Pour que les forces P, P', P",... se fassent équilibre, il faut et il suffit que l'on ait R = 0, et, par conséquent, il vient :
Sp8/) ^ 0. (1)
Donc, pour que des forces appliquées à un point inatériel libre se fassent équilibre^ il faut et il suffit que la somme des moinents virtuels de ces forces soit nulle pour un déplacement virtuel quelconque.
Remarque. — Si l'on désigne par X, Y, Z les composantes de la force P suivant les axes, par Sœ, Sy, Sz les projections de Ss sur ces axes, le moment virtuel de la force P sera égal (n° 377) à la somme des moments virtuels de ses composantes, et nous aurons :
P8p = X8a? + Yôy + Z5^.
L'équation (1) devient alors :
S PLSo? + Y8y + Z5^) = 0. (2)
Cette équation (2) nous donne immédiatement les trois équations d'équilibre d'un point libre (n® 220). En effet, elle peut être mise sous la forme :
3j7 . SX + Sy . 2Y + 05 . SZ =- ;
d'où l'on tire, puisque dœ, 5y, oz sont arbitraires comme is^
SX — 0, SY = 0, SZ = 0.
379. Considérons maintenant deux points M et M' (flg. 133), soumis respectivement à l'action de deux forces égales et directement opposées P et P' et cherchons la somme des travaux virtuels de ces forces pour un déplacement très petit du système de ces deux points.
Soient {œ, y, z), {œ\ y\ ^') les coordonnées rectangulaires des deux points M et M' (flg. 133), r la distance de ces deux points, nous aurons :
r» =- (^ - 0/)* + iy—y'f + (^ - zf. (3)
Nous considérerons les forces P et P' comme positives ou négatives suivant qu'elles tendent à rapprocher ou à séparer les deux points d'application. Par conséquent, les cosinus directeurs de la force P sont :
et le travail virtuel de cette force P sera :
Pl /
— - (0? - 0?') Sa? + (y — y) 8y + U - z' )lz ;
de même, le travail virtuel de la force P' égale et directement opposée à P sera :
^'1(0?- a?') Iccf + (y-^y') V + (z-z)tz^l
Nous aurons donc pour la somme des moments virtuels de ces deux forces, en observant que P = P', l'expression suivante :
Or, de la formule (3) on tire :
r5r=(a?— a?')(8a?— 8a?') + fy~y')(3y--8y')+(^--5')(8;2:--8^');
par conséquent, la somme des moments virtuels des deux forces P et P' est égale à :
On voit que cette somme sera nulle, si la distance r est constante.
Donc, dans tout déplacement virtuel pour lequel la distance MM' ne variera pas, la somme des moments virtuels des deux forces P et P' est nulle.
Cette propriété aura lieu lorsque les deux points sont unis par un lien rigide, ou lorsqu'ils sont liés par un fil flexible et inextensible, ce fil étant tendu, et restant tendu pendant le déplacement virtuel considéré. Elle cesse d'avoir lieu si les deux points sont unis par un fil élastique, ce fil s'allongeant ou se raccourcissant pendant le déplacement virtuel.
Théorème des moments virtuels poixr un système matériel quelconque.
380. Nous avons vu précédemment (n° 244) que les forces qui sollicitent un système de points matériels sont de deux espèces : elles sont intérieures ou extérieures. Les forces intérieures sont celles qui émanent de points faisant partie du système ; les forces extérieures émanent, au contraire, de points matériels extérieurs au système.
On divise aussi les forces en forces directement appliquées et forces de liaisons. Nous allons définir ce que l'on entend par forces de liaisons.
En général, les divers points d'un système ne sont pas indépendants les uns des autres : leurs coordonnées sont assujetties à remplir certaines conditions, à satisfaire à certaines équations auxquelles on donne le nom de liaisons. Ainsi, certains points du système peuvent être assujettis à rester à des distances invariables les uns des autres; certains points peuvent être assujettis à rester sur des courbes fixes ou des surfaces fixes; certaines parties du système peuvent être assujetties à rester en contact les unes avec les autres.
Ces conditions sont exprimées par des équations entre les coordonnées des points du système et constituent ce que l'on appelle les liaisons. Ces liaisons équivalent à des forces.
En efffet, si l'on supprime une liaison, le système prendra un mouvement différent de celui qu'il aurait pris si la liaison avait subsisté : l'état de repos ou de mouvement du système sera modifié. Or, il est évident
que l'on pourra ramener le système à son état primitif, en appliquant certaines forces aux différents points de ce système. Ces forces s'appellent forces de liaisons : elles peuvent être intérieures ou extérieures, suivant les cas. Lorsqu'une liaison est remplacée par une force, cette force devient une force directement appliquée.
381. Considérons maintenant un système quelconque de points matériels sur lesquels agissent des forces données. Ces points peuvent être libres, ou soumis à des liaisons. Or, en substituant aux liaisons les forces qui peuvent en tenir lieu, le système pourra être considéré comme composé d'un certain nombre de points matériels libres sur lesquels agissent les forces données, et les forces de liaisons, c'est-à-dire les forces inconnues provenant des liaisons entre les points ou des obstacles extérieurs au système.
Pour que chacun des points du système soit en équilibre, il faut (n*^ 378) que la somme des moments virtuels de touêes les forces intérieures et extérieures qui agissent sur lui soit nulle pour un déplacement virtuel quelconque de ce point.
Si l'on fait la somme des équations semblables obtenues pour chacun des points du système, on en conclut que, dans tout système matériel en équilibre, la soynme des moments virtuels de toutes les forces intérieures et extérieures qui sollicitent les différents points est nulle pour tout déplacement vi^^tuel quelconque.
Il est évident que ce théorème ne serait d'aucune utilité à cause de Timpossibilité de déterminer a priori les forces de liaisons. Mais, on peut, comme nous allons nous en assurer, éliminer les forces inconnues, de manière que l'équation ne renferme plus que les moments virtuels des forces motrices données. Il suffit, pour cela, de prendre parmi tous les déplacements
infiniment petits que Ton peut attribuer aux différents points matériels, ceux qui sont compatibles avec les liaisons du système, et alors les liaisons disparaîtront d'elles-mêmes.
Nous allons définir ce que Ton entend par un déplacement virtuel compatible avec les liaisons du système. C'est un déplacement qui doit être possible sans altérer les liaisons du système ; en d'autres termes, les équations de liaisons doivent être vérifiées par les différents points du système, non-seulement dans sa position actuelle, mais aussi dans celle qui correspond au déplacement. Si donc les équations de liaisons sont vérifiées par les coordonnées (a?, y, z), {œ\ y\ ^'),... des différents points du système, elles doivent être vérifiées aussi, et au même instant, par les coordonnées :
[X f Ix, y + ly,z + oz], (a?' + 8a?', y' + ty\ ^' + 8^'),...
de ces mômes points après le déplacement.
382. Démontrons maintenant que, si l'on considère des déplacements compatibles avec les liaisons, les forces qui tiennent lieu de ces liaisons disparaîtront d'ellesmêmes.
P Si certains points sont unis par des liens rigides, la distance de deux points ne varie pas, et, par suite, la somme des moments virtuels des forces provenant des liaisons de ces points est nulle (n*^ 379). Par conséquent, ces forces n'entreront pas dans l'équation des moments virtuels.
2*" Si un point M du système est assujetti à rester sur une surface fixe, la réaction de la surface est normale à cette surface, et le déplacement du point étant dans le plan tangent, le moment virtuel de cette réaction est nul. Il en sera de même pour tous les points assujettis à
demeurer sur des surfaces fixes. Il en est aussi de môme pour tous les points assujettis à demeurer sur des courbes fixes. Donc, les réactions de ces obstacles n'entreront pas dans l'équation des moments.
3° Si un point est assujetti à demeurer sur une surface faisant partie du système, et mobile avec lui, la réaction N de la surface est encore normale à la surface. Mais, le déplacement Ss n'est pas, en général, perpendiculaire à cette réaction : en efFet, on doit alors combiner le déplacement du point sur la surface, avec le déplacement de la surface, et ds peut être considéré comme la résultante d'une vitesse relative du point M, tangente à la surface, et d'une vitesse d'entraînement due au mouvement de la surface. Or, la projection $n de Ss sur la normale se réduit à la projection de la vitesse d'entraînement, et le moment virtuel NSn restera dans l'équation des moments. Mais, le point exerce sur la surface une pression N' égale et contraire à la réaction N ; la vitesse du point d'application de cette pression est évidemment égale à la vitesse d'entraînement. Par conséquent, le moment virtuel de la pression N' est N'iîn' = N(în ; ces deux moments virtuels égaux et de signes contraires se détruiront dans l'équation des moments virtuels. Il en serait de même pour tous les points assujettis à demeurer sur des surfaces mobiles.
4"" Enfin, si deux corps s'appuient l'un contre l'autre, il en résulte des pressions normales égales et opposées, dont les moments virtuels égaux et de signes contraires, disparaîtront de l'équation des vitesses virtuelles.
Il résulte donc de cette discussion que, dans tout système matériel soumis à des conditions analogues à celles que nous venons d'examiner, et pour tout déplacement virtuel compatible avec ces liaisons^ la somme des moments virtuels des forces de liaisons inconnues est
nulle; par conséquent, si l'équilibre a lieu, la somme des moments virtuels des forces motrices sera nulle, et l'on aura :
SPSp = 0.
383. Réciproquement, si la somme des moments virtuels est nulle pour tous les déplacements infiniment petits compatibles avec les liaisons, le système est en équilibre.
En effet, si les forces appliquées au système ne se font pas équilibre, ce système prendra un certain mouvement compatible avec les liaisons, et l'on pourrait empêcher ce mouvement en appliquant à chacun des points du système, dans la direction opposée à celle où il tend à se mouvoir, une force Q d'une intensité convenable. Le système étant alors en équilibre, nous aiu'ons, d'après ce qui précède (n*" 382) :
SP5/) + SQôç = 0.
Or, par hypothèse,
SP5p - ; par conséquent, on a :
HQ^jq = 0.
Mais, chaque force Q étant directement opposée au déplacement virtuel dq de son point d'application, les moments virtuels Q^q sont tous négatifs. Par conséquent, l'équation I^Q^q = est impossible, et, par suite, l'hypothèse que nous avons faite était absurde, et le système proposé était en équilibre sous l'action des forces P seulement.
384. Nous aurons donc le théorème suivant qui constitue lepri7icipe des vitesses virtuelles :
Théorème. — Pour qu'un système de points matériels^ soumis à des liaisons quelconques^ et sollicités par des forces 7notrices quelconques soit en équilibre^ sous roction de ces forces, il est nécessaire et suffisant que la somme des moments virtuels de ces forces soit nulle pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons du système.
Si donc on désigne par P l'une quelconque des forces motrices, et par ^p la projection sur sa direction du déplacement virtuel os de son point d'application, la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre est :
SPSp = 0,
le signe S se rapportant à toutes les forces motrices.
Remarque. — Si l'on désigne par X, Y, Z les composantes de la force P, par œ, y, -s: les coordonnées de son point d'application, l'équation précédente pourra être remplacée par la suivante :
S ÇLlx + Yly + Zlz) = 0.
385. Nous allons voir maintenant comment le principe des vitesses virtuelles peut donner les conditions d'équilibre d'un système quelconque^ soumis à des liaisons données.
Soient :
Li==0, L, = 0, ... La = 0, (1)
k équations données entre les coordonnées des n points qui composent le système : ce sont les équations de liaisons.
L'équation d'équilibre est :
S (Xix + y8y + Zoz) «= 0,
les déplacements Sœ, St/y dz,... étant compatibles avec les liaisons du système.
Or, pour exprimer que les déplacements sont compatibles avec les liaisons, nous devons exprimer que, si les coordonnées x, y, z,... des différents points satisfont aux équations (1), il en sera de même des coordonnées œ 4- dœ,y + Sy,z + dz,... Nous devrons donc avoir les équations de condition :
Lj + ôLj = 0, L^ + 5L2 « 0, ... La + SLa = ;
ces équations devant être vérifiées en même temps que les équations (1), on a :
oLi = 0, Sl^ = 0, ... oLft = 0.
Par conséquent, les variations dœ, Sy, 3z,... doivent satisfaire aux k équations :
dL,
dL,
(?Li
-^->! 2^+ -^;f Sy + ^8^ + ^ Sa?' + ... = 0,
(?Li
dx
ày
dz
dx'
dx
8^ + ^Sy + '^a. + ^aa^+... = o.
dz
Ce sont ces équations (3) qui expriment que les déplacements des différents points sont compatibles avec les liaisons du système.
Nous les appellerons les équations de compatibilité.
Si de ces équations (3) on tire les valeurs de k variations, et qu'on les substitue dans l'équation (2), on obtiendra une équation renfermant 3n — k variations indéterminées. Comme cette dernière équation doit être vérifiée pour toutes les valeurs de ces 3w — k indéterminées, il faudra que les coefficients de chacune d'elles soient nuls séparément. Nous aurons ainsi 3n — k équations, nécessaires et suffisantes pour Véquilibre du système. En les joignant aux k équations données (1), nous aurons 3w équations entre les 3n coordonnées des différents points du système et les forces données. Ces équations pourront servir à déterminer les positions des n points du système, de manière que l'équilibre ait lieu, ou bien les positions d'un certain nombre de points, ainsi que les grandeurs et les directions d'un certain nombre de forces.
386. Observons que l'opération que nous venons de faire, revient à éliminer k variations entre les équations (2) et (3). Or, cette élimination peut se faire par la méthode des multiplicateurs. A cet effet, on multiplie les équations (3) par des facteurs indéterminés Xj, >2» •••'»» puis on ajoute à l'équation (2) : on égalera à zéro les coefficients des k variations que l'on veut éliminer, et l'on aura ainsi k équations pour déterminer les k facteurs ^1» ^8>"- ^A- On égalera ensuite à zéro les coefficients des 3n — k autres variations qui sont arbitraires. On voit donc que l'on doit égaler à zéro les coefficients des 3n variations ; k des équations ainsi obtenues serviront à déterminer les valeurs de 1^,1^,,.. ïj^ , et en substituant
ces valeurs dans les 3n — k autres équations, on aura les conditions d'équilibre.
Remarque. — Cette méthode présente l'avantage de faire connaître lo^^ efforts produits par les liaisons, et les forces capables de remplacer les équations de liaisons.
Nous aurons, en effet, les 3n équations suivantes :
. dLi . dLg , . ^L
^ + ^'' dx' + '^ (?a?' + ••• ^ ^'^ do?' ^'
Or, ces équations sont précisément les mêmes que celles que l'on obtiendrait si les équations de liaisons (2) n'existaient pas, c'est-à-dire si tous les points étaient libres, et si l'on appliquait :
r Au point M (x, y, z):
une force ayant pour composantes :
''dx' ''dy' ''^ dz ' une force ayant pour composantes :
^'^Tx' "" dy' ^ ôz '
2^ Au point M' (a?', y\ z') :
une force ayant pour composantes :
^'daf' ^'ly^' ^''èz'' une force ayant pour composantes :
^ d^' ' ' dij ' ^- ()3' '
et ainsi de suite.
On voit que la force, appliquée au point M, et qui. tient lieu de l'équation L^ — 0, est normale à la surface qui aurait pour équation L^ « 0, dans laquelle on n(î regarderait que x, y, z comme variables ; de même, la force, appliquée en M', est normale à la surface qui aurait pour équation Lj = 0, en ne considérant que ^\ y\ ^ comme variables, et ainsi de suite.
On comiaît donc ainsi en grandeur et direction les forces qui pourraient remplacer les liaisons.
Applications.
387. Équilibre d'un point matériel assujetti a DEMEURER SUR UNE SURFACE. — Soient X, Y, z les composantes de la résultante des forces qui sollicitent le point, et :
F (0?, 2/, ^) = 0, l'équation de la surface.
En. désignant par Sœ, dy, 9z les projections du déplacement virtuel sur les axes, on a l'équation d'équilibre :
X5a? + Y5y + Zoz = ;
d'ailleurs, les déplacements Sx, iy, 3z doivent satisfaire à l'équation de compatibilité :
En éliminant entre ces équations l'une des variations, par exemple iz, il vient :
cette équation devant être vérifiée, quels que soient Sx, et i^j se décompose en deux, savoir i
OZ OX
dF dF
on en tire, comme précédemment (n"" 226) :
dF "* dp"" dF' dx dy dz
d'où l'on conclut que, pour qu'il y ait équilibre, il faut que la résultante des forces appliquées soit dirigée suivant la normale à la surface.
388. Équilibre d'un point matériel assujetti a DEMEURER SUR UNE COURBÉ. — Soient :
f(co> y, X) = 0,
les équations de la courbe, et X, Y, Z les composantes de la résultante des forces qui sollicitent le point. L'équation d'équilibre est :
X8â? + Yoy + z8^ «= ;
les équations de compatibilité sont :
EL
ày
àf..
dz
5aj + ^ 8y 4- -^ 8« = 0.
dz
De ces trois équations on tire :
dF dF âF ^Q
dœ dy dz
df dr dr
dœ dy dz
C'est l'équation que nous avons trouvée précédemment (n° 227).
389. Équilibre d'un solide invariable. — Proposons-nous d'appliquer le principe des vitesses virtuelles à la recherche des conditions d'équilibre d'un système de forme invariable, soumis à l'action de forces données, et d'ailleurs entièrement libre.
D'après ce que nous avons vu (n"* lll), le déplacement d'un corps peut toujours être ramené à un mouvement de translation et un mouvement de rotation. Nous allons donc considérer séparément ces deux mouvements, qui sont d'ailleui's mdépendants Vtin de Vautre,
L'équation d'équilibre du système est :
S (Xoo? + Yly + Zoz) « 0.
Or, si nous considérons d'abord le mouvement do translation, les déplacements virtuels des différents points sont égaux et parallèles. Nous aurons donc :
et ces déplacements sont parallèles. Il s'ensuit que les projections de tous ces déplacements sur chacun dos axes sont égales, et, par suite,
$y = jy « jy »
L'équation des moments virtuels peut donc être mise sous la forme suivante :
Sx . SX + 5y . SY + ^-2 . £Z = 0.
Or, le déplacement commun $s étant arbitraire, il on est de même de ses projections dx, Jy, àz, et, par conséquent, l'équation précédente nous donne les trois équations :
SX = 0, 2Y = 0, SZ = 0.
Ce sont les équations â! équilibre de translation.
Si nous considérons, en second lieu, le mouvement de» l'otation, il s'effectue autour d'un axe passant par le point 0, et nous pouvons décomposer cette rotation en trois rotations autour des trois axes coordonnés.
Considérons d'abord la rotation autour de Taxe des z
(tig. 134) : en vertu de
Fig. 134.
cette rotation, le point M du corps décrira un arc infiniment petit MN sur un parallèle perpendiculaire à OZ, parallèle qui se projette en vraie grandeur sur le plan des xj/. Nous aurons donc :
MN = mn ==- os.
Tous les points du corps décriront des arcs infiniment petits perpendiculaires à OZ. L'équation des moments virtuels étant :
2 (Xix + YSy + Ziz) « 0,
nous aurons à déterminer les projections ix, oy, Sz de MN sur les axes. Or, il est évident que dz = 0, puisque^ Ss est dans un plan perpendiculaire à OZ : d'autre part-, en posant Om = r, et en désignant par 9 l'angle mOx, l'angle inOn sera égal à ^^ , et nous aurons :
to = aô = me = 7nn sin cp =^ rS(f . sin cp,
Sy =z ne = nin cos (p = r$(f . ces ^.
Si nous observons qu'en vertu de la rotation Jç, la coordonnée x du point M diminue, le déplacement $x est négatif, et nous aurons :
Ja? =- — r sin ç d<p,
iy z=^r cos (p (îcp,.
D'ailleurs, on a aussi :
a? = r cos (p, y «= r sin (p,
et, par conséquent,
do? = — yJtp, iy « a?(î(p.
En substituant dans l'équation des moments virtuels, il vient :
et comme (îcp est le même pour tous les points du corps, et que, d'ailleurs, il est arbitraire, on a :
S (Yx — Xy) = 0.
En opérant de la même manière pour les rotations autour des axes des x et des y, on trouve les deux équations :
S [Zy - Yz) ^ 0,
S (Xs: - Ix) = 0.
Ces trois dernières équations sont les équations â! équilibre de rotation (n° 301).
Remarque. — On peut encore obtenir les six équations d'équilibre d'un corps solide de la manière suivante :
Reprenons l'équation des moments virtuels :
le mouvement le plus général d'un corps pouvant être déterminé par une translation et une rotation, nous aurons évidemment pour la vitesse d'un point M du corps :
Va: = Ux']r qz — vy, 'Cy =^ Uy '\' rx — pz^ Vz = Uz +py—qœ,
en désignant par Wj., w,/ , Ug les composantes de la vitesse de translation, et parp, q, r les composantes de la vitesse de rotation.
Or, si nous remplaçons dans l'équation des moments virtuels, do?, dy, ^z par les composantes de la vitesse du point M dans le mouvement virtuel considéré, il vient :
SiX(Ua.+gs— ry)+Y(Wy+ra?— ^z)+Z{w^+/}i/— S'iTlj^O;
mais, les composantes w-j,, Wy, w^, p, g, r étant des quantités indépendantes de a?, j/, z^ on peut les faire sortir du signe S, et il viendra * :
1. n est, en effet, évident qae ces composantes sont les mêmes pour tous les points du corps, la translation et la rotation étant les mêmes pour tous ces points.
u^ ÏX -f u^ ÏY + M, SZ + /)S (Zy — Yz) + gS (X;? — Zx)
+ rS (Yâ? — Xy) = 0.
D'ailleurs, les six quantités Wa-, Wy, w^, |o, g^, r étant arbitraires, on en conclut les six équations :
SX — 0, £Y = 0, SZ « 0,
i:(Zy — Y-2) — 0, 2(Xz — Zo?) « 0, 2 (Y^ — Xy) = 0.
Réciproquement, si ces équations sont vérifiées, l'équation :
sera vraie pour tout mouvement virtuel du corps solide. Par conséquent, les six équations qui précèdent sont les conclUio7is nécessaires et suffisantes de l'équilibre des forces appliquées à un corps solide libre.
390. Problème. — Un j)oi7it matériel M, posé sur U7i plan incliné est sollicité par une force P, et maintenu en équilibre par une force Q, faisant un angle (5 avec le plan. On demande de déta^niner la force Q et la pression du point M sur le plan.
Soit a l'inclinaison du plan AB sur l'horizon (fig. 135).
Donnons au point M un déplacement virtuel Ss compatible avec les liaisons ; ce déplacement sera évidemment situé dans le plan incliné, et nous aurons :
Fus ces (P, 5^) + Q85 ces (Q, Is) = 0.
Or, si le déplacement Ss est perpendiculaire à P, l'angle (P, as) = 90^ d'où cos (P, $s) = 0, et, par suite, on a :
cos (Q, ôs) = 0;
Fig. 136.
donc, la force Q doit être située dans le plan vertical nortnal au plan incliné.
Prenons ensuite le déplacement virtuel suivant BA, nous aurons :
cos (P, is) =« sin a, ces (Q, $s) -« — cos p,
et l'équation précédente nous donne :
P sin a — Q cos p « ; d'où :
P sin a
cosp
Pour déterminer la pression du point sur le plan, nous rendrons le point M libre^ en introduisant la réaction normale N ; nous pouvons alors donner au point M un déplacement virtuel quelconque, par exemple suivant la normale MN au plan incliné : le travail virtuel de N sera N^«, et nous aurons pour l'équation des moments virtuels :
— P(Î5 cos a 4- Q^s sin p + N(Î5 = ; d'où l'on tire :
XT T^ /^ • Q P cos (a + 3)
N = P cos a — Q sm p = .. ^ .
^ cos p
391. Problème. — Un point M est sollicité vers trois points A, B, C par des forces respectivement égales à mr, irHr^, m' V, m, wi', ;?z" étant des coefficients constants, r, r\ r" les distances du point M aux trois points A, B, C. JJ angle BAC est droit. On demande la position d'équilibre du point M.
Prenons les droites AB et AC pour axes des x et
des y (flg. 136), l'axe des z étant perpendiculaire au plan BAC, et posons :
AB-=a, AC — ô.
Les composantes de la force qui attire le point M vers le point A sont ^ :
— mXy — my, — mz ;
par conséquent, le moment virtuel de cette force est :
— m (xSœ + y$y + zSz).
De même, le moment virtuel de la force qui attire le point M vers le point B est :
— m' \{x — a) Jâî + y^y + ^^^\^
et le moment virtuel de la force qui attire le point M vers le point C est :
— m" \xSx + (y — b)Sy + zdz\.
Si nous égalons à zéro la somme des moments virtuels, et si nous posons M = m + m' + m", il vient :
— M {xdx + y3y + ziz) + m^aSx + m'^bdy = 0,
Les cosinus directeurs sont — —, — —, 1 la force étant
dirigée vers le point A.
ou bien :
(m'a — Mœ) $x -h (m''b — My)dy - llizSs = 0. (1)
Mais, le déplacement virtuel étant arbitraire, nous devrons égaler les trois coefficients à zéro, ce qui nous donne :
m'a mPb ^
Ces équations déterminent la position d'équilibre du point M : l'équation z =^ nous apprend que cette position est dans le plan BAC. Il résulte de ces formules que la position d'équilibre est précisément le centre de gravité du système A, B, C, ce qui était à prévoir (n** 324).
Remarque. — Nous avons supposé le point M libre ; si ce point ne pouvait que se mouvoir dans un plan représenté par l'équation :
Ait? + By + C^ = D, (2)
on en conclurait que les variations Sxj iy, Sz doivent satisfaire à l'équation de compatibilité :
Adx + BSy + CSz = 0. (3)
En éliminant une variation entre les équations (1) et (3), et égalant à zéro les coefficients des deux autres, qui sont indéterminées, il vient, en ayant égard à l'équation (2) :
Mx — m'a My — m"b M^
M (kx + By + C^) — m'Aa — m"Bb MD — m^Aa — m"Bb IF+W+lœ A2 + B2-^-C2 •
En égalant chacun des trois premiers rapports au cinquième, nous aurons trois éc^uations pour déterminer les valeurs de a?, y, z correspondantes à la position d'équilibre.
Il n'est pas inutile de remarquer que les trois premiers rapports forment les équations d'une droite passant par le centre de gravité du système A, B, C, et perpendiculaire au plan (2). La position d'équilibre est cette perpendiculaire.
CHAPITRE IX
Attraction des corps.
392. Les phénomènes astronomiques et physiques nous conduisent k reconnaître que tous les corps de la nature s'attirent : deux éléments infiniment petits s'attirent proportionnellement à leurs masses, et en raison inverse du carré de leur distance.
D'après cela, l'action mutuelle de deux éléments infiniment petits dm et dm' sera donnée par l'expression :
fUmdm/
en désignant par u la distance de ces deux éléments, et par /* l'action exercée par l'unité de masse sur l'unité de masse à l'unité de distance.
393. Proposons-nous d'abord de AéievuïAwevV attraction exercée par une couche sphérique homogène infiniment mince sur un élément dm\ situé en un point M à une distance a du centre de la couche.
Soient le centre de la couche (flg. 137), OM = a la distance du point attiré au centre de la couche. Par le centre et Télément M menons un plan qui coupera la
Fig. 137.
couche sphérique suivant une section annulaire, et menons deux rayons Oad, Obc infiniment rapprochés l'un de l'autre.
Soient Oa = r, et ad = bc = dr l'épaisseur de la couche; posons &0M = 9, JMO = (3, 60a — rf9, et 6M =u.
L'élément abcd a pour surface rdMr\ en tournant autour de OM, la section annulaire engendrera la couche sphérique, et l'élément abcd engendrera un anneau de cette couche. En vertu du théorème de Guldin (n° 339), le volume de cet anneau est :
rrfô rfr . 27T . ôg == "Ir.r^ sin 6 rf9 dr.
D'ailleurs, un élément de cet anneau exerce sur l'élément dm' en M une attraction dirigée suivant 6M, et égale à :
fdm dm^
Mais les éléments de Tanneau sont symétriquement placés par rapport à OM. Si nous considérons deux éléments symétriques par rapport à OM, la résultante de leurs actions sur M sera dirigée suivant OM, et égale au double de la projection sur OM de l'une de ces actions. Cette résultante sera donc :
2fdm dm! ^
. -^ ' . cos S.
te* ^
L'action totale de Tanneau étant la résultante des actions de ses éléments, elle aura pour valeur :
2fdm! Q ^ r^ /^^' Q r^ 1 t?~ cos p . -y dm - ^ cos ?y dm, '
Or, le volume de l'anneau étant :
2ûi^ sin BdOdr, sa masse sera, en désignant par p la densité,
pr2sin0rf0rfr
1. Observons que nous ne devons prendre que ^ / dm, parce que Texpression ;
expression
2fdm' Q ^
est la résultante des actions de deux éléments symétriques ; par conséquent, pour avoir l'action de la masse toWe de Panneau, nous ne devons prendre que la moitié de la masse de cet anneau.
et l'action de l'anneau sur le point M sera :
/p z »^ • CCS p.
Tous les anneaux élémentaires auront de même leur action dirigée suivant OM ; par conséquent, nous aurons l'action totale de la couche sphérique en intégrant l'expression précédente entre les limites de la couche, c'est-à-dire depuis 6 = 0, jusque « tc.
Mais, pour intégrer cette expression, nous devons lui faire subir une transformation. On a :
r^ =a a* + w* — 2au ces p.
u2 = a* + r^ — 2ar ces e,
d'où
o a^ + vr — r*
cosS« ^ ,
^ 2au
sm 6 CÎ9 =
ar
d'ailleurs, de la deuxième formule on tire
pour 6^0, u~a — r,
= ir, u^^' a + r.
Si donc nous désignons par I l'action totale de la couche, il vient :
« ^j t r ^*rf^" a* + w* — ^* udii 1 « 2x:%fdm' I - .- • — 4: . ,
OU bien, en observant que r et rfr sont constants, puisque la couche est donnée :
Or, \nr^ est la surface intérieure de la couche, A.itrdr son volume, et inor^dr sa masse. On a donc le théorème suivant :
Théorème. — L'action d\me couche sphériqiie homogène infiniment mince sur un point extérieur est égale à celle qu'exercerait la masse entière de cette couche concentrée à son centre.
394. Si le point M où se trouve l'élément dm^ est à l'intérieur de la couche, les limites de l'intégrale seront r — a et r + «, et nous aurons :
TZùfdnV . rdr
V . rdr n ^ , a' — r
On a alors le théorème suivant :
Théorème. — L'action d'une couche sphérique homogène infiniment mince sur un point situé à Vintérieur de cette couche est nidle.
On peut encore énoncer cette propriété de la manière suivante :
Propriété. — En quelque point que Von place la 9nasse dnV à Vintérieur de la couche sphérique, elle est en équilibre.
395. Pour obtenir l'action exercée par une couche sphérique ^épaisseur finie ^ comprise entre deux sphères de rayon R' et R, il suffira d'intégrer l'expression précédente entre ces deux limites, et nous aurons alors :
Ar.ofdm' } 1 7:p (R3 — R'3)/'rf?^^' .
^Tzo/am r =■ — '-^ — / r'rfr ==
Or, |7rp (R^ — R'^) est la masse de la couche sphérique, et nous aurons le théorème suivant :
Théorème. — L'action exercée par une couche sphérique d'épaisseur finie sur un point extérieur est la même que si la masse entière de cette couche était concentrée à son centre.
396. Pour ol)tenir l'action exercée par une sphère entière sur un point extérieur, il suffit de faire R' = 0, et il vient :
On a alors le théorème suivant :
Théorème. — L'action exercée par une sphère homogène sur un point extérieur est la mêm£ que si la masse entière de là sphère était concentrée à son centre.
397. Si Ton veut déterminer V action exercée par une sphère sur un point placé à Vintérieur de cette sphère^ on divisera cette sphère en deux parties : l'une intérieure sera une sphère de rayon R' sur la surface de laquelle le point serait placé ; l'autre sera une couche sphérique d'épaisseur R — R'. L'action de cette dernière partie sur le point, qui sera intérieur à cette couche, est nulle. L'action totale de là sphère sur le point se réduira donc à l'action de la sphère de rayon R' sur le point rfm'; mais, ce point étant sur cette sphère, on a : a = R', et, par suite, l'action de cette sphère sur le point est :
I Trp/ofm' . R' ;
ce sera l'action exercée par la sphère entière sur le ix)int intérieur.
Remarque. — Les résultats précédents s'étendent au cas d'un corps composé de couches sphériques et concentriques, dont la densité varie de Vune à Fautre suivant une loi quelconque, mais de telle sorte que cette densité reste constante dans toute l'étendue d'une même couche.
En effet, si le point M est à l'intérieur du corps, la résultante des actions de chaque couche élémentaire étant nulle, l'action totale est aussi nulle. Si le point M est à l'extérieur du corps, chaque couche élémentaire agit comme si toute sa masse était concentrée à son centre; par conséquent, l'action du corps entier sur ce point sera la même que si la masse totale de ce corps était concentrée à son centre.
398. Il est facile de calculer Faction mutuelle de deux sphères extérieures Vune à Vautre. Soient R et Rles rayons de ces deux sphères, a la distance des centres : Tous les points de la première sphère attirent une
molécule de la seconde comme s'il étaient réunis au centre. On peut donc remplacer la première sphère par un point d'une masse égale à |7rpR\ De la même manière, l'action exercée . par la seconde sphère sur ce point est la même que si la masse -3- Tip'R'^ de cette seconde sphère était concentrée à son centre. Par conséquent, l'action mutuelle des deux sphères est :
On a donc le théorème suivant :
Théorème. — Deux sphères hoynogènes (ou composées de couches homogènes dont la densité varie â!une couche à Vautre) s'attirent comme deux molécules de mêmes masses que ces sphèr-es et placées à leurs centres respectifs.
La même propriété existe pour deux sphères creuses composées de couches homogènes.
Attraction d'un corps de forme quelconque
sur un point matériel.
399. Considérons un corps de forme quelconque, rapporté à trois axes rectangulaires. Soient a?, j/, z les coordonnées d'un point quelconque de ce corps, p la densité en ce point, /le coefficient d'attraction, c'est-àdire l'action exercée par l'unité de masse sur l'unité de masse à l'unité de distance. L'action exercée par un élément dm de ce corps sur un élément rfm\ dont les
coordonnées sont a, &, c, situé à une distance r de l'élément dm sera :
fdmdm^
Or, on a :
dm = ùdxdydz^ et, par suite, l'action de dm sur dm* est :
f^dm\dxdydz
Les composantes de cette action suivant les axes sont :
ffdm* dxdydz , — - — ,
/prfm' dxdydz . ' ~ ,
f^dm* dxdydz . — - — .
Par suite, les composantes de Faction totale du corps sur l'élément dm' sont :
^r ^1 ^ r r r? 'V — *) dxdydz les intégrales se rapportant au volume entier du corps.
Il est évident qu'il suffira de changer les signes dans le cas de la répulsion.
400. Si le point où se trouve l'élément rfm' est extérieur au corps, il est facile de s'assurer que les composantes X, Y, Z sont finies, et qu'elles s'expriment au moyen des dérivées partielles de la fonction :
V — Z*^^ ^ f f r ^dœdydz
prises par rapport aux coordonnées a, 6, c de l'élément dm\ En effet, on a :
r « lAx — ar 4- -y — àf -t- (5 — c,* ;
par conséquent,
à^ _ r r r ? ^^^ " ^' dxdydz dTi ^J J J 7^ ' '
dv r r rp(fj — b) dœdvdz
db ^J J J '
d\ r r f p^z — c) dœdydz IJ^J J J H •
d'où :
X = fdm' ^ , Y « fdm' -J^ , Z = fdm' -^ .
— 4Si2î --
Cette fonction V est la fonction polentielle de l'élément par rapport à la masse attirante. On conclut de ce qui précède le théorème suivant :
Théorème. — Les composantes de Tattraction dCun corps sur un point extérieur sont exprimées au moyen des dérivées partielles de la fonction potentielle par rapport aux coordonnées du point attiré.
Par conséquent, le calcul se réduit à la détermination de la fonction V.
401. Propriété. — Dans le cas oie le point attiré est extérieur^ la somme des dérivées partielles du second ordre de la fonction V est nulle.
En effet, on a :
S = fff?dxdydz . ^ (^) ,
Par conséquent,
+ S + S =///?'^^'^2/rf^j^(V^)
da« ' db^
db\ r» }'^ dc\ r» /f
Or,
-1 (tz±\ « _ A 4. 3(y-&)»
d'où :
et, par suite,
On représente d'ordinaire le premier membre par la notation AV, en posant :
et alors on a, pour le cas du point attiré extérieur,
AV
C'est la formule de Laplace.
402. Les deux propriétés de la fonction V que nous venons de démontrer ont été établies en supposant finies
les quantités sous le signe / dans les expressions de
X, Y, Z, ainsi que dans la fonction V, c'est-à-dire que nous avons supposé le point attiré à Vextérneur du corps attirant. Cette hypothèse nous a permis de diifé-
rentier sous le signe / . La formule de Laplace est évidemment encore applicable dans le cas d'un corps creux, le point attiré étant dans la cavité.
Lorsque le point attiré fait partie du corps attirant, la quantité sous le signe / devient infinie pour tous les points situés dans le voisinage du point attiré, et alors on ne peut plus opérer comme nous l'avons fait. Avant d'examiner ce cas, nous devons chercher la fonction potentielle d'une couche sphérique homogène.
Considérons donc une couche sphérique ho^nogène comprise entre deux sphères de rayons r et r + dr, de même centre 0. Soient P le point attiré (fig. 138). QP = ? sa distance au centre 0, 6 l'angle que fait avec
la droite OP le rayon
Fig. 138.
qui va du centre à un point M de la couche, <p l'angle que fait le \ plan MOP avec un plan fixe passant par OP, et u la distance MP.
En désignant par p la densité de la couche, et par dv l'élément de volume au point M, on a, pour la fonction potentielle :
_ r dm __ f pdv .
_ ram __ r
en remplaçant dv par sa valeur :
dv = r^ sin drd^ rfy,
il vient :
sin0
les limites de 9 sont et ît, celles de y sont et 2k. En effectuant l'intégration relative à.cp, on a :
TT
V= 27:pr^dr f
sinÔ
dO.
Pour effectuer cette dernière intégrale, nous devons la transformer. A cet effet, observons que l'on a :
î^2 = r2 + ^2 — 2r;cos 9,
d'où :
tidu == Wsin9(W,
et, par suite.
2 K^rdr
Pour déterminer les limites de u, nous devons distinguer deux cas, suivant que le point P est extérieur ou intérieur à la sphère de rayon r.
Dans le premier cas, les limites de tt sont / — r et l + r, et il vient :
2nardt' /• Ar:ar*dr M
en désignant par M la masse de la couche. Donc, la fonction potentielle de la couche sphérique pour un point extérieur est la même que si la masse de la couche était concentrée à son centre.
Dans le second cas, les limites de u sont r — Z et r H- /, et il vient :
Donc, la fonction potentielle de la couche sphérique pour un point intérieur est constante^ c^est-à-dire indépendante de la position du point P.
403. Considérons maintenant un point P, situé à Vintérieur d'une sphère homogène de rayon r, et à une distance du centre égale à l.
Nous pouvons imaginer la sphère décomposée en couches homogènes concentriques. Pour les couches dont le rayon est moindre que l, le point P est extérieur; nous devrons donc leur appliquer la formule (1) (n° 402), et elles nous donneront une fonction potentielle égale à :
^Jr^dr^^ndK
Pour les couches dont le rayon est plus grand que /, le point P est intérieur; nous appliquerons pour ces couches la formule (2) (n° 402), et elles nous donneront une fonction potentielle égale à :
4npfrdr « 2îTp (r^ — fi).
La fonction potentielle de la sphère entière est donc :
. Cela posé, si l'on veut calculer l'actioii de cette sphère sur le point P, on remarquera que les couches dont le rayon est plus grand que l n'exercent aucune action sur le point P, tandis que les couches dont le rayon est moindre que l agissent comme si elles étaient concentrées au centre de la sphère. La résultante des actions est donc une force égale à :
et elle est dirigée suivant la droite OP ; elle a pour composantes suivant les axes :
— f Trp/am' . (a — a), — I npfdm' . (ô — P), — | Tip/Km' . (c — y),
en désignant par a, ô, c les coordonnées du point P, et par a, (3, y les coordonnées du centre de la sphère.
Il est évident que ces composantes sont égales au produit de fdm' par les dérivées partielles de la fonction potentielle V, prises respectivement par rapport aux coordonnées a, &, c du point P : il suffit, pour s'en assurer, d'observer que l'on a :
404. Ceci établi, nous allons démontrer que, dans le cas où le point attwé par un corps de forme quelconque est situé à Vintérieur de la masse agissante, les composantes de la force sont égales aux dérivées partielles de la fonction potentielle V, multipliées par fdm\
Supposons la densité p constante, et décomposons la niasse agissante en deux parties, savoir : une petite sphère, à Tintérieur de laquelle est situé le point P, et la partie restante. Soient Vj, V^ les fonctions potentielles de CCS deux parties, X,, X^ les composantes suivant l'axe des œ des actions qu'elles exercent sur le point P. Nous aurons, puisque le point P ne fait pas partie du second corps (n** 400) :
d'autre part, on a aussi (n** 403) :
X - Xi + Xj
et la propriété est démontrée.
405. Cherchons ensuite ce que devient, dans le cas d'un point situé à l'intérieur, la fonction :
En décomposant le corps comme nous l'avons fait (n" 404), nous avons, comme ci-dessus :
Or, le point P n'étant pas situé dans la partie extérieui'e à la sphère, on a (n° 401) :
AV
Mais, pour la sphère, on a :
dV
-^ = -|:rp(c-r); d'où Ton tire :
de' ^ »
Par conséquent,
et, par suite,
AV = - 47rp.
Telle est l'expression de AV dans le cas où le point attiré est à l'intérieur de la masse agissante, le corps étant supposé homogène.
Remarque. — Si le corps attirant n'est pas homogène, on a :
AV = — 4îrpp,
en désignant par pp la densité du corps au point attiré P.
Cette formule dont nous donnerons dans la suite une démonstration rigoureuse pourrait être établie de la manière suivante :
La sphère enveloppant le point attiré P peut être prise aussi petite que l'on voudra, pourvu qu'elle contienne le point P. On peut la prendre assez petite pour que sa densité soit constante et égale à la densité pp du corps au point P. Nous pourrons donc appliquer la démonstration précédente, et nous aurons alors :
AV = — inpp .
Cette formule qui est due à Poisson, peut être regardée comme générale, pourvu que Ton convienne de faire pp = pour les points extérieurs à la masse agissante.
CHAPITRE X
Notions sur le frottement.
Applications de la statique.
406. Jusqu'ici nous avons considéré les surfaces, comme parfaitement polies, c'est-à-dire comme ne pouvant exercer en un de leurs points qu'une réaction dirigée suivant la normale en ce point. Il en résulte que, si deux corps solides sont appuyés l'un sur l'autre, et se trouvent en équilibre sous l'action des forces qui leur sont appliquées, l'introduction d'une force nouvelle viendra rompre l'équilibre.
L'expérience nous apprend que, dans la pratique, il n'en est pas ainsi. Dans la plupart des cas, on peut appliquer une force nouvelle sans que l'équilibre soit troublé : cette force sera plus ou moins grande selon la nature des corps en contact. Ainsi, la même force agit d'autant plus rapidement que les surfaces en contact sont mieux polies, et que la pression qu'elles exercent l'une sur l'autre est moindre. La cause de ce fait se trouve dans ce phénomène que les surfaces imparfaitement polies présentent des aspérités qui s'engrènent réciproquement, et cette pénétration est d'autant plus grande que la pression est plus grande. Il faut, pour vaincre cette résistance, une force capable de briser ces
aspérités, une force que l'on appliquera à l'un des corps si l'autre est fixe, et à tous les deux en sens contraires, s'ils sont mobiles.
Par exemple, si un corps pesant est appuyé sur un plan incliné, le poids de ce corps tend à le faire glisser le long du plan incliné.
Théoriquement, le corps devrait glisser : mais, dans la pratique, on sait que l'on peut, sous une certaine inclinaison, appuyer un corps librement sur un plan incliné, sans qu'il obéisse à la force qui tend à le foire glisser. La force contraire qui retient le corps est une résistance qui se produit entre les surfaces en contact, qui dépend de ces surfaces, et de la pression normale au plan incliné. Pour vaincre cette résistance, ou pour foire glisser le corps, il faut un effort capable de briser ces aspérités. Cette résistance est celle du frottement : c'est le frottement de glissement. Elle est d'autant plus grande que les aspérités sont plus nombreuses, et la pression normale plus grande.
Les lois du frottement ont été établies par l'expérience par Coulomb et par le général Morin. Voici l'énoncé de ces lois :
Quand un corps mobile glisse sur une surface fixe, le frottement qu'il subit est une force tangentielle à la surface, et dirngée en ^ens contraire du mouvement. Cette force dépend de la nature des surfaces en contact. Elle est indépendarite de leur étendue et de la vitesse de glissement; enfin, elle est proportionnelle à la pression gui s'exerce normalement à ces surfaces.
Il est évident d'ailleurs, en vertu du princii)e de Taction et de la réaction, que la surface fixe sur laquelle le glissement a lieu subit un frottement égal et contraire.
Il résulte des -lois précédentes, que si N est la pression normale aux surfaces en contact, le frottement de
glissement sera représenté par une force pN, normale à à la direction de N et agissant en sens contraire du mouvement. Le coefficient fx qui dépend de la nature des surfaces en contact, du degré de poli de ces surfaces, s'appeUe coefficient de frottement. Ce coefficient se détermine par expérience.
On doit encore distinguer le frottement statique et le frottement dynamique. Le frottement statique est la résistance qu'il faut vaincre pour déterminer le commencement du mouvement : c'est le frottement au départ du corps. Le frottement dynamique est la résistance qu'il faut vaincre pendant toute la durée du mouvement. L'expérience a démontré que le frottement statique ou au départ, est toujours plus grand que le frottement dynamique.
407. Problème. — Un corps pesant est posé sur un plan incliné ; trouver sous quelle inclinaison du plan ce corps commencera à glisser.
Soit P le poids du corps (flg. 139) : décomposons cette
force en deux forces Q et T respec- ^°' ^ * tivement normale et parallèle au
planinclinéAB. La pression normale est évidemment égale à la force Q :
par conséquent, le frottement subi par le corps de la part du plan sera égal àjuQ, et dirigé en sens contraire du mouvement. Le glissement ne pourra donc commencer que si la force T est égale à pQ, et nous aurons :
T«pQ;
or, on a :
. T = Psina, Q^^Pcosa,
d'où :
fx = tga.
Fig. 140.
Remarque. — Cette équation fournit un moyen pratique de déterminer le coeflOicient (jl de frottement. Il suffit de rendre le plan AB mobile autour de l'horizontale B , de placer le corps sur le plan , et de déterminer l'angle « pour lequel le glissement commence.
408. Problème. — Une barre pesante et homogène appuie ses extrémités l'une sur un plan horizontal. Vautre contre un plan vertical^ et elle est perpendiculaire à Vintersection des deux plans. Trouver la position d'équilibre de cette barre.
Soient AB = 21 la longueur de la barre (fig. 140), et
P son poids appliqué en son milieu G, R et R' les réactions des deux plans, normales à ces plans ; les frottements en A et B seront [iR et fx'R', en supposant les deux plans de natures différentes.
En transportant toutes les forces au point pris pour origine, nous aurons les équations :
R' — pR « 0, R + p'R' — P-=0, R'.2Zsina -}- PZcosa— R.2fcosa = 0.
Des deux premières on tire :
uP 1+pp'
en substituant dans la troisième, il vient :
*• — sp— •
Problème. — Une barre pesante et l
est appuyée sur un plan horizontal et contre Varète d'un
mur vertical. Trouver la position if équilibre.
Soient AB — 21 la longueur Fig. 141. ^g j^ jj^^g ^gg j4jj^ p gpjj
poids appliqué en son milieu G, R et R' les réactions aux deuïpointsAetC, et posons:
GC -= œ, et OC — /*.
Transportant toutes les
forces au point pris pour
origine, nousaurons les équa-
A mR tions d'équilibre suivantes :
— fAR + R'sina — fiR'cosa. = 0,
R — P + R'cosa + pR'sma — 0,
R (i + a;)cosa — Pafcosa — R'^sina +/*R'Acosa = 0.
D'ailleurs, on a :
h-^ [a + x) sin a.
Ces quatre équations serviront à déterminer R, R', a et X. Des deux premières on tire :
(H-H')sin«
en remplaçant R, R' et x par leurs valeurs dans la troisième, il vient :
pA « i (1 -f f**) sin* a co:- a,
équation qui servira à déterminer l'angle «.
410. Problème. — Une havre ^pesante et homogène s'appuie sur deux plans inclinés dans le plan vertical AOB. On dema7ide la position d'équilibre, en n'ayant pas égard au frottement.
Soient AB -= 21 la longueur de la barre (flg. 142),
P son poids appliqué en
Fig. 142.
son milieu G, a et a} les inclinaisons des deux plans, et désignons par 6 l'angle inconnu BAm, par R et R' les réactions des deux plans.
Transportant toutes les forces au point À pris pour origine, nous aurons les équations suivantes :
R sin a — R' sin a' = 0,
R ces a + R' CCS a' — P =« 0, VI CCS e — R' . 2/ CCS (a' - e) = 0.
Des deux premières on tire :
P sin a'
sin (a -j- a)
Psina
sin (a + a)
La troisième nous donne alors :
tg9»iiri(=''-«*
2 sin a sin a'
Remarque. — Si l'on résout le même problème en tenant compte des frottements f/R et /xR' en A et B (flg. 143), on trouve les équations suivantes :
R sin a — R' sin a' + /aR' ces a' + fxR ces a = 0,
R ces a + R' CCS a' + f* R' sin a' — pt R sin a — P = 0,
PicosG — R'.2/cos(a' - 0) — aR'.2isin(a' — 0) = 0,
lesquelles serviront à déterminer R, R' et 0.
411. Problème. — Une barre pesante et homogène ACB appuie son extrémité inférieure A contre un plan vertical, repose en C sur un point fiœe^ et porte un poids Q à son eœtrénité supérieure B. Trouver la position d^équilibre sans avoir égard au frottement.
Fi
Soit AB = 21 la longueur de la barre (fig. 144); posons CD »= ft, et AC = a?, et désignons par R et R' les
réactions en A et C et par « rinclinaison de la barre.
En prenant pour origine le point A nous aurons les équations d'équilibre suivantes :
R — R'sina = 0,
R'cosa - p — Q==0,
PZcosa — R'a7 + Q.2icosa=0.
On a, en outre,
& = a? ces CL.
Des deux premières on tire :
COSÇt
, R = (P-|-Q)tga;
substituant dans la troisième, et remplaçant x par sa valeur, il vient :
CCS a
on a aussi :
2lb^
Cosa
Cas particulier. — Si la barre homogène est sans poids, on a : P = ; d'où :
On voit que, dans ce cas, la valeur de œ est indépendante de Q.
412. Problème. — Une barre pesante et homogène est maintenue par une extrémité en un point A d'un plan horizontal^ autour duquel elle est libre de tourner ^ et s'appuie obliquement par Vautre extrémité B contre une paroi verticale. Sa projection BC sur le plan vertical fait un angle cp avec la ligne de terre. On demande la valeur limite de Vangle cp pour laquelle le frottement eji B empéche?^a la barre de glisser.
Soient P le poids de la barre (fig. 145) appliqué en
Fig. 145.
son milieu G, AB = i sa longueur; posons AC = a, et Vangle BAC = «. Nous aurons :
BC = |/^* — a», et CCS a = I , le triangle BAC étant rectangle en C.
Prenons le point A pour origine de trois axes rectan i gulaires. La réaction au point A peut être décomposée en trois composantes X, Y, Z suivant les axes ; au point B introduisons la réaction Y' normale au plan vertical. Nous aurons en B un frottement y-Y suivant une direction perpendiculaire à BC, et qui aura pour composantes s'jivant les axes des x et des z :
X' = pY' sin ip, Z' = /uiY' cos ç.
La barre étant en équilibre sous l'action des forces P, X, Y, Z, X', Y, Z', nous aurons à écrire les six équations d'équilibre. Les trois premières nous donnent :
X — pY sin ç « 0, . (1)
Z + /jiY'cos(p — P«0. (3)
Pour obtenir les équations des moments, nous transporterons toutes les forces au point A. Or, la force X' = pYsinîp, appliquée en B, peut être transportée en D, en introduisant dans le plan des zx un couple pY'sinç . BD = iiY' \/V — a^ . sin« ç, qui sera négatif; la force /ixYsincp, appliquée en D, ou en C, peut être transportée en A, en introduisant dans le plan des xy un couple négatif qui aura pour moment jjtYsinç . AC =- pY . asin(p.
La force Z' == pYcos<p, appliquée en B, ou en D, donne, en la transportant en C un couple négatif dans le plan des zx , dont le moment est pY cos cp . CD = fxY' |//* — à^ . cos ^ cp ; et, en la transportant de C en A, elle donne un couple positif dans le plan des yZy dont le moment est f/Y . a cos (f.
La force Y', appliquée en B, nous donne, en la transportant en D un couple positif d ans le pl an des yz, dont le moment est T . BD «= Y' [/ L^ — a^sincp, et en la transportant de D en C ou en A, elle donne dans le plan des œy un coupl e positif dont le moment est r . CD « Y' 1/ e — ar . costp.
La force P, appliquée en G, peut être transportée en /; en engendrant un couple positif dans le plan d es zx^ dont le moment est P . £/*= P . i CD =| P |/F"=^ . cos 9, et en la transportant de /* en A, elle donne un couple négatif dans le plan des yz, dont le moment est P.A = P.|a.
Les trois équations des moments sont donc :
fxY' a cos cp + Y' X/t" - a* sin cp — \?a ^ 0, (4) — fxY' j/f^ — «2 sin2 (p — pY' \/l^ — a* cos^ 9
+ ^P V l'^ — a^cos 9 =* 0, (5)
— pY'asiiKp + Y'j/^'' — «^cosç = 0. (6)
L'équation (6) nous donne :
a tg cp = ^ — -^ = tg a,
équation qui détermine l'angle 9.
De l'équation (5) on tire :
__ P cos (P
et, en vertu de (1) et (2) on a :
. Psin29
X « p.Y' sm ff = — - — ^
Enfin, l'équation (3) nous donne :
P (1 + sigg y)
Fig. 146.
Remarque. — Il est facile de s'assurer que l'équation (4) est une conséquence des autres.
413. Problème. — Un corps pesant est appuyé sur un plan incliné, et sollicité par une force Q qui le maintient en équilibre. On demande de trouver Vintensité de la force Q,^ et la pression du corps sur le plan, en tenant compte du frottement,
Y Supposons d'abord la force Q parallèle au plan
incliné (fig. 146), et admettons que le corps soit sur le point de glisser de A vers B. Désignons par N la réaction normale du plan, et par F la force de frottement dirigée de B vers A, et égale àpN.
Décomposons les forces suivant deux axes respectivement parallèle et perpendiculaire au plan incliné, et nous aurons les équations d'équilibre :
N — Pcosa = 0,
Q - Psina — pN = a
On en tire :
N « P cos a,
Q = P (sin a + fjL cos a).
Fig. 147.
2"" Supposons, en second lieu, que la force Q f^sse
un angle P avec le plan incliné (fig. 147), et décomposons les forces comme dans le premier cas.
Nous aurons les équations d'équilibre :
N + Qsinp — Pcosa = 0, QcosP — Psina — pN = 0.
On en tire :
P (sin a + |tji cos a) eus ^i -t- /y. Jjiii fi
P cof^ (g + P) eus p + a siii 3 '
Remarque. — Nous avons supposé que le corps glissait le long du plan incliné en montant ; s'il glissait en descendant, il suffirait de changer le signe du coefficient fx.
414. Levier. — Le levier est un solide de forme invariable mobile autour d'un point fixe C, appelé point d'appxd (fig. 148), et sollicité par deux forces, une résistance Q, par exemple un poids à soulever, et une puissance P.
Proposons-nous de tromper les conditions d" équilibre ^ et la charge sur le point d^appui. Désignons par R
la réaction du point fixe C. Il faut évidemment pour l'équilibre que les trois forces P, Q, R soient dans un môme plan, puisque la résultante de P et Q doit être égale et directement opposée à la réaction R du point fixe. Donc, la puissance et la résistance doivent être dans un même plan passant par le point d*appui.
Fig. 148.
Il faut, en outre, que l'on ait la relation :
Pp = Qq,
c'est-à-dire que les moments des deux forces par rapport au point d*appui C soient égaux.
Quant à la réaction R du point d'appui, elle est donnée par la formule :
R2 « p2 + Q2 _)- 2PQ cos S,
ou bien :
R2 «= P2 4- Q2 — 2PQ cos (a + P),
€n désignant par a et (3 les angles des deux forces P et Q avec l'horizontale passant par le point C.
Pour déterminer la direction de R, nous désignerons par G l'angle qu'elle fait avec l'horizontale, et nous aurons les deux équations d'équilibre :
P sin a — R sin 6 + Q sin p = 0,
P cos a — R ces 9 — Q ces (3 = 0,
d'où l'on tire :
. Q _ P sin g + Q sin [3 ^ Pcosa — Qcosli'
formule qui détermine l'angle 9.
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