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AVANT-PROPOS
II est assez difficile de définir la Mécanique appliquée et d'indiquer d'une manière précise le point où l'on commence à sortir de la théorie pure pour entrer dans le domaine de la pratique; cependant on peut dire que, sauf un petit nombre d'exceptions, les problèmes de Mécanique dont la solution intéresse les ingénieurs se rangent dans les trois catégories suivantes :
Étude des machines au point de vue du mouvement à produire, des résistances secondaires développées et enfin de la puissance employée pour obtenir un certain effet;
Résistance des matériaux, c'est-à-dire recherche des dimensions minima que doiventprésenter les corps mis en œuvre, soit dans les machines, soit dans les constructions en charpente, maçonnerie ou métal, pour qu'ils se conservent indéfiniment et ne se désagrègent pas, malgré les tensions intérieures qui naissent en eux, par suite des forces appliquées à leurs différents points;
Hydraulique, ou étude théorique et expérimentale des lois qui régissent l'équilibre et le mouvement des fluides, en y comprenant accessoirement les machines hydrauliques, qui pourraient aussi se classer dans la première catégorie.
Une partie très-notable de ces applications figure déjà dans le Cours de Mécanique et Machines de l'École Polytechnique; il a même été jugé que les indications données aux élèves sur le premier ordre de questions sont le plus souvent suffisantes pour les ingénieurs des Ponts et Chaussées, qui ont en général assez peu à s'occuper de rétablissement ou de la
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direction de machines (*). Il restait donc à développer les notions relatives à la Résistance des Matériaux et à l'Hydraulique : c'est l'objet d'un Cours en deux Parties (*), ou, si Ton veut, de deux Cours, que nous professons à TÉcole des Ponts et Chaussées, en consacrant alternativement à chacun d'eux à peu près toute la durée d'une session scolaire, soit environ trente-cinq ou quarante leçons.
Disons maintenant en peu de mots quels sont les principes fondamentaux sur lesquels nous nous appuyons dans la première Partie ( la Résistance des Matériaux) et les questions principales qui s'y trouvent traitées.
Toutes les formules pratiques de la Résistance des Matériaux, depuis longtemps reconnues et sanctionnées par l'usage, ont été déduites de données expérimentales sur les relations qui lient, dans quelques cas particuliers, une force avec les déformations correspondantes, et d'un principe hypothétique susceptible de s'énoncer comme il suit : quand un corps prismatique ou composé de portions assimilables à des prismes éprouve, sous l'action de forces quelconques, une déformation en même temps qu'un changement de son état d'équilibre intérieur, les sections primitivement planes et normales à l'axe longitudinal du corps restent encore planes et normales dans l'état définitif. Cette hypothèse présente un accord suffisant avec les faits, sauf dans des cas extrêmes et pour ainsi dire exceptionnels, qui ont en définitive peu d'importance pour
(*) Une exception a toutefois été faite pour les machines à vapeur: TÉcoIc des Ponts et Chaussées leur a consacré un Cours spécial^ dont l'étendue est en rapport avec Timportance du sujet. En outre, chaque Professeur de construction décrit les machines ou engins qui se rapportent plus particulièrement au Cours dont il est chargé. Enfin, les roues hydrauliques sont étudiées de nouveau, avec tous les détails nécessaires, dans le Cours de Mécanique appliquée.
(') Nous avons publié séparément une troisième Partie, qui doit être considérée comme formant en réalité un Chapitre de la première.
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les constructeurs; elle a été admise par Navier> Bélanger, Poncelet» par M. le général Morin et par beaucoup d'autres savants ou ingénieurs; Poisson lui-même s'en est servi dans sa Mécanique rationnelle. Après toutes ces autorités, nous avons cru pouvoir l'adopter à notre tour. Sans doute la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides se présente comme une science dont les principes ont une vérité plus générale et plus certaine; à ce point de vue, on peut regretter qu'elle ne forme point la base de l'enseignement donné aux jeunes ingénieurs. Mais il fallait bien s'incliner devant une impossibilité manifeste. Malgré les travaux des illustres géomètres et notabilités scientifiques qui se sont donné pour tâche de la perfectionner, la théorie dont nous parlons doit rester pour quelque temps encore dans le domaine spéculatif; telle qu'elle existe actuellement, elle ne saurait conduire à la solution d'une foule de problèmes qu'il est permis à la science pure de négliger quand ils dépassent les ressources de l'Analyse mathématique, mais qui sont indispensables ou tout au moins extrêmement utiles dans la pratique de l'art des constructions.
Cependant, quoique dans tous les calculs d'application nous nous soyons strictement conformé au principe ci-dessus posé et aux conséquences qui en découlent, nous avons pensé qu'il était bon de l'élargir un peu lorsque, après avoir considéré la déformation et la résistance des prismes dans un certain nombre de cas particuliers en quelque sorte élémentaires, nous en venons au cas le plus général, celui où les forces extérieures sont absolument quelconques. Nous admettons bien toujours que les déformations sont exclusivement dues à des mouvements relatifs des sections planes primitivement normales à l'axe de la pièce, mais sans imposer cette condition restrictive que les mêmes sections seront encore normales à l'axe déformé.
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Le mouvement relatif de deux sections infiniment voisines prend alors toute la généralité possible. Quel qu'il soit, il peut toujours se décomposer en quatre mouvements simples, parmi lesquels trois ont déjà été rencontrés précédemment et étudiés en détail, soit à cause de leur importance pratique, soit parce qu'ils sont assez facilement accessibles à la théorie commeàTexpérience. Ces mouvements déjà connus reçoivent les noms ^* extension (ou compression]^ flexion, torsion ; celui qui vient s'y ajouter est le glissement transversal simple. S'ils étaient préalablement déterminés en grandeur, direction et sens, on en déduirait sans peine la déformation spéciale, par allongement ou glissement, de chaque fibre élémentaire traversant les sections dont il s'agit, et par suite les tensions moléculaires correspondantes, en se fondant sur des analogies trèsplausibles ou sur des faits empruntés à la Physique expérimentale ; or, cette détermination résulte immédiatement de ce qu'il y a équilibre entre les actions moléculaires développées dans une section et les forces extérieures qui agissent entre cette même section et l'une des extrémités de la pièce. On voit donc qu'on a résolu ainsi l'un des grands problèmes de la Résistance des Matériaux. On sait déterminer les tensions intérieures d'un corps soumis à des forces extérieures données. A la vérité, la solution ne semble d'abord directement applicable qu'à des prismes, mais nous faisons voir qu'elle s'étend à une classe de corps dans laquelle rentrent à peu près toutes les pièces droites ou courbes employées par les constructeurs.
La solution d'un autre problème fondamental se trouve implicitement renfermée dans celle dont on vient de donner une idée sommaire : on a en effet déterminé le mouvement relatif de deux sections inflnimentvoisines, produit par des forces extérieures données; on peut donc aussi trouver le mouvement relatif d'une section quelconque par rapport à une autre section fixe ou considérée comme telle, car il suffit pour cela
AVANT-PROrOS. IX
de composer entre eux tous les mouvements relatifs des sections intermédiaires. Cette composition, effectuée par les formules ordinaires de la Cinématique, nous a conduit d'une manière simple et rapide aux formules faisant connaître la déformation d'une pièce droite ou courbe soumise à des forces quelconques. On y voit figurer des termes introduits par la considération du glissement transversal, tandis que ces termes sont le plus souvent supprimés dans les formules usuelles, ce qui équivaut à supposer que les sections primitivement normales restent encore normales après la déformation. La simpllGcatlon dont il s'agit étant depuis longtemps consacrée par la pratique, nous en avons profité dans la résolution de tous les problèmes particuliers; mais, en faisant la théorie générale, nous avons cru qu'il était préférable de ne rien supprimer sans nécessité et de tenir compte, par conséquent, de l'élasticité transversale. Les formules ainsi obtertues deviendront peut-ètresusceptibles, dans quelquesoccasions, de mieux s'accorder avec des faits observés, qui s'expliqueraient mal par l'ancienne hypothèse de la conservation des sections normales. Une autre généralisation nous a semblé utile. Ordinairement on suppose homogène la matière des corps dont on s'occupe, et, en conséquence, on leur attribue des coefQcients d'élasticité invariables d'un point à un autre. Cela est sans doute très-plausible dans beaucoup de cas, et nous devons même convenir que dans les applications usuelles on sera presque toujours forcé de procéder ainsi, faute de données numériques sufQsantes. Cependant il y a des matières pour lesquelles le défaut d'homogénéité ne saurait être nié : par exemple, quand on coule une pièce de fonte, les parties extérieures qui sont en contact avec le moule se refroidissent plus vite que les autres et prennent ainsi des qualités physiques toutes différentes. C'est pourquoi nous avons cru devoir admettre que l'élasticité peut ne pas être la même en tous les
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points d'une pièce donnée. 11 ne résulte de là, pour ainsi dire, aucune complication ; seulement le centre de gravité et le moment d'inertie d'une section transversale doivent recevoir une définition un peu différente de celle qu'on donne habituellement.
Outre les deux grands problèmes ci-dessus mentionnés, la Résistance des Matériaux en comporte encore un troisième, qui consiste à déterminer partiellement les forces extérieures appliquées à un corps, quand celles-ci ne sont point toutes des données immédiates de la question, ce qui a presque toujours lieu dans la pratique. Vu TinOnie variété de circonstances particulières dans lesquelles ce problème peut se présenter, nous avons dû nous borner à un certain nombre d'exemples qui font suffisamment connaître les méthodes à employer en pareil cas.
Quant aux applications que nous avons faites de la théorie, nous nous contenterons de mentionner ici les problèmes sur les poutres à deux ou plusieurs appuis, considérées soit à rétat de repos, soit à l'état de mouvement vibratoire; les recherches sur la poussée, la déformation et la résistance des arcs circulaires à section constante, reposant sur deux appuis; enfin les théories des systèmes articulés et de la poussée des terres, dans lesquelles se trouvent comprises celles des ponts suspendus, des fermes de charpente, des poutres en treillis ou américaines, des voûtes en maçonnerie, des murs de soutènement ou de réservoirs, etc. La Table des matières suppléera suffisamment à ce que cet énoncé a d'incomplet. Dans tous les cas, nous nous sommes toujours attaché à simplifier autant que possible les formules principales, et, pour en faciliter les applications, nous avons construit diverses Tables numériques données à la fin de ce Volume et à la fin du troisième, qui, comme nous l'avons déjà dit, en forme une annexe naturelle.
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Nous n'avons pas négligé, chaque fois que l'occasion s'en estprésentécy de faire connaître les résultats d'expériences sur la résistance et l'élasticité des principaux corps employés dans les constructions. On sait que beaucoup de personnes trouvent dans ces expériences une série de démentis formels donnés à la théorie, d'où il résulterait naturellement que celle-ci ne devrait plus inspirer aucune espèce de confiance. A notre avis, c'est aller beaucoup trop loin. Les formules de la Résistance des Matériaux supposent essentiellement, entre autres choses, la proportionnalité entre les forces et leurs effets: par exemple, on admet que, si un certain poids suspendu à l'extrémité inférieure d'un prisme élastique vertical produit un certain allongement, un poids double produirait un allongement double, un poids triple un allongement triple, et ainsi de suite. Cela est à très-peu près exact quand les tensions sont suffisamment petites et ne dépassent pas les limites compatibles avec la stabilité. Mais quand la charge se rapproche de celle qui entraînerait la rupture, il n'en est plus de même : la proportionnalité dont nous parlons cesse complètement, les allongements croissent beaucoup plus rapidement que les charges, et, par conséquent, il faut s'attendre à ce que les formules donnent des résultats contraires à ceux de l'expérience. Or, ce sont précisément des faits de cet ordre que citent les détracteurs de la théorie. La seule conclusion qu'on en puisse tirer, suivant nous, c'est qu'il faut se méfier des formules théoriques dans le cas où les corps supportent des charges trop considérables, et en particulier lorsqu'ils sont sur le point de se rompre. Mais, lorsque au contraire les tensions ne dépassent pas les limites admises dans les constructions, les formules s'accordent assez bien avec les faits réels, comme le montrent diverses applications numériques citées dans notre Cours et les observations faites par plusieurs expérimentateurs habiles. Sous cette réserve, les ingénieurs
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peuvent donc continuer à les employer avec conQance; c'est ainsi qu'ils parviendront de plus en plus à une distribution rationnelle de la matière dans les constructions et au développement progressif des améliorations déjà très-remarquables qui ont été réalisées, depuis environ trente ans» dans les ouvrages en bois ou en métal.
La distinction si honorable que TAcadémie des Sciences a bien voulu nous accorder, en nous décernant le prix Poncelet (année 1874), pour notre Cours de TÉcole des Ponts et Chaussées, nous imposait le devoir de faire une révision attentive de celte nouvelle édition, afin d'apporter à notre œuvre toutes les améliorations qu'il serait en notre pouvoir de réaliser. D'un autre côté, le programme officiel de notre enseignement avait subi, depuis la publication de la deuxième édition, des changements assez considérables, desquels était résultée pour nous la nécessité de modifier l'ordre de l'exposition des matières, en même temps que celle d'introduire un certain nombre de matières nouvelles, comme, par exemple, la théorie des ponts suspendus, celle des voûtes, etc. Enfin, nous avons cru bon de faire connaître, au moins en partie. Tes procédés graphiques aujourd'hui très-répandus et connus sous le nom de Statique graphique y à Taide desquels on résout élégamment un certain nombre de problèmes qui intéressent la Résistance des Matériaux. Par toutes ces raisons, nous avons éié entraîné à des remaniements très-considérables, et nous pouvons dire que nous publions aujourd'hui, dans ce Volume, un Ouvrage en grande partie nouveau. Nous espérons qu'il pourra rendre quelques services, en facilitant aux ingénieurs l'élude d'une science qui a pour eux une utilité et une importance incontestables.
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INTRODUCTION
Objet de la Résistance des Matériaux; problèmes généraux qu'elle doit résoudre. — Dans la Mécanique ralionnelle, quand on étudie les conditions d'équilibre des corps solides, on a coutunnie de considérer ceux-ci comme absolument invariables, et les molécules dont ils se composent sont censées ne pouvoir s'écarter ni se rapprocher les unes des autres, quelles que soient la situation et l'intensité des forces mises en jeu. De même, on suppose à certains points une complète Qxité, on considère les cordes ou courroies comme tout à fait inextensibles et généralement on attribue aux liaisons entre les divers corps d'un système ou entre les molécules d'un même corps une puissance illimitée que rien ne saurait ébranler et, à plus forte raison, détruire. Aussi, l'on s'occupe généralement assez peu des efforts supportés par ces liaisons; souvent même on établit les conditions d'équilibre de
I. 3- édit. I
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manièro à ne ims les introduire dans le calcul : c'esl ce qui arrive, par cxcMniilo, (juand on applique le théorème du travail virtuel en ni^ donnant au svstème que les déplacements compalililc!! avec ses liaisons.
OpeiidanI, les hypothèses que nous venons de rappeler hiitVvonit'nt \w soûl, comme on le sait bien, qu'une pure uhsu'uction, et les rhoses ne se passent point ainsi dans le iiioudo ivel. \ di'ijiii de la Plijsique, l'expérience de chaque jour sulllt piHir nous montrer que les corps de la naturel nit'iiio i't'U\ dont kl ii'iiitcité piiralt le plus considérable, sont susic|iiil'lis d'i^lii' brisés ou divisés en plusieurs frai;ments, M'U" r.ii'ùoii di- lurt'i's siirQsamment grandes : ainsi, une pièce do l>ol^ oik do métal, un massif de maçonnerie, peuvent se rouipi'o p.u- t-M<'n>ioii ou par écrasement, ou de toute autre ni.itiioio, li'r^i|u'ilsoiit à supporter des charges dépassant une Ti'i l.itiio liiuiii'. I.i-s liaisons ne fonctionnent que si on ne les soniiii'i ju-i il une trop forte épreuve, sans quoi elles sont '•ii|il>iiiiit-cs; nous savons aussi que, même avant d'en arriver 1,1, rlli-" pcrmi'ltent de petites variations dans la distance mutiii-lli' des molécules, variations qui tiennent à une propriété H.'nt'ialc des corps, l'élasticité.
I.'iiif;i''nieur qui projette une macliine, un édifice ou une iinislruciion quelconque et qui veut d'avance être certain de leur stabilité, c'est-à-dire de leur durée indéfinie, ne saurait donc s'en tenir aux conditions d'équilibre fournies par la Uécanique rationnelle : conditions nécessaires sans doute, mais qui ne sont suffisantes que pour des corps abstraits. Dans celte circonstance, il pourra d'abord et devra même s'inspirer soit du sens pratique puisé dans l'exercice de son art, soit des modèles que lui auront fournis ses devanciers pour des cas analogues; mais les données obtenues de celte manière doivent, aut;\n[ que possible, être soumises au contrôle d'une science spéciale qui saura faire connaître les actions muwe^les des diverses portions d'un système de corps et les tensions moléculaires produites par telles ou telles forces extérieures, et aussi (ce qui est le plus important) saura en conclure si la stabilité existe ou n'existe pas. Cette science, assez bien définie par son nom même, est la Résistance des
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Matériaux (*)• Elle touche en même temps à la Physique et à la Mécanique, prenant dans la première diverses notions sur la constitution intime des corps naturels, dans la seconde les lois et propriétés de l'équilibre ou du mouvement.
Le but final de la Résistance des Matériaux, c'est d'indiquer par avance si les corps devant faire partie de machines ou constructions de toute nature seront capables de résister aux forces qui les solliciteront, c'est-à-dire s'ils ne se rompront pas, soit immédiatement, soit après un temps plus ou moins limité. Mais l'étude de plusieurs problèmes est nécessaire pour atteindre ce but. Supposons d'abord qu'on y soit parvenu dans le cas où l'on connaît toutes les forces extérieures appliquées à l'un des corps donton veut vérifier la résistance. Il y aura des cas où cela ne suffira point. Pour en donner un exemple très-simple, considérons une pièce de bois horizontale qui repose sur deux appuis fixes et qui est chargée de poids dans l'intervalle. Cet exemple ne rentrera pas immédiatement dans le cas général qu'on vient de définir, car toutes les forces extérieures ne sont pas données, les réactions des appuis fixes devant être déterminées par le calcul. A la vérité, le calcul est ici extrêmement facile, et les notions élémentaires de la Statique suffisent pour l'effectuer; mais il n'en est pas toujours de même : c'est ce qui arrive, par exemple, quand au lieu de deux appuis il en existe trois en ligne droite. La Statique des corps solides ne peut alors fournir que deux équations entre les trois réactions inconnues, et le problème envisagé de celte manière est indéterminé.
On conçoit bien a pr/orz qu'il doit y avoir une infinité de systèmes de trois réactions, capables de faire équilibre aux charges données. En effet, imaginons d'abord qu'on supprime l'appui intermédiaire : alors les réactions des deux autres sont connues par la Statique élémentaire, et celle du milieu est nulle. Les mêmes valeurs se conserveront si l'on met l'appui supprimé en contact avec la pièce, mais sans les presser l'un
(*) La désignation que nous employons ici, à défaut d*un nom qui n'existe pas encore dans la langue française, présente rinconvéïiient évident de confondre une science avec son objet. Nous la conservons cependant, parce qu'elle nous éritera souvent d'avoir recours à des périphrases incommodes.
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contre l'autre. Cela fait, on pourra augmenter progressivement le serrage de cet appui contre la pièce, et par suite sa réaction, sans que l'équilibre soit troublé : c'est là une proposition dont la vérité résulte clairement pour nous de l'expérience acquise, et qu'il est d'ailleurs facile de démontrer par le calcul. Or, celte pression exercée au milieu de la pièce est arbitraire dans certaines limites, et d'un autre côté elle ne peut varier sans entraîner une variation correspondante dans les réactions des appuis extrêmes : on aura donc tant de systèmes de valeurs qu'on voudra pour les réactions inconnues, en satisfaisant toujours aux conditions générales de l'équilibre, de sorte qu'on ne peut savoir ainsi quel est celui qui existe réellement.
Cependant ces systèmes peuvent se distinguer les uns des autres par une circonstance particulière, celle de la flèche plus ou moins grande qui se produit dans la pièce vers l'appui du milieu, laquelle flèche diminue à mesure que la réaction augmente. Si l'on indique parmi les données du problème que les trois appuis sont au même niveau, la valeur de la réaction intermédiaire sera celle d'une force qui, appliquée au même point, annulerait la flèche produite par la suppression de l'appui correspondant. 11 est donc possible de faire cesser l'indétermination reconnue tout à l'heure; mais pour cela il faut tenir compte des déformations que les charges produisent dans la pièce. D'ailleurs le calcul de ces déformations peut avoir souvent de l'intérêt par lui-même, indépendamment de l'application qui vient d'être signalée.
Les explications précédentes suffisent pour faire comprendre qu'il se présente généralement dans la Résistance des Matériaux trois problèmes principaux, intimement liés les uns aux autres et qu'on peut énoncer ainsi :
Problèsie I. — Connaissant toutes les forces extérieures qui sollicitent un corps, trouver l'intensité des forces moléculaires qui se développent en chaque point, et desquelles dé^ pend soit la conservationy soit la rupture de ce corps.
Problèmb II. — Les forces extérieures étant encore données, calculer le changement qu elles apportent dans la forme et les dimensions du corps qu'elles sollicitent.
Problème 111. — Parmi les forces extérieures, déterminer
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celles qui ne sont point données a priori et qui proviennent des liaisons du corps considéré avec d'autres corps.
Si ces trois problèmes généraux étaienl complélemenl résolus, et si rexpérience avait fait connaître, pour chaque nature de corps, les limites que peuvent atteindre sans danger les tensions intérieures, la Résistance des Matériaux serait une science parfaite, ne laissant rien à désirer. Malheureusement il n'en est pas ainsi, ce qui n'empêche pas qu'elle puisse fournir très-souvent des indications utiles et qu'elle soit d'une extrême importance pour les ingénieurs. Pour en faire l'exposition, voici, en résumé, la marche que nous allons suivre. Nous étudierons d'abord des cas particuliers facilement accessibles à l'expérience comme au calcul, en raison de leur simplicité, tant sous le rapport de la figure des corps que sous celui des forces extérieures mises en jeu; puis nous modifierons peu à peu nos données de manière à parvenir, par gradation, aux questions les plus compliquées qui puissent être abordées dans l'étal actuel de la Science.
Cf.Kv:r%% rtrJiiBR.
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L->r-% H-vr*X*- «nVKS or COMPRIMES PAR DES FORCES AGISSANT
<IIVANT LEUR AXE.
k^ »\'\\ XI
^ '* ^^<^ ^« Ws prismes sont considérés à l'état de repos.
* "• -i^x ,-»« ou compression simple d'un prisme homo^ ^^^^ . V^>uud un prisme élastique homogène de faibles
• V / ^x transversales est sollicité par deux forces égales •^ 'Vs appliquées suivant son axe, à ses deux extré-
' ox 4oiions mutuelles développées entre les parties que V wv x^ i.u\o section transversale quelconque ont nécessaire- ,,vMu t.»Mo résultante égale en intensité à chacune des deux v,vv X oMôrieures, car sans cela l'équilibre serait impossible. , va»,^ tvsulante, toujours la même, est ce que l'on nomme la «.♦A,vA/* totale, ou simplement tension dans la section consiii iv'o; le quotient obtenu en la divisant par l'aire de la sec- '.oii est la tension rapportée à l'unité de surface.
V^Hiand on observe les allongements produits, on reconnaît ^{u'ils varient, pour des prismes d'une matière donnée, propv>rllonnellement à la longueur primitive et à la tension par uuilé de surface. Si celle-ci devient assez grande, il est vrai quo la proportionnalité cesse; toutefois, comme la tension qui donne lieu à ce changement est encore de beaucoup inférieure à la limite qui serait fixée par les constructeurs pour avoir des garanties suffisantes de stabilité, nous admettrons toujours la proportionnalité dont il s'agit, c'est-à-dire que nous supposerons la tension au-dessous de la limite nécessaire à la conservation indéfinie du prisme.
Si les deux forces extérieures changent de sens et produisent une compression (toute courbure dans Taxe étant d'ailleurs empêchée par des moyens quelconques), on pourra répéter
identiquemeni la même chose, à pari que la tension deviendra une pression et que le prisme sera raccourci au lieu d'être allongé. Ainsi donc, en appelant
L la longueur primitive;
/ l'allongement regardé comme positif dans le cas de l'extension et négatif dans le cas de la compression;
û la section transversale;
E un nombre constant pour une même nature de corps;
N la tension totale, positive ou négative en même temps que /,
on aura la relation, fournie par l'expérience,
d'où l'on tire la valeur de la tension correspondante à un allongement donné
Le nombre E est ce que nous appellerons coefficient d^éiasticité longitudinale pour la matière qui compose le prisme; c'est, comme on le voit, le rapport entre la tension par unité
de surface et l'allongement proportionnel correspondant t ( ^ ) •
2. Généralisation des notions précédentes pour un prisme hétérogène. — Lorsqu'un prisme n'est pas homogène, mais que ses qualités physiques varient seulement d'un point à l'autre d'une section transversale, toutes les sections étant d'ailleurs identiques entre elles, on peut imaginer qu'il est formé d'une infinité de prismes juxtaposés, dont chacun serait en quelque sorte une fibre du prisme total ('). Alors, si l'on appelle w la
(•) Quelques expérimentateurs ont attribué au coefficient d'élasticité longitudinale de la fonte ou à celui du fer des valeurs différentes, suivant qu'il s'agit de l'extension ou de la compression. Mais, outre que la différence n'est pas bien positivement établie, elle est assez petite pour qu'on puisse la négliger, en vue de simplifier la théorie.
(*) Nous emploierons souvent cette dénomination àc fibre pour désigner un prisme élémentaire dont la section droite u est un élément de la section
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XV vOv»ii Jv- I uno lie ces fibres, / sa tension totale pour une >a»ia.'oa ; \lo sa longueur primitive L, E son coefficient d'élasui.i*^ KMi^iludinnlc, on pourra toujours poser, par définition
VV^ |»out «ilmcllre, avec assez de vraisemblance, que E reste s vM\^i;int pour une même fibre quand / varie, ce qui revient j^ Mippov'or qu'une fibre se comporte comme une tige isolée 01 qu'elle n'est pas influencée par les fibres voisines. Le nombre E, variable seulement d'une fibre à une autre, sera eo que nous appellerons coefficient d'élasticité longitudinale du prisme donné, dans les points qui se trouvent sur la fibre ronsldérée.
La môme notion s^étend immédiatement à un prisme de nnlure quelconque, pourvu qu'on y suppose L infiniment ])ctlt, car il est clair qu'on rentrerait ainsi dans le cas que nous venons d'examiner. Ainsi nous appelons coefficient d'élasticité longitudinale y en un point quelconque d'un prisme, le rapport supposé constant entre la tension longitudinale* de l'élément de fibre qui contient ce point, par unité de surface, et l'allongement proportionnel qui répond à cette tension.
Lorsque deux sections infiniment voisines, ayant une distance primitive L, s'écartent l'une de l'aulre d'une quantité positive ou négative /, suivant la normale à leurs plans, on dit que le prisme a éprouvé dans leur intervalle un allongement simple, lequel sera en réalité un raccourcissement dans le cas où / deviendrait négatif. En vertu de cette déformation, toutes les fibres élémentaires comprises entre les deux sections considérées sont soumises à des tensions ou pressions /, dont la formule (i) donne la valeur. Il est aisé d'en trouver la résultante : comme il s'agit de forces parallèles, il suffira d'en prendre la somme, c'est-à-dire de faire la somme ou intégrale
des valeurs de -= — pour tous les éléments d'une section, et
finie £1 d'un autre prisme. Cela ne veut pas dire que ce dernier soil nécessai« rement un corps à constitution fibreuse : le mot fibre ne reçoit ici qu'un sens purement géométrique.
1 on trouvera, puisque y resie constant,
^t ~~ y 2Ew.
Quant au point d'application de cette résultante, il est clair que, puisque ses composantes sont en chaque point proportionnelles au produit Ew, il coïncide avec le centre de gravité de la section, déterminé en attribuant à chaque élément su* perfîciel une densité égale à son coefficient d'élasticité longitudinale.
La considération de ce centre de gravité se représentera dans d'autres questions à traiter ultérieurement; en raison du rôle que joue l'élasticité dans sa définilion, nous l'appellerons centre d'élasticité.
L'allongement simple étant supposé produit par des forces appliquées sur les deux sections extrêmes, dans la direction normale à leurs plans, l'équilibre exige que les deux résultantes de ces forces, prises séparément pour chacune des deu\ sections, soient égales et contraires, et que de plus elles coïncident en direction et intensité avec la résultante des tensions dans une section quelconque. Si donc on nomme N une des deux résultantes pour les sections extrêmes, cette force devra passer le centre d'élasticité de toutes les sections et satisfaire à l'égalité
(2) Nr^-IEw.
Des relations (i) et (2) on conclut encore, par l'élimination de -j-3
formule qui, dans l'hypothèse d'un allongement simple produit par des forces N données, fait connaître la tension par unité de surface, pour une fibre élémentaire quelconque, pendant que la formule (2) permettrait de calculer l'allongement proportionnel y correspondant.
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la .;.îaîULU* iEw qui entre dans les formules (2) et (3) se iioi»»»î,* 'v^vr^ longitudinal du prisme: plus elle est grande, jiKMîs lo prisme s'allonge sous une tension totale donnée N, ce qui jusiitie suffisamment celte manière delà désigner-
3, ^ êriticittion expérimentale des formules précédentes dans *V ou'x de l'txtr'nsion proprement dite; précautions à prendre au»is u's trxpêriences» — On conçoit facilement comment peu- Noui se faire des expériences sur l'extension des matériaux. l u prUnio, suspendu par Tune de ses extrémités, soutient à Taulro un plateau de balance, dans lequel on met des poids. IViir rluique poids total mis dans la balance, on tient note de rallongement correspondant. On augmente successivement l<i oharge jusqu'à produire la rupture; mais, avant d'arriver à 00 point, on peut laisser chaque charge plus ou moins long- UMups dans la balance, pour constater l'influence du temps sur rétendue du phénomène ; on peut aussi observer les effets qui subsistent après l'enlèvement de la charge.
Les précautions à observer dans l'exécution de ces expériences sont les suivantes : i® Quand les allongements sont mesurés simplement en constatant le déplacement vertical que prend l'extrémité inférieure du prisme, il faut que les points d'appui soient aussi résistants que possible; sans cela ils céderaient à l'action de la charge, et la mesure des allongements serait entachée d'erreur. Celte cause d'incertitude pourrait être évitée si l'on mesurait le déplacement relatif de deux points du prisme primitivement séparés par une distance connue. 2® Les poids doivent être poses très-doucemenl dans le plateau, et même il faut soutenir celui-ci pendanlque l'allongement se produit. Nous démontrerons en effet un peu plus loin que, faute de celte précaution, les allongements dus à chaque poids seraient variables en fonction du temps et passeraient par des valeurs supérieures à celles qu'ils auraient prises dans l'état d'équilibre; le poids maximum qu'on pourrait faire supporter au prisme sans produire sa rupture immédiate subirait aussi une diminution plus ou moins considérable. 3° Quand on opère sur un prisme qui n*a pas de petites dimensions transversales, et qui, en conséquence, n'est pas très-flexible, il faut que la résultante des charges passe bien par le centre
de gravité ou d'élasticité de chaque section, comme îi est dit ci-dessus (n®2). Sans cela, le prisme ne pourrait pas se déformer par allongement simple, et le phénomène soumis à Texpérience ne serait plus celui qu'on avait eu l'inieniion d'étudier. Nous allons maintenant passer en revue quelques-unes des expériences faites dans le but de connaître la relation entre chaque tension et l'allongement correspondant; nous indiquerons aussi les valeurs du coefficient d'élasticité longitudinale £, qu'on en a déduites pour les matières les plus usuelles.
4. Expériences sur l'extension du fer, — Le fer est la matière qui a été le plus essayée; elle se classe en effet parmi les plus utiles, à cause de sa grande résistance, et Tattention devait naturellement se porter sur ses propriétés. Parmi les ingénieurs ou physiciens qui s'en sont occupés, on peut citer en particulier Duleau et M. Eaton Hodgkinson. Les expériences de ce dernier sont plus multipliées et plus complètes. Nous reproduisons ci-après les résultats obtenus dans une série de ces expériences, en opérant sur une tige en fer forgé de la meilleure qualité. La tige, ayant environ i5"' de longueur totale, afin de rendre sensibles les allongements à mesurer, était formée de plusieurs parties réunies au moyen démanchons; sa section était, en millimètres carrés, environ i35"'"*ï,4- Pour chaque charge, on mesurait d'abord l'allongement total; puis on enlevait la charge afin de constater l'allongement permanent qui pouvait subsister; la différence de ces deux quantités est ce qu'on nomme allongement élastique. Le coefficient d'élasticité longitudinale est égal, comme l'on sait (n*l), au quotient obtenu en divisant la charge rapportée à l'unité de surface par rallongement rapporté à l'unité de longueur; ordinairement on l'exprime en prenant le mètre carré pour unité de surface et le kilogramme pour unité de force. Dans le tableau ci-après, les charges sont exprimées en multiples de i^», 875 par millimètre carré; les allongements, en millièmes delà longueur primitive. Ce tableau, sauf quelques simplifications et quelques détails complémentaires, est emprunté à la Résistance des Matériaux de M. le général A. Morin.
Expériences pour déterminer les allongements d'nne barre de fer,
sons divers poids.
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Si, pour rendre plus sensibles les résultats du tableau précédent, nous portons sur un axe kx (Jig. i) les charges par niillimètre carré, et en ordonnées parallèles à Ajr les allongements totaux ou élastiques, après avoir corrigé quelques
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irrégularités qui viennent sans doute des erreurs d'expérience, nous constaterons :
Que les allongements totaux du fer sont sensiblement proportionnels aux charges, tant que celles-ci ne dépassent pas la limite de i5^' par millimètre carré; que, au delà de cette limite, les allongements totaux croissent suivant une loi qui devient progressivement beaucoup plus rapide, de telle sorte que le coeflicient d'élasticité se trouve à la fm quinze ou vingt fois plus petit qu'au commencement;
Que les allongements élastiques restent toujours à peu près proportionnels aux charges, même quand celles-ci se rapprochent de celle qui entraîne la rupture immédiate;
Que la valeur du coefficient d'élasticité longitudinale £, pour l'extension du fer, est en nombres ronds de 2 x io'% le mètre carré étant pris pour unité de surface et le kilogramme pour unité de force.
L'ensemble des expériences de M. Hodgkinson a confirmé
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^^ . vi.î»-N. \s'i04 onv'oro (l*aulres propriélés qui ooi élé ob- ^** V V x». .V* ^.^ii^^NÎcion. Les charges les plus faibles donnent Kx., .î-»x 1^ i i\ ù unt^ déformation permanenie; mais on Yoit
..V i V i.K^*{^oalonls permanents sont irès^petits lani que les
,.. ..j,i ,.iv .i.s u»lau\ rtîslonl proporiionnels aux charges. En
.u ., ,>v»^u U vhai'f;!* lie iS'''' par millimelre carré, Tallonge-
wv*t |K4u»uiioal n'est encore que o,oi de millimètre par
• i..uv\ soii , do l'allongement loial. Un caractère remar-
|u.»î»lr ili' cii allongement permanent, c'est qu'il n'augmente j),ui lui'i(|uo, après avoir laissé reposer quelque temps la \KuiK\ K>i\ lu soumet de nouveau à une traction plus faible.
Vih.i uiio barre de fer, de lo - de longueur primitive, ayant rio soumise h une traction de 22"%5 par millimètre carré, tinisri vcia, après Tenlèvemenl de la charge, une longueur do io"\on'i, d'après le tableau ci-dessus; cette barre de lo' ,oii3, soumise ensuite à de nouvelles tensions moindres qm^ •Jiu''', 0 par millimètre carré, se comportera comme un (oips parfaitement élastique, reprendra toujours la longueur diî io"',oi i3 après l'enlèvement de la charge, et éprouvera pour chiKjuo tension un allongement proportionnel à cette tension, pi)urvjj, bien entendu, que dans la mesure de rallongement on considère lo'^jOiiS comme la longueur primitive.
I). De la limite d'élasticité. — Anciennement, on admettait que tout corps soumis à des forces reprenait ses dimensions primitives quand les forces cessaient d'agir, pourvu que ces forces fussent en dessous d'une certaine limite. C'est en cela qu'on faisait consister l'élasticité de la matière, et l'on disait que la limite de l'élasticité se trouvait dépassée quand, après la suppression des forces, il y avait un retour incomplet vers les dimensions primitives. Aujourd'hui, cette notion de la limite d'élasticité ne peut plus être admise en toute rigueur, puisqu'il y a toujours après l'action d'une force une déformation permanente. Le retour incomplet vers la forme primitive après l'action d'une certaine force ne prouve pas que la matière ait perdu son élasticité, mais seulement que la force a dépassé la limite de celles auxquelles on avait précédemment soumis le corps dans des circonstances analogues, ce
PRISMES SIMPLEMENT TENDUS OU COMPRIMÉS. l5
qui en fait un corps nouveau ayant ses molécules dans un élat d'équilibre différent du premier. Les expériences qu'on vient de faire connaître ne justifient sans doute cette nouvelle manière de voir que dans le cas particulier du fer soumis à une extension simple; mais on a observé des faits analogues, dont nous aurons à parler plus loin, en opérant sur d'autres matières et les soumettant à d'autres genres de déformation : nous pouvons donc, par une induction toute naturelle, la regarder comme suffisamment établie.
L'existence de déformations permanentes, variables avec les forces extérieures mises en jeu, et venant modifier sans cesse l'état initial à partir duquel on devrait mesurer les déformations lolales, fait concevoir sans peine que celles-ci ne restent pas proportionnelles aux forces correspondantes. C'est ce qu'on a constaté notamment au sujet de l'extension du fer. Toutefois, la proportionnalité subsiste à très-peu près dans ce cas, jusqu'à la tension de 15*"^ par millimètre carré, laquelle est bien supérieure à la limite ordinairement admise par les constructeurs pour les pièces de fer qu'ils emploient; mais il n'en est plus de même pour des tensions notable- Doent supérieures à lô'^s par millimètre carré, et l'hypothèse de la proportionnalité devient alors complètement fautive.
Cette remarque est importante. Les formules de la Résistance des Matériaux sont toujours basées sur l'hypothèse en question; on en a déjà un exemple dans les formules des n°* 1 et 2, et la suite du Cours en fournira beaucoup d'autres. Or, souvent on leur donne une généralité qu'elles ne doivent pas avoir, en continuant à les appliquer, quelles que soient les tensions intérieures des pièces que l'on considère, alors même que celles-ci seraient sur le point de se rompre. D'après ce qu'on vient de voir, il n'y a pas lieu de s'étonner, en pareil cas, du désaccord qui se produit ordinairement entre les données de l'expérience et les résultais du calcul, car il y aurait plutôt lieu de s'étonner du fait contraire; et les reproches qui, pour cette cause, ont été adressés à la théorie paraissent en réalité peu fondés. Les formules ne doivent être soumises à la vérification expérimentale que dans de justes limites, quant à la grandeur des déformations et des forces moléculaires corres-
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«ni .int:^: nous ne croyons pas, moyennanl cetie reslricUon, 1,1 ■ (\-:Ticnce soit venue les démenlir.
t, f.vi'iritnres sur l'extension de la fonte, — M. Hodg-
^ .t » .-i"'n>i3ié pour l'exiension de la fonte des propriélés
I r.'.i .-111.1 logu es à celles qu'on a vues au sujet du fer. Il
, j.-.vi.a loiijours, même pour les charges les plus faibles,
Il ■,.*.-i rarement permanent qui subsiste après l'enlèvement
\ i- -(.îVn-". La proportionnalité entre les allongements cl les
1 -n^î.-ins vub^isie assez approximativement jusqu'à une charge
,i .f àt celle qui produirait la rupture immédiate; elle sub-
<:<l^d.l morne au delà si l'on ne considérait que les allonge-
m.TtîïcIasliques.
n ^pr,>s les résultais moyens des expériences de M. Hodg- , ;^^,.n, if coefficient d'élasticité longitudinale pour l'extension t^r la r.Miie serait environ de g X io\ Précédemment, on adn^-'iiait Iccliiffre de i2:< lo'. M.Slephenson a proposé 8x10'; ■.-ri 11. i' va quelques années, MM. Desplaces eiCollet-Meygrei %, i jiuribué à ce coelficienl, dans les arcs du viaduc de Ta- -fl<f,in. la valeur de 6 x 10% et, d'après leurs expériences, ce n,- lierait là qu'une moyenne de nombres variant depuis 3 x 10" iisju'à 12X10'. Des divergences aussi considérables ne viennent pas sans doute uniquement de la différence d'origine des iVntcs essayées, laquelle a cependant une influence marquée sur «lie matière de propriétés physiques aussi changeantes. >(ii*i'nt MM. Desplaces et Collet-Meygrel, il y aurait en rca- Ijiô, dans toute pièce de fonte de dimensions transversales un peu grandes , deux métaux essentiellement difTércnts : le pu'tai extérieur, occupant la surface de la pièce sur une proi',ti)deur de quelques millimètres, et le métal intérieur. Le premier, refroidi plus rapidement par le contact du moule au nioment du coulage, sérail plus dur, plus dense, doué d'un coefficient plus considérable que le second, pour lequel le resserrement des molécules aurait été gêné el contrarié par l'enveloppe déjà refroidie. En admettant cette disiinclion comme fondée, on comprend aisément que l'essai d'une pièce iiiineii (asse attribuer une valeur plus grande au coefficienl d'élasiicilé longitudinale de la fonte que l'essai d'une pièce à grande épaisseur; car, dans le premier cas, l'inHuence du
métal extérieur serait dominante, et, dans le second, elle serait plus ou moins effacée.
Il est bien difficile, quand on doit faire des calculs sur les déformations d'une pièce de fonte, de fixer a priori la valeur exacte du coefficient dont il s'agit. Suivant que la pièce aura des épaisseurs petites, moyennes ou grandes, il conviendra de se rapprocher des nombres 12 x 10% 9X 10% 6 X 10% à défaut de données plus précises. Mais il vaudrait mieux faire quelques expériences directes sur des morceaux analogues, pour les dimensions et la provenance, avec ceux qu'on doit définitivement employer. D'ailleurs, si l'on avait besoin de connaître le coefficient d'élasticité longitudinale maximum dans une section, il serait assez plausible de le supposer toujours égal à 12 X lo*.
7. Expériences sur l'extension des bois, — Les résultats suivants ont été donnés par MM. Chevandier et Wertheim, comme conséquence de nombreux essais :
I** La densité d'un bois varie peu avec l'âge; mais le coefficient d'élasticité longitudinale £ diminue à partir d'un certain âge; il dépend, en outre, delà sécheresse, de l'exposition et de la constitution géologique du terrain. Il est plus grand pour les expositions nord, nord-est, nord-ouest et pour les terrains secs, toutes choses étant égales d'ailleurs.
a** La résistance à l'extension est soumise à des influences analogues.
3" Les arbres coupés en pleine sève et ceux d'une même essence qui sont coupés avant la sève ont à peu près la même élasticité.
4* L'épaisseur des couches ligneuses n'a pas d'influence notable sur le coefficient d'élasticité longitudinale, excepté quand il s*agit du sapin; la valeur de ce coefficient est d'autant plus grande, que l'épaisseur des couches est plus petite.
5"* Il se produit toujours un allongement permanent en même temps qu'un allongement élastique.
Quant à la valeur du coefficient d'élasticité longitudinale pour l'extension des bois, elle est naturellement très-variable, suivant les essences et les circonstances particulières qui influent sur la qualité de chaque échantillon. Dans le cas du
I. 3« édil. a
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On ux^ «4 viu sapin, on a trouvé généralemeni E variable de 1 \ »v» a » s \ lo"; mais ces chiffres soni loin dèlre absolus,
4 uoiiN no 11 s liions que pour donner une idée de Tordre vii^ .^jiuulour du nombre dont nous parlons.
H. fus lie la compression ; élasticité longitudinale du fer et (/< la lontc, -- Les expériences faites par M. Hodgkinson sur la iHunprrssion du fer et de la fonte ont donné divers résultais ,inak»;^urN à ceux qu'on a déjà vus tout à l'heure, au sujet de ri5\lrn>iiiMi |)r()|)remenl dite. Ainsi, tant que la charge d'une Imho ihî fer ne dépasse pas i5^« à i8^« par millimèlre carré, lui raccourcissemenis restent sensiblement proportionnels aux charfj'es qui les produisent; mais au delà les raccourcis- ^i'Uienls croissent suivant une loi de plus en plus rapide. I.rs rliarpîos Ifs plus faibles donnent lieu à un raccourcissement pi'rmunent, qui subsiste après la charge, mais qui n'est qu'une ptaite fraction du raccourcissement total, tant que la charge (îhl elle-même peu considérable.
Le coefficient d'élasticité longitudinale du fer, relatif à la compression, serait, d'après l'expérimentateur que nous citons, un peu inférieur à celui de l'extension, et la différence relative serait de i5 à 20 pour 100 environ. Pour la fonie, l'inégalité subsisterait dans le même sens, mais serait de quelques centièmes seulement. Le fait dont il s'agit n'est pas encore établi d'une manière bien irrécusable; il a d'ailleurs peu d'importance pratique. On peut donc toujours admettre l'égalité des deux coefficients d'élasticité longitudinale : ce qui ne signifie pas, comme on le dit quelquefois, que la charge capable de produire la rupture est la même dans les deux cas de l'extension et de la compression.
On connaît peu d'expériences entreprises dans le but de mesurer spécialement le coefficient d'élasticité longitudinale, relatif à la compression, pour d'autres matières que le fer et la fonte. D'autres exemples de l'inégalité dont nous venons de parler n'ont été signalés par aucun observateur.
9. Résistance de diverses matières à la rupture par extension. — Tout le monde sait qu'une tige suffisamment tendue finit toujours par se rompre; l'expérience fait connaître, pour
chaque espèce de matière» la limite inférieure de la tension par unité de surface à partir de laquelle cet effet se produit immédiatement 9 ou à peu près; c'est ce qu'on nomme la résistance à la rupture par extension. En ce qui concerne le fer, cette résistance est assez variable avec la nature des fers essayés et leur mode de fabrication. Certains fils de fer de très-bonne qualité peuvent ne se rompre que sous une charge de 90^* par millimètre carré, tandis que 25^» suffiraient pour des fers en barre médiocres et de gros échantillon. On peut admettre comme charges moyennes, par millimètre carré, produisant la rupture par extension des pièces de fer :
70** pour le fil de fer, les limites extrêmes étant 5o et 90
4o** pour le fer en barre 25 et 60
38^» pour la tôle 35 et 40
La tôle est, comme on le voit, sujette à des variations moins considérables.
Lorsqu'il s'agit de la fonle, il faut s'attendre à trouver des variations encore bien plus grandes que pour le fer. M. Hodgklnson a reconnu que la rupture s'opérait pour des charges comprises entre 9^^ et 14''* par millimètre carré; la section des barres essayées était de io'''°*i au moins et de 26*^"*! au plus. MM. Minard et Desormes, en i8i5, avaient indiqué un chiffre sensiblement égal à la moyenne de M. Uodgkinson. Mais ces chiffres paraissent devoir être considérablement diminués dans le cas de dimensions transversales assez grandes. Ainsi, dans la construction du pont tubulaire sur le détroit de Menai, le fond du cylindre d'une presse hydraulique s'est détaché sous une tension qui ne dépassait guère s'^spar millimètre carré. Une aussi grande réduction de résistance tenait sans doute d'abord à l'épaisseur des parois latérales du cylindre, qui allait jusqu'à o'",254. Al y a probablement ici uae inQuence analogue à celle que nous avons signalée précédemment en nous occupant du coefficient d'élasticité E (n** 6). Peut-être aussi n'avait-on pas assez pris soin d'éviter les inégalités d'épaisseur des parties adjacentes , ce qui donne souvent lieu à des défauts intérieurs dans la pièce, au moment où elle se solidifie dans le moule qui a servi à la couler.
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Parmi les bois de consiruciion ordinaires, le chêne el le sapin du Nord se rompent par extension sous des charges de 6''* à 9^* par millimètre carré; pour le sapin des Vosges, ce chilTre est réduit à 4*"' environ.
10, Résistance à la rupture par compression simple ou par (^cnisement, — Il arrive souvent, lorsqu'on cherche à produire la rupture d'un prisme par des forces de compression exercées normalement aux deux bases et suivant la direction de Taxe, que celui-ci perd d'abord sa forme rectiligne, de sorte que la rupture a lieu par flexion. Les choses se passent ainsi quand les dimensions de la section transversale sont assez petites comparativement à la longueur. Mais nous voulons laisser provisoirement ce cas de côlé, pour nous occuper exclusivement de celui dans lequel la rupture se fait par compression simple, c'est-à-dire par la diminution de longueur du prisme, sans courbure de l'axe.
Au premier abord, on a quelque peine à comprendre ce mode de rupture. La'rupiure, en effet, consiste dans la séparation des diverses parties d'un corps, et il semble que la compression ait pour unique effet de les rapprocher. Mais il faut remarquer que la compression est toujours accompagnée d'effets secondaires correspondant à des augmeniations 4ans les distances des molécules, et c'est à ces effets qu'est due la disjonction. Dans certains cas, on observe une séparation par glissement suivant des surfaces inclinées sur l'axe du prisme : c'est ce qui arrive pour les corps grenus. Pour les corps à constitution fibreuse, la direction des libres étant en outre supposée parallèle à la force de compression, il y a dilatation dans le sens de la largeur en môme temps que raccourcissement des fibres; celles-ci sont amenées finalement à se séparer les unes des autres.
Dans le cas actuellement considéré, d'un écrasement sans flexion, la charge capable de le produire est indépendante de la longueur et varie proportionnellement à la section transversale. Elle est de 25*-^' environ par millimètre carré quand il s'agit du fer; s'il s'agit de la fonte, d'après M. Hodgkinson, le chiffre est moyennement de (yZ^^ par millimètre carré, c'està dire cinq fois et demie ce que nous avons indiqué pour
l'extension (n"9) : ces nombres sont d'ailleurs irès-variables. Suivant Rondelet, le chêne et le sapin du Nord s'écraseraient sous une charge de 4*"* à4*'S5 par millimètre carré; mais celte résistance peut être augmehtée par la dessiccation, ainsi que M. Hodgkinson Ta constaté; et même l'augmentation peut aller jusqu'à doubler le chiffre relatif à certaines essences de bois.
Les pierres et les maçonneries ont donné des résultats extrêmement divers. Nous reproduirons plus loin, dans une des Tables numériques placées à la fin de ce Volume, quelques chiffres bons à connaître. La charge d'écrasement varie de 2o^« à environ 25oo''« par centimètre carré.
11. Condition de stabilité d'un corps prismatique soumis à une extension ou compression simple. — Etant donné un prisme tiré ou comprimé par deux forces égales et contraires qui agissent suivant son axe, nous avons indiqué, d'après Texpérience : i" quelle relation existe entre ces forces et l'allongement ou le raccourcissement produit; 2° quelles limites ces forces doivent atteindre pour entraîner la rupture immédiate. il nous reste à fixer les limites que les mêmes forces ne devront pas dépasser pour qu'on puisse compter sur la conservation indéfinie du prisme, et c'est là, au point de vue pratique, la question la plus intéressante.
Jusqu'à présent, on n'a point déterminé d'une manière bien précise les limites dont il s'agit maintenant. Les expériences sont en effet difficiles, à cause de l'infiuence mal connue de la durée des efforts, ce qui exigerait qu'on les prolongeât pendant des années sur un même corps; cette difficulté s'augmente encore par l'infinie variété de circonstances secondaires que présente la pratique. Quand il s'agit des métaux, on recommande en généra] de ne pas les soumettre à une tension
ou compression dépassant ^ de celles qui produiraient la rupture immédiate, et de ne pas aller au delà de — pour les autres
matières, en raison des imperfections plus fréquentes ou des causes de destruction plus actives auxquelles elles sont exposées. Nous verrons plus loin ce qu'il est possible de
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dire pour jiisUfier le premier de ces rapports; quant à préspnu nous dirons seulement que l'habiiude et le sentiment dpsfonsiructeurslesonironsacrés, et que d'assez nombreuses «T'îliraiions, sur des échelles très-varices, n'ont pas encore ((..) rfconnattre l'uliltlé de les modifier en général.
Il e\isie cepcndanl, pour des cas particuliers bien définis, rf-n^ini^s dérogations à la règle ci-dessus posée, qui ont été j.-f^CTiies par Tautorité administrative et qui se motivent :oi:.>Mtrs par le désir de sauvegarder le mieux possible la séfnriié publique, tout en évitant une dépense inutile de mat-.rc. A cet égard, chaque pajs a ses usages, ei il n'est pas fionnant qu'on trouve quelques divergences dans la manière de ré-ioudre une question qui comporte tant d'incertitude et (<.!■ difficulté.
, si l'on nomme
T ta charge lolale supportée par le prisme suivant son axe;
ii la section transversale de ce prisme;
R .1 R' deux constantes spéciQques indiquées par l'usage ou
jor les règlements pour chaque espèce de matière; la r<>n<lition de stabilité sera
K' dans le cas de la compression simple, sans flexion.
\ ,iici un tableau donnant quelques valeurs do R et R' pour les matériaux de construction les plus usuels; ces valeurs vinil exprimées en kilogrammes par mètre carré. Les trois rliiffres soulignes se rapporleni au fer et a la fonte employés ihins la conslruclion des ponts métalliques : ils ont été prescrits par la circulaire du Ministre des Travaux publics, en datedugjuillet 1877.
liKllroliiiB dis HiMMi^i R R'
Fils do for des ponls su?|n'iidiis. 9 x lo'- »
Imt en barres, lûle 6 >: lo'' 4 à 6 x m'
K.'hU iJ à 2 X 10° 5 à 10 X 10'
ChÊne et sapin du Nord 0,6 à 0,9 x lo'' 0,4 x 10'
PiLTre moyennement dure » ao ii 3o x 10'
S n. — Cas OÙ les prismes sont à Tétat de mouTement vibratoire.
12. Observations préliminaires, — Nous avons dit plus haut ; n** 3) que, si Ton suspend un poids à une lige élastique verticale fixée par son extrémité supérieure, et si l'on ne prend pas les précautions nécessaires pour que l'allongement se produise avec une très-grande lenteur, celui-ci passera, dans la suite du temps, par des valeurs supérieures à celle qui aurait eu lieu dans Télat d'équilibre. Nous allons maintenant revenir sur ce point et soumettre au calcul le mouvement de la lige el du poids, afin d'avoir une idée exacte tant de l'allongement maximum que de la tension correspondante.
En général, quand la déformation d'un solide naturel sous l'action de forces extérieures est variable avec le temps, la recherche du mouvement oscillatoire de chaque point autour de sa position d'équilibre est une question qui présente de grandes difficultés d'analyse. Il faut d'abord intégrer des équations aux différences partielles dont l'ordre n'est pas inférieur au second et où les inconnues dépendent au moins de deux variables; et, après avoir franchi ce premier pas, il reste à déterminer les fonctions arbitraires introduites par l'intégration, ce qui, le plus souvent, n'est pas d'une difficulté moindre (•). Nous croyons cependant devoir traiter dans ce Cours un certain nombre d'exemples de ce genre de problèmes, à cause de rintérêt bien réel des résultats fournis par leur solution. Quoique relativement très-simples, ils donneront une idée des méthodes à suivre. D'ailleurs, il ne peut être question, quant à présent, que de ceux où se produit l'espèce de déformation considérée dans ce Chapitre ; on en trouvera d'autres dans d'autres parties du Cours.
13. Équation du mouvement vibratoire d'un prisme vertical homogène, supportant un poids à son extrémité. — Soit
(*) Les difhcultes d'analyse se rencontrent particulièrement dans les questions traitées aux n"* 13, 16 et 17, tandis que les problèmes des n"* 14 et 15 sont relativement faciles. Le lecteur pourra, sans grand inconvénient, se con' tenter de voir ces derniers à une première lecture.
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VU [ /i)i. '«) lo priHiTift donné, dcct 1^ p«:.n: B est lie, et qui «\Mmriil m A uu poid.s P. Voyons d'ahcrd à q^ei.es ccnii- (I •II'. !( |ioiirr.iit sf; Irorjver en éq'i...L?^. Pr .1^1)0)14 par
.r la rfihUnre d'une se^'tlTn tran^versiie ^^el- '(•(tîiniif: CD a'i poir.i fî\e B, fins V-^ui promît:/ du -i^y-jterne- r;'e'ii-â-<îlre q-.mi te -.tes 5-^'? pjr-
[il
lifîH, so'irlraitrrs a Ti^tlon de la pesan'.-e'jr. n'e- I pro u V e n l a 'j eu r. e le ni io n ;
' '' u le d^'rar.remeni de cette section, paralirlenieni à B\, a une épo'j'je qu-^lccn-j-ie. par suite de l'âclion d'^-s f .rces; cette quîniiié « sera fonction de j: seulement s'il v a éiuilitre, et s'il t a mouvernenl, elle sera tout à la fois fonct :d de x et d'j temps /;
K K' rroerficienl d'élasticité longitudinale et H le poids par unité de volume de la matière qui compose le prisme AB: 0, r;iirede la section tnînsversale de ^h- prisme; / h lon$/ueur AB; / le W'mps. compié a partir d'un instant quelconque.
\Jf;\(-Uïf'U\ prismatique compris entre les sections intlnimeni voisines CI), V\\, dont la longueur primitive était dx, occupera, quand rallongement aura été produit, une longueur différente, car on aura
|Kiur l'ah-c!.-5-;'î ^i*; CD au temps t x — u,
\/>\iT I ;jb.v;.--e 'J^; F H au rneme instant. . . x — u dx\
la dislance des deux sections au temps / est donc ax,
dx
ou bien dx -- -— dx; donc rallongement relatif est -, el.
--- dx; donc ralloniçement relatif est -
dx "^ dx
par suite, la tension longitudinale dans la section CD s'exprime par Eo) n'' 1;. Cette expression convient aussi bien
au cas du mouvement qu'à celui de l'équilibre; mais, quand il y a mouvement, u étant fonction de x el de /, il ne faut pas
oublier que . représente la dérivée partielle de u par rap-
port à X, Cela posé, si l'équilibre existe, il faudra que la tension Eo) -j- soit égale à la somme du poids P et du poids de la partie CDÂ; donc
et» attendu que u est alors fonction de la seule variable Xy sans constante, puisque le point B est fixe, ce qui entraîne
M =r O pour X rr= o.
Lorsque le système est abandonné à l'action de la pesanteur, sans que les vitesses de tous les points soient nulles, ou bien sans que u ait alors la valeur donnée en chaque point par l'équation (2), l'équilibre ne peut pas subsister, et il se produit un mouvement dont nous allons établir directement l'équation, en supposant qu'il ait lieu suivant la verticale. A cet effet, nous remarquerons d'abord que la masse élémen-
taire CDFII, exprimée par — ojrf^r, a une accélération — ^—j-^ — ~
Quant aux forces qui sollicitent cette masse, il y a : i" son poids Jl(>idx; 2® la tension ascendante exercée dans CD par la partie CDB du prisme, laquelle tension s'exprime, comme on
vient de le voir, parEw -j-; 3<» la tension descendante exercée
dans FH par la portion FHA, laquelle force sera Ew -7- augmentée de sa différentielle partielle relativement à x, soit
Eco ( - — h -T-y dx] • On aura donc
Il , d'u , T. du _, / du d' H ,
— (ùdx -j— =z Ucùdx — Ew -; — 1- Ea) -, — i- - — dx g al* dx \dx dx^
soit, après avoir réduit et divisé par — wûfjc,
,^^ d'u Egd'u
^^^ 'dF^'S-^-li'dx^'
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équation aux différences partielles du second ordre, qui représente le mouvement dont il s'agit.
Pour en obtenir l'intégrale générale, on remarquera d'abord que la valeur de u, donnée par la relation (2), satisfait à l'équation (3), dont elle est conséquemment une solution particulière. Cela permet de faire disparaître le terme constant g du second membre de l'équation (3). Il suffit, en effet, de poser
(4) «r=r ~- [2IX—X- -^ ï^ -f-2,
d'où l'on tire
' Ëo)
dx- E
d'Z ^ dx'
dV di^ '
Efi-
et par suite, en substituant dans l'équaiion (3) et posant ~ — <i-,
^ ^ dp dx
On retombe ainsi sur l'équation connue de la corde vibrante. L'intégrale de l'équation (5) a été donnée sous forme finie par d'Alembert. En désignant par 9 et v}; deux fonctions arbitraires, on a
2 zzr Q (^ -4- a/ ; -h "^[x — at ;,
valeur dont la vérification est facile. Donc on aurait aussi
n Pr
'^^ " "^ 2E ^'^^^ -^\-^ g-- -i- ?(^ -^ at] -^^[x-at).
On peut encore donner aux quantités z t\u une autre forme plus commode pour arriver à la solution complète, dans certains cas particuliers, du problème qui nous occupe. L'inconnue z élant une fonction de x et de /, on conçoit d'abord qu'elle soit développée suivant les puissances de la variables, c'est-à-dire exprimée par
zz=kx''-\- B^P-f-CxT-f- . . .,
a, (3, y, , . . étant des exposants indéterminés, et A, B, C, . . , des fonctions du temps t. Comme e' est une quantité connue
quand x est donné, on peut encore dire que z est fonction de / et de e*, et poser de même
z = AV"'-i- A'V"-f- . . . -f- A', e--""-4- A", 6-"'-+- . . . ;
enfin, comme les exponentielles peuvent se transformer en
sinus et cosinus par la formule eV-'~ cos^r -h \^— i sin:r, on pourra écrire
z =AiSinm,:r-i-A,sin/w,a:-^...-hB, cosm,^-i-B,cosm2a:-f-... = 2 ( A sin mx -+- B cos m:r) ,
la caractéristique^^ désignant une somme de termes de même forme.
Les développements en série d'une fonction inconnue, sous l'une des trois formes précédentes, ou sous une forme mixte comprenant à la fois des puissances, des exponentielles et des sinus, seront sans doute quelquefois en défaut; mais, dans beaucoup de problèmes, on parviendra de celle manière à remplir toutes les conditions. On remplacera donc, dans l'équation (3), ^/par la valeur
u= —^ iilx — X' -f- T, — 1 2(Asin/wj: -t- Bcosm^), el l'on trouvera
—TT sin m :r -4- -j— cos mx \ r= ~ 2/w —Asm mx — B cos m x] \ di^ dt' J II
= -~a^lm- Asin mx-hBcosmx).
Pour que le premier et le second membre soient identiques quand :r et ^ sont quelconques, il faut qu'on ait
-J- = — m'rt^A, ~-r- = — m= a'B, dt' di'
d'où l'on tire, en désignant par C, D, H, I des constantes arbi*
traires,
A ~ C sinmfl^ -+- D cosma^
B = Hsinmaf 4- I cosma^.
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Donc on a
ii:= —p: 2 /X — X' ^ ^-
— l'sinmx C s'in niai -^D cos mal
— cosmx H s'in mal — I cos mat ].
C^lie formule conviendraii même au cas où rexirémilé supérieure du prisme ne seraii pas Gxe, car nous ne nous sommes point servi de celte condiiion. Si Ton en lieni compte, c'està-dire si Ton fait ii = o pour x := o, on aura
0 = 1 Hsin/na/ — Icosmai .
On satisfait à celte condition, l restant indéterminé, en prenant H =1 o et I = 0. Donc enfin, dans les termes oii la question est posée, nous aurons, pour l'intégrale de Téquation (3),
7 u= - - o/x — x- — rr— — -sinmx Csinma/ — Dcos/na/'. ' 2E t«
Celte valeur de m n'est plus exprimée au moyen de fonctions arbitraires comme celle que donne l'équaiion 6 ; mais,
Il Px
en laissant de côté la quaniiié — ,, >/.r — x — r^-r on voit
2 h h 'jj
que le surplus de la valeur de u contient un nombre indéterminé de termes de la forme
sinmx Cs'mmat -h D cosmat\
dans lesquels on peut aiiribuer aux consumes m, C, D telle valeur qu'on voudra.
Soit qu'on adopte la formule 6 ou qu'on préfère la formule (7', on voit qu'après avoir intégré l'équation (3 on est encore loin de la solution complète du problème, puisque dans un cas il resle à déterminer deux fonctions 9 et ^, el dans l'autre un nombre infini de conslanies, telles que m, C, D.
Avant de dire comment on effectuerait celle déiermination dans le cas général, nous allons examiner des cas particuliers qui donnent lieu à d'assez grandes simplifications.
ik. Oscillations d'un corps pesant suspendu à V extrémité d'une lige élastique verticale, de très-faible masse. — Ce cas
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est le plus simple de tous et peut se traiter direciemeni sans difficulté. Remarquons en premier lieu que, les forces réellement agissantes et les forces d'ineriie devant se faire équilibre sur une portion quelconque du système, la tension dans
une section CD [Jig, 2] sera la somme algébrique : i® du
p poids P et de la force d'inertie de la masse -; 2° du poids et
de la force d'inertie de la partie de lige CDA. Dans l'hypothèse où nous nous plaçons actuellement, ces dernières forces, seules variables quand on change la section CD, sont négligeables, et, par suite, la tension est constante dans toute rétendue de la tige, à un instant donné. 11 en résulte que l'allongement proportionnel est le même pour tous les éléments dx de la longueur et, par conséquent, aussi pour la longueur entière /; en nommant U l'allongement total ou le déplacement de l'extrémité A, cet allongement proportionnel a pour
valeur j> et la tension s exprime par — — > comme si la tige
était en équilibre sous l'action d'un poids capable de l'allonger d'une même quantité U.
Cela posé, on a l'équa.-on du mouvement du poids P,
p/ ou, si l'on appelle X raliongemeni rr-> auquel répondrait une
tension égale au poids P,
OU bien encore
équation dont l'intégrale générale est
(9) U — A ^ : A cos/ \J^^ -f- B sin / \/-|,
A et B désignant deux constantes arbitraires.
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Ces deux constantes seront déterminées par les conditions initiales. Si Ton suppose, par exemple, qu'à l'instant pris pour
origine du temps U et -^ sont nuls, on aura et, par conséquent,
(lo) \j=^i(i-costi/j-y
Si plus généralement on doit avoir U = Uo et -7- = v^ quand / est nul, on posera
et, en substituant les valeurs de Â et B dans Téquation (9), (il) U-A = (Uo-^)cos/i/|-^i'oi/-sin/4/|.
D'après la forme de l'équation (9), on voit que, si l'on
donne au temps un accroissement 27: t/ — , l'arc t i/y aura
augmenté d'une circonférence; ses sinus et cosinus auront repris la même valeur, et U redeviendra ce qu'il était. Le mouvement est donc périodique, et la durée de la période
est 2 71 i/—' Quand on donne au temps un accroissement
moitié du précédent, l'arc t i/y augmente seulement d'une
demi-circonférence, et, par suite, U — A repasse par la même valeur absolue, mais avec un signe contraire. Par conséquent, on voit que le point A oscillera également de part et d'autre du point correspondant à la valeur particulière U = X. Pour avoir les limites extrêmes du mouvement du point A,
il faut chercher les valeurs de t qui rendent nulle la vitesse -r- >
at
ce qui donne l'équation
Asin/i/|^-}-Bcos/i/^ = 0;
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d'où l'on tire
tang/
En substituant cette valeur dans Téquation (9), on trouve la valeur correspondante de U -- A, qui est
donc l'amplitude de Toscillalion esi
2v^Â'-hB% et le maximum de U s'exprime par
Ainsi, dans Thypoibèse qui a conduit à l'équation (10), on aurait pour maximum
et le plus grand allongement de la tige serait double de l'allongement statique. Dans les bypotbèses plus générales qui ont donné l'équation (11), on trouve
(12) X-f-v^A^-i-B^=XH-i/(Uo-X)^
Tvi
Ainsi Jorsque, voulant faire des expériences sur l'extension des tiges élastiques^ comme il est dit au ïi°^y on pose un poids très-doucement dans le plateau, sans lui donner aucune vitesse, mais aussi sans l'empêcher d'en acquérir en soutenant le plateau en dessous jusqu'à ce que l'équilibre soit établi entre ce poids et la tension de la tige, on produit un mouvenaent oscillatoire dans lequel la tension maximum et rallongement correspondant sont doubles de ce qu'ils auraient dû être à l'état statique. La proportion s'augmente encore si l'on imprime au poids une vitesse descendante (^0. La mesure des charges de rupture serait donc fortement entachée d'erreur, et l'on pourrait en dire autant pour les allongements, à moins de les évaluer en prenant la moyenne entre le maximum et le minimum réalisés pendant le mouvement.
15. Cas pariiculier du problème précédent. — Supposons un poids Q suspendu et resunl en équilibre à rexlrémilé d'une lige prismatique AB de faible masse [fig» 3). Le système est mis en mouvemenl par un poids Q', qui vient choquer le poids Q, en descendant verticaiemenl le ^^Z' 3. long de la lige. La réaction esl supposée non élas- — \— tique, et la vitesse de Q', à l'instant où commence le choc, est due à la hauteur A. On demande le mouvement des deux corps Q et Q' réunis après le choc.
Il est clair qu'on se trouve ici, quand le choc
est terminé, dans les conditions du n® 14. Le
: ■ ■ iQ- mouvemenl cherché sera donc représenté par Té-
. — 1^ quaiion (9 , ou, si l'on veut, par l'équation (i i), en
attribuant aux constantes des valeurs convenables.
En conservant les notations du n° 14, À sera l'allongement
statique correspondant au poids P =:; Q — Q', soit — — v, — \
Ue sera l'allongement statique produit par le poids Q, soit ^— : enfin ^» sera la vitesse commune des corps Q et Q' à la fin du choc, ou bien v2o// —"—.Donc, si l'on cherche rallongement maximum par la formule [12), on trouvera
II
Eco V E-o,- Ew " IQ-^Q',
Lco ' Eo. V"^ V ^"^ / Q--Q\^
Celte formule fait concevoir l'utilité qu'il y a quelquefois d'augmenter la charge permanente supportée par une pièce qui peut recevoir des chocs. Elle se compose, en effet, de deux parties, dont l'une esl croissante avec Q, pendant que l'autre est décroissante : une augmentation de Q peut donc avoir pour résultat de diminuer la somme des deux parties. Afin de le montrer par un exemple, soit une lige de fer ayant S"" de longueur, io'"'"'i de section, et supportant un poids
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permanent de 5^^ Supposons, de plus, qu'un autre poids Q' de 5^« vienne choquer le premier en tombant d'une hauteur de G"*, 25. Avec ces données, l'expression précédente devient, en faisant E = 2. io'%
j^(Q-.46Q') ou a35g^;
par suite, la tension correspondante est — ou 23^s5 par milli-
mètre carré. Or, si Ton prenait Q --45''S c'esl-à-dire une charge permanente neuf fois plus grande, les autres données restant les mêmes, on trouverait pour l'allongement maximum
^(Q-^..Q') ou -^5
la tension maximum produite par le choc serait donc réduite
i5o à f soit à iS^* par millimètre carré, au lieu de 23''»,5 que
nous avions précédemment quand la charge permanente était moindre.
Le sens général des résultats précédents est de nature à intéresser les constructeurs. On comprend ainsi pourquoi une construction ne doit pas être trop légère lorsqu'elle est exposée à des chocs.
16. Oscillation d*un prisme vertical et homogène sous la seule action de son poids, — Supposons nul le poids P suspendu à l'extrémité A [fig. 2); alors l'équation (6) du n" 13 se réduit à
(i3) u z=i -~[ilx — x^) ->t- (^ [x -i- at] -^^ ^ [x — at)^
2 Jlj
et il s^agit de déterminer les fonctions 9 et ^y c'est-à-dire d'en faire connaître la valeur pour une valeur quelconque attribuée à la variable x -^ at de la fonction <p ou à la variable :r — at de la fonction >p.
A cet effet, il sera d'abord nécessaire de connaître les déplacements u et les vitesses -tt de tous les points du prisme à
I. 3« édit
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^^r ,-A-»..îi tM.iai, par exemple celui à partir duquel on compte
u !."■ .'^^ -"**• ^'^^ " '"'^^ ^^^ ^^^^^ condition que le mouvement *<i ,^,..,v*r^ '.N S.n»^K>5ons donc que pour ^ — o on ait
a o^x — ai] — a^'[x — al),
,^rt .^'^'^ Ht\,uU par 9' et ^' les dérivées de 9 et ^, chacune par ,.♦ svi ,1 >ii variable explicite x-'-at ou x — at. La valeur ^v^ xut»Niiiut'*c dans (i3) et (i4), devra reproduire les fonc- , ou'^ vIvMineos ¥[x) eif{x); donc
[zlx — x''^ -'- oix] - ^[x'-- F{x\ ao'îx - aô'ix f.x).
tV U première de ces deux équations on déduit 9 ( x ^ — ^ ( :c ; U sorondo, intégrée par rapport à jr, donnera o[x] — ^[x], v'o i|ul fera connaître (?(x) et ^{x\ Ainsi l'on a
0[X: -hi\,{x] = ¥{X) - — (2/^ - X'],
o[x]-^{x]^^ f(x]dx~-K, K étant une constante arbitraire; et, par suite, on écrira
(.5) ç(x) = lF(x)-^îI(./x-x=>^jr/[x)rfx-^,
(■G) ']>{x]=If{x) - ^ h/^- <- ^^/(x)rfx- ^.
Les fonctions F [x) elf{x) doivent être données pour l'étendue de la pièce AB, c'est-à-dire pour x compris entre o et /; on connaît donc les fonctions <p et 4» pour toute valeur de leur variable comprise entre les mêmes limites, sauf la constante K, dont la grandeur n'influe pas sur le résultat Onal, comme on le verra tout à l'heure.
Il faut mainienant introduire les équations particulières applicables aux extrémités A et B. Ce dernier point restant fixe, ondoitavoir m— o pour x — o, quel que soit/. L'équation (i3) donnera donc
(17) (^{at)--^[—at)z-:o.
£d vertu de cetie relation, la fonction cp étant connue quand sa variable est comprise entre o et l, on connaîtra la fonction ^ quand sa variable sera comprise entre o et — /; réciproquement, la connaissance de ^ entre les limites o et /de sa variable étendra la connaissance de 9 entre les limites o et — /; de sorte que les deux fonctions sont maintenant connues, quand la variable de chacune d'elles est comprise entre — / ei -;- /.
Le point A étant libre, -j~ doit s'annuler pour x r- /, car
la tension £&) ■-.-') équilibrant, dans chaque section, les poids
et l'inertie des masses qui se trouvent au-dessous, a nécessairement une valeur nulle en A. Or l'équation (i3) donne
-Jt^^{l-x] -:- q'{x -: - at) H- ^'{x - at)\
par conséquent, on a
9'(/-ha/)-f-4^'{/ — a/), -o,
équation qui, intégrée par rapport à /, devient
Il est aisé de déterminer la constante K'; car de la dernière relation on déduit, en faisant / ^^ o,
el, en faisant a? =: / dans la valeur de ç (ar) — >}/ [x) trouvée plus haut, on a
Ç{/)- !(/)--:. i f f{x]dx + K,
K-='-ff(x)dx-K;
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,S y/ Ut ^(/— a/ --- 1 fxdx-K.
Vh loijUiaion (17), applicable à une valeur quelconque de la >,iu.»l»lo (i/, donne, quand on y remplace ai p^r at — /,
\alovu qui, substiluée dansTéquation 18 , fournira la relation
cp(/ <it.^^ ~l — at ~-^- i fxdx — K, ou. on fuisanl — / - at i ^,
(M)) v'2/-^2;^-9 ? ^'-jfx dx-K.
Uiuir nous connaissons 9 '2/— Ç; au moyen de 9 ,?;; el, puisque y(Ç) (îsi connu pour Ç compris entre — / et /, nous en déduirons les valeurs de la fonclion 9 pour la variable comprise onire / el 3/; de celles-ci nous passerions à celles que donnent l(îs valeurs de la variable enlre 3/ el 5/, el ainsi de suite. On procéderailde même à Tégard de la fonclion -l; ou, si Ton veut. Il est possible deTéliminer de Téquaiion i3 , car, en vertu de réqualion (17., on peut écrire
et sous celte forme il est clair qu'on peui faire absiraciion de la constanie K el la supposer nulle, puisqu'elle doil disparaître dans la différence o\x -f- a/1— 9— x-r- at).
Un des caracières des fondions 9 el ^ qu'il esl important de mentionner, c'est la périodiciié. Pour la reconnaîire, on remplacera Ç par 2/ -I- Ç dans l'équation (ig;, et l'on aura
cp(4/-.ç)- (?(2/-+-ç; = i J /^^;rfx -t- K;
en éliminant 9(2/-^?) au moyen de (19), on trouve
Ainsi, la fonction 9 ne change pas quand sa variable augmente
de 4^ c'est-à-dire quand / augmente de — ; c'est donc une fonction périodique, et il en est évidemment de même de ^, à cause de l'équation (17). Donc, après un temps —, la pièce
se retrouvera dans une position et avec des vitesses identiques; le prisme exécutera donc une série indéfinie d'oscillations dont — sera la durée. Les considérations précédentes
fournissent d'ailleurs le moyen d'en avoir la loi, puisqu'on sait trouver la valeur de 9 et de ^ pour une valeur quelconque de la variable.
Cherchons enfin quelle serait l'amplitude du mouvement vibratoire que prend l'extrémité A, en supposant, pour simplifier, que les fonctions F (x) et/(^) sont nulles toutes deux, c'est-à-dire que le prisme est abandonné sans vitesse et dans son état primitif à l'action de la pesanteur. Nous ferons de plus K = o, ce qui est permis, comme on Ta vu. Le déplacement du point A est à chaque instant donné par l'équation (20), dans laquelle on fera x^^ l; pour ce point on a donc, en désignant par U l'expression de u qui lui convient,
U=?l'-ecp(/H-«/;-9(.-/-f-a/);
les valeurs /h- at et — /n- at diffèrent de 2/, et, par suite, en vertu de l'équation (19), Kei/(:r) élani nulles, <p(/-f- a/) et 9(— /-4- at) sont égales et de signes contraires; donc
II/' Ul^
^^'^ U = ^ 4- 2cp(/ -^- a/) rz^ — -< 29 ^- / -;- al).
Les valeurs limites de U correspondront à -,- — o ou à
9'(/-Ha/)= o, 9'^— l-\-at] -- o.
Or, d'après l'équation (i5j, enlre les limites o et / de la variable Ç, on aurait ici
Celle dérivée 9'(Ç) devieni nulle pour Ç=:^/; donc, pour rendre nulle 9' {l-\- al], il faul poser /-f-a/ = /ou /^o; pour annu-
1er 9'(— /-f- ai), il faul poser — /-- a^ — / ou ^ — — D'ailleurs, à ces deux valeurs de t répondent respeciivemenl des valeurs de / -f- a/ et — l -h at égales à /, el par conséquent comprises dans les limites assignées à la variable Ç, pour justifier l'expression employée de 9(Ç).
2/ En faisant tz=^oei /-- —9 on a, pour les valeurs correspondantes de U,
d'ailleurs, on a, par la première des équations (22],
On déduit de là d'abord Tégalité Uo — o, et en second lieu ramplilude cherchée
Dans rétat d'équilibre, le dérangement total du point A s'obtiendrait au moyen de l'équation (2) du n° 13 en y faisant
a: — /, P - o, ce qui donnerait — rr > c'est-à-dire un déplace-
2 ht
ment deux fois moindre que U,. On voit en conséquence par cet exemple, comme par celui du n** 14, que l'inertie de la matière contribue à augmenter les déformations produites par les forces extérieures, ainsi que les tensions moléculaires correspondantes. Ici ces quantités sont portées du simple au double à certains instants du mouvement qui reviennent au
bout d'intervalles de temps — ou 4' i/ T. ' •
« ^ V Lg
(*) Ce temps, pour une barre de fer de i" de longueur, serait environ do
o'',ooo8, ce qui correspondrait à un son parfaitement saisissable à l'oreille, si
Ull'amplitude des vibrations -—- n'était pas excessivement faible, et s'il était pos-
sible d'ailleurs de réaliser exactement toutes les conditions de la théorie.
17. Mouvement vibratoire d'un corps pesant suspendu à ^extrémité d'un prisme vertical et homogène quand la masse de ce prisme n^est pas négligeable. — Nous avons déjà mis le problème en équation au n* 13, et môme nous avons donné sous deux formes différentes l'intégrale de l'équation aux différences partielles qui représente le phénomène dont il s'agit. Dans les n*^ 14 et suivants, nous avons complété la solution par la détermination des fonctions ou constantes arbitraires, en admettant certaines hypothèses restrictives, comme la nullité de la masse du prisme ou du poids P. Maintenant nous allons traiter la question en restant dans les termes généraux du n"" 13.
Reprenons l'intégrale de l'équation ( 3 ] sous la seconde forme que nous loi avons donnée,
{7) " = —T. (^'j: — x-)-^ - - -.- 2 sin/Tix (C sin//i/7r -f- D coswa/) ;
il s'agit de déterminer les constantes /ti, C, D, en nombre infini, de manière que cette équation convienne à l'état initial du système et qu'elle exprime aussi le mouvement du point extrême A [fig. 2, p. 24). Supposons que pour / = o on ait
en identifiant ces valeurs avec celles tirées de la dernière équation, oi;
aura
n Pj
(a4) F(J^)= —B (2/.>c — xM -h^- -i- ïDsin/zix,
{%5) fi-^) - alLmCsinmx.
D'un autre côté, on sait que la tension en un point quelconque du prisme est exprimée par E&> — ? ou, en vertu de l'équation (7), par
n&) (/ — a:) -+- P r- EwI/wcos/wx(Csin/wa/-+- Dcosmat); donc au point A la valeur de cette tension sera
P -f - E w 2 m cos ml ( C sin mat -^ D cos mat ) .
L'accélération du point A sera de môme ce que devient — - pour x = /; or on a, d'après l'équation (7),
—rr - — û* 2 w' sin 771 X ( C sin mat -r- D cos mat ) ; dt' ^
donc l'accélération commune du point A et du corps P a pour valeur
— a'277i'sin77i/(Csin77îflff h- D cos mat).
4u CHàPITEB prbmibr.
(lurnme colto accélération est due aa poids P diminué de la tension au (iuint extrême du prisme, on posera
I/7i'sinm/(Csin/raal -i- Dcosmat)
— P — P — E(»>2mcos/7i/(C8in/ii/i/ — DcosiTfo/), ou, en réduisant et remplaçant a' par -— »
— 2/w ( //ï sinm/ p- cosw/ j (C sin/wo/ -h D oosmat) ~~ o.
Cette équation doit être vérifiée identiquement, quel que soit r ; il faut donc poser
m sin ml — cosml = o,
ou, en désignant par b^ le rapport, nécessairement positif^ du poids n»/ de la tige au poids P,
(aG) /7//tang/w/— b'\
L'équation (26) donnera pour ml, et par suite pour w, une infinité de valeurs réelles, deux à deux égales et de signes contraires. En effet, lorsque ml variera depuis — 00 jusqu'à — oc , le premier membre s'annulera chaque fois que ml deviendra un multiple de la demi-circonférence. Ainsi on aura ml tangw/ = o pour ml — * tt et pour w/ = ( / -h i) tt, I étant un nombre entier quelconque. De plus, entre ces deux limites de /w/, qui comprennent l'étendue d'une demi-circonférence, tangm/ainsi que mltàugml passent par tous les états de grandeur entre — 00 et -t- 00 . Donc, entre ces mêmes limites, ml tangm/ devenant une fois égal à ^', il se trouve une racine de l'équation {26). On peut, de plus, reconnaître que cette équation n'a pas de racines imaginaires. En effet, les racines
de cette espèce se mettent toujours sous la forme a — p y — '1 a et p étant des quantités réelles; il faudrait donc qu'on eût
(a — ^ \/~i ) sin (a-+- p\^ — \ j = b'COS [^-~ p\ -—i)y
soit, en développant le sinus et cosinus,
(a — 1^ V^— 1 )(sinacosf v^ — i -t- cosasinS y/— i j — b' (cosacos^ v^— I — sinasin^y/— i).
Or on sait que
cosf V — I - -(r^ — r-P), sinf v'— I = - y/- i (e^ — e-^]\
donc réquatioD précédente devient
(an- p\/^)[s\nx(c^-:- e-^) -f- cosa (6»^ — er-P) y/— i j
= ù^[cosa{e^-h- e-^) — sina (e^— e-^) V^— i j»
asina(eP-i- e-^)— pcosa (e^—e-^) — ù^cosoL(e^-h e-^)
-+- b^ sin a ( r? — ^-P ) ] - o.
Cette dernière équation ne peut être satisfaite que si la partie réelle et la partie imaginaire sont nulles séparément; on en tire donc
a sina [c^- e-^) — pcosa(e^-~ e-^) — Z>-'cosa (c^-^ c-^. - o, aC0Sa(cP— e-^)-:~ p sina (e^ -i- a-^] -h b^ sina (e^— e-^) - o.
Multipliant la première de ces équations par cosa (e^ — e-^)^ la seconde par sina (e^-h «r-^), et prenant la diirérence des produits, on trouve
P[sin'a («?P-4- e-^y-hcos'x [c^ — c-^y]-h 6* ( e?'^ — <r-'? ) -: o,
relation impossible à satisfaire, à moins qu'on ne suppose p -- o; car les deux termes
p[sin*a{f?^-f- e-^)--+- cos"a(6'^ — 6»-?)^] et b^e^^ — e-^^)
ont toujours même signe que p pour toute valeur réelle de cette variable, et, par conséquent, ils ne peuvent se détruire. Donc, enfin, p est nul, et réquation (a6) n'admet que des racines réelles.
Les racines de l'équation (a6) étant déterminées, on mettra les valeurs correspondantes de m dans l'expression (7) de u. Il ne restera plus alors qu'à déterminer les coefficients constants C et D, en nombre infini, de manière à satisfaire aux équations (24) et (25), c'est-à-dire de manière que les séries exprimées par ID sinmx et par ImCslnmx soient égales respectivement aux fonctions données
F(x)--i^(./x-., = ;:-P-3 et lfi.r),
entre les limites x = o et x = /. On peut suivre à cet effet la méthode suivante, indiquée par Poisson (').
(•) Journal de l'École Polytechnique, XVIII* cahier, t. XI. Mémoire sur la manière d'exprimer les fonctions par des séries de quantités périodiques, et sur l'usage de cette transformation dans la résolution de difierents problèmes.
et ainsi de suite pour les autres. Le môme procédé servirait pour les coefficients C et donnerait l'expression générale
c= —r-r-- is r'--^'cos«çrfç.
ma (^ml -r- sm 2 ml ) J^ cil,
Ainsi donc finalement, si Ton indique par le signe \ une sommation
étendue à toutes les racines positives de l'équation (26), la valeur de u sera
I u = -^ (2lx — Z') -h ■^-
[ 2E ^ ' Ew
Ion) -^4 y — , / -77 / -^'~ cosmt,dt\
\^7 } \ jb^\ ma [2 ml -tsin 2ml) J^^ ci^ J
, V r sin/w J7 cosmat C^ ,-^\ x ^>. "1
^^[_2/w/ -f-sm2/w/J^ '^ ' ^ ^y
les applications numériques n'exigeraient plus que des quadratures.
L'analyse que nous venons de donner présente, au point de vue de la rigueur mathématique, un assez grave défaut : c'est qu'on y admet a priori et sans aucune démonstration la possibilité d'exprimer une fonction, entre les limites o et / de la variable, par un développement de la
forme
Dsinwx H-D'sin/w'x h-. . .,
les coefficients w, m\ ... étant les racines positives de l'équation (26); or cette possibilité n'est pas du tout évidente, et il y a là, par conséquent, matière à une objection très-fondée. Pour y répondre de manière à lever tous les doutes, il faudrait entrer dans de longs développements, qui nous écarteraient beaucoup de l'objet de notre Cours. Nous nous bornerons à dire qu'on peut y parvenir en appliquant une méthode indiquée par M. Liouville('), et que, malgré le défaut de la démonstration, le
(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. K"", p. 14 et suiv. Soit f5(j:) la fonction à développer, dont les valeurs sont données entre x = o et X = /; comme on peut la définir arbitrairement en dehors de ces limites, on s'imposera les conditions
b' .. . duil-r-x) b^ ^ ,^ dxz{x l)
On en conclura (par un calcul que nous supprimons) les valeurs des intégrales que M. Liouville nomme p et q, savoir
p= e-'*'rs[x)dx, q^ I <**'^cr>)<£r,
j e-'>^u[x)dx, q^ I
résultat exprimé par réquation (27) n'en est pas moins d'une entière exactitude.
lesquelles seront
en posant
Cela fait, on se trouve dans les conditions voulues pour la réussite de la méthode, et il ne reste qu'à appliquer les formules (a) et (^) de M. Liouville (p. 33 du tome cité).
x\iV^ ^Ulh^irKs» HAn DES FORCES TEANSVEES.UXS PRODUISAXT
UNE FLEXION PL.4NE
^ I. — Théorie générale.
^ ji / * ' finition du prisme et des forces extérieures qu'il sup^ ^K *v . \i fiotht'ses qui servent de base à la théorie, — Suivant \v |M>«kiuiiiiiiH^ que nous nous sommes tracé à ]a fin de i'Introx^^N vu»n. «pn*H avoir terminé l'élude du cas simple d'un prisme ^nm^Ii.^ \n\ rumprimé suivant sa longueur, nous allons pro- ,OsK^i à rrlUî d'un autre cas, simple aussi, quoique à un degré iuv'uulio, mais qui a des applications très-nombreuses et une iiM^'vMluiKM» très-grande dans la pratique. Voici commentée su^ OMi défini.
Hoii un corps prismatique homogène ou, suivant le langage vn<Unalr(î, une poutre, qui, entre l'une quelconque de ses sec- \[\,i\\H transversales AB {fig. 4) ^^ l'extrémité EF, ne supporte v|uo des forces Q, Q', Q'', . . . parallèles et perpendiculaires
Fip. .\.
Ole":
à Ha longueur; ces forces, quelle que soit AB, sont supposées toujours réductibles à une résultante contenue dans un même plan avec l'axe de figure du prisme ; on suppose, en outre, qu'il y a symétrie du prisme et des forces relativement à ce plan. Dans ces circonstances, l'expérience montre que les sec-
lions transversales, primitivement planes et normales à l'axe longitudinal, sont encore à peu près planes et normales après la déformation produite par les forces Q, et ont conservé leurs dimensions sans altération notable. Le plan de symétrie primitif reste évidemment encore plan de symétrie après la déformation et contient Taxe définitif normal à toutes les sections ; mais nous admettrons, de plus, que le déplacement d'un point quelconque de la pièce s'est effectué parallèlement au même plan. Ces faits sont exacts, non sans doute au même litre qu'une vérité mathématique et rigoureuse, mais avec une approximation suffisante, en se tenant dans les limites que comportent les circonstances ordinaires de la pratique; c'est ce qui a été constaté dans un assez grand nombre d'essais faits par Duleau, Charles Dupin, Wertheim, M. le général Morin, en opérant sur des prismes en bois ou en métal, de dimensions très-variées (*).
19. Recherche des tensions intérieures et de la figure définitive du prisme, — Les hypothèses du n** 18 étant admises comme suffisamment conformes à l'expérience, il n'est pas difficile de se rendre compte des actions moléculaires qui se développent dans une section AB quelconque.
I" Chaque élément superficiel w de AB ayant éprouvé un déplacement dans une direction parallèle au plan de symétrie tend à reprendre sa position première, sous l'action d'une force élastique dirigée en sens contraire; cette force peut donc se décomposer en deux autres, l'une 5, parallèle aux forces Q et située dans le plan de la section, l'autre t, parallèle à l'axe du prisme et par conséquent normale à ce même plan. L'équilibre de la portion de poutre ABEF exige d'abord que la somme des composantes s soit égale à la somme algébrique des forces Q appliquées dans l'intervalle entre AB et EF, ce qui se traduit par l'équation
(i) Is^-IQ.
La somme algébrique des forces Q, qui agissent depuis une
(*) Nous reviendrons plus loin sur quelques-uns de ces essais, quand nous aurons déduit de la théorie diverses formules pouvant bien se prêter à une vérification expérimentale.
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;..-„ ■ ,viv*«iio, soit 2Q, se nomme effort Iraa- .... >'-v •'■''■•* » '"■'■^ glisser l'une sur l'autre les
,,^ ,t, v^v's si'psrées par le plan AB, en agissant
,, ,uv.l ot'iinu sous le nom de cisaille. Les ten-
„.,,-.;■;(.— ï s'i>pposenl à cet effet; leur iniensilé
, .,, -> "!.■■'.• ^to surface a évidemment pour valeur ~t
,.1... ,': :iiio lie la section totale. Nous ne chercherons
,.,.. . .ii<'->i'iit, la valeur individuelle de chacune des
... i M-j-ilirc la loi suivant laquelle Tefforl irancbaot
, , ,;.,ii(ii sur l'aire Q; c'est un point sur lequel nous
i.'iin plus loin. Du reste, nous allons prouver dans
;. ..,11(1 <nii.' ces forces sont, en moyenne, petites compa- ..ii.iii aux forces perpendiculaires /.
M lnii [irojeite sur l'axe du prisme toutes les forces exiéî . ^ .l^i^sant sur ABEF, on aura une autre condition d'équi-
ll^o.
i'ini' sentant par AB' [Jig. 4 et 5) la position finale prise
j par la section AB relativement à une sec-
, 1' lion infiniment voisine CD, considérée
I' ',,. comme fixe, l'équation (?) montre que la
' ' ligne d'intersection 0 des plans AB et A' B'
•» doit passer à l'intérieur de la section. Car,
/j s'il en ciait différemment, les prismes élé-
.( j meniaires tels que mnpq, dont la réunion
forme l'élémenl ABCD de la poutre, auraient tous éprouvé soit un allongement proprement dit, soit un raccourcissement; leurs tensions l seraient toutes de iiiiîme sens, et leur somme ne pourrait être nulle. La ligne 0 iliiil être en outre perpendiculaire au plan de sjmétrie, parce ijtie cette ligne, étant contenue à la fois dans les deux seclions AB, A'B', est normale à l'axe du prisme dans ses positions primitive et dérinilive, lesquelles appartiennent toutes deux au plan de symétrie. Afin d'arriver à définir complètement la position de cette ligne, appelons w l'aire de la section du prisme mnpq par les plans AB, CD; E le coefficient d'élasticité longitudinale de ce prisme;
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u la distance de &> à la ligne cherchée 0; ^ l'angle des plans A6, A'B' ;
L la longueur mp, égale à la distance primitive des sections ABy CD» avant la déformation.
La variation de longueur du prisme mnpq s'exprime par u^j et cette expression convient aux deux parties de la section AB, séparées par la ligne 0, pourvu qu'on regarde u comme positif d'un côté et négatif de l'autre; l'allongement proportionnel,
positif ou négatif, est en conséquence -y- y et la tension cor-
u vb respondante t a pour valeur Ew -p- (n** 1). Par suite, l'équa-
lîon (a) devient
OU, en remarquant que — est le même pour tous les éléments oj,
ei que dans l'hypothèse d'un corps homogène E ne varie pas non plus,
E Y ^(ùu -- o,
ou enfin 2&)tt :=- o, ce qui montre que la ligne 0 passe par le centre de gravité de la section AB. Cela suffit pour la déterminer, puisque sa direction est déjà connue : nous la nommerons désormais axe de flexion, la flexion étant regardée comme consistant dans le mouvement angulaire ^, qui trouble le parallélisme primitif des sections transversales. Conformément au titre placé en tête de ce Chapitre, la flexion est en outre considérée ici comme plane, parce que tous les mouvements li^* qu'elle produit sur l'ensemble de la poutre sont parallèles à un même plan.
Le lieu géométrique du centre de gravité d'une section transversale quelconque est ce qu'on appelle Jibre neutre; sur tout le parcours de cette ligne on a m = o, de sorte qu'il n'y a ni tension ni pression. Il en est de même évidemment pour toutes les fibres parallèles qu'on pourrait imaginer par les divers points de la ligne 0, ci-dessus déterminée. La fibre neutre n'est autre chose que Taxe longitudinal de la poutre, et par ce motif on la nomme diussï Jlbre moyenne.
I. 3* édit
'iO CHAPITRE DEUXIÈME.
.H" Il y a, pour l'équilibre des forces extérieures appliquées au frorpH A BEF, une iroisième condition, non encore employée : c'etil que la somme des moments de ces forces soit nulle relativrrrnentà un axe quelconque. Choisissant Taxe de flexion O, nous écrirons donc
La somme des moments, relativement à 0, des forces Q appliquées entre la section AB et rextrémiié EF, c'est-à-dire 2..')n,0, est ce qu'on nomme moment fléchissant ou couple Jléchissant pour la section AB. C'est à ce moment ou couple qu'est due la relation y de AB par rapport à CD, et cette rotation entraîne la courbure ou flexion de la pièce. On dit aussi moment on couple Je Jlexion^ dénominaiion qui semble plutôt se rapporter au premier membre de l'équation (3), c'est-à-dire au moment total ^^\ij des forces élastiques t, par lequel est équilibré le moment fléchissant.
L'équation 3 nous permet d'abord de reconnaître que les forces s sont, en moyenne, petites comparativement aux forces /. Soit, en elîel, T, la résultante des forces t pour les éléments w situés d'un même côté de l'axe de flexion; de l'autre côté il y aura une résultante — T,, puisque les forces t ont une somme nulle. Si a, désigne la distance de ces deux résultantes partielles, et/>i le bras de levier moyen des forcesQ, l'équation (3^ pourra s'écrire
ce qui montre que T, est généralement grand par rapport à 2Q, car m, est comparable aux dimensions de la section transversale, etp, est de même ordre que les dimensions lon-
gitudinales.Aplus forte raison peut-on dire que -ry^ > moyenne
des forces /, quand on fait abstraction de leur sens, est grande
iO
relativement à ^ > movenne des forces s. Mais ce raisonne-
ment montre qu'il peut y avoir des exceptions à la règle. C'est
ce qui arrivera pour certaines sections où le moment fléchis*
sant serait très-petit, sans que l'efl'ort tranchant 2!Q remplit la
même condition : px tendrait alors vers zéro, et notre démon-
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stration ne s'appliquerait plus.Il ne faut donc pas oublier tout à fait les tensions 5, produites par l'efiort tranchant, car elles peuvent parfois devenir prédominantes; mais c'est le contraire qui a lieu d'une manière générale.
Introduisons maintenant dans l'équation (3) la valeur cidessus trouvée pour t, c'est-à-dire
/zrrE
remarquons que u est le bras de levier de t, et enfin désignons par X le moment fléchissant iDïLoQ» L'équation (3) deviendra
E^Iwtt^^X.
La quantité 2(k)iiS somme des produits des éléments &> de la section Q, par le carré de leur distance à Taxe de flexion, est ce qu'on nomme, dans la Mécanique rationnelle, le mo^ ment d'inertie de l'aire û relativement à cet axe; nous désignerons ce moment d'inertie par I, et nous écrirons
(4) Eil=x.
^ X De là, on tire v = iTï> et, en ponant cette valeur dans celle
de t.
'^=^""ei I '
ou bien
ce qui fait connaître la tension - par unité de surface en un
point quelconque d'une section transversale Â6. Cette tension, dans une même section, ne varie qu'avec la distance u du point considéré à l'axe de flexion 0, qu'on pourrait nommer Vaxe neutre dans la section dont il s'agit; on voit qu'elle est positive d'un côté de l'axe neutre et négative de l'autre côté, c'est-à-dire qu'il y a d'un côté tension proprement
5a CHAPITRE DEUXIÈME.
dite et pression de l'autre. D'ailleurs, le sens connu du moment X indique le sens du couple résultant des forces /, qui lui fait équilibre; ce dernier couple étant de sens contraire à la rotation i{;, qu'il tendâ détruire, on en conclut que la rotation ^ a lieu dans le sens même de X. Cela permet de voir immédiatement si le prisme élémentaire mnpq, dont /désigne la tension, s'est allongé ou raccourci, et par conséquent la nature de l'effort moléculaire correspondant.
Une autre transformation de Téquation (3) nous permettra de trouver l'équation différentielle de la fibre moyenne déformée. Remarquons que les deux sections AB, CD, primiti* vement parallèles, font, dans l'état définitif, un angle égal à ip. Ces deux sections étant restées, suivant nos hypothèses, normales à la fibre moyenne^ ^^ n'est autre chose que l'angle de
contingence, et y la courbure de la courbe que la déforma-
tion a substituée à Taxe rectiligne primitif. Nommant p le
rayon de courbure j> on aura donc, d'après l'équation (4),
et, si l'on imagine la courbe rapportée à deux axes rectangulaires [xy y] dans son plan,
Mm
le moment X étant censé connu dans chaque section ou donné en fonction de x, on a ainsi l'équation différentielle cherchée.
Lorsqu'on prend comme axe des x une droite peu différente de la fibre moyenne dans son état primitif, et que ^désigae en conséquence le dérangement d'un point quelconque de cette fibre, mesuré par rapport à la droite en question et pa-
rallèlement aux forces Q, •-- reste toujours très-petit, cari'in-
clinaison des divers éléments de la fibre moyenne sur Taxe des X était primitivement nulle ou à peu près nulle, et d'un autre côté les pièces employées dans toute construction suffisamment stable ne sont jamais que faiblement déformées.
I dy\'^ Dans ces conditions ( — \ est négligeable devant Tunité, et
l'équation (7) prend la forme plus simple
dx\ * le double signe s'introduisant ici parce qtt'il existait implici-
tement dans le dénominateur H- ( ;/- ) • Pour faîre cesser
l'ambiguïté, nous conviendrons de compter positivement le moment X quand il tendra à faire tourner dans le sens d'une rotation de Taxe des x vers l'axe des /. La rotation d'une section normale étant identique à celle de l'élément de fibre moyenne qui lui est perpendiculaire, si X est positif, il en résulte, comme on le voit sans peine, que la rotation vj^ cor-
dy d^y
respondante rend —~ croissant et -.— positif. Moyennant cette
convention sur le sens des moments positifs, la dernière équation doit donc s'écrire
d-y^ 18) El V^-X.
^ ^ dx'
20. Généralisation de la théorie précédente, dans l'hypothèse d'une élasticité variable aux divers points d'une même section. — Il n'est pas difficile de modifier la théorie du n° 19, en vue de la rendre applicable au cas où le coefficient d'élasticité longitudinale E varierait d'un point à un autre dans une même section, pourvu cependant que les hypothèses fondamentales du n"" 18 ne cessent pas d'être regardées comme exactes. En écrivant les équations d'équilibre
qui sont toujours nécessairement vérifiées, on ne devra plus
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(aire passer le coefGcient £ en dehors du signe de sommalion 1; elles deviennent alors
La première de ces relations nous apprend alors que Taxe neutre ou Taxe de flexion relatif à une section passe par son centre de gravité, ce point étant déterminé dans l'hypothèse où chaque élément superficiel aurait une densité numériquement égale (ou proportionnelle' à son coefficient d'élasticité longitudinale, ou, en d'autres termes, qu'il passe par son centre d'élasticité (n®2). La seconde nous fournit la va-
leur de j-» qui, transportée dans l'expression Ew -p- de /,
conduit à la formule
Remplaçant enfin ~- par -^ ou simplement p.^r -y— si Taxe des X s'écarte peu de la fibre moyenne primitive, on a
(lo, -j^^lEw'j) =- X.
On voit que le cas dont il s'agit n'apporterait pas beaucoup de difficultés nouvelles sous le rapport du calcul. Mais il a été peu étudié par l'expérience, et la vérité des hypothèses fondamentales pourrait laisser plus de prise au doute. Du reste, on ne pourrait guère appliquer celle théorie que pour plusieurs poutres homogènes, faites de matières différentes et liées ensemble de manière à consiituer une poutre unique; car il n'existe pas de corps continu pour lequel on sache la manière dont le coefficient E varie à son intérieur.
La quantité lEu-oy, ou El s'il s'agit d'une section homogène, est ce que nous appellerons moment d'injlexibilité.
Pour une courbure '- égale à i, celte quantité serait égale au
moment du couple résultant des forces élastiques; d'un autre côté, elle figure en dénominateur dans l'expression de la
courbure y> qui répond à ua moment fléchissant donné, et,
par conséquent, elle mesure en quelque sorte la difficulté de fléchir le prisme, ou, ce qui est la même chose, son inflexibilité.
Le moment d'inflexibilité n'est autre chose qu'un moment d'inertie relativement à Taxe de flexion, en imaginant que chaque élément superficiel possède une masse égale au produit de son aire w par son coefficient d'élasticité longitudinale E.
21, Extension de la même théorie au cas de pièces ayant leur axe longitudinal à peu près droit et leur section transversale lentement variable. — Modifions les hypothèses du n° 18 relativement à la forme du corps, et admettons : i° que son axe longitudinal, au lieu d'être rigoureusement rectiligne, soit une courbe peu éloignée d'une droite et toujours contenue dans le plan de symétrie; 2" que la section transversale ne soit pas tout à fait constante, mais varie avec une certaine lenteur. Admettons encore que les forces extérieures agissent, dans le plan d^ symétrie, à peu près normalement à l'axe, et que la déformation produite soit soumise aux mêmes lois. Les actions moléculaires développées dans une section doivent encore faire équilibre à des forces extérieures sensiblement parallèles et donnant une résultante peu différente de leur somme : on aura donc les mêmes équations d'équilibre (i), (2) et (3), et l'on en tirera les mêmes conséquences relativement aux valeurs des forces moléculaires, soit normales au pian de la section, soit contenues dans ce plan ('); on arrivera aussi à la même position pour les fibres neutres et à la même valeur de la rotation ^ ou flexion.
Quant à la recherche de la déformation subie par la fibre moyenne, il faut remarquer que la rotation ^ représente la quantité dont s'est accru l'angle de deux sections infiniment voisines; si l'on continue à nommer p le rayon de courbure
(*) La vérité de cette assertion exi(re qu'on puisse considérer comme constante la lonfjueur primitive des divers prismes élémentaires mnpq entre les sections infiniment voisines AB, CD {fig. 5). C'est ce qui a lieu rigoureusement ponr les pièces rigoureusement droites : on peut donc admettre ici la même chose à titre d'approximation.
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d/:nriiUf après ia déformation, et si p« désigne le rayon de nourbure au même point dans l'état primitif, on aura donc
En choisissant un axe des x peu éloigné de coïncider avec la fibre moyenne, et nommant ^, et y\ les ordonnées primitive et définitive d'un point de celle-ci, on aura sensiblement
G, dx' G dxpar suite
L dx-
et enfin, si Ton nomme y le déplacement^-, — r. éprouvé par le point sous l'action des forces,
ù d y L ~ dx-'
Comme les conditions d'équilibre donnent la valeur de -y-
JLi
égale au quotient de la division du moment fléchissant par le
moment d'inflexibilité, en égalant ce quotient à -; — ? on re-
dx-
tombera sur les équations (8; ou (lo), suivant le cas.
On voit donc, en résumé, que la théorie des n*'^ 19 et 20 s'applique approximativement aux corps dont la figure rentre dans la définition plus générale actuellement admise.
22. Digression sur le centre de gravité d'une surface plane y homogène ou non, et sur ses moments d'inertie relativement à des axes contenus dans son plan. — Nous avons eu à considérer plus haut ;n° 19) le centre de gravité de la section transversale d'un prisme, dans l'hypothèse d'une section homogène ; un peu plus loin (n°20 , nous avons supposé que ce centre de gravité serait déterminé en attribuant à chaque élément superficiel w une densité égale au coefficient d'élasticité E du prisme matériel ayant ûj pour section droite. Nous avons eu besoin aussi de faire entrer dans nos calculs le moment
Fig. 6.
d'inertie I ou 2Ea'a) de la même surface relativement à un certain axe contenu dans son plan, ces moments étant calculés dans les mêmes hypothèses sur la densité des éléments w.
Il est utile d'ajouter ici quelques détails sur ces questions accessoires. En outre, comme nous aurons besoin par la suite de considérer les moments d'inertie à un point de vue plus général que celui des n" 19 et 20, nous allons supprimer toute restriction sur la position de Taxe dans le plan. Nous aurons, enfin, à rechercher le moment d'inertie par rapport à un axe perpendiculaire au plan de la surface.
(a) Définition du centre de gravité d'une surface plane, de son moment d'inertie et de son rayon de gyration relativement à un axe, — Supposons une surface'plane ABCI) [fig. 6), et imaginons qu'elle soit décomposée en éléments superficiels &). Appelons :
Xy y les coordonnées d'un point renfermé dans Taire infiniment petite co, par rapport à deux axes rectangulaires Qxy 0/;
u la distance de ce même point à une droite quelconque, Oz par exemple, que nous supposons prise, comme 0;r et Oj, dans le plan ABCD;
E un nombre déterminé en fonction de x et de y, lequel peut être constant ou variable; ce nombre est le coefficient d'élasticité longitudinale au point [x^y).
Conformément aux définitions données dans la Mécanique rationnelle, nous appellerons centre de gravité de la surface le point G dont les coordonnées x^ Ji satisferaient aux relations
^,2Eco--2E^a),
J, 2E&)::=2EjW,
le signe 2 étant l'indice d'une sommation étendue à tous les éléments o).
Le point G est indépendant du choix des axes. Pour justifier le nom qu'on lui a donné, il faut concevoir que la surface soit
matérialisée, qu'elle ait pris une épaisseur extrêmement petite, et que le nombre E soit en quelque sor^e la masse de l'élément w rapportée à l'unité superficielle, ou plus simplement, si l'on veut, sa densité. Le centre de gravité de la surface ne sera donc autre chose que celui d'un corps dont la masse totale aurait pour valeur 2Ew.
Une extension analogue a lieu pour les moments d'inertie. Le moment d'inertie de la surface ABCD relativement à l'axe Oz sera, par définition, celui du corps matériel que nous substî* tuons à la surface : il aura pour expression analytique
Enfin, le rayon de gyration r relatif au même axe devra satisfaire à l'équation
Si Taxe 0:: coïncide avec l'axe 0 des/ig. 4 et 5, le moment d'inertie relativement à Oz deviendra ce que nous avons nommé moment d'injlexibiliié ( n° 20 ) ; le moment d'inertie I, dont il est question au n° 19, doit se calculer en supposant E constant et égal à i.
Les propriétés des moments d'inertie qui vont être rappelées sont une conséquence immédiate, ou, si Ton veut, un cas particulier de celles qui appartiennent en général aux moments d'inertie des corps matériels; c'est pourquoi elles seront énoncées sans démonstration.
[b] Loi de la variation des moments d'inertie d'une surface plane, relativement à des axes parallèles ou concourants situés dans son plan, — Le moment d'inertie d'une surface plane, relativement à un axe quelconque, est égal au moment d'inertie de la même surface relativement à l'axe parallèle passant au centre de gravité, augmenté du produit de la masse totale de la surface par le carré de la distance des deux axes.
Soient, par exemple, la surface ABCD (Jig, 6);
G le centre de gravité;
0^ et G^i deux droites parallèles dont l'une contient le
point G et qui sont séparées par la distance k; y, Xi les dislances respectives d'un élément superficiel à ces
deux axes;
r, r, les rayons de gyralion de ABCD relalivemeni à Ox et En conservani \es autres notation^ du n® 22 (a), on aura
ou bien, par suite de la définition du rayon de gyration,
r=2Ew z.= rj 2Eu) -f- k'IEoi, c'est-à-dire
équation dont renoncé en langage ordinaire remplace quelquefois celui que nous avons donné ci-dessus.
Supposons maintenant qu'on cherche les moments d'inertie de la même surface ABCD relativement à divers axes situés dans son plan et passant par un même point 0, tels que 0^, puis que sur chacun d'eux on porte une longueur ÔS qui soit en raison îhverse du rayon de gyration correspondant; le lieu des points S ainsi obtenus sera une ellipse ayant le point 0 pour centre, propriété remarquable qui donne une idée de la manière dont varient les moments d'inertie de la surface autour des axes qui concourent en 0. Nous allons donner quelques développements sur celle loi de variation, pour la faire connaître plus complètement.
[c] Ellipse d'inertie; ellipse centrale d*inertie; axes principaux, — L'ellipse dont nous venons de parler est ce que nous appellerons Vellipse d'inertie de la surface pour le point 0; si le point 0 se confond avec le centre de gravité G de la surface, nous emploierons la désignation 6*ellipse centrale d'inertie. Les axes principaux de l'ellipse correspondant à un point sont dits axes principaux d'inertie de la surface en ce point.
La détermination des axes principaux pour le point 0 peut être effectuée ainsi qu'il suit. Ayant tracé par ce point et dans le plan ABCD (Jtg. 6) trois axes Ox, Oj, Oz, dont les deux premiers se coupent à angle droit, tandis que le troisième fait l'angle a avec Ox, nous appellerons :
M l'un quelconque des éléments superficiels, répondant aux coordonnées x et j, et ayant une densité E;
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^Ex^u, C = lExya, trois sommes dont ^ TTi^s sont les moments d'inertie de la surface t.:\ iTcs des X et des j^; ! atonie de cette même surface par rapport
Vu> i.;:r\-,r.* ilors
«< SI ir\'.:s [>rt^nons ÔS = -^i D étant une constante dont nous
d\«v*t'^ Iji raleur ultérieurement, le lieu des points S, c'est- ^irv l'ellipse d'inertie, aura pour équation Aar=-i- B.r'— iîCsr= D=.
(\>ur eu avoir les axes principaux, il sufiîra, conformément à cf nue l'on enseigne dans la Géomélrie analylique, de prendre ilo* axss Ox', Oy obtenus en faisant tourner le système _^0 ar, dans le sens de x vers y, d'un angle s déterminé par la condition
t3ng2E -
$i l'on rapporte l'équation de l'ellipse aux axes des coordonnées 0^' et 0/, le double rectangle disparaît et l'équation se réduit a
A' et B' étant déterminés par les relations
Ddiis certains cas, les axes principaux en un point sont connus a priori et sans aucun calcul. Ainsi l'on démontre que louie ligne de symétrie est un axe principal en tout point de son cours, si l'on admet, bien entendu, que la symétrie existe non-seulement quant à la figure, mais aussi dans la distribution des masses; toute perpendiculaire à une ligne de symétrie est uxc principal en son point de rencontre avec cette ligne; enlin, toute ligne qui est axe principal et qui passe par le
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centre de gravilé est axe principal dans tous les points de son cours.
Lorsque les axes principaux coïncident avec les axes coordonnés, le double rectangle zCxy disparaît de l'équation de Tellipse d'inertie, comme nous l'avons déjà remarqué. On
doit donc avoir
2Ej:j&)r=- o,
relation qui peut servir à caractériser les axes principaux; car, si elle est satisfaite, on voit que, réciproquement, le terme en xy manquera dans l'équation de Tellipse, ce qui ne peut avoir lieu, les axes coordonnés étant rectangulaires, que lorsqu'ils sont en même temps diamètres principaux.
(d) Équation de l'ellipse d'inertie ramenée à sa forme la plus simple; propriétés des diamètres conjugués, — Les lettres A'et B', définies au n° 22 (c), ont pour les nouveaux axesOa:', 0^^ [Jig. 6) le même sens que A et B pour Oor, Oy; elles représentent donc respectivement les moments d'inertie de la surface par rapport aux axes des x' et des y y soit lEy^cù et IEj/'û). Appelons a ei b les rayons de gyration correspondants, lesquels sont déterminés par les relations
b'lE(ù^lEx"(ùzz^B',
et posons en outre, pour fixer la valeur de la constante D,
D'-^a'b'lEcù; alors réquation (ii] se réduit à
Le moment d'inertie [i, par rapport à Oz, est exprimé par -—5 puisque QS — —z=z par définition; on aura donc aussi
os' ^l^
a^b^ |x = i^=:r ZEû), c'est-à-dire que le rayon de gyration corres-
pondant sera -=* Ou bien encore, en désignant par p le demi-
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diamètre 08, />' le dcmi-diamèire conjugué OS', è l'angle SOS', on aura, en vertu de la relation connue ab =: pp' sindy
/ fjL ab , . ^
V 2Ew p '^
me sora donc autre chose que la perpendiculaire S'T abaissée du i^oini S' sur OS; ou bien, en d'autres termes, la surface pourrait t^tro condensée, sans altérer son moment d'inertie rc^\AU\omonl à un axe OS ou Ozy sur l'extrémité S' du diawèuv conjugué de Oz dans l'ellipse d'inertie. Cette ellipse poui d^alllours être prise pour un point 0 quelconque de TavoOs, et, comme le rayon de gyration S'T ne peut pas chaniior, il en résulte immédiatement que le lieu des points S' oonvspondants sera une ligne droite parallèle à Oz et située à \^ distance r, conséquence assez curieuse que nous mentionnons on passant, bien qu'elle ne doive pas nous être utile.
Trouons maintenant pour axes coordonnés les deux directions conjuguées OS, OS', et nommons s et s' les coordonnées qui leur sont respectivement parallèles. Les autres notations conservant le même sens que précédemment, nous allons montrer qu'on a les deux relations
Pour établir la première, il suffit de remarquer que, m et 5^ désignant deux distances d'un même élément wà l'axe Oz, l'une mesurée normalement et l'autre obliquement, sous l'angle d,
on a
u - 5'sinô,
par suite
lEa^o) =^ r=2E&) = sin^ôIEs'-co,
et, comme on vient de voir que r est égal à />'sin5, il en résulte Immédiatement
ce qui, par la suppression du facteur commun sin^S, donne notre première relation.
Quant à la seconde, on y arrive en se servant des formules
de transformalion qui permettent de passer des coordonnées obliques s, y aux coordonnées rectangulaires x\ y. En appelant 6 et 0' les angles a:' OS, ^'OS', ces formules sont (comme on le retrouve facilement par le moyen ordinaire des projections)
s sinô r- j;'sin0'-i- j'cosO',
s'sinô i-x'sin0 — j'cos^.
Il en résulte
is'sinM — j:'=sin0sin0' — j"cos0cosO'-+-xysin(0 — 0');
or, en vertu de ce que Qx^ et Qf sont axes principaux pour le point 0, on a (n*» 3) IEj^'j^w — o; donc
sin'ôIEw'co r. 1 sin0 sinO'2Ex"û) — cosO cos0'2E/'w
- sin0sin6'.ft'2;Ew — cos0cos(3'.a'2Ea)
— b^cosO cosO'IEw (tang()tangO' — 1^
On sait, par la Géométrie analytique, que les angles 9 et 0' sont
liés par la relation tang0tang0'= j- : donc enfin la somme 2E5/&) est bien égale à zéro.
(e) Recherches des moments d* inertie par le Calcul inté^ gral; moment d'inertie d'une surface plane relativement à un axe perpendiculaire à son plan. — Un axe quelconque étant tracé dans une surface plane, prenons-le pour axe des x et traçons une perpendiculaire qui sera Taxe des/. Si Ton décompose la surface en portions infiniment petites par des parallèles aux deux axes, et qu'on appelle, comme ci-dessus, £ la masse rapportée à Tunité de surface en un point quelconque, le moment d'inertie de la surface relativement à l'axe
des X sera exprimé analyliquement par / JEydxJx, Tin-
tégrale devant être étendue à tous les points de la surface. Le rayon de gyration r correspondant devra satisfaire à la relation
' j JEdxdx^ f iEfdxdy.
Pour que le problème soit défini, E doit être connu en fonc-
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l',^n àf .r fi rfo y, ei il faul connallre aussi la forme du pérîr-:.'iri'; Jos liTs la recherche doni il s'a^ii se réduit à une ,-,;'.i-ulli'iraii'iivse, qu'on peut toujours surmonier, au besoin, -Nir 1.- pr^'i-.'O.'sd'oiiproximalion connus.
O.uiiil it s'i'pit d'un axe perpendiculaire au plan de la sui^ ...v. on II' l'ri'iiant pour axe de z et laissant les x et les x vLiimo oî-di-ssus, le moment d'inertie s'exprimera par l'inté-
f fK}-dx(Ix^ f fEx'dxdy,
V iiiil rium'-nc iri's-simp1ement ce cas au précédent. Oo voîl ■Il l'iVi't 'l'i'i' •''i"^' '^^ (à'tre la somme des deux moments liiiii'riit' il<! la surlace relativement à deux axes rectangulaires ]Mt'li'"iii{ui's situes dans son plan et se coupant au point où ('lio i'>^l riMiconlrce par l'axe donné. Si ces deux axes rectan- Kiiliiin's sont axes principaux d'inertie pour leur point decoDt't'iirs, on aura, suivant les notations du n°22 (d),
C Cv.y'dxdy.-a'lEo^, f fEx'dxdx= b'-lEt^.
,,t, pur l'addition membre à membre de ces égalités,
hx-''dxd}r=:zia'^b']lEa;
ff-
vitt conclut facilement de là que le carré du rayon de gyratîon l'i'pijiidant à l'axe perpendiculaire au plan de la surface esi l'i^.il ^j la somme des carrés des deux demi-diamètres princiy:\u\ lie l'ellipse d'inertie ayant son centre au pied duditaxe ,l,.Ms I.M.I;""-
yiiinid riméfiralion rigoureuse des expressions ci-dessus iliiiiiR'i's sera impossible ou trop difficile, on fera usage des iiiciliiiilcs d'iipproxinialion. Par exemple, on pourra partager |;i sui r;i(-i; en clriueiits lînis, mais assez petits, que l'on consiili'ii'ij coniineutitunt lie points matériels; puis on calculera le muiiiciil d'iiKM'tie de chacune de ces masses, et l'on en fera la sniniiic. Si lu surface est homogène, et que l'axe donne soU
daDs son plan, on la divisera en tranches parallèles à cet axe, et riniégrale double sera alors remplacée par l'intégrale simple des moments d'inertie de ces tranches; la méthode de Simpson deviendra donc applicable.
Il serait aisé de poser d'autres formules symboliques en employant les coordonnées obliques ou les coordonnées polaires; on ne s'y arrêtera pas ici.
(f). Expressions toutes calculées de moments d^ inertie de surfaces homogènes. — Nous allons maintenant donner les valeurs toutes calculées des moments d'inertie et des rayons de gyration de quelques surfaces planes par rapport à des axes déterminés. Nous supposerons la densité constante et égale à l'unité, valeur particulière qui, une fois Thomogénéité admise, n*altère pas la position du centre de gravité, ni les rayons de gyration, ni l'ellipse d'inertie relative à un point.
i" Bectangle plein et homogène. — Soient / la largeur AB (Jig. 7), ^ la hauteur BD, 0 le centre du rectangle, 0:r, 0/ deux parallèles aux côtés. Le moment d'inertie
relativement à Oj-, ou Swj', est égal à — //i',
et le rayon de gyration correspondant a pour
carré
^Ih'
Ih
î soit — h^ •
Le moment d'inertie, par rapport à 0/, s'exprime de même par — A/% et le carré du rayon
de gyration par — /'.
D'après une remarque du n" 22 (r), Ox et Oy sont les axes principaux pour le centre de gravité. En conséquence, Tellipse centrale d'inertie sera représentée par l'équation
iix*
elle sera semblable à l'ellipse inscrite dans le rectangle, et aura pour demi-axes les longueurs - / i/o' ~ ^' \/^' soit 0,577 - et 0,577 -•
a** Rectangle évidé homogène, — Nous supposerons d'abord que la surface soit symétrique par rapport à deux axes rectangulaires 0^, Or {fig. 8), dont le point de rencontre sera le centre de gravité. Soient ÂB = /, BD = A, ÊF -f GH = /', HM = h\ On aura :
Pour le moment d'inertie relativement à Ox,
I. 3- édit
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Pour le momont d'inortio rolalivement à Or, Fig. 8.
Pour l'aire de la surface,
ioj = M _ /'/.'.
On en déduira aisément les rayons de gyralion autour de Ox et Oj, et l'on pourra construire , l'ellipse centrale représentée sur la figure.
Dans le cas où la symétrie n'existerait pas, ^ " D la recherche de l'ellipse centrale d'inertie serait
un peu plus complexe, parce que le centre de V u i/ \\%^ «omit pas connu d'avance. Néanmoins les calculs, quoique plus v^'.N'» wx'^ prtNHimtoront aucune difficulté, et nous ne croyons pas utile >» ^'^s xloHuiM* un exemple. Le problème se résoudra toujours au moyen A^t u\xho(Hi(»nH (générales précédemment données.
i' i't'fr/t' plein ou couronne circulaire homogène. — Le moraenl >* v^xMlio d'un cercle de rayon R par rapport à un axe quelconque 0:i
■'i \))t passant par son centre, a pour valeur - ttR*. Le rayon de gyra-
U\\\\ n exprime par
ou par - R. L'ellipse centrale d'inertie sera
vis»iu' un cercle OA ayant un rayon moitié de celui du cercle proposé OB.
Fie- 9-
Fig. 10.
S'il s'agit d'une couronne circulaire, en appelant R le rayon OA du cercle extérieur {^g. lo), r le rayon OB du cercle intérieur, le moment
d'inertie relativement à un diamètre Ox s'exprimera par 7 7r(R' — r*), le
rayon de gyration correspondant par
-i = iv^UM-r-.
C'est lo rayon du cercle OC qui remplace l'ellipse centrale d'inertie.
4* Ellipse pleine ou couronne elliptique Jiomogène, — Soit Tellipse ÂBCD (fig. Il), dont nous désignerons le grand axe ÂB par / et le petit
axe CD par /<. Les moments d'inertie de la surface, relativement aux lignes AB et CD, ont respeclivcraent pour valeur -T- TT Ih^ et ;;-T 7r/i/\ L'aire de Tellipse 64 04
étant d'ailleurs égale à 7^?//*, les deux
rayons de gy ration correspondants seront
i /-tr A' et 4 /— /* , c'est-à-dire - /i et y ib Y 16 ' 4
7 /; d'où il suit que l'ellipse centrale
d'inertie [dont les axes principaux, d'après une remarque du n° 22 (c), sont dirigés suivant AB et CD] sera l'ellipse donnée dont les dimensions auraient été réduites de moitié.
Lorsque l'ellipse présentera un vide int45rieur de forme elliptique, il y aura toujours possibilité de trouver sa surface et son moment d'inertie par rapport à un axe quelconque, en calculant la différence des surfaces et des moments d'inertie de deux ellipses pleines. Dans le cas particulier où le contour du vide serait concentrique et semblable au contour extérieur, et semblablement placé, on reconnaît aisément, au moyen de cette méthode, qu'en appelant m le rapport des dimensions de l'ellipse intérieure avec celles de la grande ellipse, l'ellipse centrale d'inertie est encore semblable aux deux premières, qu'elle est semblablement placée, et «qu'elle a pour axes
-l \/i-i- m- et 2 2
-l ^i-i- m- et - h^i-i- ///'.
Nous nous bornerons à ces exemples. Le lecteur pourra trouver d'autres expressions toutes calculées de moments d'inertie des surfaces homogènes, dans les Ouvrages sur la Résistance des Matériaux et les Aide-Mémoire de Mécanique pratique. Quant aux moments d'inertie de surfaces non homogènes, il sera bien rare qu'on puisse en faire usage dans les applications, car les données numériques manqueraient pour cela. Si toutefois le cas se présentait, on se reporterait aux considérations générales que nous avons présentées plus haut, à l'occasion de la recherche des moments d'inertie par le Calcul intégral.
23. Solides d'égale résistance, — Soit une poutre homogène ayant son axe longitudinal à peu près rectiligne et sa section lentement variable; la tension par unité de surface en un point quelconque d'une section donnée est exprimée
: t.- f,--tjii'.)e s du n" 19 :
O'ino'i on sr fiis,"f »ii"t divers points d'une même section, cou,- i<^n-;i.-.n vu- r ><'ulemeiit avec la dislance désignée par « Cl Hi'viciii If f !tt> trande possible quand u prend sa plus grande
i;iii>ni h Si ,-r;ii" lonsion limiie —r- resle invariable pour
tonii'v )r# sf>i"iii.''ns. on dît que le solide esl d'égale résis-
Monir.^ns par nuolques exemples comment celte condition rorx'oun a .Icu-rminer la forme de la pièce. Soii une pièce à libre tn>\>cniio liorizontale, ayant pour section un rectangle Af largeur A et de hauteur c; supposons celle pièce encastrée B mw fxtrr-milé et supportant à l'autre un poids unique Q, dont jr destinera la distance a une section quelconque. Le
mom«ni d'inertie 1 sera ici égal à — bc' [n" 22 (/)], la valeur maximum de « sera -c, et l'expression ^ aura pour maximum dans chaque section -r-— ■ Ainsi l'on devra saiisraire à U condilion
-,-- =consl.
bc'
Cotte équation entre trois variables x, b, c ne suffit pas pour fuer tout il fait la forme de la pièce, car on pourrait se donner une des dimensions ft ou c en fonction de x, et en conclure l'autre é^iilement en fonction de x. Si, par exemple, le solide g toujours la même épaisseur mesurée perpendiculairement au plan jws^anl par Q et la fibre moyenne, b étant constant,
— le sera aussi. Cl par conséquent dans ce plan le profil de ia
pièce serait une parabole, c'esi-à-dire que les hauteurs c des sections sTiccessives croîtraient comme les ordonnées d'une parabole du second degré, doni le sommet sérail sur la force Q, Ce résultai esl d'ailleurs subordonné à ce que l'on néglige les actions s dues à l'effort tranchant [n" 19), ce qui permei
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de réduire à zéro la valeur de c près c^u point d'application de la force Q; en pratique, cette réduction ne pourrait pas avoir lieu, et il faudrait renforcer le solide aux environs du point dont il s'agit.
Si la charge, au lieu d'être unique, était uniformément ré* partie suivant la longueur, p étant sa valeur parmèlre courant,
le moment X serait - px^. Il faudrait poser
3px'^
-r — — const. ;
dans le cas de 6 constant, — serait donc une constante, c'est-
à-dire que la parabole serait remplacée par deux lignes droites.
En joignant à la charge uniforme p une force de sens
contraire Q appliquée à l'extrémité, X deviendrait égal à
Qx px^ : on aurait alors
^ , -^ — '- r- const.,
et, en conservant l'hypothèse d'une épaisseur b invariable, le
profil triangulaire qu'on vient de trouver se transformerait en
2Q une ellipse. Les sommets répondent à a: =: o et ^ = — 5 dans
l'intervalle, X reste toujours positif, de sorte que l'équation précédente reste toujours applicable. Si la longueur de la pièce
2O dépassait —^7 le moment X devenant négatif au delà de cette
valeur de x, le second membre de l'équation devrait changer de signe, de sorte que la suite du profil serait une hyperbole tangente à l'ellipse; le point de contact serait un sommet commun aux deux courbes. Il est bien entendu- que la considération des efforts tranchants ne permettrait pas d'accepter complètement ces résultats, comme on l'a déjà dit tout à l'heure.
Au lieu d'encastrer la pièce, on peut la faire reposer sur deux appuis distants d'une longueur 2a. Si l'on fait agir au milieu une force 2Q, chaque appui exercera une réaction Q,
70 (-■iprriB DiDXibMB.
m \c Tf-^n-'cri \ * U disiance x d'un appui s'exprimera par Q:r, comme lians !c fn-niior exemple, pourvu que x resie inférioiirc à a. ( hii.)iu* moitié de la pièce se comportera comme si ollc fiait ondsin'e dans la section du milieu et chargée d'une (orcc 0 à son extrémité; en supposant la section rectangulaire, on rentre ainsi dans un cas déjà traité. On arriverait à un r<-<»lui analogue dans l'hjpoihèse d'une charge unifonne /> par moire courant, car, chaque appui donnant une réaction l'^r^le à pa, le moment fléchissant dans une section
prise à la distance a^ de cet appui aurait pour valeur/>aj^— -pa:'i ce qui est un cas particulier de l'expression Qx px', que
l'on a rencontrée ci-dessus. L'épaisseur b étant supposée constante, le profil de la pièce serait une ellipse ayant un sommei à chacune des deux extrémités de la (ibre moyenne.
Les exemples pourraient se multiplier à l'infîni ; nous nous en tiendrons à ceux qui précèdent.
ik. Relation entre le moment de flexion et l'effort tranchant. — Nommons, pour une poutre quelconque soumise à des Torces transversales parallèles et dans un même plan,
Q l'une quelconque des charges qui agissent perpendiculairement à la fibre moyenne, en y comprenant les réactions des appuis fixes;
g l'abscisse de la force Q, relativement à une origine choisie d'une manière arbitraire sur la fibre moyenne;
X l'abscisse, relativement à la même origine, d'une section (3) quelconque, a laquelle répondent le moment de flexion X et l'eirort tranchant P;
/ l'abscisse de la section faite à l'extrémité de la poutre.
En désignant par la caractéristique 2 une sommation étendue à toutes les forcesQ qui se trouvent entre la section (S) el la fin de la poutre, on aura, par la définition même des quantités X et P [n" 19],
P===tIQ,
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d'où résulte la relation
rfX
L'effort tranchant est donc égal, en valeur absolue, à la dérivée du moment de flexion par rapport à l'abscisse. Ces deux
quantités P et ^ ont d'ailleurs même signe ou des signes contraires, suivant le sens positif qu'on adopte dans le calcul de X et de P; les signes seront contraires lorsqu'une force Q comptée positivement dans la somme algébrique 2Q donnera lieu à un moment compté positivement dans l'autre somme algébrique 1Q(Ï^ — x).
Il est bien essentiel de faire observer que la même relation entre X et P ne subsisterait plus dans le cas où le moment fléchissant proviendrait en partie d'un couple à répartition continue. Si l'on suppose, outre les forces Q, une infinité de couples élémentaires ixdl, on introduira ainsi dans la valeur
J fidl,
de X le terme I jutdÇ, dont la dérivée par rapport à x serait
— fx;donc-T— aurait éprouvé un changement, et, comme
d'autre part l'addition de couples ne modifie en rien les efforts tranchants P, il est bien évident que l'égalité entre les valeurs absolues de ces deux quantités ne pourrait plus avoir lieu. On devrait poser alors
25. Du glissement longitudinal des fibres et de la répartition de l'effort tranchant sur une section transversale, — Les tensions longitudinales produites par le moment fléchissant (n" 19) ont pour conséquence de faire naître une tendance des fibres à glisser les unes sur les autres dans le sens de leur longueur ; à ce glissement est opposée une force élastique, dont la détermination entraîne celle de la répartition de l'effort tranchant sur les divers éléments d'une section donnée. Telles sont les propositions que nous allons maintenant démontrer.
Soient AB et CD (^g*. 12) deux sections infiniment voisines,
is \c< on doux points 0, 0, de la fibre moyenne qui répondent j) 4V5 abscisses x, x -h rfx, comptées suivant celle ligne; la so* non VB est représentée dans sa vraie grandeur en AO'BO^;
Fig. ia.
ni
M ligne C'C est son axe neutre ou axe de flexion. Nommons
X* P le moment fléchissant el l'efTort tranchant dans la seclion AB;
H la dislance entre Taxe neutre O'O" et une parallèle q'q" quelconque;
h la longueur ^Y'5
l le moment d'inertie de la section relativement à Û'C;
^ la somme des tensions longitudinales des fibres traversant la partie H' H" A de la section, comprise entre une parallèle quelconque H' H" à Taxe neutre el la tangente parallèle la plus éloignée;
Uy^ Ui les valeurs de u pour H'H" et cette parallèle extrême;
i, la valeur de 6 pour u === m,, c'est-à-dire la longueur U'U";
i, la valeur de h pour u =^ Mj.
La tension par unité de surface sur la bande infiniment mince nfn"qq" est ^^ (n** 19); en nniltiplianl par la surface bduy on a la tension elle-même, et il en résulle
- 1 bu du.
Supposons maintenant la section constante : d variera cependant d'une section à l'autre, à cause du changement de X; dans la partie CG de la section CD, qui répond aux mêmes
valeurs de «t el m„ cette force aura pris riniensiié 9 -f- dO, el l'on aura
d9:~. ' - I budu,
OU bien (n** 24)
Pdx C"'' dO -- — ,— / hu du,
La force dO tend à faire glisser le solide ACGH suivant le plan GH, ou, si Ton veut, elle tend à faire glisser les fibres situées au-dessus de GH sur celles de dessous, suivant une direction parallèle à la longueur de la pièce; elle ne peut être tenue en équilibre que par la résistance tangentielle du plan GH, laquelle aura pour grandeur rapportée à l'unité de surface
de p r"\ ,
Si la section n'était pas constante, la recherche de dQ serait beaucoup moins simple, car X ne varierait pas seul dans l'expression de 6; il faudrait faire varier en même temps b, Uiy Wi et L On aurait généralement
,. vdx r'"' . \dx r'"' db ,
ad = — r— / bu du - — — I u ^- du
~ (^2 M, du, — bx Uy duy ) r^— / bu du.
d'où résulterait une tout autre valeur de l'action tangentielle par unité de surface sur le plan GH.
Cette considération du glissement longitudinal et la méthode élémentaire que nous avons suivie pour en tenir compte ont été indiquées pour la première fois dans un Mémoire du colonel russe Jourawski ('). Elle montre d'abord la nécessité d'avoir égard à un nouveau genre d'actions moléculaires. Elle explique aussi pourquoi deux poutres superposées de ma-
(*) Annales des Ponts et Chaussées^ i856, a® semestre.
Il» »"
CRàPITBB decxièhe.
«** : >c l,•i.^•^^^ pr un plan, mais non invariablemeni liées • lu' I '«;*.••*''> î^^ resisieni pas comme une poutre unique , •' ^f r ^^r'^s.ons à leur ensemble : c'esi parce que le n. if ^ v» i^.i «^ fourniraii pas une assez grande résistance au •no', .ô.ifiuuiinal. Aussi a-t-on soin, quand on veut fori.tc T» «'^vV unique par la réunion de deux poutres, de ^^ ,^ .^- lonrmoni avec des étriers et de disposer la surface ,1, V »:u*- ,N'»n ^n redans qui engrènent les uns dans les autres. î ..î f u r\''!:.c considération va nous permettre de déterminer .. ^.-^,n/KNîr *1o l'effort tranchant, rapporté à Tunité de surface, ^i„ ,-Ki' wr oloment d'une section transversale.
\ .\N OmOI. il suffit d'employer une des équations d'équilibre
,»... '^ :'o> loriH^s extérieures appliquées au prisme élémentaire
V -f'^ N P^^^*** longueur et ^' g" /l'/i" pour section droite, savoir
,x,. non des moments par rapport à l'axe projeté en m. Les
i,»vvx >oni : 1° le poids du prisme, qui donne un moment in-
I- rn<MU petit du troisième ordre; ?" les actions normales
{ vt-^.voos en vertu de la cohésion sur les faces q^q", ni n!\ dont
oh^.Minc donnerait un moment infiniment petit du second
^%s"i;o, mais dont l'ensemble ne produit que la différentielle
vî,^ 001 infiniment petit, soit encore un terme du troisième
,v\l»v; 3" les actions normales sur les faces nq^ mp^ qui don-
r,or;«ient un résultat semblable; fy" et enfin les forces tangen-
<;olles sur les quatre mêmes faces. Sur ces quatre dernières
tV^n^cs, il y en a deux, dans les plans mn et m/?, qui rencon-
irtMit l'axe et ont un moment nul; les deux autres, contenues
x);ins les plans pq et nq, ont des moments infiniment petits du
socond ordre, qui doivent par conséquent avoir des valeurs
t^gales et agir en sens contraire. Si nous appelons
«T l'effort tranchant par unité de surface sur n' n" q' q"y p la résistance au glissement longitudinal sur le planp^, éga-> lement rapportée à l'unité superficielle,
les deux forces seront exprimées par rsbdu et pbdx, leurs bras de levier sont dx et du, de sorte que nous aurons, pour l'équation des moments,
Tsbdu dx : p 6 dx du,
soit
nj = p.
Comme nous avons appris à déterminer p, on voit que gt est par cela même connu, car il y a égalité entre les deux intensités des actions tangentielles rapportées à Tunité de surface sur les plans nq eipq. C'est ce qu'on aurait pu déduire, au surplus, d'une propriété plus générale établie dans la théorie mathématique des pressions à l'intérieur des corps, et dont voici l'énoncé : les actions élastiques F, F' par unité de surface, sur deux él<»ments w, w' pris autour d'un même point du corps, sont telles, que la projection de F sur la normale à w' égale la projection de F' sur la normale à w. Dans le cas particulier où nous nous trouvons, ces projections ne sont autres que in et p.
Voici maintenant quelques exemples de la recherche de ces actions tangentielles. Soit donnée en premier lieu une poutre ayant pour section un rectangle de dimensions constantes b et A. On aura
u,-~-fi, l-—bh\ I budu-b (-- u\\i bi — b ;
la valeur de p ou de cj dans les environs de la droite H' H" devient, en conséquence.
pr=ny— ' ^"^ -. /- ,^j
quantité variable avec Wi entre zéro et un maximum — rv qui
se produit quand m, est nul et que le plan GH passe par l'axe
de la poutre. L'effort tranchant moyen par unité de surface
dans une section déterminée s'exprime par ^5 mais, parle
fait de l'inégalité de répartition, les éléments superficiels voisins de l'axe de flexion supportent une fois et demie cette moyenne.
Prenons maintenant une poutre en double T, avec une section de hauteur constante. Cette section ayant la forme représentée par la fig. 8, p. 66, supposons que les branches horizontales sont égales entre elles et ont une épaisseur assez petite comparativement à la hauteur totale A; supposons, de
plus, que leur surface l'emporte de beaucoup sur la surface du rectangle intermédiaire FGKL, qu'on nomme Vàme du double T. Alors toute Taire il de la section peut être approximativement considérée comme concentrée à la distance - de Taxe neutre, et l'on a
En ayant soin de prendre le plan GH [Jig. ii) dans la partie occupée par l'âme, on aura de même
car, d'une part, les variations de tension par unité de surface sont négligeables dans la hauteur des branches horizontales et
-j— se remplace par — r- -, d autre part, la tension totale dans
une portion quelconque de l'àme est petite relativement à celle des branches. Donc
^^ ^X P dx
et, en nommant c l'épaisseur constante de l'âme,
dQ P
' C dx Cil
D'après ce calcul, on voit que l'effort tranchant se répartirait à peu près uniformément sur l'âme, et les branches horizontales n'auraient à en supporter qu'une faible partie.
Nous avons admis, dans le premier exemple, l'hypothèse d'une section constante; afin de montrer l'influence que pour^ rait avoir l'hypothèse contraire, supposons que la dimension b du rectangle ne change pas, mais que la hauteur A varie d'une section à l'autre, de manière à constituer un solide d'égale résistance (n° 23), ce qui impose la condition que A* soit proportionnel à X. Avec ces données, si l'on veut déterminer l'action tangentielle p ou c7 dans le voisinage de l'axe neutre»
et que par suite on cherche la tension totale 0 sur la moitié de la section, cette force sera bien encore
e = ^/ 6«rf«=^**' ^^
81 ~ih'
maisy quand on calculera dO, il faudra tenir compte des variations de A, aussi bien que des variations de X. On aura
,^ 3rfX 3XrfA au —
or, la proportionnalité entre A' et X peut s'exprimer par
l'équation
2 logA — logX -4- consl.,
d'où résulte
donc
dh_d\ "" h ~ X '
c'est-à-dire moitié de ce qu'on aurait trouvé dans le cas d'une section constante. La même réduction affecle p et gt, et il vient finalement
_ __ dB 3P
Ces exemples paraissent suffisants pour montrer la marche à suivre dans les divers cas particuliers qui pourraient se présenter.
26. Théorème sur la superposition des effets des forces. — Lorsqu'on porte son attention sur la manière dont les forces extérieures entrent dans les équations des n°' 19 et 20, on arrive à un théorème intéressant et très-utile, comme on le reconnattra par l'usage qui en sera fait plus loin.
Bans le but de préparer la démonstration de ce théorème, il est utile de commencer par se faire une idée d'un procédé général par lequel il serait possible de trouver les réactions
CHAPITRE DEOXliOlB
i s «i»,N):x. losquelles ne sont point en général données a
...V,. ot K>rmont une certaine catégorie d'inconnues auxi-
Ki.uw à Uolorminer préalablement, quand on veut étudier
rvpulihro intérieur et les déformations de la poutre. Nous
uv>u>» bornorons à considérer deux espères d'appuis :
\^ tes appuis simples, disposés de manière à ne donner (lu'uiio réaction résultante normale à la ûbre moyenne et 1 oiui'uuo dans le plan de svméirie où se trouvent, par hypoihôso yxv* 18), les résultantes des forces extérieures qui agissent ilans riiii(Mvalle de deux sections quelconques; chacun de ces .appuis s'oppose au déplacement transversal d'un seul point de ta llbnî moyenne.
4" Lns encastrements^ qui s'opposent au déplacement transversal de deux points consécutifs de cette ligne et tendent à i<Mnlre invariables la direction ainsi que la position d'un de SCS éléments. L'encastrement doit donc être regardé comme é(|uivalent à deux appuis simples inliniment rapprochés : chacun d'eux fournit une réaction, ei, en transportant ces deux forces au point idéal ['] qui forme l'appui, on obtient d'abord une résultante totale, analogue à celle d'un appui simple, et en second lieu un couple contenu dans le plan de symétrie dont on vient de parler.
Ceci posé, soit une poutre établie sur des appuis en nombre /iquelconque, qui comprennent parmi eux k encastrements et qui rendent fixes les points A,, A„ A., ..., A„ de la fibre moyenne; celte poutre supporte des forces transversales données Q., 0,, Q., . . , Q/, dans les conditions définies au début de la théorie. Choisissons pour axe des abscisses la ligne A» A, et pour axe des ordonnées une parallèle aux forces Q,, menée par l'origine de la fibre moyenne; nommons en outre
Y,, Y:, Ya, ..., Y„ les réactions inconnues des appuis, lesquelles se compteront positivement en sens contraire des Q,;
/x,, |JL„ ^j, . . ., a^ les couples également inconnus à joindre aux réactions Y, pour ceux des appuis qui constituent des encastrements;
(*) n est diflicile de concovoir Tencastrement réalisé daus la pratique sans lui attribuer une lon[;ucur finie.
lulu^if^y ^/ les abscisses des points d'application des forces Qi- ;
ài, bt, 63, . . , 6„ les abscisses des points A,;
c„ C3, Ciy . ' .y Cf. celles de ces dernières abscisses qui répondent aux encastrements;
e le ressort longitudinal 2£&) d'une section quelconque (n°2);
r son rayon de gyration [n° 22 (a)] relativement à l'axe de flexion (n°' 19 et 20), de sorte que er' sera son moment d'inflexibilité 2£u'co;
Xf jr les coordonnées d'un point quelconque de la fibre moyenne déformée;
X le moment fléchissant pour la section faite en ce point.
L'abscisse a: étant d'abord supposée très-petite, on aura
— Y, (6, — X) — Ya(6î —x,~... —Yu[bn— x)
H- jUL, -h /UL, -h . . . 4- /X^.
Cette expression se modifiera ensuite successivement quand on fera croître x; à mesure qu'on dépassera le point d'application d'une force Q, ou Y/, ou celui d'un couple fii, cette force ou ce couple ne devra plus figurer dans X. Pour la force Qi, par exemple, on a d'abord le terme Q.(S. — x), tant que x n'a pas atteint ^1 ; pour ^~ $, ce terme s'annule; puis, quand jt a dépassé Ç,, la force Q, ne compte plus parmi celles qui agissent depuis la section considérée jusqu'à l'extrémité, de sorte que la suppression du moment Qi(^i — x) est définitive à partir âe x = Çi. On pourra toujours poser
[là] { v-<i Y I — Cj I a « . • — \^n J^ n
\ -h D, /a, -T- D, jULj -h . . . -h Da fX*,
à la condition de prendre, pour un indice quelconque i,
B,= ^, — X de :c == o à x =: ^/,
B/ — o, au delà de x =^ Ci,
Ci = bi— x^ de x=:o à x^^ 6/,
Ci = o, au delà de a: = 6,,
D| =. I , de x = o à x = Ci,
D,= o, au delà de x = ct.
(lO)
tk> CBÀPITIB DEUXIÈME.
CoiiHÎdérons maintenant l'équation différentielle de la Gbre iiiu^cnne déformée (n** 19 et 20),
et intégrons-la deux fois, après y avoir remplacé X par l'expression (i4) et divisé ses deux membres par er^: il viendra,
dr en désignant par 6. et y\ les valeurs de -— et y a l'origine,
J ^r- J er- ^ J e
dx J er- J er- J er
jr:.y
r D,(ix r D.dx r
"" C, (/x ^^ r' , r' Cm da:
— :/, I ax f , ... — a* f ax 1
er-
dx
Les équations ^i5) et ^i6) contiennent, outre les forces ou couples de réaction Y,, a,, en nombre n -r A, deux constantes 5,, y\ introduites par l'intégration, ce qui élève à /i -r- A" -h 2 le nombre total des inconnues auxiliaires à déterminer quand on veut être en mesure de calculer effectivement, pour une section quelconque, les valeurs du moment
dr fléchissant X, de l'effort tranchant P, de Tinclinaison -^> de
rordonnée y, et enfln des tensions intérieures. Pour faire cette détermination, nous aurons premièrement les équations fournies par la Statique et nécessaires à l'équilibre entre les forces extérieures du système. Puisqu'il s'agit de forces parallèles et dans un même plan, il faudra égaler à zéro la somme
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algébrique des forces et celle de leurs moments relativement à un point; ce qui donne les deux équations
Q. l -^ Q.l 4- . . . -f- Qili - Y. 6. - Y,b, - ... - Y„6„
-+- |Ji, -i- ^2 H- . . . -r juti 1^ o.
Ensuite il faudra tenir compte de la fixité des points d*appui et de rinvariabilité de direction de la fibre moyenne aux points d'encastrement; les appuis simples, aussi bien que les encastrements, étant censés remplir parfaitement leur but, on écrira :
/i équations déduites de l'équation (i6), qui exprimeront la nullité de x pour x :- 6,, b,, . . . , b„;
k équations déduites pareillement de l'équation (i5), expri-
mant la nullité de -j- pour ^ :r=: c,, c„ . . , , c^.
On aura ainsi un nombre d'équations égal à celui des inconnues auxiliaires à déterminer. Il en serait de même évidemment si, par suite d'une disposition particulière des appuis,
dy on devait égaler les j ou -7- correspondants, non plus à zéro,
mais à telle ou telle valeur qui serait [i\éQ d'avance. Après avoir déduit de ces équations, qui sont toutes du premier degré, les valeurs des inconnues auxiliaires, on pourra les
(ly
substituer dans les expressions (14), («5), (16) de X, — el^-;
on pourra également avoir Teffort tranchant P; enfin, connaissant X et P, on en déduirait les tensions intérieures (n« 19 et 20).
Lorsque la poutre est à section invariable et que, par suite,
er» ne varie pas, celte constante peut sortir du signe / dans
les équations (i5) et (16), et alors il est bien facile d'effectuer les intégrations indiquées. On a, par exemple,
B| ^ t, — j7 pour X < lis
B| =:r o à partir de x — H,;
I. 3« édlt
8l CBAPITIB BBUXlfclB.
il en résulie
Bidx- liX pour a: 5 Cl,
j Biâxi-j [li — x)dx-^j o.(Ix—~ à partir de a: r=Ç,;
cl, par conséquent, en intégrant de nouveau les expressions qu'on vient d'obtenir,
-^ pour x<li,
f'dx f\idx == ^^' -
I dx I Bidx 1 UiX jdx -1- / —dx
. X — .. ;, ) à partir de :c — H,.
Le même calcul donne les intégrales telles que / Cidx et
Jf dx I Cidx; il suffit de mettre 6, au lieu de £i. Quant aux
intégrales introduites par les couples d'encastrement, D, étant égal à I jusqu'à x - a et s'annulant au delà, on a d'abord
/ Dfdx -- X pour X '2 Ciy
Dtdx --.- j dx i- I o,dx~.-Ci à partir de x^^d.
et, par une seconde intégration,
J' dx j Didx - ' pourj:^Ci,
I dx I Didx - - / xdx -h I Cidx — — h- Ci[x — c,)
:-Cilx Ci\ à partir de x =:=: c,.
Il est facile mainlenam d'établir le théorème que nous avions en vu€. Reprenans chacune des n-h/r-i- 2 équations du premier de^ré qui déterminent un nombre pareil d'inconnues auxiliaires, et isolons dans le second membre l'ensemble des termes connus : si nous nous en tenons à l'hypothèse d'appuis et d'encastrements suffisamment fixes pour annuler
dy
les ^ et ^ aux points correspondants de la fibre moyenne,
toutes ces équations prendront alors la forme
( ajo -f- (39p -•- y, Yi -h y^ Y, -f- . . . -4- y„ ¥«
( I ^ ) < - - (5, /Lt, -+- O2 [M -i- ... -I- ^1 Uk
\ = ÊiQi -:- ÊîQs -^- . . . -i- £/Q/,
a, (3, yi, yji . . . , yuj â,, ô„ . . . , ô^, e,, e,, . . . , e/ représentant des quantités connues, qui dépendent uniquement des dimensions de la poutre. Dans les deux équations d'équilibre, y^ et 60 n'entrent pas; de même, p.,, /zj, . . ., u* ne figurent point dans celle de ces deux équations qui se rapporte à la somme algébrique des forces extérieures; mais on pourra toujours faire rentrer ces équations dans le type précédent, en y supposant un certain nombre de coefficients égaux à zéro.
Si l'on conçoit qu'on résolve ces /i h- /r 4- 2 équations de la forme (17) et qu'on en lire les valeurs des n -h /r 4- 2 inconnues, ces valeurs seront des fonctions linéaires des seconds membres, sans terme indépendant : ce seront donc aussi des fonctions linéaires, sans terme Indépendant, des forces extérieures connues Qj, Q2, . . . , Q/. La même chose aura lieu évidemment, d'après les expressions (i4), (i5) et (16), pour X,
ây*
-7- et r, quand on aura remplacé les inconnues auxiliaires
par leurs valeurs, parce que ces inconnues n'entrent qu'au premier degré dans les expressions dont il s'agit; elle aurait ^ieu aussi, par la même raison, pour l'effort tranchant P et pour les tensions intérieures en tout point de la pièce, car ces tensions sont proportionnelles à P ou X. Toutes ces quantités peuvent se mettre sous la forme
(18) -/îiQH-yîaQa-h. . .-i-vj/Q/,
et, par conséquent, on voit que chacune d'elles est la somme
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algébrique des valeurs qu'elle prendrait si les forces extérieures connues agissaient successivement et isolément.
C'est en cela que consisie le théorème de la superposition des effets des forces. Il est très-important, car il permet de simplifier beaucoup les questions en n'étudiant que les effets d'une seule force à la fois; mais il faut bien prendre garde de lui donner trop d'extension et de l'appliquer dans des cas où il ne serait pas exact. La démonstration suppose essentiellement que, à part les deux équations d'équilibre entre les forces extérieures, touies les équations de la forme (17) ont été obtenues en égalant à zéro soit les ordonnées / des points de la fibre moyenne» au droit des appuis, soit les inclinaisons
dv*
~- aux points où il y a encastrement, les y étant d'ailleurs
mesurés par rapport à la ligne qui joint les points de l'axe placés sur le premier et le dernier appui. Cette condition essentielle peut ne pas être remplie. Elle ne le serait pas si l'on avait, par exemple, une poutre primitivement droite, chargée de poids et reposant sur trois appuis non en ligne droite, dont les deux extrêmes se trouveraient sur un même plan horizontal, pendant que celui du milieu serait un peu au-dessous; il pourrait se faire alors que chaque poids, pris à part, fût insuffisant pour amener la poutre à toucher l'appui intermédiaire, tandis que ce contact s'établirait sous l'ensemble des poids. Dans ce dernier cas, la réaction de l'appui intermédiaire ne serait pas nulle, et cependant elle le serait sous l'action séparée des divers poids : le théorème de la superposition serait donc en défaut. L'exception subsisterait encore si chaque poids partiel suffisait pour produire le contact avec l'appui intermédiaire; car, en nommant/ la valeur de X 6n ce point, il est aisé de voir que la réaction dont il s'agit aurait une expression de la forme (18), modifiée par l'addition d'un terme proportionnel à/. Ce terme se retrouverait dans la réaction due à chaque poids particulier; en faisant la somme de ces réactions, on le multiplierait par le nombre des poids, au lieu de le prendre une seule fois, comme on aurait dû le faire.
Nous terminerons ici la théorie générale des poutres droites chargées transversalement et suivant les conditions définies
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au début (n"* 18); nous allons maintenant traiter une série de questions qui en seront des applications particulières. Notre but principal sera toujours de rechercher les moments fléchissants et efforts tranchants qui ont lieu dans une seclion quelconque de la poutre, parce que la connaissance des tensions intérieures en dépend; accessoirement, nous étudierons les déformations produites. La section de la poutre sera généralement supposée constante, sauf mention contraire. Enfin nous ferons connaître les résultats d'expérience, et nous indiquerons comment on doit procéder à la vérification de la stabilité d'une poutre construite ou au calcul des dimensions transversales d'une poutre à construire.
§ II. — Poutres droites soutenues par deux appuis, considérées
à rétat d'équilibre.
27. Poutre reposant sur deux appuis simples, — On admet quelesupport placé en A {/ig. i3) est tellement disposé, qu'il ne peut fournir qu'une réaction verticale passant par le point A; le support B est également assujetti à une condition analogue. *^* *
Dans ce cas, la Statique élémentaire fait immédiatement connaître les réactions exercées sur la pièce en A et B. Si, par exemple, on suspend un poids 2Q au milieu de la pièce, ces
réactions consisteront en une force égale à Q pour chaque appui. Elles seront de même exprimées par pa, dans le cas d'une répartition uniforme de la charge , en appelant a la demi-longueur de la poutre et p le poids par mètre courant qu'elle supporte, y compris son poids propre.
Déterminons maintenant la figure de la fibre moyenne, après la déformation produite par les charges. A cet effet, il faut appliquer la formule (10) du n° 20. En supposant le cas de la charge unique 2Q appliquée au point milieu C, prenant les axes de coordonnées indiqués sur la ^g*. i3, et désignant par er» (comme au n*» 26) le moment d'inflexibilité IEm'w de
l*Ù CHAFITRB DBUXifcHB.
U hdctiony celle fonnale devieni ici
Daus le cas d'une section consiânie, il est facile d'effeciuer l'inlégration, et Ton trouve
sans constante dans le second membre , attendu que, pour
dy X -o, -- esl nul à cause de la symélrie. Inlégrant une seconde fois ei remarquani que y doit s'annuler pour j: = a, on aura
^/ ax" x^\ 0«' 0
équation qui est celle de la courbe AC'B. La flèche cC— / s'obtient en faisant x -o^ ce qui donne
Quand la charge est uniformément répartie, on a, d'après la même formule (lo) du n° 20,
^' -r~. ~- - v« — ^, -— pci a — X zzsz — ^ a^ — x^] , dx^ 2 ' / V . ^ V ; »
er
d'où l'on tirera de même
La courbe AC'B s'écarte alors assez peu de la parabole repré sentée par l'équation
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caria différence j' — j a son maximum répondant z x^^ - a^
ouk X =:ax/ ~i ce qui donne
va* g , pa* 5
•^ 94 er* 4 24 ^r* 2
et, par suite,
La valeur de la flèche devient
5pa*
i^er^
Le moment fléchissant a pour valeur, comme on vient de le voir,
X — — Q[a — x] dans le cas de la charge unique 2Q,
Xr- p[a^ -x"^] dans le cas de la charge uniforme-
ment répartie.
La première expression ne s'applique qu'à la partie CB; du côté des X négatifs, on aurait 5 prendre en compte le moment de la charge 2Q, ce qui modifierait la formule algébrique; mais on peut ne pas s'occuper de la partie CA, car il est évident, par raison de symétrie, que les moments y sont les mêmes que dans CB et reproduits en ordre inverse à partir du milieu. Les valeurs absolues des moments sur la poutre entière seraient représentées par les ordonnées d'un triangle isoscèle ayant pour base AB et pour sommet un point situé sur Cjà la distance Qa du point C; celte dernière ordonnée serait la plus grande. La seconde expression, prise en valeur absolue,
a de même son maximum -pa? répondant à x — - o, ou au milieu de la pièce; elle décroît jusqu'à o, valeur en A et B; dans l'intervalle, elle est représentée par les ordonnées d'une parabole ayant 2a pour corde et - pa} pour flèche. On voit
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d^ailleurs que, dans les deux cas, X esl constamment négatif;
-j~ Test donc aussi, et, par suite, la courbe A C B tourne partout
sa concavité vers Taxe des x. On peut ajouter que, dans toutes les sections, les fîbres du haut sont comprimées et celles du bas tendues.
L'effort tranchant a les valeurs
P - Q si la charge est concentrée au milieu, P : px si la charge est uniformément répartie:
la première valeur ne change pas dans chacune des deux moitiés; seulement, quand on franchit le point C, Tintroduction ou la suppression de la force 2Q appliquée en ce point fait brusquement changer le sens de P; la seconde expression varie uniformément avec x et prend ses valeurs extrêmes pour ^ — zb (I, en passant par zéro pour x :^o.
Quand on compare entre eux les clTeis des poids t^pa et 2Q,
on voit que, pour avoir la même flèche, il faudrait assujettir
ces poids à la relation -pa ~ Q, c'est-à-dire que, au point de
vue de la /lèche produite, un poids uniformément réparti sur la longueur entière de la poutre est l'équivalent des cinq huitièmes de ce poids condensés au milieu. Si l'on voulait, au contraire, que le moment fléchissant maximum fût le même, ce qui entraînerait comme conséquence l'égalité des plus grandes tensions ou pressions longitudinales développées à l'intérieur de la poutre, il faudrait poser le maximum de
Q(rt - x) égal au maximum de ^- p[à^ — x^), c'est-à-dire
Qa -- pa\ ou bien Q — -pa.
Donc, au point de vue de la tension ou pression maximum produite suivant la longueur des fibres, le poids uniformément réparti sur la longueur entière de la pièce équivaut à la moitié de ce poids condensée au milieu.
Dans le cas mixte où Ton aurait à la fois la charge ^pa et le poids isolé 2Q, on trouvera facilement ce qui se passe, en se
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reportant au théorème du n° 26. li suffira d*ajouter algébriquement les effets dus à ces deux charges agissant isolément. On peut encore supposer que le pofds iQ agit, non plus à égale distance des appuis, mais en un point quelconque, à la distance x' de l'appui A. Les réactions en A et B sont alors respectivement
-[2a — x') et ^^— ; a ' a
par suite, on voit que le moment fléchissant, dans une seclion quelconque définie par sa distance x à l'appui A, a pour valeur
X =^ — [7.a — x') pour x variable de 0 à x\
Qx'
X -= (ia— x] pour x variable de x' à 2a
Ces valeurs sont représentées par les ordonnées d'un triangle ayant AB pour base, et pour hauteur comptée suivant la ver-
ticale du poids iQ une longueur égale à [2a — x']; celle
hauteur donne le moment maximum. Quand x^ varie de o à 2a, ce maximum varie lui-même et passe par un maximum maximorum répondant à a:' — a, c'est-à-dire à la supposition que nous avions d'abord admise en plaçant le poids 2Q au milieu de la pièce.
Remarquons enfin que, la suite de grandeurs du maximum
Qx'
— (2a — x' ) étant représentée par une parabole à axe vertical dont AB serait la corde et Qa la flèche, les ordonnées des moments produits par la charge 2Q dans toutes positions possibles entre A et B sont toujours celles de divers triangles ayant deux sommets en A et B et le troisième sur la parabole. L'ordonnée de cette courbe fournit, par suite, en chaque point de AB, le moment limite dû à la charge mobile 2Q. Or la même parabole représente aussi les momenls produits par une charge uniformément répartie ^pa, sous la condition de
prendre -pa'~Qa ou -•2/?a = 2Q; sous ce point de vue de la génération des moments limites, on peut donc dire en-
go GBAPITHB BKUXltlE.
cove que la charge concentrée et mobile forme réquivalent d'une charge doubk^ fixe et onifc^mément distribuée.
28. Même problème, dans le cas d'un solide d'égale résistance. — Il peut arriver que la section transversale de la poutre ci-dessus considérée (n^'âT), au lieu d*être constante, varie d'un point à l'autre de la fibre moyenne, sous la condition d'engendrer un solide d'égale résistance (n"23), c'est-à-dire une poutre telle, que la tension maximum reste la même dans toutes les sections. Cela ne changera rien aux moments de flexion et aux efforts tranchants que Ton vient de calculer, car les réactions des points d'appui, étant déterminées uniquement par les équations générales de l'équilibre, ne subiront elles-mêmes aucun changement; mais ce qui pourra être plus ou mobds altéré, c'est l'ordonnée y et notamment la flèche prise par la pièce en son milieu. Le moment d'inflexibilité ef n'est plus constant, et l'intégration de l'équation différentielle entre / et ^ ne peut plus s'effectuer de la même manière. Nous allons voir comment on y parviendra dans quelques cas simples.
Supposons d'abord une section rectangulaire homogène de hauteur variable c et d'épaisseur constante 6, la première dimension c étant mesurée parallèlement aux charges. Si la charge concentrée aQ agit seule, le moment de flexion sera proportionnel à a ~ ^, et la condition d'une égale résistanGe (n^ 23) s'exprim.era ici par
— -- = const., c'
ou, en désignant par l'Indice o les valeurs des variables pour
ou bien encore
La section étant un rectangle homogène de largeur constante, le moment d'inflexibilité varie proportionnellement
PRISVBS FLtCHlS PAR DBS FORCES TRANSYERSALES. 9
à c' ; donc
er» — e,
L'équation différentielle de la fibre moyenne déformée devient donc
ou bien
dW - -'
On intégrera deux fois celte équation, en ayant soin de déterminer les constantes de manière à avoir -^ = o pour x ~ o, yrr=o pour X =r a, et Ton trouvera successivement
e^rly^^iQa^ \ — -[a — xY — xa' -^ a^ y
Pour avoir la flèche/n^ CC'(/ig. i3), il suffit de fairexr^o dans la dernière équation, ce qui donne
c'est-à-dire le double de la flèche qui se produirait si la section restait partout la même qu'au milieu de la poutre.
Si nous répétons le même calcul en substituant à la charge 2Q une charge uniforme 2/7^, sans rien changer d'ailleurs, le moment de flexion deviendra proportionnel à a* — x' au lieu de a — X, ce qui conduit, pour exprimer l'égalité de résistance, à la relation
Parsuite^ l'équation différentielle sera
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Il en résulte par riniégration
e^r; -;- — p^'arcsin-^
ax 9. '^ a
e^rly ^- - pa* \ arc sm i / i 1
La flèche CC, répondant à r — ^ o, sera
•^ ' 2^,ri \2
comparée à la valeur — ^-— qu'elle aurait si la poutre conservait partout sa section du milieu, on voit que cette flèche
a été augmentée dans le rapport de - ( - — i ] à -- ou de
Dans les exemples qui précèdenl, nous avons obtenu Tinvariabilité du maximum de tension pour toute section transversale, en faisant varier seulement la hauteur quand on passe de Tune à l'autre; mais on peut tout aussi bien (et cela se fait souvent) laisser la hauteur constante en faisant varier d'autres dimensions. Si nous supposons, en outre, que les sections restent symétriques relativement aux axes de flexion, il faut alors, pour remplir la condition d'égale résistance, que le moment fléchissant soit dans un rapport constant avec le moment d'inflexibilité de la section correspondante; car, en nommant toujours c la hauteur, le maximum de tension
s'exprimerait, avec les notations du n° 23, par —, ? soit par
X.Er . . , , -; et, puisque celte quantité est constante, par hypo-
thèse, ainsi que Ec, il en résulte bien que le rapport - ; ne
change pas. Sa valeur serait toujours la même que dans la sec-
tion centrale, c'esl-a-dire , s'il y a la charge unique 2Q
pu} concentrée en C, et — - — : dans le cas de la charge uniforme ;
désignons-la généralement par D.
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Ce même rapport, d'après Téquation fondamenlale (loj du n« 20, doit être égal à -j—^* Donc on a
el, par conséquent, la fibre moyenne affecte la forme d'une parabole du second degré à axe vertical ('). L'intégration donne successivement
La flèche CC'-r/^s'exprimera donc par — Da'; elle serait: Avec la charge concentrée f=^ : )
fUI^
Avec la charge uniforme / - y- — ., •
En la comparant avec celle qui se produirait si la section restait partout égale à celle du milieu, on trouve des rapports
respectivement égaux à - et v-
Les flèches d'un solide d'égale résistance posé sur deux appuis étant toujours évaluées au-dessous de leur grandeur réelle, quand on les calcule comme si toutes les sections araient les mêmes dimensions que celle du milieu, on peut se demander quelle est la position occupée dans le solide par la section qui donnerait lieu à la même flèche, en supposant qu'elle fut prise pour section invariable dans toute l'étendue de la pièce. Cette question se résout facilement. Nommons, en effet, x, l'abscisse de la section dont il s'agit et <?, rj son
{*) II serait plus rigoureux de dire que la fibre moyenne se courbe en arc de
cercle; car — ^ n'est autre cliose que la courbure produite par la dcformalion
(n" 19 et 20) ; la courbure est donc conslanlef propriété qui caractérise le cercle. Le changement du cercle en parabole provient des approximations employées pour démontrer l'équation (lo) du n® 20; il est d'ailleurs insensible, par suite de la petitesse que nous attribuons à la variation de forme, un arc de cercle à flèche très-petite pouvant être confondu avec un arc parabolique.
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moment d'inflexibilité : la flèche étant —^ — r ou , ,> sui-
3 e, r; 24e,rî
vant qu'on fait agir la charge concentrée ou la charge uniforme, il faudra que le rapport -^^- prenne, dans les quatre cas ci-dessus analysés, les valeurs respectives
inverses des rapports trouvés précédemment. Or on connaît, dans chaque cas, l'expression du rapport — ~ en fonction de
- : on pourra donc trouver --• Voici les équations à poser
pour cela :
i" Cas de la charge concentrée agissant sur le solide à profil en long parabolique.
î d'où --— -^i— (-] 7-0,370;
2° Cas de la charge uniforme agissant sur le même solide,
a^ I () ^ ;: — 2 ; d'où
3® Cas de la charge concentrée agissant sur le solide à hauteur constante,
— ,> d OU — r- I — ,- zi:; o,333;
4° Cas de la charge uniforme agissant sur le solide à hauteur constante,
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29. Moments de flexion produits dans une poutre à deux appuis simples par un ensemble de charges auquel on fait prendre sur la poutre toutes les positions possibles. — Lorsqu'un convoi de voitures, traîné par une locomotive ou par des chevaux, stationne sur un pont, il exerce sur les rails ou sur la chaussée, aux points en conlact avec les roues ou avec les pieds des chevaux, une suite de pressions verticales dont les intensités et les distances mutuelles sont connues a /?r/or/, par la déûnilion du convoi; nous admettons qu*elles se iransmeltent sans altération, par les corps intermédiaires, aux poutres qui soutiennent le pont et qui reposent elles-mêmes sur deux appuis simples placés à leurs extrémités. Pour chaque position attribuée au convoi et pour chaque section de la poutre, il existe un moment fléchissant qui est ainsi fonction de deux distances variables : on peut donc se demander par quels états de grandeur passera ce moment, soit en prenant une position fixe du convoi et faisant varier la section, soit dans une même section quand le convoi prend toutes les positions imaginables.
Le calcul algébrique des moments de flexion dans une poutre à deux appuis simples, sous des charges définies en
AV
Fig, i/|.
Ay
grandeur et position, peut être plus ou moins long, mais le principe en est toujours fort simple. Soit une poutre BC [fig. i4), ayant une longueur BC :=: / entre ses appuis B et C, et supportant des charges Q,, Q,, ..., Q^; on les suppose au nombre de cinq, pour fixer les idées, mais on opérerait de
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même avec un nombre difTérent. Les réaclions Y, Y' des appuis se calculent d'abord au moyen des équations de la Statique. En nommant X|, Xr^ ..., Xs les abscisses, relativement à B pris pour origine, des points où la ligne BC est coupée par les lignes Qi, Q„ ..., Qk, on a d'abord l'équation des moments par rapport à B :
(1) Y/: Q.O:, 4- Qa^j-r . . .-h QsXi;
puis, connaissant Y, on en déduirait Y' par l'équation
(2) Y ^ Y' = 0.^0,^ . . r^Qs.
La première équation fait voir que Y a une valeur positive plus petite que la somme S des forces Q, puisque or,, or,, .. ., x^, sont moindres que /; la même chose peut ensuite se dire de Y', en vertu de la seconde équation.
Après avoir déierminé les réaclions, on écrit immédiatement la valeur du moment fléchissant X dans une section quelconque M faite à la dislance x du point B. Suivant que M se trouve dans l'un des intervalles CQ,, Q.Qj, QjQa, Q3Q4, ..., on trouve les expressions successives
(3) { \- \{l-.x\-^Ç\,[x,-x)~i^,\x,--x\ X--- ViV- .r) 0.;^.-- X - (i^\x, ^•'-Q3'>s--.r),
Toutes ces expressions sont du premier degré en x\ si donc on représente X par les ordonnées d'une ligne dont jr serait l'abscisse, entre deux ciiargcs consécutives celte ligne se réduit à une droite, et l'ensemble de ces droites forme un polygone ayant ses sommets sur les lignes d'action des forces Q„ Qî, ..., Qi. Les ordonnées extrêmes en B et G sont nulles; on le voil pour ce dernier point en faisant x=.l dans la première équalion (3); pour B, il faudrait faire :r — o dans la dernière équation du groupe, ce qui donnerait X égal à la différence entre le premier et le second membre de l'équation (i), c'est-à-dire à zéro. Ainsi B et G sont les extrémités du polygone représentatif.
Afin de nous faire une idée plus nelie de la forme de ce polygone, prenons les dérivées -7—? égales en valeur absolue aux eiforls tranchanls (n** 24). On aura successivement
dX
dx
4) i rfx
dx rfX
---Yh-O.,
dx^--^^^'-^^^-^^-
DansriniervalleQiC, la dérivée -.- est négative et Tordonnée
décroissante avec x; la même chose peut exister sur un ou plusieurs intervalles suivants QjQi, Q2Q7, ...» parce que rien
n'empêche Y d'être plus grand que Q,, Qi -i- Q2 Mais cela
ne peut pas continuer indéfiniment; car, à mesure qu'on passe d'un intervalle au suivant, un terme positif s'ajoute au second membre, et finalement on a dans ce membre la différence positive S— -Y : il y aura donc une certaine charge,
Qs par exemple, telle que son introduction dans -j- fera
passer cette dérivée du négatif au positif. A partir de là, le signe -h se conservera toujours. Le polygone aurait donc ses ordonnées croissantes dans l'intervalle BQ., et décroissantes au delà; il ne présente, par conséquent, aucun angle rentrant et affecte une forme convexe. Si le second membre de Tune des équations (4) était nul, la dérivée passerait par zéro avant de changer de signe, et le polygone aurait alors un côté horizontal. On peut remarquer encore que, d'après la forme convexe du polygone, son ordonnée ne peut s'annuler en d'autres points que B et C; par suite, tous les moments de flexion sont de même signe, et leur sens est partout celui du moment de la réaction Y.
Voici maintenant une propriété qui fournit un moyen de
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tracer le polygone sans calculer les ordonnées de ses divers sommets.
Théorème. — Le polygone représentatif CDEF...B des moments est la figure d'équilibre d'un polygone funiculaire soumis aux forces Q,, Q,, . . . , Q^ et à deux tensions convenablement choisies, qu'on appliquerait en B et C.
Soii, en effet, U le rapport constant du moment fléchissant à l'ordonnée du polygone; appliquons en B et C deux forces U égales el contraires, dirigées suivant BC et avec les sens indiqués par la figure. Considérons le polygone CDEF,..B comme un polygone funiculaire soumis, en ses divers sommeis, aux forces Oi, en B à la résultante de Y' el de U, en C à la résul- . tanie de Y et de U. Il s*agit de démontrer que ce polygone funiculaire sera en équilibre. D'abord on voil que la résultante de translation des forces est nulle, car les deux forces U se dctruiscnl, et les réactions verticales Y, Y' ont une somme égale à celle des charges Q,. De plus, la somme des moments, relativement à un point quelconque M' du polygone, de toutes les forces comprises entre M' et Textrémiié C aura pour valeur
Y I / -. :c) - Q, [x,-x]-Q,x,-x]--.,.~'\} X MM',
c'est-à-dire zéro, car U x MM' est égal, par définition, au moment fléchissant en M, el Tensemble des termes qui précèdent celui-là exprime aussi ce même moment. Cela montre que la résultante de Y, U, Q,, Qj. ... passe en M', et, comme M' est quelconque sur EF, elle'esl dirigée suivant EF. La même chose ayant lieu pour un côté quelconque, toutes les conditions d'équilibre de CDEF...B, considéré comme polygone funiculaire, sont bien satisfaites.
Quand la réaction Y est une fois calculée, ce théorème permet de tracer le polygone représentatif CDEF...B par le moyen de la construction de Varignon. Partant d'un point O arbitraire (fig, i5), et après avoir choisi pour U telle grandeur qu'on voudra, on prondra les longueurs Ojc, jC(3, -^y, yd, de, eÇ, In, ... respectivement égales et parallèles à Y, U, Q,, Q„ Q„ Q«, Qm .... cl l'on mènera les diagonales 0^, Oy, Oà, Oe, OÇ, Or,, On mènera ensuite CD parallèle à 0^3 jusqu'à la ren-
contre D avec Q, [fig, i4), puis DE parallèle à Oy jusqu'à la rencontre E avec Qj, etc. Comme vérification, le dernier côté issu du point H et parallèle à Oti devra passer par le point B.
Le premier inconvénient de ce procédé, c'est d'exiger la recherche préalable de la réaction Y; quand le système des charges prend une autre position sur la travée, il faut recommencer celte recherche. Le polygone qui s'en déduit subit aussi des modifications et sa construction doit être refaite à nouveau, ce qui est aussi un inconvénient sérieux, car toutes ces constructions, quoique bien simples, deviennent longues et pénibles à cause de leur multiplicité. Or on peut éviter ces défauts et employer une méthode géométrique qui n'exige ni le calcul des réactions ni la construction de plusieurs polygones funiculaires.
Construisons, en effet, le polygone funiculaire qui s'obtiendrait par la composition successive d'une tension initiale arbitraire Ti (yîg*. 16) avec les forces données Q,, Q,, Qj, —
Fi{j. 16.
y V > y V Q» Q4 Q, «. Qi
Pour cela, nous prenons 0/, égal et parallèle à T,, puis sur la
verticale de ti nous prenons /iÇi^^Qi, 9i?j="Qi» Çj^s^Qa, ...; nous joignons ensuite Oçi, Oja, 0^3, — On obtient ainsi les directions des côtés DE, EF, FG, ... du polygone, ce qui permet de le tracer facilement, comme on vient de le voir un
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peu plus haut. On connaît, de plus, les tensions de ces côtés, successivement égales aux longueurs 0^,, O^i, UÇs, .... Supposons maintenant que le convoi QiQ.Qj... entre totalement ou en partie sur une poutre, et soit BC la longueur de cette poutre, placée comme elle doit Tètre, à un instant quelconque, relativement aux charges; menons les verticales BB', ce jusqu'à leur rencontre avec le polygone, et joignons B'C. Les choses étant à ce point, on obtiendra le moment fléchissant produit en un point quelconque M, par le convoi dans sa position actuelle, en multipliant la partie d'ordonnée M'M" comprise entre B'C et le polygone par la composante horizontale de toutes les tensions, laquelle est égale, comme on le sait, à la perpendiculaire abaissée du point 0 sur /iÇs.
Imaginons, en effet, qu'on décompose les tensions T' et T, aux deux points B' et C du polygone respectivement en deux forces verticales Y', Y et en deux forces U', Ui dirigées suivant B'C; l'équilibre delà partie B'HG ... C exige que U' et U, se détruisent, car autrement ces forces auraient une résultante qui ne pourrait être équilibrée par les autres forces, toutes verticales et nécessairement réductibles à une force verticale unique ou à un couple. Puisque U' et U, se détruisent, l'équilibre existe séparément entre les forces verticales Y', Y, d'une part, et les charges Q,, Q„ . . ., Q„ d'autre part; d'où nous concluons d'abord que Y' et Y sont les réactions des appuis placés en B et C, car le système de ces deux réactions est déterminé, tout comme le système Y', Y, par la seule condition d'équilibrer les charges comprises entre B et C. Donc la construction faite en dernier lieu donne déjà, sans calcul, les réactions des appuis de la poutre, caries tensions T' et T, sont connues dès que le polygone est tracé-
Considérons actuellement l'équilibre de la partie M'EDC ei concevons qu'on prenne l'équation des moments relativemeni à M'; cette équation exprime que la somme algébrique des moments des forces verticales (laquelle est précisément le moment de flexion au point M de la poutre) est égale au moment de la force U,. Afin d'avoir ce dernier, on peut, après avoir transporté U, en M", décomposer cette force en deux autres, l'une verticale dont le moment sera nul, et l'autre horizontale ayant un moment égal au produit de son intensité par le bras de
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levier M' M". Noire proposition se trouve ainsi démontrée, car la projection horizontale de Ui est égale à celle de T,, et, par conséquent, à celle de la tension d*un côté quelconque du polygone.
On voit que, outre la recherche préalable des réactions sur les appuis, nous avons bien évité la construction de plusieurs polygones se rapportant chacun à une position du convoi sur la poutre. Quand cette position changera, le polygone T,DEF. . . ne changera pas, mais les points B et C varieront sur Thorizontale indéfinie xx; en faisant, par exemple, avancer le convoi d'une quantité d vers la droite, ce sera comme si BC rétrogradait de la même quantité vers la gauche, pour prendre la position B,Ci, telle qu'on ait BB, = cf. La droite B'C éprouverait, bien entendu, un changement correspondant. Il est d'ailleurs bien évident que le polygone funiculaire T.DEF... ne dépend aucunement de la longueur BC, mais seulement du système de charges Q,, Qa, Q,, . . . , de sorte que le même polygone peut servir à la détermination des moments fléchissants dans des travées d'ouverture quelconque, lorsqu'ils sont produits par le passage d'un même convoi. On n'est limité, quant à l'ouverture des travées, que par des considérations pratiques relatives à l'exécution du dessin et à la mesure des lignes qui s'y trouvent tracées (').
Quand il s'agit de savoir comment varie le moment fléchissant dans une même section de la p.
poutre, avec les diverses positions que peut prendre le convoi, on peut avoir recours aux considéralions suivantes. ^..s—
Soient BC [Jig. 17) Taxe de la b^_I_i:V^ H
poutre, M la section dont on s'oc- \ cupe; désignons par \
/ la portée BC:
X la distance BM ; ^
Q' l'Intensité de l'une quelconque des charges qui portent sur la partie BM, et q' la distance de cette force à l'origine B ;
(*) rdr, pour plus de détails, une Note insérée dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1877, 2* semestre, p. 3ao el suiv.
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Q"" et (^' les quanliiés analogues pour l'une quelconque des
charges de la pariie MC; Y la réaction de Tappui C; X le moment de flexion en M.
Pour avoir X, on calcule d'abord la réaction Y par l'équation (i), qui donne
toutes les forces dont le moment compose X sont alors connues, et Ton obtient facilement
X-. :Y[/--xJ-2Q"(9''-jr) : -: ^ ~ - (2QV ^ -Q"Ç") - 2Q"ç" -h x^ÇH'
Lorsque le convoi change infmiment peu de position en avançant de B vers C, toutes les dislances ^', ç" varient d*une même quantité dqj et la variation correspondante du moment X s'obtient par la différentialion de la dernière équation, qui donne .
Les quotients —et 7^ représentent respectivement les
charges moyennes par unité de longueur sur chacune des parties BM, MC; tant que la première restera prédominante, la progression du convoi de B vers C fera croître le moment de flexion en M, et Tinverse aura lieu dans le cas contraire. Tout passage de la prédominance d'un côté à l'autre du
point M correspond à un changement de signe de -7—5 le
moment deviendra décroissant après avoir été croissant, ou inversement, de sorte qu'il aura passé par un maximum ou un minimum.
Quand le déplacement du convoi ne modifle pas les charges
PRISMES FLÉCHIS FAR DBS FORGES TRANSVERSALES. lo3
loules 2Q', 2Q" de chaque partie BM, MC, la dérivée — est
constante, de sorte que X varie uniformément; son accroissement total se déduit de Téquation (5) en faisant le produit
de '-T— par la longueur dont le convoi s'est avancé. Si Ton
part d'une valeur initiale relative à une position particulière, on arrive ainsi, par le calcul des accroissements successifs, à connaître toutes les valeurs remarquables de X.
Les théorèmes qu'on vient de démontrer rendent assez facile la détermination par un nombre limité d'essais, et quelquefois sans aucun tâtonnement, du plus grand moment fléchissant que le convoi puisse produire en M. Par exemple, supposons un convoi de quatre poids égaux chacun à Q et
espacés d'une longueur 6, moindre que yl : on demande les
moments limites au milieu et au quart de la travée. Pour le premier point, il est clair, d'après ce qu'on vient de voir, que le moment ira en croissant jusqu'à ce que deux des poids y aient passé; alors il restera quelque temps stationnaire, pour commencer à décroître à l'instant du passage d'un troisième poids. Celte décroissance persistera toujours, parce que la charge moyenne par mètre, dans la partie MC, l'emportera irrévocablement sur celle de la partie BM; le plus grand moment existe donc au milieu quand il y a deux poids Q de chaque côté, et l'on reconnaît facilement, par un calcul direct, que sa valeur est alors 40^- On verrait de même, en prenant le point M au quart de la travée à partir de B, qu'il faut supposer un seul poids Q sur BM et trois sur MC; le maximum est alors 3Q6.
Après avoir déterminé le plus grand moment de flexion pour un point M quelconque, si l'on mène en M une ordonnée MK représentant ce moment, le lieu des extrémités K dessinera une courbe BAC à laquelle on a donné improprement le nom de courbe enveloppe des moments; on veut dire par là, non pas que BKC est tangente à une série de courbes variables d'une manière continue, mais simplement que l'ordonnée représentant un des moments produits par une position quelconque du convoi tomberait à l'intérieur du con-
lour BKC. Les moments qui répondent à ce contour sont les seuls auxquels on ait besoin d'avoir égard dans les calculs concernant la stabilité de la poutre, puisque ce sont ceux qui produisent en chaque point la flexion la plus grande ainsi que les plus grandes tensions moléculaires (n°* 19 et 20). Or, en faisant un grand nombre de calculs sur des poutres d'ouvertures très-diverses, soit lorsqu'il s'agit des convois circulant sur les chemins de fer, soit lorsque le convoi consiste en voitures traînées par des chevaux, on a reconnu que la courbe enveloppe BKC s'écarte toujours assez peu d'une parabole ayant son axe vertical et son sommet sur l'ordonnée du milieu de la poutre, c'est-à-dire que l'ensemble des moments limites serait reproduit d'une manière suffisamment exacte si l'on substituait aux charges réelles une charge uniforme ayant une intensité par mètre courant p convenablement choisie.
La coïncidence approximative sera établie en égalant à ô/^/S
ordonnée du sommet de la parabole (n°27), la plus grande ordonnée de la courbe BKC, car la parabole et la courbe qu'elle doit remplacer auront ainsi même corde BC et même ilèche,
La circulaire ministérielle du 9 juillet 1877, approuvant une délibération du Conseil général des Ponts et Chaussées sur le Rapport d'une Commission spéciale, a autorisé cette simplification dans les calculs relatifs aux ponts de chemins de fer : elle a, de plus, indiqué les valeurs de p, variables suivant la portée de la poutre, qu'on doit adopter dans ce cas. Ces valeurs résultent du Tableau suivant, qui donne l'intensité totale des poids p pour l'ensemble des poutres supportant une des voies :
io5
PORTÉE
POIDS p
PORTÉE
POIDS p
par mètre courant
par mèlre coarant
de simple Tole.
de simple toIo.
loSoo
iG
55oo
83oo
43oo
43oo
G5oo
4oof)
PORTÉE
POIDS p
par mètre courant
de
simple Tole.
39oo''«
38oo
35oo
33oo
et plu« \
Ces chiffres ne comprennent pas la charge permanente résultant du poids propre de la construction ; ils indiquent seulement ce qu'on doit lui ajouter pour remplacer les charges accidentelles pouvant circuler sur les poutres, en raison de la destination de celles-ci. On obtiendrait par interpolation les valeurs de />,poi>r des ouvertures intermédiaires entre celles du Tableau. La substitution d'un poids uniforme au poids réel est d'ailleurs facultative; les auteurs de projets conservent la liberté de prendre la composition effective des convois pour base de leurs calculs.
Dans un Mémoire inséré aux Annales des Ponts et Chaussées (1877, 2" semestre), M. l'inspecteur général Kleitz a examiné la question de savoir si la même simplification ne pourrait pas être admise pour les poutres supportant des pontsroutes, et il s'est prononcé pour l'affirmative. Il a supposé d'abord que ces ponts peuvent donner passage à des convois formés par des files continues soit de voitures à deux roues pesant 11 tonnes et traînées par 5 chevaux, soit de voitures à quatre roues pesant 16 tonnes et traînées par 8 chevaux; dans ce dernier cas, les chevaux sont sur deux rangs. La charge produite par chaque cheval est censée pouvoir se remplacer par un poids de 5oo^* concentré au centre de gravité de l'ani-
io6
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mal. Les diagrammes de \^Jig. i8 indiquent d'ailleurs d'une manière suffisamment claire les distances mutuelles des divers poids et leurs intensités ; celles-ci sont exprimées en
Fig. i8.
CoDToI ftlmple de Toitores à deax roaes.
t Y lof 10
Tp:q-3-j 3 I 4 9 3 9
Convoi simple de roltares à quatre roues.
tonnes de looo*'» et les dislances horizontales en mètres; la lettre E indique les essieux, et la lettre C les chevaux. De cet ensemble de données M. Kleitz a déduit le Tableau suivant :
OUVERTURE
POIDS p PAR MÉTRÉ COCRA!ïT
pouTant remplacer un convoi simple de Toitures
à deux roues.
à quatre roaet.
ii35
ff
tf
En supposant que les poids maxîma des voitures ou des chevaux ne soient plus ceux qui ont servi de point de départ au calcul du Tableau ci-dessus, ou même qu'on change la composition des attelages, M. Kleitz a établi que les chiffres de ce Tableau doivent être modifiés à peu près en raison directe des plus grands poids accidentels, attelages compris, que les travées peuvent recevoir.
30. Poutre droite encastrée à ses deux extrémités, — Rien n'est modifié dans les données de la question traitée au n** 27, si ce n'est que les appuis placés en A et B [Jig, 19), au lieu d'être de simples points fixes, sont des encastrements qui maintiennent la pièce horizontale en ces points. On peut ima- ^'^' '^* giner que cet effet se produit t^^'" ' '^^^^^ au moyen de pressions verti- î _ cales descendantes exercées sur c les prolongements de la pièce au delà des sections faites en A ^^q et B, oii continueraient à se
développer des forces verticales ascendantes. Si donc nous transportons au point B toutes les pressions exercées vers l'extrémité de droite, il faudra joindre un couple à ces forces transportées, et la même chose aura lieu pour l'appui de gauche. Ainsi donc les réactions des deux appuis, évidemmeiil égales en intensité (par raison de symétrie), seront remplacées chacune par une force verticale Y appliquée en A ou B et par un couple dont nous appellerons fj. le moment. Pour déterminer Y, nous remarquerons que, si la charge consiste en un poids npa uniformément réparti sur la longueur aa de la pièce et en un poids ^Q concentré au milieu, chaque appui doit fournir une réaction verticale égale à Q -h pa, car, autrement, les forces extérieures ne se feraient pas équilibre en projection verticale. Dès lors, il reste seulement à chercher la grandeur du couple fx.
Pour cela nous prendrons encore, comme dans le problème
d^y du 0*27, l'expression de la seconde dérivée -7-=-, 5 en fonction
des forces qui agissent depuis le point correspondant jusqu'à
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rexirémilé de la pièce. Nous aurons ainsi
On lire de là, par l'iniégralîon depuis la limite ^ = o,
dy ^ ( X
Or ->- doit s'annuler pour x^ ^a comme pour jr-i^o; donc
on a
o=r— -Q«'— ^pa'-f-/^^,
ou bien
y.— -(^a-\- :^pa\
Le couple ix élant maintenant déterminé, on peut facilement avoir la courbe affectée parla pièce, ainsi que la tension en un point quelconque. Ainsi l'on substituera [/. dans Tex-
pression de -y-? et Ion aura
, dy - / x' ax\ I / , ^' 2
-- - — --Qiax — x^] — -. p 1 a^ ^ - a:' ) ;
intégrant ensuite et déterminant la constante par la condition que j soit nul pour ^ = a, on trouvera
I ^ / ax^ x^ n^\ \ I a»x» x^ a* \
et, par conséquent, l'expression de la flèche CC sera
Ici Ton voit que, pour la production de la flèche, la charge
uniforme équivaul à sa moitié que Ton concentrerait au milieu. On voit aussi, en supposant successivement p = o, Q = o, que la substitution, en A elB, des encastrements aux appuis simples diminue la flèche dans les rapports respectifs de 4 6t de 5 à i.
Il faut maintenant étudier comment varient, pour une seclion quelconque, le moment fléchissant X et TefTort tran-
chant P. Le moment X, qui a été égalé ci-dessus à er» —»
a pour expression, dans la section définie par l'abscisse x,
Xr--Q(«-^)-~p(a'-ar2)-l-^,
OU, en substituant la valeur de u,
\ -~ — - la — 2x] — -xpia^ — 3x'],
Cette quantité, d'abord négative pour x = Oy est croissante, c'est-à-dire qu'elle diminue en valeur absolue et devient nulle pour une valeur or' de x facile à déterminer. On aurait à résoudre l'équation du second degré
— la — 7.x'] -î- 7i pî a- — 3x'^] -- o,
d'où Ton tirerait une seule racine positive, comprise entre - et-rr ou entre o,5oort et 0,577^, valeurs qui correspondent
à /) — o et Q -— p. Pour l'abscisse x', le moment X serait nul
ainsi que ^,-, par suite, la courbe présenterait une inflexion.
Au delà, X change de signe, mais reste toujours croissant. Ainsi ses plus grandes valeurs absolues, intéressantes à connaître pour calculer les pressions et tensions maximum (n'^»19 et 20), répondront à x ^=^0 ei x^=a; elles seront
^^P!^ et ^-H-^'.
Le premier de ces moments est d'ailleurs négatif, c'est-à-dire
I lO
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qu'il agit pour faire tourner de Cj vers Cx; le second agit en sens contraire. Donc le premier comprimera les fibres du haut de la section faite en C et étendra celles du bas; vers les appuis, c*est Tinverse qui aura lieu.
L'effort tranchant P ne donne lieu à aucune remarque particulière; sa détermination serait la même qu'au n*' 27, puisque rien n'est changé aux forces extérieures, sauf Tintroduction du couple [j.y qui n'influe pas sur la valeur de P.
31. Poutre droite encastrée à une extrémité et appuyée à Vautre, Recherche de la réaction des appuis. -- Soit AB [Jîg. 20) la fibre moyenDe de la pièce, laquelle est supportée en A et B par deux appuis qui rendent
invariable la position de ces points, et dont l'un, l'appui A par exemple, maintient la section faite en A dans sa direction première. Supposons, en premier lieu, que la pièce ne soit soumise qu'à une charge 2Q, devant laquelle on néglige son poids propre. Appelons 2/7 la longueur AB, na l'abscisse du point C où est appliquée la force aQ. Il s'agit d'abord de déterminer les réactions des appuis, lesquelles consistent en deux forces verticales Y, Y' appliquées en A et B, et en un couple /x à joindre à la force Y pour tenir compte de l'encastrement.
On aura les équations suivantes, fournies par la Statique des corps solides :
Fig. ao.
Y-hY'-h2Q=o, 2rtY'-4- iQna -\- p =r o.
L'équation qui manque encore pour trouver les trois inconnues doit exprimer que le point B de la fibre moyenne est resté immobile. Pour la trouver de la manière la plus commode, il convient de supposer un instant que l'appui B n'existe pas, et de chercher quel serait alors l'abaissementy à l'extrémité B de la pièce AB encastrée en A et soumise en C à la charge unique 2O. On applique, à cet effet, l'équation (16) du n** 26; l'origine étant placée en A, il faut y faire ;>„ et 0^ ^^ids, et l'on a ainsi
J/>2rt /»
By/r
er
La quantité B, a pour valeur nn — x entre x - o et x — na\ au delà de X = /la, elle est constamment nulle. De plus, er^ sera constant si nous
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admettons, comme aux n^ 27 et 30, que la poutre a sa section invariable; alors on effectue l'intégration par le procédé indiqué au n" 26, ce qui
doDDe
eF^y= aQ [ia— .^na\ ~ ^~ (6— /?).
Maintenant, si Ton supprime la force 2Q, et qu'on la remplace par la force Y' appliquée en B, ce point éprouvera un abaissement y qu'on peut calculer en faisant dans la dernière formule aQr.Y', n~i, d'où résulte
er'r = S"«\
Or, quand aQ et Y' agissent simultanément, l'abaissement du point B est (n«26)y-+-^'*; donc, si le point B est rendu fixe par un appui dont Y' représente la réaction, on doit avoir j'-i-y — o ; donc enfin l'addition des deux équations précédentes, membre à membre, fournit la relation
,ÎQ/iV/»(6-//)-H -YV/^»: o, et, par suite, (3) Y' --= - <?^^g- "1- .
Vêtant connu, on tirera des équations (i] et (2) Y---aO-Y\
Lorsqu'il y a seulement une charge uniformément répartie a/^^r, on pourrait trouver ces réactions en employant les équations d'équilibre et exprimant en outre, au moyen de l'équalion (10) du n* 20 intégrée deux fois, que l'ordonnée j s'annule au point B; les calculs seraient même
assez simples, parce que —-^ se représenterait par une seule fonction
de X dans toute l'étendue de la pièce. Mais on peut, plus simplement encore, faire usage du théorème établi au n" 26. A cet effet, la charge T^pa sera décomposée en une infinité de charges élémentaires />a^///, n étant une variable comprise entre o et 2; chaque charge padn produirait dans les appuis des réactions infiniment petites exprimées par
dY -^ - ^pan^(^ - n)dn,
dY = — padn - dY',
d^i = — -/>fl'/7(8 — (jn -+ n^)dnj
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ainsi qu'il résulte des formules qu'on vient d'établir. En vertu du théorème cité, pour avoir les valeurs de Y, Y', p qui répondent à la charge a/w, il faudrait faire la somme des valeurs que prennent ces expressions quand n varie par degrés insensibles de o à 2. On aura donc
Y'-- -/^fl/ n^[(^~n)dn --pa, *• 0 ■'
fX
pa'
Il est clair qu'une méthode analogue serait applicable si les charges étaient distribuées sur la pièce suivant une loi quelconque, continue ou non.
32. Suite (lu problème de la poutre encastrée à Vune de ses extrémités et appuyée a Vautre, Figure de la fibre moyenne déformée. Moments de flexion et efforts tranchants. — Supposons d'abord que la force 2O existe seule, concurremment avec les réactions qu'elle engendre au-dessus des appuis. En vertu du théorème général sur la superposition des effets des forces (n** 26), l'ordonnée y en un point quelconque est la somme algébrique de celles qui se produiraient si les forces 5»Q et Y' agissaient l'une après l'autre sur la poutre, celle-ci étant encastrée au point A pondant que B serait censé libre, et la force Y' ayant la valeur ci-dessus trouvée. Or TelTet de la force 2Q se calcule par le même moyen qui nous a déjà donné (n'' 31) l'abaissement y' du point B sous l'action de cette force ; l'emploi des formules du n° 26 donne :
Dans la partie AC,
Dans la partie CB, ( ) ) cv' j — Q /i V/M X — - na \ •
Si nous prenons, au lieu de 2Q, une force Y' agiïisant en B, il est clair que son effet s'exprimera par l'équation (4), en y mettant Y' au lieu de 2 Q et faisant n = 1. On aurait donc, sous l'action isolée de Y',
ef^y = Y' (cix-^ - -^-) ----- - 1 0,1^(6 - /O («^' - '^y
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Saperposant enfin les effets, nous trouverons : Dans la partie ÂC,
er^y — 2
Ol'r-î)-?!"-»)»!!.^-!)
M { == ~[6/wx=>'-6/î-f-8)- jr'(«'-6/i'-f-i6)]
Dans la partie CB,
= ~r-r(6 — /?)x^-6(6 — /i)ax=-h48«'x— i6/iaM.
Pour avoir la flèche maximum, on doit chercher le point où l'inclinai-
dy
son -^ s'annule. Or on a, en prenant les dérivées des deux équations
précédentes,
expressions respectivement applicables aux parties AC et CB de la fibre moyenne. L'expression (8) devient nulle pour .r ~ o et pour
^= r -: cette valeur fera réellement connaître la situation du
point où la tangente à la courbe est horizontale si Ton a
4/îfl(4 — /?) ^
car autrement la valeur de x se rapporterait à un point auquel ne s'applique pas l'expression (8). Or, le trinôme S -h in — n^ restant toujours positif pour n compris entre o et 2, l'inégalité précédente donne
ou bien
ou encore
I. 3«édlt
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inégalité qui ne saurait être satisfaite par des valeurs positives de n comprises entre o et 2, à moins de poser
4 — /2<v/8, ou bien /?> 1,172.
Ainsi la plus grande flèche produite par la charge isolée 2Q se trouvera ou ne se trouvera pas entre rencastrement et le point d'application de cette charge, suivant qu'on aura n plus grand ou plus petit que i ,172. Si /i est > 1 ,172, la flèche maximum s'obtiendra en faisant, dans Téquation (6),
Lorsque /î sera au-dessous de 1,172, ce sera dans la partie CB qu'on devra chercher la flèche maximum. On fera donc -^ ~ o dans l'équation (9), et l'on aura, pour déterminer l'abscisse correspondante à ce maximum,
(6 — n)x' — 4(6 — /i)rtx-f- i6fl' - 0,
d'où l'on tire
= *«(■- s/'Ir-i)
Dans le cas particulier où la charge agirait à égale distance des points d'appui, il faudrait faire n= i\ l'abscisse déterminée par cette relation serait
.r — 2rt I I — 1/7] I , ioG« ; la flèche correspondante donnée par l'équation (7) serait
3/5er'
Le coefficient 3 y/S est compris entre ceux qu'on a trouvés (n*** 27 et 30) pour le cas de deux appuis simples et pour le cas de deux encastrements. Considérons maintenant le cas de la répartition uniforme de la charge, dont nous désignerons la valeur totale par ipa^ p étant toujours sa valeur par unité de longueur. Alors on a pour l'expression du moment fléchissant, dans une section quelconque,
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OU, en substituant la valeur de Y',
\ ^^ Jfp =-p{ia-xi'- ~pn[ia-œ)
On en conclut par l'intégration
er^-^ = - n la'x ax' h- - jt
Pour avoir le point où / est le plus grand, il faut faire -^ = o, ce qui, à part la solution étrangère x o, donne Téquation
4^* — iSax -h \ia^ --- o,
d'où
x = a[ —g — ) ^ i,i56fl;
le signe -+- du radical doit être rejeté, parce qu'il donnerait x > a a. La flèche maximum se calculera en intégrant ^- , et substituant cette valeur de X dans l'expression de j. On aura ainsi
er'
y — -p[ arx' — - ax" -j- - x' ) - — r vx^ \ia— x\ i 3/7 — x) , 4\ o 0/24
/= , ^f ■ ( 39 -t 55 yjYs) =---- 0,08666 ^' .
La valeur de /est comprise aussi entre celles qu'on a obtenues précédemment (n*^ 27 et 30) quand on avait deux appuis simples ou deux encastrements aux points extrêmes.
Afin de compléter l'étude du problème actuel, il ne nous reste plus qu'à chercher comment varient le moment fléchissant et l'effort tranchant pour chaque section de la poutre, lesquels sont nécessaires dans le calcul des pressions et tensions. Le moment X est facile à obtenir, car on connaît complètement, dans chaque cas, les forces qui agissent sur la poutre. On voit que, si la charge isolée aQ existe seule, ce moment sera représenté par deux fonctions du premier degré en x, applicables, l'une entre A et C, l'autre entre C et B; de telle sorte que ses trois valeurs limites répondront à x = Of x = na^ x = 7,a^ et seront exprimées respectivement
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par
aQ/7fl-+-2û[Y' ou 7/1(4 — 'ï) (2 — «)Qfl, pour le point A,
Y'/i(a — w) ou — Q /i(2 — /?) (6 — /ï)Qa, pour le point C,
zéro, pour le point B.
Ainsi ce serait en A ou C que se trouveraient les plus grandes pressions ou tensions longitudinales.
Lorsqu'au contraire on suppose Q = o et que p subsiste seul, on a déjà trouvé la valeur du moment fléchissant, qui n'est autre que le second membre de l'équation (10). Il peut se mettre sous la forme
sous laquelle on reconnaît qu'il s'annule pour x = - et pour x — 2^, et
que ses limites de grandeur absolue répondent à x ;- o et à x— - 1
cette dernière valeur de x étant celle qui rend égaux les deux facteurs ^a — ix et 7.x — a^ dont la somme est constante. Les limites du moment fléchissant sont donc
-/?rt\ répondant à ,r--o, — f-pci^i répondante x~--a.
et (P Y
Ce moment est d'ailleurs positif entre .r =^ o et o: = -5 par suite -^4 l'est
aussi, et la courbe tourne sa concavité vers le bas. Dans le reste de la
pièce, le fait contraire se produit. Entre x ^ o et x = -^ ce sont donc
les fibres du dessus qui sont tendues et celles du dessous comprimées,
tandis que l'inverse a lieu entre x = - oi x = ia.
Dans le cas mixte oii p et Q existent tous les deux, le moment fléchissant est exprimé par deux fonctions du second degré en x, aisées à trouver d'après ce qui précède. Nous laissons au lecteur le soin de les discuter. Nous donnerons feulement les expressions de l'effort tranchant, qui sont :
Entre A et C, P = _aQ - Y'-p(^a - x) - r IQi- 16 -t- Ori'-n') -f- ^/?(4j:- Sa);
Entre C et B,
P est donc toujours une fonction du premier degré en ar, dont les valeurs limites répondent, par conséquent, aux limites de x. On les obtient en faisant x = o et x = na dans la première expression, x - na et x = ^a dans la seconde ; on trouve ainsi les valeurs
-Q(— 16 -h 6/2= — /i^) — --pa pour Teffort tranchant en A,
r:Q{—i6-^6n'^n^)^'pa(Jin—5) » en C, *
^Qn\& — n) -h -pa(in— 5) » en C,
^Qn^(6 — n) -n -pa » en B.
P varie uniformément dans chacune des deux parties AC et CE; mais il éprouve en C un changement brusque, parce qu'on doit cesser d'y comprendre la force 2Q dès qu'on a dépassé ce point.
§ in. — Poutres droites soutenues par deux appuis , considérées
dans l'état de mouvement vibratoire.
33. Observations générales; questions à étudier, — Nous n'avons considéré, jusqu'à présent, Teffel des charges transversales sur les poutres droites, supportées par deux appuis, que dans i'élal d'équilibre; or ces poutres peuvent être aussi à l'étal de mouvement, et il se présente alors, à l'égard des charges, deux hypothèses distinctes, toutes deux fréquemment réalisées dans la pratique, i'' Les charges, d'intensité constante, restent toujours appliquées aux mêmes points de la poutre. Il existe alors pour celle-ci une figure d'équilibre définie par l'équation (10) du n'' 20; mais, les divers éléments de la poutre n'y arrivant pas simultanément ou n'y arrivant pas sans vitesse acquise, cette figure (si elle se réalise à certains instants) sera incapable de se maintenir, et il se produira un mouvement vibratoire dans lequel il y aura, pour chaque point matériel, prédominance alternative des forces extérieures qui tendent à l'éloigner de sa position première et des forces
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moléculaires qui lendent à l'y ramener, tp Les charges, toujours d'intensité constante, parcourent la poutre avec une vitesse V sensiblement constante en grandeur et direction; la position des charges relativement à la poutre se modifiant sans cesse, la fîgure nécessaire à l'existence de l'équilibre change elle-même, et par ce seul fait l'équilibre devient impossible, sauf dans quelques cas exceptionnels qui seront étudiés plus loin : il y a donc encore alors mouvement produit. Maintenant on peut aborder deux questions avec les données de l'une ou de l'autre espèce, i** Lorsqu'une pièce métallique a été soumise un grand nombre de fois à des flexions réitérées, à des secousses, à des vibrations, s'opère-t-il dans l'arrangement de ses molécules quelque modification qui diminue sa résistance, et notamment les pièces en fer passentelles de l'état fibreux à l'état cristallin? 2° Quels sont les effets mécaniques immédiats dus aux vibrations de la poutre, et quelles augmentations en résulte-t-il dans les flèches ou dans les tensions intérieures?
34. Résultats d'expérience concernant la première question, — Dans rétat actuel de nos connaissances relativement à la constitution intime des corps, la réponse à la première des deux questions ci-dessus ne peut être demandée qu'à une étude expérimentale. Cette étude a été faite en Angleterre^ d'une manière aussi complète que possible, au moins pour le fer et la fonte, et nous allons rendre compte de ses résultats.
En 1847, '^ gouvernement anglais, à la suite de plusieurs accidents arrivés à des ponts de chemins de fer, nomma une Commission pour faire une enquête sur les conditions que les ingénieurs doivent observer lorsqu'ils emploient le fer ei la fonte dans les constructions exposées à de violentes secousses et à des vibrations. Ce programme comprenait nécessairement la question que nous avons en vue. La Commission a constaté d'abord, en interrogeant un certain nombre d'ingénieurs et de constructeurs en renom, que les hommes de pratique avaient sur ce point dos opinions très-diverses; les uns se prononçaient pour raffirnuuivo, les autres pour la négative, et attribuaient rétat cristallin soit au mode do fabrication, soit au
mode de rupture. La Commission a ensuite exécuté des expériences nombreuses, dans des conditions variées, i® Une barre de fonte à seciion carrée, de o",o76 de côté, a été placée sur des supports écartés de 4"", 27; une boule pesante, suspendue à un fil de fer de 5"',43 de longueur, était ensuite écartée de la verticale du point de suspension et venait, en retombant, frapper la barre par le milieu. Le nombre de chocs ainsi produits sur une même barre est allé jusqu'à 4000; on en faisait varier l'intensité, en changeant soit le poids de la boule, soit simplement son écart de la verticale. 2*» On a plié des barres de même force au moyen d'une came tournante, qui les fléchissait lentement et les laissait ensuite reprendre leur forme primitive; d'autres fois on employait un moyen par suite duquel la flexion était accompagnée d'une violente trépidation. Ce genre d'épreuves a été répété, dans certains caS| jusqu'à 100 000 fois sur chaque barre. 3"* Enfin, on a fait promener lentement, et jusqu'à 96000 fois sur certaines barres, un poids égal à la moitié du poids de rupture.
Dans les deux premiers genres d'épreuves, on a reconnu que les barres de fonte n'avaient subi aucun affaiblissement tant que la flèche passagère, prise sous l'action du choc ou de la came tournante, ne dépassait pas le tiers de celle qui aurait eu pour conséquence la rupture instantanée, et l'on s'assurait du fait en constatant qu'il n'y avait pas de diminution dans la charge morte capable de produire la rupture immédiate. Au contraire, les barres étaient affaiblies quand la flèche passagère atteignait la moitié du maximum, et dans ce cas moins de 900 flexions suffisaient pour briser la pièce. On conclut de là que la flèche passagère, mais réitérée, prise par une poutre en fonte, ne doit pas dépasser le tiers du maximum; et, comme les chocs aussi bien que le mouvement imprimé à la charge peuvent augmenter beaucoup la flèche déjà produite par le poids mort, il suit de là qu'en réduisant le maximum de la charge totale au sixième de celle qui entraînerait la rupture, on aura une limite à peine suffisante pour la sécurité, même en admettant que la poutre soit parfaitement saine. Le troisième genre d'épreuves ne conduit pas à modiOer celte conclusion, car la flèche passagère pourrait alors atteindre la moitié au lieu du tiers de la flèche de rup-
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ture. Ainsi se trouve justifiée en partie la règle pratique posée au n^ 11, relativement à la limite que ne doivent pas dépasser les eiforts de tension ou de compression longitudinale, pour qu'on puisse compter sur la conservation indéfinie des pièces qui les supportent.
Le Rapport entre dans moins de détails au sujet du fer. Cependant il mentionne ce fait qu'aucun alTaiblissement notable n'est résulté, pour les barres en fer forgé, de loooo flexions produites par une came tournante, chaque flexion étant due à la moitié du poids qui, par sa pression statique, produirait une grande flexion permanente. Nous ne savons quel est ce poids, et il reste ici un peu de vague. D'ailleurs la Commission conclut, pour le fer comme pour la fonte, qu'il faut limiter la charge au sixième du poids de rupture (').
On voit, en résumé, que la Commission anglaise ne paraît pas redouter beaucoup les altérations du métal résultant des secousses et déformations passagères, pourvu cependant que ces causes n'agissent qu'en restant au-dessous de certaines limites. Mais la question est-elle bien de celles qui peuvent se trancher par une expérience de quelques mois, de quelques années même si l'on veut, et ne faut-il pas plutôt une expérience séculaire? L'avenir nous donnera sans doute la réponse; il montrera si les constructions métalliques, employées aujourd'hui si fréquemment dans les chemins de fer et dans une foule d'édiflces publics ou privés, finissent par cristalliser et perdre leur résistance après une certaine durée. En attendant, sans vouloir méconnaître les mérites spéciaux de ces constructions et les ressources précieuses qu'elles donnent aux ingénieurs, il est peut-être prudent de réserver un peu son opinion.
L^ Commission a également fait diverses expériences sur la seconde question, concernant les elîets mécaniques immédiats des chocs ou du passage des charges mobiles. Avant d'en exposer les résultats, nous allons d'abord traiter cette même
^') Le Rapport de la ('.ommissiuii, trailuit par M. Kusche, ins|>ecteur général des Ponts et Chaussées, est inséré dans les Annales <irs Ponts rt Chaussées, i85i, 1 *' semestre.
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question théoriquement dans divers cas particuliers se rapportant aux deux genres de données définis plus haut (n'^SS).
Vibrations transversales d'une poutre homogène uni
formément chargée et reposant sur deux appuis simples ( ' ) . —
Soit AB [fig* 2i) la fibre moyenne de la poutre donnée qui
est homogène et à section constante; nous la supposerons
chargée uniformément suivant sa
longueur et nous considérerons ^
la charge comme participant au
mouvement vibratoire transversal
de la pièce. Prenons la ligne AB
prolongée pour axe des x^ et pour
axe des x ^^ perpendiculaire ky
menée dans un plan que nous supposerons contenir toutes
les positions de la fibre moyenne. Appelons :
x la distance d'une section quelconque KMN à Texlrémilé A;
/ la distance AB des points d'appui ;
y le dérangement vertical du point M à un instant quelconque;
e le ressort longitudinal (n° 2) de la section transversale;
r son rayon de gyration relativement à l'axe autour duquel s'opère la flexion (n" 19 et 20), de manière que er^ sera le moment d'inflexibiliié;
p le poids de la charge par mètre courant, y compris le poids propre de la pièce;
p'ie poids de la pièce seule, également par mètre courant;
Y la réaction de l'appui B;
/ le temps compté à partir d'une origine quelconque.
Si l'équilibre existait, on aurait (n° 20)
^H^^Xr. \p[^l-xY-Y[l-x,
dx' 1^^ ' ^
ou, à cause de Y — -pi,
er"" --' — -p[x-^ Ix] ; dx' 2 '^
(*) Les n" 35 et 36 peuvent être laissés de côté dans une première lecture.
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donc aussi
, dr I /x^ Ix' l \
ax 2.*^ \6 2 12/
car ~- doil s'annuler pour a: — -/; donc enfin
/ I , i [ x^ Ix^ l^x\ I , , , , I,
^ ' ^ -2/ \\'x b \ij 24
L'équilibre n'existerait que si le dérangement j^ avait partout la valeur donnée par cette formule ei si la vitesse antérieurement acquise était nulle; dans tout autre cas, il y aura un mouvement dont il s'agit de trouver l'équation.
A cet effet on pourra se servir de la môme équation (10) du n° 20, qui exprime l'équilibre entre les forces extérieures et les actions moléculaires dues aux dérangements^, pourvu que, conformément au principe de d'Alembert, on compte les forces d'inertie parmi les forces extérieures. Or, pour une portion de pièce de longueur rfx,, répondant à l'abscisse Xu
D Cix ci^ V
entre M et B, la masse sera - — - et l'accélération —r-^jr, étant
la valeur de y pour a: — jt, ; par conséquent, la force d'inertie
s'exprimera par — - dx^ —/t'» et sa direction sera de bas en
d'- y haut si -~j~~ a le signe -f- Il faut observer en outre que Télé-
d' dx ment de masse ^» appartenant à la poutre proprement
dite, a un mouvement de rotation autour de son centre de gravité, mouvement qui donne lieu à des forces d*inertie dont l'ensemble forme un couple résultant. On sait par des théories connues que l'intensité de ce couple est le produit de l'accélération angulaire par le moment d'inertie de la masse — — ^
g relativement à l'axe de rotation. Le premier facteur s'évalue
dvx
en remarquant que f " exprime l'angle variable de la sec-
iix \
tion normale avec l'axe des r; l'accélération angulaire,
d^ Y comptée dans le sens de A^- vers \x, sora donc — . • '-■
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D'ailleurs, à cause de rhomogénéilé de rélémeni^- ^j son
rayon de gyralion esl le même que celui de la section transversale; donc le couple d'inertie dû à la rotation de cet élé-
D f' dx d^ y
ment a pour valeur — -, — — ^ et il doit être regard*'»
^ g dxxdO
comme agissant contrairement au sens de l'accélération angulaire, ou bien dans le sens d'une rotation de kx vers ky. Le moment X, en tenant compte des forces d'inertie dans la partie MB, aura donc pour expression
er^- — dx^
J^ g dx.dP ^
Pour faire disparaître le signe / sous lequel entre une fonc-
lioD inconnue /i, on dilTérentiera deux fois par rapport kx, et Ton trouvera successivement
^ dx' - J^ \ g di']^ g dxdV
fa) er^^ = D- ^ "^'^--^Py '^''^• ^ ' dx* ^ g- dr g dx'dl'
On pourrait éviter d'avoir à difTérentier des intégrales définies en prenant pour point de départ, au lieu de Téqualion (lo) du n*» 20, l'équation (i3) du n° 24, ou plutôt sa dérivée par rapport à x. Si l'on compte posilivement les forces ascendantes dans l'évaluation de l'effort tranchant P, il faut mettre le signe -f- dans le second membre de celte équation,
qui donne alors
rfP e/^X d^
dx dx^ dx
Or, quand on se déplace de dx sur la fibre moyenne, à un instant donné, P augmente de pdxli .jj j ^ d'où résulte
dP _ ( I dy\ di~^PV~"g'dfr
le couple inûniment petit dix appliqué sur le même intervalle
p^ r^ dx d^ y est, comme on Ta établi, — ~,r~rx'' ^^» P^^ suite,
d\L p'r' rf*r
dx fç dx^ di
enfin Téquation (lo) du n° 20, dérivée deux fois par rapport à Xj devient, er^ étant supposé constant,
dx^ dx-
Substituant ces valeurs de -,-? -r-? -,- dans l'équation
dx dx dx-
précédente, on a
/ I rf^r\ d'y P'r^ d'y
\ g dt' dx' g dx'dt
ce qui reproduit Téquation (2), sauf i*ordre des termes.
Maintenant il s'agit d'intégrer cette équation aux diflFérences partielles du quatrième ordre.
L'expression de x donnée par l'équation [i] ^^ est une solution particulière, car il en résulterait
dï* ~ êr^' dt" ^ ^' Hx^' ~ ^
valeurs qui rendent bien identiques les deux membres de l'équation (2). Posons
r - - — /-- x[x^ — 2lx^-\- l^ , -h 2 ; •^ 24 er' ^
l'inconnue auxiliaire z devra satisfaire à la relation obtenue en substituant cette valeur dans l'équation (2); or, on a d'abord
'dx*~ ei^'^ dx* ' ~dr "" dt^ ' dx'W' ~~ dx^dû* '
et par suite, si l'on effectue la substitution, il vient
^ dx* ^ g dV g dx'dt^
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ou, en réduisant et posant a*— —2» 6'r= ^r^,
Cette dernière équation s'intègre au moyen du procédé général indiqué au n® 13; on en cherchera une solution de la forme
2 — \ A sinm^:,
laquelle a une généralité suffisante pour le problème actuel, comme la suite le montrera. Cette valeur substituée dans réquation (3) donne
a* y m*Asinmx -h 0^ y m'-— sinma: -h > -7^.^ sin ma: - o,
ou bien
\ ni*a*A. ;- [m^b^ -h 1) -7-7 sin
nu: r-o;
comme la nullité de cette somme doit avoir identiquement lieu, quel que soit x, il faut que chaque multiplicateur de sinmx soit nul en particulier, c'est-à-dire que les fonctions du temps désignées par A doivent satisfaire à la relation
ar
On en tire
A == C sm —- — -: h D cos — r ?
C et D désignant deux constantes arbitraires. Nous avons donc
-\- > sm mx 1 C sm --— n^^rr -f- D cos - ^ : ^^^r^ ) • La \ ^m} b' -f- 1 sjm'b' -4- i /
Il ne reste plus qu'à déterminer les constantes telles que m, C, D, qui sont en nombre infini.
A cet effet, exprimons d'abord que les extrémités de la pièce
reposent sur des appuis simples : cela exige que l'ordonnée^ el le moment fléchissant (ou la dérivée -~-^> qui lui est proportionnelle] soient nuls quand on fait or = o et or — /, indépendamment de toute valeur attribuée à /. Or on voit que l'expression précédente de^et sa dérivée seconde par rapport à X s'annulent d'elles-mêmes pour x = o; afin que la même chose ait lieu pour :r = /, il faut poser les deux équations
y sm ml Csin - _. . - _^ -h D cos — ] = o,
y m^sinm/ Csm— -— -f- Dcos ~z ) = o,
^ \ sjm^ b' 4- 1 ^m'b' -h i J
et, puisque / reste indéterminé, on en conclut
sinm/ = o,
ce qui montre que ml doit être un multiple exact de la demicirconférence. Si donc on appelle i un nombre entier quelconque, on aura
(4) ml—ir.y
relation qui fournit toutes les valeurs de m à mettre dans l'expression de j. Donc
y-^=i - ; X x^— 2 Ix' -h l^ '
-i->sm , - Csm- r_ _ -h Dcos — ^z^-.^=.
^ ' V l)Ji'7i'b'-Jrl' Isji'-K^b'-^-l'
Maintenant supposons que» pour / — o, on donne les valeurs
dy dy
de/ et de -^j en fonction de o:, savoir/— F (j;) et -r- =f[x),
ce qui serait nécessaire pour définir l'état initial du système : alors les constantes C et D doivent vérifier les égalités
7 j{.^]= —i- y —— — sin— r-.
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Les choses étaDt à ce point, la solution se complète sans peine au moyen d*un théorème dû à Lagrange ( ' )^ que Ton peut énoncer ainsi : Quelle que soit une fonction 9(^)9 continue ou discontinue, mais toujours finie quand x varie de o à /, si i'oD représente par 1 un nombre entier positif, par Ç une quantité variable entre les limites o et /, et par \ une somme
étendue à toutes les valeurs de 1 depuis i jusqu'à Tinfini, on aura
9(^J^^2^ [sin-pj sm-p(p(Ç)rfCj
pour toutes les valeurs de x intermédiaires entre o et /, et même pour ces limites lorsque 9(0) et cp(/) sont nulles. Or f{x) ex f(x) doivent précisément remplir la condition de s'annuler aux deux limites o et /, entre lesquelles se trouve toujours comprise la variable x, et de plus ces fonctions, par leur nature, sont toujours finies dans le même intervalle; donc, si Ton pose
etsi l'on observe que le multiplicateur de p remplit également les conditions dont nous venons de parler, on en conclura qu'il est possible de satisfaire aux égalités (6) et (7) en supposant C== o, D = o pour toutes les valeurs négatives de i, et prenant, dans le cas de / positif.
(*) Mémoire sur la théorie du son, faisant partie de la collection de TAcadémie de Turin, t. I" des anciens Mémoires. Cette formule se trouve encore reproduite : 1® dans la Mécanique analytique de Lagrange, t. I"", Soction VI, S IV; 79 dans le Traité de Mécanique de Poisson, a* édition, t. 1", n° 325; 30 dans le Mémoire du même, déjà cité (note de la page [\\ ). Nous renvoyons à ces auteurs pour la démonstration de la formule et les remarques auxquelles elle donne lieu.
On auraii donc définitivement
2^er
■ ^\] +7 > sin-.— cos — .- I sin -7-9 Ç «Ç
— \ \~ .- sin-.-sin — -— - - I sin-7-/;ifl;
Quand le temps / reçoit un accroissement exprimé par , i ^rc — ■_ — r augmente de a* tt, c esl-a-
dire d'un nombre entier de circonférences; ses sinus et cosinus redeviennent donc les mêmes. Il en résulte que chacun des termes qui composent j est une fonction périodique du temps; niais, comme la durée de la période varie pour chacun d'eux en fonction de 1, nous ne pouvons pas en conclure que le mouvement de la pièce est lui-même périodique : nous devons seulement affirmer qu'il est produit par la superposition d'une infinité de mouvements périodiques. La périodicité n'existerait rigoureusement que si b^ était nul, ce qu'on pou^ rait supposer dans le cas où /?' deviendrait négligeable de-
vant p, car, d'après la définition de 6, on a 6'-- —r-, La durée (le la période serait alors -^^,r> ou bien, en remplaçant a' par
77 Cl'
sa valeur, \ / — ; elle pourrait d'ailleurs, dans certains cas 7:/. V eg
particuliers, comprendre plusieurs sous-périodes. Lorsque b n'est pas nul, la durée de la période augmente pour chaque terme de^ en particulier; le système, partant d'une position arbitrairement choisie, emploie donc plus de temps pour y revenir à peu près.
36. Cas particulier de h question traitée au /i® 35. — Lorsque les fonctions 9 et/sont des polynO^mes algébriques entiers, ne contenant que des puissances entières et positives \
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de la variable, le calcul des intégrales déÛDies
/"sini|^9(0rfÇ et f ' s\n '^f^KjdK
peut s'effectuer assez simplement. La méthode étant identique pour les deux, nous prendrons, par exemple, la première. En désignant par <p', 9", 9'", ... les dérivées successives de 9, et intégrant par parties, on aura
Jcos'-^^<f'{K]dK - .^sinij^9'(Ç)-.^Jsin'-^^<p"(Ç)dÇ.
On mettra successivement dans la première équation 9", 9*'', 9", . . ., au lieu de 9, et de même, dans la seconde, 9", 9', 9'", ..., au lieu de 9'; entre la série d'équations obtenues ainsi, on élimine sans peine les diverses intégrales, sauf celle que Ton cherche et celle dans laquelle entre la dérivée de 9 (Je l'ordre le plus élevé; on trouve ainsi
sm -^- 9(Ç)rfÇ -^r _ j- cos -j~ 9 (Ç) M- ^, sm-^ 9 (Ç)
La loi de cette série est évidente; d'ailleurs la série se terminera d'elle-même, car, si 9 (Ç) est un polynôme de degré n, la [n 4-1)*^"" dérivée et les dérivées suivantes seront nulles.
L'intégrale fournie par l'équation (11) devant être prise entre les limites o et /, cette circonstance donne lieu à une
simpliGcation notable. En effet, sin ~ s'annule à ces deux
I tt}—
limites; cos-v- est égal à l'unité pour Ç = o et à (— i)' pour
I. 3« édît
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Ç--/; enfin on sait que 9(0) ainsi que <p(/) sont nulles, el qu'il en est de même de cp"(o) el de 9"(/), à cause de la nul-
lîlé constante de -r^ aux points A el B; donc on peut écrire / sin^9(!;)e/Ç
SMl s'agissait de la fonction/, on aurait bien encore
mais, comme les dérivées secondes/'\o) Gif'^l) ne s'annuleraient pas nécessairement, on écrirait
J s\n'-^f{V,dK
'Vf"j)-f" «"]- ^: -'^'/'\^)-/-(o:]
Ces deux formules permettent d'obtenir les valeurs de toutes les intégrales définies qui entrent comme coefficients constants dans l'équation (10).
Prenons comme exemple le cas où la poutre serait à rorigine du temps dans son état primilif, c'est-à-dire sans déformation et sans vitesse initiale. Il faut Aiire alors
et, par suite,
9"^(a:) se réduit à la constante — ' ^» et toutes les dérivées
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suivantes sodI nulles. Donc
Sin-y- œ.Ç CfÇzr: ~ -r— ±1 — 1
le double signe dans la parenthèse devant être -i- ou — , suivant qu'on prend i pair ou impair. Ainsi Tintégrale sera nulle dans le premier cas, et dans le second elle aura pour valeur
V^'^ d'ailleurs, / étant nulle, / sin-~/(Ç)rf? l'est
aussi. Donc l'équation (lo) devient
—^ — y^-ix^— 7.1 x^ H- l^x
— "^ y ". Sin— p- COS rr _r. ),
la somme \ ne s'étendanl plus qu'aux valeurs impaires de /.
Lorsque x est changé en / — ^, on reconnaît aisément que le second membre de cette équation ne change pas; deux points à égale distance du milieu de la poutre auront donc un mouvement identique, ce qui était évident a priori, à cause de la symétrie. Nous avons déjà vu (n® 35) que le mouvement de la pièce est produit par la superposition d'une infinité de mouvements périodiques : on peut ajouter ici qu'il remplit lui-même assez approximativement la condition de périodicité, car la somme \ développée devient
. Tzx Tz^a^t 1 . Zt:x qn^a^t
sm— r-cos — -^-- --- -î — TTrSm— ï— cos— •
^ IsJTi^b^-^l^ 243 / l^ÇjTl'b'-i-l'
-+- iz r sm — r- COS
3i25 / Is/tiSn^b'-^-l'
On voit que la série converge rapidement et que le premier terme est prédominant; il a en effet pour limiie l'unité, tandis
que le second a pour limite -y-^^ le troisième -^ — ^j celui du
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rang n le nombre -• En se bornant au premîer terme,
(in — ij' ^
y deviendrait une fonction périodique du temps ayant pour
durée de la période — 5 sou — i/ ^ - -^.
rfy* /
La dérivée partielle -— est constamment nulle pour ^ = - »
indépendamment de /; on peut s'en assurer au moyen de l'expression (i4), ou bien regarder ce fait comme une conséquence de ce qui a été dit tout à l'heure sur l'identité du mouvement de deux points pris à égale distance du milieu. Le milieu de la poutre est donc le point où la flèche est à chaque instant la plus grande. Appelons-la y^; nous aurons ji
en faisant :r = - dans le second membre de Téquation (i4)» ce qui donne
iLer'^ 5 06/ T^aU i QTz'aH
Si nous supposons /=:o, nous savons d'avance que yx doit s'annuler, aussi bien que l'ordonnée y de tout point de la fibre moyenne; or, tous les cosinus deviennent alors égaux à l'unité : donc on peut écrire
La même valeur j, =: o se reproduit approximativement toutes les fois que / devient un multiple pair de -^ — ; — f
KO
(*) On a d'autres procédés en Analyse pour effectuer la sommation de cette suite. Par exemple, Poisson la déduit de la relation suivante entre les sinus des multiples impairs d'un angle aigu :
sin 0 — sin 3 Ô -H sin 5 0 — sin 7 Ô -i- . . . = 0.
Sans s'arrêter aux doutes que pourrait soulever le défaut de convergence du premier membre, il intègre cinq fois cette équation [i>oir le XVIII® cahier.
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car le premier cosinus de la parenthèse reprend sa valeur
maximum, égale à Tuniié; et les autres, comme on Ta déjà
dit, n'ont pas d'influence sensible, à cause de la petitesse de
leurs coefficients. Quand, au contraire, / se trouve être un
multiple impair du même temps, le premier cosinus devient
égal à ~ I, de sorte que le second membre de l'équation (i5)
atteint une valeur à peu près double de -77» La flèche varie
ID
donc a peu près périodiquement, entre un minimum et un
5 pi* maximum respectivement peu différents de o et de - — j — ^5
cette dernière quantité n'est autre chose que le double de la flèche d'équilibre. Une propriété analogue a été déjà constatée sur deux exemples (n°* 14- et 16).
37. Effet produit sur une poutre par une charge roulante. — On suppose une poutre homogène à section constante reposant sur deux appuis au même niveau; cette poutre supporte une charge permanente uniformément répartie et un poids qui se meut suivant sa longueur avec une vitesse constante v.
t. XI, du Journal de V Ecole Polytechnique, p. 3i5 et 3iG) et trouve ainsi
:r"ô' ;rÔ' , cos3 5 cos.')^ cos7^
-^c'— — cosQ-, -^ . ^ i - - — ' ... ;
Si 9b 3* b* 7*
ie second membre s'annulant pour 0 ■=' > on en conclut la constante c' qui est c'^ TT»- ; puis, faisant d — o. il viendra
U différence entre ce résultat et celui que nous obtenons tient à une faute de calcul numérique dans la troisième intégration, par suite de laquelle Poisson
donne à une constante c la valeur -: au lieu de — . .-• En rétablissant ce
lO 02
dernier nombre, on trouve bien c'= -- . — .
ij3()
n vaut mieux, comme l'indique M. Bertrand {Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral, t. I*', p. /|a3), recourir à la série
TT COtîT j: = 1 i i 1 h . . .
et faire Jf = 7 dans la quatrième dérivée.
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La recherche du mouvement vibratoire que la poutre prend dans ces circonstances donne lieu à des calculs trop laborieux pour qu'il soit possible de les exposer ici. Divers cas particuliers de la question sont traités dans un savant Mémoire de M. PhillipSy ingénieur en chef des Mines, membre de Tlnstitut; nous y renverrons le lecteur qui désirerait des développements sur ce sujet ('). M. Phillips a supposé un poids isolé Q concentré à chaque instant sur un point unique de la poutre; il a étudié d'ailleurs les poutres simplement appuyées à leurs deux extrémités et celles qui sont au contraire terminées par deux encaslremenls. Voici les principales conclusions qui résultent de son travail :
i" S'il s'agit d'une poutre reposant librement sur deux appuiSy le moment fléchissant maximum se produira dans la section à égale dislance des appuis et aura pour valeur
les notations p, /, e, r, g conservant le même sens qu'au n" 35. Celte expression dans laquelle on ferait t' — o donnerait la valeur du moment fléchissant maximum, sous l'actioD de la charge permanente et du poids Q placé en repos au milieu de la poutre, savoir :
(') Annales des Mines, t. VII, i8j5. Nous croyons toutefois devoir faire deux
observations. La premicTC, c'est que M. Phillips a négligé les forces d'inertie
produites par la rotation des sections normales de la pièce, à laquelle il attribue
simplement un mouvement vertical : il trouve ainsi, au lieu de l'équation (3)
du n^ 35, qui serait réellement applicable au problème, la môme équation
d*z privée du terme — b^ - » / 1' ^^* calculs no semblent donc bien rigoureux que
dans le cas où la section aurait un très-petit rayon de gyratiou et dans celui où le poids propre de la poutre serait négligeable devant la charge permanente complète, circonstances qui tendraient à rendre nulle la quantité ^'. En second lieu, si l'on répète les calculs indiqués au Chapitre 111 du Mémoire, pour le cas d'une poutre encastrée à ses deux extrémités, on trouve une inexactitude dans le second membre de l'équation (76) : l'excès de la seconde parenthèse sur l'unité doit être réduit de moitié. Cet erratum nous a conduit à modifier légèrement les conclusions de l'auteur.
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Afin de tenir compte de la vitesse v^ on voit que le terme ^ /?/%
représentant le moment limite produit par l'action isolée delà charge permanente, doit être augmenté dans le rapport de i à
0/ c' I H — 5 et que le second terme, donnant le moment li-
mite sous le poids Q isolé et privé de sa vitesse, doit pareillement subir une augmentation dans le rapport de i à 2Q/ v»
3er' ig 2» Si la poutre est encastrée à ses deux extrémités, et qu'elle supporte à l'état d'équilibre le poids permanent fl et le poids Q, ce dernier étant concentré au milieu, on sait {n"30) que le moment fléchissant a deux maxima, Tun au milieu, égal à
l'autre dans les sections extrêmes, ayant pour expression
L'existence de la vitesse v leur donnera respectivement les valeurs
P^' {'^ '^.T. :rJ -^ ^^^'-^ 117.
12'^ \ Sef^ 2gJ 8 \ /^er^ ig
Le premier est augmente dans le rapport de i a i -h j-—^ - ;
le second s'accroît dans un rapport intermédiaire entre celui
j , Ql v^ ^ ^ 0/ t'' . „.
de I a 1-4- 5^ — et de I a I -:- > 9 suivant 1 impor-
oer^ QLg \er^ ig
tance comparative de la charge permanente et du poids Q.
3" Les résultats précédents ne sont assez approchés de la
vérité que s'ils indiquent de faibles accroissements relatifs
dans les valeurs des moments qui correspondent à c = o,
, j. . , . , 2Q/ v' Ql v^ Ql V'
cesl-a-dire si les quantités 7^ — ■ — ? - — — •> -, — ■ — î
^ oer' ig 1er* ig ^er^ 2 g
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Ql V'
— (suivant les cas) sont de peiiies fraclions : celte con-
ditian étant remplie, on voit que raccroissemenl relatif varie proportionnellement à la force vive du corps roulant, à l'écartement des appuis, et en raison inverse du moment d'inflexibilité de la section transversale. On a supposé d'ailleurs qu'à l'instant où le poids Q vient s'engager sur la poutre celle-ci était en équilibre sous la charge permanente.
4° Dans la pratique, lorsqu'on voudra calculer les dimensionjs d'une poutre, on le fera d'abord sans avoir égard à la vitesse de la charge Q; puis, dans le cas de deux appuis simples,
aO/ ^^ on vérifiera si ;, -■ — est une petite fraction, et dans le cas
ôer^ 7.g
Ql V»
de deux encastrements on fera celle vérification sur 7
^er^ 2g"
Si la vérification réussit, la vitesse de la charge n'aura pas d'influence notable sur la résistance; sinon il faudrait diminuer l'écariement des appuis, ou augmenter le moment d'inflexibilité, dans la mesure qui serait nécessaire.
Les résultats de M. Phillips peuvent se démontrer simplement par une
méthode sans doute moins rigoureuse et moins complète que la sienne,
mais qu'il nous paraît cependant bon de faire connaître, parce qu'elle est
susceptible de s'appliquer dans d'autres cas particuliers (').
Considérons la poutre AB {^^. 9.2) reposant sur les appuis simples A
et B; conservons aux notations /, /?, '^' ^^" d'r', Y le sens défmi au n' 35. Si un
Y poids Q se trouve placé sans vitesse
->t au-dessus d'une section à la distance
0 B X x' de l'appui A, il déterminera, con-
jointement avec le poids uniformément réparti pi, une certaine déformation; Vq nous appelons en général j l'abaisse-
ment d'un poids quelconque de la fîbre moyenne au-dessous de la ligne joignant ses extrémités, et /' la valeur de r pour le point d'application de Q. Lorsque x' varie seul , y varie
(*) Nous devons l'idée fondamentale de cette méthode à feu M. Dupuit, inspecteur général des Ponts et Chaussées, qui nous Ta communiquée verbalement il y a environ vingt ans. Nous ne saurions d'ailleurs aflirnier que d'autres personnes n'en ont pas fait usage avant lui.
en^mème temps. Nous allons d*abord établir, à titre de* lemme préliminaire, la relation qui existe entre ces deux lignes.
Dans l'hypothèse où p serait nul, on aurait pour la réaction Y' de Fappui Â ta valeur
Y' - ^ALzfl.
par suite, si Ton fait coïncider Taxe des y avec la force Q, et qu*on prenne Taxe des x suivant la direction OA, l'équation (lo) du n° SO, appliquée à cette môme partie OA, deviendra
On en tire, par une double intégration,
er^ -j- = C — -^ (/ — .r 1 1 jca:
tix l ^ ' \ 0.
.H,- = c'-.Cx-f;/-x-)(':^--^),
G et C désignant les valeurs de er^ -^- et de er^y pour j: — o. Or j doit s'annuler pour jr — x' ; donc
Si Ton répétait le même calcul pour la partie OB, on aurait trouvé de même, en appelant G, et G', deux constantes analogues à G et G',
d'autre part, le raccordement sur l'axe des / des deux portions de la fibre moyenne déformée impose les conditions
doncla dernière équation devient
L'élimination de G entre (i6) et (17) conduit à
La quantité C' représente le produit de er^ par l'ordonnée de la fibre moyenne déformée, au point d'application de Q, si ce poids agit seul.
i38 chàpitrk deuxième.
Quand on n*a égard qu*au poids pi, on trouve (n° 35) pour le même produit, relatif au même point, — ix'^— ilx'^ -^-Px') ; donc, sous l'action simultanée de Q et de /?/, on aura (n° 26)
(«9) ^'-y- ^^[x--'ilx-^Px]^^^[l-x'f'.
Concevons maintenant que le poids Q soit posé successivement aux divers points de la pièce, ou, si l'on veut, qu'il la parcoure avec une vitesse V infiniment petite. Il déterminera sous son passage une dépression / dont Téqualion (19) fournit la valeur en chaque point; cette équation serait donc celle de sa trajectoire rapportée à AB comme axe des x' et à la verticale descendante du point A comme axe des y. Puisque le poids Q parcourt une courbe sensiblement horizontale, sa force d'inertie centri-
dr' fuge peut, en raison de la petitesse de ---,-> être regardée comme parallèle à l'axe des^' et exprimée algébriquement, dans le sens de cet axe,
Qv^ (Py' (Py'
par -~\ car il est aisé de constater que — ■^•,- ? toujours égal
dy' au rayon de courbure de la trajectoire dans Thypothôse où -y-, est né-
gligeable, a bien une valeur positive ou négative suivant que la concavité est tournée vers le haut ou vers le bas. La pression totale Q' de la masse pesante Q sur la poutre est, par suite,
g dx
D'ailleurs on tire de l'équation (19)
il en résulte immédiatement que le maximum de r^, répond à a:'— -
dx^ ^ 2
ou au milieu de Tintervalle des appuis, et qu'en ce point se produit aussi
le maximum Q" do la pression Q', lequel a pour valeur
0'/ Une force donnée Q' produit son moment maximum --- quand elle agit
au milieu de l'intervalle des appuis (n*'27) ; à plus forte raison en est-il
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de même quand la force, au lieu de rester constante, prend simultanément sa plus grande valeur Q". En tenant compte du moment produit par la charge uniforme pl^ le plus grand moment X' qui se produira pendant le
passage de la charge mobile sera donc ^ -t- — > soit, après avoir rem-
placé Q" par sa valeur,
c'est précisément ce que nous avons indiqué plus haut, d'après le Mé-
moire de M. Phillips. -Les coefficients de correction i f- - — - — j
1er is
i-i-^—j — > trouvés dans l'hypothèse d'une vitesse infiniment petite,
doivent être considérés comme les premiers termes du développement
complet qui se rapporterait à une valeur quelconque du rapport - ., — j
ils donneront vraisemblablement une approximation suffisante si ce rapport est petit, parce que les termes négligés le renfermeraient à des puissances supérieures ('].
S'il y avait deux encastrements aux points extrêmes A et B, la même méthode réussirait encore; seulement le calcul de y en fonction de x' serait un peu plus difficile. Voici comment oji pourrait l'effectuer.
Conservons les mômes notations; posons de plus x" = / — x\ et appelons fi' et fx les couples produits en A et B par l'effet des encastrements. Si 0 est d'abord censé exister seul, à l'exclusion de p, l'équation de la fibre moyenne déformée (n° 20) sera, pour la partie OA,
et, en intégrant deux fois.
dx
er' -/ ^ p'x — Y' ( x' X ) ^ C,
e'^X =f*'V-''"(— -TtI-C'^-C'-
(') Pour faire un calcul rigoureux, il aurait fallu tenir compte, non-seulement de la force centrifuge du poids roulant, mais encore des forces d'inertie de la poutre. La théorie simplifiée que nous donnons maintenant semble donc
exiger, comme hypothèse préalable, que le rapport ^r soit petit, afin de rendre
la résultante des forces supprimées négligeable en comparaison de la force conserrée.
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Quand on fait x = x\ ces deux dernières équations doivent donner
- o; donc
(aa)
Y'^ -hC-o,
Un calcul semblable fait sur la partie OB donnerait, en tenant compte du raccordement des deux parties au point situé sur l'axe des j,
.jt"^
(i5) u Y— ~ Cx" .-C'=o.
D'ailleurs, l'équilibre de la pièce exigerait les deux conditions
(27) _YV-^Y.r"-t- p'- fx=.: o,
dont la première exprime que la somme algébrique des forces verticales extérieures est nulle, et la seconde que la somme des moments relativement au point 0 est également nulle. Maintenant il faut éliminer les inconnues auxiliaires Y, Y', p, fz', C entre ces six équations, a6n d'avoir C, c'est-à-dire la portion de cr^y spécialement duc à l'action de la charge Q. A cet effet, multiplions (-iji) par x\ (24) par x\ et faisons la différence; il viendra
soit, à cause de x' ^- x" — / et de l'équation (97),
{'j.'—ui)x'x--'- '>CJ -^ o.
Si l'on opère do même sur (23) et (25) respectivement multipliées par .r" et .r'*, on trouve
L'élimination de a' u entre les doux dernières équations donne (28) 'iCr'-r"-' 3(7 .r"— .r'' o.
On élimine ensuite •/ entre \22) et ^23 \ u entre '4^ et (25'i, ce qui conduit aux deux éi|uations
ri 2
Il i
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ajoutant membre à membre ces deux équations respectivement multipliées par i2x" et i2j:'\ il vient, eu égard à (26) et à x' h- x* = /,
(29) Q-r'^x'^»— 6C/x'j:"(.r'' — .r')-i2C7(jc'"-xV-t-a:") ^ o. Entre (28) et (29] il est facile d'éliminer C, et Ton obtient
on, plus simplement,
L'ordonnée de la fibre moyenne sur la verticale du poids Q, si la
charge uniforme pi n'existait pas, serait — ; on la connaît par la der-
nière équation. Mais, pour avoir y, il faut encore ajouter à cette quantité l'abaissement produit par le poids /^/agissant seul. On le trouvera par les formules du n° 30, où l'on remplacera x par .r — a et où l'on fera en
outre û = -j Q — o, x = x'; on aura, de cette manière, l'expression
Donc on a finalement
frV-- -^x'M/ — x'i'-r-C,
ou bien, en remplaçant C par sa valeur et x" par / — x',
(3o) er^y^ Z^'=(/_^')^_H-^-x''(/-x'r.
Le calcul s'achève ensuite comme dans le cas de deux appuis simples. L'équation précédente diiTérentiée deux fois devient
et Ton voit alors immédiatement que la plus grande valeur de — -^Tj répond au maximum de x'(/ — x'), soit à x'= -; cette valeur est
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Od aurait donc ici, pour le maximum Q' de la force exercée sur la poutre par le poids roulant Q, l'expression
cr g \'>4 ^
et cette force agirait encore au milieu de l'intervalle des appuis. Or, d'après les calculs du n° 30, le moment fléchissant dans une poutre encastrée à ses deux extrémités, sous l'action simultanée d'une charge uniformément répartie pi et d'une charge Q* concentrée au milieu, présente deux maxima : l'un au milieu, ayant pour valeur absolue
l'autre aux extrémités, égal à
12 ■" 8 " ^^ • Si l'on remplace Q" par sa valeur (3i), ces expressions deviennent
(3.) V (L,,P^lQl)(,^-^'-^),
(33) X' '-rr(^-^%^)^lQi(^.-PA^\
résultats conformes à ceux que nous avons indiqués plus haut, d'après M. Phillips i').
Les recherches de cet auteur n'ont porté que sur le cas où le poids roulant peut être regardé comme concentré sur la poutre en un point unique. M. Renaudoi, ingénieur des Ponls et Chaussées, a traité, quelques années plus tard /', par une méthode tout à fait analogue à celle de M. Phillips, le cas d'un poids uniformément réparti, s'engageani progressivement sur la poutre, dont il finit par occuper toute la longueur. La conclusion à laquelle il est arrivé, c'est que le moment rtéchissant maximum qui se produirait si le convoi stationnait immobile sur la poutre doit être augmenté dans le rapport
(') Ou voit tMiooiv loi, commo ilaus lo cas parlioulior des appuis simples, que uous n»«:arilons à firiori les forces d'ineriie île la poutre comme négligeables.
(• Annales tles Po^ts et Chausiées^ i8l»i, i"" someslix».
de I à I 4-
9 en nommant q le poids du convoi par
3er^ 2 g
unité de longueur et conservant aux autres notations le sens précédemment défini. Celte correction est d'ailleurs applicable exclusivement à Thypothèse d'une poutre reposant sur deux appuis simples^ la seule étudiée par M. Renaudot.
38. Figure d'équilibre d'une poutre sous un com^oi roulant indéfini. — Voici un cas particulier dans lequel nous avons pu obtenir théoriquement, au moyen d'une analyse trèsslmple, des conséquences intéressantes. Soit donnée une poutre horizontale reposant librement sur deux appuis extrêmes, dont / représente Técarlement, et soutenant une charge pi uniformément répartie sur sa longueur, à raison de p kilogrammes par unité linéaire. Une portion ql de celte charge, également répartie d'une manière uniforme, est animée d'une vitesse c, et les poids qui à chaque instant sortent de ia poutre, en franchissant l'une des extrémités, se trouvent sans cesse remplacés par des poids égaux qui s'introduisent à l'autre point extrême. Dans ces circonstances, il y a une Hgure que la poutre peut conserver indéfiniment, si elle y est arrivée sans vitesse acquise. Il s'agit de démontrer que cette figure d'équilibre existe réellement, et ensuite d'en effectuer la détermination.
Représentons par \B[Jig. 23) la fibre moyenne de la pièce
Fig. a3.
dans son état primitif; prenons cette ligne pour axe des x, et pour axe des y la verticale descendante Cy qui passe en son milieu C. Supposons qu'on ait fait prendre à AB la forme nécessairement peu différente AC'B et qu'on ait rendu cette
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courbe invariable en liant la poutre à un cintre absolument Oxe. Nommons
x^ y les coordonnées d'un point quelconque M' de la courbe, lequel était d'abord en M sur AB;
a la distance CB, ou la moitié de l'écartement / des appuis; ef^ le moment d'inflexibilité, supposé constant, de la section
transversale, relativement à un axe horizontal contenu dans
son plan et rencontrant la fibre moyenne ; P l'effort tranchant, X le moment de flexion, pour la section
répondant à l'abscisse x\ m la réaction du cintre, rapportée à l'unité de longueur, dans
les environs du point M\
Si nous prenons un élément dx de la fibre moyenne primi* tive, à partir de M, l'élément correspondant de la poutre supporte : i^ le poids pdx\ x^ l'excès de pression dû à la force
Qv"^ dx d^ y* centrifuge, soit (n® 37) — • -—-^ 3« la force élémentaire
exercée par le cintre, soit wdx. La force totale appliquée à l'élément dx^ estimée suivant la verticale descendante, est
p -f- C3 — ^— -j^, j dx\ or, cette force constitue l'accroissement d9 de l'effort tranchant évalué positivement dans le sens ascendant, lorsqu'on se déplace de la longueur dx suivant la fibre moyenne; donc on a
rfP qv' d^r
dx ^ g dx^
D'autre part, on sait (n<»24) que P est la dérivée --r- du moment de flexion, prise avec le signe + si, outre la convention faite ci-dessus à l'égard de P, nous adoptons encore celle de compter positivement dans X le moment des forces descendantes; enfin (n«20) X est égal à ^^-^^^ et, par suite, on a
aussi
^ rf*r
dx^
L'élimination de P enire les deux équations précédentes
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donne pour résultat
,,,, d^r qv^ d'Y
dx' '^ g dx
équation qui permettrait de calculer la réaction xs du cintre si l'on se donnait la courbe AC'B, c'est-à-dire la valeur de y en fonction de x»
Dans le cas où cette courbe aurait une forme telle qu'elle vérifierait Téquation
^ ' dx' g dx' ^ '
la réaction w serait nulle, et, par conséquent, le cintre pourrait être supprimé sans que la courbe dût éprouver aucun changement; donc Téquation (35) définit une figure d'équilibre, c'est-à-dire une figure telle que, si la poutre y est une fois arrivée sans vitesse, elle se maintient d'elle-même et sans qu'on ait à exercer aucune force étrangère pour la rendre obligatoire.
L'existence de la figure d'équilibre étant ainsi prouvée, déterminons celte figure par l'intégration de l'équation (35). D'abord nous pouvons effectuer immédiatement une double intégration, qui donne, en désignant par C et C deux constantes,
(36) er' —^ 4- ^-r -^px-z^-Cx-h C.
^ ' dx' g -^ 2^^
d^Y La nature des appuis A et B exige que j et X ou er^ —^ s'annulent en ces points, ou pour xz=±a; on a, par conséquent,
pa-=: Ca -f- C,
d'où résultent les valeurs des constantes, savoir
C = o, Cr=—-pa'.
I. 3* édit
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Substituant ces valeurs dans l'équation (36), on trouve
et réquaiion différentielle se trouve abaissée au second ordre.
Le second membre de Téqualion (37) se réduiraità-p(a:*— a',
dans le cas où le convoi perdrait sa vitesse et serait rendu stationnaire; on tient compte de cette vitesse, comme on le voit, en ajoutant, au moment fléchissant de la charge supposée
morte, un moment — - — y\ Le moment correctif peut d*ail-
leurs être regardé comme produit par deux forces de compression appliquées aux extrémités de la poutre, suivant son
axe, et d'une valeur égale à la force vive -— du convoi par
S unité de longueur. Cette remarque, sur laquelle nous ne
pouvons insister davantage quant à présent, rattache la question actuelle à une théorie qui sera donnée plus loin et qui concerne la flexion des prismes chargés suivant leur flbre moyenne.
Afin de simplifier l'écriture dans la suite du calcul, nous
poserons
qi^' et
u étant une constante donnée; de plus, nous prendrons les variables a:', j' liées k x el h y^ par les relations
Alors l'équation (37) pourra s'écrire
û?=r' I , , er^iC pa'r'
pa} -j-, pa\x —i] r- - , ->
^ dx ' 2.^ ' ' a- er-
soity en supprimant le facteur commun pa^ et simplifiant,
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Si, dans cette dernière équation^ on met à la place dey' un binôme du second degré tel que
on déterminera facilement les coefGcients a et ^ de manière à rendre les deux membres identiques, et Ton aura ainsi une solution particulière de l'équation différentielle, savoir :
On posera ensuite
valeur qui, substituée dans l'équation (38), donne, pour déterminer l'inconnue auxiliaire z,
dx" On a par suite, en appelant A et B deux constantes arbitraires,
z := A sina:r'-f- Bcosa^', d'où Ton déduit successivement
r'— — ^ 1 x''— I ^ 1 -h Asinw^'-f- Bcosaj;',
er^r i / 2a' \ . . iix _ , ux
pa
ri/ 26 -z= Ix'-a'
-+- Aa' sin h Ba* cos —
Les constantes doivent être prises de manière à donner / = o pour X = a et pour x= — a: il en résulte
A=:o, Bzz.-—' — ,
et, par conséquent,
(ux cos — a cos a
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La fllèche/s'obiienl en faisant x = o dans Téquation (Sg) : on a donc
^ ' ' pa* 2 m' u* \cosa /
Il y a aussi de l'intérêt à connaître le maximum du moment fléchissant X; d'après Téquation (37), ce maximum répond à a; = o et a pour valeur absolue
ou, ce qui revient au même,
Xo == - va" H- • — - — =z- pa}[\-i -'
pa*
— -pa'-(
2^ U^ \ COSM
La quantité -/?a= exprimerait le moment fléchissant maximum dans le cas où la vitesse v s'annulerait; si donc on pose
le nombre n sera le coefficient par lequel on devra multiplier ce moment pour tenir compte de l'accroissement dû à v.
On voit que, si l'on a w = -9 ce qui entraîne l'égalité
alors /et Xo deviennent infinis, et la poutre devra se rompre. D'ailleurs, /et X« restent finis pour toute valeur de u infé-
rieure à -• Si, en particulier, on suppose u = y^ il vient
/= 0,2780 ^—-;^ 9 Xo — ^ I ,3430 '-^fl^
tandis que, si la vitesse v était nulle, on aurait (n^27)
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ces quantités augmenteraient donc, par Teifet de la vitesse,
dans les rapports de i à i ,3348 et à i ,343o, c'est-à-dire de ^
environ. Le maximum des pressions ou tensions croîtrait dans la même proportion que le moment X»; mais il ne semble pas que cela pui^e avoir des inconvénients bien sérieux en pratique, parce que la matière de la poutre ne doit supporter,
sous l'action des charges mortes, que ^ au plus de la tension
capable de produire la rupture {voir\e § V de ce Chapitre). On aurait donc le droit d'adopter avec assez de sécurité la
valeur m = ^ 5 c'est-à-dire
ce qui donnerait une limite des valeurs non dangereuses de
la force vive ^— possédée par le convoi roulant sur chaque
unité de longueur.
Il est facile de reconnaître que la vitesse v correspondante à la limite ci-dessus doit être généralement assez considérable. Supposons (ce qui a lieu le plus souvent) que la poutre ait une section homogène, symétrique relativement à Taxe de flexion, et dont la hauteur serait h dans le sens perpendiculaire à cet axe. Le maximum de tension par unité de surface (abstraction faite de la vitesse v) serait (n°' 19 et 20) égal
a«-= — -, puisque le moment fléchissant maximum est- pa^;
donc, en nommant R la plus grande tension à laquelle on doit
soumettre la matière ^ous l'action d'une charge immobile, on
aura
pa'Eh
"4er^ -'"' égalité qui, combinée avec la précédente, donne
et, par suite.
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Or -5 d'après la définition des iellres p et q, dépasse néces-
sairement Tunité; d'un autre côté, le facteur :^ est grand,
MX
comme on peut le reconnaître en mettant au lieu de £ les valeurs numériques indiquées au Chapitre I, et au lieu de R celles que nous donnerons un peu plus loin, au § V de ce Chapitre : cela suffit pour faire concevoir la vérité de notre assertion. Afin de mieux constater le fait dans un cas particulier, supposons une poutre en tôle, comme celles qu'on emploie fréquemment dans les ponts de chemins de fer; alors
on aura
E = 2.io'% R- 6.io\
d'où résulte
-^s\/^-?^*-'='°Vf^*-
Supposons enfin le poids roulant q quintuple du poids immobile/? — q (ce qui est en général au-dessus de la vérité, et ce qui tend à diminuer la limite t^ que nous cherchons), nous
devrons faire - — i^? et nous trouverons
Voici les résultats que donne cette formule, pour diverses valeurs de A :
Limites des râleurs Hauteur fi non danfrereuses
de la poutre. de la tUosso.
La vitesse d'un train express s'élève rarement jusqu'à 20" par seconde (18 lieues à l'heure); une vitesse double ne s'obtient que dans des circonstances tout à fait exceptionnelles.
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On peut donc dire que les vitesses des trains de chemins de fer n'atteignent jamais la limite qui pourrait commencer à rendre la force vive du convoi dangereuse pour la stabilité des poutres en tôle. La quantité u aura toujours dans la réa-
lité une valeur moindre que v> et l'accroissement propor-
tionnel de flèche ou de tension moléculaire dû à la vitesse de
la charge roulante restera plus ou moins en dessous de ^i
nombre que nous avons trouvé en admettant Thypothèse
Tous ces calculs supposent que la poutre reste en équilibre sous une charge uniformément répartie, dont une por- Uon forme un convoi roulant, sans cesse renouvelé. Cela se produirait assez exactement si le convoi placé d'abord sans vitesse au-dessus de la poutre prenait ensuite une vitesse très-lentement croissante, jusqu'à la valeur finale v. La poutre tendrait alors à prendre peu à peu la forme d'équilibre que nous avons calculée; comme, de plus, elle y arriverait sans vitesse sensible, elle ne s'en écarterait plus après qu'elle l'aurait atteinte. Mais ce n'est point ainsi que les choses se passent généralement. La poutre étant en équilibre sous sa charge permanente [p — q]ly le convoi, pesant q par unité de longueur, arrive avec toute sa vitesse v antérieurement acquise; il s'engage progressivement au-dessus de la poutre et finit par la couvrir entièrement, s'il est assez long; puis, au bout d'un certain temps, son extrémité d'arrière ayant passé à son tour, la poutre continue à osciller en vertu du mouvement qu'elle vient de recevoir et de son inertie jointe à celle de la charge permanente. Nous pouvons bien encore dire qu'elle tend à prendre, pendant le passage du convoi, la forme d'équilibre représentée par l'équation (39); mais, si tous ses points y arrivent simultanément, ce qui semble trèsdouteux, elle aura de la vitesse au moment où elle l'atteindra, et par suite elle ira au delà. Il n'en résulte pas moins, cepen-
dant, que la flèche cesserait d'être petite si -^— prenait la va-
leur -^—-5 puisque ce fait a déjà lieu en supposant que la
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poutre s'arrête à la position d'équilibre, tandis qu'elle doit la
dépasser : il serait donc dangereux, en tout cas, de laisser —
croître jusqu'à la limite dont il s'agit. Quant à la limite quatre fois moindre, qui produisait tout à l'heure un accroissement
relatif de ^ dans le moment fléchissant maximum, elle pourra
produire, eu égard aux oscillations de la poutre, un accroissement plus grand ; mais en admettant, par analogie avec d'autres exemples, que l'accroissement doive être doublé (n*** 14, 16 et 36) et même, au besoin, triplé (ce qui doublerait le moment statique), il n'y aurait là rien d'inquiétant pour la stabilité, à moins que la plus grande tension, calculée dans l'hypothèse d'une charge morte, ne fût déjà très-élevée et sensiblement supérieure aux chiffres habituellement admis, lesquels
représentent seulement ^ des tensions de rupture. En doublant le moment statique, on ne dépasse pas encore les tensions, qui peuvent se répéter un très-grand nombre de fois sans altérer le métal (n° 34). On a vu d'ailleurs, dans le cas des poutres en tôle soutenant une voie de chemin de fer, que
cette seconde limite de ^— ne peut même pas être atteinte
avec les plus grandes vitesses ordinairement réalisées : il en résulte que la vitesse des convois augmente, en général, assez faiblement la flexion des poutres, et que cette vitesse ne peut amener immédiatement aucune conséquence fâcheuse. Mais cela ne veut pas dire que de petites trépidations fréquemment renouvelées ne puissent à la longue altérer la résistance des poutres métalliques, en les faisant passer de l'état fibreux à rétat cristallin. C'est un autre point de vue que nous n'avons pas eu l'intention de considérer ici; nous avons fait connaître au n** 34 ce qu'il est possible de dire à cet égard.
Les augmentations des moments de flexion, qui ont lieu quand une partie de la charge prend une certaine vitesse, étant produites par les forces d'inertie centrifuges, un bon moyen pratique d'en atténuer, et souvent d'en faire disparaître les effets, consisterait à établir primitivement la poutre avec une fibre moyenne légèrement arquée en dessus de l'horizontale : cette fibre tendrait alors à se redresser pendant le pas-
PRISMES FLÉCHIS PAR DES FORCES TRANSVERSALES. l53
sage des convois, et si elle ne devenait pas concave en sens inverse de la courbe de pose, les forces centrifuges ne pourraient que diminuer la pression statique.
39. Autres exemples de figures d^équilibre, — La considération des figures d'équilibre, qui s'est présentée si naturellement dans le cas d'un convoi indéfini (n°38), peut être utilisée aussi dans le cas d'un poids roulant concentré en un seul point. Pour qu'il existe une figure d'équilibre, nous supposerons que ce poids, sans cesse renouvelé, ne parcoure qu'un élément infiniment petit de la longueur; en outre, nous supposerons le cas particulier où cet élément serait à égale distance des appuis. Conservons les notations du n° 37, et nommons, de plus, p le rayon de courbure de la fibre moyenne en ce même point milieu. Le poids rou-
lant Q exercera une pression Q' é^ale à Q -h — - » dont l'effet doit être
^^ joint à celui du poids mort /?/, uniformément réparti : les appuis étant
d'abord supposés appuis simples, le moment fléchissant maximum X' se
produit alors dans la section du milieu et a pour valeur (n** 27)
par suite, p doit satisfaire (n"' 19 et 20) à l'équation
qu'on peut écrire
er Ç)l ('- , I . I
p \ 7.rr-'>.gj 8' 4
cr^ De là on déduit — ou le maximum X' du moment fléchissant
icr^ ig
Si les deux appuis étaient des encastrements, la pression Q', concentrée au milieu et agissant conjointement avec la charge uniforme ^/, détermine deux moments maxima (n** 30), l'un X"au milieu, l'autre X'" aux extrémités, ayant pour valeurs respectives
I I I I Olv^
I 1 I OA
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D'ailleurs, le moment des forces élastiques dans la section centrale étant
er^
toujours exprimé par — > on a
soit
er^
d'où résulte
Connaissant X'', on en déduit sans peine X"', en ajoutant —7 /?/^, ce qui donne
Lorsquon suppose que -^ — ou j^ — <» suivant le cas, est une
petite quantité, les formules (42), (43) et (44) deviennent approximativement
On retrouve ainsi , avec une exactitude presque complète, les formules (ai)i (3a) et (33) du n** 37, lesquelles sont conformes à celles de M. Phillips;
la seule différence consiste en ce que le coefficient du terme 7Q/, dans
aO/ p' 0' ^ l'expression de X', devrait être 1 -h ^-S — ? au lieu de n -. —
Mais la question était posée au n"" 37 dans des termes tout différents de ceux que nous admettons ici , et la démonstration faite pour un cas ne peut pas servir à l'autre. Toutefois, la coïncidence est assez remarquable pour être signalée.
lis sont des appuis simples, la relation , - o on ,- -- - - ,-
lesse qui rend X' infini et entraîne, par conséquent, la outre; dans l'hypolhèse de deux encastrements, il faut /er au même résult.it ,
le se convaincre, par des calculs analogues à ceux qui ont n** 38, que les vitesses ainsi obtenues sont, en général, -is à celles qui se réalisent dans la pratique.
ats d'expériences, — Les applications numériques
s de M. Phillips et les résultats fournis par l'élude
jes n*** 38 et 39 semblent établir que, dans les cir-
ordinaires, la vitesse des convois circulant sur les
lugmente que dans une mesure assez restreinte les
tiiques, c'esl-à-dire les flèches qui auraient lieu dans
se d'une vitesse nulle. L'expérience vient parfaiie-
firmer cptte appréciation. Ainsi la Commission an-
1847 (n*> 34) cite un cas où, la vitesse étant de -22*"
ide, la flexion statique a été augmentée seulement de
100; les essais de M. Jules Poirée sur plusieurs ponts
nin de fer de Lyon et sur le pont du Carrousel à Paris
sent à des résultats analogues.
a été possible de produire des augmentations notables che et, à plus forte raison, la rupture des pièces essayées a se plaçant dans des conditions tout à fait différentes de es que la pratique peut réellement présenter. Dans ce but, Commission anglaise a fait construire un appareil par le iioyen duquel un chariot, chargé de poids variables à volonté, était abandonné à lui-même au sommet d'un plan incliné : les poutres soumises à l'expérience formaient, au bas du plan incliné, un chemin de fer sur lequel le chariot s'engageait aver la vitesse acquise pendant la descente. Le maximum du poids roulant a été de 2000''* environ, et le maximum de la vitesse i3* par seconde. Les barres avaient 2"*, 74 de portée. Les expériences faites à l'aide de cet appareil prouvent que la flèche
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augmente avec la vitesse du chariot, quand le poids de celui-ci reste constant; on a quelquefois observé des flexions doubles de la flexion statique. On a aussi remarqué que le point où se produit la plus grande flèche n'est pas au milieu de la barre, mais au delà, en suivant le sens du mouvement du chariot; de même la fracture a lieu au delà du centre, et quelquefois la barre se brise à la fois en plusieurs morceaux.
La Commission anglaise s'est aussi demandé quels étaient les effets immédiats des chocs, et ses conclusions, justifiées par de nombreuses expériences, sont intéressantes à connaître, bien qu'elles ne se rapportent pas aux questions dont nous avons présenté la solution théorique. On peut les résumer ainsi : i° une barre de fonte ayant pour section un rectangle dont un côté est quadruple de l'autre, et reposant sur deux appuis simples, exige, pour être rompue, un choc de même intensité, soit que le coup porte sur le petit côté, soit qu'il porte sur le grand. Les barres de même longueur et de même poids présentent la même résistance au choc, quelle que soit la forme de leur section. 2** La flexion produite par un choc sur une barre de fer croît proportionnellement à la vitesse du choc; pour la fonte la loi de croissance est plus rapide. 3® Un poids additionnel, uniformément réparti sur une poutre, la rend capable de résister à un choc vertical plus intense; dans certains cas, la résistance a pu être doublée de cette manière.
§ IV. — Des poutres à plusieurs travées solidaires.
4-1. Généralités ; position de la question. — Les poutres droites reposant sur plus de deux appuis ont été assez fréquemment employées, dans ces dernières années, pour supporter des ponts à plusieurs travées construits sous des voies de chemin de fer. L'un des premiers exemples de cette espèce de travaux d'art a été, en France, le pont sur lequel le chemin . de fer de l'Ouest traverse la Seine à Asnières; puis sont venus les ponts de Langon sur la Garonne, de la Quarantaine sur la Saône à Lyon, et beaucoup d'autres qu'il serait inutile d*énuniérer ici. Les calculs préliminaires qu'exige la vérification de la stabilité ou la détermination a priori des dimensions d'une
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telle poutre consistent, comme dans le cas d'une seule travée, à rechercher : i° les limites extrêmes entre lesquelles varie le moment fléchissant d'une section quelconque, pris soit algébriquement, soit en valeur absolue, quand on fait toutes les hypothèses possibles sur la distribution des charges; 2° la limite supérieure qu'atteint l'elFort tranchant pris^ en valeur absolue. L'utilité pratique de ces résultats ressortira du § V, où l'on verra l'usage qu'on doit en faire.
Indiquons, en premier lieu, les hypothèses particulières qui servent de base au calcul. La poutre est soutenue à ses deux extrémités par les culées, et, dans l'intervalle, par les piles; les appuis ont donc une certaine longueur, dans la direction parallèle à la fibre moyenne, et l'on ne peut pas rigoureusement regarder chacun d'eux comme équivalant à la fixité d'un seul point de cette fibre. Néanmoins on admet cette hypothèse, qu'il faut considérer comme défavorable à la résistance ; car les supports constituent, en réalité, un encastrement partiel dont on néglige l'effet, et l'on a déjà vu, par l'exemple du n° 30, les bons résultats produits par les encastrements.
Les moments fléchissants X et efforts tranchants P, qui se produisent dans les diverses sections transversales, sont ordinairement déterminés en supposant la poutre prismatique, c'est-à-dire établie avec une section constante, bien qu'en fait les constructeurs aient cru devoir renforcer certaines sections plus exposées que d'autres à la rupture. Voici ce qu'on peut dire pour faire comprendre l'origine dé ce procédé. Il est rationnel de fixer les dimensions de chaque section de manière que la tension maximum par unité de surface y soit égale à une limite supérieure déterminée; car, si la matière de la poutre résiste convenablement à une tension ayant cette valeur, il n'y a pas de raison pour descendre au-dessous dans une section quelconque; et, en l'atteignant toujours, on économisera le volume total de matière à mettre en œuvre. Dans le but d'y arriver, on conçoit qu'on emploie la méthode dite de fausse position ou des approximations successives : d'abord on suppose constante la section variable qu'on se propose de chercher, et l'on calcule en conséquence les X et P; admettant ensuite ces valeurs de X et P comme étant celles qui se pro-
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duiraieni réellement dans la poutre à construire, on calcule les dimensions en travers de manière à obtenir la tension limite dans toutes les sections. Les résultats de cette opération devraient être considérés comme simplement approximatifs, et pour en avoir de plus exacts on devrait faire de nouveau U recherche des X et P, en attribuant à chaque section les dimensions qu'on aurait ainsi trouvées; puis déduire de ces nouvelles valeurs de X et P des dimensions plus ou moins différentes des premières, au moyen desquelles on recommencerait encore un essai analogue, jusqu'à ce que deux essais consécutifs donnassent à peu près le même résultat. Maison s*est toujours borné jusqu'à présent au premier essai: au point de vue théorique , c'est une hardiesse difficile à jusiifier complètement, et cependant la pratique l'a consacrée, puisque beaucoup de ponts construits sur les données qu'on en a déduites ont convenablement résisté à toutes les épreuves.
Les charges auxquelles la poutre sera censée soumise se composeront ordinairement : i° d'un poids permanent réparti d'une manière uniforme sur sa longueur entière ; 2° d'une surcharge accidentelle ayant également une répartition uniforme sur les travées qu'elle embrasse, mais ne couvrant pas toute la poutre et pouvant s'étendre sur un nombre quelconque de travées arbitrairement choisies. On y joindra parfois des poids concentrés en certains points, dans Tintervalle des appuis.
Après avoir ainsi fait connaître les données et hypothèses du problème, il faudrait naturellement en exposer la solution : mais celle solution, pour être complète, exige de tels développements, et d'ailleurs elle a dans la pratique une importance telle, que nous avons cru devoir en faire l'objet d'un Ouvrage à part, constituant la troisième Partie de notre Cours de Mécanique appliquée ('). On ne dira donc rien ici ni delà recherche des moments de flexion, ni de celle des efforts tranchants, qui, au fond, n'est pas distincte de la première
(') Cet Ouvra(;e a été publié entre la première et la seconde édition de la première Partie. Au fond, ce devrait en être simplement un chapitre, et nous le supposerons, eu conséquence, connu de nos lecteurs.
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{W^ik); on traitera seulement quelques questions accessoires, ou bien on ajoutera quelques nouveaux développements à celles qui sont traitées dans l'Ouvrage spécial dont on vient de parler, en y renvoyant le lecteur pour le surplus. Il sera parfois utile d'y prendre diverses formules; alors nous indiquerons le renvoi en mettant le chiffre romain III (qui signifiera troisième Partie) à la suile du numéro désignant le passage où se trouve la formule citée; l'annotation n° 1, III, par exemple, devra se lire : n° 1 de la troisième Partie.
Nous admettrons d'ailleurs (sauf au n^ 41 ci-après], parmi les données de ces nouvelles questions ou de ces compléments, deux conditions qui viennent restreindre la généralité des hypothèses énoncées en commençant : i" tous les appuis, en nombre n ■+- 1, et désignés par les lettres
A», Al, Am, • • •» Am—:y A;b_i, A»i» A/.j-f_i, • • ■♦ A/,_i, Afit
devront être touchés naturellement par la poutre quand, celle-ci étant prise dans son état primitif, sans déformation ni tension intérieure, on la pose de manière à lui en faire toucher deux quelconques, Ao et A„ si l'on veut; 2<* les travées extrêmes A, A, et A„_, A„ auront une même longueur 6, tandis que toutes les travées intermédiaires auront une même longueur c, différente en général de 6, ce qui aura pour effet de constituer la symétrie de la poutre relativement à sa section centrale. EnQn voici des notations qu'il semble bon de définir une fois pour toutes; nous appelons
à le rapport t entre les longueurs des travées intermédiaires
et de rive ;
X« moment de flexion sur l'appui An,;
T« réaction de cet appui;
M*, N* deux nombres tels, que, si 2/r désigne un nombre entier, on ait les égalités
(_2 — v'3/ = MxH-N*V^3, (_2-f-v/3/-^M;--N,v^3;
q un nombre dont le double est égal au nombre n des travées diminué de deux;
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A le quotient -^ {'];
p le poids de la charge permanente sur chaque unité de longueur; p' celui de la surcharge.
Il est à peine besoin de remarquer que les moments extrêmes Xo, X„ sont toujours nuls : en effet, si Ton se place dans la dernière travée infiniment près de A„, la seule force produisant un moment de flexion sera la réaction T, de cei appui; or ce moment tend vers zéro en même tend que le bras de levier, et devient par conséquent nul au-dessus du point A» lui-même. Le même raisonnement s'applique évidemment à l'autre bout de la poutre.
42. Extension du théorème des trois moments au cas d'une section variable, — La démonstration donnée pour le cas d'une section constante ( n° 2, III) n'a besoin que d'une petite modification pour s'adapter au cas d'une section variable. Reprenons l'équation fondamentale (n°20)
'' dx--^^
dans laquelle er^ représente le moment d'inflexibilité de la
section transversale, \ le moment fléchissant, -^^ la valeur
approximative de la courbure prise par la fibre moyenne de la poutre; mettons cette équation sous la forme
dx" rr^
Il suffira d'opérer sur cette seconde équation comme on a opéré sur la première, au n" 2 de la troisième Partie, pour arriver au théorème f:énéralisé et applicable à une poutre de
^*^ Lorsque liiivlico k varit», les valours do M^ et de >'^ constituent deux séries numeriijuos donl l'haque terme est dolnii par son indice. On a étudié \^n''3*, UP le mode de formation vie ces >eries et leurs propriétés; on a étudié
aussi yU" lU. UP le* quotients " ^ ou h.
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section non constante. On aura d'abord
(i) x^-^r^-o,a=j^ —^^ dx,
ou, après avoir exprimé X au moyen des moments X,, Xi et
de9(x),
— Y r** (a — x](îx X, — X, /*'';r(a — x]dx C'^ (a — x] c^ [x)dx ^ on pose de même, pour la travée adjacente,
r\a'-x']dx' X3-X, r'x'[a-x')dx' /""'(«' 7:5' )_5(-^^^_:^' enfin Télimination de 63 conduit à Téquation
__X, r'x{a — x)dx p ç^[a^xYfix i_^ r'''{a'- ^'Ydx'
Xj r'^ x'[a' — x']dx' I /*" (a — jc)9(a:)Jjc
X, r x'[a'-x']dx' ^ /
JL r" («' - ^' ) " 1^'
fr'
qui exprime le théorème dont il s'agit dans sa plus grande généralité. Les deux dernières intégrales dépendent à la fois des dimensions des deux travées auxquelles s'applique le théorème et des charges qui s'y trouvent appliquées; les multiplicateurs des trois moments Xi, X3, X3 sont indépendants des charges.
43. Réactions des appuis d* une poutre à section constante^ chargée uniformément, — On a démontré (n° 7, III) que, si deux travées consécutives de longueurs a et a' supportent des poids uniformément répartis, la réaction de leur appui
I. 3* édit
l62 CHAPITBB DBUXlftHB.
commun surpasse algébriquement la demi -somme de ces poids d'une quantité exprimée par
en nommant Xi> Xs, X, les moments au-dessus des points d'appui qui limitent les deux travées. Cette formule ne peut s'appliquer qu'aux appuis placés entre deux travées consécutivesy et l'on a omis, dans le passage cité» de considérer le cas d'un appui extrême; mais un raisonnement tout à fait analogue
établit que la réaction d'une culée comprend le demi-poids
de la travée adjacente, diminué de —S en nommant Xi le moment de flexion sur la première pile et a la longueur de la travée de rive. D'un autre côté, le moment X« sur un appui quelconque Â«, lorsque la charge permanente agit seule et que la poutre n'a pas moins de trois travées, s'exprime par la formule générale (n"* 35, III)
sauf l'exception X« = Xr = o. On a ainsi tous les éléments nécessaires pour procéder aux calculs des réactions sous l'action d'une charge uniforme.
Pour les deux premiers ou les deux derniers appuis, oo posera
- Tiâ/'H^ -^ "N7 3ëT^j
En discutant (n' 36, III) la valeur de Xt, on à reconnu qu'on avait identiquement
,, Mj_, 3-3» _ 3(a-t-i)[3'-(3-aA)(3-i)]
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eu égard à cette relation et à des réductions qui se présentent naturellement» les valeurs de T, et de Ti deviennent
Pour tous les appuis suivants» jusqu'au milieu de la poutre (et il est inutile d'aller plus loin» en raison de la symétrie]» les travées adjacentes ont une même longueur bd; la réaction T. ou T«.« serait donc, d*après la formule (3) ci-dessus,
Tm = TjH-«i = pbi -h r^l^Xw — X«-, — X«+, )»
ou bien, en remplaçant les trois moments par leurs valeurs tirées de la formule (4]>
Or on a généralement, k étant un indice quelconque (n®32» III ],
Ma -f- 4Mm.i -f- M*^.a = o,
d'où résulte donc aussi
formule applicable à un indice m variable de 2 à n ~ a indusivement.
En raison de la restriction faite à propos de la formule (4)» le cas de la poutre à deux travées égales n'est pas compris dans ce qui précède, mais il peut se traiter bien simplement an moyen d'un théorème du n*» 27. Supposons, pour un instant, l'appui central Ai supprimé, de manière à n'avoir qu'une travée de longueur 216, chargée uniformément du poids total
2pb : alors il se produit au milieu A, une certaine flèche, et
nous savons qu'un poids g '^pb, concentré au même point Ai,
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donnerait lieu à une flèche identique. Donc une force égale, mais prise dans le sens ascendant, la détruirait. Or l'appui supprimé avait aussi pour effet d*anéantir la flèche en A,;
donc, en le rétablissant, il devra exercer une force ascendante
égale à ^ • ipbj car autrement le point Ai de la fibre moyenne
s'élèverait ou s'abaisserait, suivant que la réaction serait plus
grande ou plus petite. Ainsi les ^ de la charge complète por-
tent sur l'appui central, et les -^ restants se partagent également
entre les deux culées; chacune porte -^•ipb ou c^pb.
Ce résultat rentre encore dans la théorie faite au n* 31. La libre moyenne devant en effet, pour cause de symétrie, conserver une direction invariable en son milieu, chaque travée peut être considérée comme une poutre appuyée par un bout bt encastrée par Tautre.
Quoique les formules (5), (6) et (7) présentent déjà une assez grande simplicité, on les transforme avantageusement dans le cas des travées égales. Il faut alors faire 0=1, ce qui donne
T T ' aF I -4- a 1 f , 5-+- 3A
U^1n=-^pb\. - ^3-_-^7^J = ypby^^.
Il 1 I ,6-f-5/i
ih
D'abord, il est aisé de constater que, dans l'hypothèse /n=i, la dernière de ces trois relations donne le résultat de la seconde, puisque A désigne le quotient ^; la seconde formule
devient donc superflue, et il sufQt d'en avoir deux, savoir : une pour les culées et l'autre pour les diverses piles.\ Afin de les écrire le plus simplement possible, nous remarquerons qu'on a (n«'32, III)
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par suite, si l'on nomme / le radical imaginaire t/ — > on posera identiquement
N,(3 + aA) = 3N, -f- 2M, = - (3N,N, ■+■ M,M,).
et, en vertu des formules qui font connaître Mt^./ et Jit+i
Ces derniers résultats, portés dans les valeurs de To etdeT„, donnent définitivement
formules applicables aux poutres à travées égales, la première devant être employée pour les culées et l'autre pour les piles. Afin de pouvoir appliquer les formules (5), (6), (7), (8) et (9), il est nécessaire d'avoir à sa disposition les nombres M, N, A, qui répondent à une valeur déterminée de Tindice. Ces nombres sont donnés au commencement du Chapitre H (troisième Partie du Cours); en voici quelques-uns:
2/r =z I, 3, 5, 7, 9, II, i3, .
l Mk= I , ~ 5, 19, —71, 265, — 989, 3691 , .
/i = 3, 4» 5, 6, 7, 8, 9, 10, II,
I I 3 4 ïï ï5 4i 5b i53 209
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La lettre i représente, comme on Ta dit plus haut, le radical
imaginaire!/ : cela n'introduit pas, du reste, d'imaginaires dans les formules, car ce radical disparaît toujours, soit qu'il existe comme facteur commun au numérateur et au dénominateur d'une fraction, soit que, se trouvant élevé au carré,
il doive se remplacer par le nombre réel Le nombre A
étant déterminé, d'après sa définition, par le nombre ç, l'est aussi par le nombre n des travées, égal à 29 -t- 2 : c'est pour cela que le Tableau précédent donne les valeurs de h pour chaque nombre n.
Voici maintenant un Tableau déduit des formules (8] et (9 , qui fera connaître de suite les réactions dues à la charge permanente dans les poutres à travées égales. On y a fait figurer la pouire à deux travées, bien que les mêmes formules ne s'appliquent pas; d'ailleurs on n'y a indiqué les réactions que jusqu'au milieu de la poutre, les mentes résultats devant se reproduire symétriquement sur la seconde moitié.
Tablean indiquant les réactions des appuis d*une poutre à travées
égales, chargée uniformément.
pile
3« pile.
4« pile.
5* pile.
6* pile.
7* pile.
it
ft
it
If
rt
If
If
ff
If
ff
ff
ff
ti
5if
io<i
ff
ao
Ce Tableau peul servir quel que soil le nombre des travées. On remarque, en effet, que les résultats pour n=^iiL diffèrent déjà très-peu de leurs limites relatives à /i = oo ; on pourra donc admettre a fortiori que ces limites sont atteintes pour les poutres ayant treize travées ou un plus grand nombre. Le rapport, à pb^ de la réaction sur une culée et les six piles qui viennent à la suite sera pris égal respectivement à chacun des nombres inscrits en regard de /i = oo; pour le surplus des piles» dans la partie centrale de la poutre, ce rapport serait à très-peu près l'unité.
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lorsqu'on veut calculer les nombres du Tableau relatifs au (as vlo n infini, on a besoin de voir ce que deviennent, dans
V^- M celle hypothèse, les rapports ^_ — et ^ T^^ "« On y parvient
sans peine en observant, comme on Ta fait ailleurs (n<*36, III], 4|u'on a, pour un indice k infini positif,
il en résulte immédiatement
Donc enfin
lim To=- 7 — = (i 4- v3)/>*, 4 V 3
lim T„= fi - i (- 2 + >/3H /»6.
kk. Déformation d'une poutre à section constante chargée uniformément, — Considérons une travée de rang quelconque limitée aux appuis A.,_,, A;„, et chargée uniformément à raison d'un poids /> sur chaque unité de longueur; si l'on nomme a la longueur de la travée et qu'on place l'origine des abscissesx en A„_,, on sait (n<» 1, III) que le moment fiéchissant X en un point quelconque de la travée s'exprime par la formule
X=iiX„. , -h(X;„— Xm-i) px[a — x].
Ainsi l'équation fondamentale (lo) du n^20 devient ici
er^ -^ =X,,_,-f-(X„.~X;„_,)- — -px[a — x],
l'axe des 7 étant pris parallèle aux charges et dans le même sens. Une double intégration de l'équation précédente donne
successivement, en désignant par K et K' deux constantes,
ery= ^-2^ + (X. - X._.) fl - i ;, (^' - ^W K^ + K'.
On détermine les constantes par la condition d'avoir^ = o pour :r r= o et pour x =^a; donc
K'=rO, — K= ■ + (X;;,— X,„_,) ^ 7 PO.\
et, par suite,
( er^ y — X,„_, ax — x"") — -r- ( X„, — X,„_,] [a^x — x^)
\ H — jpia^x — zax^-hx*].
L'équation -^ = o, qu'on aurait à résoudre pour trouver
les maxima ou minlma de /, étant du troisième degré en x, Il n'est pas possible d'exprimer algébriquement ces maxima et minima d'une manière satisfaisante. Dans la pratique, on suivrait les variations de x en substituant à la place de x, dans l'équation (10), une série de valeurs suffisamment rapprochées. Voici les résultats qui répondent aux abscisses des points de division de la travée en dix parties égales :
^=0,1 a. . . 24 er^ j = a^(o, 098 i/?a' — 0,684 Xm , — 0,896 X,,,;,
■^=o,2a. . . 24er^^ = a'(o,i856;?a2 — i,i52X„, , — o,768X,«)^
xrz:o,3a. . . 24 er^^-^rt^ (0,2541 />«* — i,428Xm i — i,oc)2X,„),
^=o,4û... 2.^er'y' = a'{o,2g']6pa^— ï,536\m ,— i,344X„,),
x=zo,5a. . . 2/^er^x=za^[oy3i2.5pa^ — i,5ooXn, 1 — i,5ooX,„),
x=o,6a. . . 24er'j=a^(Q,2976/?«^— 1,344^™ • — ï ,536Xni,
x=:o,']a, . . 24er'^=a'(o,254i/?a' — i,o92Xm_, — i,428X,/,),
x=:ofia. . . 24er'^'=a'(o,i856pa'— 0,768X^-1— i,i52X,„),
JP=o,9a. . . 24er^^'=a*(o,098i/?a^ — 0,396 Xm-, — 0,684 X,„\
On remarque, dans ces équations, que les coefficients de p pour deux points placés à égale distance du milieu sont identiques, et que les coefficients de Xm_, et de X« se permutent l'un avec l'autre- Cela pouvait se prévoir sans calcul, car
lorsque, dans l'expression -i^ qui nous a servi de point de
départ, on remplace x par a — ^, le terme en p ne change pas, tandis que X»,-, se substitue à X^, et réciproquement. Une autre raison équivalente, c'est que les abscisses pourraient être comptées aussi bien à partir de A„ que de Am-i, ce qui, dans les calculs; n'aurait d'autre effet que de permuter X« avec Xm-i.
L'ordre de grandeur des diverses ordonnées que nous venons de calculer dépend des valeurs que prennent les moments Xm_,, Xffl, et l'on ne peut pas le fixer sans y avoir égard. Toutefois, comme nous ne croyons pas devoir entrer dans des détails trop minutieux sur une question dont l'intérêt pratique est au fond assez médiocre, nous nous bornerons à étudier la flèche qui se produit au milieu de la travée. Si nous la désignons par /m, son équation sera
fm~ -> — : (o,3i:>5««- — i,5ooX,„-i— i,5ooX„)
ou bien encore
Dons la première travée AoA,, on doit faire m =zi, a = ^, X,„_, = Xo=o, et (n«35, III), si le nombre n des travées dépasse 2,
il vient alors
pb* 4A-M5Ô — 6Ô^
384 er' 3ô-f-2A
Dans toutes les autres travées, il faut supposer l'ouverture a = bd=zcy Qi de plus (n^ST, III) on peut faire (n étant tou-
PRISMBS FLÊCUJS PAR DES FORGES TRANSVERSALES.
jours censé supérieur à 2]
par ces changements» la formule (11) devient
\i^J >— 384er4' ô=Ny(36'4- 2/1)
Si l'on prend le cas particulier d'une poutre à travées égales, on a d = I, et les formules (12) et (i3) deviennent
pb'
384 e/-' 3 -+-2 A ~~ 384 er^
lit
•^'""~384er4' Ny(3-f-2/oJ'
Or A représente, par définiiion, le quotient :jrp (n** 41), el Ton a trouvé (n^43) Tégalité
donc aussi
2My
4/Mo_„,^.
Les deux dernières formules, aussi bien que celles dont on les a déduites, s'appliquent seulement aux poutres qui ont plus de deux travées; pour en faciliter le calcul numérique, nous donnons ci-dessous un Tableau des multiplicateurs de la
quantité -r^T — -^ laquelle exprime (n** 30) la flèche prise parla travée quand on la suppose encastrée aux deux bouts.
i.«.>.uau \fovkV \9 calcul dos flèches au milieu des travées d'une poutre à «ovii^>a constante et à travées égales, sous l'action de la charge per-
LU^tUOUtO.
>>iMtvHlu
5/.r>ii
RAPPORT A
3S'4er'
DES FLtXHES
iGi
io5i
ï9 ij iS
9'''9 i3ôi
iSi
9'^9 1 3ji
tt
tf
ff
tr
ff
tt
it
ff
ff
i:mq
i3ii
1 , ooo5
La poulre à deux travées égales n'est pas comprise dans ce Tableau ; mais, ainsi qu'on Ta déjà fait observer (n° 4.3), chaque travée se comporte, sous la charge permanente, de la même manière qu'une pièce encastrée par un boulet simplement appuyée à l'autre. On calculera donc les déformations comme il est dit au n*» 32.
En vertu d'une remarque déjà faite (n°i3) à propos des réactions des appuis, le même Tableau pourra servir quel que soit le nombre des travées, quand même il dépasserait 12. Dans les sept premières travées, à partir d'une extrémité, on
prendrait les valeurs de/m relatives à l'hypothèse d'un nombre infini de travées; dans celles qui seraient plus rapprochées du
centre, on pourrait supposer uniformémenl/fl, égal à -^ — ^'
Le procédé indiqué au n° W s'applique de même pour avoir les nombres inscrits en regard de /i = 00 . On a dans ce cas
lim YT^- = =■ ^—i-^-s/^,
Î-HI
lim -^ — - = ; = M„_ ; — N„_± J3
valeurs à substituer dans les formules (i4) et (i5).
Nous terminerons en rappelant expressément que tous les calculs des n^ 43 et 44 supposent constante la section transversale de la poutre, tandis que, dans la pratique, on adopte le plus souvent une section variable. Cela jetterait quelque incertitude sur les résultats que nous avons obtenus; notamment, en ce qui concerne l'évaluation des flèches, on serait embarrassé pour savoir le moment d'inflexibilité moyen qu'on devrait mettre à la place de er' dans les formules.
45. Fariantes pour quelques formules données dans la troisième Partie du Cours. — On a fait observer (n° 50, 111) que les diverses formules pour calculer les moments sur les points d'appui, sous une surcharge couvrant deux travées consécutives et les autres travées de deux en deux, présentaient Tinconvénient de contenir les nombres a, lesquels ne sont pas calculables une fois pour toutes, parce qu'ils dépendent du rapport à entre les longueurs d'une travée intermédiaire et d'une travée de rive. Quand le nombre des travées est numériquement donné, s'il n'excède pas 7 (ce qui est de beaucoup le cas le plus ordinaire), on évite sans peine cet inconvénient en suivant une marche que nous allons faire connaître par son application à un cas particulier.
Supposons qu'on veuille avoir les moments X,, X„ X3 dans une poutre à six travées, sous la surcharge des travées numérotées 2, 3, 5, cette surcharge ayant le poids p' par unité linéaire! Le théorème des trois moments, appliqué aux cinq
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groupes de deux travées consécutives, fournit les équations
2X,(l-i-ô)-+-X,0=rl;?'6'ô%
X,-4-4X, -hXs =:l/;'fr'ÔS
X4 0 -4- 2 Xi ( I 4- 6 ) = y /?' ^' ô'\
£n combinant par addition la première et la cinquième, ainsi que la deuxième et la quatrième, on trouve
système qui, joint à la troisième équation du premier groupe, détermine X, 4- Xs, X, 4- X4 et X,; on obtient facilement
A 3 4- \\ — / r iz y ; ^ *
On a déjà une des inconnues demandées; pour les deux autres, en opérant par soustraction au lieu d'addition sur les mêmes équations que tout à l'Iicure, on aura
d*oii résulte
L'addilion de - (X, 4- Xs) et de - (X, — Xs) donne
o '^ \ii>.o-f-i4 70-f-o/
et enfin, en ajoutant de même - (Xj 4- X4) avec - (X. — X4I. on obtient
Par des calculs tout semblables, mais naturellement d'autant plus simples que le nombre des travées est moindre, on obtient l'ensemble de formules ci-après, applicable aux poutres de trois à sept travées; suivant la convention faite au n* 29 de la troisième Partie, l'indice inférieur de la lettre X désigne Tappui sur lequel on prend le moment de flexion, et les indices supérieurs désignent les numéros d'ordre des travées surchargées.
Trois travées.
3â -+- 2 â H- 2 Quatre travées.
\ -qP^ L35 + 4 aiô+i)J
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Cinq travées.
^ \9^ "^ ïo '>o -4-6 /
5/\r travées,
' O "^ \()(3 -i- 7 "JO-hO/
^ [ bo -4-7 7(5 -h b J
^ S'^ 6oH-7
Sept travées,
^. == û/^^'' ( -50-^ — ûir ^ ^ r
• b'^ \33oH-3b ic)0-^.vi/
^7.3.s.7_J_ M,/6a^4- 19 So'— Tl\ ' ~b/^ \33Ô-H3b J9o-+-r2r
^ ..3.i.« __ £ , . , / 186'^îO ô' -+^1 __ (>a^-h83'-M
'* ""8'' \ 3"iô-f-'38 ' 190^ -f- 22
La circulaire du Minisire des Travaux publics, en date du 9 juillet 1877, a autorisé les rédacteurs de projets de poutres continues reposant sur plus de deux appuis à calculer les moments limites dus à la surcharge seule, dans le voisinage d'un appui, en supposant que la surcharge couvre seulement les deux travées adjacentes à cet appui. L'application de cette règle donnera, sur les appuis, des moments légèrement inférieurs à ceux qui résulteraient des formules précédentes; la méthode indiquée plus haut permettrait de les obtenir facilement, car il n'y aurait a modifier que les seconds membres d'un certain nombre d'équations fournies par le théorème des trois moments.
i6. Représentation graphique des efforts tranchants limites, en valeur absolue, sous l'action simultanée de la charge permanente et de la surcharge. — On a expliqué (n° 57, III) la disposition des figures de l'Atlas joint à la troisième Partie du Cours ; ces figures représentent les moments limites en valeur absolue, produits sous l'action simultanée de la charge et de la surcharge, dans des poutres pour lesquelles on se donne la valeur numérique du rapport à et le nombre des travées, mais sans fixer les valeurs des poids p, p' et de la longueur b. La même chose peut se faire pour les efforts tranchants limites en valeur absolue, et leurs lignes représentatives, tracées sur les mêmes Qgures, n'y apporteraient que bien peu de complication. Nous allons expliquer en détail le tracé de ces lignes,
édit
en supposant que le lecteur ait présente à Tesprit la Note qui termine le premier Chapitre de la troisième Partie (III, p. iiB et suiv.)» Note dont ce qui va suivre forme le complément.
Les limites positive et négative P' et P'' des efforts tranchants dus à la seule action de la surcharge sont exprimées, dans une travée Am i A„ quelconque, en comptant les abscisses à partir de l'appui A„ ,, par les formules
P' -^ _ n' i'f^Sfl
, Jdi, x)
P-dÈ
entre ^ = 0 et x =^-[x' -\-x^^]^
, d^,x] dx
^ ^ dx
entre x =: - \^x' -h x^" j et x = a'y
Teiïort tranchant produit par la charge permanente seule a d'ailleurs pour expression, dans l'étendue complète de la
travée,
^--P-dx"
Les fonctions i, et ^j sont du premier degré , parce que les surcharges correspondantes ne comprennent pas la travée A;;, ,A,„: leurs dérivées sont donc constantes. Les trois autres fonctions /, .r|, /à x], ¥[x] renfermeni, au contraire,
le terme -x- du second degré; leurs dérivées, changées de
signe et multipliées par //, sont de la forme
p' OL — x\ p\ol' — x\ p[x" — x]y
en désignant par a, a', a" des constantes égales aux abscisses des sommets des paraboles représentant les trois fonctions dont il s'agii. Cela montre que les lignes représeniatives de F, P" et P sont cinq droites, savoir, deux parallèles à Taxe des X et trois droites inclinées qui descendent suivant le sens positif de cet axe. Convenons maintenant que la même longueur représente sur le dessin une distance x comptée parai-
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lèlement à la longueur de la poutre et relTort tranchant p'x ou px porté en ordonnée; alors nos trois droites inclinées seront à 45® sur Taxe des x, et le tracé des cinq lignes produira hjig. 24 ci-dessous. La droite BCD se rapporte à P, les
coniours brisés EGH, KLN à P' et P"; l'abscisse -{x' + x^']
est égale à Âm-J.
Rappelons-nous maintenant que, pour avoir la limite P'^des efforts trancliants en valeur absolue, sous Taction simultanée
Fig. a.'
Fig. 26.
de la charge permanente et de la surcharge, il faut prendre P4-F ou — P — P'', suivant que P est positif ou négatif; nous devrons donc, dans la partie Ap,_,C, ajouter l'ordonnée de BC avec celle de EQ, et, dans la partie CA„, ajouter l'ordonnée de Cl) avec celle de SLN. A ce point de vue, les lignes KS et QGH deviennent inutiles, et Ton peut les supprimer; on peut, en outre, retourner BC en dessous de A^,A« et porter de même SLN à la suite de EQ. On obtient ainsi la^g^. ^5, dans laquelle reffet spécial de p est représenté par les ordonnées au-dessous de l'axe et l'effet de p' par les ordonnées au-dessus. Il est à remarquer que, P s'annulant au point C, on a, pour ce point, P'=r — P", et par conséquent
CQ = CS; la ligne brisée SLN fait donc suite à EQ, sans qu'il y ail changement brusque d'ordonnée.
La troisième Partie du Cours renferme tous les détails nécessaires pour avoir avec la plus grande facilité les dimensions
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a^ \^\jt^- *5, lorsqu'il s'agit de poutres symétriques à travées •uicuuoiiiaires égales, surloutsi à prend en même temps Tune Jvx \alours
i|uo nous avons admises dans nos formulaires graphique ou anal) tique. Comme nous l'avons dit, cette figure pourrait être superposée dans l'Atlas, sans complication gênante, à celles qui représentent les limites X'" des moments (léchissants. L'échelle des longueurs horizontales étant supposée de o"',!© pour b, quand on voudrait connaître P" au point R de la travée A,_i A;„, on mesurerait les longueurs UK, Rï, telles qu'elles existent réellement sur le dessin, avec le mètre pour unité, et l'on aurait, pour ce point R,
P'"- io(/;.UU -hp'.KT)b.
La figure, comme celles de l'Atlas, resterait encore indépendante de p, p'9 à.
Pour la première travée AoA,, l'abscisse -(x' -h x^"] se ré-
duità -X'" ou -6(1 — -y j-, en outre, les limites P' et P"
s expriment, entre j: = o et x = -x''', par —u — J--_' et
ax
— /?' -'^1^^. Il y aurait quelque chose d'analogue pour la
dernière travée; mais dans une poutre symétrique elle est inutile à considérer, car elle reproduirait symétriquement ce qui existe dans la première.
n. Du rapport le plus convenable entre Vouverture des travées de rive et celle de la travée centrale, clans une poutre reposant sur quatre appuis, — Considérons une poutre supportée par quatre appuis A,^ A,, A,^ A3, symétriquement disposés par rapport à son milieu : nous aurons ainsi deux travées extrêmes avec une même ouverture b^ et une travée centrale d'ouverture c. La poutre est soumise à la charge permanente et aux surcharges définies plus haut ( nMl ) ; sa longueur totale ib-^c étant de plus supposée constante, il s'agit de déterminer la valeur la plus con-
venable du rapport 7 = <^.
PRISaiES FLÉCniS PAR DBS FORCKS TRANSVERSALES. l8l
Or on peut pour cela s'imposer diverses conditions à remplir. D'après ce qu'on a dit au n"" 19 sur le peu d'influence qu'ont en général les efforts tranchants, on peut d'abord demander que le maximum de tension ou pression dans le sens longitudinal soit le plus petit possible, toutes choses égales d'ailleurs. Ce maximum est proportionnel à celui du moment Qéchissant (n° 19), et, par conséquent, c'est cette dernière quantité qu'il
faudrait diminuer autant que possible par le choix du rapport j ou S,
Déterminons donc le plus grand moment fléchissant produit par la charge permanente ou les surcharges, et voyons comment il varie avec ^.
Si l'on a seulement la charge uniforme de p^^ par unité de longueur sur toute la poutre, le moment X en un point quelconque se calcule par les formules données dans la troisième Partie (n"' 35 et 37, III). On
trouve , en faisant /î=3, q = -i /< — i,
et par suite :
Dans la première travée,
(») X = X ^ - â/'^l'- -•'•' = - 4 P''-^ -û-^^ -^Z'""' Dans la seconde travée,
(3) X = X, px IbS — x) = - pb'--^ pbox -\ — px\
L'origine des abscisses est en A^, dans la première travée et en A, dans la seconde.
L'expression (2) a pour dérivée
—- = — -pb — -^ h px,
dx 4 '^ 3 j -H 2 '
quantité négative, nulle ou positive, suivant que l'on prend x inférieur, égal ou supérieur à l'abscisse particulière
^ " 4 ~3(ÎH-2 '
donc le moment X dans une travée de rive, nul d'abord sur la culée, commence par être décroissant algébriquement (c'est-à-dire qu'il est négatif et augmente en valeur absolue) jusqu'à x = $; il atteint alors une limite — u, et l'on a
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Au delà de X = Ç jusqu'à x = i^le moment varie de — p à zéro, puis il augmente de zéro à X, ; ses valeurs extrêmes, abstraction faite du signe, sont donc X, et p. Quant à l'expression (3), on pourrait la représenter par les ordonnées d'une parabole à axe vertical ayant son sommet sar l'ordonnée du milieu de la travée; ses valeurs extrêmes répondront donc
à X = o, qui donne X = X,, et à j: = - ^(î, qui donne un moment — a' ayant pour grandeur absolue
(5) y^-lp^^'-^p^'h^ = ip^
Ce dernier moment — tx' est négatif avec les valeurs habituelles de 5, et c'est pour cela que nous l'avons écrit en changeant son signe.
Le maximum absolu du moment fléchissant dû à la charge permanente, dans la demi-poutre (et par conséquent dans la poutre entière, puisqu'il y a symétrie), sera Tune des trois valeurs X,, p, p', toujours prises avec le signe -h. Afin d'exprimer ces quantités en fonction de la seule variable S^ soit 2 L la longueur totale de la pièce; on aura
iL = ib -\- bo -- ^(2 H- •?),
d'où résulte
Par la substitution de cette valeur, les formules (i), (4) et (5) deviendront
(8) ^^IpV ^^-^^-'^
Voici le tableau des résultats que donnent diverses substitutions de nombres à la place de 5 dans ces dernières formules :
MAXIMUM
VALEURS DE o .
pu'
pV
pL'
absolu •de ^..
— o,oo3oi
OyO\Z"j\
o,oo'j4i
On voit par ce Tableau : 1° que /x' est toujours inférieur en valeur absolue à Tun des autres moments fx et X,, tant que ^ varie de 0,7 à i,3; 2* que IX est sup<?rieur à X, seulement pour <y<o,8; 3** que la valeur de ^ à laquelle répondra le plus petit maximum absolu du moment fléchissant sera celle qui rendra X, minimum, parce que X, continue à décroître au delà de «î = 0,8.
Pour trouver celte valeur de ^, on posera l'équation
IX
(là
ou bien
3o'(2 H- 3y(Zo -h 2) - (0' -:- i) [3(2H- ^)' -h 2{-x-^r7) (3o ou encore, en supprimant le facteur 2 -+- ^, et réduisant,
iJ^Q^ -r-iio' — 90 — 10 = o.
Cette équation se résout par tâtonnement; elle n'a qu'une racine positive
qui est le nombre cherché.
Ainsi donc, si la poutre ne devait jamais être soumise qu'à une charge unifornie sur toute sa longueur, et si l'on avait seulement en vue de diminuer autant que possible la plus grande tension ou pression longitudinale de la matière, il faudrait donner moins d'ouverture à la travée centrale qu'aux travées de rive et prendre pour le rapport S la valeur 0,859. Comparativement à ce qui a lieu pour ^ = i , l'avantage ne serait pas d'ailleurs bien grand, car le maximum absolu du moment X, égal à o^oHHpV pour 5 = 1, s'abaisserait seulement à o, 04367/^ L^ pour
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u - (>,Hj9; on aurait donc une diminution relative de 1,75 pour 100 (Miviron.
La considération des surcharges peut conduire à modiGer ce rapport de 0,859. Supposons une surcharge p* par unité de longueur, agissant, abstraction faite de la charge permanente, sur une, deux ou trois travées choisies comme on le voudra. Il se produit alors, dans chaque section de la poutre, divers moments fléchissants, dont le plus grand en valeur absolue peut se représenter par l'ordonnée d'une courbe. Nous avons dessiné ces courbes pour une moitié de la poutre (ce qui suffit, à cause de la symétrie) en attribuant à <^ les huit valeurs inscrites dans le Tableau précédent : ce sont les polygones mixtilignes tracés au-dessus de Taxe 01 des abscisses, dans les Ggures numérotées de 11 à 18 et composant les Planches I, II, III de l'Atlas joint à la troisième Partie du Cours. L'inspection de ces figures montre que le plus grand moment se produit toujours au-dessus de la pile, et l'on sait (n** 26, III) qu'il répond à la surcharge des deux travées adjacentes à cette pile. Son expression algébrique a été donnée ci-dessus, au n** 45 : on a, en appelant fx" le moment dont il s'agit,
'^'^V'^ V3"dT-7-^^^)^T^^^^3r;-^.)(à- + .)^
ou bien
9 v- =^p ^ rr - M ^ ;- •
Voici le Tableau des valeurs que prend t/" pour les huit valeurs de 0 déjà essayées :
Valeurs de d Rapport - ' . r <
*^* pi L»
Ce tableau montre que u!' passe par un minimum aux environs de r? = 0,9, et ce minimum donnera la plus grande réduction possible du maximum de X. Pour trouver la valeur correspondante de ^ on posera l'équation
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qai, toutes réductions et siroplifications faites, devient
-]§' -h aoc?^ -+- 3<?' - i6(y - 8 =• o.
On en tire ^ = 0,913, valeur qui, portée dans l'expression (9), fournit le minimum de fx", égal à o,o5i59/?'L'. Pour <?= i, a* est égal à o,o5i85/>'L'; la diminution relative obtenue en posant B ~ 0,913 est donc de o,5o pour 100 environ.
Il résulte de cette discussion que, si Ton déterminait les dimensions transversales de la poutre uniquement d'après le maximum de tension longitudinale, il y aurait avantage à faire en sorte que l'ouverture d'une travée de rive fût à celle de la travée centrale dans un rapport peu différent de 0,9. Il convient d'ajouter que, comparativement avec ce qui se passerait dans le cas d'un égal espacement des appuis, l'avantage obtenu serait très-faible ; il consisterait dans une réduction du maximum absolu de tension ou pression longitudinale, variable entre i ,76 et o,5o pour 100, suivant l'importance comparative de la charge permanente et des surcharges.
Mais, ainsi qu'on l'a déjà dit au n° 41, les constructeurs ont habituellement égard aux valeurs du moment fléchissant X dans toutes les sections, et non pas seulement au maximum. En se plaçant à ce point de vue, il convient de chercher à réduire autant que possible, non le maximum, mais bien la moyenne des valeurs absolues du moment fléchissant. C'est ce que nous allons faire, dans l'hypothèse où il n'y a qu'une charge uniforme, dont le poids est p par unité de longueur.
Soit d'abord t?= i; le moment X est alors représenté par les ordon-
Appui A,
nées de la courbe A.RESFT [fi^. 26), qu'on peut facilement construire, puisque nous avons les expressions (2] et (3) de X dans une travée de
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* : r:^ «1 .ri\èo Centrale. Le sens positif des ordonnées est censé
' , . » - .\-\K>nnée moyenne en grandeur absolue, il faut calculer la ^ » "v .t.> j r\^> A^RE -h ESF h- FTH et la diviser par A,H. Or on a
. * \, <y \ A.EGÏÏ = o,o4267/?/>';
.. vv y *-A,g(â^h-gk) -h îgê.gr—â7g.gr = 0,00933/?^';
..;. XV K iÂ7ri(Â;SH-HT) -h ^HF.HT — Â7H.HT = o,oi207y?A^;
K\ïw loî* ordonnées moyennes seraient:
IVn^uno travée de rive.. ( 0,0 j'^Oj -+- 0,00933)^^' ou 0,00200/?^'; IMuH la travée centrale.. 2(0,01207 h- 0,00373 )/?Z*' ou o,o3i6o/>6';
iMus la poutre entière. . ;c (0,10400 -t- o,o3iGo)/;^' ou 0,04520/^';
V l, ('(unme b= - L, la moyenne pour la poutre entière pourrait encore se uK'Ure sous la forme
-• o,o4520/>L'=: o, 02009 /pL'.
Lorsque â prendra une valeur différente de i, on conçoit sans peine, par rot oxemple, comment on pourra calculer l'ordonnée moyenne de la courbe représentative des moments. Ce calcul ne saurait présenter aucune difficulté analytique, puisqu'il se réduit à la quadrature d'aires paraboluiucs dans les conditions les plus simples. Sans entrer dans aucun détail à cet égard, nous nous bornerons à indiquer, dans le Tableau ci-après, les résultats relatifs à un certain nombre de valeurs particulières de â. Nous désignerons par y, r\ y les trois moyennes respectivement calculées pour la travée de rive, la travée centrale et la poutre entière.
VALEURS DB
pb^
i,ao
QO
o,o/,9'|8 0,02162 0,02009 0,01923 o,oi8S6 o,oi8«3 0,01888 o,o'<63''f o, 03207
On voit, par ce Tableau, que la valeur 0 = i ,25 est celle qui rend miniinumla moyenne/*; en comparant entre elles les moyennes j" relatives à o = 1 ,23 et «?= I, on reconnaît qu'elles sont clans le rappott de 93,7 à 100. La diminution obtenue quand on passe de o = i à <^ = i ,26 est doDC à peu près de 6,3 pour 100.
On peut encore se demander si la valeur '7 = 1,2 3 produit aussi une certaine réduction dans Taire du polygone mixtiligne dont nous avons parlé un peu plus haut à propos du maximum fx", et qui représente, en chaque point de la poutre, le plus grand moment dû à la surcharge seule (fig. II à 18 de l'Atlas, troisième Partie). Comme nous avons donné dans un Formulaire, à la fin de la troisième Partie, les équations des courbes qui composent ce polygone, il n'y a pas de difficulté à calculer numériquement son aire. Nous avons fait ce calcul seulement pour deux valeurs particulières de <7, et nous avons trouvé :
Dans le cas de 0 = i ,00 o^oZxc^xpV
Dans le cas de 0 — i ,25 o,o3o8o/^L\
Le rapport des ordonnées moyennes à pV devient donc respectivement 0,0319:» eto,o3o8o; par suite, la diminution en faveur de 0*= 1,26 est de 3,5 pour 100.
L'aire de la courbe qui représente les moments dus à la charge permanente seule étant exprimée, comme on Fa vu, par Lf, c'est-à-dire par o, 02009/? L* quand ^ = i, et par o,oi883/^L* quand $ = i ,25, s'il y a tout à la fois charge permanente et surcharge, la moyenne des limites absolues des moments dans les diverses sections sera :
Pour $= 1,00 (0,02009/? -H o, 03192/? )L'
Pour 0 = 1 ,25 (o, 01883/? -*- o,o3o8o/?') L*.
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1 .1 Jiiuimiiion relative, quand on passe du premier cas au second, devien-
O.OOIiO/? -h 0,00112/?' » • ui P ' J-i»x
liiint - — -,i rapport variable avec ^,» mais différant
peu de o,i)35 ( i -F , ^— : |: il serait de o,ol6 si Ton avait ^ = i.
\ 5p -h Sp / p
Nous avons aussi cherché (n° 63, III) a rendre minimum le moment Ih'n hissant moyen produit par la charge permanente seule, en supposant qu'on filt maître d'attribuer aux moments fléchissants sur les appuis telle valeur qu'on voudrait. Nous avons reconnu que la moyenne minimum, pour trois travées, a une valeur égale à o,oi849/>L', tandis que, dans les coiidilions admises ici (la section étant censée constante et les appuis de niveau), la moyenne s'élève à o,o2oo9/;L' ou à o,oi883/7L*, suivant (pi'on a (?== I ou r?— 1,25. La diminution correspondante qu'il est possible d'obtenir avec la meilleure disposition possible est, en conséquence, respectivement de 8,0 et de 1,8 pour 100.
En résumé, à quelque point de vue qu'on se place, on doit reconnaître qu'il n'y a pas de raison bien péremptoire pour s'écarter de la valeur <?= i, c'est-à-dire pour ne pas donner la môme ouverture aux trois travées. Sous certains rapports, nous avons, en elTet, trouvé avantajie à prendre â un peu supérieur à 1 , tandis que d'autres considérations conduiraient à le réduire, au contraire, un peu au-dessous de ce nombre. Dans tous les cas, le bénéfice est représenté par une diminution de quelques centièmes sur un moment fléchissant maximum ou moven. Or les moments fléchissants ne sont pas connus très-rigoureusement, puisque nous les avons calculés comme si la section était constante, tandis qu'en pratique on la fait généralement variable. D'ailleurs les calculs de ce genre sont toujours affectés par l'incertitude des hypothèses fondamentales de la théorie : on ne peut donc pas raisonnablement attacher beaucoup d'importance à une diminution aussi faible, peut-être notablement inférieure aux erreurs commises dans les évaluations des moments. Ajoutons encore qu'on pourrait la contre-balancer en pratique sans augmenter les frais d'établissement de la poutre, soit par un léger accroissement des coelficients numériques admis dans les calculs de résistance (coefficients que l'expérience ne saurait indiquer avec précision), soit par un accroissement plus faible encore dans la hauteur des sections transversales. (Foir le §V ci-après.)
Cette discussion ayant exigé d'assez longs calculs, nous n'avons pas cru devoir la répéter dans l'hypothèse où le nombre des travées excéderait trois, d'autant plus que son résultat final paraît en montrer le peu d'utilité pratique.
48. D'une disposition propre à rendre minimum le moment fléchissant moyen d'une poutre à n travées sous l'action d*une charge uniformément répartie. — 11 a été démontre
(n<*63, III) que, si une poutre de longueur donnée 2L, reposant sur n + i appuis, doit supporter une charge uniforme ûep^* par unité de longueur, on rend son moment fléchissant minimum en remplissant les conditions suivantes : !• Donner aux travées extrêmes une longueur
OU, très-approximativemenl,
jfi — 2'
2*» Donner aux travées intermédiaires une longueur commune c, égale à la précédente multipliée par un rapport ô égal
341/0(1 — 1/7)5 ou très-approximaiivement à i , ^5 ;
S'* S'arranger pour que les moments fléchissants au-dessus de tous les points d'appui intermédiaires aient la valeur commune ^pc', ou, ce qui revient au même, -pb^i 1 — \/- )•
Le constructeur dispose des longueurs des travées, et rien n'est plus facile que de se conformer aux deux premières conditions. On voit d'une manière moins immédiate comment on est maître de remplir la troisième. La possibilité existe cependant, et elle existerait alors même qu'on aurait choisi d'autres longueurs de travées, d'autres moments fléchissants sur les appuis et une loi arbitraire pour la variation des sections transversales. Pour le démontrer, concevons qu'on applique le théorème général du n° k2 à tous les groupes de deux travées consécutives : en choisissant pour axe des abscisses la ligne qui joint les deux extrémités de la fibre moyenne définitive, et nommant
ûi> fljf as, . . ., flTfl les ouvertures des travées;
/i, jj,7*3, . . . , /«_, les ordonnées de la fibre moyenne définitive
pour les points répondant aux appuis intermédiaires; X„ X2, X3, . . ., X,._, les moments de flexion correspondants;
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F„ ..., F«_, quatre séries d'iniégrales définies, dont les trois premières dépendent uniquement des dimensions IongKudinales de la poutre et de la loi suivant laquelle varie la section transversale avec Tabscisse, et dont la dernière dépend, en outre, des charges mises sur chaque travée,
on obtiendra le système d'équations
_ -n ^ .iizlî:' ^ c.x. -4- D.x, + F.,
r, — r, . Ta — >'5
>'n-3 Vn ; , Vn -I IV -2 p ^ T V _i 11 Y -i_ F
- — — ~T- — Dn 2 ^V/j 3 -r- L^/,_î ^Vi : "t~ *'« 7 -«V, i -r k&. .»
Ces équations, en nombre /i — i, dans lesquelles tous les seconds membres sont calculables numériquement dès que la poulre et ses charges sont définies, déterminent les n — i momenis X, en fonction des n — i ordonnées r,, et inversement; on peul donc choisir comme on voudra la loi de variation des sections, ainsi que les moments sur les points d'appui, et déterminer les ordonnées yi de manière que ces moments se produisent effectivement.
Le calcul a été effectué ,n** 63, \\V en admettant des données conformes aux trois conditions ci-dessus exprimées et supposant, de plus, la section constante. On a trouvé que tous les points de la fibre moyenne situés au-dessus des appuis intermédiaires devaient, si celle fibre était primitivement droite, se trouver finalement sur une certaine parabole à axe vertical, tournant sa concavité vers le bas.
MM. Pierre et Renoust des Orgeries, ingénieurs des Ponts
et Chaussées, ont remarqué que la valeur -^pc^ des mo-
ments X< se produisait tout naturellement, en supposant
nulles toutes les ordonnées j/, lorsque, après avoir fixé les ouvertures des travées conformément aux deux premières condiiions, on attribuait au moment d'inflexibilité de chaque section une valeur en rapport constant avec la valeur absolue du moment fléchissant, telle qu'elle résulte, pour cette section en particulier, de raccomplissementde la troisième condition (']. Si Ton nomme
X le moment fléchissant d'une section quelconque, er* le moment d'inflexibilité de la même section, e,rj la valeur de er* au-dessus des points d'appui,
il faudrait prendre constamment
X _ 3pc
. _fK-\/D
er^ 3260 ri "leop;
le double signe étant toujours choisi de manière à rendre po-
silif le quotient —^- Lorsque la section est de hauteur constante et qu'elle est, en outre, homogène et symétrique par rapporta Taxe de flexion, il est facile de constater, comme on Ta déjà fait au n*» 28, que la proportionnalité supposée entre X et er' est la condition nécessaire et suffisante pour que la poutre soit un solide d'égale résistance; car, E désignant le coefficient d'élasticité et h la hauteur, la tension maximum
XEA
dans une section s'exprimerait par - — -.^ (n° 20), quantité
constante en même temps que — :•
Maintenant, pour démontrer le théorème de M. Pierre, nous ferons observer d'abord que, moyennant nos hypothèses, on a, dans toute travée de longueur a,
'' X'rt — x]dx
(') Le Mémoire de M. Pierre est inséré dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1871, !•' semestre; celui de M. Rcnoust des Orgeries fait partie du Volume suivant, même Recueil.
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•N'Mi '.'4 >ïuo les abscisses x soient comptées à partir d'une .v.v*o u^ Je la travée et que celte extrémité ne termine pas u ./ouuv. On a vu, en effet (n*.63, 111), que X est positif <.i\ oa\ irons des appuis intermédiaires, sur une longueur
dans les travées extrêmes et sur une lon-
juour ,c dans les autres; partout ailleurs, il est négatif. Si
JvuK' nous nommons a la valeur absolue constante de — :>
l\'ç;alilé ci-dessus, débarrassée du facteur a, reviendra aux Miivanlcs :
Dans une travée extrême,
^ '.». ) / h — x)dx — \ [b ^ x)dx=o;
Dans une travée intermédiaire,
ç tic
( 3 ) / [c — x]dx -{- j , c — X dx — l ' c^ X \ dx = o.
On vérifie Tégalilé (2) en construisant un triangle rectangle ei isoscèlc ABC, de base et de hauteur égales à b [fig. 27), et menant DE parallèle à AC, à la distance 6 t /- du point B; si les
X se comptent à partir de A, les ordonnées de BC seront égales à 6 — Xy et l'on aura
[c — x) dx := aire DEÇA,
I (c— jr)rfj; = aireBDE,
•'.(-vi)
aires qui sont égales, parce que chacune d'elles est la moitié
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du triangle loial BAC. L'égalité (3) se vérifie par un procédé semblable : on construit un triangle rectangle et isoscèle, de
— Ia
Fig. aS.
nr Aa
base et de hauteur c, et Ton mène les ordonnées aux points de division de la base en quatre parties égales [fig. 28). Les abscisses étant comptées du point A, on a de même
]dx
j [c — x) dx T^ai
aireADEC^-aircBHI,
x] dx — aire n IDE;
or Taire HIDE a pour base HD — - et pour hauteur
FG = - AC=:- c; par suite, elle est la moitié du triangle ABC,
et la somme ADEC 4- BHI en forme nécessairement l'autre
moitié. On voit donc que, dans les premiers membres des
égalités (2) et (3), les termes positifs détruisent les termes
négatifs, et le résultat est bien nul.
Ce lemme préliminaire établi, appliquons Téquatîon (i) du
n" 42 successivement aux deux travées adjacentes à un même
appui intermédiaire A;„, que nous prendrons chaque fois pour
dy origine des abscisses x ou a:'. En nommant Qm la valeur de -r-
en km, a et a! les longueurs (égales ou inégales) des deux
I. 3* édit. i
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,.,^.-.es, celle équaiion donnera
\ Vliminalion de 5» enlre ces deux équations conduit à une i^'.i.iiioii avec second membre nul, enlre trois j', consécutifs; ii'inos les équations du système [i|. obtenues de la même r.uiiii'ri", se irouveni dans le même cas, d'où résulte immé- Jistomoni que toutes les ordonnées /,■ sont nulles, ce qui con- >iiiiio le ibéorème à démontrer.
On petit ajouter que, d'après les deu\ dernières équations, . est nul; la fibre moyenne conserve donc sa direction primitive au-dessus de tous les appuis intermédiaires; il y a en- <-.istrcmcnt spontané en tous ces points, sous l'action de la i'|i;ir(;e uniforme des travées.
Il n'est pas diflicilc, étant donnée la valeur de la constante a, iK< <lctcrmincr la forme définitive de la fibre moyenne. Le quo-
li,'iu-^> égal à +a ou à —a suivant que Xest positif ou né-
(îiitif, est en effet égal (n" 19 et 20) à la courbure - de la fibre
moyenne après la déformation, ou approximativement à la dé-
rivée seconde -j—^- La libre moyenne cherchée se compose
donc d'une suite d'arcs de cercle, auxquels on peut substituer, sans erreur notable, les paraboles ayant pour équations
î^'r=^ et ^^^«
dx' ilx'
la première convenant aux régions où X est positif, la seconde ik celles où X passe au négatif. Ces paraboles, rapportées à la tangente au sommet cl à l'axe, auraient pour équation com-
seulemeni la première tourne sa concavité vers le basetl'aulre vers le liaul.
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Soient mainlenanl [Jig. 29) Â.FCÂiHKMÂ,. . . la fibre moyenne fléchie, et Â«, Â., A?, ... les points qui répondent
aux appuis; sachant que le moment fléchissant est positif aux environs de A,, sur la distance A,B=: A,A, ( i — i/- 1 ou
hii — l/- )' et que la tangente est horizontale en A„ nous
pouvons'dire que le premier arc A,C appartient à la première parabole et que Ai en est le sommet; à partir de C, le moment X devenanl négatif, la parabole tourne sa concavité vers le haut. Les deux paraboles doivent d'ailleurs se raccorder en C, car l'hypothèse contraire impliquerait une flexion infinie en ce point ['); les axes étant d'ailleurs parallèles, il faut pour cela que le point C se trouve placé sur la parabole CF comme sur CA,, c'est-à-dire que CF n'est autre chose que CA, re-
tourné, que le sommet F est à la dislance horizontale BE = BA,
(lu point B et que la flèche EF= 2BC. Le moment reste négatif dans toute la région BA,; la même parabole CF se continue donc sur le restant de la travée. On peut constater qu'elle passe bien en A., comme cela doit être : il suffit de vérifier
ÂTe ^ /eF /- . «. .
qu on a ~=^ = \ / --- — v^, ce qui a efl^ectivement heu par ^ CD iV FD ^ ^
suite des égalités
â;i rrr â;;â; - 2 âtb = 6 r I -- 2 f I ~ y ^M
CD =.= ËB = A^ =r 6 (^I - i/l^ :z:z A ( ^2 - l).
C) Deux sections infiniment voisines de C et primitivement parallèles feraient un angle fini; les fibres distincteA de la fibre moyenne auraient éprouvé nn allongement proportionnel infini, ce qui est inadmissible.
; f ti^ .l'o > uwssion de paraboles se reproduirait symélrique-
.,y o, ,M »x U vîonuère travée A„_,A„. ;v ».% ;» t<* ir<iYÔe intermédiaire quelconque, la seconde par
v\.-*» \\ \ » des valeurs positives sur les quarts de travée
V v% sV V«t adjacents aux appuis, pendant qu'il est négatif .N< 'X U X doux quarts GI et IL formant la partie centrale; de ->t\» Ion unjjontes sont horizontales en A, et Aj. On aura donc y^ «svul los deux arcs symétriques A, H, AiM, pris à partir vL» xoanuol sur la première parabole; puis, dans la partie GL, sc xo»a la seconde. La condition de raccordement des deux s v».»i i»o> on 11 et M exige encore que le point milieu K soit le \\Mmuol de cette seconde parabole et que lesarcsHK, KM soient lo^aiTs xV.lI, AjM retournés, de sorte que lKr= 2GHr=r 2LM. Indiquons enfin les valeurs des flèches maxima/:=EF,
/' IK qui se produisent dans une travée de rive et dans une ti«*\ée intermédiaire. On a
f= iBC= a
BA/z^aft'^.-y/^y,
/'=:2GH = a'GA/ =~,
ou, en remplaçant a dans la première expression par
et dans la seconde par -~ — -j^
2^0''» 32é'or
1 = -z — rr=0,Oo5o5Q-
La flèche/' est un peu supérieure à/, car on a
/' c' soit, eu égard à la valeur du rapport ,i — ^ » Q"^ csl
égale à a{n°63, III),
Si Ton avait cherché les flèches/,, /*, dans Thypothèse d'une section constante, ayant partout le moment d'inflexibilité maximum e,rj de la poutre à section variable, Tencastrement étant d'ailleurs maintenu sur tous les appuis intermédiaires, on les aurait trouvées par les formules des n"* 30 et 32, qui auraient donné :
Pour une travée extrême /! = o,o8GG6-^( - ) =o,oo54i6-^
Pour les autres travées /' — —/- — - ( - ) = t^-— i
11 en résulte les rapports
la flèche est donc plus que doublée par la substitution de la section variable à la section constante ; mais les rapports qu'on vient d'obtenir ne subsisteraient pas si les appuis intermédiaires étaient considérés comme appuis simples dans le calcul des flèches/,, /',. '
§ y. ~ Conditions de stabilité d'ane poatre soumise à des forces transversales ; calcul a priori de ses sections ; données pratiques et expérimentales.
49. Conditions de stahililé, — Une poutre étant soumise à des forces extérieures transversales, dans les conditions spécifiées au n** 18, si l'on imagine qu'elle soit décomposée en couches très-minces par une série de surfaces parallèles aux axes de flexion consécutifs, et que chacune de ces couches soit à son tour coupée par une série de plans normaux à la longueur de la poutre, on a vu, aux n°* 19, 20 et 25, que chacun des éléments prismatiques ainsi formés se trouve soumis à trois genres distincts d'actions moléculaires, savoir : i^ des tensions ou pressions produites par le moment de flexion
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et meiunt en jeu l'élasiicité longiiudinale, d'une manière plus ou moins analogue à celle donl l'élude a fait l'objet du Cha- (liirc I"; a" des actions développées par l'effort tranchant, lesquelles s'opposent au glissement de l'élément considéré sur celui qui le précède ou le suit dans une même couche, ou, sui\^nt ie langage technique, au cisaillement; S" des actions qui sont la conséquence indirecte des précédentes et s'opposent au glissement longitudinal de l'élément sur les surfaces qui le séparent des couches voisines. Comme le premier ccnrc se subdivise en deux, cela fait, en réalité, quatre genres pour l'ensemble de la poutre ou même seulement pour les points pris dans une même section, puisqu'il y a tension longitudinale proprement dite d'un côté de l'axe neutre et pression de l'autre.
D'ailleurs, l'expérience indique et nous ferons bientôt connaître certaines limites que ne doivent pas dépasser les tensions de chaque genre, par unité de surface, dans toute construction présentant des garanties suffisantes de conservation indéCaie. Supposons-les actuellement connues et nommons-les
R pour les tensions longitudinales positives ou tensions proprement dites;
R' pour les tensions longitudinales négatives ou pressions;
R" pour les tensions transversales^de cisaillement;
R" pour les tensions qui répondent au glissement dans le sens de la longueur.
Pour que la stabilité soit assurée , i) faudra donc que les maxima des quatre genres d'actions moléculaires, dans la pièce considérée, demeurent toujours respectivement inférieurs ou deviennent tout au plus égaux à R, R', R", R". Or, dans h manière de traduire algébriquement cette condition, nuu^ distinguerons trois cas; en outre, nous nous bornerons, pour plus de simplicité, a l'hypothèse d'une poutre homogène.
pHtiiiEB CAS. Section constante et symétrique relalivemenl à l'axe t(e flexion. — Suivant les procédés employés au § Il de ce Chapitre et dans la troisième Partie du Cours, ou par d'autres moyens, on cherchera d'abord comment varient les
moments fléchissants X et efforts tranchants P, d'une section à l'autre, sous toutes les charges que la poutre peut avoir à supporter. On obtiendra les plus grandes valeurs absolues X' ei P' de ces deux quantités, dans toute l'étendue de la pièce et sous les charges les plus défavorables. Alors, si l'on nomme A la hauteur de la section transversale, mesurée perpendiculairement à l'axe de flexion, et I le moment d'inertie de cette section par rapport au même axe, les maxima des tensions et
X'A pressions longitudinales seront (n*» 19) exprimés par — j- »
«,, .»s re,p.s.„„ ,.„.™,e --f .e ce, ,o.ce„ , e,.l
Il Y
constante et u varie de à -i--? d'où il résulte que — î-
prend sa plus grande valeur quand on fait w=^±- etX=:X'.
On devra donc, en nommant Ri la plus petite des deux quantités R et R', poser pour première condition
Quant aux actions tangentielles répondant au glissement, soit transversal, soit longitudinal, on a vu (n^25) qu'elles avaient en chaque point la même intensité par unité de surface et qu'elles étaient proportionnelles à l'effort tranchant P. Il faut donc chercher leur maximum dans une section, en adoptant la valeur P= P', puis constater que ce maximum est égal ou inférieur à la plus petite des deux limites R", R'''. En désignant par Rs celte limite plus petite et par 12 l'aire de la section, nous aurons, dans le cas d'une section rectangulaire, par exemple,
et, dans le cas d'un double ï à branches horizontales prédominantes (quoique de petite épaisseur), il' étant la section de l'âme seule,
Parmi les formes usitées dans la pratique, cette dernière
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nous semble êire la seule où il y ail un intérêt réel k tenir compte de l'inégale répariiiion de l'effort tranchant, c'eslà-dire des variations de son intensité rapportée à l'unité de surface, sur les divers éléments d'une même section; on pourrait alors traduire l'équation (3) en disant que l'âme seule doit pouvoir résistera l'effort tranchant (étant sous-entendu qu'elle a une résistance Ki par unité de surface]. Mais dans les autres cas, si une poutre est en élat de résister aux moments fléchissants, elle a presque toujours des dimensions plus que sufGsantes pour résister aussi aux efforts tranchants; les tensions de glissement ne jouent donc, en général, qu'un rôle assez secondaire, et l'on pourrait se contenter d'exprimer que le maximum de leur moyenne dans une section ne dépasse pasR» ce qui donnerait
,4) ^iî».-
Dbuxiëme i:as. .Section constante, mais non symétrique relativement à l'axe de flexion. — En ce qui concerne l'effort trancliant, la condition de stabilité reste la même que dans le cas précédent ; mais il en est différemment pour les conditions relatives au\ tensions ou pressions longitudinales. Concevons que la fibre moyenne soit prise pour axe des x, qu'une parallèle aux forces extérieures soit l'axe des y, et appelons X' le plus grand moment fléchissant |)osiiir, le sens positif étant (suivant la convention du n° 10) celui d'un moment qui tend a couclier l'axe des x positifs sur les / positifs; X" la plus grande valeur absolue des moments négatifs; u' la plus grande dislance des divers éléments de la section à l'axe autour duquel se produit la flexion, ces éléments n'étant pris que du côté des y positifs; h" la distance maximum analogue du côté des/ négatifs.
Le moment X' produira une extension du cûté des j- négatifs c! une compression de l'autre côté; il fait donc naître :
Une tension maximum '—r~ par unité de surface
Une pression maximum. . . . — r— par unité de surface
et ce seront là les plus grandes actions longitudinales dues aux moments fléchissants positifs. Pareillement les plus grandes actions dues aux moments négatifs seront :
La tension ~—
La pression — -
Donc la tension maximum par unité superficielle, dans toute
\' II" X'^u' la pièce» sera la plus grande des deux valeurs ^ et '— — ]
la pression maximum sera la plus grande des deux valeurs
— T— et — j — • Nommant - .— et — — ces deux maxima, on
aura donc les conditions
(5) ^p^R, -'/''< II',
auxquelles on devra joindre Tune des conditions (2), (3) ou (4), suivant les cas. Dans le cas où R égalerait R', il suffirail évidemment de vérifier que R est supérieur à la plus
grande des deux quantités '.-' —'.-S ou ce qui revient au
\' a" X' w' même) à la plus grande des quatre quantités - — ? - j— »
Troisième cas. Section variable. — Quand la pièce a une section constante, on se guide nécessairement, pour en fixer les dimensions, sur les plus grands efforts tranchants et sur les plus grands moments de flexion qui ont lieu dans toute rétendue de la pièce. Or, comme ces valeurs maxima ne se produisent que dans certaines sections déterminées, il en résulte que toutes les autres ont des dimensions plus que suffisantes pour résister convenablement aux forces qui s'exercent sur elles; par suite, on aurait pu employer une moindre quantité de matière. C'est afin d'éviter cet inconvénient et de réaliser ainsi une économie plus ou moins notable, qu'on établit
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Ti.'';:%ent des piéct>5 if-.'cit Li jeclion change d'un point à l'aulre i? la fibre movem*.
Pans ce Ci)5^ >.i «j jc i^ue la section a une rorme symétrique ou non, il fjw: ■!i:-:-:c<; employer les conditions ci-dessus indiquées p>'-.;- ': |;r';mtor ei le deuxième cas ; seulement les maxima T , \ . \'. jinsi que les hauteurs A, u'.u", ne doivent pas ôin.' .■.'..-T-iJ ■■■■ :i pour la pièce considérée dans toute son éiendiiT-. '::-i > î.i-u pour la section dont on s'occupe, prise à rexclii>i-v .'-,' u".m's lesautres. La vérification des conditions dont il >"j,i' i ioit d'ailleurs se répéter pour toutes les sections, ou du [!■..■,:■> l'vnir un certain nomhrc d'entre elles, assez peu di^tiiiu-s !i-> unes des autres,
50, CitUud tles sections nécessaires pour résister à des charges données. -- Lorsqu'il s'agit, non pas de vérifier si une pièce donnée, avec des dimensions parfaitement définies, est en étal dt' résister à un système de charges également connu, mais bien de calculer les dimensions transversales de manière qui' la pièce supporte, sans altération, des charges fixées d'avance, le problème deviendra généralement beaucoup plus diriicili', parce qu'une partie des forces extérieures sera Incomiiic (I priori et dépendra des dimensions à calculer.
l'uniii ces forces a /^r/or( inconnues se trouve, en premier lieu, W |i(iids propre de la pièce. On peut procéder à son égard de diviT.scs manières, i" On ïait le calcul des dimensions transversales en lui attribuant une valeur hypothétique, d'après les ("(('inples de constructions analogues; puis, quand le calcul est terminé, on voit si le poids supposé s'écarte peu ou bt'iiiicoiipdu poids obtenu comme résultat: si l'écart n'est pas asM'/ ^\:in(l pour changer notablement le système de Torces oxtérieunis dont on a tenu compte, on peut regarder ce prentli!ros'iiii comme définitif, sinon il faudrait en faire un autre ovec un poids hypothétique convenablement modifié. i° Sans s'atliicljpr à choisir a priori aucune valeur du poids propre, on pourrait procéder par essais successifs, en supposant d'abord c« poitls nul, puis en lui attribuant, dans chacun des essais ultérieurs, la valeur qui résulte de l'essai précédent; on s'arrAterull quand deux essais consécutifs ne présenteraient plus (|ue des différences considérées comme négligeables. 3' On
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peut quelquefois exprimer algébriquement le poids propre en fonction des dimensions inconnues et le faire figurer dans les conditions de stabilité; celles-ci sont alors modifiées de telle sorte que leur vérification doit être opérée comme si le poids propre n'existait pas. Afin d'éciaircir cette indication sommaire par un exemple, supposons qu'il s'agisse d'établir une poutre à section il constante et symétrique, devant être posée sur deux appuis et supporter, outre son propre poids, un poids 7.pa uniformément réparti sur sa longueur aa. En nommant n le poids de l'unité de volume de la matière qui constitue la poutre, celle-ci aura un poids total 11.9.^712, soit IIQ par unité de longueur; la charge totale par unité de longueur sera donc p + 1112, d'où résultent (n® 27) le moment fléchissant maximum X' et l'effort tranchant maximum P', savoir
X'=: -/>a»+-ni2a»,
P' = />a-)-nû«.
Les conditions de stabilité deviennent [n" 49, premier cas)
pà'U _ nOrt'A^
ou bien, si l'on pose I — mH j-t ^ étant un coefficient qui
dépend de la figure attribuée à la section,
(,) i + nsl-.
On voit, dans cet exemple, qu'on a tenu compte du poids propre tout simplement par l'introduction du terme II dans le premier membre des deux dernières inégalités; cela fait,
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on n'a plus à y penser, ei l'on cherche les dimensions inconnues comme s'il n'exisiaii pas (■;.
Lorsque les appuis sont en nombre supérieur à deux, ou lorsque, n'étanl qu'au nombre de deux, ils comprennent au moins un encastrement, on sait que leurs réactions ne sont plus déterminées uniquement par les conditions d'équilibre établies dans la Statique des corps solides; il faut alors employer des équations qui s'obtiennent en égalant à zéro ou à toute autre valeur fixée d'avance soit les abaissements, soit les changements d'inclinaison de la fibre mojenne au-dessus (les appuis. Or ces cquaiions, sauf des cas très-particuliers noummeni celui d'une section constante), contiennent les dimensions inconnues, ei même elles les coniiennenl engagées sous des signes d'intégrations à effectuer. Dans cette circonstance il arrivera, le plus souvent, que l'application de procédés rigoureux entraînerait des diriicultés de calcul inadmissibles dans la pratique. Alors il faudrait se résigner à effectuer la recherche des réactions inconnues et des momenis de Hexion ou efforts tranchants qui en dérivent, en supposant constante la section de la poutre, comme nous l'avons fait dans presque toutes les questions traitées aux |§ II et IV et dans la troisième Partie du Cours. C'est un moyen qui consiste à tourner la difficulté sans la résoudre, et qui donne prise, comme nous l'avons déjà dit ailleurs, aux objections et au doute. Quoi qu'il en soit, nous regarderons encore comme connues les limites des momenis fléchissants et efforts tranchants, tant pour une section quelconque arbitrairement choisie que pour l'ensemble de la poutre.
Les choses étant amenées a ce point, il est aisé de voir que le problème reste encore indéterminé. En effet, suivant que l'on se placera dans l'un ou l'autre des cas particuliers examinés précédemment [n"!!)), on devra poser, pour la poutre
■Vi"'
■s {(•) <■! (7) soraLïiit impouiblei 'passait la plus [irtite dei deui
e l>oulre (losée sur itcui .ipimii
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entière*ou pour chaque seclion isolément, certaines inégalités de condition, dans lesquelles tout sera donné, sauf les quantités Q, I, A, u\ u" , On saura donc que les dimensions cherchées doivent vérifier certaines inégalités susceptibles, si l'on veut, de se convertir en équations ; mais il est visible que cela ne suffirait pas pour définir tout à fuit une aire plane sur laquelle on ne connaîtrait rien d'avance. Par exemple, dans le cas d'une section constante et symétrique, les conditions (i)
et (4) devant être observées, on saurait que Taire û doit être
supérieure ou tout au plus égale à tt-? et de même j aurait
une limite inférieure; mais on n'en saurait conclure toutes les dimensions de Taire û, sans ajouter d'autres conditions qu'on se donnerait arbitrairement.
Les conditions de résistance se présentant sous forme d'inégalités, il est assez naturel de les convertir en égalités, pour ne pas augnnenter inutilement les dimensions que Ton cherche; en d'autres termes, il semble convenable de faire en sorte que la matière supporte les tensions les plus grandes que l'expérience permet dans chaque genre d'efforts moléculaires. Hais cela ne sera pas toujours possible. Soit, en effet, proposé d'établir une pièce en tôle, à seclion rectangulaire constante, pour laquelle les quantités P', X', R, et R, (n° 49) auraient les valeurs
P' nr l'IOOo''^,
X' =- Soooo'^'^"',
R, r=: Rj r= OOOOOOO^S;
nommons / et h les dimensions inconnues de la section et faisons I = — lh^\ alors les inégalités (i) et (-2], prises comme égalités, deviendraient
(8) ='6000000 ou lh^= o,o5o,
In*
(q) jj = 6000000 ou Ih =o,oo3.
En divisant la première par la seconde, on trouverait
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la seconde donnerait ensuite
/== o",oooi8«
Or il est évident pour toute personne ayant le moindre sentiment de l'art des constructions qu'un équarrissage de i6",667
de hauteur sur moins de -= de millimètre'd'épaisseur ne saurait
être admis. Aussi faudrait-il, dans cet exemple, renoncer à Tune des équations (8} et (9); les efforts tranchants étant moins à craindre que les actions produites par la flexion, comme nous l'avons déjà dit plusieurs fois, on se préoccuperait d'abord de ces dernières, et l'on poserait
lh^z= o,o5o,
équation a laquelle on pourrait satisfaire en prenant /=o"',025, h = r*'',4i4> comme d'ailleurs le produit Ih serait ainsi supérieur à o,oo3, on serait assuré de la stabilité.
Cet exemple et les explications qui le précèdent suffisent sans doute pour montrer ce qu'il y aurait à faire en général. On considérerait comme connues les dimensions cherchées, et Ton poseraitlesinégalitésexprimant les conditions de résistance (n*» (kO). On tâtonnerait ensuite de manière à satisfaire à toutes ces inégalités, en s'écartant le moins possible de l'égalité; on disposerait pour cela des dimensions transversales, ou au moins d'une partie, si des considérations d'un autre ordre en avaient déjà fait arrêter quelques-unes. Enfin, tous les résultats fournis par le calcul devraient être contrôlés et examinés au point de vue de l'art de l'ingénieur, en se fondant sur des notions que nous n'avons point à exposer ici, mais qu'on puise dans les exemples de constructions analogues à celles qu'on projette, ' dans l'expérience acquise et le sentiment du praticien. En uoj mot, l'ingénieur ne doit considérer les formules que comme un guide à consulter et non à suivre aveuglément. La vérité de la théorie d'où elles découlent est toujours subordonnée à la réalisation plus ou moins complète de certaines hypothèses fondamentales, et la pratique seule fera connaître les cas oik ces hypothèses peuvent être acceptées comme sufûsamroeni vraies.
51. Influence de la forme attribuée à la section transversale d'une poutre sur sa résistance aux moments de Jlexion, — Supposons, pour plus de simplicité, le cas d'une section homogène, symétrique relativement à Taxe de flexion ; le moment fléchissant pour cette section élant censé invariable, la tension maximum qu'il développera sera, suivant les notations
du n* 49, proportionnelle au quotient ^' L'inverse j donnerait donc une mesure du degré de résistance de la section aux moments fléchissants, car plus j sera grand, plus le maximum de tension produit par un même moment sera petit. Or T» à égalité de Taire û, dépend de la forme de cette aire. Par exemple, si Taire Q. était rectangulaire, on aurait (n°22,/;
el, par suite,
Il \'i
quantité proportionnelle à A, quand Q, conserve la même valeur. On en conclut ce fait bien connu qu'une pièce méplate résiste mieux aux poids qui tendent à la fléchir lorsqu'elle est posée sur champ que lorsqu'elle est posée dans l'autre sens. Aussi donne-t-on aux poutres rectangulaires en bois ou en métal, destinées à supporter des poids, des équarrissages plus forts suivant la verticale que suivant l'horizontale. S'il s'agit du bois, en nommant / l'épaisseur horizontale de la section, on fait habituellement
pour les poutres métalliques, le rapport y peut devenir beaucoup plus petit : il descend souvent à quelques millièmes. En le diminuant sans changer 12, on augmenterait la hauteur h et, par suite, la résistance à la flexion; mais à cet égard nous renvoyons le lecteur aux considérations qui terminent le n"* 50 ci-avant.
Afin d'augtncnicr niilanl que possible le rapport -,
\,^ CHtFITKR DEUIIKME.
S. l'a.re Ù tM une ellipse, ajani pour axes / el h, l'un paralli' i- fi l'auuo p.TptfuJkulaiie à l'axe de flexion, on a (n°22,/i
1= -' ii/i'.
iG
d'où ri'Mi'i^
rt 16
Nous avons donc encore les mêmes choses à dire relativement aux varuiions de la résislance à la flexion avec A. De plus, on voit i]iu> l'ellipse est désavaniageuse en comparaison du rectangle, à égalité d'aire et de hauteur, car le coefficient — re-
laiir au recianglecst remplacé par — :■
.^.ona
iiiiat;iné les sections en forme de double T avec branches horizoniales minces cl néanmoins prédominantes, telles que nous les avons déjà mentionnées deux fois [n'" 25 et W). On a dans ce cas, assez approximaiivemcnt,
l^jÙ/r- et l =~ilfi, 4 fi 4
ce qui montre l'avantage de celle forme relalivement au rectangle et à l'ellipse, puisque le coefficient j a remplacé —
"ré-
Au reste, quelque forme que l'on adopte, il est facile de recunnaltrc que rigoureusement on a toujours
\<yilfi'.
£11 elTet, si l'axe de flexion divise la liauieur h en deux parties égales, on augmentera le moment d'inertie I en portant tous
les élémcnls superficiels à la distance maximum - de l'axe; il deviendrait alors 7 Qfi' : donc il était primitivement plus
peiit. Il en est de même, à plus forte raison, si Taxe de flexion ne passe pas au milieu de A, car, puisque cet axe coniienl le centre de gravité de la section, en le déplaçant parallèlement à lui-même pour le mettre au milieu de la hauteur, on augmenterait déjà le moment d*inertie (n** 22, b). Ainsi l'expression jQh est pour j une limite qu'on ne peut pas atteindre
tout à fait; mais on s'en rapproche avec la forme en double T à branches égales.
La quantité j étant, dans les irois exemples qu'on vient
d'indiquer, proportionnelle à A et à ii, on pourrait, quand même 12 serait très-petit, la rendre aussi grande qu'on le voudrait, au moyen d'un choix convenable de A. On conçoit donc théoriquement des pièces dont la section transversale aurait une aire nulle, et qui cependant résisteraient bien à la flexion ; mais ce n'est là qu'une conception non réalisable. Indépendamment des conditions pratiques non exprimées par la théorie, l'existence des efforts tranchants et des actions moléculaires tangentielles qui en dérivent (n° kd) oblige à ne diminuer indéfiniment ni l'aire 12 ni aucune des épaisseurs de cette aire dans le sens perpendiculaire à la hauteur A.
52. Données expérimentales. — Nous allons terminer ce Chapitre en rapportant ici les expériences qui servent de base ou de contrôle à la théorie, et en faisant connaître, pour diverses matières, les coefficients de résibtance aux quatre genres d'efforts indiqués plus haut (n« 49).
(a) Vérification expérimentale de diverses notions théoriques relatives à la Jlexion des pièces droites chargées transversalement, — Considérons, pour fixer les idées, une poutre droite horizontale reposant sur des appuis et supportant des poids. Dans ce cas, la théorie nous apprend (n° 19) que les tensions longitudinales et les variations de longueur des éléments de fibre qui traversent une même section sont proportionnelles aux dislances qui les séparent de Taxe de flexion, en sorte que la fibre moyenne et généralement toutes celles pour lesquelles cette distance est nulle ne sont ni pressées ni tendues; nous avons vu de plus que les fibres sont tendues
I. 3« éJit. i
ou comprimées suîvflni qu'elles se trouvent d'un c6lé ou de l'autre du nn^inr' n\c.
Comme vôrifir.iiion de ces faits, on peut d'abord citer les esporîencps nnrionncmenl faites par Duhamel du Monceaux, iiisoroosriniisifs Mi^moiresde l'Académie des Sciencet de Parit pour l'.innop i;!';. Duhamel du Monceaux ajant fait préparer iinf série fie li.irreaux en bois de saule, identiques autant .jne pn«jMo. les plaça successivement sur des appuis de même nixf.'m qui on soiitcnaienl les extrémités et les rompit par un \'(\i-\'i pincé au milieu, dans les circonstances suivantes. Une ptinic lies barreaux n'avait pas subi de modificaiion quand on \c-s soiimeilnit à l'action de la charge ; d'autres avaient reçu un trait do si'ic dans le plan de la section du milieu, et cette partie sciée iinni[);iit le tiers de la hauteur de l'équarrissage, à partir de l;i face supérieure et sur toute la largeur; d'autres barreaux avaient pnreillement des traits de scie sur la moitié et sur le« trois quarts de la hauteur. Le petit vide produit par l'épaisseur du tnùt était rempli par une planclietlo eu bois dur. Or, l'expériencc a montré que tous ces barreaux se rompaient à peu pri's sous la même charge, et les différences peu sensibles des charges de rupture s'expliqueraient suffisamment par l'impossibilité de se procurer des barreaux absolument identiques. (Ida so comprend aisément au moven des notions théoriques sur la llcxîon, car, en sciant les fibres en travers, dans la partie do la section qui est comprimée, et remplissant le vide par du bois dur, on n'enipèclie pas les actions répulsives dues à la riiinpression de s'exercer tout aussi bien qu'avant la solution lit! continuité, et par conséquent on n'affaiblit pas la pièce, en tant qu'on la considère comme résistant à la flexion; on ne produit pas encore d'affaiblissement notable quand on scie au delà (lu milieu de la hauteur, jusqu'aux trois quarts, caries libres situées près de la fibre moyenne ne supportent que de faibles pressions ou tensions, et il y a peu d'inconvénient à les scier, lors même qu'elles sont tendues.
Charles Dupin et Duleau ont également fait des expériences en petit sur des pièces de bois cl de fer, desquelles il résulte (|up, dans les pièces droites courbées par la flexion due à des charges perpendiculaires à leur axe, les sections normales restent planes, et que dans le cas d'une section rectangulaire
l'allongement de la pariie convexe est égal au raccourcissement de la partie concave, comme l'indique la théorie, puisque ces deux parties sont également éloignées de Taxe neutre.
M. le général Morin a fuit exécuter au Conservatoire des Arts et Métiers, à Paris, des expériences nombreuses sur des poutres en bois ou en métal de 4"* de portée, les poutres métalliques ayant des sections en forme de double T à branches égales ou inégales. La conclusion à laquelle il a été conduit confirme les notions théoriques rappelées tout à Theure et montre que ces notions peuvent être admises, non comme vérité absolue et mathématique, mais comme représentation suffisamment exacte des faits réels, dans les limites de charge qu'exige la pratique des constructions.
En nous occupant de la flèche que prend une poutre horizontale reposant sur deux appuis simples quand elle supporte un poids placé au milieu, nous avons trouvé (n'^ST) la formule
dans laquelle/désigne la flèche, Q la moitié de la charge, a la demi-distance des appuis, er^ le moment d'inflexibilité de la section transversale. Si la section est un rectangle homogène de hauteur h et de largeur / parallèlement à Taxe de flexion, en appelant E le coefficient d'élaslicilé longitudinale on a
et^ =r — E//i% et par suite
ce qui montre : i°que la flèche est proportionnelle à la charge et au cube de la portée; 2<» qu'elle est en raison inverse de la largeur de l'équarrissage et du cube de la hauteur. On sait en outre qu'une charge uniformément répartie produit la même flèche qu'une charge concentrée au milieu, ayant pour intensité les cinq huitièmes de la précédente. Tous ces faits ont été vérifiés expérimentalement par Charles Dupin sur des barreaux de faibles dimensions : ils le sont aussi par les expériences de M. Hodgkinson sur la flexion des pièces de fonte, au moins dans les limites de charge admissibles en pratique.
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f,' Résistance à la rupture par Jlexioit. — Une poutre droite t'Unt posée sur deux appuis au même niveau et chaînée en son milieu, si l'on conserve les notaiions ci-dessus déBnies aV ei qu'on appelle en outre p le poids de la pièce par Dièirè courant, on sait{n''27) que ie maximum du moment fléchissant est exprimé par Qn -i- -;»rt'. Supposons, par exemple,
la section soit rectangulaire et homogène : alors la tension ou compression longitudinale maximum par unité de surface
avec d'autres sections on pourrait aussi facilement obtenir des résultais analogues.
Cela posé, on a quelquefois délerminé par expérience la valeur de la charge sQ qui entraîne la rupture immédiate; nuis en calculant, comme on vient de le rappeler, la tension jg5Jinumcorrespondante,c'esl-à-dire la quantité ■ '-^'i
dans le cas de la section rectangulaire et homogène, on a re qu'on est convenu d'appeler résistance à la rupture par flexion, pour la matière formant la pièce essaj'ée. Au fond, cela est loin d'être bien rationnel, car d'abord on tombe dans l'erreur signalée à la fin du n° !>, qui revient implicitement à coii'si(l<-rer les allongements comme toujours proportionnels aux tensions, même quand celles-ci sont capables de produire la rupture; ensuite on suppose toujours l'homogénéité de la inalicrc, ce qui peut être assez loin de la vérité dans certains cas (n-G). Ces deux raisons peuvent déjà expliquer pourquoi ]a résisiance à la rupture par llexion n'est pas égale, en général, à la moindre des deux qu'on a trouvées au Chapitre I pour l'extension et pour la compression, quoique la rupture par Ocxion ne se produise que parce queccrtaines fibres se trouvent soumises à des tensions ou pressions trop considérables. Aces dcu\ raisons nous pouvons en ajouter encore une troisième : c'est que les libres ou prismes élémentaires parallèles à l'axe de la pimire ne sont pas, au point de vue de la résistance à un L'U'urt longitudinal, exactement dans les mêmes conditions que les tigL-s isolées, étudiées au Chapitre!, car leur solidarité dounclieLiâdesréaciions mutuelles surleurs faces communes.
Quoi qu'il en soil, voici quelques-uns des résultats obtenus par cette méthode.
La résistance à la ruplurc par flexion des pièces en bois de chêne sérail, d'après M. Barlow, de 6x io« à 7X 10"^ kilogrammes par mètre carré; pour des sapins ordinaires, ce chiffre s'abaisserait à 4>5 X io\
Pour la fonte on a indiqué des nombres excessivement variables; le chiffre de 32 Xio" kilogrammes par mètre carré peut être regardé comme une moyenne, de laquelle on s'écarte parfois assez notablement, tant au-dessus qu'au-dessous.
La détermination de la résistance du fer à la rupture par flexion présente une difficulté particulière : c'est que la rupture n'arrive pas sans être précédée de grandes déformations, de sorte que, si l'on veut pousser l'expérience jusqu'au bout, ce n'est plus, en général, une pièce droite qu'on réussit à rompre, mais une pièce sensiblement courbe, à laquelle on ne peut plus appliquer la formule ci-dessus rappelée. Aussi on se borne souvent à déterminer non pas la charge produisant la rupture, mais la charge donnant lieu à une altération notable de l'élasticité ou à une grande déformation permanente. Dans des expériences exécutées au Conservatoire des Arts et Métiers, sous la direction de M. le général A. Morin, on a trouvé que l'élasticité du fer est assez fortement altérée
I , . , 6a Q -^' '. pa) . , ...
lorsque la quantité //i — atteint une valeur variable
de 21 X 10* à 3o X 10* kilogrammes par mètre carré.
(c) Limites pratiques des tensions longitudinales dans les pièces soumises à la /lexion. — Le Tableau suivant des limites R el R' [n** 49) est emprunté à la Résistance des Matériaux de M. le général A. Morin, qui le donne comme résultant de l'observation des bonnes constructions, à la fois solides et légères :
x4TiRr ^rs ii\TKniAix.
EFFORT LOXGITUDIXAL
( tpnjiion OD pression )
qu on peut faire sapporler arec «écnrllé
par nillliiuètre carré de socUod.
Cas ordinaire!^
Hatériaax de choix
et
ronftirnctlon» tefères.
IVnts tic chemins de fer
\ Ponts ordinaires et arbres do
* ^' '*' \ roues hydrauliques
; Pièces ordinaires de machines.
}eT f'^n;^'
^ de première qualité
*' *^^ i d«' qualité moyenne
fi,-.;'* do chêne ou de sapin
if
Oii ne dislingue pas ordinairement la limite 11' relative à la compression de la limite R qui se rapporte à rexlension; «\Mio simplification est consacrée par l'usage. Toutefois, elle nosi pas universellement acceptée, car la circulaire du Ministre des Travaux publics, en date du 9 juillet 1877, fixe pour los pièces de fonte employées dans les ponts les limites suivantes :
3*"^ par millimètre carré dans la partie tendue de la section; 5''^ par millimètre carré dans la partie comprimée.
Pour les pièces de fer, les deux limites sont fixées à 6^ par niillimèlre carré. D'ailleurs, l'Administration se réserve la faculté d'autoriser des limites plus élevées dans le cas où des justifications suffisantes seraient faites relativement à la qualité exceptionnelle des matériaux employés; la substitution de l'acier au fer serait évidemment un cas pouvant justifier une pareille dérogation à la règle générale.
( d ) Résistance à la rupture par glissement transversal ou longitudinal, — La résistance à la rupture par glissement transversal pourrait être mesurée sans trop de difficulté en encastrant un prisme horizontal et suspendant un poids qui
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exercerait une action suffisante très-près du point d'encastrement. Mais les ingénieurs et les physiciens ne se sont pas beaucoup occupés de ce mode de rupture, en général moins à craindre que le précédent ; les expériences sur ce sujet sont donc peu nombreuses.
M. Vicat, à qui Ton en doit quelques-unes, n'a pas procédé tout à fait comme on vient de le dire. Il a opéré sur des cubes de plâtre, des briques, des mortiers et des pierres calcaires. Les solides étaient percés de deux trous cylindriques opposés, de même diamètre; on mesurait la force nécessaire pour détacher le solide intermédiaire qui restait entre ces trous, en l'obligeant, par la pression d'un piston, à glisser dans le sens parallèle à l'axe commun des deux cylindres. Si l'on nomme F cette force, p le rayon des trous, e l'épaisseur res-
tant pleine entre leurs fonds, le quotient -^^ mesurera la
résistance transversale à la rupture par unité de surface. Voici les valeurs données par les expériences de M. Vicat pour la
quantité :
Plâtre ordinaire gAchê de 21 x lo' à G'i x 10'
Brique crue »• 3o x 10'
Mortier de chaux grasse et de sable
âgé de quatorze ans » 28 x 10*
Pierre calcaire >' 121 x 10*
Calcaire lithographique » 2J9 x 10^
La méthode de M. Vicat semble bonne pour les corps grenus comme ceux sur lesquels il a opérés; mais elle laisserait quelque incertitude pour les corps fibreux, car la résistance au glissement pourrait ne pas être constante sur tout le contour du cylindre restant dans l'intervalle des trous.
La résistance transversale du fer à la rupture est connue par des expériences sur le cisaillement des rivets employés dans les constructions et appareils en tôle, c'est-à-dire sur leur rupture par un glissement de la tête parallèlement à son plan. D'après les résultats suffisamment concordants obtenus par diverses personnes, on admet généralement comme un fait
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acquis que la résisiance transversale du fer ei sa résîslance longitudinale à la rupture par extension sont à peu près identiques, ou, en d'autres termes, qu'il faut, pour cisailler une barre de fer, une force à peu près égale à celle qui serait capable d'en produire la rupture par extension. Cependant l'expérience semblerait plutôt indiquer une légère infériorité dans la résistance transversale; peut-être serait-il plus exact
d'admettre qu'elle est seulement les ^ de l'autre, comme
l'avait indiqué Navier d'après certaines considérations théoriques. Au reste, le fait a pratiquement peu d'importance; pour les rivets en particulier, la résisiance au cisaillement est beaucoup augmentée par le frottement du au serrage, frottement en vertu duquel une partie de la force totale est transmise, sans l'intermédiaire des rivets, de Tune à l'autre des deux pièces de tôle qu'ils servent à réunir.
La résistance transversale de la fonte n'a pas été, à notre connaissance, l'objet d'essais directs; elle a été déduite seulement d'expériences sur la torsion dont nous aurons à rendre compte plus loin, quand nous aurons exposé la théorie de ce genre de déformation. II en est de même pour les bois de charpente ordinairement employés.
La résistance à la rupture par glissement longitudinal a été encore moins soumise à l'étude expérimentale que la résistance à la rupture par glissement transversal. Quand il s'agit de corps grenus, il paraît très-probable que ces deux résistances sont les mêmes, et l'on pourra également, faute de données suffisantes, admettre ce principe à l'égard des métaux usuels, comme le fer et la fonte. Quant aux bois, il n'en est pas de même; on éprouve moins de difficulté à faire glisser les fibres dans le sens de la longueur qu'à les cisailler dans le sens perpendiculaire. Pour les bois de chêne et de sapin, la résistance dont il s'agit serait de 3o*^8 à ^o^' par centimètre carré.
{e) Limites pratiques des tensions produites par le glissement, — L'expérience non plus que la théorie ne fournissent, (|uant à présent, aucune base rationnelle pour la fixation des
limiies R", R"' [n* W). En nous laissant guider par une induction assez naturelle, quoique peu certaine, nous admettrons
encore qu'on peut les évaluer à - des tensions de rupture
quand il s'agit des méiaux et à de ces mêmes tensions quand il s'agit des bois et des autres matièr.^s.
:E TIIOISIËllE.
CHAPHRE TROISIÈME.
!i I. — De la torsion simple.
53. Notions théoriques. — Dans les questions précédemnieni résolues, nous avons toujours cherclié les tensions intérieures et les déformations répondant à un système donné de forces extérieures; ici nous allons suivre une méthode inverse. Nous définirons d'abord la déformation, puis nous en déduirons comme conséquence les tensions qui en résultent cl les forces extérieures capables de la produire.
On dit qu'un prisme éprouve une torsion simple aux envi- J.-J Hi, rons de la section AB (^g. 3i>] lorsque
:: celle section éprouve, relativement à
! une section infiniment voisine CD, prise
I pour système fixe de comparaison, un
^/ ^^^ mouvement de rotation autour de l'axe
I , Oz du prisme. Ccl axe, dans le cas d'un
Ci ■ „ ,,,,-■ i> prisme homogène, passe par les centre? do gravité des sections successives, considérées elles-mêmes comme étant de i' . , densité constante; nous verrons bientru
{ •„, , la position qu'on devrait lui attribuera
"'l ~ I, " .r l'intérieur d'un prisme bélérogènc.
u Pour nous rendre compte des actions
moléculaires qui correspondent à la déformation ainsi di'finie, considérons uti priMiii' l'iémentaire mnpij ayant pour section droite un élélucnt l'A ilo la surface AB, et pour longueur primitive la distaiici: lÂr — L des deux plans AU, CD. En vertu de la rola-
lion X autour de Oz, la base mn de ce prisme décrii un petit arc mm' perpendiculaire à Om, dont la grandeur sera OmXx» ou rx si Ton pose 0/n = r; les deux bases de l'élément prismatique éprouvent donc Tune par rapport à Tautre un glisse-
ment transversal r^r, soit un glissement transversal ~" rap-
porté à l'unité de dislance. Il est naturel de supposer : i* que la force élastique correspondante s', appliquée à l'élément superficiel mn=:(ù, sera dirigée en sens contraire de mm\ parce qu'elle tend à ramener &) dans sa position première; 2° par analogie avec ce qu'on a vu lorsqu'il s'agissait des efforts produits par un allongement simple ou par la flexion, que son
intensité - par unité de surface est proportionnelle à -^•
On posera donc
en désignant par G un coefficient qui joue, dans les déformations par glissement transversal, le même rôle que le coefficient E dans les déformations par extension (n°' 1, % 19, 20). Nous le nommerons, en conséquence, coefficient d'élasticité transversale, de même que E est le coefficient d'élasticité longitudinale.
Lorsque la section est homogène, le nombre G ne varie pas (l'un point à un autre. C'est l'hypothèse que l'onadopte presque toujours dans les applications pratiques, vu la difficulté de connaître la valeur de ce nombre à l'intérieur d'un corps, au cas où il ne serait pas effectivement constant pour tous les points. Nous allons adopter ici, pour nos calculs théoriques, une hypothèse qui sera plus générale, sans avoir une généralité complète; nous admettrons que, si l'un des deux coefficients d'élasticité varie, l'autre varie aussi et reste avec le premier dans un rapport constant. En fait, on a cru longtemps
que le rapport p- s'écartait peu d'une valeur égale à 2,5 ou 3;
mais l'expérience n'a pas toujours vérifié cette loi.
L'invariabilité du rapport p étant admise comme une donnée pour les corps dont nous nous occupons, lorsqu'on dé •
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torminen le centre de gravité d'une section transversale, soit on considérant la densité comme partout égale à E, soit en la ronsiilérant comme égale à G, on trouvera le même point dans Jos deux cas. Ce point, que nous avons précédemment renrontrô dans d'autres théories [n" 2 et 20; et que nous allons encore rencontrer ici, nous l'avons nommé déjà centre d'élattiriir. désignation destinée à rappeler que c'est, en réalité, un centre de forces élastiques parallèles el proportionnelles au produit de chaque élément superficiel par l'un de ses deux roeflicients E ou G.
Après avoir tout d'abord supposé le prisme homogène, nous .ivonsdit, dans la définition de la torsion simple, qu'elle con- >isi;)il en une rotation eU'ectuée autour d'un axe passant par les rentres de gravité des sections successives; nous dirons m:iiiitennnt, dans le cas le plus général que nous ayons l'inlention d'étudier, (|ue l'axe de la rotation est normal au plan ,le l-i section considérée AB , et qu'il passe en son centre .i'elaslirilê 0.
('es préliminaires éUtnl établis, nous allons etîeciuer ta composition des forces i'. Comme elles sont toutes dans le plan AB, il suflil d'avoir la somme de leurs projections sur deux axes ivctangulaircs 0:t; Oy et la somme de leurs moments relali- \cment à un |ioinl du plan. Or on a d'abord
fVsi-à-diie -i'. -:o, Xs'.^^n, attendu que, les axes 0:r, Oy i^iant menés par le centre d'élasticité, les deux sommes lG<ay et ïllt-if sont nulles. Les forces s' ont donc une lésultame de tratisKition nulle, cl, par suite, elles se réduisent à un reiiple dniil un obtiendra le moment en faisant la somme des dis forces par rapport à un point quelconque du plan AU, le point 0 par exemple. En appelant V cctlt somme,
OU bien, si Ton remplace le moment d'ineriie ZGr'w relativement à 0-3 par sa valeur trouvée au n° 22 (^),
Les forces moléculaires s' sont les réactions de la partie du prisme inférieure à AB sur la partie supérieure; pour Téquilibre de celte seconde partie, il est nécessaire que les forces extérieures agissant sur elle, depuis AB jusqu'à l'extrémité, se réduisent à un couple d'intensité V contenu dans un plan parallèle à AB. Lorsque ce couple sera donné, réciproquement on pourra calculer la torsion y correspondante au moyen des formules (i) et (2), et ensuite, x étant connu.
on aura par cela même G-.- ou — pour un point quelconque
de la section, savoir
,, 5' _ GVr (iVr
11 y a une analogie complète entre les formules (i) et (3) et celles qu'on a établies au n** 20 pour calculer la flexion 4» due au moment fléchissant X, ainsi que les tensions / correspondantes. On retrouve les premières au moyen de ces dernières, en remplaçant X par V, / par s\ les dislances u à l'axe de flexion par les dislances r à l'axe de torsion, ^ par /, et enfin le coefficient E par G, c'est-à-dire toutes les quantités par celles de même nature dans la question actuelle. Le couple V se nomme couple de torsiouy de même que X était le moment ou couple de flexion, et, de même que nous avons appelé 2£a'6) moment d'injlexibilitéy nous appellerions volontiers la quantité 2Gr- w moment d'iniorsibilité, si ce dernier mot existait en français (comme cela serait désirable) pour exprimer la difficulté qu'il y a pour un prisme à être tordu. On voit, en effet, que l'angle de torsion produit par un couple donné varie en raison inverse de cette quantité.
Lorsqu'un prisme est en équilibre sous la seule action de deux couples égaux et contraires V, — V agissant dans les deux sections extrêmes, le couple de torsion est égal à V dans
une section quelconque, de sorte que l'angle de torsion £>
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rapporté à l'unité de longueur, ne varie pas d'une section à I autre; par suite, la rotation relative 6 de deux sections distantes d'une quantité finie z est proportionnelle à cette dis
lance et s'obtient en la multipliant par ^« On a donc 0 =zz'^'
Voici maintenant des exemples de l'application des formules ci-dessus à des sections de forme particulière, supposées d'ailleurs homogènes.
i* Section circulaire pleine. — On a (n«22, /;, en nommant <' le rayon du cercle,
puisque G est constant, il peut se mettre comme facteur commun en dehors du signe 1; alors la formule (2) devient, eu êj^ard à -o) - rrc-,
et la formule (3) se transforme en
f.. s' aVr
Le maximum de la force s' par unité de surface répond au maximum de r, soit a r = c'; sa valeur est — .
tT Couronne circulaire. — Ici, c et & étant les rayons extérieur et intérieur de la couronne, on aura
et, par suite,
s' 2Vr
Le maximum de - répond encore à r=c et a pDur valeur 2V6'
s' fiVr
3* Prisme à section carrée, -- Si c désigne le côté du carré, on devra prendre
d'où Ton déduit
Dans ce cas, r peut varier de o à -cv/2; le maximum de -
3Và/2 répond à cette dernière valeur et devient égal à - — -^ >
Nous ne chercherons pas les résultats particuliers relatifs à d'autres formes de la section transversale; la théorie élémentaire de la torsion, telle qu'elle est ordinairement présentée ei telle qu'on Ta exposée ci-dessus, n'est en effet qu'approximative, et il ne faut pas lui donner plus de généralité qu'elle n'en comporte. Les géomètres ont fait une étude plus approfondie, mais aussi beaucoup plus difficile et plus bornée dans les applications pratiques, des pressions ou tensions qui peuvent exister dans un solide soumis à des forces extérieures données. En ce qui concerne la torsion produite par un couple perpendiculaire à l'axe d'un prisme, les travaux de Cauchy d'abord , et en dernier lieu les travaux plus complets de M. Barré de Saint-Venant, membre de l'Académie des Sciences, ont démontré que les formules (i), (2) et (3) ne sont exactes en toute rigueur que dans le cas d'une section circulaire. On peut les regarder comme suffisamment exactes dans la pratique si la section est un polygone régulier de six ou huit côtés, forme assez fréquemment réalisée et qui s'éloigne bien peu du cercle. Si la section est un carré homogène, M. de Saint- Venant a /ait voir que les formules relatives à ce cas avaient besoin de subir une correction, qui n'est pas d'ailleurs trèsconsidérable: la formule (8) doit avoir son second membre
3Vi/2 multiplié par o,8435, et l'expression — ^-^ de la tension
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8V maxÉinuin doil so r»'uip!jfer par — ,-,.vv — ,> soil a peu prcs • "^ 1,60532. c'^ '
-7^3-1 ce i)ui ôi)..î\^tii ù la multiplier par 1 ,i3,!3 ^'j.
Mats Ii>-i f.':v.;,i"f's de la iliéorie olémeiilaire peuvent coniluirc il dos rs->.;;i.iis trcs-iiiexacls quand les sections s'écartent bcsiiKo,:;» <'o la forme circulaire, et notamment dans le ras dun fv.-i.injjle à côtés sensiblement inégaux. Alors le> scnii'iis iï.inilivemcnt planes deviennent courbes après la dolornuiîi'n produite par les couples V, —V; les maxima de loiisioii n'ont pas lieu prés des angles, mais vers le milieu des rôles, et ont des valeurs bien difTérenies de ceilesque donnerait la formule ( 3 ). 11 est bon cependant d'ajouter que c'est un las peu pratique et que les solides exposés à se tordre sous l'aciion do couples reçoivent toujours la forme de cylindres circulaires ou de prismes à section polygonale régulière ;';■
51. f'aleuis numériques du coefficient d'éinslicilé Irantveisale pour diverses intilières. — Le coefficient G peut se dé-
,•) >.iii> rciivi>)(ii.ï I,' L'ctoiir » llhivr^n» iiititulô De la ionio» dn f,tmci. -■le. f-M- M. .lu Saiiil-Vriiunt, exirait du Toino XIV des armoires profilés pur iliviTS <amuit ,) V^cutli-mie drt Seitacts.
ait à rcmplaci-T Ici rormiil.'s j) et (a), duiis lo cas d'une icttiaD honiOBinc, tn iiummaut n un cui'lliciiiit iiiiniuriqiiv iariablo uvirc la l'orme de colle lection cl ïooïi-'i'ïaot d'uiliciu;, k'a ii.iUiiiiiiis ci-dissu» cmployià^s, «ri [loumil poser, il'a|iri'a sa Ihcuric,
Pour uni- spolioii clli]ilîr|ii<', « coiiM-rvcmil tiiii' valeur couslaifle ûgali
I lull — l'iiiiroii I, rjuclquu valcui- <|u'uii allriliiii? au rap|iorl des deux am d
IVllijwc; |.oiir des ML-tiims loin.iiijulair.'s dans lesqiicllf. oii ffrait varier I
rapport des iloui côliis eiilro i el K, « variriail sculeini'iil eiitni - — ~ cl
de aoric qu'un uc se Ipouipi'rail pus beaucoup eu le supponiit toujours ^j il — . La mùiiie ïalcur su rousi'iie encore approiiinaliTemcnl lour d'aulrc >iiiié la dùllnilioii. (»oi> lea Cmplei rrllJu ,. >e.nDcc du 37 jauïicr >S-,.j..
terminer aisément par rexpérience, en observant la torsion produite par un couple connu V sur un c^'lindre de rayon c, formé de la matière qu'on a en vue. Si 0 désigne la rotation relative de deux sections séparées par la distance 2, on calculera d'abord l'angle de torsion par unité de longueur - y qui
û aura pour valeur -•, puis on tirera de la formule (4)» en po-
sant |. = x',
expression dans laquelle les quantités V, c et •/ résultent do mesures directement prises par Tobscrvateur. Dans le cas où Ton aurait op^ré sur un prisme à base carrée, de côté c, la formule (8) donnerait
OU mieux, eu égard au coefficient rectificatif de M. de Saint- Venant,
'- o,8:f35c*/; ~ tv;
On n'oubliera pas que dans tous ces calculs les angles doivent être exprimés, non en degrés, mais en arcs pris sur le cercle de rayon i; la valeur en degrés sexagésimaux doit donc
se multiplier par -4t-- * ' ibo
Les valeurs suivantes sont ordinairement indiquées par les
auteurs comme celles du coefficient G pour les deux métaux
les plus usuels :
Fer 6.7 X 10"
Fonte •;». ,0 X 10*
Quant aux bois, il y a peu d'expériences connues. Nous trouvons, dans un travail de Wertheim [Annales de Chimie et de Physique, 3" série, t. L), une expérience sur un prisme carré en bois de chêne, qui fournil les chiffres suivants :
V=: 0^^,2475, C=:0™,0202, y'zzzOjIoS; I. 3* cdit. i5
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il OU résulte, par la dernière formule,
G = o,98x lo'.
M. l'ingénieur en chef Bouniceau a donné de son côté, comme résultat de ses propres expériences sur des prismes en bois, à section carrée, les valeurs de G doni voici le Tableau [') :
Sapin rougo de Prusse 0,69 >
Chêne de haute Normandie o,.(9 >
llûlre o,i5>
HÔtre injecté 0,49 >
Sapin rouge de Norvège °,^7 >
M. Bouniceau a fait ses calculs sans avoir égard au coeflîcifint rectificalif - — ^ ; s'il en avait tenu compte, les nombres cidessus auraient éprouvé une cerlaine augmentation et auraient varié de o,44 X lu' à 0,82 X lo*.
II semble, d'après ces cliilTres, que le coefficient G, pour ies bois de construction ordinairement employés, se trouve aux environs de 0,70 X 10': c'est à peu prés la moyenne entre les valeurs extrêmes déduites des expériences de Werllieim et de M. Bouniceau. On a vu (n" 7) que le coefTicient E applicable aux bois variait de 9X 10' à i?. x 10', Le rapport j, se-
10 5 rail donc ici dans ies environs de - ■- - i5, nombre de beaucoup supérieur au rapport que Navjer avait fixé théorique-
lio. Résistance à la riipliire par torsion; limites pratiques ilrs tensions Iransversalrs dans les prismes tordus. — Lorsqu'on produit la torsion d'un cylindre circulaire de rayon c ou d'un prisme à base carrée de côté c, au moyen d'un couple V, le ninximum de tension transversale prend, dans chacun de ces
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deux cas, une valeur qu*on a déterminée au n° 53 et qui est :
Pour le cylindre — -j >
Pour le prisme -7-7 *
En augmentant progressivement le couple jusqu'à produire la rupture, les résultats correspondants fournis par ces formules sont ce qu'on nomme résistance à la rupture par torsion pour la matière du corps soumis à cette épreuve, expression inexacte au fond pour des raisons déjà dites (n°* 5 et 52).
On est arrivé de cette manière, pour la fonte, à des chiffres variables entre 17X10" à 26x10% soit moyennement 22 X 10*, ou 22^« par millimètre carré.
A l'égard du bois, nous n'avons guère d'autres renseignements que ceux qui sont fournis par le travail de M. Bouniceau, déjà cité [n'* 5i). M. Bouniceau a opéré sur des prismes à section carrée ; voici les chiffres qu'il donne et qui devraient être multipliés par i,i323, conformément à la théorie de M. de Saint-Venant :
Sapin rouge de Prusse ^ /^-9 x ï<>*'
Orme i , lO x i</'
Cliùne de haute Normandie i ,9() x 10'^'
IlcMre I ,'2 i X 10"
Hôtro injecté 0,9 5 x io'=
Sapin rouge de Norvège 0.80 x ki''
Faute d'expériences directes pour fixer les résistances de diverses matières à la rupture par cisaillement transversal, on pourrait, avec assez de vraisemblance, adopter les mêmes chiffres que lorsqu'il s'agit de la rupture par torsion, comme on l'a dit au n° 52; en effet, la rupture se produit, dans les deux cas, par suite du développement de forces tangenlielles sur les plans qu'elles sollicitent, ce qui établit une certaine analogie entre les deux modes de rupture. Mais l'analogie n'est évidemment pas complète, car toutes les forces élastiques développées par un effort tranchant sont parallèles, pendant qu'un couple de torsion en fait naître d'autres qui agissent d<ins toutes les directions perpendiculaires aux rayons issus du centre d'élasticité.
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• ^ .i.v i V* Iv*> ingénieurs aient à se préoccuper des len-
.,rv . .'^ |vir la torsion, en exceptant toutefois celles
V >iv''; -•j:î> certaines pièces de machines, les arbres de
,1 ,%t' exemple. Il convient ici, non-seulement que les
Mr uniiê de surface ne grandissent pas au point de
^^.. .-^> la pièce, mais encore que l'angle de torsion
V Vv^ïntnent petit, afin d'assurer la régularité dans la
*r ^^xMi do mouvement et peut-être aussi afin de ne pas
,,>j à des froitemenls plus ou moins notables. On
- rvi .ilors qu'il est bon de restreindre le maximum des
^ «. ',x - ai seraient très-admissibles dans d'autres circonstances.
V ,v,^,.^ \\ s*iigit d'arbres ayant une section circulaire ou en
. .X .^no régulier de six ou huit côtés, au lieu d'égaler la
„j;nutô 3 n° 53) au sixième ou au dixième de la résistance
TTC
A 1a rupture à la torsion (comme on Ta fait dans le cas de .vos soumises à l'extension directe ou à la flexion), on de- \\^ Togider à une constante C que la pratique des conslruc- ,ours de machines et des exemples bien choisis auront permis ^*o dotcrminer pour chaque matière. M. Je général A. Morin a »>,oposé les valeurs suivantes, que nous transcrivons en noml ros ronds :
Fer et acier C - i x lo'*
Fonte 1 33 X lo'
Bois de chône :i7 :< lo'
Bois (le sapin 29 :< lo'
Les valeurs ci-dessus conviennent à des arbres allégés; si Ton veut avoir des arbres forts, on diminue C de moitié. Dans le cas d'arbres creux, c' désignant le rayon du vide intérieur,
(! devrait être égalé à — , — ,-- in" o3\
TT , c* — C- * )
t^ II. — Tensions normales développées dans la section droite d'un prisme par une force résultante parallèle à Taxe.
56. Digression sur les centres de percussion des aires planes, — Avant d'aborder le problème dont l'énoncé fortie le litre du § II de ce Chapitre, nous avons besoin d'établir une ihéo-
rie apparienanl plulol à la Géoméirie qu'à la Mécanique, car celle dernière science n'y inlervienl guère que pour donner des noms à ccrlains poinls, cerlaines lignes, cerlains produils: nous voulons. parler de la ihéorie du cenire de percussion d'une aire plane relativement à un axe contenu dans son plan.
(a) Dtîjinition du centre de percussion d*une aire plane. — Après avoir matérialisé une surface plane (que nous considérons comme la section transversale d'un prisme), en attribuant à chacun de ses éléments w une densiié égale au coefficient d'élasticité E de la matière adjacente, on peut assujettir ce corps, en forme de disque infiniment mince, à tourner autour d'un axe contenu dans son plan. Il y aura alors à considérer un centre de percussion, c'est-à-dire un point tel, qu'en y appliquant une impulsion perpendiculaire à la surface l'axe n'éprouverait aucune pression. Telle esl lu définition mécanique; nous allons voir qu'on peut lui en substituer une qui soit purement géométrique.
Soient, en effet, A la surface donnée [Jig\ 3i;, Ox, Oj deux axes des coordonnées, reclangu- ^. ..
Fig. il.
laires entre eux, dont l'un, Ox, esl celui autour duquel la surface est "^ / \ ^
assujeltie à tourner. Appelons x, et 4
Xt les coordonnées du centre de 1 . '
percussion. On sait d'abord que la ~j
distance de ce point à l'axe Ox est u v ~j
égale à la longueur du pendule simple équivalent au disque matériel représenté par A, ce qui conduit à la relation
En second lieu, Ox doit être axe principal d'inerlie au point où il est coupé par un plan qui lui serait perpendiculaire et qui contiendrait le cenire de percussion. Donc, si l'on transportait Taxe des j parallèlement à lui-même en ce point, on aurait lY^x'/u^ — o (n" 22, c), x' et /' étant les coordonnées nouvelles; ou bien, comme on a >'— ^^ x'=x-~ Xyy on posera
2E j(a; — Xx tù^=: o,
rj-t.;l,-j! ijiii iKiiine la valeur fie a-, :
On voii. on conséquence, que, d'après la dénnition ci-dessus doiiiiéf, »o"S avons trouvé les coordonnées x„}\ du centre de ncrcuision. Itéciproquement, on pourrait se servir dos valeurs X, et r, pour définir le centre de percussion, et alors la iiropriélc mécanique dont jouit ce point ne serait plus en évidence; on aurait une définition purement géométrique.
i b' Propriétés diverses du centra de percussion d'une airi: nlane. — Le centre do percussion d'une aire plane relativement à un axe contenu dans son plan peut encore être envîsacc sous deux points de vue qu'il est utile d'indiquer. On ncui d'abord reconnaître que c'est le centre d'une inQailé de forces parallèlcs/appliquécsaux cléments w et représentées, pour chacun d'eux, par E&ij-; en d'autres termes, c'est le centre île forces parallèles, proportionnelles au ressort longitudinal de rliaque élément Cl à la distance qui sépare celui-ci de l'ave. Si ion employait les formules connues pour déterminer cccoiitre de forces parallèles, on lui trouverait, en effet, des coordonnées identiques à celles du centre de percussion. On ^'en l'i'ii'l d'ailleurs ininiédlatemenl compte, en remarquant .lui' II' l'L'nlre de percussion de l'aire A est le point où agit une impulsion qui, conforniénient au principe de d'.VIemberl, fait équilibre aux quantités de mouvement produites, prises en sons conlraire; or ces quantités de mouvement sont parallèles (■litre ('Iles et pruportionnelles à E&i)', et leur résultante coupe I;i suri'.ice A au même point que celle des furcesy". Cette considériiiiim d'un centre de forces parallèles, variant suivant la loi que nous venons d'indiquer, est celle qui se présente tout iiatiLiellenient et comme d'elle-même dans les questions de vésîslauce des matériaux.
|iii antre point de vue, souvent utile comme moyen de déiniiMslriiiion, est le suivant. Supposons un prisme droit qui aurait l;i sjrface A pour base, et attribuons à chaque élémeni de volume de ce prisme la même densité qu'à l'élément superliciel (.1 sur lequel il se projette dans le plan de la base; ad-
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mettons enfin que ce prisme soit terminé à un second plan passant par Ox : alors le centre de gravité du volume hétérogène ainsi formé se projettera sur le plan de A, en un point qui sera précisément le centre de percussion de cette surface. En eflfet, soitz la hauteur de l'élément prismatique qui a w pour base; soient :r„ j, les coordonnées du centre de gravité en projection ; le théorème des moments donne
Xj — Ezo3 = lExzo)»
Or - est égal à une constante; donc
ri)
y^ — V I? ,w. — ^*'» ^^ — "v 17 Jw. ~" '^» '
lEyoy ~*^" ^~ lEj
ce qu'il fallait démontrer.
Cette nouvelle manière d'envisager le centre de percussion d'une surface plane conduit à des conséquences qu'il suffit d'énoncer pour en apercevoir la démonstration, et qui bien souvent donneront une détermination immédiate de ce point. Voici ces conséquences :
I® S'il existe dans la surface plane A un diamètre dont les cordes conjuguées soient parallèles à l'axe do rotation, et si, en outre, sur chacune de ces cordes les masses sont symétriquement distribuées de part et d'autre du point de rencontre avec le diamètre, le centre de percussion de A sera sur le diamètre dont il s'agit.
2® Quand on voudra trouver le centre de percussion de l'ensemble de deux surfaces dans un même plan, on pourra chercher celui de chacune des deux surfaces isolées par rapport à Taxe de rotation donné, joindre ces deux points, puis prendre sur la ligne de jonction un point qui la divise en deux segments inversement proportionnels aux moments des deux surfaces (2Ej&)) relativement à l'axe de rotation. Il est clair que cette propriété peut facilement s'étendre à la différence de deux surfaces ou à la sommé d'un nombre quelconque de surfaces toujours dans un même plan.
3® Voici encore une propriété bonne à connaître. Si l'on
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Iriiisfurtne la surface plane A, en menani par un point quel- ,->>m|U<' M une ligne MP de direction conslante, et par le jHiiiit P où elle coupe l'axe de rotation une autre ligne PM', ^\c diroclion également dôierminée, dont la longueur serait (Ollf de MP amplifiL'e ou diminuée dans un rapport constant, lo rentre de percussion de la surface transformée s'obtiendra ou e\éculant sur le centre de percussion de A l'opération géom<.'lrii|ue qui vient d'èlre définie.
Dosignons, en effet, par des lettres avec un accent tout ce ijul se rapporte à la surface transformée : on aura, pour les l'oonlounces de son centre de percussion,
()r il y a d'abord un rapport invariable entre l'aire u et sa transformée m', car la transformation n'altère pas les dimensions parallèles aux jr et multiplie par un nombre déterminé celles qui sont parallèles aux y; de plus, on voit immédiatement que
/ ~: my et x' = ar -^ ny,
m el « étant des constantes. Par suite, on peut écrire
donc cnllii li: point [jt',, y',] osl bien identique avec le point it.iiluii du iriiiin de percussion de A parla transformation
./(' /« rvclicrche des ceiilri's de peiriissioa. — Kous 11'- contres de percussion de quelques surfaces homo- (uur d'axes délerminOs.
I iiiirnlli'-hgrniiime hnmogènc tournant antoar d'un de I iJiiT^idt^ru lions prés^nlccs ci-dessus [b) prouvent immé-
diatcment que le centre de percussion se trouve sur la médiane qui rencontre Taxe de rotation, et aux deux tiers de la hauteur, à partir (ludit axe. On arrive à la môme conséquence par l'emploi des valeurs de .r, el/i données plus haut («). En appelant / la longueur du côlé autour duquel tourne la surliice, h l'autre dimension, puisque E ne varie pas d'un point à un autre, on aura
if'b- '- 1'
11 est visible d'ailleurs, dans le cas du rectangle, que le centre de percussion doit se trouver sur la ligne perpendiculaire au milieu de la loniiueur /, car, si l'on prend celle ligne pour axe des j, il y a, pour un élément quelconque w, un autre élément symétrique ayant môme ordonnée r, et une abscisse égale et de signe contraire; donc sEj-j»» ■■= o, <'l, par suite, x, — o. Pour le parallélouTamme, la vérification de la valeur de j:, exigerait un petit calcul, bien facile à tnjuver et auquel il nous semble inutile de nous arrêter.
2* Triangle homogène tournant autour (Cun de ses côtés, — Soil le triangle ABC tournant autour de AC [ff;, 'H) : pour avoir le centre de percussion, il faut avoir, en projection sur le plan ABC, le centre de gravité d'un tétraèdre dont A, B, C seraient trois sommets, et dont le quatrième, que nous appellerons B', se projetterait en B. Or, rien n'est plus facile. On sait que le centre de gravité d'un tétraèdre se trouve au point de rencontre des *''^''
lignes qui joignent les milieux des côtés op- /;
poses. Prenons donc le milieu D de AC et joi- y ■ \
gtions-le au milieu de BB'; nous aurons, en ^;^ / X^
projection, la ligne BD. D'un autre côté, les [^
milieux de AB' et CB' se projetant respective- ^ '_
ment sur les milieux de AB et CB, en E et H, ^' ^ c
la ligne EH passera aussi par la projection du
centre de gravité. Donc ce point ne sera autre que G, milieu de Bl).
Ainsi, pour obtenir le centre de percussion du triangle homogène ABC. tournant autour de AC, on joindra le milieu de AC au sommet opposé, et l'on prendra le milieu G de la ligne de jonction : G sera le centre de percussion cherché.
3" Trapèze homogène tournant autour d'un des deux côtés non parallèles. — Soient ABDC le trapèze donné (fg. 33), AC l'axe de rotation qui
rencontre en S le côté opposé BD. Posons BD = /i, BS = mh. Imaginons un plan quelconque passant par la droite SCA, et désignons par B', D'
" '" ClIiPlTRB TROISIËSE.
- '°'--"l'"'-4"K-"<!ral"projealond«centredegrivii«(
,... ,,. la pyramide ltoni,uée ABDCD'B', dinére,» d»
deux Mraêdrei semblables SABB', SCDD' ayaUS
• '"■"■"""""""irami.Cosdeoicémèdre^outa,
\ ";°"' "'° S""" S"f "no ilroile parlaal d.S ei
""""'•'"" ™ ™lm lie gravilé de la base ABB'
. ^ ,, el, comme le ecnlre de gravilé de ABB' se projei»
^ , au point F, ,cl ,,„ W ^ IXi, nous connaiss..,
\ I ainsi une ligne SF qui conlienl le centre de per-
cuss,on du trapèze. Pour aclieve, de le détermi»,,
■ < ''"''"'':'" '' lii'lanco ^, comptée parallèl™.!
*""'■ ^"' ''■ ^opare do la ligne AB. A cet effet on
roma„,„„a_„„ les tétraM™ SABB', SCDD' sont r'especivement ™r"
lîennels l\ SB . SD soit 'i m' (,» .i> , , ^.
..on.r„ -1 -.1 . 1 '" ^ ' ; . et que les dislances de leurs
.entre, de gra.ilé.u plan ABB'^compt&s (comme la distance ^) p..
rallèlemcnt i BU, sont I Sîi, t SB + Bfl, ou encore i „,/, I|„,^3W,
Pour» - ., cas auquel le tri],ùze dcgénirerail on triangle, on .
..■ - ^ A, ..i » varie en croissanl depuis i jusque « , .r croit aussi el
tend MT, la iimilc j /,. Dans ce cas limite le trapèze devient un parallc-
legnua,,,,.. Le, deux résullals qu'on vient do trouver concordent avec
■eux qu on a donnés ei-dessus (i" et 2°),
.|- *■;»»■«< ,U- rmli- fc«„.,'.„c /„„„,„,„ ,„„„„ ,,, ,„ „„^, _ ^^
I-,;., ;i. sidérons le segment IILP [J!.. Sj), pri, <la„s un
cercle bomogèno do rayon B, et devant tourner
autour do sa corde IIP. Le centre de percussion
i ,^ .^ se Irouvera en If, sur la ligne diamétrale 00
J, V perpendiculaire au milieu de MP (i, ; il sera
î . ', complélement déterminé si l'on peut trouver sa
"I j distance jiu centre du cercle 0, ou simplement le
^. " !.^ \/' l'apport -jj- = 1. C'est à quoi nous parviendrons
en nous servant de ja^formule qui nous donne la
valeur de ,v, ou de VU Pour l'appliquer, parla-
■ons la surlace en élémenls /l^rly par des [arallèles aux lignes QP et QL,
prises pour axes desx et des /; nous aurons, en appelant o l'angle POL,
yil = R « — cosv ) = =^^ ;
E disparaît encore, comme facteur constant commun aux deux termes de la fraction. Une première intégration, faite pour l'une des rangées d*éléraents disposés suivant une parallèle aux jz-, donnera l'équation
J^U.l— COS=) /, U(l— tOBs;
dans laquelle .r ot r ne désignent plus que les coordonnées d'un point S quelconque de l'arc LP. Or, si l'on désigne par a l'angle LOS que fait avec OL le rayon passant par ce point, on a
.r -- R sina, y - - R(cosa — cosv), (ir : - — R sina r/a,
valeurs qui, substituées dans la dernière équation, donnent in — cosy) I s'in- y. { cos 'X — cos'^) ci 'JL — j sin^a (cosa — cosyjv/a. Pour effectuer les intégration?, on se rappellera que
sin^a cosy. dy. — - sin-'a,
Sin ar/a = - y. sma COSa,
sin'y. cos'y. (h. — - sin'^a cosa -4- - a sin a cosa.
On obtiendra donc sans diflicultc la valeur de //,
I V — ,V si n^ 'J cos V — î sin V cos v ~ jSin'o — y eus y -h sin y cos^ y
ce qu'on peut encore écrire de la manière suivante :
I V — sinv cosc> — - sin"* V cosv
4 sm y — y cos y — î sur y
ÔL, c'est-à-dire O'L', soit égale à OK, ce qui est un problème très-simple de Géométrie élémentaire. Le centre de ce cercle sera 0', projection oblique du centre 0 de l'ellipse.
Ayant construit le segment circulaire ML'P, on déterminera son centre de percussion H', relatif à Taxe MP, comme nous l'avons fait plus haut.
On obtiendra le rapport — ; — = /?, en substituant dans son expression
l'angle v dont le cosinus est — ou — -z=z^ • Connaissant H', on mè-
OL' OL
nera H' H parallèle à G'G, et son intersection H avecLI sera précisément le centre de percussion du segment elliptique. En effet, nous avons appliqué ici purement et simplement un théorème général démontré tout à l'heure (6, 3").
Pratiquement il ne serait pas nécessaire de passer par la détermination
du point auxiliaire H'. En effet, — _- = -j^z- = n: donc, après avoir cher- ^ OL' OL _
ché le rapport n qui répond à l'angle y dont le cosinus est — -7=^ ? il
suffira de porter sur OL la distance 011 égale à « OL : le point H sera le centre cherché.
{d) Recherche générale des centres de percussion par le Calcul intégral ou par la Géométrie, — Los valeurs des coordonnées Xi, y\ du centre de percussion d'une surface plane tournant autour d'un axe situé dans son plan sont exprimées au moyen de trois sommes étendues à tous les éléments superficiels. 11 est clair que chacune de ces sommes peut être calculée au moyen d'une intégrale double, comme on Ta vu à propos des moments d'inertie (n"22,e;. Ces sommes peuvent également se trouver à l'aide des procédés approximatifs connus, tels que la méthode de Simpson.
On peut aussi employer dans celte recherche un procédé géométrique. Nous le croyons d'autant plus inléressanl à connaître qu'il conduit à des résultats simples et élégants, et que (comme nous le montrerons tout à l'heure) il est direciemeni applicable à la détermination du centre de pression d'une aire plane plongée dans un liquide pesant et homogène.
Soit donc CD [fig> 3()) la surface plane, de forme quelconque, dont on veut avoir le centre de percussion relativement à Taxe TT' contenu dans son plan. Soit 0 son centre de
gravité y autour duquel on suppose tracée Tellipse centrale (l'inertie* Menons par le point 0 les axes principaux d'iner-
tie Ox, 0^, et en outre deux droites Ow, Ov, l'une parallèle et l'autre conjuguée à la direction TT'; nommons*
x,/les coordonnées d'un point quelconque par rapport aux
axes Oo;, Oj; V, w les coordonnées obliques de ce même point relativement
à 0^, 0(1^; ^i> Ji> t'i» ^1 les coordonnées rectangulaires ou obliques du
centre de percussion demandé; t»: la valeur particulière de v pour un point quelconque de
TT', c'est-à-dire la dislance OA prise avec le signe — ;
p la longueur du demi-diamètre OP ;
ô l'angle POw qu'il fait avec son conjugue;
M la quantité csinô pour un point quelconque, c'est-à-dire In distance normale de ce point à Oiv, prise avec le signe -iou avec le signe — , suivant que Tordonnée v est positive ou négative;
Ui, Ut les valeurs particulières de u pour le centre de percussion et l'axe TT';
rie rayon de gyration de la surface CD relativement à Ow.
Le centre de percussion est, comme on Ta vu ( ft), le centre de forces parallèles appliquées aux divers éléments &> de la surface et proportionnelles, pour chacun d'eux, au produit de
^* ujvvo Ko par sa dislance à l'axe de rotation; d'ailleurs, . ar viisLauce s'exprime ici par ii — w, ou par [v — (^j)sino. Vi.|»4i(juaiii, en conséquence, le théorème des nnomenis par »i,i|iui i aux lignes 0(v, Oi^, on trouvera
i», ^ E ( C' — Vi\ &) - : w E i' iV — Vt] 0),
v>u bien, en tenant compte de ce que le centre de gravité est à lui i^iue, ce qui entraîne la nullité des sommes ZEi^co, 2Etvw, i\ vient
— i', Cj-Eo) zrr^Ec'O),
— tV, i/jiEo) =: 2Et'(t'&).
Or on a démontré Jn" 22, d) les égalités
^ E iH«' /» =1:: o :
les deux précédentes donneront donc enfin
,0 i'. fi -+- /?' — o,
On pourra poser aussi, en vertu de (11,
c', l'aSin'o -^- //sin^o = o;
or, par définition, Vy sino et t'îSino ne sont autre chose que «, ot M2, et, d'un autre côté, ps\ï\d est égal à r fn*» 22, d]\ donc
3] UxUi-r- r- — o.
Les équations (t), (?) et : 3) font connaître le centre de percussion par ses coordonnées c,, w,, u^, qui se trouvent exprimées en fonction des données f/,, i'„ r, p. Interprétons maintenant ces équations en langage ordinaire.
L'équation (2) nous apprend que w, est nul et que, par conséquent, le centre de percussion se trouve quelque part sur la ligne Ov, en II par exemple. L'équation (1) montre que i^i et fa sont de signes contraires, que par suite le centre de gravité 0 est compris entre le centre de percussion H et le point A où l'axe de rotation est coupé par Oc, enfin que OP est moyen proportionnel entre OA et OH. Quant h Téqua-
lion (3), elle définit la distance normale du point H à Ow; on aurait pu la trouver en exprimant, suivant les théories connues, que le centre de percussion demandé se trouve sur Taxe d'oscillation de la surface CD considérée comme un pendule tournant autour de Taxe de suspension TT'. En résumé, nous pouvons énoncer la règle suivante :
Pour déterminer le centre de percussion d'une surface plane CD relativement à un axe TT', on mènera par le centre de gravité 0 de cette surface le diamètre KOv conjugué de TT' dans l* ellipse centrale d'inertie ; puis, dans le prolonge-
ment de AO, on portera la longueur OU ésale à -. ~t OP
AO
étant le rayon de V ellipse dans la direction AO. Ou bien encore, après avoir tracé AOf, on prendra la rencontre H de cette ligne avec une parallèle à TV menée au delà du centre
de gravité à la distance OG = -^^r— » r étant le rayon de gyra-
tion relativement à Ou'.
Nous avons dit que les résultats trouvés pour les centres de percussion étaient directement applicables à la recherche des centres de pression, problème qu'on traite dans THydrostalique. Supposons, en effet, que CD soit une aire plane plongée dans un liquide pesant et homogène en équilibre, la pression étant en outre censée nulle au niveau supérieur du liquide (si elle ne l'était pas, on relèverait ce niveau d'une quantité égale à la hauteur représentative de la pression qui s'y trouve exercée). Soit TT' l'intersection du plan CD, prolongé au besoin, avec le plan horizontal du niveau supérieur. Les pressions exercées par le liquide sur les divers éléments superficiels w tle l'aire CD seront, pour chacun d'eux, proportionnelles au produit de w par sa profondeur au-dessous du niveau, et par conséquent aussi au produit de w par sa dislance à TT'. Or, dans l'hypothèse où le nombre E serait constant, c'est précisément la loi que suivent les forces parallèles dont H est le centre; et, comme ce centre ne change pas quand toutes les forces varient dans un même rapport, il en résulte que le point H déterminé par la règle ci-dessus n'est autre chose que le centre de pression de l'aire CD. Dans la règle en question, il faut
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comprendre seulement que TT' désigne l'intersection du plan de l'aire donnée avec le pian du niveau supérieur; de plus, l'ellipse d'inertie doit être calculée en admettant l'homogénéité de la surface; enfm, si cette surface était partiellement hors du liquide, il est bien entendu que la portion extérieure serait considérée comme n'existant pas et qu'on devrait appliquer la règle à la partie plongée, prise toute seule.
[e) Problème inverse : Trouver l'axe de rotation quand le centre de percussion est donné. Lieu géométrique des centres de percussion d'une surface quand l'axe de rotation varie dans son plan suivant une certaine loi. — Quand le centre de percussion H est donné, il est bien facile de revenir à l'axe TT' [fig. 36); il suffit, en effet, d'après ce qu'on a vu ci-dessus (J), de joindre le point H au centre de gravité 0 de la
OP
surface, de prolonger HO d'une quantité OA = -__^5 enfln,
OU
de mener par le point A ainsi obtenu une parallèle au diamètre Ow, conjugué de OH. Ou bien ecLÇore, ayant mené en H
la ligne HG parallèle à Oti^ et abaissé de 0 la perpendicu-
laire OG, on prolongerait GO de la quantité OB =- z.» ce qui
OG déterminerait B et partant TT'.
Cherchons encore l'équation de TT' par rapport aux axes
rectangulaires Ox, 0/. Conservons les notations ci-dessus
employées [d] et soit
y -.- nix -^ n
celte équation, m et n étant deux quantités à trouver. La distance d'un point quelconque du plan à cette droite sera proportionnelle à y— mx— n, et les forces parallèles dont H est le centre le sont au produit E;/ — mx— /i)co; donc, en écrivant le théorème des moments pour les axes coordonnés, on
aura
^•, i E ' >• — mx — n « - - 2l E >• — mx — n ] x &),
^•, i E ^ r — mx — n w — - E ^' — mx — n] jroi.
Or, les axes Ox et 0/ étant les axes principaux d'inertie au centre de gravité, on a aussi
ZExcù=^o, IlE^*ci):=o, ISEj7'w = o;
si nous nommons, en outre, aeib les deux rayons principaux de l'ellipse, el que nous posions, comme au n** 22 [d],
les deux équations ci-dessus se réduiront, par la suppression
du facteur 2E&), à
— nxi— — mb^,
— nxi — a\ d'où Ton lire
a^ nxy a' Xi
L'équation de la droite TT' sera donc
ou bien encore
jy, , xxi
On reconnaît dans l'équation (4) celle de la polaire du point H relativement à l'ellipse centrale d'inertie, sauf le changement de signe du terme indépendant de x et dej^% lequel changement a pour effet de faire passer la droite dans la position symétrique par rapport au centre 0. Ainsi TT' n'est pas précisément la polaire du point H, mais c'est une droite parallèle à la vraie polaire //', placée symétriquement de l'autre côté du centre, et que pour cette raison nous nommerions volontiers Vantipolaire de H. Réciproquement, H serait Vantipôle de TT', c'est-à-dire un point pris sur le prolonp^ement de la droite qui joint le pôle A au centre, à la distance OH:^0/i. Celte observation, qu'on aurait pu déduire de la construction géométrique indiquée [d] pour trouver le point H, aussi bien que de l'équation (4), permet d'étendre immédiatement toutes les propriétés des pôles et polaires aux centres de percussion et axes de rotation correspondants. De ce que le centre de percussion a l'axe correspondant pour son antipolaire résultent les propositions ci-après :
I" Quand le centre de percussion varie sur une même droite, les axes de rotation correspondants passent par un même point; ce point est le centre de percussion relatif à la droite.
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7P Dans le cas particulier où la droite passe par le centre 0, les axes sont tous parallèles à la direction conjuguée dans l'ellipse, et réciproquement.
3° Si Taxe de rotation se meut en restant toujours tangent à une certaine courbe (K) dans le plan, le centre de percussion décrit une autre courbe (K'); ces deux courbes sont réciproques, c'est-à-dire que, si l'axe enveloppe (K'), le centre de percussion se meut sur (K). Ces courbes sont les antipolaires réciproques; le degré de Tune étant connu, le degré de l'autre le sera pareillement; on démontre, par exemple, que, si Tune est du second degré, il en est de même pour l'autre.
La seconde proposition peut être donnée comme un corollaire de la construction par laquelle on trouve le centre de percussion pour un axe de rotation donné. La première se démontre bien facilement, sans avoir recours à la théorie des polaires. Supposons, en effet, que Taxe de rotation varie, mais qu'il doive passer toujours par un certain point fixe dont nous appellerons les coordonnées Ç, yj; pour chaque axe particulier il y aura un centre ayant Xx, ji pour coordonnées, et, puisque Taxe passe au point (^, r;), il faudra que ces quantités, mises à la place de x et y, vérifient l'équation (4). Donc
donc les coordonnées x^y j\ sont liées par utie équation du premier degré, et le point qu'elles représentent se meut, par conséquent, en ligne droite. D'ailleurs la forme de cette équation, où a:,, j, désignent les coordonnées courantes, comparée à celle de l'équation (4), montre clairement que la ligne dont il s'agit est l'axe de rotation répondant au centre de percussion [^yfï]'
Quant aux propriétés énoncées dans le troisième alinéa [Z% nous nous contenterons de les avoir rattachées à la théorie des polaires. Leur démonstration exigerait de trop longs développements et nous écarterait trop de notre but.
57. Tensions produites sur la section transversale d'un prisme par une force agissant en dehors de l'axe, mais dans une direction parallèle. — On suppose que toutes les forces
extérieures appliquées à un prisme^ entre la section CD [fig. 37) et Tune des extrémités, se composent en une force unique N, parallèle à Taxe Oz du prisme et, par conséquent, normale à CD, mais venant rencontrer le plan CD en un point H
Fie. 3/.
CtC
— rr- W
Ao:
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différent du centre d'élasticité 0 de la section. La force N est, par exemple, la résultante des forces agissant sur la partie du prisme située à gauche de CD; il faudra qu'elle soit équilibrée par les réactions dues à la partie placée à droite, c'est-à-dire par les tensions développées sur le plan CD; ce sont ces tensions qu'il s'agit maintenant de déterminer.
La solution de ce problème se déduit facilement d'une hypothèse que nous regarderons a priori comme suffisamment exacte; cette hypothèse consiste en ce que tous les points de la section CD, dans leur déplacement par rapport à une section infiniment voisine AB prise pour système de comparaison, décrivent des chemins parallèles à la force N, chemins qui les amènent à être finalement contenus dans un autre plan CiD,.
Les plans CiD,, CD se coupent suivant une certaine ligne TT' s'éloignant parfois à l'infini, mais ne pouvant devenir imaginaire. Tous les points du plan CD se mouvant dans la direction normale à ce plan pour arriver dans CiD,, il en résulte que les points de TT' ont dû rester immobiles, et, par suite, que le mouvement total de CD relativement à AB se ramène à une rotation autour de TT'. Sur cette ligne il n'y a pas d'allongement et conséquemment pas de tension (en supposant, bien entendu, que la loi des allongements ou tensions s'étende, s'il le faut, même au delà des limites de l'aire CD); pour cette raison, nous nommerons TT' Y axe neutre.
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Le point H, par où passe la résullanle des tensions moleculaireSy puisque celles-ci doivent équilibrer la force N, sera pour nous le centre de tension ou parfois le centre de pression.
Or la corrélation entre le point donné H et la ligne inconnue TT' est bien facile à découvrir. L'allongement d'une fibre élémentaire quelconque, ayant une section w, est proportionnel à la distance d qui la sépare de l'axe, et, si nous appelons E son coefficient d'élasticité longitudinale, sa tension sera (sauf un facteur constant) Ecurf. Toutes les tensions sur l'ensemble des éléments &> varient donc comme le produit de Eu) par la distance d; donc, en convenant d'attribuer partout à la surface une densité E, nous pourrons dire (n° 56, b] que le centre H de ces forces parallèles est le centre de percussion de la surface CD relatif à TT' prise pour axe de rotation. Cela permet (n° 56, e) de construire TT', puisque nous connaissons H; celte ligne a une direction conjuguée du rayon OHP dans l'ellipse centrale d'inertie de CD, et coupe le prolongement de ce rayon en un point F qu'on sait trouver.
Pour conclure de là l'expression analytique de la tension, concevons tracée autour du point 0 l'ellipse centrale d'inertie dont Ox et Or seront les axes principaux, et nommons
a, b les rayons de gyration de l'aire CD relativement à ces axes;
X, y les coordonnées, relativement aux mêmes axes, d'un point quelconque M appartenant à l'élément «;
V son ordonnée parallèle à OV, dans le système d'axes obliques OV, OW, cette dernière ligne étant le diamètre conjugué de 011 V;
u la distance normale de M à OW, prise avec le signe de l'ordonnée v\
X\y Xi9 «I» ^1 les valeurs particulières des variables x, x» "» ^ pour le centre de tension II ;
i/î, Vj les valeurs de m et de v pour tout point de TT', pour F par exemple:
p la longueur OP du rayon de l'ellipse dans la direction OH;
r le rayon de gyration de l'aire CD autour de l'axe OW;
/ la tension sur l'élément w.
On a démontré au n° 56 [d) les relations
M|Mj-}-r- = 0, ^;^i^2-f- p' =o
dont Tune ou l'autre suffit pour définir le point F; on a vu aussi que TT' est représentée parTéquation
xx^ rri
Cela posé, la distance rf s* exprime par u — 1/3, ou bien (sauf des fadeurs constanls) par v — i^, et par i -f- -.^ -r- '-' \ \ donc on peut écrire, en désignant par K, K', K" trois constantes,
/— KEw(w — M,), ou bien, si Ton remplace «j et Vi par leurs valeurs — --1
— - » et qu on pose
f Li : —
il viendra
Ux
/ = CEw ( I -i — -^ \
/=.C'Eck)(i-^-'^l,
Les trois coefficients constanls C, C, K" se dclerminenl par la condition que la somme des tensions élémentaires 2/ doit être égale à N. Celle somme, calculée en employant pour / successivement chacune des trois expressions qu'on vient d'établir, aura les trois valeurs
C2Ew, C'2Eo), R^SEo3,
car, puisque Oj^, 0^, 0(v passent par le centre d'élasticité, on a
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Donc il résulte de là
eXf par suite, trois formules donnant la valeur de la tension par unité de surface en chaque point, savoir :
,t., t NE / uu,\
^ ' w 2Ew \ r' /
fa\ ^ NE / vvA
Après avoir déterminé les tensions /, on peut aussi chercher quel est le mouvement de CD relativement à AB, mouvement qui constitue la déformation de l'élément prismatique ABCD. Ce mouvement consiste, comme on Ta vu, en une rotation autour de TT'; mais on peut aussi le regarder comme
produit par la coexistence d'une translation 00' = /, égale aa déplacement du point 0, et d'une rotation ip égale à la première et s'effectuant autour d'une parallèle OW menée enOà Taxe TT^ La translation amènerait CD dans la position intermédiaire CD', d'où l'on passerait à la position finale CtDi par la rotation ^ autour de OW. Afin de calculer /, il suffit de remarquer que cette longueur est l'allongement de la fibre centrale qui va du point 0 jusqu'au plan AB, et qui a pour longueur primitive la dislance L des plans AB, CD; à cet allongement répond (n"" 1) une tension par unité de surface
E'/ égale à -=-> si l'on nomme E' le coefficient d'élasticité longitudinale aux environs du point 0. Or les formules précédentes
NE' donnent pour cette même tension la valeur ^-^f^ \ donc
L 2iEw'
résultat remarquable en ce qu'il est indépendant du point d'application de la force N, et reste le même quand cette force
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agit en 0. Ce dernier cas est celui dé Texiension simple, lel qu'on Ta étudié au n°2, dans lequel toutes les fibres élémentaires s'allongent de la même quantité /; quand le centre de tension se déplace en parlant de 0, en général, rallongement se modifie pour une fibre prise au hasard, mais il reste le même pour la fibre centrale. On voit, au surplus, qu'il y a identité entre la valeur de /donnée par la formule précédente et celle qu'on tirerait de la formule (2) du n** 2.
Maintenant, puisque le point 0 est à la distance — de l'axe
TT', la rotation autour de celte ligne, et aussi par conséquent la rotation 4», a pour valeur — -^ ? ce qui donne, quand on remplace
/par sa valeur,
ou encore, si l'on nomme X le moment N^, de N par rapport à 0 et d l'angle VOW de la droite donnée OII avec sa direction conjuguée,
I . d» Xsinô
Ce mouvement relatif de deux sections infiniment voisines, qui consiste en une rotation autour d'un axe contenu dans le plan et passant par le centre d'élasticité de l'une d'elles, est ce que nous nommerons désormsils flexion simple; il dérange le parallélisme primitif des deux sections, sans produire un allongement ou raccourcissement de la fibre moyenne. Nous avons déjà étudié un mouvement de ce genre au n** 19, mais avec moins de généralité toutefois, car ici Taxe de flexion OW est quelconque, tandis qu'au n" 19 c'était un axe principal d'inertie de la section.
Cas particuliers. — Si la surface est homogène et que E ne
varie pas d'un point à un autre, ce coefficient disparaît du
NE N
quotient ^r;— 5 qui devient lui-même constant et égal à ^r;— » 2E&) ^ ^ lui
c'est-à-dire à la tension moyenne par unité de surface qui aurait lieu dans le cas où la force totale N se répartirait uniformément sur l'aire totale loa de la section. Dans cette même
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hypothèse, la lension - par unilé superficielle en un point
quelconque ne varie plus qu'en raison de la distance d à Taxe neutre; elle est la même pour tous les points situés sur une même parallèle à cet axe. Ces parallèles ont pour équation générale
I H ir -^ -— = COnst.
Lorsque le point H coïncide avec 0, on a X = o, et ij/ devient également nul; rallongement se réduit à / pour tous les éléments de la section, et Ton se trouve, comme nous l'avons déjà dit, dans le cas de l'extension simple. Lorsque, au contraire, on suppose H s'éloignant indéfiniment sur OV, c'est-à-dire fi croissant jusqu'à l'infini, mais en faisant décroître N jusqu'à zéro, de manière à conserver constant le moment X^Nç',, à la limite / disparaît, et il ne reste que la rotation ^ autour de OW, dont l'équation (9) donne la grandeur. Celte force nulle, à une distance infinie sur le prolongement de OH, peut être considérée comme équivalente à un couple, d'intensité X, perpendiculaire à la section et la coupant suivant la ligne OV. On s'est donc ainsi rendu compte de l'efTet d*un couple X normal au plan CD; il produirait la rotation ^ autour du diamètre de l'ellipse centrale d'inertie conjugué avec sa trace sur le plan de la section, et des tensions
udf élémentaires/ exprimées en conséquence par Ew ---^ Du
reste, il serait très-facile de constater que l'ensemble de ces forces t se compose en un couple égal à X; mais cela n'est pas indispensable à notre démonstration, et, comme cette composition se représentera plus tard dans d'autres circonstances, nous ne nous y arrêterons pas quanta présent.
On peut remarquer, en passant, l'analogie complète qui existe entre la recherche des déplacements / et 4* et celle du mouvement que prendrait la surface CD matérialisée, comme il est dit aux n°* 22 et 56, sous l'action d'une impulsion N parallèle à Oz, agissant en H pendant un temps très-court. La vitesse acquise par le centre de gravité de ce solide idéal serait égale et parallèle à y-*, la vitesse angulaire acquise dans
le mouvement autour du centre de gravité serait de même
égale à la valeur ci-dessus trouvée pour j- et aurait lieu autour du même axe OW.
Observations sur les signes à donner aux quantités al
gébriques dans les formules qui expriment les tensions, — On
a déjà vu (n° 57) que la tension par unité de surface en 0
ifig'^l)* ^^^^^ qu'elle résulte de Tune quelconque des for-
NE' mules (5), (6) et (7), a une valeur ^rr-— identique à celle qui
se produirait si la force N était appliquée en 0 et donnait lieu à rallongement simple /. Comme E' et 2E&) sont des quantités essentiellement positives, pour que cette expression devienne positive ou négative suivant que l'élément central supportera une tension proprement dite ou une pression, on voit que N devra recevoir le signe -h ou le signe —, suivant que celte force, transportée parallèlement à elle-même au centre d'élasticité, agirait pour allonger ou raccourcir le prisme élémentaire ABCD. C'est une chose qu'on pourra toujours décider de suite, d'après le sens connu de la force N.
Maintenant, pour que les formules conservent, en tout point de la section, la propriété d'indiquer la nature de l'effort moléculaire par le signe du résultat qu'elles fournissent, il suffit que les facteurs
UUi VVy XX X yvy
positifs et égaux à l'unité pour le point 0, changent de signe quand on passe d'un côté à l'autre de l'axe TT'. Or voici comment on y arrive. Les lignes u ^\v doivent se compter positivement d'un côté deOW et négativement de l'autre; peu importe d'ailleurs le côté regardé comme positif, car, si on le changeait, u et Mi ou bien v et Vi changeraient simultanément désigne, et les produits mw,, vv^ conserveraient le leur. Quant aux coordonnées Xy y^ Xx, /,, elles suivent les conventions admises en Géométrie analytique. Moyennant ces précautions, les trois facteurs dont il s'agit représentent de diverses manières le rapport entre la distance d d'un élément w à l'axe
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neutre TT' et la dislance analogue du point 0, avec le signe + quand les points sont du même côté de l'axe, ei le signe — dans le cas contraire, ce qui est justement la condition à
Positions di<.-erses de l'axe neutre quand le centre de
tension varie; nonui central d'une section. ~ Lorsque le
,.., -^ centre de tension H d'une
section CD [Jig. 38} varie (te
position en partant du centre
d'élasticité 0 et s'éloignaot
indéflntment sur le rayon
vecteur OV, la direction de
l'axe neutre T' ne change
pns, puisque c'est toujours
celle de la tangenleà l'ellipse
centrale d'inertie, au point P
où elle est coupée par OB.
Muis la position de cet axe
ili.iim'; sa distance au point 0, exprimée en valeur absolue
|.,ii- ^11" 57], varie depuis l'inlini jusqu'à zéro.
\iii>l, lorsque H sera très-près de 0, l'axe neutre renconirci'.i 11' prutongcnient de VO à une très-grande distance, qui dlmiiuiiTii progressivement et deviendra nulle à la limite, lt<i->i|iii! Il sera infiniment éloigné. Il y aura donc une position imrtlriilière II' de ce point telle, que l'axe neutre corresponiliiiil '!"'' n'ait qu'un point D commun avec la section CD, i|iril liiissi'ia tout entière d'un môme côté. Pour obtenir ce pi>liit 11', il suffira de mener au périmètre de la section la tan- Hriili' '!"'' parallèle à T/, laquelle coupera en F' la ligne OB prolongée; on aura, comme on le sait [n° 3C, <^),
ni ipii détermine ÛÎF.
rtdi' I li,ii|(ic rajon vecteur partant du centre de gravité, il J iiijrii lin |>i>int analogue, et le lieu de ces points constituera iiiiK l'iiiiiiii' ou un contour polygonal fermé. L'axe neutre cou-
pera OU ne coupera pas la surface CD, suivant que le centre de tension sera à Textérieur ou à Tinlérieur de ce contour; dans le second cas, tous les cléments superficiels seront pressés ou tendus, suivant la direction de la résultante N, qui agit sur le prisme dont CD est une section; la nature de l'effort sera partout la même qu'au centre d'élasticité. Nous appellerons noyau central de la section la portion d'aire située à l'intérieur de la courbe ou du contour dont nous venons de parler.
D'après la manière môme dont il est obtenu, on voit que le noyau central est le lieu des positions prises par le centre de percussion de la surface quand l'axe de rotation correspondantsemeut en restant continuellement en contact avec le périmètre extérieur de colle-ci , ou, si Ton veut, c'est (n° 56, e) l'antipolalre réciproque de ce périmètre extérieur par rapport à l'ellipse centrale d'inertie.
Les propriétés générales des polaires ou antipolaires réciproques trouvent donc encore ici leur application. Ainsi , quand le périmètre extérieur aura une partie limitée par une courbe du second degré, le noyau central présentera une courbe correspondante du même degré. Quand le périmètre extérieur présente un angle, alors il y a par ce point une inflnité de tangentes qui viennent y passer, d'où il résulte que le noyau central présente une partie rectiligne, lieu des antipôles de ces tangentes (n° 56, e). Le sommet de l'angle serait lui-même l'antipôle de la partie rectiligne dont il s'agit. Par suite, si le périmètre extérieur est un polygone à n sommets, le noyau central sera un autre polygone ayant un pareil nombre décotes; de plus, il est aisé de reconnaître, en raison de la réciprocité des deux polygones, que les sommets du noyau central sont les antipôles (ou centres de percussion) répondant aux côlés du périmètre extérieur. Ces théorèmes sont remarquables en ce qu'ils ne seraient pas infirmés par l'existence, dans la section, d'un vide intérieur de forme quelconque; seulement, comme l'ellipse d'inertie changerait, le noyau central éprouverait des modifications correspondantes.
Voici maintenant divers exemples de la détermination du noyau central de quelques surfaces homogènes.
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i*» Rectangle homogène. — Soit donné le rectangle ABCD [fig. 89); menons les médianes LN, PM et divisons chacune d'elles en trois parties
égales, par les points E, F, G, K, tellement pris qu'on ait
PE -EG = GM = jAC,
Fig.
CD
Le centre de percussion répondant à Taxe CD serait le point E (n« 56, c)\ ce serait F pour l'axe AC. D'après ce qu'on vient de voir, il parcourra la droite EF pendant que divers axes neutres, ayant le seul point C commun avec le périmètre, passeraient de la direction CD à la direction CA. En poursuivant le même raisonnement, on verrait que le noyau central se continue par les droites FG, GK, KE. C'est donc un losange concentrique au rectangle donné, et dont les diagonales sont les tiers intermédiaires des deux médianes.
2** Couronne circulaire ou cercle plein homogène, — Soient R le rayon extérieur, r le rayon intérieur. On sait (n° 22,/) que Tellipse centrale est
un cercle de rayon - y/R- f- r ; par conséquent, tous les demi-diamètres
de cette ellipse ont pour carré 7(R*-f-r^). D'ailleurs la quantité désignée
par OF' au commencement du n^ 59 est ici le rayon R du cercle exlé- R^ -^ r
rieur; donc
iR
représente la distance constante du centre d'élasti-
cité au périmètre du noyau central. Ce périmètre est donc un cercle concentrique à ceux qui limitent la section donnée; son rayon est sensiblement -R si la couronne est mince; il est -R si le cercle est plein. •2 4
3" Couronne elliptique comprise entre deux ellipses semblables ou ellipse pleine homogène. — Appelons, comme au n° 22 (/), /le grand axe et h le petit axe de l'ellipse extérieure, ml et mh les dimensions homologues do l'ellipse intérieure; les axes de l'ellipse centrale d'inertie seront
-l\/i-i-m^ et ~ h \/i ~hm\
Ainsi donc, si l'on désigne par p un demi-diamètre quelconque de la première ellipse, -p \/i -^ m' sera le demi-diamètre homologue dans Tellipse
centrale d'inertie, lequel est désigné par OP au commencement du n* 59. Ce diamètre coupera le contour du noyau central à une distance du
ceDire d'élasticité ép:ale à
[Ljjy/y^nt'y
, c'est-à-dire à -/»(i -f-m').
Donc enfin le noyau central aura pour périmètre une ellipse semblable à celles qui terminent la section; le rapport de similitude avec la plus
srande sera -Ai-^m^), soit environ - ou bien -» suivant qu'il s^a^it ° 4 2 4 1 D
d'une couronne très-mince ou d'une section pleine.
§ m. — Répartition d'une charge totale sur la base d'nn prisme n'ayant pas d'adhérence avec son appui.
60. Généralités. Deux cas à distinguer. Solution du premier cas, — Le problème général traité au n° 57 présente un cas particulier dont nous allons maintenant nous occuper el dont la solution exige des considérations d'une nature tout à fait spéciale : nous voulons parler du cas où la section transversale, dans laquelle on cherche les tensions ou pressions, se trouve précisément à l'une des extrémités du prisme el supporte une force résultante équilibrée par les réactions d'un plan fixe, ce plan étant supposé n'avoir avec le prisme aucune adhérence el ne pouvoir produire, par conséquent, que des pressions proprement*diies. Pour que l'équilibre existe dans cette circonstance, la Statique rationnelle nous apprend d'abord qu'il y a deux conditions nécessaires : i" la résultante doit passer à l'intérieur du polvgone convexe formé par les points d'appui ; 2° elle doit tendre à serrer le corps contre sa base. Ces conditions devront être remplies par le prisme dont nous nous proposonsd'éludier l'équilibre intérieur; maisil faut de plus ajouter, quand on a égard à la résistance limitée des matériaux, que la pression maximum par unité de surface ne doit pas être trop considérable.
Supposons donc un corps P sensiblement prismatique aux environs de la section normale AB {Jig. 4^), à laquelle il se termine et sur laquelle il est porté. Les forces exercées sur ce corps donnent une résultante N satisfaisant aux deux premières conditions ci-dessus énoncées. On demande la pression en un point quelconque
Fi g. 40.
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dr h surface AB, afin de pouvoir décider si la troisième est rplcnuMU remplie.
II \ a dans ce problème deux cas à distinguer. Le prisme
^uîiî tiriivemeni prolongé en A'B' dans l'intérieur de son
<■ nn.>ri de manière que AB devienne ainsi une section nor-
T^fi.c iniormédiaire, il peut arriver, premièrement, que la
•hivrie exposée au § II conduise à reconnaître Texislence de
rvrossions dans toutes les fibres élémentaires qui traversent AB;
ô'osi co qui aura lieu si la force N agit à l'intérieur du noyau
*vn:ral (n'^SQ), car, d'une part, toutes les fibres supporieronl
ilos violions de même nature, et, d'autre part, ces actions se-
t\mU bien des pressions, puisque, d'après le sens admis pourN,
}$ lîbrc moyenne doit être comprimée. Or il est naturel de
supposer que les choses se passeront encore de même si la
pn>lonj;ation fictive du prisme est remplacée par un appui ne
ûisant pas corps avec lui, car ce défaut d'adhérence n'empêche
ivïs les actions répulsives nécessaires à l'équilibre de s'exercer
lout aussi bien que s'il s'agissait d'un corps continu. Ainsi
donc le cas où la force agirait à l'intérieur du noyau central de
la base n'a pas besoin d'une étude particulière; il se trouve
compris dans la théorie du § 11, qui permettra d'en calculer
toutes les circonstances. *
Mais il en sera différemment quand la force N, tout en satisfaisant aux deux premières conditions générales de l'équilibre, rencontrera la base en dehors du noyau central. Si l'on voulait procéder encore comme nous venons de le faire et appliquer la même théorie, on trouverait dans la base un axe neutre qui la couperait; pour les points situés du même côié que la force et le centre d'élasticité, par rapport à cet axe neutre, on trouverait une pression , comme pour la fibre moyenne (n°57); et, de l'autre côté de cet axe, on serait ccr.duit à reconnaître une tension. Or cela ne peut pas être admis, car l'appui qui supporte le prisme est bien capable d'exercer sur lui des actions répulsives, mais il ne saurait, par hypothèse, donner lieu à des forces attractives, puisque l'adhérence est nulle. Les points qui ne sont pas pressés n'ont pas de tension à supporter. La base AB doit donc alors se diviser en deux parties, l'une résistant à des pressions, l'autre ne résistant à aucun effort.
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61. Solution générale du deuxième cas. — On voit, par les considérations précédentes, qu'une nouvelle théorie est nécessaire pour résoudre le problème posé au n° 60, dans le second cas, celui où la résultante des charges agit en dehors du noyau central. Nous aurons recours à une hypothèse assez naturelle, consistant à admettre que la partie pressée se comporte comme un prisme isolé et que le surplus est juxtaposé sans exercer aucune influence.il en résulte immédiatement que, dans la partie pressée, la pression par unité de surface suivra les mêmes lois que celles auxquelles est soumise la pression ou la tension en un point quelconque de la section transversale d*un prisme droit. La seule difficulté consiste à trouver la ligne de séparation des deux parties; une fois cette ligne connue, on peut faire abstraction de la partie non pressée et déterminer, dans l'autre, la pression en chaque point, comme nous l'avons fait au n*" GO, pour le premier cas.
Nous voyons d'abord que la ligne de séparation dont il s'agit est une ligne droite. En elîet, c'est le lieu des points pris dans la partie résistante de la base pour lesquels il n'y a ni pression ni tension; or dans cette partie la théorie du § II est applicable, ainsi que nous venons de le voir. La ligne des points où la pression s'annule est donc une ligne droite, car cette ligne n'est autre chose que l'axe neutre de la partie résistante (n° 57). Nous savons, de plus, que le centre de tension, c'est-à-dire le point d'application de la force N, doit cire le centre de percussion de la partie résistante de la base.
En conséquence, le problème consistant à déterminer la ligne séparative des deux parties, lorsque le point d'application de N est donné, peut être posé en ces termes :
Etant donnés une surface plane {la base du prisme] et un point de cette surface [celui où agit N i, tracer une ligne droite qui coupe cette surface en deux' parlions telles que celle des deux qui contient le point donné ait ce point pour centre de percussion relatif à la ligne demandée,
La solution générale de ce problème sera obtenue par des tâtonnements. Voici l'idée de la manière dont on pourrait les diriger. Soient AÏBT' {fig. 40 la surface donnée, Il le point
I. 3« édit
iT.^ 7 pli cation iV U f,r;e N, TT' la ligne inconnue. Prenant v.iit.' (lircciioii KTt.i-i.:::' 5S', on tracera une série de lignes parjtli'lcs oiurc Ifs -•:.-.. -..on s extrêmes SS', S"S", tangentes au pôrirnrlre âr '.'i ■.rt- .: 'iini?e, ou n'ajani qu'un point commun avec lui s'il rsi ■;•: .^■^•.-•nù]. On cherchera, pour chacune de ces ligncTï. ro T'ir fvi'mple, le centre de percussion de la surfaco VBO -■-'■'" ->n-Jossus, en ayant égard à sa densité variable, qui sera supposée, en chaque point, ' ' ' égale au coefficient d'élaslicilé E. Le
> .'_ .H- lieu des centres ainsi obtenus formera
~ \ une courbe BC parlant du noyau cen-
'ii \ tral ponraller au périmètre exiérieut;
' . i - le point C répondrait à l'axe SS' etle
i,l . ^" ' ,'f" point B a l'axe S"S'". En faisant varier ". j-, - " la direction des lignes SS', on aura
'■•., '' d'autres courbes analogues qui rajon-
» ( > "■ J neroni dans toutes les directions au-
tour du noyau central; on arrivera donc, par tâtonnement, à faire passer l'une de ces courbes par le point donné H, et alors il est visible que le problème sera résolu.
f'i. Triicr lie lu tn)ij;riilc it In cniiilic ilcs rentres de perciLsxion rr/"- Hp ,1 une M-rif d'iuTi iHirnlIi-lfs. — Proposons-nous de mener une lanp-iilo il la courbe BC, dont nous venons do parler, courbe formant If jjrii des ccn 1res (le percussion d'une sOrio de sei;ments interceptés danslj suiTmc" AI'IHJ par des lignes parallèle.^, ers centres ^tant relatifs à une riil.ilitjn autour (le la ii^nc droite qui est pour ainsi dire la corde du se^mi-nl. Noua pouvons résoudre cette question fort simplement dan* l'bypolliéso d'une surface homogène, c'wl-ù-diro d'une surface dans lai|iicll<i \i: coeflicient E ne varierait pas d'un point à l'autre.
Vij l'un de ces axes parallMes;
M In p"int correspondant de la courbe BC, c'est-à-dire le centre de per-
cuwiion du se^Tnenl PBQ relativement à Taxe PQ ; Ml i-i li^-les axes coordonnés, dont l'un, Dj:, est une des positions limites
do ry;
K la distance U<i de PQ à l'axe des ,r;
/( la distance des deux positions limites de PQ, ou la longueur DS';
y, x' les abscisses des deux points où une ligne P'O' parallèle aux x.
men(''e entre PQ et S"S", coupe le périmètre de la surface ;
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r,,/, les coordonnées du centre de percussion du segment;
j:„ /, les coordonnées de son centre de gravité;
'.) l'un des éléments superficiels déterminés dans la surface de ce segment
par des parallèles aux axes coordonnés infiniment voisines les unes des
autres; I le signe d'une sommation étendue à tous les éléments m.
Les formules du n** oO [n) permettent d'avoir les coordonnées du centre de percussion en prenant pour axes les lignes GQ et Gj; pour les avoir relativement aux axes coordonnés que nous avons choisis, il suffira de changer/ en /— ?;, et l'on aura
£ disparait, puisque nous supposons une surface homogène ; o) peut être remplacé par fixfir, et l'on trouve
( r. - r. )ffu'- ■'• ) ^^''•^(>' -^ fjiy - ■'-' ) '^'•^^(>s
Si l'on effectue une première intégration pour les éléments qui constituent une tranche parallèle à l'axe des JCy ces deux équations deviendront
x,j \.r'-.r") {y-r)<ly = '- J (y- ,) (^'^- .r"-')./;-.
Sous le signe / nous n'avons que des fonctions de j, et, après l'intégration effectuée, nous n'aurons plus, dans ces deux équations, que des fonctions de r,; nous pouvons donc dilTérentier,par rapport à cette variable, suivant les règles connues, ce qui donne
"mi- -.n,' .'or CCS tiquations, nous remarquerons, en premier lieu, que . _ j • y^r.)(i)' représente le moment total de la surface PBQ par
- -,'v'»% i ji '.:cno PQ ; secondement, que / (^'— Jc") dy est cette surface
o.TTv 'V . on Un que - / ( x'^ — x"^ ) dy est l'expression de son moment ..-. i : .vrt à l'axe des y. Donc on a
oî la substitution de ces valeurs dans les deux dernières équations donne
IMr suite,
•In
djT^
d'où résulte cette conséquence intéressante que la tangente cherchée est la ligne qui joint le centre de percussion du segment PBQ à son centre de gravité.
Au point B, la valeur —^ se présente sous la forme -; mais, en prenant le rapport des diiïérentielles de /, — >., et de x, — i\y on trouve, pour ce point.
(Li\ (l.v. — (I.V., dx.,
ce qui montre que le lieu des centres de percussion se raccorde tangentiellcmcnt avec le lieu des centres de gravité.
63. Exemples d'applications de la théorie précédente. - Nous allons appliquer la théorie du § III (n°* 60 et 61) à quelques exemples relaiivemeni simples, dans lesquels nous supposerons que la matière est homogène, ou du moins que
le coefficient d'élasUcité ne varie pas dans loule l'étendue de la surface d'appui.
1° Rectangle homogène pressé par une force qui agit sur Vun des deux axes de symétrie, — Distinguons deux cas, comme dans la théorie générale. Si le centre de pression H est à l'inlérieur du noyau central EFGK [Jig. 4^)» c'est-à-dire
si Ton a OU <;â^^^ (n" 59), on rentre dans l'application des
formules du § II, ainsi que nous l'avons vu au n** 60. L'axe
ig. /|2.
neutre est en ÏT' et sa distance au centre de gravité 0 est la troisième proportionnelle au rayon de gyration b de la surface
autour de LN et à OH, cette distance devant être portée en
sens contraire de OU, à partir de 0; ou bien, comme 6' a
pour valeur — PM (n*» 22,/), si l'on pose OU ~ n OM, on
aura
OM
Appelant, en outre, Q. l'aire totale de la surface, nous trouvons pour la pression maximum p due à la charge N, dans le
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.- /. 0 ,nuWioable quand n est au-dessous de -•
V r.wvu\s inainlenani le point H' d'application de la forceN
» . . :> sur PM, mais en dehors du noyau central. Si QR est
, > X \^ H^^no séparative de la porlion résistante du rectangle
,^ ,^^ Kl portion non pressée, H' sera le centre de percussion
, ,^ ,i suilacc BDUQ tournant autour de QR (n° 61); donc on
Sir^:^ 3PS(n°56, CI ou bien PSz=:3PH',
s o qui détermine QR. Cela posé, on observera que la pression
rau\inium se produit sur Tarelc BD par la même raison que
V M dessus, et que cette pression est double de celle qui a lieu
avi ('(Mitre d'élasticité ou de gravité de BDRQ, puisque ce point
osi doux fois moins loin de Taxe neutre que le côté BD. Donc
. 2N N . la pression maximum a pour valeur = — =9 car -=- est
BD.PS BD.PS
^n'*')7) la pression au centre d'élasticité. En appelant encoren
. ÔÏÏ '
l(î rapport -? on aura
PS=:3Pirr=30xM(i— /i); par suite, la pression maximum
4 Ni N 4
Cette formule convient aux cas où la précédente cesse de s'appliquer, c'est-à-dire à ceux où Ton a /i>>-.
On peut remarquer que la pression maximum a pour va-
2N leur - - ■> qu'elle est, par conséquent, la même que si
BI).PH
(') Ici, et dans tous les exemples suivants, nous faisons abstraction du signe de N, parce que la nature de l'cllort est connue d'avance.
la force ^N se répartissait uniformément sur un rectangle de
dimensions BD et PH'. C'est ce qu'on énonce assez habituellement en disant que ce rectangle doit être capable de supporter les deux tiers de la pression totale. Il est sous-entendu que cette capacité aurait lieu dans Thypotlièse d'une réparti-
lion uniforme de la force ttN.
2° Cercle homogène, — Soit donné le cercle de rayon OL {^g. 34, p. 9.34), H le contre des tensions auquel est appliquée une force N parallèle aux arêtes du prisme dont le cercle donné est la base. Le coefficient d'élasticité est invariable dans l'étendue de cette base. On demande comment variera la pression maximum par unité de surface quand H changera de distance au centre 0 du cercle.
Soient u la surface du cercle et 11 son rayon; soit de plus // le rapport-=r-« Lorsque Ton aura « <-i la force agira dans le noyau central (n*" 59), et toute la surface il sera utilisée pour supporter la pression (n** 60). Nous en conclurons immédiatement que la pression par
unité de surface au point 0 sera - (n° 57). D'un autre côté, Tcllipse
centrale d'inertie étant un cercle de rayon - R (n" 22, /), les fibres éga-
lement pressées sont sur des perpendiculaires à 011 ( n*" 57 ) et l'axe neutre
i^WV R est distant du point 0 d'une quantité égale à - — r- = -7—' f-a fibre la plus
pressée étant celle du point L, le plus éloigné de l'axe neutre, on aura
la pression maximum p par unité de surface, en augmentant celle qui a
lieu en 0 dans le rapport de -— à -:^ — *- R, car c'est bien là le rapport
des distances des deux points à l'axe neutre. On trouve ainsi
La question devient plus complexe quand H n'est plus dans le noyau central du cercle, ce qui arrive lorsque /t dépasse la valeur 0,7.5. Soit alors MP la ligne séparative des deux parties du cercle, l'une le segment MLP résistant à la force N, l'autre ne supportant ni pression ni tension. Le point H devant être (n** 61 ) le centre de percussion du segment MLP tournant autour de MP, si Ton appelle y l'angle POL, on
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foU tien dans laquelle on connaît w, et d'où l'on pourra déduire ç par aïonnemeiil. Après avoir obtenu ctt angle, il est clair que MP sera délerminée. et la question reviendra à trouver la pression maximum produite dans le prisme ayant pour base le segment ULP, par une force appliquée au point H, tellement placé que Taxe neutre correspondant soit MP.
Pour arriver à la solution, nous avons encore besoin de connaître la surface O' du segment MLP cl la distance de son centre de gravité au centre du cercle. Appelant ni le rapport de cette distance au rayon, on trouve aisi^mcnt
__ a sin'y
= R'(y-sinîCosï).
Donc la pression moyen
ne sur la surface 11', ou bien^,, s'eierro sor un
élément dont la distance à la pression masimum /-, aura pour valeur
l'axcncutreWPa pour valeur— Rcos? + mR; exerçant en L à la distance maximum de MP,
Ciini/'arni-ioii ilcs rcnilliils obtenus jimtr le rectangle et jmitr le eertie. — Supposons deux surfaces liomofrènes, l'une circulaire, l'autre en forme lin rectangle. Le quotient de la charge totale divisée par l'aire de la surface ist le mi'me de part et d'autre; la charge agit sur le rectangle en un point du l'un des axes do symétrie; enlin le rapport diVigné pari (luns les deu\ exemples traitt's ci-dessus a la mémo valeur pour le cercle et [M)ur le rectangle. Il s'agit de voir celle des deux surfaces où la pres- ■.jiiti m^iMuniin liera la plus grande.
l'iiiir r.iiir celte ramparaison, on se rappellera les résultats numériques
iloiini'^ w\ II" 'ilt[i']i roncernanl quelques valeurs correspondantes de net
r le cercle. On a trouvé noiamment que, pour ? égal à
St. T t:
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on avait respectivement pour n les valeurs
Ces valeurs, introduites dans les formules données ci-dessus, conduiront aux résultais suivants :
l'roHsion» maxima
Valeurs de n. '— "^"i -'- ■•■ —
daD.s le cercle. dans le rectangle.
' 'il ' u
' 'il "il
0,335 2,378 — 2,oo5 —
' ' ' il ' ii
«,^89 '♦"'^u ^'"^'♦^ÏI
0,876 27,i3() — io,7j3 —
î / ^ ' ^ ii "il
On voit que si n s'écarte de zéro, c'est-à-dire que si la force n'est pas appliquée très-près du centre de gravité des sections transversales, le cercle est de plus en plus désavantageux relativement au rectangle; mais cette conclusion est naturellement subordonnée aux conditions admises dans l'énoncé du problème, savoir l'homogénéité dos surfaces et la situation du centre des tensions sur l'une des lignes médianes du rectangle.
V Ellipse pleine homogène, — Considérons l'ellipse pleine et homogène MLGPI [/îg. 35, p. 237) soumise à une force N appliquée en II. Nous n'avons rien de particulier à dire sur le cas où ce point serait à l'intérieur du noyau central, et nous renverrons aux considérations générales du n" 60. Supposons donc cette condition non remplie ; alors Taxe neutre MP divisera la surface en deux segments, dont un seul, celui où se trouve le centre des tensions, subira l'action de la force. Pour rentrer dans les cas d'application des formules données au § II, il suffit de trouver la ligne MP, et, cela fait, les pressions se détermineront comme si le segment MIP n'existait pas (n" 61 ). On a vu au n° 61 que H devait ôtre le centre de percussion du segment MLP, relatif à l'axe MP; d'un autre côté, on sait (n* 36, c) que le centre de percussion d'un segment d'ellipse relativement à sa corde se trouve sur le diamètre conjugué à celle corde ; donc, en menant une corde conjuguée du diamètre OU, on aura la direction de la ligne inconnue MP. On pourrait donc achever de déterminer cette ligne par un tâtonnement simple, car on sait trouver le centre de percussion d'un segment d'ellipse relativement à sa corde; il n'y aurait qu'à faire varier cette corde, dont la direction est connue, jusqu'à ce que
266 CHAPITRE TROISIÈUE.
le centre de percussion du segment MLP fût précisément le point donné H ; on serait dispensé de faire varier sa direction.
Voici encore, pour trouver la position de MP, l'indication d'un procédé (jui, au fond, n'est autre chose que l'application des tâtonnements dont nous venons de parler. Imaginons que, après avoir trouvé MF, on transforme l'ellipse en cercle, comme nous l'avons fait au n'' 56 (c) pour trouver le centre de percussion du segment MLP. H', 0' et L' étant les points
transformés qui répondent à H, 0 et L, n le rapport -. et y l'angle PO'L', on aura n en fonction de ^ (n° 56, c). Or n est aussi égal au rapport connu — -i donc on pourra, par tâtonnement, calculer <p. Alors
on connaîtra -7 cest-a-dire — ^î et, par suite, Q sera connu.
O'L' OL
La solution se compléterait ensuite comme dans le cas du cercle (2**) et
l'on retrouverait la môme valeur de la pression maximum en fonction
de cp, parce que les rapports —, et m sont égaux pour les deux segments
MLP, ML'P.
4" Ilf'ctti/igld homof^ènc pressé par une force agissant en dcJiors des axes de symétrie. — Il y a plusieurs cas à distinguer, suivant que la surface réellement pressée se trouve être le rectangle tout entier, un triangle, un trapèze, un penta.q;one ; ces trois dernières figures s'obtiennent en donnant diverses positions à la ligne séparative des deux parties, Tune pressée et l'autre non pressée.
(«) Le rectangle entier résiste à la pression. — Le centre de pression ost alors à l'intérieur du noyau central ; soient x, , j, ses coordonnées relativement aux deux axes Ou:-, Or (fig. 4^» P- 261 ). Pour fixer les idées, nous les supposerons toutes deux positives, ce qui ne particularise rien, car on est toujours maître de choisir le sens positif sur chaque axe, de manière à remplir celle condition. Nommons
/ et II les deux dimensions AB et BD du rectangle ; il sa surface /// ; N la pression totale.
Les rayons principaux de l'ellipse centrale d'inertie étant respectivement
à - / 1/ TT ot -/<»/- 1 la formule ( 7 ) du n° 57 donne pour valeur de la pression par unité de surface, au point défini par les coordonnées x, /,
N / \7..Tx. \iry,\
il\ /• h' )
L'axe neutre est, par rapport au centre de pression, de l'autre côté du
égaux a
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point 0, et coupe, par conséquent, les deux côtés de l'angle des coordonnées négatives ; donc le sommet B, répondant à or = - et j = -> est
le point le plus éloigné de cet axe. Donc aussi la pression maximum se produit en B, et sa valeur est
Lorsque le centre de pression varie à l'intérieur du noyau central en se déplaçant sur des parallèles aux lignes du contour EFGK, la quantité
y -4- y ne change pas, de sorte que la pression maximum reste elle-même
constante; les parallèles dont on vient de parler sont donc les lignes
d'égale pression maximum. Le môme binôme ~ -h y devient égal à -
pour an point du contour EFGK et prend une valeur positive plus petite pour les points intérieurs; la pression maximum, dans le cas où nous
sommes actuellement, se trouve donc comprise entre - et ~— •
[b] La partie réellement pressée se réduit à un triangle. — Supposons maintenant que le centre de pression II" [Jîg. 4^) se trouve dans un
rectangle A'BD'C dont les côtés M', W seraient respectivement le
quart de BA et de BD. Pour avoir la ligne tellement placée, qu'elle retranche du rectangle un segment ayant H' pour centre de percussion relativement à elle-même, on prolonixera BU" jusqu'à la rencontre de la
médiane MP en Z; on joindra I)Z; puis, ayant pris BZ'— aBH", on mènera par le point Z' une parallèle à DZ. Cette parallèle sera la ligne cherchée, et Ton n'aura plus qu'à déterminer la répartition de la force sur la surface complètement pressée du triangle homogène qu'elle forme avec BA et BD (n° 61 ). En effet, nous avons montré au n" 50 (r) que le centre de percussion d'un triangle homogène, relativement à sa base, est au milieu de la ligne joignant le milieu de cette base avec le sommet opposé; or, d'après la construction précédente, 11" satisfait évidemment à la condition dont il s'agit.
Le sommet B étant, dans la partie réellement pressée, le point le plus éloigné de l'axe neutre, c'est en ce point qu'a lieu la pression maximum p par unité de surface. On la calcule aisément. Soient, en effet, c et )î les coordonnées de H" relativement aux axes BX, BY; d'après la construction ci-dessus indiquée, l'aire du triangle pressé a pour valeur 8?>;
et — - représente, par conséquent {n° 57), la pression par unité de sur-
face au centre de gravité de ce triangle, qui est sur Z'B à la distance
tant que m est compris entre i et 2. C'est ce que montre le Tableau suivant, où Â désigne le premier membre de l'égalité précédente et B le second :
Valeors de m.
Valeurs de A .
Valeurs de B.
Dirrérence.
Erreur relative
I ,ooou
i,io33
o,oo33
i,33oo
o,oo36
o,oo3o
I ,58oo
o,oo33
ii7<79
o,ooo5
2,oi33
o,ooo3
Pour mieux établir encore le fait en question, no ns prendrons l'expression algébrique de l'erreur relative £ ou t — i ; ce sera
I ( I -f- /// -I- tjr ) [ nr' — 2 ( w — i )'' ] 3 m* — .>.(/// — i)*
— ///•' - 8 ///* — 25 nr f- 38 /;/' — -aS /w -h 8
3 ( — m^ -h Sffi — 1 2 ///■ -4- 8 /« — 2 )
Cette quantité, nulle aux deux limites m = i^ m = 2, passe par un
maximum dans leur intervalle; on l'obtient en posant l'équation — = 0, soit, après suppression du facteur [m — i) (2 — w)',
d'où l'on tire par tâtonnement
Par suite, le maximum de s, peu différent de l'erreur qu'on trouve dans le Tableau, en regard de m = i ,3, est e = o,oo365.
Comme le point U se trouve nécessairement entre 0 et C et que m ne varie que de 1 à 2, nous pouvons, en conséquence, écrire l'équation approximative
qui donne
Pour le point C, on a r— -> et, par suite, /?/ = i; pour le point com-
mun de OB et EF, on a /• — et m= i\ ces deux valeurs de m répondant aux deux limites de r sont rigoureusement exactes. Dans l'intervalle, il y aura une erreur relative, toujours très-petite, comme on peut le présumer au moyen du Tableau précédent; en faisant des comparaisons
numériques, nous avons vérifié que son maximum n'atteint pas — •
Cette erreur, insignifiante au point de vue pratique, aurait pu encore être réduite en posant
et choisissant les constantes a, p, y de la manière la plus convenable ; mais on serait ainsi tombé dans l'inconvénient d'introduire des coefficients plus compliqués dans les formules.
Il reste encore à exprimer la pression maximum /j, en fonction du nombre m, maintenant connu. A cet effet, nommons il' la surface du pentagone VIABD, d' la distance de son centre de gravité à Taxe neutre VI, r/la dislance du sommet B à la même ligne. La pression moyenne sur le pentagone d'appui et la pression maximum se produisent en ces deux points; comme de plus elles sont en raison des distances d' et d, on
pourra écrire
Le moment n'd' de VIABD par rapport à VI est égal au moment de BXY, moins deux fois celui de XAI; d'autre part, ces deux triangles sont semblables au triangle BAD ~ -il, et les rapports de similitude sontrespectivement m et /« — i. On en conclut
et, par suite,
ii m^ — 'î[m — j y
aN 6N Ce maximum de pression par unité de surface varie de — à — 7 quand
m varie entre ses limites 2 et i .
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Si le centre de pression, tout en restant renfermé dans le triangle mixtiligne C'FE (fig. 43, p. a68), ne se trouvait plus sur la diagonale OB, le problème deviendrait notablement plus compliqué. On en aurait une solution très-approchée par l'usage du théorème suivant :
Lorsque le centre de pression varie sur une pandlèle à la base £F d*un des triangles mixtilignes C'FE, sans sortir de ce triangle, le inoximum de pression par unité de surface reste à peu près invariable.
Comme on sait déterminer le maximum de pression correspondant à un centre H situé en Tun des trois points où cette parallèle coupe les courbes CE, C'F et la diagonale OB, on aurait par là même ce maximum pour toute situation intermédiaire de H.
Dans la pratique, il est rare qu'on ait à chercher la répartition d*ane pression totale sur une base rectangulaire d'appui autrement qu'avec on centre de pression situé sur l'une des médianes. La supposition contraire constitue un cas exceptionnel sur lequel nous nous sommes déjà beaucoup étendu : c'est pourquoi nous n'entrerons pas dans les développements qui seraient nécessaires pour établir la proposition ci-dessus énoncée, et nous nous bornons à la donner sans démonstration.
5*" Parallélogramme liomogène, — Soit donnée la base ABCD [Jlg.U],
en forme de parallélogramme, qui supporte la pression totale N appliquée au point H ; il se produit, soit sur la surface entière ABCD = a, soit sur une partie RSDB seulement, des pressions q par unité de surface, qu'on suppose varier comme les ordonnées d'un plan, conformément à la théorie des n"* 60 et 61 , et qui dès lors sont parfaitement déterminées par la condition d'équilibrer la force N. Soient encore
ÂB = /, BD = /i les deux côtés du parallélogramme;
a l'angle sous lequel ils se coupent;
X, X 1^ coordonnées d'un point M quelconque relativement aux axes
obliques Bjt, Bj; &> un élément superficiel renfermant ce point; x„ Xi I^ valeurs de x et^ pour le centre de pression H.
Cela posé, construisons à côté du parallélogramme une autre figure
dans laquelle chaque point M aura son correspondant M' défini par les
coordonnées a/ = j? y=-<-î relativement à deux axes rectangulaires
BV, B'y; on voit que ABCD se trouvera transformé en un carré ayant
pour côté l'unité. Maintenant appliquons au point H', correspondant de H,
N une force N'= - ; enfin imaginons qu'il y ait, aux divers points de la base
transformée, des pressions par unité de surface égales à celles qui existent aux points correspondants de la base primitive. Je dis qu'il y a équilibre entre la force N' et les pressions sur les divers éléments de la base transformée, et que ces pressions varient encore comme les ordonnées d'un plan.
Remarquons en effet qu'il y a, entre la surface élémentaire co et sa transformée tù\ un «rapport constant égal à celui des aires totales, soit à n, parce que l'opération géométrique de la transformation altère les deux dimensions de toute partie de ABCD dans un rapport constant; ainsi
Nous avons ensuite les équations d'équilibre de la force N et des pressions 7&>, savoir :
N r, = 2/7WJ.
Si nous divisons la première par n, la seconde par il/, la troisième paru//, il viendra, eu égard à la relation précédente et en nommant .r',, ;'j les coordonnées de H',
c'est-à-dire précisément les trois équations d'équilibre entre N' et les pressions yw'. Ces pressions varient bien, d'ailleurs, comme les ordonnées d'un plan, car, si Ton a pour la base primitive Â6CD
a, P; 7 étant des constantes, on aura aussi par cela même
au point correspondant de A'B'C'D', et q s'exprime encore par une fonction du premier degré en x' et/'. Nous devons, par conséquent, conclure de là que les pressions «yu' sont celles qui seraient produites par la force
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N' = - agissant en H' sur la nouvelle base Â'B'C'D', puisqu'elles rem-
plissent toutes les conditions voulues, qui sont, comme on Ta dit, suffisantes pour les déterminer.
Il résulte de ces observations que la recherche des pressions par unité de surface, existant en chaque point du parallélogramme, sous raction de la force N appliquée en H, et la recherche des pressions qui existeraient
en chaque point du carré, en faisant agir la force -- au point H', sont un
seul et même problème. L'avantage de cette transformation est qu'on se trouve débarrassé des trois dimensions /, h, a, et qu'une recherche opérée sur le carré de côté i peut servir à tous les parallélogrammes ou rectangles possibles. Nous ajouterons enfm que, un carré pouvant se décomposer en huit triangles égaux entre eux, isoscéles et rectangles, par le tracé des médianes et des diagonales, il suffira évidemment, pour avoir tous les cas possibles, de faire varier le centre de pression H'à Tintérieur de l'un de ces triangles. Le placer dans un autre équivaudrait à faire tourner d'un certain angle, autour de son centre, l'ensemble de la Ggure.
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RECHERCHE DES TENSIONS INTERIEURES DANS UNE PIECE DROITE OU COURRE, SOUMISE A DES FORCES EXTÉRIEURES DONNEES ET DEFINIES D*UNE MANIÈRE QUELCONQUE.
§ I. — Tensions intérieures dans un prisme.
64. Solution générale du problème. — On a étudié dans les Chapitres précédents divers cas particuliers de la résistance des prismes, et ces cas présentent tous cette circonstance que les forces extérieures agissant depuis une section quelconque jusqu'à l'une des extrémités y sont définies d'une manière fort simple. C'était, par exemple :
Une force unique agissant suivant l'axe ou simplement parallèle à l'axe, ce qui nous a donné Textension simple, ou l'extension accompagnée de flexion;
Une série de forces agissant dans un plan de symétrie du prisme et perpendiculairement à Taxe, système qui peut se réduire à une résultante de même direction et qui produit la flexion simple, c'est-à-dire la flexion sans extension de la fibre moyenne ;
Un couple ayant son plan perpendiculaire à l'axe, ce qui produit la torsion simple.
Le moment est venu d'écarter toute restriction et d'aborder le cas le plus général, savoir, celui d'un prisme soumis à des forces quelconques. Nous allons donner une solution hypothétique du problème de la détermination des tensions intérieures dans ce cas général, en nous fondant sur des considérations tout à fait semblables à celles qui nous ont permis de traiter les cas particuliers ci-dessus rappelés. Nous admettrons d'abord que, pendant le changement de forme dû à Télasiicité du corps, les sections transversales conservent leurs dimensions invariables, de sorte que la déformation consiste seule-
fi| 1'/
ment dans les déplacements qu'elles prennent les unes par rapport aux autres; secondement, quand il s'agira d'évaluer la force moléculaire correspondante à tel ou tel mouvemenl relatif, nous invoquerons les analogies plus ou moins parfaites qui peuvent exister entre les circonstances actuelles et celles que nous avons déjà rencontrées.
Remarquons maintenant que le mouvement d'une section Fig. 43. CD relativement à une section infiniment
A c voisine AB (Jig. 4^)» ^^^^ elle est sépa-
/) rée par une distance AC = L, pourra
^0' toujours se réduire à une translation OU'
.^Z' du centre d'élasticité 0 (n^* 2 et 53), ei \ j^"»^ une rotation autour d'un axe OM passant par le point 0. Chacun de ces mouvements peut à son tour se décomposer en deux autres, savoir :
00' en deux translations, la première /suivant l'axe Oz du prisme ou suivant la normale au plan CD, la secondey contenue dans ce même plan ;
Le mouvement de rotation autour de OM, en une rotation ^ autour d'un axe Ow mené dans le plan CD par le point 0, et une rotation x autour de Oz.
Ces quatre mouvements, nous les avons déjà rencontrés en partie, soit isolés, soit combinés par deux : le premier est l'extension simple, le troisième la flexion simple, le quatrième la torsion simple. Quant au second, nous ne nous en sommes pas encore occupé : nous le nommerons glissement simple.
Si nous considérons, au lieu de la section CD dans son ensemble, un de ses éléments w, nous voyons que son déplacement par rapport à l'élément égal sur lequel il se projette dans AB et qui fait la seconde base de la fibre élémentaire mnpq consiste : 1® en un déplacement suivant la longueur de cette fibre, lequel s'exprime algébriquement par /-h ^u% si l'on nomme u la distance de w à Taxe Otv, prise positivement d'un côté de cet axe et négativement de l'autre; 2'* en un autre déplacement parallèle au plan CD ou au plan de base de la fibre, lequel sera la résultante du glissement y commun à tous les points de CD, et d'un glissement suivant la tangente au cercle décrit de 0, comme centre, avec un rayon p égal à la distance entre 0 et w, ce second glissement ayant pour
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valeur px- Le déplacement / -4- vj^m nous représente un allongement positif ou négatif de la fibre mnpq; si cette fibro était isolée et sans autre déformation, il en résulterait pour
elle une force moléculaire égale (n*» 1) à E&) — p--? h
compter suivant la direction normale à sa section droite, et constituant la fibre mnpq en état de tension ou pression longitudinale. Pareillement, le mouvement résultant de y et de px est un glissement des deux bases de la fibre, l'une relativement à l'autre; par analogie avec ce que nous avons fait dans la théorie de la torsion simple (n'' 53), nous admettrons qu'il produit une tension transversale de même direction
que lui, cette tension ayant pour valeur le produit de -p par
la résultante géométrique de y et de p/.
Comme on le voit, en posant ces expressions algébriques des forces moléculaires, nous ne faisons que reproduire des évaluations déjà données et employées dans d'autres circonstances. On peut, à la vérité, objecter que les fibres élémentaires mnpq ne sont point des prismes isolés dont les faces latérales ne supporteraient aucune force, et secondement, qu'elles éprouvent un glissement transversal en même temps qu'une extension. Ces objections, qu'on aurait pu déjà formuler au moins pour une partie des théories précédentes, et dont nous ne voulons pas d'ailleurs dissimuler Ja portée, ne nous arrêteront pas néanmoins. Il ne s'agit point, en effet, de faire ici une théorie mathématique et rigoureuse, mais seulement une théorie plausible, qui donne des approximations suffisantes dans la pratique et qui renferme comme cas particulier celles que nous avons déjà exposées.
Afin de pouvoir utiliser les expressions ci-dessus établies des tensions développées sur les éléments w de la section CD, il faut déterminer les quatre mouvements simples /, y, ^, /, en fonction des forces extérieures, qui sont supposées être les données immédiates de la question à résoudre. Nous y arriverons en exprimant l'équivalence entre les forces extérieures appliquées depuis la section CD jusqu'à l'extrémité du prisme (vers la droite), et les tensions par lesquelles cette partie à droite de CD réagit sur la partie à gauche; l'équiva-
282 CHAPITBB QUATRIÈME.
lence existe bien réellement entre les deux systèmes^ car si Ton prenait les forces du second en sens contraire, sans rien changer à celles du premier, on aurait l'ensemble complet des forces qui sollicitent la portion de droite, c'est-à-dire un ensemble de forces appliquées à un corps en équilibre. Cherchons donc les conditions d'équivalence, et pour cela effectuons d'abord la composition des tensions élémentaires qui agissent dans la section CD, tensions que nous pouvons remplacer, pour chaque élément co, par les quatre forces suivantes :
Deux forces parallèles a O2, qui sont— p- et — j •,
Lé -Lj
Une force suivant le déplacement y, soit- y--^
Une force perpendiculaire au rayon p et dans le sens de la
. G (r)oy rotation x» soit — p-^-
Chacun des quatre groupes peut être composé isolément.
D'abord les tensions -^ dues à l'allongement simple, toutes
Ma
parallèles et de même sens, donnent une résultante totale S/ passant au centre d'élasticité 0 (n"" 2) et égale à leur somaie, de sorte qu'on a
(1) S^^^lEou
Le rapport entre les coefficients G et E ayant été supposé
constant (n^'SS;, les forces parallèles et de même sens— p
sont dans ce même rapport avec celles du premier groupe: elles donnent donc encore une résultante passant en 0 et égale à leur somme, et l'on a, en nommant S., l'intensité de cette résultante,
La composition des forces ^ | ' ^ i formant le quatrième
groupe, a été effectuée au n® 53, quand nous avons donné la théorie de la torsion simple : on sait qu'elles se réduisent i
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un couple contenu dans le plan CD de la section, ayant son moment M^ déterminé par l'équation
(3) M,= ^IGr.H>.
«. If. 11*1 E^i/d» . .
il ne reste plus que les tensions parallèles — —^ produites
par la flexion simple. Elles sont également réductibles à un
couple, car leur somme -pzEww est nulle, parce que u
désigne la distance positive ou négative de l'élément o) à un axe passant par le centre d'élasticité; et ce couple, en raison de la direction des forces qu'il remplace, a nécessairement son plan perpendiculaire à celui de la section. Pour le définir, cherchons la somme des moments des tensions composantes, relativement à Taxe de flexion Ow et au diamètre Ov conjugué de cette ligne dans l'ellipse centrale d'inertie de CD (/g*. 46). ''^c-46- Si l'on nomme
h' la distance de l'élément w à l'axe Oc ;
V et w ses coordonnées obliques dans le système i'0(v ;
o l'angle des deux diamètres conjugués;
la somme des moments par rapport à Oc sera j-IEwm'w,
c'est-à-dire nulle, car on a, d'après un théorème démontré au
^Ecivw = o,
ce qui entraîne aussi la nullité de 2E«w'a), parce que u et u' sont avec v et w dans le rapport constant sino ; la somme des
moments par rapport à Otv sera j- iEwz/.w ou j- }iiEz£*&>.
Cela suffit pour connaître Taxe représentatif du couple résultant : cet axe doit se trouver dans le plan CD et sa projection sur Oc et Oiv doit reproduire les deux sommes qu'on vient
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Je calculer^ ce qui exige qu*il soit dans la direction Ox perpendiculaire à Ov et qu'il ait pour longueur , ', >, IEu-oa; on aura donc, en nommant M,;, le moment du couple cherché,
(4) M^smô = ^2Ett*w.
La condition d'avoir son axe perpendiculaire à Oc peui d'ailleurs être exprimée sous une autre forme, en disant que le plan du couple résultant est perpendiculaire à la section CD et qu'il la coupe suivant une droite conjuguée de l'axe de flexion, dans l'ellipse centrale d'inertie.
En résumé, les tensions se réduisent donc aux deux forces S/ et Sj passant par le point 0, et aux deux couples M^ et Hj^.
D'un autre côté, les forces extérieures données, qui agisseoi sur le prisme entre CD et l'extrémité de droite [Jig. 4^) peuvent se réduire de la manière suivante : on transportera toutes ces forces parallèlement à elles-mêmes au point 0, et on les remplacera par la résultante de translation appliquée en 0 et par un couple. La résultante de translation sera décomposée en deux forces N et P, la première suivant Ojï, la seconde dans le plan CD ; le couple sera de même décomposé en deux couples, l'un X perpendiculaire au plan CD, l'autre V contenu dans ce plan. On pourra dire également, si l'on opère sur les axes représentatifs, que Taxe de V est suivant 0^, et Taxe de X dans le plan CD. Ces quatre quantités N, P, X, V, qui se déduisent des forces données par une suite d'opérations bien définies, peuvent être considérées comme également données pour chaque section; on va voir qu'elles sont en relation bien simple avec nos quatre inconnues /, y, vj^, x- L'équivalence des deux systèmes de forces exige, en effet, qu'ils aient même somme de projections et même somme de moments pour un axe quelconque; or il est très-facile de constater que cela n'aurait pas lieu s'il n'y avait pas égalité en grandeur, direction et sens,
i« Entre N et S/, P et S^ ;
a*» Entre X et M^, V et M^.
En remplaçant S/, S^, M^ et M^ par leurs valeurs ci-dessus
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irouvées, on déduira donc de là
,_XLsind _ VL
On saura de plus que les translations / et y sont dans les directions respectives de N et de P, que la rotation x se fait autourde Oî [fig. 45), et enfin que la rotation ^ a lieu autour de Ow, diamètre conjugué de Ov dans l'ellipse centrale d'inertie {^^.46); celte dernière droite est connue, parce qu'elle est la trace du plan du couple X sur le plan de la seclion. Quant au sens des mouvements, on ne peut avoir aucune
mer un système équivalent a N que si la translation / a même sens que N ; de même y, '^ et x sont dans les sens respectifs de P, XsiniS et V. A l'égard de la rotation ij/, on peut donner un autre énoncé en disant que son axe représentatif, compté
suivant Oif, fait un angle aigu - — ô avec l'axe représentatif
du couple X, porté sur la perpendiculaire à Ov, car de celle maDière <!f est bien de même sens que le moment Xsin â.
Les mouvements /, y, '!^, 7. peuvent être considérés comme les effets respectifs des forces ou couples N, P. X, V, car chacun d'eux s'annule avec la cause correspondante; 11 est donc naturel de donner à ces dernières quantités des noms qui rappellent cette corrélation. La force N, produisant des tensions qui onten somme la même intensité, peut recevoir le nom de tension tolale-i le couple X, cause de la flexion 4-1 conservera les noms de couple JléchUiont, couple dejlexion, ou encore ceux de moment fléchissant, moment Ue flexion, déjà indiqués au n" 19 et emplovés dans la théorie du Chapitre 11; V sera, comme au n'* 53, le couple de ^torsion. Le glissement y finirait par amener la rupture du prisme par cisaillement s'il prenait une grandeur suffisante ; sa cause, la force P, reçoit en conséquence le nom d'effort tranchanl, que nous connaissons déjà (n° 19). On remarquera, en outre,
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Fanalogie des deux formuler qui donnent les grandeurs de / et de y : la quantité 26g>> joue à regard de y le même rôle que 2Eci> à l'égard de /; de même qu'on a donné à cette dernière somme le nom de ressort longitudinal, [n'* ^)9 on pourrait appeler 2G(i) ressort transversal^ parce que plus elle est grande, plus le glissement transversal est petit, et qu'elle mesure ainsi, en quelque sorte, la difQculté de produire ce genre de déformation sur tel ou tel prisme.
Après avoir déterminé les quatre mouvements simplet qui, par leur composition, donnent le mouvement relatif de la section CD par rapporta la section infiniment voisine AB [fig, 45], il ne reste qu'à substituer leurs valeurs dans les expressions que nous avons d'abord données des tensions aux divers points de CD, et l'on trouvera, de cette manière, que la tension longitudinale t de l'élément prismatique mnpq est définie par l'équation
dont chaque membre exprime la tension par unité de surface sur l'élément superficiel (o de CD; que, de son côté, la tension transversale de la même fibre mnpq (ou la tension tangentielle sur co], également rapportée à l'unité de surface, est
PG la résultante de deux forces, l'une vtt- comptée suivant la
direction et le sens de l'effort tranchant, Tautre ^-i^~
comptée perpendiculairement au rayon p, dans le sens où le
couple de torsion tend à faire tourner.
Il ne faut pas oublier que, dans la formule (6), les deux
termes doivent s'ajouter algébriquement. Pour éviter toute
erreur à ce sujet, on observera :
NE !• Que le terme ^-pr- représente toujours la tension ou
pression qui correspond à un allongement ou raccourcissement uniforme / pour toutes les fibres, et que le sens de N permet de choisir de suite entre ces deux alternatives;
^ r\ If « - KXiisind . % . ,, .
»• Que l autre terme -jg-i — correspond a des déplace-
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ments qui ont des sens contraires pour deux fibres situées de pan et d'autre de Taxe Otv, autour duquel s'opère la flexion ^, et que l'une s'allonge pendant que l'autre se raccourcit; que, par conséquent, on devra décider (ce qui sera facile dans chaque cas particulier, d*après les sens connus de / et de vp) si les deux mouvements s'ajouient ou se retrancheni, pour une fibre déterminée dont on ciierche la tension t.
Si Ton convient de compter positivement la force N quand elle produit une tension, c'est-à-dire quand elle agit pour éloigner Tune de Tautre les deux portions du prisme qui se touchent par la surface commune CD; si» de plus, on compte le produit Xm positivement du côté de Otv, où la flexion tend à produire un allongement des fibres, les deux termes formant le second membre de l'équation (6) auront par là même un signe bien déterminé, et le résultat final représentera une tension proprement dite ou une pression, suivant qu'il sera positif ou négatif.
Dans le cas où, comme cela se fait ordinairement, on ne tient pas compte des variations du coefficient d'élasticité E dans une même pièce, ce nombre disparaît de la formule (6), qui devient alors, en désignant par 12 l'aire totale de CD et par I son moment d'inertie 2m^co relativement à Taxe de flexion Otv,
, , / N Xwsinâ
ou plus simplement encore, si le plan du couple de flexion X coupe celui de la section suivant un axe principal de l'ellipse
centrale d'inertie de celte section, ce qui donnerait d= -
etsmo I,
/ N Xii
Ce dernier cas est de beaucoup le plus habituel; il arrive notamment quand le prisme a un plan de symétrie contenant toutes les forces extérieures. Ce plan, qui est celui de X, coupe alors toutes les sections suivant un axe de symétrie; cet axe passe au centre d'élasticité, et il y est axe principal d'inertie
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(n'' 22, c). La condilion qui rend sind égal à i se trouve donc remplie.
Les théories partielles que nous avons données dans les trois premiers Chapitres peuvent être considérées comme des cas particuliers de celle qu'on vient d'exposer, car on les retrouve en supposant nulles qu>3lques*unes des quantités N» Py Xy V. Quand la force N subsiste seule, on est dans le cas de l'extension simple, et les formules des n^* 1 et 2 sont bien reproduites par la première équation (S), ainsi que par les formules (6), (7) et (8), dans lesquelles on ferait X = o; si le couple V subsistait seul, on retrouverait de même les formules de la torsion simple (n® 53). Avec la coexistence deN etdeX, à l'exclusion de P et de V, on aurait la question traitée au § II du Chapitre III, qui recevrait ici une solution identique. Enfin, quand on a seulement l'effort tranchant P et le moment fléchissant X, ce qui se réalise dans le cas des poutres telles qu'on les a étudiées au Chapitre II, la formule (8) donne
valeur qui a été trouvée au n^ 19, en supposant la section
homogène et faisant, quant à sa forme, une hypothèse qui
rendait sind égal à i. Hais il faut remarquer cependant que
la théorie actuelle conduirait, dans ce même problème des
poutres chargées transversalement suivant les conditions du
PG P
la valeur -^tt^— 9 ou t^ si la section est homogène, tandis que
nous avons reconnu au n" 25 qu'une valeur différente est la
conséquence nécessaire de la valeur —p attribuée à la tension longitudinale des fibres.
Cette dernière observation montre que notre théorie actuelle n'est pas rigoureuse, puisqu'elle conduit dans un cas particulier à des conséquences contradictoires. Nous avions d'avance reconnu son défaut de rigueur. Mais, d'un autre côté, nous constatons que, sauf cette unique divergence, elle comprend bien toutes les théories déjà faites, et par conséquent elle peut bénéficier, dans une certaine mesure, des vérifications
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expérimentales auxquelles ces théories ont été soumises et de la consécration que leur ont donnée des applications trèsnombreuses. La détermination peu exacte de la manière dont se répartit l'effort tranchant n'est pas, après tout, un défaut d'une importance capitale, car les efforts tranchants ne produisent généralement, dans les constructions, que des tensions assez petites en comparaison des tensions longitudinales. C'est ce que nous avons déjà remarqué à l'occasion des poutres droites chargées transversalement (n**19), et nous aurons encore à y revenir plus loin.
65. Théorème sur les déformations composées. — Un prisme étant donné, on suppose qu'on fasse agir sur la partie à droite de CD [fig* 45, p. 280) un système (S) de forces qui résulterail de la composition d'autres systèmes (S'), (S"), ...; il s'agit de démontrer que le mouvement relatif de CD par rapport à AB, sous l'action de (S), résultera de la composition des mouvements qui se produiraient si l'on faisait agir successivement (S'), (S'';, ....
Conservons les notations du n° 64^, en distinguant par des accents les quantités qui correspondent à (S'), (S"), ..., et réservant les lettres sans accent pour les quantités analogues relatives à (S). Quand on fait agir (S) tout seul, on obtient un mouvement (/', /, 'Y, x') auquel correspondent, pour la
fibre mnpq, les tensions longiiudmales — j — ? — - et les
tensions transversales — --» - -[— î cela fait quatre groupes
de forces appliquées à tous les éléments de la section CD, groupes qui se réduisent respectivement aux forces et couples N', X', P', V. De même, avec le système (S''), on
aurait un mouvement (T, 7", «y, x' » ^^s tensions - — •> ^ ^ j — p— î -'^^^- et les forces ou couples N", X",
Là Li Lj
P', V, et ainsi de suite. Si maintenant on suppose que le mouvement de CD par rapport à AB soit obtenu par la composition des précédents, le déplacement de w sera la résultante de ceux qui répondraient à chacun des mouvements composants, et la même chose aura lieu en projection sur l'axe Oz ou sur le
I. 3* édit
plan CD; donc 1° rallongement de la fibre mnpq sera la somme algébrique de
et, par suite, sa tension longitudinale, produit de Tallongement par le facteur - — ? sera la somme algébrique des tensions
Er.)/' Eo)w'^' Ew/' E(ùu''Y
L"' L ' ir' — L"' • •'
2° le glissement transversal de l'élément co de CD sera de même la résultante des glissements
et la tension transversale sur cet élément résultera de la composition des tensions partielles
Gwy' ^'^'W/ ^j^'»y'' ^^'PX L L L L
On voit dès lors que rensemblc des tensions sur la surface CD comprend tous les groupes qui nous avaient donné les résultantes ou couples résultants partiels
Donc on peut déjà dire que, si Ton donne à CD, relativement à AB supposée fixe, un mouvement obtenu par la composition de ceux que produiraient (S'), (S"), . . ., agissant isolément, les tensions correspondant à ce mouvement composé seront équivalentes au système formé de la réunion de (S', S", . . .;, soit au système (S), car (S') pourrait s'obtenir par la composition de N', P', X', V, (S' ( par la composition deN', P", X%V", ....
D'un autre côté, la condition d'équivalence entre les tensions et les forces extérieures suffit, comme le montre la théorie du n** 6i, pour déterminer le mouvement que ces forces font prendre à CD par rapport à AB; donc, puisqu'elle est remplie à l'égard de (S) par les tensions dues au mouvement composé dont on vient de parler, ce mouvement doit
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bien êire identique avec celui que produirait le système (S). Le théorème énoncé se trouve donc établi maintenant.
C6. Vérification de la stabilité d'un prisme soumis à des forces quelconques. — Après avoir déterminé, comme il est dit au n*' 6^, les tensions longitudinales et transversales par unité de surface, on devra s'assurer que, en aucun point du prisme, ces tensions ne dépassent les limites indiquées par l'expérience comme compatibles avec la conservation indéfinie de la matière dont le prisme est formé. Provisoirement et en attendant des données expérimentales plus complètes et plus précises, on pourra regarder ces limites comme égales à celles qu'on a indiquées dans les Chapitres précédents pour les tensions de môme nature.
§ II. — Extension de la théorie précédente à des corps non rigoureusement prismatiques.
67. Forme d'une pièce droite ou courbe dans son état primitif. Fibre moyenne. Fibre élémentaire, — Il faut d'abord déûnir d'une manière précise la forme des corps dont nous avons à nous occuper, alors qu'ils sont dans leur état primitif , c'est-à-dire dans un état idéal et purement abstrait où aucune force, pas même la pesanteur, n'agirait sur eux, en sorte que la tension des fibres serait nulle dans toutes les parties. Pour cela, prenons une ligne AB quelconque [fig. 4?) supposée sans jarrets ni points multiples, et n'ayant dans son étendue qu'une faible torsion qui ne la fait pas beaucoup différer d'une courbe plane; imaginons la série de ses plans normaux et traçons dans chacun d'eux une aire assujettie aux conditions
suivantes: i" d'avoir son centre d'élasticité sur la courbe AB; 2° d'avoir, parallèlement au plan osculateur de AB, des dimen-
sions petites en comparaison du rayon de courbure de celte courbe; 3*» de varier dans sa forme d'une manière continue et lente, en sorte que, si Ton passe du plan normal CD à un plan normal C"D" assez distant du premier pour que MM" soit une fraction notable de la longueur AB, les aires tracées dans ces deux plans soient assez peu différentes ei se trouvent placées à peu pn>s de la même manière relativement aux plans osculateurs en M et M". Le solide ainsi engendré, s'il est matérialisé et soustrait à toute force, constituera une pièce droite ou courbe dans son état primitif.
La courbe AB recevra le nom éejibre moyenne de la pièce. Nous appellerons fibre élémentaire le volume engendré par un élément superficiel de Taire mobile pendant une fraction infiniment petite de son parcours. Comme pour les prismes, ces dénominations n'ont qu'un sens purement géométrique ei ne supposent rien de particulier relativement à la constitution de la matière.
68. Conséquence de la définition d'une pièce. — Ainsi qu'on vient de le voir, dans la définition que nous avons donnée d'une pièce, nous n'avons pas exclu le cas d'une fibre moyenne à double courbure, ni celui des changements d'étendue et de figure de la section transversale, ni enfin le cas d'un arc engendré par une aire qui, pendant son mouvement le long de la ligne directrice, ne tournerait pas simplement autour des intersections successives des plans normaux inûniinent voisins, mais encore autour des tangentes à la courbe AB, de manière à constituer une espèce de solide tordu. Toutefois, ces divers écarts devront être renfermés dans de justes limites et ne pas s'opérer avec rapidité. Lorsque cette condition sera remplie, la partie de la pièce comprise entre deux sections infiniment voisines, normales à la fibre moyenne, pourra évidemment être considérée comme très-peu différente d'un prisme droit. Toutes les fibres élémentaires dont elle se compose s'écartent très-peu, en effet,^d'elre engendrées par une aire constante qui se déplace avec un mouvement de translation suivant la normale à son plan; de plus, tous ces petits prismes droits auront sensiblement même longueur, car la plus grande dimension de la section totale» mesurée parallè-
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lement au plan osculateur de la fibre moyenne, est petite par rapport au rayon de courbure (n**67); hypothèse d'où il résulte que la différence entre la plus grande et la plus petite des longueurs dont il s'agit est elle-même une petite fraction de Télément de fibre moyenne compris entre les deux sections normales qui le terminent.
69. Détermination de la tension en un point quelconque de la pièce^ quand toutes les forces extérieures sont connues, — Comme on peut le pressentir d'après les considérations présentées au n** 68, ce problème se ramène sans difficulté à celui qui a été résolu au n** 64. Considérons, en effet, la portion de la pièce comprise entre deux plans normaux CD, C D' [Jig* 47 ) très-voisins Tun de l'autre, mais d'ailleurs quelconques; elle peut être assimilée à un prisme droit dont toutes les fibres élémentaires auraient la longueur MM' (n° 68). Ce prisme reste en équilibre sous l'action des forces extérieures qui lui sont directement appliquées et des réactions qu'il reçoit dans les plans CD, CD', de la part des molécules voisines de ces plans; or les réactions qui s'exercent en CD' constituent nécessairement un système de forces équivalent aux forces extérieures appliquées entre CD' et l'extrémité B, puisque la partie M'B reste aussi en équilibre; il en résulte que le prisme CDCD' éprouve, dans sa base CD, des actions moléculaires capables de faire équilibre à toutes les forces extérieures qui sollicitent la pièce entre le point M et l'extrémité B. On pourra donc appliquer, pour trouver l'intensité et la nature de ces actions, la méthode développée au n** 64, pourvu que la nature particulière de la question ne rende pas inadmissibles les hypothèses sur lesquelles elle est fondée.
70. Observation sur l'étendue de la déformation. — A la vérité, pour appliquer cette méthode, il faut avoir à sa disposition les quantités que nous avons désignées d'une manière générale par N, P, X, V, au n*» 64, ce qui exige qu'on donne, outre l'intensité et la direction de chaque force, la position exacte de son point d'application; il semble donc que l'on devrait connaître la figure d'équilibre affectée par la pièce dans son état définitif, après la déformation, tandis qu'on ne connaît
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orUinairomeiU que la figure dans Tétat primitif. Mais, dans toutes les constructions jouissant d'une certaine stabilité, ces deux Uguros sont généralement très-peu différentes Tune de Tiiulro. En elVet> des forces suffisantes pour altérer par leur ttciion permanente l'élasticité de la matière ne produisent encore que do^ allongements ou raccourcissements très-petits, et il on est de même des variations de la température atmos[»heriqae. Par exemple, s'il s'agit du fer, on sait que, sous un<? traelion de ?.o^« par millimètre carré, un prisme de fer ne s'allonge que de 0,001 de sa longueur primitive, et il est bien laie que dans les constructions on atteigne cette limite. De nuMue. une variation de température de 3o°, relativement à la température initiale, ne produirait qu'une dilatation ou contraction de o'",ooo366 par mètre de longueur. Pour d'autres matières que le fer, les chiflVcs changeraient, mais les conclusions resteraient les mêmes. Par conséquent, chaque ûbre élémentaire variant très-peu en longueur, il est assez naturel d'admettre que la pièce elle-même ne se déformera pas beaucoup.
Toutefois, nous ne chercherons pas à dissimuler que ce rai. sonnement n'est pas entièrement rigoureux. Si l'on considère une pièce très-grande, de petits changements de longueur de toutes les fibres élémentaires peuvent, en s'accumulant, produire des elfets sensibles sur la forme générale du corps. Mais alors, pour ne pas nous engager dans des calculs que personne n'a tentés jusqu'à présent, nous serons forcé de comprendre le fait dont il s'agit parmi les données et hypothèses de la question ; le raisonnement que nous avons fait aura du moins pour résultat de montrer que cette hypothèse est plausible et qu'elle doit, en elîel, se vérifier dans la plupart des cas. En conséquence, nous admettons que la pièce déformée diffère infiniment peu, quant aux dimensions et à la position, de ce qu'elle était dans son état primitif. Dès lors, il n'y aura aucune difficulté pour calculer ou construire géométriquement les quantités N, P, X, V par les méthodes que nous allons maintenant indiquer.
71. Calcul des quantités N, P, X, V en fonction des forces extérieures, dans le cas le plus général. — Prenons un point
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quelconque M sur la fibre moyenne MoM„ d'une pièce [Jig. 48); la direction de la tangente en M à la courbe M«M„ sera connue au moyen de deux équations qui doivent exister entre les
coordonnées x^y-y z du point M relativement aux axes rectangulaires Oxy Oj, Oz, et on peut la regarder comme définie
, . dx dy- dz . , , ,, r ..
par les cosinus ;7~' ^' ' t" des angles qu elle fait avec ces
axes. Imaginons ensuite par le point M des axes parallèles ilx', Mj', Mz', et supposons qu'on ait calculé, pour le système (S) de forces extérieures appliquées depuis la section M jusqu'à l'extrémité M„, i° les sommes de projections A, B, C sur Ma?', My, Mz', 2° les sommes de moments H, K, L relativement aux mêmes droites. Ces six quantités A, B, C, H, K, L
dx dy dz étant considérées, ainsi que -7-? ,7 -,--> comme des don-
^ ds ds ds
nées immédiates, voici les calculs par lesquels on en déduira
La force N représente (n® 6i) la somme des projections du
système (S) sur la tangente en M à la fibre moyenne; or ce
système a une résultante de translation dont A, B, C sont les
composantes; donc
N=:Acos(N,a;') -+- Bcos;N, v') -hCcos^N,^') dx
ds
ds ds
Maintenant, si Ton compose N avec P, on doit obtenir la ré-
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sullnnlo de A, B, C, el, par conséquent, P est la résullanie do A, B, C et de — N, ce qui donne, pour les trois composâmes de P suivant les axes,
as
as
Tn procédé tout à fait semblable peut être employé pour los moments V et X. L'axe du moment résultant du système (S) relativement au point M étant la résultante de trois lignes H, K, L, portées suivant M^', Mj', Mz', on aura d*abord, par la projection de cet axe sur la direction de N,
puis on remarquera que Taxe de X est la résultante de H, K, L et — V, d'où Ton déduira les trois projections
X.^II-V
as
ils
72. Cas particulier où toutes les forces extérieures sont dans un même plan avec lajibre moy^enne. — Si Ton prend ce plan pour plan des arj, on aura constamment
. z O, Ci=:0, lî =: O, K— O;
lis ces valeurs, introduites dans les équations (i), (2), (3) et (4)
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da 11° 71, donnent
1 as as
(5) / as tls\ as as J
1 P, = o, V=o, X, =o, Xj^o, X.= X^- L.
La force P, dont les deux composanle!) sonl P, ei P,, a pour valeur
(is lis
elle est estimée suivant la ligne joignant le point M au centre de courbure de la courbe MoM, {^g. 48). En résumé, on a donc les deux forces N et P, définies en grandeur par les équations [5) et (6) et dirigées, la première suivant la tangente, la seconde comme on vient de le dire; le couple de torsion disparaît; le moment fléchissant n'estautre chose que la somme des moments du système [S) relativement au point M.
Ces résultais s'établissent directement avec la plus grande Tacilité, sans passer par la considération du cas général étudié au n" 71.
En nous bornant au cas particulier actuel, nous démontrerons encore des relations générales i|iii exislcnt enire les trois quantités N, P, X. Considérons sur îa fibre moyenne de la pièce un élément MM' [Jig. 49) de longueur ds; la portion de pièce terminée aux deux sections faites en M et en M' sera soumise aux forces extérieures suivantes :
1° Aux forces directement appliquées dans l'intervalle des sections M et M'; nous admettons qu'elles soient réduites à deux composantes aids, Wfds suivant ta tangente et le rayon de courbure, et à un couple fjds, ce qui suppose l'absence de toute force finie dans l'intervalle cousidéré;
1" Aux réactions exercées dans les deux sections, lesquelles seront équivalentes, dans la section M, aux deux forces com-
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posnmos N Cl P et au couple X; dans la section M', à ces unîmes Torccs et couple changes de sens et augmentés de leur dilTôroniiollo.
Fie- 49-
I,i> système de ces forces doit être en équilibre; on pourra .loni' l'jîJiler à zéro la somme de leurs projections sur N-i-rfN l'i Ph */I', Cl la somme de leurs moments relativement au (uiinl M', ce qui fournira trois conditions d'équilibre nécessaires et suffisantes. En observant que l'angle infiniment peiit dos tangenies ou des normales en M et en M' est égal au tis P bure p de la fibre moyenne, on aura ainsi, i petits du second ordre près,
19) (/\— l'ds -!- ads =0.
L'intégralion de ces équations dilTéreniî elles simulunées pourrait donner N, P, X entre deux sections quelconques, dans l'intervalle desquelles n'existeraient que des forces à répartition conlinue; mais il est rare que ce moyen offre pratiquement quelque avantage et qu'un calcul direct ne soit pas préférable. Cependant le contraire peularriver; si, par exemple, on a pu obtenir simplcineni P en fonction de s, on voit que l'équation (8) donnerait N par une dérivation et que l'équalion (ri) donnerait X par une quadrature.
On remarquera que l'équation (9) n'est autre chose qu'une ^éjiérulisalion de l'équation (i3) du n° 2k,
hegherchb générale des tensions.
L'éliminalion de Vds entre (7) et (9) permet d'établir aussi une relation entre X cl N, savoir
r/iN
— l USt
^ ] ds -- G.
Dans le cas d'une fibre moyenne circulaire, p est constant, et la dernière équation peut alors prendre la forme assez remarquable
N \ xDids / uds-- consi.
73. Suite du même cas particulier : solution graphique. Tracé de la courbe des pressions. — On suppose toujours, comme au n** 72, la fibre moyenne située dans un plan et les forces extérieures réductibles, pour la portion de pièce comprise entre deux sections quelconques, à des forces contenues dans ce même plan. Si Ton considère alors une section arbitraire, telle que C3D3 {Jig. 5o), on sait que les actions niolécu-
Fig. 5o.
laires développées dans cette section doivent faire équilibre aux forces extérieures qui agissent entre le point M, et Textréraité Mo, c'est-à-dire à la résultante de ces forces. Pour appliquer immédiatement la théorie du n° 6^, tout se réduit à trouver cette résultante; c'est à quoi Ton parviendra facilement en procédant comme il suit.
Après avoir partagé la fibre moyenne MoM,. en intervalles égaux ou inégaux MoM,, M, M,, M3M3, ..., auxquels correspondent les sections normales CoDo, C,D,, C2I),, C3D3, .•>
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supposons qu'on ail pu facilcmenl réduire à une seule force loules celles qui agissent entre deux sections conséculiveset qu'on pil obtenu de cette manière les forces F,, F,, F„ F., ... ; supposons de plus que dans la section extrême C.D, (mais non pas nécessairement au centre d'élasticité M.) agisse la force K,. On mènera par un point 0 arbitraire la ligne OR, parallèle et proportionnelle à la force R„ et dans le même sens; par le point R, on mènera R.R, parallèle à la force F,, et l'on prendra la longueur îl.U, proportionnelle à cette force el de même sens. On continuera de la même manière à construire le polygone RjRiRiRi--., dont les côtés successifs représentent en intensité, en direction, en sens et aussi dans leur ordre, les forces F,, Fi, F„ Les propriélés bien connues du iiol.vgone des forcus montrent immédiatement que les lignes OKj, Oit,, ÔRi, . . . représentent à la même échelle, en intensité, direction et sens, les forces totales qui agissent respectivement sur ies sections C«D„ CD,, C7D:, ....
Il est nécessaire d'avoir non-seulement chaque résultante en grandeur, direction et sens, mais d'avoir aussi sa position réelle dans le plan. Or rien n'est plus facile, quand la construction précédente est effectuée. Par le point K,, où la première résultante R^ coupe la première force F,, on mènera K,K, parallèlement à OR,; celte ligne K^K, coïncidera avec la position vériloble do la seconde résultante OR,, car cette résullante doit passer par le point de rencontre de R, et de F,. De même, par le point K,, où la résultante dirigée suivant K,K, coupe la seconde force F„ on mènera K,Ki parallèle à OR,, jusqu'à la rencontre de Fj, puis par K, la parallèle K,Kj à 0B„ et ainsi de suite. Les difTércnts côtés du polygone ainsi formé ne seront autre chose que les résultantes successives rétablies dans leur position véritable, et, puisque l'on en connaît la grandeur et le sens, elles seront entièrement connues.
On déduira donc aisément de là le centre de tension dans une section quelconque. En effet, ce point est l'intersection de la résultante qui correspond à la section dont il s'agit, avec 11' pkiii lie cette section; ainsi, pour la section CiDi, on aura le cL:iiire H, déterminé par la rencontre de la résulunie Ri, lUrifii'c ^iuivant K^K. avec la trace CD, du pian de la section sur 11' |i!:jii de la fibre moyenne, qui est en même temps celui
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de la Ggure. On aurait d'une manière semblable les auires centres de tension M., H,, H,, Hj, ..., dont le lieu géométrique constitue ce qu'on appelle communément la courbe des pressions. 11 n'est peut-être pas sans utilité de faire remarquer que, si les forces Ri, F,, F3, . . . ne provenaient pas d'une charge répartie d'une manière continue sur la longueur de la pièce, et si dans une section, telle que C3D2 par exemple, agissait une force finie qui ne se subdivisât pas en une infinité d,e forces élémentaires distribuées sur une certaine étendue à droite et à gauche de C,D., alors la courbe des pressions présenterait une discontinuité. On aurait d'abord une première branche, telle que MoHiII,; puis, la dernière résultante se combinant avec la force isolée qui agit en un point de CaD,, le centre de tension passerait brusquement de H, en un autre point H'a, d'où partirait une seconde branche de courbe continue, allant jusqu'à une autre section dans laquelle une nouvelle force finie produirait une nouvelle discontinuité.
Quand on aura trouvé les diverses résultantes, pour faire le calcul des tensions dans une section quelconque, telle que C3D, par exemple, on projettera R3 sur la tangente en M3 et sur la normale au même point. Cela donnerait, pour la section dont il s'agit, les quantités désignées par N et P; V serait nul et X égal au moment de K3 relativement à M3. On aurait ainsi les éléments nécessaires pour appliquer la méthode générale du n° 64; le calcul numérique des tensions s'achèverait alors sans difficulté, comme on le verra bientôt par un exemple.
74. Restrictions que doit éprouver la théorie générale dans certains cas exceptionnels. — Il y a des cas dans lesquels les hypothèses énoncées au n** 64, sur lesquelles repose l'évaluation des forces moléculaires, sont a priori entièrement dénuées de vraisemblance. Par exemple, si une colonne mince en métal, supportant un poids à sa partie supérieure, s'appuie sur un large socle en pierre, on pourrait, par les formules que nous avons données, déterminer la pression en chaque point d'une section quelconque de la colonne; mais il ne conviendrait pas de les appliquer à la recherche des pressions sur la surface supérieure du socle. On Comprend, en effet, que, par
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l'effel de la déformation, celle surface ne doil pas resler plane, comme nous l'avons supposé, mais qu'il doil se produire une certaine dépression aux environs des points qui reçoivent directement l'action de la colonne. Mais on conçoit aussi que cet elTet doit èlre local, et qu'il doit tendre à s'effacer de plus en plus à mesure que l'on s'éloigne du point où il se produit. Ainsi on ne devrait faire usage des formules que pour étudier la manière dont se rcparlil la pression dans une section du socle, prise à une distance suffisamment grande de la surface supérieure.
En général, une exception analogue aura lieu pour tous les points des pièces prismatiques où seraient directement applin liées des forces considérables; mais, en même temps, on sait que ces points sont ordinairement renforcés par un excédant de malière, dont les constructeurs comprennent parfaitement la nécessité. Par conséquent, il n'y a pas trop à se préoccuper de ce qui se passe dans ces circonstances exceptionnelles, car elles ont peu d'inHuence sur la résistance générale de U pièce. Nous avons voulu seulement, par les observations qui précèdent, mettre le lecteur en garde contre une extension trop grande qu'il serait peut-être tenté de donner aux formules : il convient toujours de se rappeler les hypothèses fondamentales, et d'examiner, dans chaque application, jusqu'à quel point elles sont susceptibles d'être vérifiées, sans quoi l'on s'exposerait à des mécomptes fâcheux, dont la théorie ne devrait pas, équitablement, être rendue responsable-
75. Exemple numérique 'le la lUtermmation des tensions. — Nous allons montriT par un exemple l'application do la théorie générale dn n" GO. Cet exemple se rapporte à un projet do pont qui avait été tait pour la ville de Brest, par M. Tritschler, architecte. Le pont devait ètr« soutenu par deux arcs en tolc à fibre moyenne circulaire, placés en amoDl et en aval. L'cnsemblo de ces deux arcs présentait une section rectangulaire do 3" de hauteur sur une largeur réduite o'°,o48 (') ; ce nombre, plu» petit que la largeur réelle, tient compte, par aperçu, des évidements qui élaieiil pr*tiqu<''i dans la tôle. 1,05 arcs présentaient drnc une section de
(') Suis n'uiilcmlons pas donner lrùs-ri(;ouieuscment Ici lei nombrea dn pruji'l', il s'ngit simplcDicntd'un exemplo d'application de la théorie.
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144000""** que nous regarderons comme homogène, et qui, en conséquence, devait avoir par rapport à l'horizontale du centre de gravité un
rayon de gyralion égal à 4 /—• 3' (n° 22, /), soit à iy^. La fibre
moyenne était un arc de cercle de 55™ de rayon et 40" de flèche, d'où l'on conclut aisément que la ligne des naissances, ou la corde, avait pour longueur loS^jSS; la fibre moyenne et sa corde étaient supposées dans un même plan vertical divisant toutes les sections en deux parties symétriques.
La charge n'était pas répartie d'une manière tout à fait uniforme. En prenant de part et d'autre de la verticale BG du centre [fig. 5i) une longueur horizontale de 20'", la partie AC, ayant ainsi 40"" de longueur en projection sur la corde, était chargée à raison de 3 100''^ par mètre courant projeté, soit en tout de 124000''^. Le surplus de la pièce supportait 11 iSo*^^ par mètre courant de projection horizontale , en tout 734000''^ environ. Ces poids sont censés comprendre le poids propre de l'arc, et on les regarde comme appliqués à la fibre moyenne elle-même. Enfin, des calculs que nous ne pouvons pas encore exposer maintenant ont fait connaître que la réaction de chacun des points d'appui D et E devait, sous les charges indiquées et avec une certaine variation de température, être équivalente aux forces suivantes :
429000''^, suivant la verticale, de bas en haut; 214400''^, suivant l'horizontale, en allant de chaque naissance vers la verticale du milieu do l'arc.
Considérons une section normale passant au point K, choisi arbitrairement. Appelons
p le rayon de l'arc ;
p le poids par mètre courant projeté, appliqué sur BC;
p' la quantité analogue pour la partie CE ;
a l'angle BOK ;
<? le demi-angle au centre de l'arc, angle qui a pour sinus le rap-
. GË
port -^:z-;
BO X, / les coordonnées de K par rapport aux axes Gx, G/; S, Q les composantes verticale et horizontale de la réaction exercée en E
par l'appui; _
a, /, b les distances GÉ , GB , GH ;
N la somme des projections sur la tangente en K des forces qui agissent
entre K et E, ces projections étant prises positivement ou négative-
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m«^nL suivant quVlU^ vont dans le sens de K vers E ou en sens con-
tra.ro, c'est ->à-iiirc suivant qu'elles agissent pour étendre ou comprimer
)«>s t.brots aux environs de la section faite en K; r h s^^mmo des projivtions des forces sur le rayon OK, prises positive-
nienl ^ians le sen> KO; X k sor.-ime dos moments des mûmes forces par rapport au point K,
1%". ru:t*o en prenant pour sens positif des moments le sens de ceux qui
ten.îent a î«î.re tourner de G.r vers G y,
S. .0 iV^.nî K est d'abord pris entre B et C, on aura
>v ; / - .r sina H-y.>'(rt — ^) sina — Qcosa — Ssina,
p . ,*' — .r) COSa -t-/>'(^/ — Z>) COSx -H Qsina — Scosa,
N (/^ — p) (^^ ~~ '^) sina -i- p'{a — jc) sina — Qcosa— Ssina, P - . (/; —p') [b — .r)cosa -^ p' [a— .r)cosa-i- Qsina — Scosa,
X--.^-[p-p')[b~a:Y-\p'{a--œY--QX^S[a-x
Si la section était située entre C et E, ces expressions changeraient de forme, parce que toute la portion de l'arc entre la section dont il s'agit ot l'extrémité E serait chargée du même poids p' par mètre courant. On vojt alors que les valeurs de N, P, X deviennent
N — p' ( a — X ) sin a — Q cos a — S sin x, p ^ p\(i _ j.-)cosa -+- Qsina — Scosa,
X. .-'. — - p'[^ — X Y— Qy -+- ^[(i — x). Or on a X ~ p sin a, j — p ( cos a — cos y ) , S = ph -\- p' [a — b) = 429 000^*;
substituant ces valeurs, puis remplaçant les lettres par les valeurs numériques données, nous avons trouvé :
Entre B et C,
N -- — '2 14,4 cos a — 170,5 sin'a,
P= 2i4)4sina — i7o,5sinacosa,
iOOO
— ^X= — II, 79 cos a — 4,689sm'a -h 11,92;
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Entre C et E,
N = — ai.{,4cossc -h i6i josina — 6i3,asin-a,
lOOO
P = 2i4,4sina -H i6j ,ocosx — 6i3,2sinacosa,
lOOO
lo'
X,— — II ,79COsa -+■ 8,855sina — 1 6 , 86 sin' a -h io,3i.
On possède maintenant tous les éléments nécessaires pour calculer numériquement, au moyen des considérations générales du n" 69 et des formules du n" 6i, les tensions en chaque point d'une section quelconque , car toutes les forces agissant depuis OK jusqu'à l'extrémité E do la pièce équivalent à la résultante de N et de P, appiliquée en K et combinée avec le couple dont le moment est X. D'abord, le couple désigné par V étant ici constamment nul, il n'y a pas do torsion, et l'élasticité transversale n'est mise en jeu dans le plan OK que par la force P, qui donne lieu à un glissement simple. Au glissement répondent dos tensions transversales dont la somme absolue égale P, et qui, pour les divers éléments de fibre partant du plan OK, sont simplement proportionnelles à la section w de ces éléments, attendu que la matière de l'arc est supposée homogène. La tension transversale par unité do surface de Tun quelconque des éléments
en question égalera donc la force totale P, divisée parla section totale il.
Ainsi on calculera le quotient - pour diverses sections de la pièce, et
Ton connaîtra de cette manière les grandeurs successives par lesquelles passent les tensions transversales correspondantes.
Restent les forces N et les couples X, qui produisent l'extension et la flexion simples, et par conséquent les tensions longitudinales. Dans la supposition ci-dessus faite, que le plan contenant la fibre moyenne et les forces extérieures est un plan de symétrie de la pièce, la formule (8) du n° 64 est applicable au calcul de ces tensions. Celte formule montre que !a tension aux divers points d'une section donnée ne varie qu'avec la distance u de ces points à l'axe de llexion, et qu'on aura ses valeurs extrêmes en prenant celles qui répondent à l'extrados et à l'intrados. Dans les deux cas, u a pour valeur absolue i™, 5o; mais le produit Xw doit, suivant une remarque du n''6i, recevoir le signe — dans le premier et le signe -h dans le second , parce que , d'après le sens ado[)té ci-dessus dans le calcul des moments tléchissants, un moment positif comprime les fibres d'extrados et allonge les fibres d'intrados. Faisant, en outre,
ii-^o,i4^, I = —ii.V -- -il,
I. 3* édit
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nous pourrons donc écrire :
Pour roxtrados - — — - ( N — 2X)
Pour rinlrados - — , , (N -+- ^iX).
l/unilô do forvv i>U\nl le kilogramme et l'unilé de surface le mètre carré, ot\< IvM'uuilos domiorviiont des tensions exprimées en kilogrammes par moUv oanv. pour les avoir en kilogrammes par millimètre carré, ce qui e*J plus voufonne à l'usiige ordinaire, il suffit de diviser par 10' ou de ivuip\u*or o.i.i» par 144000. On n'oubliera pas d'ailleurs que les tenviv»n^ uMt ;iUulinales négatives représentent en réalité des pressions. NouM lo l'vibleau des résultats numériques relatifs à douze sections:
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Comme on le voii, [vi tensioDsqui snilicitent les Bbres au glissement IrSDSkcrsal sont assez faibles comparativement aux tensioDS longitudinales : la résiïtJnce du fer au\ unes et aux autres étant à peu près la nu^me, on voit qu'il n'y aurait pas eu dans cet exemple d'erreur bien notable à suivre l'usa^'e assoi généralement reçu de négliger les tensions trans\ersales.
Les tensions longitudinales à l'eitrados, à l'inlrados et snr la fibre moyenne sont n'présentées graphiquement par la Jîg. 52 ; les abscisses
Fie. 52.
(les courbes sont proportionnelles aux valeurs do a, et les ordonnées sont propoilioniielles aux videurs de ces tensions.
7fi. Conilusion de ce Chapitre. — Le premier des trois ^raiiiis [irohlèines énoncés dans l'Inlioduclîon du Cours peut .'irc niaiiilL'iiant considéré comme résolu pour une classe de jiii'ci'S droilPs oit courbes, dont l;i dérmiiion de forme [n°67; l'si a-îsci! iiii'fîL' pour comprendre toutes les grandes pièces (■ni|>liiv<''('s djns les constructions. La solution s'étend imméiliiiii'iiii'nt à un sjslème constitué par la réunion d'un nombre mii-lciMii|iii' de CCS pièces, car il suffit pour cela de prendre I MiiiMii' inconnues auxiliaires les réactions mutuelles qui ^iM-ricutdans les assemblages du système. Mais la recherche ili' ces inconnues sera sotivent un problème d'une grande difliriilié, qui exige ordinairement, comme nous l'avons déjà dit, l'élude des déformations produites sur une pièce par l'action de forces données. Ces questions rentrent dans le second et Ir tniisième des |iroblémes généraux; elles formeront l'objet du Cbapitre suivant.
FORMULES DE LA DÉFORMATION; CONSÉQUENCES. Sog
FORMULES GÉNÉRALES POUR DÉTERMINER LA DÉFORMATION d'uNE PIÈCE DROITE OU COURBE SOUS l'aCTION DE FORCES DONNÉES. — RECHERCHE DES FORCES INCON*NUES. — THÉORÈMES SUR LA COMPOSITION DES EFFETS DUS A DIVERSES CAUSES. — MOUVEMENTS VIBRATOIRES DES PIECES ÉLAS- TIQUES.
§ I. — Calcul de la déformation d'une pièce sous Taction
de forces connues.
77. Lemme relatif aux déplacements des différents points d'un système invariable. — Ou sait que le déplacement élémentaire d'un système invariable peut toujours être obtenu au moyen de trois translations parallèles à trois axes coordonnés et de ^*^' ^^' trois rotations autour des mêmes axes.
Soient a, 6, c les trois translations respectivement parallèles aux axes rectangulaires OÇ, O13, OÇ (/s^. 53); m, n, p les trois rotations autour des mêmes axes. Ces six mouvements étant tous infiniment petits, il s'agit d'avoir l'expression analytique du déplacement d'un point A quelconque du système, en fonction de ses coordonnées ;, t., t, ^
A cet effet, on remarquera d'abord que le déplacement AA' du point A est la ligne qui ferme le polygone obtenu en portant bout à bout les six déplacements composants, chacun avec sa direction propre. Donc la projection de AA' sur un axe quelconque est égale à la somme algébrique des projections des déplacements dus aux trois translations et aux trois rotations. Cherchons donc la projection du déplacement dû à une rotation, par exemple à n, qui se fait autour de 0^:. Soit OM la projection de OA sur le plan des Ç;; la rotation n toute
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seule, si elle avait lieu de 0^ vers Og, ferait décrire au poini A un petit élément circulaire de rayon OM, perpendiculaire à cette ligne, ayant le sens de M à P, et contenu dans un plan parallèle au plan des Ç;. Sa longueur serait nOM, et ses projections auraient pour valeurs, savoir :
Sur l'axe des H. . . «ÔAlcosMOî; ou bien nt.
Sur Taxe des n -^ o
Sur Taxe dos ?.. . — /'ÔM cosMO; ou bien —ne
De la même manière on trouverait les projections des déplacements dus à m et p, qui sont respectivement :
Pour ///... o, — //l'C, m ri
Pour />» . . . — /^r,, y^;, o.
Réunissant maintenant toutes les projections sur un même axe et nommant AÇ, Ar,, aç les variations des coordonnées du point A, on aura TelTet total des six mouvements composants, exprimé par les équations
Ar, zz^ h -h pc, — mil, A!^ =z c -r- nir, — n^.
Pour la généralité de ces formules, il ne faut pas oublier que les translations a, 6, c, aussi bien que les rotations m, n,/?, doivent prendre le signe -f- ou le signe —, suivant les cas. Les translations sont positives quand elles ont lieu dans le sens positif des axes coordonnés qui leur sont parallèles; une rotation autour de Oî; est positive quand elle amènerait la portion positive de l'axe 0; sur la portion positive de Taxe Orr, de même le sens positif pour les rotations autour de 0? sera de On vers 0?, et pour les rotations autour de On celui de 0^ versO^ {'\
C) Four qu'une rutation positive autour d'un des axes de coordonnées soit représentée par une Uquc comptée dans le sens positif de cet axe, il est nécessaire, avec la dispDsilion de la /îf(. 53, de changer la convention ordinairement suivie à l'tgard des axes représentatifs. IVous imaginerons un spectateur placé en O et regardant suivant la droite qui représente la rotation : ce sera pour un spectateur ainsi placé que la rotation devra s'effectuer dans le sens dos aiguilles d'une montre. La môme règle sera supposée suivie pour les axes représentatifs des couples ou moments.
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78. Réduction du problème qui fait l'objet de ce paragraphe à une composition de mouvements, — Soit une pièce dont la fibre moyenne est GoG„ (Jig. 54); CoDo, CiD,, CDj, ...» C,D„
Fig. 5^.
les sections transversales successives, déterminées par des plans normaux très-voisins les uns des autres. Le volume infiniment petit compris entre deux sections consécutives C,D/, C,v,D,lhi peut être considéré (n° 68) comme un prisme, et Ton connaît le système de forces auxquelles doivent faire équilibre les tensions développées dans les éléments de fibre qui traversent C,D,; ces forces sont toutes celles qui agissent sur la pièce entre C/D, et l'extrémité C«D„. On pourra donc, en procédant comme au n** 6^*, trouver les deux translations et les deux rotations que C/^_,D/^, prend relalivement à C,D|.
Cela posé, imaginons que Ton connaisse le mouvement absolu pris par une section initiale CoD». Le mouvement absolu de CD, se composera du mouvement de CD, relativement à C,Do (qu'on sait calculer) et du mouvement absolu de CD,; de même, connaissant le mouvement absolu de CD,, on passerait à celui de CD., et ainsi de suite. On verrait ainsi que, pour une section quelconque CD, le mouvement absolu résulte de la composition du mouvement absolu de C„Do avec tous les mouvements relatifs des groupes de deux sections infiniment voisines qu'on peut imaginer enire CoD, et CD. Donc le déplacement du point G résultera de la composition des déplacements dus à tous ces mouvements, considérés chacun à part; en projection sur un axe, ce déplacement sera la somme algé-
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brique des projections obtenues en prenant isolément chaque mouvement partiel.
Il est clair maintenant que la méthode du n*" 77 sera appli* cable pour trouver les déplacements de G parallèlement à trois axes coordonnés, dus à chaque mouvement composant, pourvu que chacun de ces mouvements ait subi la décomposition que suppose ladite méthode. On conçoit donc sans peine la marche à suivre pour trouver les variations des trois coordonnées de G. Avant de rechercher les formules qui les représentent, nous allons encore exposer quelques observations générales.
79. Construction géométrique approximative de la fibre moyenne déformée, — Si Ton pouvait construire géométriquement les lignes représentatives du mouvement résultant d'une section normale quelconque CD [fig. 54), il serait aisé d'en déduire le déplacement du point G. Or, comme on vient de le voir, le mouvement de Cl) s'obtient par la composition du mouvement de la section initiale CoDo avec tous les mouvements relatifs des groupes de deux sections infiniment voisines entre CoDo cl CD. Ces mouvements relatifs, en nombre infini, ne peuvent pas en général être composés rigoureusement par des constructions géométriques. Maison éludera la difficulté en partageant Tinlervalle GoG par des plans normaux suffisamment rapprochés, en nombre fini, et traitant chaque portion de pièce comprise entre deux de ces plans consécutifs comme un élément de longueur inlîniment petite. De cette manière, le mouvement de la section CD résulterait de la composition de mouvements en nombre fini, opération susceptible de s'effectuer géométriquement (*).
Remarque sur la position définitive des sections non
(') L'idée de cette recherche des dciormalions par une compositioD de mou» vcments a été énoncée et mise en œuvre, au moyen de constructions géométriques, vers le commenceracut de l'année i855, par M. de Saint-Dridan, jeune ingénieur très-distin(;ué, auquel une mort prématurée n'a guère laissé le temps de se faire connaître. C'est en développant la même idée par le calcul que nous avons pu donner une démonstration simple des formules génér&les du n" 85, auxquelles d'autres auteurs étaient déjà parvenus par des Toies beaucoup moins faciles.
^' /cT;-
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maies. — On peut se demander si les sections primiiivemeni normales à la fibre moyenne le sont encore après la déformalion. Pour répondre à celle question, on remplacera d'abord la fibre moyenne par un polygone infinitésimal GoG,G3G3G4. . . ifig' 55). Tant que la section C^D,» par exemple, n'aura relativement à la section infini- ^. ,^ ment voisme G, D, que les mouvements qui constituent \^ « rallongement simple, la nF» ^j^ flexion et la torsion, il est ^^ />> \". clair que le point G, se dé- gX ' ' placera par rapport à C,D, |^^ en restant sur la direction
de l'élément G, G,; donc le plan C,D, restera normal à la courbe après la déformation. Mais, s'il existe un efi'ort tranchant P qui fasse glisser CaDn dans son plan, le point G, décrira un élément de chemin perpendiculairement à G.Gj, et cet élément aura avec G.Gi un rapport fini : donc, après que les forces auront produit leur effet, le plan CD, ne sera plus normal à la fibre moyenne.
Nous concluons donc en disant que les sections normales primitives le sont encore dans Tctat définitif, quand Teffort tranchant est nul ou négligeable.
81. Observation au sujet de V effort tranchant dans une section quelconque. — Dans deux occasions déjà ( n°' 19 et 73), quand il était question de déterminer les tensions en un point quelconque d'une pièce, nous avons dit qu'on négligeait habituellement l'effet de la force transversale ou effort tranchant, qui tend à produire un glissement relatif de deux sections voisines, parallèlement à leur plan. L'effort tranchant a été aussi négligé quand il s'agissait (n"' 19 et 20) de rechercher la forme définitive prise par la fibre moyenne d'une poutre droite sous l'action de forces transversales et parallèles, puisque nous avons admis que les sections planes primitivement normales restaient encore normales après la déformation. L'expérience a généralement consacré cette manière d'opérer, à laquelle nous nous conformerons presque toujours, dans le but de simplifier les applications que nous avons à faire de la théorie. Ainsi
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nous admeilrons comme un fait que, sauf les cas exceptionnels que nous signalerons, les tensions transversales ont peu d'iraporlanre dans les pièces que les ingénieurs ont à établir, relativement aux tensions longitudinales, et qu'il en est de nit^me dos déformations correspondantes. L'effort tranchant étant désigné par P dans les formules de ce paragraphe, nous y ferons toujours P ^= o quand il s'agira d'une application quelconque; si nous n'avons pas tout d'abord supprimé constam;nont les termes affectés du facteur P, notre seul motif a ôié do no pas sacrifier, sans une utilité bien manifeste, l'exactituvlo llu''ori(|ue.
Nous allons maintenant entreprendre l'établissemeni des formules propres à faire connaître la déformation des pièces droites ou courbes, en commençant par deux cas particuliers dont il semble convenable de faire directement l'étude, en raison de leur intérêt spécial et de leur simplicité relative.
82. Déformation d'une pièce droite; équation différentielle de la fibre moyenne déformée, — Plaçons-nous dans une hypothèse resireinle, en admettant : i° que toutes les forces extérieures sont contenues dans un même plan (A) avec la libre moyenne primitive; a** que ce plan divise la pièce en deux parties symétriques, ou tout au moins qu'il coupe chaque section transversale suivant un axe principal d'inertie. Les forces comprises enire une section quelconque et un des bouts de la pièce ont alors un moment nécessairement nul par rapport à la fibre moyenne, et il n'y a pas de couple de torsion V; la tension totale N et l'effort tranchant P, étant dans le plan (A), ne produisent que des déplacements parallèles à ce plan; enfin il en est de même du couple ou moment de flexion X, car, sa trace sur le plan de la section étant axe principal d'inertie, la rotation qu'il produit s'opère autour d'une ligne perpendiculaire à cette trace (n** 64.) et conséquemment au plan (A). Donc le déplacement total d'un point quelconque de la fibre moyenne aura lieu dans ce plan, et, par suite, la fibre moyenne définitive y sera contenue.
Nous supposerons encore qu'on soit en droit de négliger les déformations dues à l'effort tranchant (n° 81); les sections primitivenuMii normales seront don^ encore normales à la fibre
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moyenne définitive (n* 80). Elles sonl d'ailleurs toutes perpendiculaires au plan (A), et les angles qu'elles font entre elles sont mesurés par les angles des normales menées à la fibre moyenne dans ce même plan.
Cela posé, au lieu d'effectuer la composition de mouvements dont il a été question plus haut, il vaut mieux employer la méthode suivante, qui conduit plus simplement au but. Prenons pour axe des x la fibre moyenne primitive et pour axe desj^ une perpendiculaire tracée dans le plan (A). La section répondant au point dont les coordonnées sonl x et r fait un certain angle avec sa direction première; puisque la section est restée normale, cet angle sera le même que celui fait par la tangente à la fibre moyenne déformée avec l'axe des x et
dy aura pour tangente trigonométrique la dérivée -j- • Les déformations étant toujours censées très-petites (n° 70), cet angle n'a qu'une petite valeur, et Ton peut, sans erreur sensible, le confondre avec sa tangente. Pour la section infiniment voisine, placée à la distance dx de la première, l'angle analogue
dy d'y aura pour valeur -,- -f- -T-dx\ donc les deux sections, primi-
(ix dx^
tivement parallèles, font maintenant entre elles un angle
~j~dx, qui représente leur rotation relative, c'est-à-dire la
flexion. L'angle de flexion rapporté à l'unité de longueur étant
. d^y alors égal à ^ .» les forces moléculaires qui en résultent ont
pour moment, relativement à l'axe de flexion, le produit de
dw
■~ par le moment d'inflexibilité correspondant à cet axe
(n*64). Si donc on nomme, dans une section quelconque,
ele ressort longitudinal (n*» 2),
rie rayon de gyraiion (n° 22) relativement à un axe perpendiculaire au plan des forces et passant au centre d'élasticité (axe autour duquel s'opère la flexion),
X le moment fléchissant (n<* 64-),
attendu que les forces élastiques développées dans une section font équilibre aux forces extérieures qui agissent depuis cette
3l6 CHAPITRE CINQUIÈME.
section jusqu'à une extrémité, on écrira réquation
C'est là l'équation difFérentielle de la fibre moyenne déformée; elle est identique à celle que nous avons établie aux n"' 19 et 20, dans une hypothèse moins générale quant aux forces extérieures. On verrait d'ailleurs, par un raisonnement identique à celui du n° 19, que les moments fléchissants doivent être affectés du signe -f- quand ils tendent à faire tourner de l'axe des x vers Taxe des y- et du signe — dans le cas contraire.
83. Formules de la déformation plane pour une pièce courbe dont la fibre moyenne primitive est dans un même plan avec les forces extérieures, — Nous allons prendre maintenant le cas d'une pièce remplissant, quant aux forces extérieures el à la forme de la section, toutes les conditions imposées à la poutre droite qu'on vient d'étudier (n®82), mais différant de celle-ci par la fibre moyenne primitive qui, au lieu d'une droite, sera une courbe quelconque située dans le plan (A). Les mêmes raisonnements montreront que la fibre moyenne définitive sera aussi contenue dans ce plan, et Ton connaîtra sa forme si, après avoir pris dans le plan (A) deux axes coordonnés rectangulaires 0^, Oj [fig* 56), on peut
calculer les variations A:r, , Ar, subies par les coordonnées x„ j, d'un point quelconque G» appartenant à la fibre moyenne primitive. Cherchons donc à exprimer ces quantités
en continuant à supposer, pour plus de simplicité, qu'on puisse négliger l'influence de l'effort tranchant.
Soient GoGG,G„ la fibre moyenne, C|D, une section quelconque, CD une autre section quelconque entre l'origine CaD« de la pièce et C,D,. Désignons par
^0, jo, x^y-y ^i, Ji les coordonnées des points Go, G, Gi;
1, 5, les longueurs G«G et GuG, ;
ele ressort longitudinal de la section CD (n®2);
rson rayon de gyration (n° 22) relativement à un axe perpendiculaire au plan de la figure et projeté en G;
N la tension totale dans la section CD, c'est-à-dire la somme des forces extérieures appliquées à la portion GG„ de la pièce, ces forces étant prises en projection sur la tangente en G à la fibre moyenne et le sens positif étant celui qui s'éloigne de l'origine Go;
X le moment fléchissant pour la même section, ou la somme des moments relativement à G, des forces qui agissent sur la portion GG„(le sens positif sera celui d'un moment qui tendrait à faire tourner dans le sens de 0^ vers 0 j).
Ainsi qu'on Ta reconnu au n** 82 et par la même raison, la flexion s'opère ici autour d'une série d'axes perpendiculaires au plan de la figure ; la section CD, par exemple, va tourner
d'un angle infiniment petit ^ .. (n° 64) autour de l'axe G, par
rapport à une section infiniment voisine qui la précède à une distance ds mesurée sur la fibre moyenne. En outre, elle pren-
dra une translation ou extension simple - > par l'effet de
la force N [n°64^), et ce sera là tout le mouvement relatif de ces deux sections, puisque le couple de torsion est nul et qu'on néglige la déformation due à l'effort tranchant. Le déplacement total du point G, est produit par le mouvement de CoDo
combme avec toutes ces translations et ces rotations
e er^
en nombre infini (n°78); il faut donc prendre les variations de Xx et ^i dues séparément à chacun des mouvements composants, et en faire la somme algébrique.
La translation dirigée suivant ds donne, en projection
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sur Ox ei 0/, les déplacements ? 5 la rotation - ~
fait décrire au point G, un arc infiniment petit G7^, normal
. Xrff
à lîG, et égal au produit GG, — -9 lequel aura pour projec-
tiens fï^ et G,/. Or, si Ton mène GiK parallèle aux y et GK parallèle aux x, on formera ainsi un triangle GKG» semblable à G, f^ comme ayani les côtés respectivement perpendiculaires, ce qui donne les proportions
G.^:GG.::^g^:G.K::G,/:GK;
do là nous lirons
TT- T.— G, K X(r. — r)^^
G, / = G, £^ . - = — , - ; •^ ^ GG
mais, comme la longueur/^ est décrite dans le sens des x négatifs, il faut la changer de signe et prendre
X ( ri — ri '/■? XiXi — x)ds
pour projections respectives sur les axes Ox et Ojr du déplacement produit sur le point G, par la flexion aux environs de CD. De la même manière on trouverait les projections du déplacement de Gi par Tetlet d'une rotation absolue p^ dans le sens positif (de Ox vers Oj), attribuée à la section initiale Col)©; ce serait évidemment, sans recommencer le calcul,
P" l»^' J?'o » Po i^ '^« -^0 ; •
Nommant enfin A^o, A/o les composantes du déplacement absolu de Go, puis, faisant la somme algébrique des déplacements de Gi suivant les x et les r dans tous les mouvements à composer, on arrive aux formules
''lii[x,-x]dt
(3) Aj, — Ajo-i-/?o(x, — ar„^ + / ~rfj4-/
er*
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On peut irès-facilemenl avoir aussi la quaniilé /?, dont a lourné une section quelconque C,D,, car, toutes les rotations ayant lieu autour d'axes parallèles, il suffit d'en faire la somme algébrique. Donc
Les formules (2), (3) sont encore incomplètes en ce qu'elles ne tiennent pas compte des variations de longueur sous Taction d'influences étrangères aux forces extérieures qui sollicitent la pièce. Il convient de les rectifier comme on va le voir au n° 84 ci-après.
84. Déplacements produits par les variations de température et par le calage. — Les variations de température, suivant qu'il y a augmentation ou diminution, tendent à dilater ou à contracter toutes les parties du corps qui les éprouve, s'il n'y a aucun obstacle extérieur pour s'y opposer; mais cette altération de dimension n'entraîne pas d'altération de forme dans une matière homogène, ou du moins dans une matière dont le coefficient de dilatation linéaire ne varie pas d'un pointa un autre, ce que nous supposerons. U n'en est pas de même quand des obstacles extérieurs viennent contrarier l'effet de la dilatation ; mais il est clair que, en tenant compte à part des forces exercées par ces obstacles sur la pièce, on peut toujours considérer celle-ci comme entièrement libre. Par conséquent, t étant le coefficient de dilatation linéaire correspondant au changement de température, on devrait simplement ajouter aux premiers membres des formules (2) et ( 3 ) ci-dessus le terme 7(^1 ~x,] pour A:r, etT(j, — jo) pour Aj,; mais en même temps il faudrait faire entrer dans les expressions de N, P, X, V les forces qui proviendraient d'obstacles extérieurs opposés aux effets de la dilatation.
Le calage des pièces courbes donne lieu à des considéralions analogues. Dans la pratique, les grands arcs en métal ne sont pas formés d'un seul bloc. On les construit, en général, avec des voussoirs juxtaposes, entre lesquels on enfonce des cales en métal et que l'on réunit ensuite fortement au moyen de boulons ou de rivets. U résulte de cette disposition que
Tare exerce sur ses appuis des pressions indépendantes des forces qui le solliciient lui-même, c'esl-à-dire qu'il agirait encore sur ses appuis si Ton supprimait toutes les charges qui lui sont directement appliquées. Cela équivaut en quelque sorte à une dilatation arilficielle, en verlu de laquelle la fibre moyenne prendrait une longueur supérieure à sa longueur primitive. Il semble qu'on tiendra compte de ce fait d'une manière rationnelle et satisfaisante si Ton attribue à la constante T, non pas la valeur du coefficient de la dilatation linéaire produite par le changement des circonstances atmosphériques, mais ce coefficient augmenté du rapport entre l'allongement produit par le calage et la longueur de l'arc. Ainsi, soient S la lont;ucur totale de la fibre moyenne d'après le projet, o- la somme des épaisseurs des cales introduites par force entre les segments de cette fibre, z' la dilatation linéaire, positive ou négative, due au changement de température. On devra prendre
Naiurclloment le rapport ;^ est variable dans la pratique,
mais il reste toujours très-petit; il est assez ordinairemeni inférieur au nombre 0,0001.
85. Formules pour calculer les variations des coordonnées d'un point quelconque de In fibre moy^enne dans le cas le plus frénéral. — Il nous reste maintenant à déterminer les déformations do la fibre moyenne d'une pièce quelconque sous des forces connues, dans le cas le pins général, sans admettre aucune supposition restrictive ni sur les forces ni sur la forme des sections transversales ou de la fibre moyenne, à part les hypothèses (jui conslituenlla déiinition d'une pièce, donnée au n'^GT. C'est ce (jue nous allons faire, puis nous montrerons comment on revient des formules générales à celles des n®' 82 et 83.
Ramenons toutes les forces qui agissent depuis une section quelcon(jue CJ), jusqu'à l'extrémité C„D„ {Jig, 54, p. 3ii) à deux forces et à deux couples, comme il a été dit au n** 64- Notîs aurons d'abord la force N normale à C|D/ ou tangente en G, à la fibre moyenne, force à laquelle nous donnerons le signe -i ou le signe —, suivant qu'elle sera une tension ou
une pression, c'est-à-dire suivant qu'elle agira en allant de G,vers l'extrémité G„, ou en sens inverse; secondement, une force P passant en G/, située dans le plan CiD/, et dont la direction fait, avec les parties positives des trois axes coordonnés rectangulaires Ox, Oj, 0;:, trois angles que nous appellerons a, b, c; troisièmement, un couple X dont Taxe est dans le plan C/D/, ce couple n'ayant pas de signe et ne devant se prendre qu'en valeur absolue; quatrièmement et enfin, un couple V dont l'axe représentatif (•) aura même direction et même sens positif conventionnel que la force N. Soient d'ailleurs
S Tangle aigu que fait la trace du couple X sur le plan CiD^ avec le diamètre conjugué de cette trace dans l'ellipse centrale d'inertie de la section;
)., fx, V les angles qui ont lieu entre les parties positives des trois axes coordonnés et l'axe représentatif de la flexion,
c*est-à-dire (n° 64) le diamètre faisant l'angle - — ^ avec
l'axe représentatif du couple X; r, / les rayons de gyration de Taire C|D/ relativement aux axes
de flexion et de torsion; e le ressort longitudinal de cette section ( n** 2) ; keson ressort transversal (n" 64), k étant le rapport supposé
constant (n" 53) des deux coefficients d'élasticité G et E;
s la longueur GoG, mesurée suivant la fibre moyenne entre la
section C|D, et celle qui est prise pour origine; X, j, z les cordonnées rectangulaires du point G,.
En ne nous occupant d'abord que du mouvement relatif de la section C|D, et de celle qui est infiniment voisine, nous trouverons que ce mouvement se compose (n" 64) :
D'une translation suivant la direction de la force N, dont la
valeur est et les projections sur les trois axes coor-
. , Nû?^ Nr/r N^z
donnes 1 — — ? ;
(*) Nous admettons encore ici, et dans toute la suite du n** 85, qu'on adopte pour les axes représentatifs des couples et des rotations une convention contraire à l'usage habituel, conformément à la note de la pa(;e 3io.
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D'une iranslaiion suivant la force P, qui aura pour exprès-
s. on . * Cl doni les projections sur les axes coordonnés
Pco^a.ds Vcos b.ds Pcosc.rfj seront pareillement , > - r > • t :
D'une rouiion autour du diamètre conjugué avec la trace du
, \s\nd. ds couple X, avant pour valeur - ^ - et se décomposant de
Xsin(5cos>..r/5 X s'inS cosfx.ds Xsinôcosv.rtf* même en -, , ^,-' , — ',
Dune rotation autour de Télément G,Gn-, prolongé, exprimée par TT-yj' dont les composantes rectangulaires parallèles
\djc \dr \dz aux axes coordonnes sont -.—7- ? 7— tt» /-t,-
On aura donc fînalemenl, pour le mouvement relatif dont il s'agit :
1° Trois iranslalions parallèles aux axes coordonnés, savoir:
Suivant l'axe des j: Nr/.r Pcos^.r/.v
y N r/r P cosb.f/w
c Âe
Nr/z Pcosr./y.c
2" Trois rotations autour des parallèles aux trois mêmes axes menées par le point G, :
Autour de la parallèle à 0.r Xdx X sinr?cos/.r/f
» Or -7-77, -r- z— )
V dy X si n e? cos u . fis
^ ydz X sin «? cos V . ds Oz TTi -^ 1
Dans les applications, chacun de ces mouvements composants doit recevoir le signe -f- ou le signe — , d'après les conventions exprimées à la fin du n** 77; or cette condition se trouvera remplie d'elle-même par suite des précautions que
nous avons prises en définissant le sens positif de la force N et du couple V, ainsi que les angles a, 6, c, 1, [x, v. Du moins elle le sera quand les axes coordonnés présenieronl la disposition âesjîg. 53 et 54, disposition telle, qu'une rotation de Ox vers Oj sera représentée par l'axe des z positifs, et ainsi d*e suite en faisant une permutation tournante.
Maintenant il est facile d'a|)pliquer la méthode indiquée en abrégé au n*" 78, pour avoir le déplacement d'un point quelconque G de la fibre moyenne. Appelons, en effet, A^Cj, Ay^, Azo les trois composantes de ce déplacement pour la section initiale C,Do; m^, /ip, po les trois composantes de la rotation de la section CoDo, qui produisent les variations très-petites des angles que la normale à celte section faisait primitivement avec les trois axes coordonnes; :r,, j,, z, les coordonnées du point G; Xo, j\y z^ celles du point Go; conservons les lettres sans indice pour les quantités qui se rapportent à toute section intermédiaire entre CoDa et CI), C/I),- par exemple. En vertu des trois translations et des trois rotations qui viennent d'être analysées, le point G prendra les déplacements ci-après :
Suivant l'axe des x,
Nrfjc Pcos/Tf.r/.^ MV/r , X sinô cos^f..^/5
\(1z X sino cosv.r/.v
Suivant l'axe des j,
N dy V cosb.ds , I \dz X si n o ces v . ^5
- [Zy— z]
\ilx X sinôcosX.r/5
Suivant l'axe des z,
Nrfz VcoscAÏs , ,(Ydx Xsino cos/.r/5\
^ (ydy Xsin5cosi:x.c^5^
-(jr.-x)^-^^
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formules qui résulieni immcdiatemenl de celles qu'on a don-
Hoes au n" 77.
Ajoutant algébriquement tous les elTets dus aux mouvements des sortions intermédiaires entre C.D. et CD, et tenant connue du mouvement de la première section C.D„ on trouvera don do t'..
, i>our les variations Ax,, A^,, Az, des coordonnées
dx
[. _ . / V rf>- X5ln3cosu\"l ■"' " \Ul''ds '' er' } I .
_, _ .} y ch Xsin3co5»\ • '■'' ''\lel-d,^' er' )\
.Ar.+ ,..'
/NI* co-iA (/î\
I~ . / V </.r XsinâcosXXn
' J I _, ./ V (/)■ Xsinocosfi\ I
i;cs l'ormulcs dovraicni, en général, èlre corrigées, pour tenir compte des effets produits par les variations de tempéra* lurc et le calage. Suivant ce qu'on a dit au n" 8V, on ajouterait les termes r(jr, — a-.), -[y\—}\], -[z,~ z^) respectivement ù Axi, A_^i, Ai,; en outre il faudrait, en calculant N, P, X, V, avoir égard aux forces exercées par les obstacles qui empôclienl la pièce de se dilater librement.
Remarques sur les formules précédentes. — Nous avons vu plus haul (n** 71) commeni peuvent se calculer les quatre quantités N, P, X, V quand les forces extérieures sont censées connues. L'application des formules (5) exige, en outre, qu'on détermine les angles a, b, c, $, ^, p., v et le rayon de gyration rpar rapport à un axe inconnu a priori, ou, si Ton veui, il s'agit simplemeni de déierminer
Pcosa, Pcos6, Pcosc, Xsinâros}. Xsinôcosa Xsinâcosv
seules expressions où figurent les inconnues auxiliaires en question. A l'égard des trois premières, nous n'avons rien à dire de plus qu'au n'' 71, car elles sont identiques respecliveraent avec les trois composantes que nous avons nommées P». P/, Pi; pour les trois autres, on peut employer le moyen fort simple que nous allons maintenant indiquer.
Considérons au centre d'élasticité G, de la section quelconque C/D, ijig. 54, p. 3i i) un système de trois axes rectangulaires formé de la tangente en d à la fibre moyenne et des deux axes principaux d'inertie de la section : ce seront trois lignes connues par la définition même de la pièce et indépendamment des forces qui lui sont appliquées. On pourra donc calculer les trois sommes de moments, relativement à ces axes, des forces appliquées sur la portion C|D|C„D„; on obtiendra ainsi le moment ou couple de torsion V pour le premier axe, et pour les deux autres deux moments X', X" dont la composition reproduirait évidemment X, puisque les deux systèmes (V, X), (V, X', X"j équivalent à un seul et même couple résultant, produit par le transport des forces au point G|. Donc la flexion produite par X est (n® 65) la résultante de celles que produiraient X' et X" agissant isolément. Or ces deux dernières sont faciles à calculer; si l'on nomme r' et r" les deux rayons de gyration principaux de la section relativement aux second et troisième axes définis ci-dessus, elles
auront pour valeurs — ,^ j — v; (car ici l'angle è doit être
pris égal à 90**) et se produiront autour des lignes mêmes par
rapport auxquelles ont été calculés X' el X". Nommant enfin /', fx', v', //, a", v" les angles de ces lignes avec les axes coor-
donnés, on déduira de Téquivalence entre ds el le
système ( ,, 7 - „,- 1 trois équations de projection qui deviennent, par la suppression du facteur commun - ?
XsinocosX _ X'cos}/ X"cosX*'
.w .,'i pff-i
Xsinorosf-f. X'cos a' X"cosa" Xsinocosv X'rosv' X"cosv"
Les mêmes formules [5] seraient encore susceptibles do deux corrections, i** Nous avons obtenu la rotation produite par le couple de torsion V au mo^'en d'une formule donnée dans l'ancienne théorie de la torsion (n°53); il sérail plus exact d'employer la formule de M. de Saint-Venant, qui substitue au dénominateur hel^ une autre expression [voir la
note ;') de la p. 224). 2° L*clTet -r— de TefTort tranchant a été
calculé conformément à la théorie du n° 64, qui conduit à supposer Taction de la force P répartie sur les divers éléments &) de la section transversale proportionncllemeni au produit Gw, c'est-à-dire uniformément dans le cas usuel d'une section homogène. Comme d'un autre côté nous avons reconnu, par l'étude des poutres droites (n° 25), que ce mode de répartition n'est pas toujours conforme à la réalité, on voit
que l'expressioii -.-- prèle quelque peu au doute. Il y aurait
lieu, d'après M. de Saint-Venant, de l'alTecter d'un coefficienl à déterminer, dans chaque cas particulier, d'après la figure des sections transversales.
Nous ne croyons pas devoir insister davantage sur ces corrections, dont l'intérêt est purement théorique. Les formules (5) sont d'un usage à peu près nul, et, dans la suite du Cours, nous n'aurons à employer que les formules du n** 83, relatives à la déformation plane, formules où n'entrent ni le
momeni de torsion V, qui est nul, ni l'effort tranchant P, dont on suppose les effet» négligeables (n° 81 ).
86. Déviation des sections normales de la pièce. — La seclion normale CD [fg, 54, p. 3ii) éprouve une rotation totale qui s'obtient en composant celle de CoDo avec toutes les rotations relatives de deux sections voisines entre Go et G. On aura donc, d'après les règles connues de la composition des rotations, pour les composantes rectangulaires /tî,, n,, p, de la rotation de CD suivant les trois axes coordonnés,
r"'[ V XsinocosX ds\ ^
m, — m^-^ I 7 . -\- — dx,
J \ltei' er' dx '
Quand on connaît la rotation du plan CD, il est facile d'en déduire les variations des cosinus des angles A,, B,, C,, que sa normale fait avec les axes des Xyy\ z. Il suffit d'imaginer par l'origine une perpendiculaire au plan, de longueur égale à i; les coordonnées de l'exlrémiié de celle ligne seront cosA,, cosB,, cosC, et, si l'on en calcule les variations par les formules du n° 77, on trouvera
i AcosA,-: n, cosC, — /^, cosB,, ;7) < A cosB. - /?, cosA, -- m, cosCj,
( A cosC, - m, cosB, — /i,cosA,.
87. Formules spéciales pour le cas oit la fibre moy^enne est primitii/ement dans un plan contenant les forces extérieures. — Quand la fibre moyenne est plane dans son état primitif, et que toutes les forces appliquées sur un élément quelconque de la pièce, entre deux sections normales consécutives, peuvent se réduire à une force située dans le plan de cette fibre, les formules (5) du n** 85 se simplifient notablemeni. En effet, toutes les forces qui agissent sur la portion G,G„ {fg. 54, p. 3i 1) donneront nécessairement lieu à une résultante
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unique ou à un couple situé dans le plan G^G/Gr. On pourra prendre les axes des x et des/ dans ce plan, et alors on aura, pour tous les points de la courbe G.G,G„,
V=o, c==-> cosa = =iz-7-5 coso = =p-r-? z = o,
2 as as
car d'abord le couple X subsiste seul, la force P est dirigée suivant la normale principale de la fibre moyenne, et enfin la fibre moyenne se trouve tout entière dans le plan des xjr. Il est facile, en outre, de compter positivement la force P, dans chaque cas parliculier, de manière qu'on doive prendre les signes supérieurs dans les expressions de cosa et de cosô : par exemple , avec la disposition de la ^g. 54, il faudrait prendre P positivement dans le sens G/D, ou, si l'on veui, dans le sens de la normale qui se dirige vers le centre de courbure. Substituant ces valeurs de V, c, z, cosa, cos6 dans les formules (5) ci-dessus, et rétablissant le terme par lequel on tient compte des dilatations produites par des causes étrangères aux charges (n® 84), on trouvera
; <\Xi -- A^To — /;«( j, — ,}'o) 4- t(^i — X,)
' J \e ^ lie dx )
f , , A SI no cosv ,
(r.-rj— ,-—--'/*.
/''• , , X sino cosv ,
-U / [X, — X] ■ CiSy
^ r^^\[y,-r)cos\-[xs^x)cosiL]ds.
Quant à la rotation des sections normales, on la calculerait par les formules (6) du n^ 86, en y supprimant le terme qui contient V, puisque ce terme est nul de lui-même. Les formules (7] éprouveraient, en outre, un changement résultant
FORMULES DE LA DËFOBMàTION; CONSÉQUENCES. 3^9
de ce que les sections soni perpendiculaires au plan des xy, d'où résulte Ci = - - On aurait donc
X si n 5 eos l
IAcosAi = — /JiCosB., AcosB,^/»,cosA„ , A cosC, " m, cosB, ~ n, cosA,.
88. Conditions à remplir pour que la déformation d'une pièce à fibre moyenne plane s'opère dans le plan même de cette Jibre. — Nous ne irailerons cctie question que dansl'hypotlièse restreinte faite au n" 87 sur le mode de distribution des forces eKtérieures. La condition à remplir, c'est que \z, soit nul pour tous les points de la fibre moyenne; il faut donc poser
AZ.-H/I
) cosu]é/j-
D'abord, àz, doit être nul, car le point Ci„ ne doit pas plus qu'aucun autre sortir du plan des xy. Après avoir supprimé ce terme, on peut remarquer qu'on a ideniiquemeni
par suite, en réunissant tout le premier membre do réqualioii précédente sous un seul signe/, la condition A3,= o dcvieni
~[{r.-r]casi-
33o CHAPITRE CINQUIÈME.
Une inlégralc définie, dont les limites sont arbitraires, ne restera constamment nulle que si son élément devient nul luimême; donc
dy dx \s'\r\Or, . ^ , . ^
et cette condition doit se dédoubler en deux autres,
[y,] /77o rfj' — /?o dx - - o,
(i^) X[j', --j) cosX - (>, — :r) cos/y.]---o,
attendu quela seconde partie ([3) dépend du point final [x^,r^]
et varie avec lui, tandis que l'autre n'en dépend pas. Or il va
plusieurs moyens de satisfaire aux conditions (a) et ((3).
En ce qui concerne la première, on peut supposer m^--o,
/7o ■ = o, hypothèses qui, jointes à \z^ =^ o, exprimeraient que
la section initiale se meut parallèlement au plan des x/,
puisque son mouvement se composerait d'une translation
parallèle à ce plan et d'une rotation autour d'un axe perpendi-
dy culaire. On peut aussi supposer que y- a une valeur constante
égale à - " ? ce qui signifierait : i*" que la fibre moyenne est
droite; 2" que la résuliante des rotations m, et /lo, ou la projection sur le plan des xy de la rotation loiale prise par la section CoD„, doit s'cfTcciuer autour de celte droite : il esl évident, en effet, que la fibre moyenne, supposée recliligne, ne sortira pas d'un plan qui la contient, en tournant autour d'elle-même.
Pour satisfaire à la condition (,3), il semble qu'on a le choix entre trois hypothèses, savoir :
cosA 0,
cos/ut - 0,
cosa
cosA'
mais réquation (•/) est impossible et doit être rejetée. En effet, si l'on y considère le point [xi, /,) comme se déplaçant
sur la fibre moyenne, tandis que le point [x, y) resterait constant, on en conclut que la fibre moyenne est droite; cette droite, normale à la section menée par le point (^, j), ferait, par conséquent, un angle de 90" avec Taxe de flexion, ce qui exigerait qu'on eût
[x, — x) cosl -r- [fi — y) COSU. -^ o,
relation incompatible avec (y), puisqu'il en résulterait, par rélimination de ^'"~'^,
COSiU cosX
ir =^ OU ces-/ -r- COS'a : O.
COSA COSU ^
Il ne reste donc qu'à supposer soit X : - o, c'csi-à-dire un moment fléchissant nul dans toutes les sections, soit cos?.— -o et cosar:= o, c'est-à-dire tous les axes de flexion perpendiculaires au plan des :rj\
Si cette dernière combinaison est celle qui se réalise, comme le couple Xagit dans le plan des xj\ sa trace sur le plan de la section correspondante sera perpendiculaire à Taxe de flexion, de sorte que cet axe et la trace du couple (qui lui est conjuguée dans l'ellipse centrale d'inertie de la section) formeront les deux diamètres principaux de l'ellipse. Alors, en laissant provisoirement de côté la supposition d'une libre moyenne rectiligne et celle d'un moment fléchissant nul, on énoncera la pioposition suivante comme conclusion de la discussion à laquelle nous venons de nous livrer:
Quand une pièce courbe a sa Jihre moyenne dans un plan contenant aussi les forces extérieures, pour que la déformation ne fasse pas sortir la fihn^ moyenïie de son plan, il faut et il suffit : 1° que la section initiale ait un mouvement parallèle à ce plan; 1° que ce plan coupe toutes les sections suii'ant un de leurs axes principaux d'inertie.
Pour les pièces droites, on peut ajouter au mouvement de la section initiale une rotation autour de la fibre moyenne; dans le cas où X — o, la fibre moyenne étant droite ou courbe, la condition relative à la direction des axes principaux d'une section quelconque devient indifférente.
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89. Conséquences des conditions trouvées an n® 88; vérifia cation des formules de la déformation plane au mojren des formules générales. — Maînienant qu'on connaît les conditions nécessaires et suffisantes pour que Azi soit nuU il est rationnel et utile de se demander Tinfluence qu'auront ces conditions sur les deux premières formules (8), destinées à calculer Aj;, et A/,. En premier lieu, on voit que les conditions imposées au mouvement de la section initiale n'ont pas d'influence, puisque ce mouvement ne figure dans les expressions de A:ri et Aji que par les trois quantités Ao:», Aj», //«, auxquelles nous n'avons imposé aucune condition. Secondement, si cosX et cos/x sont nuls, il en résulte sind = i et cosv = i; si ces valeurs ne sont pas vraies, cela importe peu, parce qu'alors X deviendrait constamment nul, et les termes qui contiennent d et v disparaîtraient. Donc, dans tous les cas où il y a déformation plane, on peut écrire
formules identiques aux formules {i) et (3) que nous avons démontrées directement au n"* 83 , sauf l'introduction des termes contenant les facteurs P ou t, que nous avions provisoirement laissés de côté dans notre première analyse, et qui représentent les effets respectifs l'^du glissement transversai simple, a** d'une dilatation due à des causes indépendantes des charges.
Les valeurs particulières cosX = o, cosfx^o, cosv=ïi sind= I, introduites dans les formules (9}, donnent
f , r''Xds
(11) mx=zm,, n,=:/ia, p, — p^-^ j -—*
Par les deux premières équations (12) on voit que m, el n,
conservent, dans loules les sections, les mêmes valeurs que dans la première : si la rotation résultante de m» et n» n'est pas nulle (ce qui peut avoir lieu pour une pièce droite), elle se retrouvera constamment la même dans toutes les sections, et Ton pourrait en faire abstraction, puisque ce serait un mouvement d'ensemble ne déformant pas la pièce et ne déplaçant pas la fibre moyenne. La troisième équation (12), déjà démontrée au n*» 83, ferait alors connaître la rotation totale d'une section quelconque, ou, ce qui est la même chose, la variation de son angle avec un plan Cixe.
90. Formules de la déformation spéciales pour les pièces droites; vérification analogue à celle du n^ 89. — Supposons une pièce à fibre moyenne reciiligne, chargée suivant le mode défini au n°87. En choisissant la fibre moyenne pour axe des x, on aura constamment 7=0, :: -- o, szz^x, et les formules (8) prendront la forme suivante :
Aj:, — Axp-;-t(^, — Xq] -:- I -- dx,
Ifr— \n-- l^ix, — X,)
r'\ , Xsinocosv , r"^' P ,
~h I 'x^ — x) , dx — I -,— dXy
I ' ' cr^ J ke
K K ' ^ r'' ^ Xsinocos.a .
J er^
Dans le cas plus particulier de la déformation plane (n"' 88 et 89), on trouve
Axt = Axu -i- 7 {Xi— Xo] -h j ■- dx,
(1 4) \ Aj, — Ajo -+- po{x, — :ro )
-ht [xi — x) -—dx ^ I ,— dx. J ' ^ er' J^ ke
Quand on néglige les effets de f effort tranchant P, comme cela se fait habituellement (n°81), il faut faire P = o dans réquation précédente. On peut remarquer en outre que.
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Tordonnée j étant nulle pour tout point de la fibre moyenne primitive, Aj, n'est autre chose que7i4)our la flbre moyenne déformée; on écrirait, en conséquence, la seconde équation (i4) de cette manière:
j^^ er
puis, en différentiant deux fois par rapport à la variable or,, on aura successivement
dx\ eir\
La dernière équation ne diffère pas, au fond, de l'équation iV, démontrée directement au n° 82. Quant à la formule qui exprime Aar,, nous n'avons pas cru devoir nous en occuper spécialement, parce que ses applications sont à peu près nulles; il est suffisant de l'avoir établie comme cas particulier des formules générales.
91. Détermination des constantes qui représentent le mouvement de la section prise pour point de départ. — Les formules (5) du n°85 font connaître les composantes Ax,,A7i, As, du déplacement d'un point quelconque de la fibre moyenne, en fonction des forces extérieures et de six quantités Ax^, A/«, A^p», m», n», pé qui définissent le mouvement absolu d'une section. Dans le cas particulier de la déformation plane (n'^SS et 89), trois de ces quantités disparaissent, et il n'en subsiste que trois dans les formules, savoir A^Pe, A/», /?«.
Au premier abord, on trouvera peut-être singulier que, connaissant la pièce dans son état primitif et les forces en équilibre qui lui sont ensuite appliquées, la théorie ne donne pas la situation qu'elle prend définitivement. Cependant on voit aisément qu'il doit en être ainsi, quand on se pénètre bien des conditions du problème. La question qui consisterait à trouver le déplacement absolu serait une question de dynamiquiî, dans laquelle on devrait tenir compte non-seulement de la situation primitive du corps et des forces qui lui sont
appliquées, mais encore des masses de ses différents points et de leurs vitesses initiales. Or ce sont là des données que nous n'avons pas introduites. Nous avons simplement supposé réquilibre des forces extérieures avec les forces moléculaires et la petitesse du déplacement total. Mais avec ces deux conditions on peut évidemment imaginer une infinité de déplacements, tous très-petits et d'ailleurs arbitraires. Si l'on en a trouvé un, et qu'on fasse mouvoir très-peu la pièce à partir de cette seconde position, sans altérer la forme nouvelle qu'elle a prise, les deux conditions dont il s'agit seront encore satisfaites. En effet, nous aurons bien un déplacement total très-petit; les forces moléculaires auront les mômes grandeurs, et, comme leur situation, aussi bien que celle des forces extérieures, n'aura pas sensiblement changé, l'équilibre subsistera encore. Il y a donc une indétermination réelle dans le problème, et l'on ne peut la faire cesser qu'en introduisant de nouvelles données, comme nous allons le faire tout à l'heure.
Cependant, quoique la position définitive de la pièce reste indéterminée tant que l'on ne connaît pas les quantités Aoto, Ajo, Azo, /Ho, /ïo, /?o, on voit, par la manière même dont les formules ont été obtenues, que le mouvement de chaque section CD [Jig, 54, p. 3ii) relativement à la section initiale C«Do est parfaitement déterminé, en fonction des forces extérieures seulement : en sorte que, si l'on ne connaissait le mouvement absolu d'aucune section, il serait possible néanmoins de calculer la forme finale de la pièce, tout en laissant dans l'indécision sa situation réelle.
Maintenant nous allons donner quelques exemples de la détermination des quantités dont il s'agit, en nous bornant à ceux dont on aura le plus fréquemment besoin dans les applications. La déformation sera supposée plane, et, par suite, il suffira de trouver les valeurs de Aoto, à)\, po.
Le cas le plus simple serait celui où la pièce aurait en CoDo [Jig. 54) non-seulement un appui ii\e, mais encore un encastrement qui rendrait sa direction invariable. Alors on aurait
AoTo^o, A/o= o, /io=o.
Si l'encastrement et l'appui fixe existaient en une autre sec-
tlon qu'on ne voudrait pas prendra pour point de départ, x' et y^ étant les coordonnées de son centre d'élasticité, il faudrait exprimer que pour ce point A:c' et A/^ sont nuls ei que la section conserve sa direction première, c'est-à-dire qu'elle n'a pas de rotation. Alors les formules (n) et la troisième formule [12) du n°89 donnent les équations
AT,-p.(/-r.)+t(x'-^,)+£ (5 + ^ g^x
Xds
La dernière équation fait connaître immédiatement p»» et, par une substitution dans les deux autres, on connaîtra Ar„ A/,:
Supposons maintenant le cas très-ordinaire, presque le seul cas pratique, dans lequel les deux extrémités reposent simplement sur deux appuis fixes. Prenons l'un de ces appuis pour origine des coordonnées, la ligne qui les joint pour axe des j;; soit en outre 2a leur distance. En appliquant au second appui la formule qui donne Aj, (n° 89), on aura
équation d'où l'on lire très-aisément la valeur de/?,. D'ailleurs AoTp et Ajo sont nuls.
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Enfin nous considérerons le cas où la fibre moyenne aurait un point fixe et un élément dont la position changerait par la déformation, mais dont la direction serait déterminée a priori. C'est ce qui arrive, par exemple, lorsqu'un arc symétrique par rapport à une ligne est symétriquement chargé de chaque côté de cette ligne. Il est clair que la symétrie doit subsister après la déformation, et, par suite, la direction de l'élément situé sur l'axe de symétrie ne doit pas changer. Dans cette circonstance, on pourrait procéder ainsi qu'il suit. On prendrait pour axe des x une ligne quelconque passant par le point fixe et pour axe des r une perpendiculaire menée par le point où Ton connaît la direction de la fibre moyeime. Ce dernier point étant piis pour l'une des limites (^o» Jo) des intégrales définies, on aura d'abord, par hypothèse, /^o— o. Ensuite, si l'on appelles l'abscisse du point fixe, les formules (i i) du n° 89 appliquées à ce point donneront
/ ei^ ilx e dx J Le
Dans le cas plus particulier où l'on supposerait une symétrie complète, comme celle que nous donnions tout à l'heure pour exemple, on pourrnil prendre Taxe des x de lelle manière que l'axe des ^r fût la ligne do symétrie elle-même. Alors on aurait ^„= o, A^\,— : o, et Téquaiion (]ui donne A >'o ferait connaître la quantité dont varie la flèche de l'arc.
§ II. - Recherche des forces inconnues.
• 92. Indications succinctes sur la nature des questions ù résoudre, — Ainsi que nous l'avons dit au commencement du Cours, il peut arriver, et il arrive le plus ordinairement dans les applications, que toutes les forces qui sollicitent une pièce ne sont pas des données immédiates de la question. Par exemple, lorsqu'un arc symétrique par i apport à une verticale, et chargé de poids disposés symétriquement par rapport à cette ligne, repose à ses extrémités sur deux appuis placés
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lUi nu^iue niveau, il suffit pour J'équilibre que chaque appui fournisse une réaoïion verticale égale à la moitié de la somme dos poids qui ai^issenl sur la pièce entière. Mais, s'il ne donnait pas lieu à une autre réaction, il arriverait que la corde de Tare varierait en longueur; c'est un fait que l'on pourrait reconnaître au moyen des formules du § I de ce Chapitre, et qui est d'ailleurs évident quand on suppose un changemeî t de lempéialure. Or, si les appuis sont disposés de manière à empêcher cette variation de la corde, il est clair (lije p.^r eela môme ils doivent exercer sur la pièce des forces hoii^onlales, capables de produire une variation égale et de >on*i eoniraire à celle qui aurait eu lieu sans leur existence, (es forces ne sont pas données immédiatement; elles soni lîue consé(|uence de la forme de l'arc et des charges qui ;îi:i>»^eiit sur lui. Leur délerminalion constitue un problème vi'une nature particulière.
()n serait conduit à une conclusion analogue si l'on supposait ^généralement un arc lié d'une manière quelconque à certains corps qui rempéchent de se déformer librement sous Taelion des forces qui lui sont appliquées, comme il le feraii sans l'existence de ces obstacles. Pour annuler ou tout au moins pour modifier les déplacements qui tendent à se produire, il faut que la présence des obstacles donne lieu à certaines réactions, qui ordinairement ne peuvent pas être déterminées indépendamment de l'étude des déformations produites. C'est ainsi que, dans l'exemple précédent, on se trouverait conduit à chercher l'expression de l'allongement de la corde.
Vn autre exemple remarquable nous est fourni par les poutres droites reposant sur plus de deux appuis et soumises à des charges transversales. Les appuis exercent sur la pièce des réactions également perpendiculaires à son axe, entre lesquelles il y a seulement deux relations, fournies par la statique des systèmes invariables. 11 y a donc là encore une série de forces inconnues à trouver, et l'on n'y parvient qu'en tenant compte des déformations produites par les diverses forces extérieures.
Comme il peut y avoir un grand nombre de combinaisons diverses, soit dans la disposition des appuis et des obstacles
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de loule nature opposés au mouvemenl de la pièce, soit dans la nature de ces obstacles et leur mode d'action, le problème dont nous avons à nous occuper ici peut donner lieu à une grande variété de problèmes parliculiers, et il serait presque impossible de donner une théorie en termes tout à fait généraux. Nous croyons même qu'il serait inutile d'essayer une classification. Mais nous traiterons avec détail un certain nombre de questions qui montreront bien la marche que l'on devrait suivre dans d'autres cas, auxquels ne s'appliqueraient pas directement les calculs que nous allons développer. Nous nous bornerons d'ailleurs au cas de la déformation plane, et nous négligerons les effets de l'élasticité transversale (n" 81).
93. Premier c.vs. Pièce non sy^mélrique reposant sur deux appuis fixes, — Un cas qui se présente souvent dans la pratique est celui d'un arc soutenu à ses deux extrémités par deux appuis inébranlables, qui empêchent tout mouvemenl des points extrêmes de la fibre moyenne. En général, ces appuis consistent en forts massifs de maçonnerie sur lesquels on dispose un siège en fonte, ou embase, suivant l'expression technique. L'arc doit reposer sur l'embase par l'intermédiaire d'une lame de plomb ou de cales en fer destinées à produire une répartition sensiblement uniforme de la pression, en sorte qu'on peut admettre, sans s'écarter vraisemblablement beaucoup des faits réels, que dans les sections extrêmes le centre des tensions se trouve sur la fibre moyenne. Les supports jouent ici le même rôle que des articulations fixes placées aux extrémités de la fibre moyenne ('). Entre ces deux points et dans son plan, l'arc reçoit l'action des charges qu'il doit supporter, y compris celle de son propre poids; mais il n'est d'ailleurs contrarié dans ses mouvements par aucun obstacle, à l'exception de ceux qui l'empêchent de sortir de son plan par l'effet de causes accidentelles.
Soient \B[fi^. 57) la fibre moyenne, F l'une des forces qui la sollicitent, R, R' les réactions des supports placés en A et B. Il s'agit de déterminer ces réactions. D'abord on obser-
(*) Dans certaines construcllons, les appuis ont été disposés de manière à réaliser matériellement ces articulations avec toute l'exactitude possible.
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vora qu'oUos doîveiu êirc dans le plan de la figure, car, pniîîquo loulos les aulres forces extérieures sont dans ce
plan, Tcquilibre n'exislerait pas
*^' ' * sans cela ; donc on pourra rempla-
• » T cer R par deux forces T, Q, Tune
'^ V, I perpendiculaire à AB, l'autre diri-
^)^v gée suivant AB; de même R' sera
^ remplacé par le système T', Q'.
Cela posé, en appelant Ç et 9 les
angles faits par la force F avec les
,;\v^s roordonnés \x, Aj, 2r/ la distance Alî, d le bras de IvMior lii* F relativement au point A, les conditions générales vloquilibrc entre les forces extérieures d'un système donne-
IV ni
O'-I^Fcosi;- Q: o,
T T-f :îlFcos(}-:o,
iMîuations dont les deux premières expriment l'équilibre de iranslation, et la iroisième l'équilibre des moments autourdu |)oiiit A. Cela ne fait encore que trois équations entre quaire inconnues. La quatrième nous sera fournie en exprimant que, innlf;ré l'aciion de toutes les forces, la dislance des deux oxlrémilés A et R de la fibre moyenne reste invariable. SI nous prenons pour axes des coordonnées la ligne AB et la per- |)ondiculaire A}*, nous devrons avoir, pour le point B, Ax, ::=o. Appliquons donc à ce point les formules du n**89, en prenant h» point A pour origine des intégrations. Il faudra faire à in fois, dans l'expression de A:r,,
Ax, — o, Ajîo -^>, ;'i--<», ;;'o— o,
P dr
ce qui donnera, en supprimant d'ailleurs le terme y:- -t- [n^81)
r"f\r ds N\ .
équation dans laquelle il n'entre en réalité d'autre inconnue que la force Q. Pour la mettre en évidence, nous poserons,
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en ayant égard aux conventions sur les signes algébriques deNetdeX(n°83),
Alors X' sera la somme des moments, par rapport à un point quelconque de la fibre moyenne, de toutes les forces qui agissent depuis ce point jusqu'au point B, moins la force Q; de même N' sera la somme des projections de ces forces sur la langente au point considéré, la force Q étant encore laissée de côté. X' et N' seront donc des fonctions de x immédiatement calculables, car X et N ne conliennent que les inconnues T etQ, dont la première est déterminée par la troisième des équations données ci-dessus. Substituant ces valeurs deX et de N, on aura
2T« -I- / '■ • - , dx — Q / dx
J et' ax J er- dx
~ I - dx - - Q I - ■ dx - o, .' e J e ds
d'où Ton lire
r^'X'r ds , /•■"'iN' ,
/ • , ax -- I dx -^ 7.za
J er' dx J e
ri5) Q~. - -- "
/ • ; , t/jC-f- / - - dx
,1 er- dx ./ <? ds
Après avoir ainsi déterminé T et Q, on en conclura sans peine T' et Q' au moyen des deux équations qui expriment l'équilibre de translation de la pièce.
Dans le cas où l'on trouverait pour l'une des inconnues une valeur négative, cela indiquerait simplement que la force qu'elle représente est de sens contraire à celui qu'on lui a supposé sur la figure.
Les forces Q etQ' considérées en sens contraire, ou, autrement, les actions horizontales exercées par l'arc sur ses appuis, sont ce qu'on appelle les poussées de cet arc, lorsqu'elles tendent à renverser les appuis en dehors. Généralement elles peuvent être inégales; mais elles prennent la même valeur
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ijUstiul It'cos) esl nul, ce qui arrive notamment quand l'arc n'osl v'tijrï;o que tle poids ei que sa corde est horizontale.
'.'t. I*ï!,\iîiï i\s. Pièce symétrique et symélriquemtni
^■\.-'^-r-f. S',ip|H'sons que l'arc représenié [Jig-5']] soitpIaci5 J-T'i ■.■■i .•.'iivtiiions qui ont été déPinies au n° 93, à part celle ,! v,^... ,^, ,j„j. la c,[,r(j moyenne sera symétrique relaiivemenl j 'je î'-r;- luliculaire D/, menée au milieu de AB, et qu'il en ■..-r .,■ in,''me des forces qui agissent à droite et à gauclie de .■■..-■ li^no. En vertu de cette sjniélrie, il est clair que le •■ , u'di'vra, par l'effet de la déformation, se déplacer suivant f\,' \\i\ etque les réactions It, R', nécessairement contenues ,:;;- !(• plan de la fibre moyenne, seront de plus égales. Api i-lons encore T et Q les composantes de l'une d'elles, F une -!i"s liuccs qui agissent entre C et B, Ç et (( les mêmes angles ,;uo tout à l'iieure; on aura
T -:-iFcos5: - G,
10 qui détermine l'inconnue T.
Aliu d'avoir Q, prenons !'_>■ et \ix pour axes des coordonnées, et exprimons que A-r, est nul au point B, Nous appliquerons la formule qui donne iar, (n° 89) en prenant le point C
pour ori?;;ine des intégrations cl faisant, en conséquence,
\x, - o, Ir, o. />. - o.
valeurs qui, joinU'S à la condition P; o (n" 81), fournissent l'équation
Si nous remplaçons, comme dans le premier cas, X jwf ^ Q,>'' ''' pf"" ^' '" y j ' "ous aurons
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Cl, par suite,
J^^ ei" (Ix ,f^ e Ils
ce qui résout le problème.
95. TRoisiËnE CAS. Pîècn soiilentie pnr un plan sans obstacle direci ù l'allongement de In corde. -- Supjiosons que la pièce déiînie au n" 93 soii soutenue à ses extrémités par un plan sans froilemcnt, qui empéclie les points A et B de pénétrer à son iiuoricur, mais qui n'oppose aucun ol)slacle à leur écariemenl. Alors il est visible que les composantes des deux réactions en A et B, suivant la ligne AG, sont nulles; il ne reste donc que los composantes normiiles T et T', que l'on calculera comme au n" 93.
Si le frottement du plan n'était pas nul et avait un coefficient ôgal à /, on calculerait les poussées Q et Q' suivant la marche du n° 93, dans l'Iiypoilicse de la fixité complète des extrémités de l'arc. En supposant que ce calcul donnât Q^; /T et Q'<^/T' en valeur absolue, il est clair qu'aucun gli.ssement n'aurait lieu et que les clioscs >e passeraienl comme si la fixité supposée existait réellement. Mais, si ces deux inégalités n'étaient jias satisfaites, la corde Aii vaiierailjusqu'â ce que Q elQ' fussent réduites respcctivemenl à /T et /T'. Les réactions totales seraient donc T\'i -, /'", T'v'i ■:,/'; elles feraient avec la normale un angle C(;al à l'angle du frotiemcnt.
Cet exemple, comparé à celui du n°93. montre bien clairement que lu poussée d'un arc ne peut être obtenue qu'en exprimant l'invariabilité de la corde. Toute méthode qui serait fondée sur un autre principe pécberaii par la base; les résultats qu'on en déduirait pourraient 6lrc approximatifs avec certaines données particulières, mais ils seniieni souvent trèsloin de l'exaciilude.
96. QuATBiiiME CAS. Pirce encusirée h sri ih-iix fJ-tri'miièx. — Ce cas ayant peu d'importance pratique, nous reslrcînilrons la qui'Slion, en supposant qu'il s'a^ijse d'un arc symétrique et sjmélriqiipnn'nt cliurgé,
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commp relui dont noHs venons de nous occuper bu n'04. Nous ajouterons simplement celle condition, que, au lieu de eimpleB appuis en A et B {_fig. 5-\ il y a lies encoslremenls, c'est-à-dire que la direction de ta t;inç('nli' est m^inlenue invariable en ces points. Alors les réaclions dans les seciion* cMn^mes de\ronl bien toujours être contenues dans le plan .!c 1,1 TiItc m.^yenno: mais, comme on l'a di5jà dll dans une autre occas\n n' it'> . oi!cs ne passeront plus ni^cessairemenl par les points A et B. ?i ^i■nl' n.'.;s ie* ir.msjiorlons en ces points, il faudra en même temps ir.t-.V.-iri' lia couple inconnu, dont nous représenterons le moment }-.:,r ^, e: Vcn ,iura ainsi, au lieu de T et de Qi 'rois inconnues, T, Qet?,
l j ;>r.m;on' sera donnée, comme au deuxième cas, par Téqualion
T-,- ïFcosI --= o,
.;i:. u'.i .lucuiie modillralion à subir. Les deux autres s'obtiendront en cviTLiiuiit que/', et ir, sont nuls pour le point B. A cet cirel, on se s*Tur4 des équations [11) et (lî) du n° 89. Prenant le pointe pour oneue dt'S inlégralioiis, apj)olant toujours a la distance BO, et faisanl i> v-o in-Slj.on trouvera
Or, X' et X' conservant la mfme signification que précédemment [sauf que !* ne Sera pas compris dans le moment X'), on pourra poser
valeurs qui, substituées diins Ici deux dernières équations, donneronl pour ri'MiInlâ
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ou bien
Ju '"'' '^^ J!. '■'■ ''-^ ..'u '■'■ ''■'"
Les deux inconnues f^ et Q sont en évidence dans ces deu^ âqualions du premier degré. Il sera donc facile de les obtenir lorsque préalablement on aura calculé les diverses intégrales définies, en qu'on pourra toujours faire, au moins par approximation. On coimatt déjà T : le problème est donc résolu, car les réactions sont symétriques eri A et B.
Si la symétrie n'existait {>us comme nous l'avons supposé, il y aurait six inconnue.^, T, Q, j*, et les quantités analogues, T', Q', u', se rapportant au point A. On écrirait d'abord les trois équations d'équilibre des forces extérieures; puis, prenant le point A pour origine des intégrations et les lignes kx, ky pour axes des coordonnées, on appliquerait au point B les è<|uaticns (i ij et (11) du n° 89, au moyen desquelles on exprimerait quii Ar,, A)-j et/j, s'annulent on ce point. On ferait dans ces équations ir„ 4'.. /',i J>. .î„ ■'il 'eus nuls, ^, = sn, P— o (n° 81); on aurait alors les trois équations nécessaires pour acliever do déterminer les inconnues.
07, CiNQUiÈME c.\s. Pièrc iimnic d'un liniiii paml/àk- A tu miiIc ri reposant iimplemeia mr deux appuis. — Re[irenons la pièce considérée au n* 94 et supposons qu'elle soit munie d'un tirant parallèle à la corde. Ce tirant sera une pièce droite articulée à ses deux extrémités; il devra joindre deux points qui, sans son action, tendraient à s'écarter l'un de Taulre. Cette condition est de rigueur si l'on no vcvil cmpluM'r comme tirant qu'une simple lige, en fer par exemple, (\\\\ jnii^^e liL'i^-liit'n résister à une tension, mais flécliissant avec facililé sous um; compression. Il est clair que, si les points d'articulation tendaient à tu rapprorher, le tirant serait à peu près inutile, à moins que ce ne fai une pièce rigide et de forte section. Au reste, les calculs que nous allons faire seraient encore applicables à ce cas. Nous supposerons, en outre, qu'aucune cliargo ne porle directement sur le tirant et qu'on puisse faire abstraction de son poids comme relativement petit. Il s'agit de déterminer sa tension et la réaction exercée par l'un des appuis sur l'arc.
Soient IIL [fig. 57, p. Z.\o) la fibre moyenne du tirant, a /sa longueur, S sa tension, li son ressort longitudinal (n'^], £1 la distance l)K entre la libre moyenne HL et la corde .AB de l'arc. Conservons les autres notations du n"lH et prenons pour axes coordonnés les lignes Dj, Dv. A cause de la symétrie complète par rapport à la ligne Dj, il est évident que le point C
no pont 80 (l(^ï)lacer que suivant cette ligne même et que l'élément su|>ério\ir (io l'nrc n'est pas dévié par l'effet de la déformation; d'un autre
côliS rallongement de la pièce KL, soumise à la tension S, a pour expres-
S/ HÎon * ,\f* 1 et 2^; enfin, B étant un appui fixe, les coordonnées de
Vv\ln^\W\U^ do l'arc sont invariables. Il résulte de là, d'une part, que/?,
Minnulo pour lo point C; d'autre part, que Ax, est nul en C et B et égal
S/ i\ ' au point do jonction L du tirant avec la pièce principale. Donc, si
Ton applii^uo la première des équations (11) du n° 89 aux points L et B, ot îii Ton place au point C l'origine dos intégrales définies, on aura, en ivntuMianl toujours à supposer P— o (n" 81),
rXrrh . r"N, I t'T" (Ij: ! C'
Or on peut poser :
Entre x ~- o et ,v
Entre x l et .r - n.
• X-X'-^Qr-S(,r-/0.
/ X X' Qj,
' fis
Li valeur de la réaction T pnrallî'le au\\>- étant la môme qu'au n" 94. X' et N' sont immédiatement calculables pour chaque point en fonction (le .r, r et des forces connues. Substituant ces valeurs de X et de N dans les deux équations précédentes, on trouve
-i S ( / • -- -Ar-i- / - ~ (h
\ J„ ^' dx J^^ c Us
/ \y ils' / J> /
-a- I -— ' (IX ~ I (Ix ,
J et" (ix J c
V .' ^''"* d'i' ' C ds I
V ' cr ^ (ix . / c (is r, )
Ces deux équations du premier degré ne contiennent plus que les inconnues 0 et S, qui sont par conséquent déterminées.
Si pour plus de rigueur on voulait tenir compte du poids du tirant, cela ne compliquerait pas notablement la question. Les mêmes équations symboliques subsisteraient. Seulement, U étant la moitié du poids en question, on devrait, dans le calcul de T, X', N', comprendre les termes qui seraient produits par le poids il appliqué au point L.
II arrive quelquefois que les tirants sont formés de deux tiges en prolongement l'une de l'autre, réunies dans un même écrou à une de leurs extrémités. Ces deux extrémités, qui sont réunies dans l'écrou, portent des vis filetées en sens contraire, de telle sorte qu'en faisant tourner l'écrou on produit un serrage, c'est-à-dire une diminution de la longueur totale du tirant. Si ce cas se présentait, au lieu d'égaler la variation Sj.\
du point Là-, on devrait l'égaler à la même quantité diminuée du
raccourcissement dû au serrage. On peut concevoir que le serrage soit réglé pendant la construction môme, de manière à rendre Q sensiblement nul; la première des deux équations précédentes suffirait alors pour calculer S, après y avoir fait Q = o; la seconde, modifiée en supprimant de môme lo terme qui contient Q et introduisant le serrage, servirait, au besoin, à déterminer théoriquement cette quantité.
98. Analyse sommaire diui cas plus gr/wrnl, — Supposons un réseau de pièces dont les fibres moyennes sont dans un mémo plan contenant aussi les forces extérieures, et dont les sections ont une forme telle, que la déformation se produit aussi dans ce plan (n* 88). Ce réseau est formé par une pièce principale sur laquelle viennent s'embrancher, par arlicukition ou encastrement, des pièces secondaires, indépendantes les unes des autres. On suppose que la pièce principale ait / points assujettis à glisser sur des courbes fixes sans frottement , j points fixes, parmi lesquelsy' sont des appuis simples et j" des encastrements, /• groupes de deux points reliés par des tirants articulés à leurs extrémités, / points reliés à des points fixes par autant de pièces; parmi ces / pièces, il y en a /' articulées à leurs deux extrémités, /" encastrées à leur extrémité fixe et articulées à leur point de croisement avec l'arc principal, /"' encastrées, au contraire, à ce dernier point et articulées à l'autre, /"" encastrées à leurs deux extrémités. Étant données la définition géométrique du système et les forces qui le sollicitent, on demande les réactions des points fixes et les actions mutuelles des diverses pièces les unes sur les autres.
A chaque point assujetti à demeurer sur une courbe sans frottement répondra une réaction dont il n'y aura que l'intensité à rechercher, car sa direction sera celle de la normale à la courbe; à chaque articulation correspondront des forces inconnues qui sont les composantes de la réaction totale suivant deux axes coordonnés; pour chaque encastrement il y
aura, outre ces deux forces, une inconnue de plus, qui sera le moment du couple engendré par le transport en un point déterminé, de la réaction totale, dont on ne connaît plus d'avance le point d'application. On sait, en etTet, que dans un assemblage articulé la réaction totale exercée sur une pièce par Tarticulation passe au centre autour duquel la rotation peut s'effectuer; mais il n'en est plus de môme, évidemment, dans le cas d'un assemblage rigide, qui est capable d'empêcher une rotation autour de son centre. Ainsi donc il v aura un nombre total d'inconnues égal à
Faisons maintenant le dénombrement des équations que nous pouvons écrire pour les déterminer. '
En premier lieu, la Statique des systèmes invariables nous donnera trois équations d'équilibre pour chaque pièce, soit en tout 3(X- — /-f- 1).
Les variations Ax, \r des deux coordonnées de tout point glissant sur une courbe fixe ont entre elles une relation obligée. Soit, en effet, y = f[x] l'équation de la courbe ; à cause de la petitesse de Ax et A,>', on aura
Av.-/'(.r)A.r.
En mettiint pour x la valeur qui résulte de la figure donnée du système, pour Aj et A.r leurs expressions en fonction des forces, cela fera donc une équation pour chaque point se trouvant dans la condition dont il s'agit, soit en tout /.
Les coordonnées de chaque point appartenant à deux pièces différentes doivent varier de la même quantité, ([uelle que soit celle des deux à laquelle on l'attribue ; comme il y a 2/ -î- / points dans ce cas, en exprimant ce fait, on posera 2 ('2/ h- /) équations, ci 2(aX- -r /).
La variation angulaire p doit être la même pour deux sections faites au point où deux pièces viennent s'encastrer Tune dans l'autre. On aura, pour exprimer cette condition, un nombre d'équations qui sera /'"-+- /*'.
Les variations des coordonnées sont nulles pour chaque point fixe; si donc on égale ces variations à zéro, on trouvera de cette manière des équations dont le nombre sera a(y -+-/).
Enfin les variations d'inclinaison des sections normales faites aux points fixes d'encastrement sont nulles, ce qui donne encore lieu ày-f- 1" ^ /'* équations, ci j" -^ /'-h /".
En récapilulant, on voit qu'il y a en tout
/ - ij-^'j"-^ 7X - 7/ -T- r-i- /'"-r-2/^^-^ 3 équations. Nous avons vu que le nombre des inconnues est de
or on a, d'après la définition môme des lettres,
par suite, le nombre des inconnues est encore exprimé par
Donc le nombre des équations posées ci-dessus dépasse de 3/-t- 3/-i- 3 celui dos inconnues. Mais il est à remarquer que dans ces équations entreront nécessairement, comme on l'a vu au n° 91, des constantes représentant pour chaque pièce le mouvement delà section initiale. Ces constantes seront au nombre de trois pour chaque pièce, et, puisqu'il y a A-hl-hi pièces, en comptant la pièce principale, les tirants et les pièces secondaires, on aura donc en définitive 3(/H-/-r-i) inconnues auxiliaires, et, par conséquent, il y aura juste autant d'équations que d'inconnues.
Cet exemple pourrait, sans beaucoup de difficulté, recevoir une î:énéralité plus grande, en écartant les hypothèses de la déformation plane de Tindépendance des pièces secondaires, etc. Mais, quand en essaye d'exécuter des calculs de cotte espèce, même pour dos systèmes composés d'un petit nombre de pièces, on est frappé do leur immense complication ('). La généralisation dont il s'agit aurait donc peu d'intérêt pratique.
§ m. — Remarques et théorèmes concernant la manière dont les forces extérieures entrent dans les formules qui font connaître la déformation d'une pièce. Conséquences.
99. Expression, en fonction des forces extérieures, des facteurs contenant ces forces et entrant dans les formules générales de la déformation. — Quand on examine les formules démontrées aux n°* 85 et 86, pour calculer la déformation d'une pièce dans le cas le plus général (qui comprend par
(*) Foir dans nos Recherches analj tiques sur la Jlexion et la résistance des pièces courbes, Chap. III, § VI, le calcul des actions mutuelles et des réactions des appuis pour un pont du système Yergniais.
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suite tous les autres], on y voit figurer d'abord un certain nombre de quantités dépendant de la forme et des dimensions de la pièce, puis d'autres quantités qui, direclemeni ou indirectement, dépendent des forces extérieures; ces dernières quantités sont désignées par
Plus exactement on trouve les huit fonctions des forces extérieures
N, V, Pcosa, Pcost, Pcosc,
Xsinoro^) Xs'»n<5cosa Xsin^rosv /- /■' r'
or ces huit fondions jouissent d'une piopriété, sinon remarquable, du moins irès-utile, que nous allons démontrer : ce sont des fonctions linéaires des forces extérieures, sans terme indépendant, ou, en d'autres termes, chacune d'elles ebl égale à la somme des valeurs parliculières qu'elle prendrait si l'on faisait agir les diverses forces extérieures successivement et isolément, chaque force étant prise à part et en excluant les autres.
Afin de facililor le lani^age, nommons
j^- J^C, 11U1111I1UII.> I
12 une section transversale quelconque;
G son centre d'élasticité;
F, F', F", ... les forces extérieures qui agissent sur la pièce
entre la section 12 et la section finale; R la résultante de translation de ces forces; M l'axe représentatif de leur moment résultant par rappoit
au point G.
Les deux premières fonctions N et V sont la somme des projections des forces F, F', F", . . . sur la normale en G au plan 12 et la somme des moments des mêmes forces relativement à la môme droite; il est visible qu'elles satisfont à l'énoncé de notre proposition.
La fonction Pcosa, projection de l'effort tranchant sur Taxe des x^ s'obtient en projetant la résultante R sur le plan 2 et projetant ensuite cette projection sur Taxe des x\ or la force 11 ferme le contour polygonal construit sur F, F', F", .. ,
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ei, par suite, la même circonstance se maintient après la double projection dont on vient de parler : donc la projection finale Pcosrt sera la somme des projections finales des différentes forces F, F', F'', . . ., chacune d'elles devant d'abord être projetée sur le plan Q et de là sur l'axe des x. Chaque force est ainsi multipliée par deux cosinus, et il est clair que la somme des produits renferme F, F', F'', ... au premier degré, sans avoir d'ailleurs de terme indépendant. Donc la proposition est encore vraie pour Pcos«; la même démonstration prouve qu'elle Test aussi pour Pcos^ et Pcosc.
Il reste encore à montrer qu'elle s'applique également aux trois dernières fonctions, qui dépendent du moment fléchissant X. Ce moment a pour axe représentatif la projection orthogonale de M sur le plan iî, et cetle projection, d'après la théorie des moments donnée en Mécanique rationnelle, serait elle-même la résultante des projections analogues obtenues en prenant isolément chaque force F, F\ F", .... De là il suit que la flexion produite par X est (n°C5) la résultante de celles que produiraient les couples fléchissants dus à chacune des forces F, F', F , , . ., ou, ce qui revient au même, que la projection de la flexion résultante sur un axe est égale à la somme algébrique des flexions partielles projetées. Si l'on écrit cetle équation de projection pour les trois axes coordonnés des n" 85 et 8G, et qu'on supprime dans tous les
termes le fadeur comnnm '% on obtiendra trois relations
d'après lesquelles les quantités
Xsin^cosA Xsin^rosa Xsinâcosv
sont respectivement les sommes algébriques des quantités semblables calculées séparément pour chacune des forces
F, F', F", Maintenant il ne reste plus qu'à mettre en
évidence, dans chaque moment fléchissant produit par une force isolée, le facteur qui représente l'intensité de la force, et alors les trois produits ci-dessus se trouveront exprimés d'une manière conforme à l'énoncé de la proposition dont il s'agit.
Les huit fonctions énumérées plus haut jouissent donc bien
de la propriété d'être linéaires cl sans terme indépendant, par rapport aux lettres qui expriment l'intensité des forces extérieures; les divers termes de ces fonctions linéaires contiennent en outre comme facteurs les cosinus des angles que chaque force fait avec les axes coordonnés, et aussi les coordonnées des points d'application, sans parler de ce qui est nécessaire pour définir la section à laquelle se rapportent N, P, X, V. Au reste, il est facile de s'arranger pour que tout ce qui concerne les forces ne figure plus qu'au premier degré dans les huit expressions. Prenant une force F, par exemple, on la transportera parallèlement à elle-même au centre d'élasticité do la section transversale qui contient son point d'application (il ne s'agit plus ici de la section 12}, en lui adjoignant simultanément un couple convenablement choisi; puis on décomposera la force dans sa position nouvelle, en trois forces parallèles aux axes coordonnés, et le couple en trois couples perpendiculaires à ces axes. Il est clair qu'on n'aura ainsi rien changé à N, P, X, V pour une section quelconque, et que par conséquent la déformation et les tensions moléculaires seront restées les mêmes, puisque la force F est remplacée par un système équivalent et appliqué à la même section. Or, après celte transformation, il reste seulement des forces do directions constantes, appli(juées sur la fibre moyenne, et des couples dont les plans ont toujours les mêmes orientations. La somme des projections sur un axe et la somme des moments relativement à un axe ne contiendront donc plus, comme éléments destinés à définir les forces, que les intensités des forces et couples qu'on leur a substitués; le surplus proviendra de l'axe ou des dimensions de la pièce. Enfin ces forces et couples substitués n'entreront qu'au premier degré, en vertu même de la proposition démontrée plus haut; on aura donc bien atteint le but qu'on s'était proposé.
100. Expressioriy en fonction des forces et du coefficient r, des six constantes AjTo, ùi)\, A-o, /"o, n^y pc, qui déterminent le mouvement de la section initiale. — Les six constantes qui déterminent le mouvement de la section initiale pourraient être données d'une manière absolument indépendante des
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forces; mais dans les applications pratiques il n'en sera presque jamais ainsi. Les conditions qui ont servi précédemment à en irouver la valeur (n**91) reviennent toutes à égaler à zéro les variations de coordonnées d'un point ou la rotation d'une section; nous admettrons, comme un fait, qu'il en est toujours de même; toutefois, comme le contraire peut avoir lieu, ce sera une restriction apportée à l'entière généralité de nos déductions, et il conviendra de ne pas l'oublier. On conclut facilement de notre hypothèse que les six constantes sopt des fonctions linéaires, sans terme indépendant, des forces extérieures et du coefficient de dilatation r, c'est-à-dire que, en appelant K, K,, K„ . . . , K, des coefficients qui dépendent seulement des dimensions de la pièce et de la situation des forces extérieures, on aura, pour exprimer une quelconque de ces constantes, des valeurs de la forme
1} KF4-K.F,-+-K,F.-r...îv,T.
En effet, après qu'on aura remplacé dans Aj;,, Aj,, Az,, m,, «„/?, (n°'85 et 86) les huit quantités ci-dessus considérées in" 99) par leurs valeurs en fonction des forces, on aura des fonctions linéaires^ sans terme indépendant, des quantités Ax«, Ajo» Azo, mo, /lo, /?o, T, F, F,, F,, Donc les six équations d'où l'on devra tirer les inconnues A^o, A j», A Zo, /?/„, n^, pt seront du premier degré, et les termes indépendants des inconnues (qui sont les seuls dans lesquels entrent?, F, F„ Fj, ...) auront la forme (i); donc enfin ces inconnues auront aussi des valeurs de la forme (i), car, pour calculer chacune d'elles, il faudrait multiplier les termes indépendants par divers coefficients des inconnues, et faire des sommes de produits pareils.
101. Expression, en fonction des forces et du coefficient t, des six quantités Ao:,, Aj,, Az,, m,, /ii, /?,, qui déterminent le mous^ement d'une section quelconque, — En reprenant les formules des n" 85 et 8C, et remplaçant N, P, X, V, ainsi que Aj:„ A^'., Azç, nu, Tio, poy par leurs valeurs, qui sont de la forme (i) avec ou sans le dernier terme, on trouve encore des valeurs qui ont la forme (i). Donc on peut énoncer ce théorème, dont la vérité subit toujours la restriction du n^'lOO :
I. 3*édil
Les six quantités Ax,» A^t» A2,» m,. Ht, /?„ qui caractérisent la déformation en un point quelconque de lajihre mojrenne, sont des fonctions linéaires^ sans terme indépendant^ des forces extérieures et du coefficient de dilatation r provenant de causes étrangères à ces forces.
Ou bien encore, on peut remarquer que, si dans une fonclion de la forme (1) on suppose successivement que chacune des quaniilcsF, Fi.Fj, . . ., r subsiste seule, les autres s'annulanl toutes, on reproduira, Tun après l'autre, tous les termes de la fonction. Donc le théorème précédent peut encore s'énoncer en disant :
Les six éléments de la déformation en un point quelconque de la fibre moyenne s'obtiennent en faisant pour chacun d'eux la somme des valeurs qu'il prendrait si l'on faisait agir successivement, d* abord les diverses forces extérieures, puis la dilatation provenant de causes étrangères à ces forces.
Ainsi TelTel spécial du à chaque force n'est pas altéré par la présence des autres; les déformations se superposent pour donner Teifet total. Cette conséquence n'aurait pas pu être établie si les déformations n'avaient pas été supposées trèspetites et si l'on avait eu pour déterminer les six constante> des conditions d'une autre espèce que celle admise plus haut; elle serait également infirmée si le coefficient de dilatation T n'était pas indépendant des charges, par exemple si la chaleur ne dilatait pas également une barre tendue et une barre comprimée, ce que, à notre connaissance, les physiciens n'ont pas vérifié.
102. Expression des forces inconnues en fonction des forces données. Conséquence relative aux éléments de la déformation. — Distinguons les forces extérieures qui agissent sur chacune des pièces composant le système considéré en deux groupes : le premier comprendra celles qui sont des données immédiates; le second, celles qui sont inconnues a priori ei que l'on doit déterminer d'après les conditions du problème, suivant les procédés qui ont été indiqués dans le § H. Comme on l'a vu, les équations que Ton doit poser à cet effet sont de deux espèces différentes. La première espèce d'équations est
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foarnie par la statique des systèmes invariables : on égale à zéro soit la somme des moments des forces par rappori à un axe, soit la somme de leurs projections sur une droite déterminée. Il est clair que par ce moyen on obtient loujours des équations dans lesquelles loules les forces, données ou non, entrent au premier degré, sans terme indépendant. Les équations de la seconde espèce sont celles que Ton trouve en exprimant que tout point qui glisse sur une courbe fixe se meut suivant la tangente à cette courbe, en égalant à zéro les déplacements absolus de certains points immobiles, ou les variations angulaires des encastrements fixes, ou les différences de ces quantités pour certains points avec les quantités analogues évaluées pour les mêmes points, considérés comme appartenant à une autre pièce (n" 98). De toute manière, si Ton a pris pour inconnues les composantes des forces cherchées suivant trois directions rectangulaires et leurs moments par rapport à trois axes déterminés (n°99), on pose toujours {n*101) une série d'équations dans lesquelles toutes les forces et le coefficient t entrent au premier degré, et où il n'y a pas de terme indépendant de ces quantités.
Toutes les équations qui serviront à déterminer les forces inconnues seront donc des équations du premier degré, dans lesquelles le terme indépendant des inconnues sera une fonction lii>éaire, sans terme constant, des forces données et du coefficient de dilatation. Donc, d'après ce que nous avons déjà dit (n" 100) sur les valeurs des inconnues dans un système d'équations du premier degré, on arrive à cette conclusion :
1° Les composantes des forces inconnues suivant trois directions rectangulaires et leurs moments par rapport à trois axes dé, terminés sont des fonctions linéaires des forces données et du coefficient de dilatation t, sans terme constant.
a° Les mêmes composantes et moments peuvent se déterminer en faisant la somme des valeurs quon obtiendrait si Von conservait une seule des causes qui les produisent, toutes les autres étant supprimées.
Les causes sont ici les forces données et le coefficient de dilatation.
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Nous avons vu au n'' 101 que les élémenls de la déCormatîon en un point quelconque de la fibre moyenne» c'est-à-dire les six quantités Ao:,, Ajj, Azi, nu, n,, pi sonl des fonctions linéaires des forces extérieures et du coefficient de dilatation T, sans terme constant. Si l'on imagine que dans leurs expressions on remplace les forces extérieures inconnues par leurs valeurs en fonction des forces données, d'après le théorème précédent il est clair que Ton aura toujours une somme de termes dont chacun sera proportionnel à Tune des forces données ou à t. Donc le théorème du n** 101 et la conséquence que nous en avons tirée peuvent être modifiés en ce sens qu'au lieu de toutes les forces extérieures on est en droit (j'y faire entrer seulement les forces extérieures données; seulement, quand on fera le calcul pour Tune des forces séparées ou pour la dilatation, on devra tenir compte des forces extérieures qui s'exerceraient dans les liaisons de chaque pièce, sous la seule action de cette force ou dilatation.
Il est bien nécessiiire de remarquer ici, pour ne pas faire d'application inexacte des théorèmes précédents, qu'ils sonl sujets à une restriction tout à fait analogue à celle qu'on a exprimée (n*» 100) lorsqu'il s'agissait des six constantes. On a vu qu'il y a deux espèces d'équations servant à déterminer les réaciions inconnues, et nous avons admis, comme fait ordinairement réalisé, que celles de la seconde espèce s'obtiennent en égalant à zéro les déplacements de certains points ou certaines rotations, etc. Or, le contraire peut encore arriver ici, de même qu'au n** 100, et nous en avons donnné un exemple au n° 2C, à l'occasion d'un théorème qui se trouve renfermé, comme cas particulier, dans ceux que nous venons de démontrer aux n°* 101 et 102.
En résumé, ces théorèmes ne devront être appliqués que dans les cas où la nature des conditions propres à détennlner les six constantes et les forces inconnues serait bien celle que nous avons admise, sans quoi l'on pourrait se tromper gravement.
103. Autre énoncé des propriétés établies au n" 102. — Les théorèmes que nous venons d'établir s'énoncent encore d'une autre manière. Puisque la variation de l'abscisse lixx est la
somme des variations que Xi éprouverait si chaque force connue et la dilatation 7 agissaient successivement à l'exclusion de toutes les autres causes, et puisque Ta^e des x est arbitraire, on peut immédiatement conclure renoncé suivant :
Quand les théorèmes du n° 102 sont applicables, le déplacement de l'un des points, par suite de la déformation, est la résultante [c'est-à-dire la ligne qui ferme le contour poljgonal] des déplacements qui se produiraient si l'on faisait agir isolément et l'une après l'autre toutes les forces extérieures connues et la cause des dilatations linéaires indépendantes des charges.
Le même théorème est vrai pour la rotation d'une section normale; il se démontrerait d'une manière toute semblable, li s'applique encore et se démontre de même quand il s'agit de trouver l'une ou l'autre des six quantités (trois sommes do prdjections et trois sommes de moments) nécessaires pour définir un système de réactions inconnues qui s'exercent dans une section donnée. II n'est même pas nécessaire qu'on cherche isolément cliacune des six quantités en question : on peut dire que le système des réactions à trouver est équivalent à l'ensemble des systèmes dont chacun comprendrait les réactions partielles dues à l'une des forces connues prise toute seule.
104.. Forces équivalentes. — Dans la Statique, on appelle systèmes de forces équivalentes ceux qui ont une même résultante de translation et un même moment résultant pour un point quelconque : l'un des deux systèmes appliqué à un corps invariable en équilibre peut être remplacé par l'autre sans que l'équilibre soit troublé. Mais ce qui peut changer beaucoup en pareil cas, ce sont les pressions et tensions des diverses parties du corps, et ses déformations, s'il n'est pas rigoureusement invariable. Par exemple, un système de deux forces égales et contraires appliquées aux deux extrémités d'une droite ne troublera pas l'équilibre, mais il est visible qu'il modifiera les actions intérieures et produira une variation de longueur.
On devra donc procéder avec circonspection, dans tous les
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problèmes relatifs à la déformation et à la résistance des matériaux, toutes les fois qu'il s'agira de remplacer une résultante par ses composantes, ou inversement, ou plus généralement toutes les fois qu*on voudra substituer un groupe de forces à un autre groupe équivalent. La condition pour que deux groupes de forces soient réellement équivalents, au point de vue qui nous occupe, c'est que les valeurs fournies par les deux groupes pour les quatre quantités N, P, X, V soient constamment les mêmes dans toutes les sections, car on a vu, par toutes les formules établies jusqu'à présent, que les deux groupes entraîneraient alors les mêmes déformations et les mêmes tensions intérieures. Ainsi l'on pourra, par exemple, remplacer une résultante par ses composantes; mais il faudra que les points d'application des unes et des autres restent dans la même section : c'est là une condition indispensable. En effet, supposons une force R appliquée au point H de la section normale CD (^g-, 58); nous pouvons parfaitement, sans ^ . changer N, P, X et V en aucun point
^ ' de la pièce, remplacer R par deux
1 composantes S, Q concourantes en
"t^ 7 ^ H. Mais nous n'avons pas la liberté
i\X^^ .^ de transporter R, S ou Q en une autre ^' v^ B section que CD. En effet, si Ton doit considérer les forces qui agissent depuis une certaine section jusqu'à l'extrémité B, il faut cesser de compter R ou ses deux composantes dès l'instant qu'on a dépassé la section CD. Or c'est ce qui n'aurait pas lieu si Ton appliquait R en K ou bien S en I, par exemple. Il est clair que de cette manière on introduirait dans les expressions de N, P, X, V, entre L et K ou entre L et I, une force qui ne devrait pas y figurer.
105. Propriété des arcs symétriques, mais non symétriquement chargés, — Lorsqu'un système de pièces est symétrique par rapport à un plan, sans que les forces extérieures soient distribuées symétriquement, et qu'on suppose applicables les théorèmes des n*'* 101 et 102, il existe entre les circonstances de la déformation pour les points symétriques une relation dont on pourra quelquefois tirer parti.
Prenons pour axe des x une perpendiculaire au plan de symélrie, ei supposons les axes des y ei des z situés dans ce plan; soient :r,j,z,:r', r, -s' les coordonnées de deux points symétriques; A:r, Aj, Az, /w, /i, /?, A^r', Aj^, A2', m', n',// les six quantités qui caractérisent la déformation en chacun de ces points. Imaginons qu'on rende symétrique le système des forces données (F) en doublant par des forces symétriques celles qui en seraient dépourvues; alors on aura pour le point Xyj-y z) les six éléments de la déformation A^,, Aj,, Az,, m,, Wi,/i„ et pour le point symétrique on aura — A^,, A/,, Az,, m,, — Hi, — pi. De même, si au lieu de doubler toute force non symétrique on la supprime complètement, on aura pour le point [x^ yy z] les éléments de la déformation Aar„ A/„ A2,, m,, 712, /?!. En désignant par (F,) et (F,) les systèmes de forces symétriques auxquels répondent A^, et Aa:,, on voit qu'en passant de (F,) à (F) il y a, dans les éléments de la déformation pour le point [Xy y^ s], des variations représentées par
\ ^x — Axa, Ar— A}*3, As — Az;,
I m — /??„ n — lit, p — P2,
et ces variations seraient les éléments de déformation qui se produiraient au point dont il s*agit par la seule action des forces du système (F) dépourvues de symétriques (n®* 101 et 102), car ce sont ces forces qu'il a fallu ajouter pour passer
lie (F,) à (F).
De même on reconnaît que, dans le passage de (F) à (F,), il y a dans les éléments de la déformation pour le point [x^y^z'] des changements représentés par
( —lx, — lx', A;',~A/, Aw,-A3', ^ ' I rrii— m\ — n,— n' , — p, — //,
et ces quantités seraient les éléments de déformation dus à la seule action des forces par lesquelles diffèrent les systèmes (F) et (F,), lesquelles sont symétriques de celles qui constituent la différence de (F) et (F,).
Celte dernière remarque montre que les quantités (2) doivent être symétriques des quantités (3), et, par suite.
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on aura
Ax — Axz-- A.t'i n- Ax' ,
A/ — Ar^ — Ar. — A> .,
m — /;/3=r //?, — m', /i — //, :^ rt, -h /i', .
relations très-simples dont on pourra souvent tirer parti, car la condition de symétrie dans les forces est de nature à faciliter les calculs, en sorte qu'on aurait plus commodément Ax, et Axj, par exemple, que A:r et Ax'.
Nous aurons encore la même chose à dire au sujet des forces inconnues, et la démonstration serait absolument identique. Les axes des coordonnées (x, y\ z] étant toujours déûals comme nous venons de le faire, appelons A, B, C les trois composantes parallèlement à ces axes du système de forces inconnues qui provient d'une des liaisons; soient aussi H, K,L la somme des moments de ce système par rapport aux mêmes axes, A', B', C, H', k', V les quantités analogues pour le point symétrique; A,, B„ C,, H,, K,, L,, A„ Ba, C., Ha, Kj, Lj.ce que deviennent A, B, C, H, K, L quand on remplace le système des forces données (F) successivement par (F,) et par (Fj).
On aura
B - B, rr-, B, - B',
ij • — Li.' — -- \*\ ' \.é ,
lI-lLr:r:H,~-H',
En résumé, lorsqu'un système de pièces est symétrique par rapport à un plan, mais non symétriquement chargé, si on le ramène à la symétrie de deux manières, i° en ajoutant pour chaque force extérieure privée de sa symétrique une force égale en intensité et située symétriquement, a** en supprimant les forces dont les symétriques manqueraient, et si dans ces deux hypothèses on. détermine l'un des six éléments de la
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déformation en un poinl de la fîbre moyenne: alors la somme des deux quantités ainsi déterminées sera égale à la somme ou à la différence des quantités analogues, calculées pour le poinl considéré et pour son symétrique, avec le système primitif de forces. La même propriété est vraie pour les composantes d'une réaction inconnue, parallèlement aux trois axes coordonnés, et pour ses moments par rapport aux mêmes axes. On doit, dans Tapplication de ce théorème, prendre deux des axes coordonnés dans le plan de symétrie et le troisième perpendiculaire à ce plan. On doit de plus prendre la différence des quantités analogues pour deux points symétriques, lorsque la symétrie leur donne des directions opposées. C'est ce qui arrive, par exemple, pour les déplacements ou forces en projection sur la perpendiculaire au plan de symétrie; r*esi ce qui arrive aussi pour les rotations et moments autour de lignes contenues dans ce plan.
106. application du théorème général démontré au n° 105. — Nous allons montrer, par un exemple très-simple, Tusagc qu'on peut faire du théorème qui vient d'être démontré. Supposons une pièce symétrique par rapport à une verticale et reposant sur deux appuis de niveau : celte pièce étant chargée de forces d'une manière quelconque, on demande de déterminer les poussées horizontales qu'elle exerce contre ses deux appuis. Soient F Tune des forces données qui agissent sur la pièce, et ? son angle avec une horizontale prise pour axe des j;; Q, Q' les poussées demandées estimées suivant les x positifs avec un signe convenable; Oi et — Q, ce que deviendraient ces forces en complétant la symétrie du système proposé par l'addition de nouvelles forces comme il est dit au n*»105; Qa, — Q. les valeurs qu'elles prendraient en supprimant les forces ajoutées et leurs symétriques en même temps.
On«ura (n« 105]
De plus, en vertu de l'équilibre des forces extérieures, il faut
que l'on ait
Q-r-Q' -hl¥cos'Ç = o.
Si l'on savait calculer la poussée dans le cas de forces symé-
36!» CnAPlTKB CmQUlfcME.
triques, on pourrait avoir celle qui correspond au cas où la symétrie n'existe plus, au moyen de deux équations du pre* mier degré extrêmement simples. *
Lorsque 2F cosC est égal à zéro, comme par exemple lorsque Tare ne supporte que des poids ou des forces symétriques en intensité et en direction, sans l'être nécessairement en position, on a
les deux poussées sont égales et de sens contraires, et la première relation devient
c'est-à-dire que la poussée est la moyenne arithmétique entre les poussées Q, et Qa.
v§ IV. — Des mouvements vibratoires dans les pièces élastiqnes.
107. Principes généraux servant à la mise en équation des mouvements vibratoires. — Les formules données au § I de ce Chapitre, qui font connaître les diverses circonstances de la déformation d'une pièce élastique, ont été établies en exprimant qu'il se produisait entre deux sections consécutives de la pièce un déplacement relatif développant des actioas moléculaires capables de faire équilibre à un certain système de forces extérieures* Lorsque la pièce vibre, naturellemeni cet équilibre n'existe plus; mais, en. vertu du principe de d'Alembert, on sait que les équations qui sont la conséquence de l'équilibre d'un système matériel doivent être encore satisfaites dans l'état de mouvement, pourvu qu'aux forces réelles on joigne les forces d'inertie des diverses moléeuies. Poar avoir les équations du mouvement Ttbratoire/totit se réduirait donc à introduire dans les formules du § 1 lesdites forces d'inertie, qu'on devrait y faire figurer en évaluant les quatre fonctions des forces désignées par N, P, X, V. Ces forces d'inertie seraient d'ailleurs exprimées au moyen des déplacements des divers points, considérés comme fonctions du tçmps.
Un autre procédé» qu'il sera ordinairement plus coroniode
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d'employer, consisterait à faire Tapplication du principe de d'Alembert, non plus à la portion de pièce comprise entre une section normale et rextrémiié, mais à l'élément prismatique infiniment petit compris entre deux sections normales infiniment voisines. Nous allons faire usage de cette méthode pour mettre en équation le mouvement vibratoire d'une pièce homogène, à fibre moyenne plane, à section constante et symétrique par rapport au plan de la fibre moyenne. Les forces extérieures agissant sur la pièce entre deux sections normales quelconques sont supposées réductibles à des forces contenues dans ce plan, parallèlement auquel sont dirigées les vitesses des mouvements que les sections possèdent à l'instant pris pour origine du temps. D'après ces conditions, il est clair qu'on se trouvera dans le cas de la déformation plane, r'est-à-dire qu'à une époque quelconque du mouvement tous les points auront des vitesses parallèles au plan de la fibre moyenne.
Celaposé, soient AB la pièce donnée [Jfg'^9); CD, CD' deux
ds
sections normales infiniment voisines, dont G et G' sont les centres d'élasticité. Appelons
û l'aire constante de la section transversale;
r le rayon de gyralion de cette surface relativement à l'axe autour duquel s'opère la flexion;
5 la longueur, comptée dans l'étal primitif de la pièce, entre le point G et un autre point A de la fibre moyenne, pris pour origine;
0 le rayon de courbure primitif de la fibre moyenne en G;
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1/, if les déplacements du point G à un instant quelconque» parallèlement à la direction Gu de\a tangente et à la direction GC de la normale, prises toutes deux dans l'état primitif;
6 la variation de l'angle que fait GC avec une ligne fixe, celle roiation 6 étant comptée positivement dans le sens des aiguilles d'une montre, pour fixer les idées;
R, T les sommes algébriques des projections des forces directement appliquées à Télcment CDC'D', les projections étant respectivement faites sur les lignes G m et GC, et les forces étant divisées par la masse de l'élément en question;
M la somme des moments des mêmes forces rapportées à l'unité de masse, relativement au centre de gravité dp CDC'D', le sens posiiif étant le même que pour 9;
g l'accélération des corps pesants dans le vide;
n le poids par mètre cube de la malière qui constitue la pièce;
E son coefficient d'élasiicité longitudinale;
/ E son coefficient d'élasticité transversale.
La forme de la fibre moyenne dans son état primitif élaul donnée, la position primitive d'une seclion sera suffisamment définie par la valeur de s qui lui correspond. A l'instant pris pour origine du temps, celte seclion ayant reçu des déplacements et des vitesses connus, et les choses étant de même pour les autres sections, il s'agit de déterminer le mouvement de la pièce. Il est clair qu'on y parviendra si l'on peut exprimer en fonction de s et du temps / les trois quantités u, i', S. C'est ce que nous ferons à l'aide du principe de d'Alemberl; mais auparavant il faut chercher comment on exprime les forces d'inertie de la niasse comprise dans Télément CDC'D', ainsi que les actions moléculaires exercées sur cette masse par la matière voisine, au moyen des déplacements u, v, 0 et de leurs dérivées en s et t.
La masse totale du prisme CDC'D' est —Hds; l'accélération
de son centre de gravite a pour composantes-— et -j-\ la résultante de translation des forces d'inertie de celte masse aura donc pour composantes, parallèlement à u et à v, les
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forces — —lias ■
g "'■ s "'■ lojrne autour de son centre de gravité avec une vitesse angu-
, . dO ... . , . <l^0
laire -7- et une accélération angulaire -^i a ou résulte un
couple d'inertie ayant pour inlensilé le produit du moment
„. . (/'ù , . ^. n,. . ,ii-o
il inertie par ^-^ c est-a-dire Udi.r'-;— ■
Quant aux actions moliiculaires exercées dans CD, par exemple, on observera en premier lieu qu'elles dépendent uniquemeot du mouvement relatif des deux sections Cl), CD'. Le mouvement absolu de CD consiste en une translalioni'u, fjel une rotation 0 autour de G, qu'on peut remplacer par une rotation égale autour de G', jointe à une translation — 0. GG' ou — Ods, parallèle et de sens coniraire avec Gi';pour avoir le mouvement relatif, on prendra ce^ mouvements u, v, — 'jds et 0 en sens contraire, et on les composera avec le mouvemeni de CD', lequel consiste en une translation
( l une rotation 0 -i- -r " as
relative ou flexion sera exprimée par -j- ds; reste à exprimer
lu translation relative, ou plutôt ses composuntes parallèlenieotà u et v, qui constituent respectivement l'extension et le glissement simples, entre les section!) dont il s'agit. Kn projetant d'abord sur G«, la translation — n se projette en
vraie grandeur, et il en est de mCme de u ^ -- ds, auv infini-
meni petits du second ordre prôs; v -!- - ds, faisant avec Gh
un angle complémentaire de l*angle GOG' des deux sections
ou de —1 donne — en projection, sauf une erreur inTmiment
petite du second ordre; entin v et hds sont perpendiculaires à l'axe de projection. Donc enfin la composante parallèle à G»
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de la translation cherchée est
du , vch
-ras -\ •
as 0
On reconnaît de même que la composante suivant Gv a pour expression
-r ds -^ 0 as •
as 0
Dans le calcul de la translation relative, nous avons négligé les variations de Tangle GOG' pendant le mouvement; eu égard à la peiilesse des déformations, cela ne peut entraîner qu'une petite erreur. 11 y a encore une erreur du même ordre
quand on considère ( — -h - )^s et ( y -+- ^ ]ds comme
les valeurs de Texiension et du glissement simples; on devrait en effet projeter le mouvement, non sur la position primitive de la tangente ou de la normale, mais sur ces lignes prises dans la position qu'elles occupent à Tinstant considéré.
A l'extension simple rfsl - -\- - ) répond dans la section CD
de l'élément CDC'D', suivant le sens opposé à Gi/, la force Ei2(-,-H--J; de même, au glissement répondra la force
/rEi2(-y- -i- G Y dans le sens opposé àGt'; enfin la flexiou
(Vj cVj
—rds donnera lieu au couple Eil/* ,-> estimé en sens con-
as ' as
traire des rotations 0. Dans la section CD' il y aura des actions moléculaires analogues, qui seront égales aux précédentes augmentées de leur différentielle par rapport à 5 et agiront dans le sens des déplacements. On composera entre elles toutes ces forces moléculaires exercées dans CD et C'D\ comme nous avons composé tout à l'heure les mouvemenis de ces deux sections, et l'on trouvera l'action résultante supportée gar la matière de GDC'D', savoir:
Force parallèle àG«,
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Force parallèle à Gc,
Momeni total par rapport au centre de gravhé de rélémenl, iivalué dans le sens de la rotation B,
Eildi
}ls' \(/s
Par suite, on trouvera, pour les équations du mouvement (le l'élément prismatique considéré,
; d'n „ V.^rdldn v\ /.-/ih- ^ «\1 ■' \ rfC "^ H L *** ,-.,' ?\''' ?/J
Quand on néglige le glissement transversal, il faut, dans les
équations ci-dessus, considérer la quanlilé /<Eti|-y- + 'j }
comme l'expression de l'eirorl irancliant P dans la section CD, force qui n'est pas nulle en général, bien qu'on suppose nulle la déformation partielle répondant à son nclion. Les équations tlu mouvement deviennent alors
!</'«_ _P£ '^}S ±(<!ji 'A
de ~ llii.r'" a ds\ds'^ l)' ' ' 77^ ^ ^' "'" '■' if ~,ls' ~ ïîfi ' et il faudrait y joindre b relation
dv , H
ce qui ferait quatre équations entre les incunnues », i', 'j, V. Ces équations aux différences partielles siimihanées déler-
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mineroni les inconnues, en foncUon de s et de /, lorsque riniégralion pourra être effecluée et que Ton aura déterminé les fonctions arbitraires introduites par cette opération.
Quand on voudra faire usage des équations (i) et [2), il faudra bien se rappeler que les quantités R, T, M représentent des forces et un couple directement appliqués à la pièce que Ton considère. Si ces forces ou ce couple provenaient de Faction des masses liées à la pièce et entraînées dans son niouvement, on devrait, bien entendu, tenir compte, en les évaluant, de l'inertie de ces masses. Par exemple, si un poids/) appliqué en un point K de la pièce prend, par suite de sa liaison avec elle, des accélérations j suivant l'horizontale ei/ suivant la verticale, il faudra supposer appliquées en K, outre
le poids y>, les forces — ^ et — — ? dirigées en sens con-
traire de j et dey .
Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de la question des mouvements vibratoires; dans les cas pratiques les plus simples, la solution présentera généralement de grandes difficultés, comme on a pu en juger par les exemples que nous avons traités directement dans le § II du Chapitre I el dans le § III (lu Chapitre II. Nous n'avons voulu, en donnant les calculs précédents,' que compléter la théorie générale de la déformation des pièces élastiques par l'exposé de la méthode à suivre pour mettre lé problème en équation.
L'ensemble des Chapitres IV el V peut être considéré comme donnant la solution des trois problèmes généraux énoncés dans l'Introduction de la première Partie du Cours. Nous niions maintenant en exposer une série d'applications particulières, utiles pour les ingénieurs, et qui formeront une suite naturelle à celles qu'on a déjà vues dans les trois premiers Chapitres.
Fig. 60,
§ I. — Ëtnde théoriqne de la question.
108. Prisme comprimé par une force agissant suivant son axe. — Nous supposons un prisme dont la fibre moyenne, dans son état primitif, est AB [fig. 60); le point B est fixe; au point A, suivant la ligne AB, est appliquée une force N devant laquelle le poids propre de la pièce est supposé négligeable. Le point A est assujetti par des moyens quelconques à se déplacer sur AB. Dans ces conditions, si la pièce était composée de fibres parfaitement homogènes et si la force agissait rigoureusement suivant la fibre moyenne, il ne pourrait se produire aucune flexion, car le moment de N par rapport à un quelconque des centres d'élasticité des sections successives serait nul; par conséquent, la pièce resterait droite. Mais, si une cause accidentelle quelconque a fait commencer la flexion, on comprend que la pièce puisse rester courbée et se maintenir en équilibre sous Faction de la force N. C'est la forme qu'elle a dans l'état d'équilibre qu'il s'agit d'étudier ici.
Soit A' la position du point A après la flexion. La déformalion étant supposée plane (n° 88), appliquons à la pièce A'B l'équation (i) du n" 82; si l'on prend pour axes des coordonnées les lignes B.r et Br, le moment fléchissant sera exprimé par — Nj; par suite, on posera
I. 3- édit
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équation dans laquelle e représente, comme d'habitude, le ressort longitudinal de la section (n°2), et cr^ son moment d'inflexibilité relativement à un axe mené par son centre ti'élasUcilé perpendiculairement au plan de la figure. On connaît Tinlograle de cette équation linéaire du second ordre, dans l'hypothèse où er^ ne varie pas; en désignant par C et D deux constantes arbitraires, on aura
Csm- 1/ - - - Dcos- \/-r y e r \ e
La constante D doit être nulle, attendu qu'on a ^==0 pour x " o; donc
j— Lsin
in - \/ r y e
Il faut, de plus, que y soit encore nul pour jr = A' B, quantité peu difl'érentc de AB ou '?.a, longueur primitive de la pièce. Il
faudra donc que — i/ - soit un multiple de la demi-circonférence, ou bien, en désignant par i un nombre entier quelconque, que Ton ait
d'où nous tirons
N = er-
La moindre force N déduite de celte équation est cr'-v— ^
correspondant à / — i; en faisant / = 2, /= 3, . . ., on aurait des valeurs de N qui seraient égales à la première multipliée par 4> 9» • • • • Donc la pièce ne pourra pas rester fléchie si N
n'atteint pas au moins la limite er^ ,- •
Quand on attribue à N la valeur générale er^ -j—i'* l'exprèssion - 4 /- est égale à — ^? et, par suite,
sm
ia
On voit alors que, pour les valeurs de x
O, — ^ï 2—:-? O— -î •••? [l II— :-J 2a,
— devient un multiple de la demi-circonférence, et, par 2a
conséquent, y devient nul. La courbe atfectée par la fibre
moyenne présente une forme analogue à celle qui est dessinée
ci-contre ( fig. 6i), pour le cas particulier de / = 3.
Celte courbe est toujours une sinusoïde. Il est
clair qu'une portion de la courbe comprise entre
deux points consécutifs où j s'annule, HK par
exemple, représente la courbe qu'on aurait, dans
l'hypothèse de i == i, avec une longueur de pièce
-r-' En effet, en chacun des points H et K, la
partie HK doit recevoir des réactions moléculaires dont les résultantes, égales et contraires entre elles, ont N pour valeur commune, car cela est nécessaire pour l'équilibre des parties A' H et KB du prisme ; donc HK se trouve dans les mêmes conditions que A' B
dans la Jig. 6o, à part cette différence que la longueur est -r-
au lieu de ia.
Le maximum de l'ordonnée j, ou la flèche, se produit quand
on a égal à Tune des valeurs -j — > — ? •••? ce qui donne
pour X les valeurs correspondantes -r> -.-3 — ^ Ce maxi*
mum est d'ailleurs égal à la constante C, qui reste encore indéterminée, bien que nous ayons employé toutes les conditions du problème.
D'après l'analyse précédente, il semble au premier abord que l'équilibre ne soit compatible qu'avec certaines valeurs de N croissantes d'une manière discontinue, de sorte que, si la
pièce était fléchie par une force N égale à er'-^» l'addition
d'une irès-petite force entraînerait la rupture. Or cela est contraire à une expérience qu'on peut à chaque instant répéter
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avec des règles en bois de faibles dimensions : la règle étant courbée par deux pressions en sens contraires qu'on exerce avec les mains aux extrémités, on voit la flèche varier d'une manière continue avec la force. Toutefois cette objection, que nous citons parce qu'elle se présente naturellement à l'esprit, n'est pas bien fondée, car, à la rigueur, dans la formule
on devrait regarder ia comme représentant la distance AA' des deux extrémités de la pièce déformée, quantité variable avec N; celte force pourrait donc varier, et à chaque valeur correspondrait une courbe particulière d'équilibre. Seulement il y a toujours dans cet équilibre quelque chose que nous n'avons pas pu déterminer : c'est la constante C ou la flèche maximum de la courbe. Cela tient à ce que, en établissant les formules de la déformation, et en particulier l'équation (i) du n° 82, nous avons toujours supposé les déplacements infiniment petits, et, par conséquent, nous avons confondu la forme primitive d'une pièce et sa forme définitive, en ce qui concerne l'évaluation des moments ou projections des forces et le calcul des déplacements correspondants. Ici, cela nous empêcherait de résoudre la question, car nous devrions partout supposer X = o, ce qui nous conduirait à dire que la pièce est restée droite. Aussi, en écrivant
avons-nous déjà tenu compte en partie de la différence de forme qui altère le moment de N; mais ce que nous avons fait pour ce moment, il aurait fallu le faire aussi pour les actions moléculaires qui le tiennent en équilibre.
Reprenons donc la question à son origine, en nous bornant toutefois au cas de la déformation plane, comme nous l'avons fait dans l'analyse ci-dessus. La pièce AB ayant pris la forme A'B [Jig» 60) sous l'action de la force N, exprimons l'équilibre entre cette force et les actions moléculaires développées .dans une section quelconque faite en H. Nous appellerons (/s la longueur primitive d'un élément de fibre moyenne qui part
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de H, 9 rinclinaison de la section qui passe en ce point par rapport à sa direction primitive. La section infiniment voisine de celle-là, et qui en était primitivement à la distance ds, fait maintenant avec elle un angle ddy tandis que le parallélisme
dQ
existait d'abord entre les deux sections. Donc -j- représente l'angle de flexion rapporté à l'unité de longueur, c'est-à-dire la quantité nommée j au n** 64; par suite, la somme des moments des actions moléculaires relativement à l'axe projeté
de
en H aura pour valeur ^'•' t-' et, puisqu'il y a équilibre entre ces actions et la force N, on posera
L'élément qui avait primitivement une longueur ds a pris une longueur différente ds\ à cause de la compression due à la force N. En vertu des formules relatives à l'extension et à la compression simples, on aura très-approximativement
en négligeant la faible inclinaison de N sur la normale à la section. Enfin, puisque la composante de N parallèlement à la section est aussi très-petite, il est permis de négliger le glissement transversal et de regarder une section primitivement normale comme l'étant encore après la déformation (n® 81). On écrit, en conséquence, l'équation
(3) — ds^ s\n 9 ^^ dj\
Des équations (2) et (3) on tire
dr , J N\
valeur qui, substituée dans l'équation (i), après avoir différentié celle-ci par rapport à 5, donne
er^-r. ——Ni ) sin 0 ;
ds' \ e
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multipliant par 2c/d et intégrant, on aura
(dey ^. / N\
^rM — J = 2N ( I — - 1 cose? -+- consi.
La constante peut s'exprimer en fonction de la valeur 0i que prend 0 au point A', car en ce point r = o, et, par suite, en
vertu de (i), . - o. Donc on pourra poser
(4) er^ (^)'= ^^ (' — ?) «^^^^ " cosQ,],
soit, sous une autre forme,
dO
-'VK-II-
^2(C0S^ — cos(>o)
L'intégrale du second membre de celte équation entre les
limites s o et j - 2^ est -^ i/— ( i — — ) ; l'intégrale du
premier entre les mômes limites est connue par la théorie du pendule simple. Si 0 s'annule i fois entre B et A', cette intégrale sera le temps de i oscillations d'un pendule simple ayant pour longueur le nombre g^ accélération des corps pesants dans le vide; on aura donc approximativement pour sa
valeur i::! i -f- - -" ji en négligeant dans l'expression différentielle les puissances de 0^ supérieures à la quatrième; par suite, on posera
(5 ita n--;p ----- v/-' » — •
Or les équations (i) et ^4^ appliquées aux points tels que D, pour lesquels d s'annule, en même temps que y prend une valeur maximum/, donnent
d'où Ton lire
\ (l — COS0,.)'
ou bien, à cause de la petitesse de do»
En éliminant d« entre les équations (5) et (6), on aura défini tivementy pour déterminer la flèche,
er"^ I
N La quantité — représente le rapport du raccourcissement de
la pièce à sa longueur primitive quand on suppose que la compression se fait sans entraîner de flexion (n°2); ce rapport est nécessairement petit, car l'expérience prouve qu'il ne saurait acquérir une valeur notable, même en se rapprochant de la valeur de N qui produirait l'écrasement (•). On pourrait donc, sans avoir à craindre une erreur notable sur/, poser l'équation
Voyons les conséquences qui résultent de cette expression. D'abord, pour que/soit réel, il faut que l'on ail
OU bien
(') Par exemple, une pression de ih^^ par iniiiimùtre carré produit la rupture par écrasement d'un prisme en fer, et cependant le raccourcissement correspondant n'est guère que 0,002 de la longueur primilivc. Pour la fonte et le bois, ce dernier nombre serait un peu plus grand, mais il atteindrait rarement une valeur maximum supérieure ou même égrde à 0,01.
Comme la quantité — ; -\ — a pour maximum j^ quelque
valeur qu'on attribue à —? il est clair que l'inégalité (8) de-
viendra impossible à satisfaire si le terme -7 — excède cette valeur, et de là résulte une condition
(9) 2fl>>2/7:r
imposant à la longueur 2a une limite en dessous de laquelle la flexion serait impossible, alors même que la résistance à récrasement serait illimitée et qu'on aurait toute latitude dans le choix de la force N. Cette condition étant supposée remplie, le trinôme
N s'annulera pour deux valeurs réelles de — ? et il faudra
N prendre — entre ces deux valeurs, sans quoi le signe du tri-
nôme serait le même que pour — == ±: 00 et l'inégalité (8) ne se vérifierait pas. On déduit de là
Les inégalités (9), (10) et (i 1) ont été démontrées sans rien
N supposer à l'égard de — ^ mais, dans la réalité physique, ce
rapport ne peut pas être quelconque et doit rester très-petit,
comme on l'a déjà fait observer, car autrement le prisme ne
pourrait manquer de se rompre par écrasement. D'un autre
N côté, —5 tout en étant très-petit, ne doit pas descendre jus-
qu'à la limite inférieure exprimée par le second membre de l'inégalité (10); il faut donc que cette limite soit elle-même
Irès-pelite, et, par suite, on peul en dire autant du rapport — ^-« Dès lors le radical 1/ i — —-— se remplace 1res-
approximalivemenl par i — i et Tinégalilé (lo) se
change en
résultat conforme à celui de notre première analyse. Quant à la limite supérieure fixée par l'inégalité (i i), il n'y a évidemment pas à s'en occuper, car elle est voisine de i et en tout
cas supérieure à -*, elle ne sera certainement pas atteinte par
N des valeurs de — physiquement réalisables.
Afin de préciser davantage les conséquences de la petitesse
N nécessaire du rapport — ^ supposons la matière homogène et
nommons
E son coefficient d'élasticité longitudinale;
R' la plus grande pression par unité de surface qu'on puisse lui faire supporter avec sécurité (n® 11);
R', la pression par unité de surface capable de produire l'écrasement sans (lexion ;
û la section transversale du prisme.
La force capable de produire l'écrasement sans flexion étant égale à R'j £2, il est clair que cette force doit surpasser la limite inférieure de N tirée de l'inégalité (12), sans quoi l'on arriverait à écraser le prisme avant de le fléchir. D'ailleurs on a, dans l'hypothèse de l'homogénéité, ez= Ei2; on devra donc poser encore l'inégalité
d'où résulte une limite inférieure de la longueur
'■'^'Vif;
qui se réduit, dans Thypoibèse /= i, à
(i3) ial>zri/-^~'
A égalité du nombre i, elle est beaucoup plus grande que la limite trouvée plus haut sans avoir égard à la résistance limitée
de la matière. Voici, en effel, les valeurs de tt y tt'* pour
quelques matériaux de construction, pris avec leurs qualités pbysiques moyennes :
Fer 89
Fonle 38
Bois de chêne ou de sapin 49
Ces valeurs sont, comme on le voit, bien supérieures à air.
Lorsqu'on renverse le sens de Tinégalité (i3) en écrivani que le premier membre est inférieur à Fautre, on exprime la condition pour que la flexion ne commence sous Faction d'aucune force inférieure à celle qui écraserait le prisme. On pourrait touiaussi bien trouver la condition pour que la flexion ne puisse pas avoir lieu sous Faction d'une force ne produisant que la pression R' par unité de surface sur la section transversale; cette condition s'exprimerait par l'inégalité
ou bien
'?.a.::j7:rsj^,
Si, d'après la manière dont la question est posée, le nombre entier i reste indéterminé, il faut vérifier cette inégalité dans le cas le plus défavorable, c'est-à-dire en supposant 1 = i; la condition devient alors
formule sur l'emploi de laquelle nous aurons bientôt à revenir. La réalisation de la flexion exige, comme on Fa vu, que le
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second membre de l'équation (7) soii positif ; que, par con-
N séquent, la quantité très-petite - dépasse une limite infé-
N Heure — donnée exactement par le second membre de Tiné-
er-r-K
galîté (10) et approximativement égale à - .- 5 en supposant
N une courbe avec 1 tangentes verticales; mais — doit dépasser
très-peu cette limite, pour laquelle la flèche / serait encore nulle. En efTet, si le contraire avait lieu, d'après réquation(7)
la valeur de — — atteindrait une grandeur notable, et, comme
er'
- est toujours très-petit, il en résulterait que la flèche serait
grande, ce qui ne manquerait pas d'amener la rupture. Les pièces comprimées par des forces agissant suivant leur axe doivent donc être considérées, quand elles viennent à fléchir, comme dans un état d'équilibre instable, parce qu'un faible supplément de compression les met en danger de se rompre. Il faut par conséquent, dans la pratique des constructions, s'arranger pour rendre impossible la flexion de ces pièces, en même temps qu'on fixe la limite de la pression par unité de surface sur la section transversale, en ayant égard à ce qu'on a dit lorsqu'il s'agissait de la compression simple ( n*" 11 ) ; on aura donc à remplir la condition exprimée par l'inégalité (t4) en même temps que la condition
Dans la dernière, on peut s'approcher de l'égalité autant qu'on le veut, la pression R' ayant été choisie dans ce but; pour l'Inégalité (i4), il serait à désirer qu'on indiquât le rapport supérieur à i, en dessous duquel il ne serait pas prudent de
faire descendre — V/v/i niais cela n'a pas été fait jusqu'à
ia y i{'
présent.
Eu égard à ce que N dépasse très-peu la limite inférieure No, à partir de laquelle la flexion devient possible, on peut encore donner une autre forme à l'équation (7). On a, d'après la défi-
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nilion de N-,
~~ ir.r y e\ e / '
réquation (7) devient donc
^■=l;[\/?F"!)-\/?Ff)J-
La quaniiié enlre crochets est l'accroissement de la fonction
, /N7 N\ ^ , „ . N-N. . , W — I I 1 correspondant a I accroissement de la
N variable — -, on met approximativement à sa place le produit
de î* par la dérivée —^=^11=; ? qui elle-même
diffère peu de • De plus — s'écarte peu de / , > et
N il en est de même pour — dans le premier membre de l'équation. Par suite, on a
Î't:^ ^ _ S-irt N — No la
4 a^ lûr e 2 « tt r
ou, en résolvant par rapport à/el simplifiant,
Sj7,a' . /N — Nn
Ainsi donc, pour que la poutre fléchisse, il faut que la force N atteigne une certaine limite No, pour laquelle la flèche est encore nulle, mais sur le point de se produire; quand N dépasse N„, la flèche produite est proportionnelle au carré de la longueur primitive et à la racine carrée du supplément de force ; elle est en raison inverse de la racine carrée du moment d'inflexibilité.
109, Prisme chargé suivant son axe et encastré à ses deux extrémités. — On peul d'abord appliquer à ce cas la méthode approximative indiquée au commencement du n° 108; en nommant |x le moment du couple produit par Tencastrement et se servant de Téquation (i) du n°82, on aura
soity sous une autre forme,
^\^~^)_ N / ,_^ dx' ^ er' Y N
L'intégrale de cette dernière équation est connue; si Ton nomme G et D deux constantes, on peul écrire immédiatement
r— ~ -1- Lsin- 1/ hDcos- t/— •
ADn de déterminer G et D, on exprimera que/ et -—- doivent s'annuler pour j: z= o et ^ =^ 2a, ce qui donne
gH-D=o.
Ç: + G sin — \/ - -f- D cos — i / — =z o, N r y e r \ e
C =o, Dsin — 1/ - - o.
En faisant G = o dans la seconde équation et remplaçant ^ par -— D, on trouve
la ^ /N
...... 2rt /n
équation qui, jointe a sm — i/~i=o, montre que lare — \/"~ ^o>^ ^^''G ^^ multiple de la circonférence entière;
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n désignant un nombre entier quelconque, on posera donc
OU bien
er'^n^T.-
a La valeur de j prend alors la forme
/ nzx
j — — D ( I — ces I •
Ainsi la moindre valeur de la force N, nécessaire pour produire la flexion dans ce cas, répond à n = i et s'exprime par
— ' -, elle est donc quatre fois plus grande que dans le cas
prccédeni. La courbe affectée parla fibre moyenne est encore une sinusoïde; mais elle est tout entière d'un même côté de Taxe des ^. La flèche maximum, égale à — 2D, se produit pour X égal à
tandis quMI y aurait des ordonnées nulles pour les abscisses
2 a f[a n II
La flèche reste encore indéterminée, et, par conséquent, il y a aussi danger de rupture quand la flexion commence.
La considération suivante met bien en évidenceTeffelderencastrement. Prenons unepièceABnon encastrée (yîg. 62), maintenue à Tctai de flexion par deux forces N égales et contraires, appliquées à ses extrémités suivant son axe primitif. La courbe produite par la flexion sera, par exemple, AGCHD. . .B, coupant un nombre pair de fois la ligne AB entre les points A etB, de telle sorte que le nombre des portions telles que AGC, comprises entre deux ordonnées nulles consécutives, sera au contraire impair. Nous le désignerons par 2/1 -h i, n étant un nombre entier positif. L'équilibre existant, il est clair que,
iM
IH
dans la section normale faite en G, la pièce GCH. . . supporte l'action d'une force verticale N dirigée suivant AN, qu'on peut remplacer par la même force appliquée en G et
parle couple dont le moment serait N.GE. De même, la portion de pièce qui est supérieure à la section faite en K reçoit dans cette section des actions égales et de sens contraires. Donc, si Ton imagine que les portions AG et KB soient supprimées, mais qu*on fasse agir en G et K les
forces N et les couples N.GE, l'équilibre existera toujours; il existera encore si les couples sont remplacés par des encastrements qui assujettissent la pièce à conserver sa direction verticale en G et K, et les encastrements donneront
lieu précisément au moment N.GE, car, s'il en était différemment, la direction de la pièce changerait en ces points. Alors la partie GCH...K représentera une poutre chargée debout par une force N et encastrée à ses deux extrémités; GK serait la position de la fibre moyenne de la poutre dans l'état primitif. La longueur GK
de cette pièce étant désignée par aa, AB sera éeal à 2^ '-^
Donc on peut conclure que, si la pièce GK doit présenter dans sa longueur an — i points où la tangente serait verticale, non compris G et K, après la déformation elle sera identique avec la courbe ayant in ordonnées nulles entre les extrémités, qui se produirait sous l'action de la même force en supprimant l'encastrement et prolongeant la pièce de manière à multiplier la
seulement il faut observer qu'après
longueur par — ^„ — ,
cette modification la flèche maximum sera réduite à moitié, puisqu'elle deviendra GE au lieu de LU.
On pourra donc appliquer au calcul de la flèche la formule (7) du n** 108, en y remplaçant 1 par 2/1 + 1, aa par
!2« j / par -/; on trouve de cette manière
er^ L ^^'^ V ^ \ ^/ J
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On obliendrail, par un calcul tout semblable à celui du n"108, la condition nécessaire pour que la flexion puisse ayoir lieu avant récrasemeni du prisme; ce serait, en conservant le même sens aux notations R', et £,
2rt>2/i7:r W jrrî
soit au minimum, dans l'hypothèse n=i,
1 a ^> 2 TT /•
Si Ton voulait, au contraire, que la flexion fût impossible sous Taciion d'une force N répondant à une pression donnée R' par unité de surface de la section, on arriverait de même à l'ioégalité
ia
'^Vr
Si R' désigne la pression que la matière peut supporter in«léflniment sans danger, dans le cas de la compression simple (n® 11), celte dernière condition, jointe à N<R'i2, devrait être considérée comme exprimant la stabilité du prisme; seulement il y aurait encore lieu de fixer dans quelle mesure
rl/— doit surpasser la longueur aa, ce qui n'a pas été
fait.
110. Prisme encastré à une extrémité et sollicité à l'autre par une
Fig. 63.
er
force oblique et un couple, — Soit une pièce dont la fibre moyenne primitive coïncide avec la droite AB [/ïg. 63) et devient A'B après la déformation. En B est un appui avec encastrement;
en C, à une distance A'C = / de l'extrémité supérieure, agit une force R dont les composantes horizontale et verticale sont P et N ; devant cette force on néglige le poids propre de la pièce. -^ L'équation (i) du n" 82 devient ici
V)-hP(2^/ — ^),
iLv'
en prenant pour axes des coordonnées les lignes Bx, B^ et posant
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ÂA'=/, ÂB = an. Pour inWgrer celte équalion, nous en cherchons d'abord une solution particulière y en Égalant le second membre à zéro, ce qui donne
l'équation (i) devient simplement d'où l'on tire immédiatement
relation où C et D désignent d<^s cun^lanles arbitruircs. Donc finalement l'intégrale générale de l'équution (i) sera
On éliminera les constantes en exprimant que pour x = o on a
•Ir ^' = °' 1û--=°' ce qui donne
et, si l'on substitue dans [ 2) les valeurs de C et de D, on trouvera
11 y a encore dans cette équation une inconnue auxiliaire/, dont la valeur est celle que prend /pour ,r = 2«; on aura donc, pour la déterminer,
et, par suite,
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Les équations (3) et (4) suffisent pour faire connaître la courbe A'B.
Lorsqu'on suppose que ^ et j^ ne sont pas deux quantités très-petites,
a/2 /N il est nécessaire, pour que la flèche reste petite, que — i / - soit un
petit arc. Or on a généralement
C0S2 =1 V- . . ., iâïï^z = 3 -^ - -f- . . . ;
donc, si l'on néglige la quatrième puissance de z et les puissances supérieures, on pourra écrire
^^^ '^ ~ r'~ e ~^ Yrr' " 'er\-x "^ 3"" Y
/est alors la somme des valeurs obtenues en supposant successivement p = o, N = o, ce qui n'avait pas lieu quand on faisait entrer^ et /dans l'expression du moment fléchissant, c'est-à-dire quand on tenait compta des changements que les déformations elles-mêmes apportent dans les moments des forces extérieures par rapport à un point quelconque delà fibre moyenne.
Quant à la résistance de la pièce, on voit qu'il y aura dans les diverses sections un elfort tranchant P, une force N produisant une compression simple, et un moment fléchissant variable N(/h-/— ^) -+-P(2/i — x') dont le maximum aura lieu en B et sera N(/-f-/) -+- i^a. Il n*y a d'ailleurs rien de particulier a dire sur ce cas, à part la condition que l'arc
<ya /N
- 4 / - doit être petit ; et, quand on aura, par la méthode générale expo-
sée au n*" 64, calculé les tensions maxima de toute nature dans une section quelconque, on s'assurera (n° 66) que ces maxima sont au-dessous des limites que comporte la matière employée.
§ II. — Données expérimentales.
111. Résistance à la rupture des prismes chargés debout et assez longs pour Jléchir, — On a vu plus haut (n°* 108 et 109 qu'un prisme charf^é debout ou, pour parler plus neitement,. comprimé par une force N qui agit suivant son axe, ne pourra jamais arriver à l'étal de flexion s'il n'a au moins une Ion-
/'E gueur 7:ri/^,- ou une longueur double, suivant que les
extrémités sont libres ou encastrées. Si cette lons^ueur n'est
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pas aiieinte, on finira, en augmentant progressivement la force M, par produire l'écrasemenl du prisme, et la force nécessaire à cet efTel sera (n° 10) indépendante de la longueur et proportionnelle à l'aire de la section transversale. Si, au contraire, la longueur 2a dépasse la limite suffisante pour permettre la flexion, ce phénomène peut se produire dès que
N atteint une valeur -^— - quand il n'y a pas d'encastrement,
ou une valeur quadruple quand le prisme est encastré aux deux bouts. Celte valeur doit être prise pour l'expression théorique de la force de rupture, parce qu'il suffit de la dépasser tant soit peu pour que la flèche devienne grande : la force de rupture, pour les pièces comprimées directement et pouvant fléchir, varierait donc proportionnellement au moment d'inflexibilité minimum de la section transversale et en raison inverse du carré de la longueur.
Considérons en particulier des sections homogènes rectangulaires ou circulaires. Soit E le coefficient d'élasticité longitudinale. La grande dimension du rectangle étant désignée par / et la petite par h, on aura
r=-h 1/'--— o,2(>A, er- = -' E/A'i
pour un cercle de diamètre d, on aurait
On en conclut, en faisant, comme an n' 108.1c nombre
égal à 38, qu'une barre de fonte non enciisiiéo ne poui chir avec une longueur inférieure à :
Dans le cas du rectangle 1 1 A
Dans le cas du cercle u , 5 </.
On s'est peu préoccupé de déterminer par l'expérience celle limite inférieure. Seulement M. Hodgkinson a énoncé ce fait : tant que la longueur d'une barre carrée ou circulaire ne dépasse pas cinq fois le diamètre, la rupture se fait par écrasc;ment simple; quand la longueur est de cinq à vingt-cinq luis
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le diamètre, il y a rupture mixte, à la fois par écrasement et par flexion; au delà de vingt-cinq fois le diamètre, la flexion devient irrésistible. En général, on ne doit guère s'attendre à trouver Texpérience d'accord avec la théorie quand on veul continuer l'application des formules théoriques jusqu'aux environs de la rupture (n® 5) ; ici néanmoins la discordance n'est pas très-marquée, puisque les rapports ii et 9,5 tombent dans l'intervalle de 5 à aS, qui donne lieu à un mode de rupture assez vaguement déflni.
La longueur étant supposée suffisante pour permettre la flexion, les expressions théoriques de la force de rupture sont, quand il n'y a pas encastrement :
Dans le cas d'une section rectangulaire — tt^E ^^^ i
Dans le cas d'une section circulaire ttt ^^E - 1
12 4fl'
Lorsque les extrémités sont encastrées de manière à empêcher rigoureusement toute rotation des sections extrêmes, nous avons vu (n® 109) que cette force devient quatre fois plus grande. Or ce dernier cas se rapproche peut-être plus que le premier des circonstances pratiques les plus ordinaires, car les poteaux et colonnes sont toujours terminés par des surfaces plaies s'appuyant sur des plans, de sorte que l'étendue même de ces surfaces d'appui s'oppose plus ou moins complètement à leur rotation et constitue tout au moins un encastrement |>artiel. L'expérience confirme cette manière de voir. M. llodgkinson a trouvé, en cfl'et, que les colonnes de fonte à extrémités arrondies résistaient trois fois moins à la rupture par compression que celles dont les extrémités présentaient une section plane. Ainsi donc, en admettant la substitution de ce multiplicateur 3 au multiplicateur théorique 4* pour tenir compte par aperçu de l'imperfection de Tencastremeni, on aurait, dans le cas <ies bases niâtes :
Pour la seclion circulaire, pleine et ho- ) ., i .^ Ih^ mogene \ 4 4 «
Pour la section rectangulaire, également | . ^ _ A-ap ^* pleine et homogène S 64 4«*
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A la vérité, comme nous l'avons déjà Tait observer, on ne doit pas compter sur l'exactitude des forniules théoriques lorsqu'il s'agit de calculer les (orces de rupture; néanmoins M. Hodgkinson a reconnu que la cliarge capable de rompre un poteau en chêne de bonne qualité, à section rectangulaire et à bases plates, était représentée par la formule empirique
N = 2565xio'~-
le kilogramme et le mètre étant pris pour unités. On voit que N varie proportionnellement à / ei au cube de h, et en raison inverse du carré de la longueur ■?, a, comme l'indique la théorie; déplus, en comparant la valeur de la conslantc 25G5xio'avec
s'accordanl à peu près avec les nombres admis. Nous devons dire que les expériences du physicien anglais n'ont pas été très-nombreuses ei se ra|iporiaieni à de petits échantillons.
Pour des poteaux en sapin rouge, le mèmcexpérimenialeur a indiqué la formule
SI les bois, au lieu d'èlre choisis, étaient de qualité m diocre, les coefficients numériques diminueraient envir
M. Hodgkinson a aussi proposé, pour di'ii'rmincr la charge de rupture des colonnes pleines en fotiln à Ljscs plates, la formule
ei, dans le cas de colonnes creuses, c éianl le diamètre du vide supposé concentiique au plein,
N=-329oX.o--J'";f,','-.
La théorie aurait donné au lieu de l'exposant 3, G l'expo-
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sant 4> 2 au lieu de 1,7, au lieu de 3290X10* la quantité tt-tTt^E, soit, en faisant E^gx 10* (valeur moyenne pour la
fonte), le nombre i3o8ox 10*. Mais ces discordances paraissent toutes naturelles si Ton veut bien se reporter aux considérations du n** 5, et nous ne saurions trop répéter qu'on risque beaucoup de s'engager dans une fausse voie quand on veut calculer les charges de rupture à l'aide des formules fondées sur les théories de la Résistance des Matériaux, puisque les hypothèses premières qui leur servent de base, suffisamment vraies pour le cas de faibles efforts moléculaires, deviennent radicalement inexactes si la rupture est sur le point de se produire.
En résumé, pour les solides pouvant fléchir, la résistance à la rupture par compression directe est, à section égale, décroissante avec la longueur et croissante avec la petite dimension de l'cquarrissage; on voit aussi qu'il est difficile de la représenter par une formule qui convienne à tous les cas. M. Hodgkinson a observé en outre les deux faits suivants : I*» A égalité de matière employée, le renflement vers le milieu augmente peu la résistance; il ne l'augmente que
de - ou ^ seulement.
2* Sous la même condition d'une égale dépense de matière, les colonnes creuses résistent mieux que les colonnes pleines; elles sont également préférables à celles dont la section transversale est en forme de croix. Cependant leur emploi exige des précautions; le moule peut se déranger pendant le coulage et le vide ne plus être bien concentrique avec la circonférence extérieure, ce qui produirait une diminution notable de résistance. Quant à l'explication théorique de ce deuxième fait, elle consisterait à dire que la charge de rupture est proportionnelle au moment d'inflexibilité, lequel est plus grand, à égalité d'aire, pour une section annulaire que pour une section ayant la forme d'un cercle plein ou d'une croix.
M. Love, ingénieur civil, a donné, dans un Mémoire sur la résistance du fer et de la fonte, des formules plus simples que celles de M. Hodgkinson pour calculer la charge de rupture des colonnes pleines en fer ou en fonte. Ces formules, qui
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concordent surfisammeni avec les expériences du physicien anglais, sont les suivantes :
PourlaTaDte N-- i
,,4i*o,«.33,(îf')
pQur le fer N == - ..i
en nommant N' la charge de rupture calculée d'après la section de la colonne, comme si celle-ci était incapable de fléchir. Il est visible que ces formules ne sont pas applicables
quand le rapport - - devient trop petit, car pour une irès-
peiiie longueur on devrait avoir N = N', tandis que les formules donnent toujours N < N'. Il faut supposer que la longueur est au moins égale à vingt fois le diamètre.
On voit, par l'examen des deui formules précédentes, que la résistance des colonnes de fonte diminue plus rapidement que celle des colonnes de fer quand la longueur augmente. C'est ce qui explique ce fait d'observation, que, si le rapport —j- vient à dépasser une certaine limite (3o environ), les colonnes pleines en fer résisleni mieux que celles de fonte.
112. Condition pratique de la staliililé des prismes chargés debout. — Nous avons indiqué (n"' 108 cl 109) les conditions qui nous semblent être l'expression théorii|uc de la siaLiilid'^. Dans la pratique, l'usage ordinaire consiste à déierminer d'abord la chiirge de rupture d'après les formules empiriques ci-dessus données; puis on limite la charge réelle à une certaine fraction de la charge de rupture. Celle fraction est halii-
tueltement -r pour le fer et la fonle et puur le bois ; mais, dans ce dernier cas, on va quelquefois jusqu'à
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V \.X^KK EXERCEE PAR UN ARC REPOSANT SUB DEUX APPUIS
.>^ .«iS^vS L.\ SECTION EST CONSTANTE ET QUE LA FIBRE MOYENNE, ., . ..Hrt^r CIRCULAIRE, SE DÉFORME EN RESTANT DANS UN MÂlfE
fvussée produite par des forces quelconques et par une dilatation linéaire indépendante des charges.
t. Pf*s questions qui doivent être traitées dans ce Cha- Dans les coiisiruclions, il arrive assez souvent que les .,;.vv\ courbes employées ont une seciion constanie, ei que i X». libre moyenne esi un arc de cercle situé dans un plan .*NUcal. La pièce est svmôlrique par rapport à ce plan et toutes i\x l\»iTcs qui agissent sur elle y sont contenues, de telle sorte {uo l« condition du n° 88, nécessaire pour que la déformation wU plane, se trouve naturellement satisfaite.
Les arcs sont ordinairement supportés à leurs extrémités |.><ir deux appuis placés dans un même plan horizontal, et dis- ^H>sésde manière à rendre invariable la distance des deux points de l'arc avec lesquels ils sont en contact; mais ces appuis ne doivent pas, en général, être regardés comme produisant un encastrement.
Nous nous proposons, dans le cours de ce Chapitre, d'établir des formules qui permettent de calculer, seulement par des opérations algébriques, les réactions des appuis d'un arc placé dans de telles conditions, les forces étant supposées quelconques, et, en second lieu, de réduire ces opérations aux calculs numériques les plus simples, pour le cas usuel où les forces ne seraient autre chose que des poids.
114. Notations principales de ce Chapitre. — Soit donné Tare AEB [Jîg, 64), reposant sur les deux appuis A etB et sup-
FiB. 6.5-
poussSb des arcs circulaires. 393
ponani une force isolée, appliquée dans la section qui renconire la fibre moyenne en C. Nous prendrons pour axe des x h corde AB, pour axe des / la verticale 0/ passant par le centre 0 du cen le dont l'arc AEB fait partie. Nous désignerons par
la la corde AB;
/lanècheËK;
0 le rayon du cercle;
j l'angle fut par le rayon correspondant à un point D quelconque pris sur AEB avec l'axe des y,
? l'angle BOE de la verticale avec les rayons des naissances;
S I.i valeur particulière de a qui répond au point C;
T, Q, T', Q' les composantes des réactions en B et A suivant l'horizontale et la verticale, et dans le sens indiqué par la Ggure.
Nous conservons de plus aux lettres e, r, X, N, t, s le sens qui leur est attribué dans les Tormules générales du Chapitre V. Enfin nous appelons X' et N', comme aux n"' 93 et suivants, les valeurs que prennent X et N lorsqu'on n'y fait pas entrer la composante horizontale de la réaction des appuis.
115. Poussée produite par un poids isolé. — Supposons <l'abord l'arc AEB soumis à un poids unique II agissant en C et faisons abstraction de son poids propre, suul à voir pjr la suite comment on en tiendra compte. Nous avons les éiiualions d'équilibre entre les forces extérieures du sy-tùme
np(sinip-t-5in(S) = aTpsin?,
dont les deux premières expriment la nullité de la résultante de translation et la troisième la nullité de la >somme des mo-
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ments par rapport au poinl A. On en lire
1 \ sin9/
T el T' élani connus, il reste à connaître Q. Nous pourrions y parvenir par Tapplicaiion pure et simple de la formule {i5] donnée au n** 93; mais il est plus commode de ramener le problème au cas d'une pièce symétrique el symétriquemeni chargée. Pour cela, nous ajouterons un autre poids II en un point G symétrique de C. Soit alors Q, la réaction horizontale de Tappui B. Si l'on se reporte aux considérations du n* 106 et si Ton remarque, en outre, que la réaction horizontale s'annule en supprimant les deux poids, on voit qu'entre Q el Qi
existera la relation
Nous déterminerons l'inconnue auxiliaire Qi au moyen de la formule (i6) du n° 94, dans laquelle il faudra faire t— - o :
/ Vr (Is j . / iN' , 1 — -: - ax -t~ I -~ax J er- ax J e
/ fv^ ax I
I dx ,
ax
e its
En calculant les valeurs deX' etdeN', on devra observer que. après l'addition du second poids II, les réactions verticales des appuis sont égales et contraires à II. Donc, si Ton exprime toutes les variables en fonction de a, on aura
. . . ,, . ( X'--np(sin9~sin0),
depuis 5£ - o jusqu a a (?, j ,^
depuis OL - (? jusqu'à a r- <p,
X':--r np[sin(p — sina), N — -Hsina,
j=r p [cosa — COS9), x-_psina, ds=^ p dûc, dx ^r p cosa doc,
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par suite, e et r' étant ici des consumes et p pouvant être
X'r di N'\ .
er' ax e j
^_P (sin9-sînO] J (rosK - cos<p] rfa:
-( ;: / (sinç — sina) (cosa — cosy)
- sin'çsinacoscc rfst,
= ds I dj:\ , ■' <lx e tis j
^Xï"
Toutes les intégrales qui se présentent ici sont bien connues. On effectuera le calcul; puis, doublant le dénominateur de Q., on aura la valeur cherchée; elle peut se mettre sous la forme
A— ■ sin's>(sin'ç — siii'0)
B H — ^ sin'9 (9 -I- sino C0S9)
en représentant par A et B les expressions
A ^ -(sin'ç — sin'Oj -i-cosç [cos&-+-5sin0 — cosç — qjsin©", B:=9 + 2(j)cos'9 — 3sinç ces 9.
116. Poussée produite par une foi-ce liorîzonlale. -- Nous supposerons, en second lieu, la force liorizonluie S placée en C, comme l'indique la fig. 64, et en nicine temps nous supprimerons toute autre force. Il s'agit encore de calculer les réactions des appuis T, Q, T', Q'.
Les équations d'équilibre des forces extérieures deviennent,
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S; cosi/ — coso] r=r 2Tpsina),
%i o>, Von peu déduire immédialemenl T et T',
r.*,.,' ^rrivorà connaîlre Q eiQ', nous emploierons le même tr^^ ;V^(^ t^ue clans le cas précédent. Nous ajouterons au pointG , .-,*^ .<>rco —S symétrique de la première; alors, Q, élant la ,/,,vv^t> on B, on aura (n° io5)
,-«. puisque Q - Q' =: S,
Uosle à déterminer Q,, ce que Ton fera au moyen de la formule (i6) du n°9^, dans laquelle on supprimera za. Or, après l'addition de la seconde force S, T el T' sont nuls, et, par suite, on a
i X'=:Sp(cosa — cos^), depuis ^ — o jusqu'à x^=9, I ,,
^ "^ ' ( N' = Scosa,
depuis X --O jusqu'à a = 9, X' = o, N' = o. Donc
/ V ei" dx e !
- '. / [v^*os:z — cosO 'cosa — COS9) H — ;.sin'<p cos'a] rfiX
— - ^ \0 — sinOcosO — 2sin9 coso + 20cosôcos9 iti" \_ *
sin*9 [9 -hsinôcosô) U
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D'ailleursie dénominateur de \a fraction qui expriine la valeur de la poussée reste le même que dans le cas précédent : c'est la moitié du dénominateur de la formule (i). Donc on trouvera
A'-ï sin'i}>[9 + sin9 cosô)
B -f- — sin' ç ( ip + sin ç cos f )
formule dans laquelle B a la même valeur qu'au n" 115 el A' représente la quantité
A'= -B sin Û cos 0 — sin 9 cos o + B cosôcosm.
Connaissant Qi, on en déduit aisément, comme nous venons de le voir, les poussées réelles Q et Q'. Il est clair d'ailleurs que, si la force S venait à changer de sens, il en serait de même de toutes les réactions inconnues 0, Q', Q,, T, T', car on les obtiendrait en répciant des calculs identiques aux précédents, avec celte seule différence que S serait partout changé en —S. Une observation semblable s'applique aux résultais du n'IlS.
117. Poussée (lue à l'aclîon d'un couple. — En troisième lieu, considérons le cas où un couple de moment jli serait appliqué à la section normale faite en C {J!g. G^, p. 3t)3). Ce couple est situé dans le pian de l'arc, et nous supposons qu'il tend à le faire tourner dans le sens de Kx vers K^-.
On déterminera la réaction verticale T en picnunlles niomenis relaiivemenl au point A, ce qui donn'^ra
aa'f -^ u:^o.
On a d'ailleurs, pour les conditions de l'c
laiion,
Lfrî
oBAnm Rmkifi.
JeuT portiitiées Q et Q* éuni égales, chacune d'elles motL'f <ti! la puusïëe Q,, qu'on obtiendrait en ajoutani ;> smni!Uii)iie du premier [n° 106). Après celte addi- T'iKimii v(>riiL-ale T serait nulle; donc on aurait :
iJ'-i
_ <.'/■- tlx e ds / J \er' dx e ds j
.çril-? Jj d<-iioniinaieur est déjà connue, puisque c'est la ' '('le djtis les deux cas précédents. Quant au nunnér>>
'^■Is .- ' , / [cos» — cos9)(/«= -^-;(sin0 — ecos9;i;
B -i- -_ siii' 9 (9 -t- sin ip C0S9)
Si le M'iis de p cinii contraire à celui que nous avons suppUM-, il n'y aurait qu'à cliangcrson signe dans celte expression.
I iS, t'oitssi-r due à une dilatation résultant de causes indéti^H.iinlrs dis charges. — On obtiendra la poussée qui se ■n't'iliiiraii ljidé|iendainment de toute force agissant sur l'arc, ,.ii viTlii d'une dilatation de sa fibre moyenne par l'effet de la lt<iii|u'riiiui'e <<l du calage, si dans la formule (i6j du n" 9V on j^ii \ i>. ÎN' ". On trouvera
f ds •ir- dx
i dx\ ë ds)
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OU bieD, en substituant au dénominateur la valeur calculée au
er' 2-a ■ —
B-t- -j sin'ip (0 -t- sin9 eos^)
Celle expression de Q peut encore s'écrire comme il suit, en remplaçant p par -. —
2eTsin'9 — (4) Q= ,., «■ _ . .
B H — ; sin' 9(9-1- sintp roso;
Dans le cas où, au lieu d'une dilatation, il existerait en réalité une contraction, ce qui peut arriver si la température est sufflsamment basse, la même formule donnera encore la réaction horizontale des appuis; seulement celle réaction serait une traction, au lieu d'être une poussée.
On remarquera en oulre que, si aucune force n'agit sur Parc en dehors des points A et U, les appuis ne pourront pas exercer de réaction dans le sens vertical, car les forces qui proviennent de ces appuis, devant se faire équilibre, sonl nécessairement dirigées suivant la ligne qui les joint.
119. Cas d'un are soumis à des forces discontinues quelconques et à une dilatation produite par d'autYes causes, — Nous prendrons maintenanl un arc ^;Jl^^^;li-:llU ii.nijouis iiu\ conditions du n" 113, et noussuppoaejons qu'il êpiuuve d'une part l'action d'un nombre quelconque de forces, et, en second lieu, une dilatation linéaire provenant d'autres causes, comme les changements de lempéraiure et le cnluge.
D'après ce qu'on a vu aux n°' 103 et 104, on peut d'abord remplacer chaque force par deux composantes, i'une verticale, l'autre horizontale, appliquées toutes deux au centre d'élasticité de la section sur laquelle agit la force priinilive, et par un couple, puis faire la somme des pousséfs produites sur chaque point d'appui par toutes ces composantes ei par la
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dilataiion linéaire, considérées comme agissant successÎYement chacune à l'exclusion de toutes les autres. Or les formules (i), (2), (3) et (4) qui viennent d'être établies permeiteni de calculer les différents termes de cette somme; donc on a le moyen de connaître les poussées totales Q et Q' qui sont exercées sur les deux appuis.
Quant aux réactions verticales T, T\ leur détermination n'exige que l'emploi de la Statique ordinaire des systèmes invariables. On a vu au n** 93 comment on peut les obtenir.
120. Cas où il existe des forces réparties d*une manièrr continue. — Le cas oii il existe des forces réparties d'une manière continue peut être considéré comme la limite de celui qu'on vient d'examiner. Pour passer de l'un à l'autre, il suffit d'imaginer que les diverses forces considérées au n** 119 décroissent de plus en plus et qu'en même temps leurs points d'application se rapprochent indéfiniment les uns des autres. Quelles que soient la grandeur des forces et !a distance des points sur lesquels elles agissent, la poussée horizontale s'obtiendra toujours en faisant la somme des poussées dues aux actions séparées des diverses forces élémentaires. Par conséquent, lorsqu'il s'agira d'une répartition continue, on devra chercher l'inlégrale d'une poussée infiniment petite entre des limites déterminées.
Supposons, par exemple, qu'il y ait une charge répartie d'une manière continue entre les sections normales qui font avec la verticale les angles 0, et 0^; soit ¥dO la force qui sollicite la partie de la pièce dont la fibre élémentaire moyenne correspond à l'angle dO; soit en outre dQ la poussée infiniment petite qui serait exercée sur l'un des appuis dans le cas où la force F dû existerait seule. Celte poussée c/Qse calculera au moyen dos formules (1), (2) et (3), en faisant la somme de trois poussées dues aux deux conjposantes de Fdô suivant les axes coordonnés et au couple provenant du transport de cette force au centre d'('lasticiiéde la section sur laquelle elle agit. On trouve ainsi, en désignant par /r, m, n des fonctions connues de 6»,
r/Q„- ,/r-i m n)VdO,
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d'où l'on tire, pour la poussée due à l'ensemble des forces F (/9,
)F(iO.
Un procédé approVimatiT qui sera souventsusceptible d'être appliqué avec avantage consisterait à partager la portion de pièce comprise entre les sections répondant aux angles 0, et 0, en plusieurs parties, pour lesquelles on déterminerait à part l'intensité et le point d'application de la résultante des charges. Dans le cas où l'on aurait eu soin de prendre le nombre de ces parties assez grand pour que chacune d'elles ne répondit qu'à une Taible fraction de la pièce entière, on pourrait négliger dans cette étendue les petites variations des quantités k, m, H et déterminer la poussée comme si l'on avait une série de Torccs discontinues dont chacune serait une des résultantes partielles par lesquelles on aurait remplacé la Torce totale. Par exemple, si l'arc supportait une charge d'eau, on partagerait la libre moyenne en quinze parties, ou un nombre moindre, suivant le degré d'approximation désiré; on chercherait, par les procédés connus, la pression totale répondant à chacune de ces parties, et l'on regarderait l'ensemble de ces résultantes comme pouvant être substitué à la charge primitive. De cette manière, le problème est ramené aux termes du nM19.
Nous allons donner quelques exemples de la détermination des poussées horizontales par une intégration.
121. pREHiEH EiEMFLE. Poussée produite par le poids de l'arc ou par un poids uniformément n'-purli sur unn certaine portion de sa longueur. — L'exemple qui se présente nuiurcllt!ment le premier consiste dans ki ri'cherclie d'une poussiîc horizontale dont nous avions fait abstr:iciion lout à riicurc : nous voulons parler de celle qui est duc au poids propre de Parc. Cette question est un cas paiii'.'ulier de celle qui a pour objet de trouver la poussée horizontale produite par un poids réparti uniforménicnl,suiv3ntla longueur de la fibre moyenne, entre deux points quelconques de l'arc : c'est ce problème plus général que nous allons résoudre d'abord.
Soient/» le poids qui agit sur runilé de longueur de la libre I. ï* édil. j'I
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moyenne, 9, et 0^ les angles limites entre lesquels agît la charge totale exprimée par/7p({52— 0,).Nous supposons que le poids élémentaire ppdO, qui correspond à une portion d'arc comprise entre les angles S ei 0 -î-dQ, est appliqué à la fibre moyenne. C'est ce qui arrive, par exemple, si Ton ne considère que le poids propre d'un arc homogène; mais cela ne serait pas rigoureusement vrai si Ton y ajoutait une surcharge uniforme reposant directement sur les points les plus élevés de la pièce. Chaque clément de cette surcharge, agissant au point supérieur d'une section inclinée, devrait être reporté sur la fibre moyenne en un point n'appartenant pas à sa propre verticale, ce qui donnerait lieu en môme temps à l'introduction d'un couple. Toutefois, en pratique, on conçoit bien que, eu égard aux incertitudes de la théorie, il ne convient pas de s'arrêter à d'aussi minutieux détails.
Cela posé, la poussée infiniment petite cfQ, produite par le poids ppdO qui charge Téléinent pdO de la fibre moyenne, aura pour valeur, d'après la formule (i) du n° 115,
\ sin^o siii^;? — sin'^]
dQ=: ^ ppdS.
B H — - sin' o o -7- sin o cos o ]
Chassant le dénominateur et intégrant, après avoir divisé les deux membres par pp, on trouvera
-^ B sin-ot o -f- SI no coso
pp I a' ' ' ' ' J
^j ' AdO^ f-r^ sur o\ [0,-0,] shVo-- I s\n'Odo\
Le calcul du second membre s'effectue au moyen des intégrales que nous connaissons déjà et de la suivante:
/ OsinOdO--^ — OcosO -h / cos^rf^ = — OcosO -f- sinO;
il donne, pour déterminer la poussée totale cherchée, la re-
I B 4- — siii'9(o -t-sinipcoso)
■sinoco^v — T ) l'^j— 0,]
cos9{0,cosO,— 0,cosO,]
— -sin=o [0-— 0,] f sin'tp — ^1
+ -5iii5,cos^; sin^iCOsO, ■
Celle formule fait connaîtra la poussée horizontale due au
poids propre de l'arc; pour cela il faut mettre au lieu de p le
poids d'un prisme droit ayant même seciion transversale et
[■"de hauteur, et faire en même temps S, — o, ^, — — 9. Si l'on
pose
^ 1 5 . . o sino
C=;-7 cos-a — Qsin&coso -j- ^coso- — ^i
r. ' / . . ' ' sîino'i D= - sm'y H-Cûso ■ U
on obtient la formule suivante, applicable d'ailleurs à loiîs les cas où l'arc entier supporterait une cbarf^e uniformément répartie sur sa longueur :
122. Deuxiëhe exemple. Poussée produite par une charge itniformémenl répartie suivant l'horlzontaie. — Lorsque la charge sera réparlie uniformément suivant l'iinrizoniale, en appelant p' celle qui répond à l'unili; de longueur mesurée sur la projection horizontale, l'élémcnl de libre moyenne prf5, qui a pour longueur projetée pcosOdO, su]iporlera le poids
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p'pcosQdd. La poussée produite par ce poids sera (n" 115)
JQz=p'pcos9de
A jSin'o(sin'9 — sW6
B-i — ; sin'c?'o -h sino coso)
Pour avoir la poussée totale due à la somme des charges p'pcosOdO répartie d'une manière continue sur la portion d'arc comprise entre les angles 0, et 0,, on intègre cette expression entre les limites 0, et O^- Cela conduit à la recherche d'une seule intégrale que nous n'avons pas déjà employée : c'est/0 sinO cosOf/9. Or l'intégration par parties donne
fo sinOcosOdO = -0 sln'O — - isiu'OdO
— - 6* sin^ 0 — - 9 -+- - sin 9 cos 0. 2 4 4
On trouve donc facilement la poussée demandée, qui est
dQ; elle sera fournie par l'équation
B H sin'o o -h sin'j C0S9, ->-
= (-sin'9 — cos'j — 9 si n 9 coso | sin6, — sin^,)
— -vi sin'0:~sin-'^,''-H -7 1 '^j— 9i COS9 0 4
-+- - OjSÏn'Oj— OiS\n'Oi\ coso
-h -,sin(},cos';,— sin0,cos6, JCOS9
siir'v (sin9>— sinÊ/,)sin-3 — -îsin'(5.— sin'9.) I*
Lorsque l'nrc entier se trouve chargé d'un poids réparti uniformément suivant une parallèle à la corde, il faut faire
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- 9, 5; =: 9; en remplaçani p par -;; — et posant
C' = — 7 H- —sin's + 7eoso ç sin<îC0S(i>,
4 12 ' 4 ' sino 2 '
on obiieni ta valeur suivante de la poussée :
^ tl — Détails Eur la détermination de la poussée produite par des poids et par une dilatation indépendante des charges.
123. Rfititirques préliminaires an sujet de la formule [i] du n" 115. — Celle formule a une importance particulière, parce <)u'elle donne la poussée horizontale produite par un poids isolé agissant sur un arc circulaire à section constante el dont la déformation est plane ; il en résulic, en eilet, comme on l'a vu au n'IlO, qu'elle donne aussi la poussée ducà un ensemble de poids distribués d'une manière quelconque, ce qui est incontestablemenl le ras le plus frnqucni dans la pratique. Aussi nous allons d'abord étudier celte formule avec tous les (Iciails nécessaires pour en rendre l'application facile.
Si nous posons, pour abréger,
. _ sin''j.siii=y — sin=0' -, sin-^ s 4-»iinçiC0stii
la formule (1) pourra s'écrire ainsi :
Or le rapport - est toujours Irès-pelit. En cirei, r désigne
le rayon de gjraiion de la section transversale par rapport à l'horizontale passant au centre d'éliisiitiié; ce rajon de gyra-
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tion est inférieur ou, au plus, égal à la moitié de la hauteur A (Je la section, mesurée perpendiculairement à cette horizontale, c'est-à-dire dans le sens parallèle au rayon de la fibre moyenne ( n° 51 ) ; on a donc
et, par suite, — < — •
Ainsi le rapport — est inférieur au carré du rapport de la hauteur h à l'ouverture de Tare, et, comme il est fort rare que le rapport — atteigne o,o5 dans les constructions de quelque
importance au point de vue des dimensions, on peut regarder
r* le nombre o,oo25 comme étant la limite supérieure de—- A
l'appui de cetto conclusion, nous donnerons ici la valeur du rapport dont il s'agit dans les arcs de divers ponts existants ou projetés, en faisant observer toutefois que quelques-uns des nombres indiqués dans la dernière colonne du Tableau suivant n'ont pu, faute de données suffisantes, être calculés que par approximation.
lI.VUTKrR
NOMS DF.S rOMS.
«•LSERTURE.
de la .section il un arc.
Viaduc dt» 1"ar.»s<()ii, sur U> Rhône. . . .
Pont (lu (Carrousel, à Paris
Pont (1(* Brest : f)r(>jot de M. Trilsilili-r).
io:),8.î
Viaduc de Mtnois (chemin de Ter de
Lvon ^
I , iJ
Viaduc ih' I. )rtij()nl ;clieu)iii de Ter di-
Bordeaux )
lii , 00
o,5o 0, JJ
Vont de Fr.'nuir '^ Maini'-el-Loiro) ....
Pont sur le canal de la Marne au PJiin
(route nalionalc n" 7'], Meurliii';.. , .
iG,G(i
Viaduc de (îhàteaubrianl, sur l'Krdre
r Loire-Inlerieure V
BAPPOftT
o,ooo33^ o,oooi<)<j 0 ,0002%
o,ooo3j6 0,00079')
o , O0O36.J o,ooo3(»?>
La petitesse du rapport — » qui dans aucun des exemples
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variés du Tableau ci-dessus n'approche du chiffre limiieo,oo25,
Tait comprendre que l'expression Q := Il tt serait déjà, dans la
plupart des cas, une valeur approximative de la poussée due au poids n : c'est pour celte raison que nous la regardons comme la partie principale de cotte poussée. Les deux quan-
tilés I — À— » i-i-J.'— sont considérées comme des coefficients de correction dont nous apprécierons plus loin l'influence.
124. Tables faisant connaître la partie principale de la poussée due à un poids isolé. — Le coefficient^ dépend seulement de deux varial)les9 eiO, qui cnlrenidans son expression d'une manière assez compliquée. On simplifiera beaucoup le calcul de ce coefficient si l'on en construit une Table à double entrée, dont les arguments seront ç et &. Pour y arriver le plus simplement possible, voici comment on procédera.
Soit m le rapport - ; le numcraieur A ne sera plus fonction
que de m et de 9, et Von obtiendra sans peine son développemenl au moven des séries connues du sinus et du cosinus. On trouvera ainsi
Le dénominateur B est uniquement fonclion de 9 et a pour développement
bt
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on tire de là, par une division,
ïp- :- =z(5 — m»),r (1434-278/74'— 77/n*)-~77
-- (635 -f- ?.i83m^ — 4207^2*4- 1197WÎ'')
Dans celle série muliipliée par 1 — //i*, on substiluera pour/71 diverses valeurs, lelles que
et Ton aura vingt séries correspondantes, dans lesquelles on
raeltra des valeurs de 9 croissantes depuis o jusqu'à -• On
aura formé ainsi la Table qu'il s'agissait de construire.
Celle Table, sur le calcul de laquelle nous croyons inutile de
nous appesaniir davantage (' ), se trouve à la fin de ce Volume.
2 o L'angle 9 est défini par son rapport -^ à l'angle droit et 9 par
le rapport m. Quand 9 et 0 sont donnés, on calcule d'abord ces deux rapports et l'on cherche le premier dans la première colonne verticale à gauche de chaque page; on cherche de même le second dans Ten-iêie des colonnes ; on suit la ligne horiwnlale jusqu'à ce qu'on arrive dans la colonne verticale surmontée du nombre m donné, et on lit alors le coefficient cherche.
Exemple : pour ^ — 0,48, m r=z 0,10, on aurait rr r= 0,94^- Si les arguments n'étaient pas exactement dans la Table, on
(*) Pour plus de détails sur ce sujet, et en (;ênéral sur ceux qui compos^'nl ce para^^jraphc, nous reiivoyous encore le lecteur à nos Recherches €maljrtiqaes, <lejà rilces paj^o 'i\\\.
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procéderail par inierpolaiions; nous en donnerons plus loin un exemple détaillé.
Lorsqu'on a trouvé tti il suTIlt de multiplier ce nombre
par n pour avoir ce que nous appelons la pariic principale de la poussée produite par le poids II.
Du coefficient de correction i — î — ■ La quantité î
comme on le voit par l'expression même qui la définit (n" 123], f st une fonction de 0 et <?. Si l'on calcule ses valeurs correspondantes a des valeurs données des deux variables dont elle dépend, Jl sera aisé de reconnaître :
1" Que, pour une valeur donnée de tp, le minimum >^, tonjours positif, répond à O -- o, et le maximum )., à 0 — o;
7." Que le rapport .-) fonction de o seulement, est toujours compris euire les limites 7 cl 1, dont la première répond à
j ^ rt Cl la seconde à o -^ -;
3° Que le maximum de ï.,, c'est-à-dire le maximum maxintorum de /., est égal à 3, valeur de )h pour 9 = n ' .
Maintenant rappelons-nous ce qui a été dit ^n" 123) do
l'ordre de grandeur de — ■ Cn nombre ne peut guère dépasser o,oo25, et même on peut dire que généralement il n'attein- «Ira pas 0,001. Donc, si l'on négligeait entièrement la correction rcpréicnléc piir lo coeflicieiil 1 — 7 ^i ). él;iiit inférieur
à 3, on ne commeliriiil au plus qu'une erreur relative de o.ocjS dans l'évaluation de la poussée liorizoniuk', el dans la plupart des cas pratiques celle erreur serait inférieuro il (i,<ii)3. Nous avons cependant admis qu'on voulùi effectuer cette correction; mais, eu éj^ard à ce ^]ue pour une valeur donnée de y le maximum de }. ne surpasse pas le minimum
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de plus d'un quart de la valeur de celui-ci, au lieu de tenir compie des variaiions de >. en fonction de 6, il est irès-légilime de substituera la valeur véritable la moyenne de celles qui se produisent lorsque 0 varie, o restant constant. En effet, le maximum de Terreur relative commise sur la correction sera
limite à - ( > — i ] ou -» et, comme la correction est au plus
OjOo-jS, l'erreur sera nécessairement au-dessous de o,ooi de la poussée. En supposant - :^-o,ooi, ce chiffre se réduit
encore à o jOooS;:», ce qui n'aurait aucune importance dans les applications.
Ainsi, lorsqu'on adopte la correction moyenne dont nous venons de parier, il est inutile de considérer la valeur de 6, c'est-à-dire la position occupée sur l'arc parle poids qui produit la poussée; donc cette correction moyenne devra être appii(iuée à la poussée produite par des poids distribués d'une manière quelconque, isolés ou répartis suivant une loi continue, après que le calcul en aura été fait dans l'hypothèse de
— o. Le seul argument qui fera varier la correction sera
l'angle 9, qui caractérise la fibre moyenne de la pièce dans chaque cas particulier.
Pour avoir la correction moyenne, on pourrait prendre l'expression
mais, au lieu de celte moyenne arithmétique, il est plus commode et évidemment d'une exactitude aussi satisfaisante de calculer la correction analogue qui s'applique à ua poids réparii uniformément sur la longueur de l'arc; car on conçoit que l'on doit obtenir ainsi une espèce de moyenne entre toutes les valeurs (|ui se nipporteraient aux diverses positions d'un poids sur la pièce.
Or le corflicienl }., d'après cette définition, est le rapport
rdu facicur — dans le numérateur du coefficient de la poussée
produite par un poids uniformément réparti, avec l'ensemble
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des termes indépendanis de — ■ Ainsi la Tormule (5) du n"121,
dans laquelle on rétablirait, au lieu de C et î), leurs valeurs en fonctions de ç, fera connaître ), :
rapport qui, par suite du procédé employé pour établir la formule [5 ., n'est outre chose que celui des deux termes iî(.: l'expression générale
dont nous venons de nous occuper, intégrés chacun relaiivementà 0, entre les limites — ^ et o ('). Les diverses valeurs de X en fonction de sa variable 9 sont données pir une des Tables qui font suite a ce Volume; elles ont été calculées au luoj'en de l'expression simplifiée et approximative
if]^
doni l'exactitude peut être vérifiée par le développement c série de la valeur exacte ., - .
Cl Eu égaril a ceUe tircouslonep, ou peut iliro qiic la valeur adopléï p'iur J «it la moyeiino cnlri: luutos ses ïiilciirs |iïwsilitei, l'irstjii'oii alli-ilmc à rlmcuni' d'elles u>ie imporlinca propmrliiMiiif Ile n A, n'ost-ii-ilire à In lali'ur curi'i'spiiii- •Initie prisa |iiii' lu cnonttÎQiit do la pactie priiiiL'ijiali-.
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Du coefficient de correction -^. -— La valeur
principale de la poussée produite par des poids quelconques ne doit pas seulement subir la correction que nous avons étudiée ci-dessus (n" 125), elle doit encore être multipliée par
— ' — :^ (n" 123), )/ étant égal à
sin'9 9 -T- sin^p cosq)
il"
y. o cos- o — 3 sin o coscp
C/est donc une fonction de la seule variable 9 : la Table faisant connaître ces valeurs sera également donnée à la fin de ce Volume.
Si Ton n'avait pas à sa disposition la Table dont il s*agil ou si Ton avait besoin d'une expression algébrique de X', on pourrait employer, comme approximation, une formule siniple et facile à retenir. On y est conduit en remarquant que X' ne prend une grande valeur et la correction une certaine importance
que lorsque 9 est petit. En effet, lorsque 9 = -5 Texpression
non développée de // donne //= i, et, comme cette quantité
doit être multipliée par — .^ qui est très-petit, le coefficient
de correction ^ diffère peu de i. Or, si Ton attribue
à 9 une petite valeur, on pourra poser sans erreur sensible 9 =r 2tang-9 et se borner à prendre le premier terme du dé-
-7 est un peu supérieur à i; la série outre parenthèses est un peu plus petite:
«c qui justifie l'expression adoptée, surtout quand on a égard au peu d'importance lie la correction dont il s'a^;it. On voit aussi que la limite du coefficient
moyen / est -» pour c? =o.
veloppement de X' en Tonciion de 9 ( ' ) ; on trouverait alors
8 tang' - 9
ei le coefftcienl de correction serait représenté par
8 a' tang' -9
ou bien, comme nlang-» n'est aulrc cliose que la (lèche /"de l'arc, on aurait
expression fort simple de ce coefficieni.
Afin de mettre le lecteur à même d'en apprécier l'exactitude, nous donnons ci-après un Tubleau dans lequel se trouvcni,
pour diverses valeurs de -^■> les valeurs correspondantes de
la plus grande erreur relative n'est que de — environ; ce
eliilTre s'abaisse à Trr-cn prenant — = a,ooi; jiar conséqiienl, ia formule approchée est touiâ fait acccplable dans la pratique.
VALEURS lie
VAi.r.ufis 1.)
.,.lo
fi , 0
o,iSi>
VALEIR>>
c\arlo-> do A'.
ir)r'
pour
pour
- r=«.i.oo'*ri.
pour
— ; = O.orjl.
fi'
i,o,Si3
I .(MlSS
I ,OOjJ
I ,oo38
I jOO?."»
Les chiffres du Tableau ci-dessus ne servent pas seulement à montrer Texaciilude avec laquelle le coefficient i-f-X'-
peut être remplace par i
: ils font encore ressortir Fim-
portance que prend dans certains cas la correction dont il s'agil ici. Par exemple, en prenant un arc surbaissé au — (ce qui
repond à peu près à or=o,ï2-ouà -^-^:=:o,i2J,on voit que
la partie principale de la poussée doit être multipliée par
— ^ -î c'est-à-dire par moins de :r; de sorte que, en nete- 1,5 19 ^ 3' *
nanl pas compte de cette correction, on commettrait une
erreur supérieure à 33 pour 100. Il est bon cependant d'ajouter
qu'un pareil chiffre suppose des circonstances qui paraîssenl
devoir se réaliser rarement, savoir: — égal à la valeur limite
0,0025, et un surbaissement plus grand que ceux que l'on
2 © adopte d'habitude. Mais, en portant — ^ à 0,20 ou o,3o, valeurs
qui correspondent à des surbaissements de — ou r; environ,
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et réduisant '—, à o,ooi, afin de nous rapprocher des chiffres
ordinaires, nous voyons que i -4- X' — est encore supérieur à
1,07 et i,o3, et Ton commeilrait, en n'en tenant pas compte, une erreur de 7 ou de 3 pour 100. C'est ce qui pourrait avoir des inconvénients dans beaucoup de circonstances où il est nécessaire de prendre la valeur exacte de la poussée, et notamment lorsque l'on veut calculer l'abaissement du sommet de l'arc par l'efTct des poids qu'il supporte.
Table donnant en bloc la valeur du coefficient de
correction -' — Quand on a remplacé 1 par la valeur
amoyenne dont il est question au n'» 125, il est, ainsi que X',
fonction de o seulement. Donc le coefficient de correction
- dépend de deux variables, -^ et 9. Après avoir ob-
a' tenu numériquement X et >/ pour les diverses grandeurs de 9, il est aisé de faire une Table à double entrée pour le coefficient dont il s'agit. Cette Table figure parmi celles que nous donnons à la fin de ce Volume.
128. Table pour le calcul de la formule qui donne la poussée due à une dilatation indépendante des chargées; simplification de cette formule, — La poussée produite par une dilatation indépendante des charges doit être calculée au moyen de la formule (4) du n° 118, qui peut s'écrire sous la forme
'27esin'9— , ,^
o-4-2 9C0s'Q — 3sinc;'C0SQ .,/' ' a' ^, r-
rt' a-
en conservant à \' la signification que nous lui avons donnée
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aux n" 123 el 126, el posant, pour définir le coefficient F,
2 sin'o
I- 29 cos'9 — Ssincpcoscp
F est une fonction de 0 seulement, dont on trouver^ la Table à la fin de ce Volume.
A défaut de Table, la formule précédente pourrait êire remplacée par une formule beaucoup plus simple et suffisamment exacte pour les applications que Ton peut faire aux grands arcs métalliques en fer ou en fonte. Elle est fondée sur une remarque tout à fait analogue à celle qui nous a servi
r' au n*» 126 pour la simplification de !-+->/ — • On observera
que, pour de petites valeurs de 9, le rapport c-,> dont Texpres-
sion est
F 2sino
/ o-4-smc;coso
diff'ère peu de Tuniic, car on peut récrire
sino
o Or -:- — et coso ont pour limite 1 quand 9 décroît vers zéro;
sino T r 1 T
donc - a aussi i pour limite. H en résulte que le développe-
ment de F en fonction de 9 doit commencer, comme celui
,5 de }/, par le terme ^ — : ^' . Par conséquent, si la poussée due
à la dilatation linéaire, dont le coefficient est t, est modérée dans le cas de petites valeurs de 9, elle doit être très-petite lorsque 9 est un peu plus rapproché de Tangle droit. C'est, au reste, ce que nous vérifierons plus en détail dans un instant.
('} Co dcveloppcmcnl est
Dès lors on pourra remplacer F par — ; ou par avec
8iang'-9
une erreur qui sera petite en même temps que 9, et qui ne deviendra notable qu'au moment où, la poussée étant très-peu considérable, il y aura peu d'inconvénient à l'évaluer sans beaucoup de rigueur. Nous poserons donc, en remplaçant
aussi i-t-X'— par sa valeur approchée (n'* 126),
8aUang'i9(^i-f-^
ou, à cause de /= «tang-9,
•zev
Le Tableau numérique ci-après montre la comparaison de la formule approchée avec la formule rigoureuse. Eu égard à
la petitesse de Terreur commise quand on remplace i 4- )/ —
par I 4- 77-p- moins de 9 d après ce que nous avons vu
au n" 125), nous nous sommes borné à comparer le coeffi-
cientFavec l'expression simple- — r— P^r laquelle on Ta
* ' btang'iv'^ *
remplacé.
ERREUR
râlAtive.
du
des deux colonoe»
roo!lificnt F.
précédentes.
•ioS.H
0,Oï4
iG,8
Il résulte de ce Tableau que l'on prend une poussée toujours trop grande quand on se sert de la formule approximative et que Terreur relative peut s'élever presque à moitié. Mais on va voir que cela n'a pas d'inconvénient lorsqu'il s'agit de faire une application à un arc métallique soutenant un pont ou une charpente.
Pour le démontrer, rappelons-nous la signification de la quantité e. En appelant co l'un des éléments de la section de l'arc, E le coefficient d'élasticité longitudinale de cet élément, on a
Ew,
et, par suite, E, étant le maximum de E et il la surface 2a),
e<i llxil.
Donc, en introduisant celle valeur dans l'expression de la poussée due à la dilatation de la fibre moyenne par des causes étrangères aux charges, on a aussi l'inégalité
Q<tE.o
qui donne une limite de ~9 c'est-à-dire de la poussée par mètre carré de seclion.
Lorsque Ton prend un arc de fer, E, esi environ 2X lo'»; pour la fonle, le plus grand coefGcienl d'élasticité, parmi ceux que divers expérimentateurs ont donnés, est environ de
12 Xio'(n*»6). Quant au rapport —5 nous avons montré (n''123)
ex
qu'il est inférieur à o,oo25 et même ordinairement à 0,001. Enfm la dilatation linéaire produite par la température est de 0,00122 pour le fer et 0,00111 pour la fonte, entre zéro et 100'' C, ce qui, avec une variation de p.5", donnerait respectivement pour 7 les nombres o,ooo3o5 et 0,0009.78; nous prendrons 0,0004 afin d'être plutôt en dessus qu'en dessous de la réalité. Ces nombres nous ont permis de calculer le Tableau suivant, où les poussées sont exprimées en kilogrammes par millimètre carré de section.
O, JO
I , OvO
LIMITE i>n LA roussi,::
(luj à la ililutHiinti tiiuairc
Ior$<]U-j
IKiMiU.
fl'
Kor.
0,.HJ
0,liO
0 , oS o,o() o,o3S
ri):il
o, lî
O.oifi
LIMITE DE LA POUSSLK doo u la «iilatatioM liriéairo
tlo 0.000 ',
FiT.
o,oS o,o.> ().o3'| 0,0 r> 0,01.')
Funls.
o,o3o o,o'io 0,0 13
O.OOÇ)
o, noj
Mainienanl, qu'on multiplie chaque nombre de ce Tableau par le nombre placé à la même hauteur dans la dernière colonne du Tableau précédent, on aura une série de produits
rreprésentant, pour les diverses valeurs de 9, — ? z et Ei que
nous avons considérées, les limites des erreurs absolues commises dans l'évaluation de la poussée dont il s'agit lorsqu'on
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emploie la formule approximative. On trouve les résultats suivants, qui expriment encore des kilogrammes par millimètre carré.
LIMITES SrrÉRIEl'IXES
LIMITES SCPÉRIECHES
don erreurs abtoluot
de» errouiftab^laef
VALEinS
do
hur la poussée lorsque T=:o,«wx>i
el - = o,<Kn5.
sur la poussée lorsque t = o,oou4
et — =0,001.
ti-
For.
Fonto.
Fer.
FoDle.
O.Til
o,oo4
o,oo5
O.OI
o,oo.>
o,oo4
o,oo3
o,oo3
o,oo3
La plus grande erreur absolue n'atteint donc pas o^%oa par millimèire carré de la seciion transversale. Or une pareille force est compléiement négligeable devant celles auxquelles on a l'habitude de soumettre les arcs métalliques dans les grandes constructions. Donc enfin il n'y aurait aucun inconvénient dans la pratique à se servir de la formule simplifiée
lorsqu'on voudrait connaître la portion de la poussée d'un grand arc métallique spécialement due aux changements de température et au calage. Nous donnerons, par la suite, une Table dont l'usage sera encore plus rapide; mais la formule simplifiée sera néanmoins utile pour des calculs où Ton se proposerait un autre but que la recherche de la poussée et où Ton aurait besoin d'employer l'expression algébrique de cette force.
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129. Table pour le calcul des formules qui donnent les poussées dues à des poids uniformément répartis sur la lon^ gueur entière de la fibre moyenne ou de sa corde; simplificaiion de ces formules. — Les poussées dont il s'agil étant produites par des poids, il faut, conformément à ce qu'on a vu aux n°« 125 et 126, en calculer d'abord la valeur comme si r était nul; on obtiendra ainsi ce que nous appelons la partie principale de la poussée. Le résultat de ce premier calcul devra ensuite subir les corrections représentées par le coefficient
— '— précédemment étudié.
Quant à la partie principale, conformément aux formules (5) et (6) des n" 121 et 122, elle aura les expressions suivantes :
I** Dans le cas d'un poids uniformément réparti sur la longueur entière de la fibre moyenne,
I 5 , . 0 sino coso -— o smo ooso -h v coso
o.poo :- :
''• Q-r'iOCUS'O — ûSUlOCObC^
I o I . — , -h -^sin'o -f- V coso -r^ osino cosc
Ces deux expressions sont Tune et l'autre le produit de la charge entière (2^p9 ou ip'a] par une certaine fonction de cp, c'est-à-dire qu'elles sont de la forme F' x ^pp?» F" X ?p'a. Le calcul en sera donc très-simple avec la Table des coefficients F' et F" que nous avons jointe à celles dont il a déjà été question.
Afin de pouvoir se passer de la Table et aussi pour certains problèmes dont le but final n'est pas la connaissance de la poussée, il n'est point sans utilité d'avoir les développements en série de F' et F*' et les expressions simplifiées de ces coefficients. Le calcul des séries de F' et F" se conçoit sans peine ;
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en voici le résultai :
„,, r / 5 9.3 , Al 17023 , •
On peut remarquer encore que les quanlilés 0,/ et a sont
liées par la relation
lang- 0 = -7
d'où Ion déduit, par une formule connue,
2 ^ an ôa^ 5 a' 7 a'
substituant celle valeur dans F' et F", on trouvera
7^/' 73^rt* iO()7o5«*' /
Lorsque Tare est surbaissé, c'est-à-dire quand - est petit, on peut se borner à prendre les deux premiers termes de chaque série; si, de plus, on néglige la correction 1— A —
et qu'on remplace i ~^A' — par 1 -f- — - (n°'' 125 et 126), on
aura, pour exprimer la poussée :
1° Dans le cas de la charge uniformément répartie sur la longueur entière de la fibre moyenne,
Q = pp^^
2° Dans le cas de la charge uniformément répartie sur la
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longueur ia de la corde.
130. Comparaison de la poussée produite par an poids iiniforn féparti sur lu. iin^ucur eiitièn- tic lu Jihri: ii>"Yi:iiric ikci: i-rllr ijiii: pmtiuirnit le même poids lolid iiiiifor/iiémenl reparti miiftmt In cnnk. — Les poussées produites dans ces deus cas De diffèrent quo jiar les coeffi-
n développant
Cïents F' et F"; leur rapport sera donc
n siîrie,
Le Tableii (Jani, à divei
l'ant fait connaître les valeurs du rapport .,„ corrcspon-
'■■' il
o.flS'i II n>
ii,w:j
,.. ,r,.L. dorult™.
r..<.nl,s.T>,™HlOf.^
On voit que, tant <|u'il s'agit d'arcs dont le domi-angle au centre, désigné par ^, est inférieur à la moitié d'un angle droit, la poussée produite par un poids donné reste sensiblement la même quand on le suppose réparti uniformément, soil suivant la longueur de la fibre moyenne, soit suivant la corde. C'est donc avec raison qu'on regarde liiibiluellenient le poids propro de l'arc comme devant s'ajouter au poids du tablier, au poids d'épreuve, etc., pour donner un poids total par mètre courant de corde sur lequel on base le calcul de la poussée. Il n'y aurait li'intérét à faire la distinction que dans certains problèmes où beaucoup de précision serait nécessaire et où le poids propre de l'arc serait comparable à ceus qu'il supporte.
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131, Comparaison de la poussée avec la tension /ioHzontaie d'un câble (le pont suspendu. — Supposons un pont supporté par des arcs rigides et un pont suspendu ayant même flèche^ môme ouverture, et chargé de la môme manière. La charge ( y compps le poids propre des arcs ou des câbles de suspension) consiste en un poids uniformément réparti suivant l'horizontale. Soit /^' ce poids rapporté au mètre courant, aa l'ouverture, / la flèche. La tension horizontale Q', dans l'ensemble des câbles de sus-
pension, aura pour valeur 7-7^) et la poussée Q des arcs sera donnée par
les calculs du n° 129. On aura donc
Cette formule montre d'une manière évidente que l'action horizontale
sera toujours plus petite dans les arcs rigides que dans le système
flexible des ponts suspendus; [car on a le produit de deux facteurs plus
petits que l'unité à diviser par un facteur qui est au contraire plus grand
que I. Le rapport - variera d'ailleurs avec -^ et avec l'angle ^ qui
détermine -> / et )/. Lo Tableau suivant en donne uncf idée. (i
VALKIP.S de
- — langl p.
VALEIRS de A.
VAl.EUnS
de V.
VALEIT.S DU 1
\APP0RT--;î
VI
132. Exemples de la détermination d'une poussée au moyen des Tables, — Nous prendrons pour premier exemple le projet du pont de Bresl, présenté par M. Tritscher, dont nous nous sommes déjà occupé aun'TS.
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Le leclear voudra bien s'y reporter pour avoir la définition de la forme
de i'arc et des poids qu'il supporte. La poussée ou réaction horizontale des appuis était supposée connue au n* ~t>; il s'agit ici de montrer comment le calcul a pu en être fait. Pour cela, nous partagerons chaque moitié de l'arc, d'un côté de la verticale BGdu sommet [Jîg. 5i, p. Sot), en sii parties, les points de division étant à des dislances de BG (mesurées borizonlalemenl) qui ont pour vuleurs successives
lo", ao'", 28"", iCr, 44", J'i'",9i5;
i égale distance des verticales extrêmes do chaque partie se Lrouve la résultante des poids qui chargent cette partie : ces résultantes ont pour valeur en tonneaux de looo^*
3r, 3i', a9",2, Sg'.a, R<)',i, 99'.;.
Nous allons déterminer la poussée comme si ces résultâmes pouvaient élre substituées aux forces élémentaires, co qui ne doit produire qu'une assez petite altération (n" 120). Cherchons, à cet effet, les arguments nécessaires.
D'abord l'angle v est do 74°io'2i", 3; par suite, — ^ = o,Sai(. I-es angles '/, 6*, 0™, f)'", 0*, ')" correspondant aux pulnls d'application, sur la libre moyenne, des résultantes partielles, s'obtiennent aisément; carccs poinls sont aux distances suivantes de la vcrticRli- UG :
iS", T-r, S'/", 4"'", ia'",4i
d'oii l'on lire, le rayon du cercle étant 5j'",
sinD' = -^j 0' ^ yi-i'j-'\l,
sinO' = /-^, 0"=.- 15" 40' 35', 8.
sinO" = p, 6-= jâ"5ï'i</,(i,
sin!i"=^, û"_-= ii°^i-4,,',7,
sinO' = i^, û'.-4n"39'a.j',i,
sinG"= — ' '.— , 0"=ii2»53'aS',4.
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Parsuile, on obtient les rapports désignés par m dans la Table I»
/// = — = OjO/O) ///''^= — = 0,480,
//i"— — = o,'2i2, nC = — =0,629,
Ces données suffisent pour calculer la partie principale de la poussée due à rensembic des poids; pour cela, il faut multiplier chaque résultante
partielle par un coefficient -^ que la Table I fait aisément connaître, au
moyen d'une triple interpolation. Prenons, par exemple, le coefficient qui s'applique à la seconde résultante de 89^,2, située à 32*" de la verticale
du sommet. Il s'agit de trouver la valeur d'une fonction de - - et de w/,
quand on y fait
Or la Table I donne :
Pour -77 ~ Oj8o, W ^ 0,45. . . rr = o,323,
Pour -— i- = 0 , 84 , /w = o , 4 "> . . . TT = « , 292^
Pour ~ — 0,80, /// ~ OjDo. .. - — 0,291,
Pou r -^ — 0,84, /// — o , M) . . . - = o , 26 1 .
Interpolant par parties proportionnelles entre la première et la deuxième ligne d'une part, la troisième et la quatrième d'autre part, on conclut:
Pour -^ = o,8.>4, /// ~ o,4J' • • V> -" o,323 — o,o3i x -7— = 0,3044?
Pour -^ = o,8>.4 , ifi = o, jo. . . - ^- o,2()i — o,o3o x 7— = 0,2730. 77 U * t|0
Une dernière interpolation entre ces deux lignes donne définitivement:
Pour — ^ — 0,824, m = 0,480... rr = o,3o44 — o,o3i4 Xi = 0,286.
Ainsi la valeur cherchée est 0,286. On a obtenu, par des calculs tout à
fait pareils, le coefficient de la partie principale de la poussée produite par chaque résultante partielle. Ces coefficients sont successivement
0,435, 0,421, o,36i, 0,286, Ojigi, o,o5o.
On en conclura la partie principale de la poussée due aux poids, en multipliant chacun de ces nombres par la résultante à laquelle il correspond, additionnant et multipliant par 2, afin de tenir compte des poids égaux placés de l'autre côté de la verticale moyenne BG, qui produisent la même poussée que les premiers. On a donc, en désignant par Q, cette partie principale,
Avant de faire subir à ce nombre la correction nécessaire, il faut encore lui ajouter la poussée produite par la dilatation linéaire indépendante
des charges. Ici nous avons — = 0,000269; car, la section étant un rec-
tangle homogène de 3" de hauteur, r^ est égal à -;- =0.75 et
rt = 52",9i5. D'un autre côté, l'aire de la section est o""ï,iî4, nombre qui, multiplié par le coefficient d'élasticité de la tôle, donne
Quant au coefficient de dilatation t, supposons-le, par exemple, de 0,0004, ce qui répondra, si l'on veut, à une augmentation de température de 2?' et à un calage ayant pour épaisseur 0,0001 de la longueur de l'arc. Enfin prenons dans la Table II, en interpolant, la valeur de F =3 2,6; nous trouverons alors, pour la poussée dont il s'agit, abstraction faite de la correction,
Donc la partie principale de la poussée sera, dans les conditions où nous nous sommes placé,
Il ne reste plus qu'à effectuer la correction. L'eiTetdc la dilatation étant ici peu important, nous affecterons l'ensemble des deux résultats du
même coefficient -,> bien que pour la dilatation nous dussions seu-
iement diviser par i 4- X' — ; la Table IV nous fournit la valeur de ce
coefficient. Pour -^ compris entre 0,80 et 0,84, et - = o,ooo5, le
coefficient serait 0,998; il devient i ,000 quand -5 s'annule: donc, pour
— = 0,000269, rinterpolation donnerait sensiblement 0,999. 11 faut donc
diminuer la poussée obtenue tout à l'heure de 0,001 de sa valeur, etloD obtient dL*finitivcmcnt le nombre
0 = 2i4S'iG — oS^i = 2i4S35,
résultat ésral, sauf une diiïérence relative de -r-rr-? à celui dont nous
avons fait us^a.i^c au n** 75 et que nous avions obtenu antérieurement à la construclion de nos Tables par l'emploi du Calcul intégral (n» 120). La différence provient des décimales négligées et de la substitution des résultantes partielles aux poids répartis d'une manière continue; il est môme vraisemblable que les erreurs ont dû se compenser. Néanmoins cet exemple semble prouver que la substitution dont nous parlons est sans inconvénient pratique dans le problème actuel.
Le second exemple se rapporte au viaduc en fonte de Tarascon, établi sur le Uljône pour le chemin de fer de la Méditerranée. La section transversale d'un quelcoîujue des huit arcs en fonte qui soutiennent une arclie est repn'senlée on déliiil par la Jî^. 05. La fibre moyenne est d'ailleurs ç, un arc de cercle de 4"N9> de flèche et 59°, 99 de
corde. On déduit de ces données
o.oc
0,17 /l 0,17 I ^- y — i8"44'3o",G'2, en degrés sexagésimaux.
^^ "I^tè 2v_ i8°44'3o",()a
et, dans l'hypothèse do Thomogénéité de la fonte. r''= 0,3009, d'où — =o,ooo33J.
Nous voulons simplement ici trouver la pousëée
due à un poids de io5 tonneaux de 1000''», unifor-
^ '-^^-p'S mément réparti sur la longueur entière de Tare,
_ ^^ _Sl^__ et à un poids égal uniformément réparti suivant la
longueur entière de la corde.
Cette poussée sera exprimée (n" 1:29) par
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soil, à cause de ipff = ip'a = loS',
La Table II donne f et F° (') :
Poiir'^- o,ao, on a F'^i,56i, r^=i,573;
Pour'^ = o,ai. (jn a l.-i,iH4, l'-^i.jgG;
■lonc, en interpubnt pnr piirlics proportionnelle?, lorsqufl -J sera o,ii)aa, on trouvera
F'-^ 1,573 -0,82(1.173 -■.jçir.) = 1,110.
•Juanlau coefficitTit île correction -.^ on l'obi ient au moyen de lu
Table IV jiar une double inlerpoliition. On trouve :
• Pour ~ — o,ao cl --, — o.ooiiï. . . le coefficicnl = i>,'jG4 ;
Pour — ^ = o.ai tt -, = <i,iioo5. . . le coeriieienl = 0,967.
Donc, si — devient 0,2081 ot si -5 reste l'yal à 0,000 J, le coefficient de correction deviendrait approximativement
o,<jG4-*-o,S2(o,<,r,7-„,.jO-i)=<.,oai;5,
en admeltnnt l'interpolation par parties proportionnel les. Da il leurs, pour une valeur tiuelconiiie de ~i si — ^ est nul, le coefficient eherché est toujours Égal ù 1; donc une serotide interpolation entre —, = o,oooj et
(') Noua n'pinpIojOHS ici le roplficiniil F" qu'aïM trois dècimalM, tandis ■que la Tatilc II !e donne avirc cinq. Les deux dcniiêrps ont 6ti; chcrchêES snr- 1"ul PU vue du calcul d^ la Tatile V, dont il ser.i qiicslion dans lo Cliapilro
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-:: = o, — restant 0,2082, donnera pour la valeur demandée
^,,. / ^-^.o,ooo5 — o,ooo336 _
Donc définitivement la poussée d'un arc appartenant au viaduc de Tarascon sera, dans les circonstances indiquées,
Q = 0,9775 (1,498 -+-1 ,5io) io5'= 3o8', 7.
Ces deux exemples paraîtront sans doute suffisants pour bien faire comprendre la disposition et l'usage des Tables de poussée.
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g I. — Calcul de la Tarïation de flèche dans certaines circonstances.
133. Observations préliminaires. — Nous conlinuerons à faire au sujet des pièces courbes dont nous devons étudier la variation do nèche les hypothèses rcslrîctives ijiii ont été exposées au n" 113. De plus, nous conservons dans le courani de ce Chapitre les noiaiions définies au n" IIV.
Cela posé, nous allons procéder au calcul de la variation de !a (lèche : i" sous l'action d'un poids uniformément réparti suivant la longueur entière de l'arc; 2" sous l'action d'un poids uniformément réparti suivant la corde entière; 3° par l'effet d'une dilatation provenant de causes éiran^jèrcs aux charges.
13V. Variation de Jlèche produilr [iiii- un poids uniformément réparti suivant la longueur entière de f'arc. — La pièce éiani sjmélrique et symétriquement chargée, on doit appliquer la dernière formule établie au 11° 91, en supposant 7^0, parce qu'on ne s'occupe pas ici des effets de la dilalalion résultant de causes étrangères aux charges; si d'ailleurs on néglige le glissement transversal (n" 811, et qu'on prenne pour axe des x la ligne joignant les extrémités de Li fiiu'e moyenne, la formule en question devient
/"N </■)■ - j- ils
n'aura pas d'influence sensible. Eu l'IïcI, d'a[n l's b théuiic de
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N Texiension simple, la valeur absolue de — exprime l'allonge-
menl ou raccourcissement relatif subi par l'élément ds de la fibre moyenne; or, dans la pratique, ce nombre est toujours très-peiit et ne dépasse pas ordinairement quelques dix-millièmes. On serait donc en droit d'admettre l'inégalité
zt— '<0,00I,
et par suite
-j- dx étant égal en valeur absolue à la flèche f,
Ainsi le terme dont il s'agit ne produira jamais dans la flèche un changement proportionnel atteignant o,ooi. Donc on pourrait, comme nous l'avons dit,
FifT. GG. , , ,^
ne pas s en préoccuper. Touiej fois nous établirons d'abord des
^J formules exactes, en tenani
/"^ ! Xp j compte de ce terme.
■^- ■ ^ ./ il — Pour effectuer le calcul de
",/ ^ — <^/»on exprimera, comme on
*P > Ta fait précédemment, toutes
0 les variables en fonction d'une
seule, qui sera Tangle a de la verticale OB [fig, 66) avec le plan OG d'une section normale quelconque. On aura
^ = psina, ' dx :=^ pcosxdx,
j'~p(cosa — COS9;, dy =^ — psinada^
a r= CD =: psin9, ds == pda.
Projetant ensuite sur GO et sur la tangente en G toutes les
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forces extérieures qui agissent sur ia partie GC de la pièce, on obtiendra l'cfTort tranchant P et la tension totale N dans In section faite suivant GO, savoir :
P— /ï,'y(9 — zjcosst — Tcosa + Qsinot, K^/>f.[9 — a)sln« — Tsin« — Qcosa, •
ou, à cause de T = />p3,
P— — ppacosa + Qsiny.
N = —poxsina — Qco^a,
l.a valeur de P nous est utile pour connaître X, car un a, \y.\r U relation (9) du n<* li, le couple fj. éiant nul dans le ons nctuct,
t/X = P(/i — Poi/a;
donc, en intégrant cette relation,
X= I Ppdx-h const.
= ( — />p' I «cosctrfaH-Qp I •,in afJix\ h- const,
--[— pç'iarsina-H COSkÎ — Qorosz" --- consl,
Afin de compléter la détermination ik' X, on remarquer! que X s'annule en C, puisque les forcer appliquées â la dernière section se réduisent à Q et à T; cela détermine la cnnsUnte, et il vient Tinalement
\ = — ^p'(cosa — COS9 H-Ksina— '^siri-^ —fio.cosjc— cos^J.
Quand on transporte ces diverses viileurs dans l'eNprcssion de — A/", on trouve
— A/=^'- / [sin« — sin-j', ^cosa: — coiy -'- îtsiiiz — y sin^ji/^
H ^ / (sina— sin^i (cos« — cos^ ;rf«
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L'intégration s'effectue aisément; on ne rencontre ici que des
intégrales déjà connues, sauf / ocsWadx. Or, en intégrant par
t.' parties, on obtient successivement
1 xsin'pjrfa = — asinacosa 4- / cosarf. asina)
-- — asinacosa r- i (sînacosa -+- acos'ajrfa
— asmacosa 4-
- a sin a cosa -+- y sm'a -f- t ^ • 2 4 4
On est donc en mesure d'écrire la valeur de — A/, qui est — A/ I- — — T sin'o -f- -osino cosq -f- 1 — coso
— o sino ~T- o^sin'o -+- — -sino — osino coso H- coso
-h -, ?.osmo coso -4- sin-o -r- o'; 4- — ^sm'o,
soit encore
A /• -. II ^-^ ^ H' ^ ■■■:- H" ^^ -1- H
H, H', II", H' étant des constantes connues maintenant en fonction de o. La formule précédente suffirait donc pour calculer —A/', puisque d'ailleurs on peut, par un calcul préalable, connaître la poussée Q.
Lorsqu'il s'agit d'un arc surbaissé, c'est-à-dire dans l'hypothèse, assez généralement vraie en pratique, d'une petite valeur de o, cette formule peut recevoir une forme beaucoup plus simple. Pour la trouver, nous remplacerons d'abord 0 par sa valeur donnée au n° 129,
Q — opp(pF'
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et nous aurons de cette manière
+ n"+2F'ii"'> + -[II"): -9.V II" :.■).] ■
Op on connaît déjà le développemenl de F' en série (n' 129), ainsi que celui de X et X'(n"' 125 et lâCn, et il est facile, aa moyen des séries connues du sinus cl du cosinus, d'avoir ceux de H, H', H", H"'. Le calcul donne pour rcsuliat
H ^ Ao- ^ - -Il :,'+-'■*'>. -.'-- ''•'^' -j -..X a4 ' V i3u ' a8oo ' ■jûiiuoo ' ' ' ' /
24 ■ \ i5o ■ 7.B..O ■ :j(iûoo^ "' r
et, par suite,
H -+- 2Fir o = ~ -j^ ( i -h -—'.•- -h -;' ''- o
U. ■ \ II-..' ,IM
sin'9 i(j\ J'j<i i^uji'u' y
•— '-=iv(.-^.^...).
Donc, en ne prenant que le premier terme des irais séries précédentes, ce qui est légitime pour de petites valeurs de o, on aura
r"=7 l72tio7' " lu '^ Un' } '
Celte valeur est encore susceptible de quelques siiiipliflcalions. D'abord nous savons qu'on peut sans erreur relative
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notable remplacer i -f- }/ - par i -+- -rj-^r- (n** 126); en second lieu, puisque 9 est petit, on a sensiblement
P9:=r« Cl 9==2iang-9=:-^;
enfin, à cause de la limite de - — » que — ne dépasse pas
(n" 123), le terme ^ ■ sera petit relativement à -—,* Donc nous écrirons simplement
ou bien
La formule (i) ci-dessus, d'après la manière dont elle a été obtenue, semblerait ne devoir être appliquée que lorsque l'arc est notablement surbaissé. Cependant on se convaincra aisément par des substitutions directes qu'elle ne donne pas une grande erreur, même dans le cas où la fibre moyenne se rapproche du demi-cercle, c'est-à-dire quand 9 est peu diffé-
rcnt de -• Ainsi, quand on fait o — - dans les expressions non développées en séries, on trouve
« /. 5£Ji_y/. -f H 4 2 F' H " 9 ^ 1 ,6o3o3 ,
H"/.'- ?.F'U"/.9 = o,6i685, el, par suite,
Or, le terme o,6i685 — est négligeable devant i,6o3o3; 1 -+- X'— peut être remplace par i h- -o-ts avec une erreur relative inférieure à — (n° 126); donc on aurait très-approxi-
?.oo
mativement
V-^'^VlT
f^a formule (i), en remarquant que pour 9 — - on a/— n ~ 0, <!onnerait
on voit donc qu'elle conduirait à peu près au résultat exact.
La substitution de o — ^ nous fournirait encore une conclu-
sîon dans le même sens, car en laissant de côte le facteur '- 5 sur lequel on fait une très-peiite erreur quand
on le remplace par ^-^—z » la formule (11 donnerait pour
le second facteur
au lieu de la valeur véritable
' iC V
Terreur relative à craindre serait donc limitée à -, dans le
cas défavorable où — - serait très-grand, et généralement elle
ai' °
serait plus petite, car il est rare que le terme i ,56 ne Tem-
porte pas de beaucoup sur celui qui contient le fadeur -^^— .
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135. Variation de flèche produite par un poids uniformément réparti suivant la longueur entière de la corde. — Nous admettons identiquement les mêmes données qu'au n** 134, à part cette différence que la charge sera répartie uniformement, non plus suivant la longueur de l'arc, mais suivant une parallèle à sa corde, c'est-à-dire qu'une partie de l'arc, occupant en projection sur cette corde une longueur /, supportera une charge p'L Cette charge agit d'ailleurs perpendiculairement à la corde. On demande de déterminer l'abaissement — A/du sommet de l'arc.
On remarquera d'abord que la pièce a un poids propre dont on ne pourrait pas toujours faire abstraction; mais, si l'on eu tenait compte, cela aurait simplement pour e£fet d'introduire
dans l'expression de — A/les termes H ^ et H"^-^ que nous
er^ e
doivent rester les mêmes que tout à l'heure, car il est clair que la réaction Q entrera de la même manière dans X et N; seulement Q ne conservera pas la même valeur numérique, et dans les applications il faudrait avoir soin de prendre celle qui répond au cas actuel. Tout considéré, nous n'avons donc à chercher que les termes provenant de l'introduction de p' dans X etN.
Or on trouve sans difficulté
X = /?'p'(sin<p — sina)»-4-Tp(sin9 — sina)-+- . ..,
N=:/>'p(sin<p — sina]sina — Tsina — . . .,
avons calculés au n*» 134. En outre, les termes H' -^ etH'— ^
et, comme T est ici égal à p' psinç.
X==:-//p^(sin'9 — sin*a)4- . . ., N =-— p'psin'a— . . .,
Dû* PP*
d'où l'on conclut que les termes analogues à H^ etH"^
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sont, dans le cas actuel,
■i— ~ / [sinç — sin«] (sin'9 — sîn'orjda pt '-^ j sin'zda.
Ces inlégmles se décomposent Tacilement en intégrales conn ues, et, tout calcul effectué, on trouve, pour les coefficients H,
ei H' qui multiplient respectivement — — et — ' i
ll,=
H, ==- — coso -i-^cos'v-
Ainsi l'on aurait en définitive, pour l'effet produit sur l;i flèche/par le poids -yp'a,
La substitution de la valeur de (} et k' «léveloppemL'nl en série donnent ici, comme au n" \^\, un léaultut sjmpli^ c\ remarquable. On a d'abord (n"12!)j
Q= 2 !•""/)' psin'^ -- I -î/-
el, par suite,
-\f^ — ^L2!__| H,-i-3F"irsiiu, ''."^-1- -^
-^':^:ir;-,rirsi.,o
sin^
+ '1 11",;.' -■•i-"!rî,siii'- |.
Maintenant, si l'on développe en série les quanlilés H, m 111,
44o CHAPITRE HUITIÈME.
on trouvera
H. = -7 9M I — -4- 9' + -V- '«^ iJ o«-4-...
au moyen de ces valeurs ei des valeurs déjà connues deH^H^ F", X, X', on obtiendra les développements ci-après :
. , : h H'^ -t- 2F"irsino
Mn'p sinp
25/ ICI j ^47^ ^
ir, /' - 2F"H'a sin o =.- ^ o' I - — o^ -^ . . .
Donc, 9 étant d*abord supposé petit, on pourra écrire
•^~ "7 ^'''\ \84ôr~^ "^76"^ "87*';' .(^i + A-p-*
soit plus simplement, en procédant comme au n" 134.,
ou enfin
— A/'=I,56 -^-^-; ( I -t-0,OI22-^ }.
Pour savoir si la formule (2) s'écarte beaucoup de la vérité (!ans le cas où 9 ne serait plus petit, nous avons encore
cherché les vraies valeurs de— A/ pour 9 = - et 9 = ^» et
nous les avons comparées avec les résultats qu'on aurait
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trouvés par l'applicalion de la Tormule (2). En laissant toujours de côlé les facteurs — — ' ' et '-/— — , qu'on
sait être très-sensiblement égaux, voici le résultat de cette comparaison. La formule [2) donne :
Pour y -: '- 1,56-.- o.oigo^^,
Pour V
respectivement, au lieu de
,32-f-o,o[38^ et i,5o^-o,<.i;8-''—
On voit, par conséquent, que la formule ? serait encore assez
menl trop grande dans les environs <li- v = -■ Toutefùïs cette
erreur n'irait jamais jusqu'à augmeiiier de 4" pour 100 le résultai véritable, et, par conscqueiu, elle n'en changerait |)as l'ordre de grandeur.
136. Autre démonstration des foiniides pn'céi/enles, pour le cas des arcs très-surbaissés. — Le procédé par lequel nous sommes arrivé aux formules (i) et ':■.; des n"' 13V et 135 a l'avantage de ne laisser dans l'esprit aucun doute sur ta vérité du calcul et de faire connaître en même temps jusqu'à quel point ces formules sont applicables à dos arcs ne remplissant plus la condition d'être fortement surbaissés. Mais nous avons dû subir l'iuconvénient d'une suite de Ironsformalions longues ei pénibles, et il est possible de les éviter, ou tout au moins de les diminuer considérablement, quand on udmet comme point de départ : 1° que l'angle 9 est asse^ petit pour qu'on puisse, sans erreur sensible, le imiter en inliniment petit dans le calcul; 2° que, conformément à une remarque du n" 134, l'expression de l'abaissemeni — A/puisse ÛMro ajiprosi-
mativement réduite à
fi-v
\{a — x) ds .
et
dx
Ces hypothèses admises, voici comment on procédera au calcul de A/.
D*abord on écrira, en prenant l'angle a pour variable,
— cr^àf=^ j XfvV sin9 — s\ny.]dx
=^ p- j \d^ se sine
o -h cosa -—II.
Si Ton intègre par parties le second membre, on aura
Xisino — sina)^/a=:Xi asin9 -l- cosa — i;
— / asino -1- cosa — l'^^rfa; par suite, quand les limites de l'intégration seront o et 9,
X I si II G — sin a W/a - — / (a sin 9 -.- cos a — i ) -j- rfa,
attendu que X s'annule pour a = 9 et que asin9 -r- cosa— i s'annule pour a = o, de sorte que le produit de ces facteurs est nul aux deux limites. La question est donc ramenée à trouver riniégrale qui forme le second membre de la dernière équalion. Maintenant il faut distinguer deux cas.
Premier cas. Poids uniformément réparti suivant la fibre moyenne. — On a (n° 13V)
— — Pc 1- — po'x cosa -\- (Jp sin a ^^ —p9' [ ^ ^^s a sma •
» Mi*
Le rapport -^ est donné (n" 129) par la relation
no ' ^,r-
qui, dans l'hypothèse de f irès-petit, peut se réduire à
On a d'ailleurs, aux quantités du quatrième ordre près,
qu'il suit :
Le facteur entre crochels, raulliplié par i ^i devieiii
mais, si nous prenons pour règle de ne conserver duns cliaijuc groupe que les termes de l'ordre le moins élevé, il linidra réduire ce produit à
comme nous savons en outre (n» 12(j que ^ rem-
place — p~r dans le cas où ç esL irès-pelii, nous trouve-
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rons, par des substitutions faciles à voir.
3" "^ •lo'r/V
Avec le même système d'approximation, le facteur
a sino -h cosa — i
s'exprime par a'j ? en sorte qu'on peut écrire
— /?r' A/~ — o' I ' a sin 9 -H cosa — i ) ^— da
L'iniégralion s'elTeciue sans peine, puisqu'il s'agit d'une fonction entière et rationnelle; on a
/ ac3 -'- o- — T -+- ocdx
< ^ Il ■'
" * U;3 4ot i5 ""36/"^ -2^^^ V3 8/
On en conclut
soit, en divisant toul par ^r%
_ s^r^^ '^'\ Py 1:^ ^ iÇ o'v*' \
•' i() / i5/-'\ \ iC '?S} 17.60 r^J
.sy-'
Pour obtenir la formule [i], il faut, comme au n"" 134, remplacer p9 par a et p'9* par aM — j dans la formule précédente; puis on réduit les fractions ordinaires en fractions décimales.
Deuxiéub CAS. Poids uniformément réparti suivant la corde.
— La marche du calcul reste la même que dans le premier
rfX cas; mais il faut employer d'autres valeurs de 0 et de ~-j—»
On a ici
-— ^ = Po=^/i'p- sino — sinajcosa — />'p'sinocosa -^ Opsina
= Vo
=: — /?'p-sinacosa ~ Qpsina '^ \ P P/
— T— ^= ar sino ;
La dernière égalité devient, dans le cas de 9 trcs-petil,
20^ a' xy-a^
portant celte expression dans -y— ? en même lemps que 7. et
i ^» au lieu de sina et de cosa, on trouve
tr-
dX , \ OL^ [ 2 \ -yg^
ou plus simplement
d\ p'rj'oL /2 , a» , i5r^\
da i:w^' \7 ' 2 aowr/
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Par suiie, il vienl
fi'\f o' / asmo -f- cosa— 1 1 -7— «a
Lo calcul se continue ensuite d'une manière identique à celle du proniier cas, à part cette différence que Tintégrale
iluit être remplacée par
dx.
(!cUc dernière a pour valeur
j ( - 9^:^.- — - v'a' 9«* -i- — | rfa
il y aura tout simplement substitution du dénominateur 84^ à la place du dénominateur 1260, ce qui aura pour effet d'augmenter de moitié le terme de la formule (i) contenant le fac-
leur •'— . On retombera bien ainsi sur la formule (2].
137, ^ipplication numrr'uiiœ des formules [\) et (2). — Nous allons appliquer les formules ( i ) ot (•>» ) des n°' 13-4 et 133 au viaduc de Tarascon, (Icjà cité aux n"' 123 et J32. On a
Des valeurs de /et de a on conclut d'abord celles de y et de p, car
tang - y — - , et 0 = >— ;
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donc
Quant à c, c'est )e produit de la section it de l'arc par le coefficient
d'élasticité longitudinale, que les constructeurs du viaduc, MM. Desplaces
ot Colle t-Ueygret ('), ont Évalua, d'après leurs expériences, à Gxio';
comme " est L^gal à 0,1 iaS [wiir h/ig. Ci, p. 4î8), on a donc
Au moyen de ces données, si l'on fait, par exemple,
on lirera des formules [i] et [■>) :
Pour l'efTct du poids >/> > i/'— W.ii^.-;
Pour I ffet du poids ■>/>« — J/"^ ii"',028.
MU. DespldCP!, et Lolkl Meïf;ret. ont constate directement que i'effet total des deux poid'> de loi tonneaux dont il sagit était environ o'",ii6, landis quL nous le Irouvpns a iilemenl do o" 02 + o'",ca8, soit o"',ii55. Nos formule-, diniurdienl dont, une erreur relative en moins dont In valeur est a peu près — Cette erreur assez peu importante dans une tiuesliondece e[cnro s L\pliqueparlejoudes assemblages el aussi par l'ïni-erlitude qui dlTeite la \ikur du coefficient d élaslicilt'j le nombre G x 10" est une moyenne de plusieurs expériences assez divergentes dans leurs résullats, et l'on no saurait guère compl<!r sur son exaciitudc absolue.
Lorsqu'on essaye des applications numériques semblables j'i relie qui vient d'être faite, ou rcmartiue fréquemment f|ue le
tlaiis l'exemple ci-dessus, ou aval
les coerficicnls i
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i5r' par I -f- 7777? élaieni donc respeciLvemeni 0,995 el 1,004.
On voit qu'il n'y aurait presque pas eu d'erreur à les négliger el à prendre simplement
ib e
^ ri
au lieu des formules (i) el (2).
Ce résulial se relrouve à peu près par le raisonnement approximatif que voici. Dans les arcs à surbaissement moyen
(de — à — U pour peu que le rapport — ne dépasse pas une
limlie de o,ooo4 à o,ooo5, comme cela se fait habituellement, on ne commet qu'une peiiie erreur sur la poussée (quelques centièmes au plus) en négligeant les corrections représentées
par les coeflicicnis i — / — -. n"' 12o et 126). On aura
donc une valeur passablement exacte de cette force en calculant les expressions ( n** 129 )
2F'/>oo, 2F"y;'psin9,
lesquelles, pour de petites valeurs de op, deviennent simplement/?p el p'p. Or cela représente aussi, avec une petite erreur, la composante N qui comprime chaque élément ds de la fibre moyenne, parce que : l'^dans un arc surbaissé la poussée l'emporte notablement sur la charge verticale; 2** cette charge ôlant presque perpendiculaire à (Isa une projection très-petite sur la direction de N. Donc tous les éléments vont éprouver
un raccourcissement proportionnel ^-^ ou ^-^y suivant le
cas; et la diminution totale sur la longueur p9 du demi-arc
sera ^ ou ^-^ — -»
Maintenant, à quelle diminution de flèche répond une diminution donnée de longueur dans un arc circulaire surbaissé
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dont la corde reste invariable? Pour résoudre cette question subsidiaire, soit /la longueur du demi-arc; on aura la formule connue
qui donne, par la difTérentiation,
c'est-à-dire
ôa
if- — Il
OU enfln, en remplaçant —j par -»
Cela posé, il suffit de mettre, au lieu de A/, les augmenia-
lions négatives trouvées ci-dessus, savoir — ^— , — i—^ — i- ,
ce
(•) Cette formule est celle qui sert à trouver la lon^jucur d'un arc parabolique il petite flèche; l'arc circulaire surbaissé peut ôtre confondu avec la parabole de même flèche et de mémo ouverture. Au reste, il est facile de démontrer la formule sans cette assimilation : on a
o — îarc tau'î - = — i — -— -; -h . . . ) ,
relations d'où résulte
ou bien
"(-îS)
en négligeant la quatrième puissance et les puissances supérieures de -•
Cm
\, 3*édit. 29
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et l'on obtiendra les résultats correspondants
Ce sont les mêmes que ceux auxquels nous étions parvenu
d'une autre manière, sauf la légère différence entre les coef-
25 3 ficients -^ et -» différence qui s'explique assez par la nature
même de l'analyse précédente. Toutefois, on peut conclure assez rationnellement de cette analyse que la diminution de flèche, dans un arc surbaissé supportant une charge uniforme, est due presque entièrement à la diminution de longueur, de sorte que la flèche varierait très-peu si la fibre moyenne devenait incompressible, tout en laissant à ses divers éléments la liberté de tourner les uns par rapport aux autres.
138. accroissement de /lèche produit par une dilatation linéaire indépendante des charges. — Lorsque, par une cause quelconque, telle que le changement de température, il se produit une dilatation ou contraction de la matière qui compose la pièce, toutes les dimensions tendent à augmenter ou à diminuer dans un rapport constant. Cela entraînerait déjà une variation de flèche représentée par zf; mais la flèche varie surtout parce que, les deux points d'appui faisant obstacle au changement de la corde ?.a, il naît de là deux forces horizontales Q, égales et contraires, appliquées aux deux extrémités de Tare, qui l'obligent à se courber davantage et à augmenter sa flèche sMl y a dilatation, ou produisent l'effet inverse s'il y a contraction.
Il n'est pas besoin de nouveaux calculs pour trouver l'expression de la variation de flèche dont il s'agit. On l'obtiendrait, en effet, au moyen de la formule générale rappelée tout à l'heure (n" 13^), dans laquelle on mettrait pour X et N le moment ou la projection de la force Q produite par la fixité des appuis, en ayant soin d'ailleurs d'y rétablir le terme r/ On retrouverait donc pour l'intégrale qui entre dans la formule
les deux termes
OoV3 . . \ Qo , -^( -sin*9 — çsincp coscp -i-cosç — i j ^sin'9,
faisant partie de l'expression de A/, calculée au n*" 13&> dans le cas d'un poids uniformément réparti suivant la longueur entière de l'arc. Donc on aurait, pour représenter le changement de flèche dû à la dilatation dont le coefficient estT>
A/=r/H —\ -sin^9 — 9sm9COS<p-4-cos9 — i ) '-sm'9;
dans cette formule, Q exprime la poussée correspondante à la même dilatation, poussée dont la valeur nous est connue {nM28).
Afîn d'arriver à un résultat plus commode pour les applications pratiques, remplaçons encore Q par son expression en fonction de t et des dimensions de l'arc (n"118); nous aurons ainsi
3 r* -sin^o — osinocoso -f-cosQ — i sin^o
h 2 9Cos'9 — 3sin9COS9 -_- --~oM i 9=4-. .. j
sîn^9 I9 -{-sin9COS9i :---29' ( i — ^^9' + - • • lî
par suite, si l'on suppose l'arc très-surbaissé, c'est-à-dire 9 Irès-petil, on pourra poser
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Dans celle même hypolhèse on peut encore remplacer 9 par -^ ;
on peul d'ailleurs négliger -rr-r devanl Tunilé, car, -; élanl
inférieur à o,oo25 (n® i23), Terreur relalive ainsi commise sur le second lerme de A/ n'alteindra pas 0,006. Donc on aura
ou bien encore
La formule (3) esi déjà salisfaisanle sous le rapport de la simpliciié; on peul cependanl en irouver une encore plus simple el suffisamment exacle dans la plupart des cas. Il ar-
rive assez ordinairemenl que la quanlité -jt-pt ne dépasse pas
quelques cenlièmes; si on la néglige dans ravani-dernière équation, on aura
Or 7;— esl égal au rayon p de la fibre moyenne; dans les
arcs surbaissés, -7;p esl grand par rapporl à —-/. En négligeant celle dernière longueur, on aurait donc simplement
c'esl-à-dire que, sauf les resiriclions au moyen desquelles la formule (4) a clé établie, la flèche varierail d'une quantilé égale au produil du nombre i,56 par la dilalalion linéaire absolue qu'éprouveraii une barre enlièrement libre, composée avec la malière de l'arc, ayanl une longueur égale au rayon el soumise à la même cause de dilalalion.
Nous sommes arrivé aux formules (3) et (4) au moyen d'by-
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potbèses particulières, savoir: cp petit quand il s'agissait de la
formule (3), et en outre ^ petit quand il s'agit de la formule (4)- li y d quelque intérêt à comparer les résultats de ces deux formules avec la valeur exacte donnée par l'exprèssion de A/ non développée en série, même dans le cas où ces hypothèses ne seraient pas réalisées. Les deux Tableaux ciaprès font connaître le résultat de la comparaison, pour une
série de valeurs de -^ comprises entre 0,12 et 1 ,00, et pour
trois valeurs particulières de ~; ces arguments suffisent,
comme il est facile de le vérifier, pour calculer, par les trois formules dont il s'agit, les rapports de A/à iza.
CO
'mJ
as
oc
oc
QC
es
ce
ce
es
es
tS.
CN
Sm
es
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II résulte de ces Tableaux :
i*" Que la formule (3) pourra toujours être substituée à la formule exacte, sauf une erreur ne dépassant pas 8,9 pourioo, etqui serait même inférieure à 3,4 pour 100 pour des valeurs de 9 moindres que la moitié de l'angle droit;
7? Que la formule (4) entraînera une erreur maximum de
7,1 pour 100 au plus quand on aura simultanément — >o,20
et -^<Co,ooi, ce qui aura lieu généralement dans la pratique.
Pour les arcs peu surbaissés, la formule (4) sera même plus exacte que la formule (3).
139. Autre démonstration de la formule (3). — Les formules (i) et (a) ayant éié démontrées (n° 136) d'une manière relativement simple, en les cherchant sans passer parle calcul de la valeur exacte, il convient de faire maintenant une chose analogue pour la formuIe(3),qui exprime la variation de flèche due à la dilaiaiion dont le coefficient est t. Cette valeur se compose, comme on l'a déjà dii, du terme r/et de l'effet produit par la poussée Q, lequel a pour expression (n® 136)
0' r' , ,dX j
— j (asino-hCOSa-O-^rfa,
ou, en mettant pour — r- sa valeur Qosina,
ax
- I (asin-j -f- cosa — i) sinarfa;
ainsi donc
A/= t/h '- I (asino -h cosa — i) sinarfa.
L'intégrale se calcule par approximation, dans le cas de petits angles a et 9, en faisant
sina = a, sinor=9, cosa = i \
il vient alors
1 (asinç -f- cosa — i) sinar/a
et, par suite,
On peut, dans ce résultat, remplacer Q par sa valeur approxi malive (n» 128)
i5*^ on peut faire aussi
par ces substitutions, la valeur de A/devient
ce qui s'accorde exactement avec la formule (3).
Mais celte démonstration, plus rapide que la première, a Tinconvénient de n'être exacte que pour les arcs surbaissés; de plus, elle ne permettrait pas de constater le degré d'exactitude des formules simplifiées.
140. Applications numériques de la formule (4). — On trouve dans les Annales des Ponts et Chaussées (i854, i" semestre) deux Mémoires, l'un de M. Jules Poirée, l'autre de MM. Desplaces et Collet-Meygret, où sont consignés des faits propres à vérifier les formules du n° 138. D'après les nombres fournis par ces ingénieurs, le pont du Carrousel, à Paris, so relèverait de o^jooi i pour une augmentation de 1° C; ce relèvement deviendrait respectivement o"',ooo83 et o™, 001 35 dans le pont de la garo de Charenton et dans celui de Tarascon. Les trois ponts étant supportés par des arcs en fonte, il faut, dans les formules (3) ou (4), faire T = 0,0000111, nombre donné par M. Péclet et autres auteurs, d'après
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le major général anglais Roy. On a d'ailleurs :
Au pont du Carrousel. ... ia= 47'")67î /= 4",90, d'où & = 6o",4; de Charenton. . . 2rt= 35"',oo, /= 4'",oo, d*où p = 4o'°,3; de Tarascon 2« — 59'",99, /= 4">95, d'où p = 93",4.
Par suite, la formule ( 4 ) donnera :
Pour le pont du Carrousel A/— o",ooio5;
de Charenlon ^f = o*", 00070;
de Tarascon A/ = o", 00162.
On voit que le calcul donne un résultat à peu près conforme à l'expérience, en ce qui concerne le pont du Carrousel; mais que, pour les deux autres, il y a des erreurs relatives, en plus ou en moins, de i5à 20 pour 100. Une telle différence, quand il s'agit de calculs de cette espèce, ne saurait avoir de bien graves inconvénients dans la pratique. Il faut d'ailleurs se rappeler combien les qualités physiques de la fonte sont susceptibles de varier d'après sa provenance et les circonstances particulières de la fabrication ou du moulage, ce qui laisse quelque incertitude sur la valeur du coefficient t. En outre, la mesure directe des relèvements A/ ne paraît pjis susceptible d'une grande précision, et le peu de concordance des résultats d'observations (dont nous avons seulement donné les moyennes) en est une preuve suffisante. Ainsi, au pont de Charenton, le relèvement par degré centigrade a varié depuis o"*,ooo36jusqu'ào™,ooi33, c'est-à-dire presque du simple au quadruple. Cela tient sans doute au jeu des assemblages, qui n'est pas toujours le même, à la difficulté de fiaire des observations sur un pont livré à la circulation et aussi à la difficulté de connaître exactement la température d'un arc, laquelle n'est ni égale à celle de l'air ambiant ni peut-être constante dans toutes les parties de la pièce.
^ II. — Pression maximum produite par un poids uniformément réparti suivant la corde entière et par les dilatations linéaires indépendantes des charges.
141. Préliminaires. — Le lecteur qui aura suivi avec aliention les considérations que nous avons développées dans les Chapitres IV et V sera en mesure de résoudre tous les problèmes auxquels peut donner lieu l'élude de la slabtlité el de la déformation des pièces prismatiques quand la fibre moyenne est une courbe plane avant comme après la déformation el que les forces exlérieures agissent dans son plan.
Dans le cas oii, indépendamment de ces conditions, la section serait constante, la fîbre moyenne circulaire, et oii les obstacles opposés au mouvement de Tare seraient simplement deux appuis au même niveau, soutenant les deux points extrêmes ainsi rendus invariables en position, on saura de plus calculer, au moyen des Tables, la poussée provenant de poids quelconques et des dilatations linéaires dues à d'autres causes, telles que la température. Ainsi donc, en admettant ces dernières conditions, que Ton rencontre souvent dans rétablissement des ponts en métal, les forces inconnues seront promptemenl déterminées, et, par suite, l'élude de la stabilité sera facile; elle se fera par l'application directe des méthodes exposées au § II du Chapitre IV, qui permettront de se rendre un compte détaillé de reffei des charges permanentes, d'épreuve ou accidentelles.
Parmi tous les problèmes qui se présenteront, dans de telles circonstances, à l'ingénieur s'occupant de la rédaction d'un projet de pont, il en est un qui nous a paru mériter une mention spéciale, à raison des applications fréquentes qui pourront en êlre faites : nous voulons parler de la détermination de la pression maximum â laquelle se trouve soumise la matière de l'arc sous l'action de la charge d'épreuve. Nous allons nous en occuper maintenant; mais, pour simplifier, nous admettrons encore quelques hypothèses qui ôteronl peu de généralité à la solution, car elles sont en général satisfaites, au moins approximativement. Voici ces hypothèses : i° la section de l'arc a la même hauteur en dessus et en dessous de l'horizontale qui passe par son centre de gravité; '.>,*» chaque portion de la fibre moyenne supporte un poids proportionnel à sa projection sur la ligne des appuis, y compris le poids propre de la pièce, c'est-à-dire que la charge est uniformément répartie suivant l'horizontale; 3** la section sera supposée homogène; à défaut de l'homogénéilé, le coefficient d'élasticité maximum appartiendra aux fibres les plus éloignées de l'horizontale du centre de gravité; 4** on regardera la température comme étant celle de la pose et l'on négligera l'effet peu sensible du calage, ou, en d'autres termes, on laissera de côté pour le moment la pression produite par la dilatation dont le coefficient est T, sauf à y revenir spécialement un peu plus tard.
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Nous conserverons les notations employées dans le § 1 cidessus; en outre, nous appellerons :
H la distance d'un élément quelconque de Tibre à l'axe de flexion, c'est-à-dire à la ligne passant au centre d*élasticité de la section où se trouve l'élément de fibre considéré, et perpendiculaire au plan vertical de la fibre moyenne;
7i la hauteur totale de la section, mesurée parallèlement au rayon de courbure de la fibre moyenne, de telle sorte que
les limites extrêmes de u seront -f--/i et A;
E le coefficient d'élasticité longitudinale, variable avec u,
dont la valeur maximum pour u^zzL-h sera désignée par E,.
142. Maximum de la pression longitudinale par unité de surface dans une section donnée. — Toutes les forces extérieures qui agissent depuis une section jusqu'à i'extrémilé peuvent, puisqu'elles soni dans le plan de la fibre moyenne, se réduire à une résultante dont nous désignons parN la composante normale à ladite section et par X le moment relativement à l'axe de flexion. Nous ne nous occupons pas de reffort tranchant ou composante parallèle au plan de la section (n** 81). Dès lors il est facile de reconnaître que, dans la section considérée, il se développe (n°* 64- et 09} :
1° Des tensions ou pressions longitudinales par unité de surface, répondant à un allongement ou raccourcissement
relatif — et ayant pour valeur en chaque poml — 5
2** Des tensions et pressions longitudinales dues à la flexion
XE
que produit X et exprimées généralement par — p*
D'un aulre côté, quand on adopte pour N le sens positif indiqué au n° 83 et pour le moment X celui qu'on a constam* ment supposé à partir du Chapitre VII, on trouve
N = — Qcosa — p'psin'a,
X=z -/;y(sin'9 — sin'a) — Qp(cosa — coso).
NE
N est donc toujours négatif, ce qui signifie que — représente
partout en réalité une pression. Quant à X, nous verrons tout à l'heure qu'il peut changer de signe; mais il est certain a
XE
priori que — — représente une tension ou une pression sui-
vant qu'on prend des points situés d'un côté ou de l'autre de l'axe de flexion; les points pressés seraient du côté de l'extrados ou de l'intrados de l'arc, suivant que X serait positif ou négatif.
Comme les effets de la force N et du couple X doivent être superposés, on voit que, pour les points où X tendrait à produire une pression, il y aura nécessairement une pression représentée en valeur absolue par
NE ^ \En
e er*
le signe du second terme étant choisi de manière à le rendre
positif, c'est-à-dire de manière à additionner les valeurs abso-
. , ^ NE ^XEw ,
lues des deux termes et ± • Au contraire, pour
les points où X, agissant seul, produirait une tension, il faudrait prendre la différence de ces mêmes valeurs absolues, et il n'y aurait en réalité tension que si la seconde l'emportait sur la première.
Dans les données de la question, nous avons admis que le coefficient E atteignait son maximum E, en même temps que n
h atteint sa plus grande valeur absolue, qui est - des deux côtés
de l'axe de flexion. Le maximum de pression dans une section
NE, donnée sera donc la somme des valeurs absolues de — - et
Vf A
de — ^ ; le maximum de tension, s'il y a tension dans cer- 2er^
tains points, sera la didcrence des mêmes quantités. Ainsi la tension maximum, quand elle existera, sera nécessairement inférieure à la pression maximum et assez ordinairement petite relativement à cette pression. D*un autre côté, quand il
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s'agît de corps résistant à des forces qui les fléchissent, on s'impose assez ordinairement la même limite pour les pressions et les tensions compatibles avec la stabilité. C'est pourquoi nous nous bornerons à chercher le maximum maxi-morum des pressions par unité de surface, ou le maximum, relativement à la variable a, de la somme des valeurs abso-
, NE. , . X/iE. ,. ,
lues et db 9 ou bien de
quantité que nous désignerons dorénavant par la lettre g.
143. Signes que prend le moment X. — Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de faire cesser l'ambiguïté de signe et de chercher celui des deux qu'on devra prendre suivant la position de la section à laquelle se rapporte l'expression précédente. Or, si dans l'expression de X, ci-dessus rappelée (n" 1V2), on remplace sin'9 — sin'a par l'expression égale cos'a — cos'q, et si de plus on poseQ=^n,2p'a=n,2p'psino, n étant un nombre qu'on sait calculer, on aura
X = -/>'p'(cos'a — cos=9) — -inp'p^ sino (cosa— coso)
ou bien
X== ~ p'fj^ (cosa — coscp) (cosa H- coso — ^nslno).
Celle expression devient nulle pour a = cp, comme on devait s'y atiendre, puisque nous avons supposé (n® 93) les réactions des appuis appliquées aux centres d'élasticité des sections extrêmes. Elle s'annulera encore quand on aura
cosa = i\n sino — coso = cosai;
mais cette solution ne répondra véritablement à un point de la fîbre moyenne que si l'angle ai, déterminé par réqaation ci*dessus, est réel et plus petit que 9. Il faut donc poser les
deux condiiions
4/isin9 -- cos9<i>
4/isin9 — cosç ^coso.
De la première on déduit
4w sino <i -f- coso,
. I + ros© ^ I
n < ~f—. — ^ ou /i < y- — ;
4sinQ ^\^\\^\o
n doit donc être au-dessous de 7 — -, ce qui a toujours
4tangi9 * J
lieu, car nous avons fait voir (n" 131) qu'on a
rJ
et, par suite,
-7-?i ou bien n <
^p'a 4/ "4langi9
Il n*y a donc à s'occuper que de la seconde condition, qui
peut S écrire
// > - COlQ.
En supposant n supérieur à -cot9, le moment X devien-
dra nul en un point tel que H [Jig. 67), qui correspond à un angle a, compris entre zéro et 9, c'està-dire que la courbe BÏF, lieu géomé- ''*e- 67trique des centres de pression dans les sections successives, aura deux points, B et H, communs avec la fibre moyenne CAB. S'il en est ainsi, on reconnaît, en outre, que X sera positif entre a — o et a = a,, tandis qu'il sera négatif depuis a = a, jusqu'à «=^^9; en effet, le fac- >' leur cosa -h COS9 — 4'*sin9, qui donne : son signe à X, décroît quand a est au «> contraire croissant; donc, puisque ce facteur est nul pour «=:«,, il est positif pour les valeurs plus petites de a et négatif pour celles qui sont au-dessus.
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En vertu de ce qui a été dit au n" 14>2, on devra donc prendre, pour la formule donnant la pression maximum dans une seclion déterminée :
Depuis a — o jusqu'à a = a, ... q — -^( — Nn j \
is %= a, jusqu'à a = y... . r/= -1^— N— — Q
Depuis
Si Ton avait au contraire n < - cot9, ^^'^ voudrait dire que,
même en faisant a — 9, X serait encore positif, et, par suile, qu'il le serait dans toute l'étendue de Tare. On n'aurait donc à étudier que l'expression
(7 = — — iN H •
11 est facile de se rendre compte, dans ces deux cas, de la position occupée par la courbe des pressions. En effet, X n'esi autre chose que le moment de la force N appliquée au centre de pression par rapport au centre d'élasticité dans la même section. Donc, d'après le sens connu de N et le sens positif adopté pour X, on peut conclure que, si X est positif, la courbe des pressions passe au-dessus de la fibre moyenne, el au-dessous si X est négatif.
Nous sommes maintenant en mesure de traiter la question qui fait l'objet principal de ce paragraphe. 11 y aura deux cas
principaux à distinguer, celui où l'on a n^-cotcp et celui
où l'on a n<< -cotQ, car nous venons de reconnaître que la
plus grande pression dans une section déterminée est parfois exprimée d'une manière différente quand on passe de l'un de ces cas à l'autre.
ik^. Pression maximum dans toute l'étendue de ia pièce quand le rapport n est plus frrand que -cotç. — La plus grande pression dans une seciion donnée se représente alors
par les formules suivantes (n"* 143] :
Dans la porlion CH de la pièce [fg, 67 ) . . . ^7 = — ^ f — N 4- 1—' | ,
Dans la portion HB r/= ?i ^-N - ^\ .
En remplaçant N et X par leurs valeurs en fonction de a et ordonnant par rapport à cosa, après avoir mis i — cos'a et I — cos*(p au lieu de sin'a et sin'9, on aura
' r= ^1^ |^(-- I -+- |-ij cos'a - (- n- ^^}j in sin9 cosa
H- I -I- ~ coso (4'isin9 — coscp) K
9 " -^ X-y-^ïjA cos'a -t- l ' -^ ^J ^^ sin 9 cosa
ph
~ C0S9 (4/isin9 — ros9)
Il s*agit d'avoir le maximum maximorum de ces deux expressions quand a varie dans les limites entre lesquelles elles s'appliquent, savoir entre zéro et a, (n° IW) pour la première et entre a, et 9 pour la seconde.
A cet effet, nous remarquerons d'abord que, si l'on représente q et 9' par les ordonnées de deux courbes dont les valeurs de cosa seraient les abscisses, toutes les ordonnées seront positives dans les limites ci-dessus fixées. En outre, ces courbes seront des paraboles ; celle qui représente q tournera sa concavité vers le haut et la seconde la tournera vers le bas. On le voit facilement en se rappelant que r' est plus petit
que -7- (n°51], d'où résulte l'inégalité -r— , >t' Comme, d'un ^4 (\r* li
autre côté, h ne peut être qu'une assez petite fraction de p, il
s'ensuit que ^ — i et a fortiori y-^^ —1 sont des quantités
positives. Donc le coefficient de cos*a est positif dans la première équation, tandis qu'il est négatif dans la seconde; donc les deux paraboles ont bien la situation qui vient d'être définie.
j . . j ' — COS9 I
ou bien, a cause de psxnor a et de : = tang-9,
Quant à la valeur correspondant à a = ai ou au point H iJ'g' ^7)» ïious pouvons ne pas nous en occuper ici, car nous la retrouverons parmi les valeurs de ç'; le point H appartient aussi bien à la portion BH qu'à la portion CH de la fibre moyenne.
La parabole représentative de q' tournant sa concavité vers Taxe des x et ayant ses ordonnées positives, il est clair que la tangente horizontale donnera le maximum, si elle correspond à une valeur de cosa comprise entre les limites cosa, et COS9; sinon le maximum devra répondre à une de ces limites. Cherchons d'abord la condition pour que la première hypothèse se réalise. Pour cela, soit a, Tangle a qui répond à la tangente horizontale dont il s'agit : cet angle devra satisfaire à l'équation
dq'
cl cosa ' ce qui donne, en effectuant la dérivation,
~ (' "^ 47^) ^^^""^ -^ (' -^ Jt^) '^ sincp =: o
ou bien
ph
cosa, = n sin9
ir^
ph
Cette valeur sera admissible quand on aura
cosaj<!cosai et cosai>COS9,
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c'est-à-dire, en remplaçant cosai et cosai par leurs expressions
ph
. • nsinç ^- <;4'*sin9 — coscp,
on ^
Réunissons tous les termes de la première inégalité qui contiennent le facteur n; alors elle devient
2r* /isin9 F >coscp,
et, ainsi écrite, elle est une conséquence évidente de la seconde. Celle-ci donne
soit
fc\ - ' . / asin© \ (6) /i > - C0I9 / I -h — ^— , 1
ah 2sin<p -:-
Le premier cas principal est caractérisé par la relation w>-colcp; mais celle inégalité n'entraîne pas forcément
Tinégalité (6), parce que -cot9 s'y trouve multiplié par un
facteur plus grand que i. Il y a donc lieu de subdiviser en deux cas secondaires le cas dont nous nous occupons ici.
i^ La condition exprimée par Vinégalilé (6) est satisfaite. Le maximum de pression dans l'étendue HB répond alors à a = a,. On le trouve par la substitution de cosa, dans l'expression générale de q'\ mais, pour éviter un calcul compliqué,
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on remarquera que, ^ étant un nombre assez grand, la valeur
de cosa),
oh '-^ ^ cosaj=:/ism9 r'
diffère peu de 2/isin9, car il n'y a pas d'erreur bien notable à supprimer le terme i au numérateur et au dénominateur de la fraction. D'ailleurs, quand on se trouve aux environs d'un maximum, on peut, sans l'altérer sensiblement, prendre la valeur de la fonction qui correspond à une valeur de la variable peu éloignée de celle qui donne le maximum. Substituant en conséquence insxnc^ à la place de cosa dans
l'expression de a' y et faisant dans le résultat 0^=—. — ? on
trouvera pour la valeur de q\ du maximum en question
q,— ^ -t(w — coto)
2° L'inégalité (6) n'est pas vérifiée. Dans cette hypothèse, la parabole représentative de q' n'a pas, dans la partie que nous devons considérer, de tangente horizontale. Le maximum, dans celle partie, répond donc à l'une des deux limites a^=^ oLx ou a — o. On sait que le cosinus de a, est donné par la relation (nMW)
cosa, = ^n sin9 -- cos©.
Substituant successivement celte valeur et cosç dans q\ qui
NE
se réduit ici à î? parce que X s'annule aux limites donl
il s'agit, on trouvera les deux résullals
q\— — -E, [6/isin9C0S9— (8/1»— ijsin^ç] p'a
E,[6iicos9 — (8n»— i)sin9].
(8) g, =: ^E, (2ncos9 -f-sinç).
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Il est aisé de voir que g'^, valeur qui répond à cosa := coscp, est supérieure à g',, car on trouve par la soustraction
^3 — q^ = 4'*— E, (2nsin9 — cosç)).
Or, dans le cas actuel, on a n>-cot9, et, par suite,
2/isin(p>>cos(p, ce qui prouve le fait énoncé. Dans la seconde subdivision du premier cas principal, la pression maximum, pour la portion HB de la pièce, se trouvera donc à la naissance et sera donnée par la formule (8).
Quelle que soit celle des deux subdivisions dans laquelle on se trouve, il faudra toujours, pour avoir le maximum maximorum que nous cherchons, prendre le maximum dans la partie CH, puis dans la partie HB, et choisir le plus grand des deux. La discussion à laquelle nous venons de nous livrer sur le premier cas principal se résume donc ainsi :
Lorsque n [rapport de la poussée au poids total de la tra^ vée) sera plus grand que la limite indiquée par l'inégalité (6), la pression maximum sera la plus grande des deux valeurs données par les formules (5) et (7), dont la première répond à l'extrados et au sommet, et la seconde à l'intrados, en un point pris sur les reins de l'arc.
Lorsque n est compris entre la limite ci-dessus et ~cot9, on
doit, dans V énoncé précédent, substituer à la formule {']) la formule (8), qui donne la pression maximum sur le joint des naissances,
Pression maximum quand n est inférieur à - col
Dans ce cas, nous avons dit ( n® IW ) qu'on aurait seulement à étudier l'expression
dont il faut chercher le maximum en faisant varier a de o à 9. Cette expression est identique avec celle de q dont nous nous sommes servi au n^ ikk; si donc nous revenions à la considé-
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ration de la parabole représentative, il faudrait conclure que le maximum de cette expression doit nécessairement correspondre à Tune des limites de a. Or a = o donne la formule (5); a — cp donne la formule (8), car, X étant nul, q et ç' deviennent égaux. Donc on devra prendre la plus grande des deux valeurs données par ces formules. Donc enfin le second cas principal ne se distingue en rien de la seconde subdivision du premier cas.
II n'y a donc à distinguer réellement que les deux cas den plus grand et n plus petit que la limite indiquée par la formule (6) : le premier exigerait l'emploi des formules (5 et (7), le second l'emploi des formules (5) et (8).
14-6. Remarque sur le cas d'une section transversale homogène, — Ce cas est compris comme cas particulier dans l'élude que nous venons de faire. La seule modification à introduire
dans les formules consiste à remplacer — ' par l'inverse de Taire
de la section ou par ^yj en désignant cette aire par £2. En
effet, e n'est autre chose que la somme des produits des éléments superficiels par leur coefficient d'élasticité longitudinale £ ou bien £0, puisque £ ne varie pas d'une fibre à l'autre; d'ailleurs, par la même raison, nous aurions £ = £i ; donc
e ELI il
147. Pression maximum produite par la seule existence d'une dilatation indépendante des charges. — Revenons maintenant au calcul des effets produits spécialement par les variations de température ou par le calage, et généralement par une dilatation quelconque due à une cause étrangère aux charges. Si l'on appelle QJIa poussée de l'arc dilaté sur ses deux appuis, la composante normale N de la force totale exercée sur la section qui fait l'angle a avec la verticale sera — Q cosa; j étant l'ordonnée du centre d'élasticité de cette section par rapport à la corde, le moment fléchissant sera — Qj. Ces deux quantités atteignent leur plus grande valeur absolue au sommet de l'arc, où le cosinus devient égal
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à I et OÙ Tordonnée y coïncide avec la flèche / de la fibre moyenne. En outre, on voit que dans chaque section la partie comprimée par le moment fléchissant se trouve du côté de l'intrados, et l'on sait que la pression la plus grande produite par ce moment est supportée par les fibres les plus éloignées de Taxe de flexion. On aura donc, d'après les considérations du n''142, en désignant parc" la pression maximum cherchée, due tout à la fois à la compression uniforme et à la flexion, et conservant la signification déjà connue dans ce paragraphe aux lettres /i, e, E., r,
Or, d'après ce qu'on a vu au n® 128, Q peut être remplacé par ze — -, donc
Dans la plupart des cas particuliers r^ sera petit relativement
à - hfei à -^/*; on pourra donc poser approximativement
('o) ^".^r-^E.Tj.;
mais cette formule ne saurait être appliquée aux pièces presque droites, dans lesquelles r peut devenir grand relativement à/. 11 faudrait alors s'en tenir à la formule (9).
Exemple numérique, — Soil donné un arc du viaduc de Tarascon, dont la section a élédéûnie au n" 132; supposons une dilatation linéaire ayant un coefficient de 0,0004, ce qui répondrait à une variation de température de 36° C. On a ici
T= 0,0004, r'= 0,3009, // = !'", 70, /=4"N95; en outre, comme il s'agit d'une pièce en fonte, on peut, suivant Texpé-
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rience (n** 6), prendre pour le maximum E^ du coefficient d'élasticité
E. — 12 X lO*.
longitudinale la valeur
Avec ces données on trouve sans peine le maximum de pression par unité de surface dû spécialement à la dilatation r; il est :
D'après la formule (g) fj' = i^'^62 x lo*,
D'après la formule (lo) rj" = l'^'jSS x lo*.
Comme on le voit, les deux formules donnent à peu près le même résultat, savoir environ i^^^ô par millimètre carré. Ce résultat se réduirait de moitié si Ton attribuait au coefficient d'élasticité la valeur moyenne 6 X lo", indiquée par MM. Desplaces et CoUet-Meygret; et c'est peut-être le parti auquel on devrait s'arrêter, car pour agir rationnellement il faudrait avoir égard aux variations de la résistance à la rupture aussi bien qu'à celles du coefficient d'élasticité, ce qu'on n'est pas en mesure de faire dans l'état présent de nos connaissances.
§ III. — Construction, disposition et usage de la Table V destinée à faciliter l'emploi des formules du paragraphe précédent.
IW. But de la Table; arguments pour y entrer. — Les formules (5), (7) et (8) du paragraphe précédent, auxquelles nous avons été conduit en nous occupant de la résistance d'un arc dans les circonstances définies au n" 14.1, sont par ellesmêmes assez peu compliquées et nous paraissent susceptibles d'être employées en pratique. Néanmoins le désir d'en faciliter l'usage auliinl que possible nous a engagé à construire la Table V, placée à la fin de ce Volume. Celle Table aura d'ailleurs un autre avantage : c'est qu'elle mettra en évidence quelques conséquences remarquables des formules, que les seules ressources de l'analyse permettraient difficilement d'apercevoir.
Conservons les notations des n*" Hl à 143 et appelons, en outre, û Taire de la section de l'arc. Quel que soit le cas particulier dans lequel on se trouve, on aura toujours, en employant soit les formules [5) et (7), soit les formules (5) et (8), à calculer des expressions telles que
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OU, si la section est homogène,
6 étant un coefficient numérique variable d'une pièce à une autre.
Nous n'avons rien à dire ici des quantités p'a, e, E,, û; leur définition même explique suffisamment comment on peut les connaître; mais nous avons à montrer de quelle manière on arrivera, par le secours de la Table V, à trouver la valeur de 6.
Par l'inspection des formules que nous venons de citer, on voit que 6 est exprimé au moyen des relations :
Dans la formule (5) ^ = 2/2 4- r-^l i — in tang-y h
Dans la formule ( 7 ) S = -. 1 — =-(" cotv) >
Dans la formule (8) € = a/zcosy -+- sin^.
n désigne le rapport de la poussée horizontale de Tare au poids total ^p'a; ce rapport est donné par la formule (6) du n*» 122 ou par les Tables, et Ton voit qu'il dépend uniquement du
rapport — et de Tangle 9 ou du rapport — - de cet angle à l'angle droit; d'un autre côté, on a identiquement
ah _ h , /'
donc les trois expressions du coefficient 6 dépendent de trois arguments, qui sont :
1® Le rapport — -,
•2** L'angle 9 ou le rapport — :
3** Le rapport -•
Lorsque ces trois arguments seront connus, on conçoit que
Ton pourrait d'abord calculern parles formules ou les Tables
du Chapitre VII, puis, ayant n, voir celui des cas examinés
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au § II ci-devanl, dans lequel on se trouve, déterminer les deux valeurs de 6 qui conviennent à ce cas et choisir la plus
grande. En la multipliant par — Ei ou par ^ si la section
est homogène, on aurait la pression maximum cherchée. Or c'est toute cette série d'opérations, sauf la dernière, que la Table Y dispense de faire. On en déduit de suite, au moyen d'une opération extrêmement facile (une simple division par loo], la valeur de 6 que Ton doit finalement employer, savoir la plus grande des deux qui sont fournies par les formules (5) et (7) ou (5) et (8), suivant le cas.
Nous ne croyons pas devoir expliquer en détail la construction de la Table; elle revient en définitive à la réunion d'un certain nombre de solutions obtenues comme nous venons de le faire concevoir. Seulement la simultanéité dans la recherche de tous les résultats rendait celle-ci plus prompte el plus sûre; elle permettait aussi l'emploi de quelques procédés simples de calcul qu'il serait cependant sans intérêt de développer ici.
149. Disposition el emploi de la Table, ~ La Table donne cent fois le coefficients; elle esta triple entrée ou plutôt elle se compose d'une série de Tables à double entrée, dont cha-
cune occupe une page. L'argument — est inscrit dans le haul de la page; l'argument — dans une colonne verticale, a
gauche; l'argument -i exprimé en millièmes (c'est-à-dire
multiplié par 1000), dans une colonne horizontale, en tête de chaque Tableau. Une question particulière étant définie 'par ces trois arguments, le premier indiquera la page, le second la colonne horizontale, le troisième la colonne verticale, dans lesquelles on doit chercher la valeur de ioo8; on aura celle de 6 en séparant par une virgule les deux derniers chiffres vers la droite.
Exemples. — Prenons ~ =^ 0,0004, —^ = 0,21, -- = 0,000; la Table V donne 1006 = 4^5 et, par suite, 6 = 4><>5. Si Ton
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a* TT "a
même 1006 = 220 ei 6^=2,20.
avait — = 0,0006, --î-=zo,44> - = 0,075, on trouverait de
Dans le cas où les arguments ne seraient pas exactement dans la Table, mais seraient compris entre ceux qui s'y trouvent, on pourra procéder par interpolation ou bien se contenter de la valeur correspondant
aux arguments les plus rapprochés. Exemple : on a — ^ =o,ooo334,
--^ = 0,2082, - - 0,0567. Prenant — — o,ooo3, — ^ — 0,21 , - = o,o55,
it fi Cl' "K a
on déduira de la Table 6 = 4 ,o3 ; si Ton passe à la page suivante de la Table et qu'on porte — de o,ooo3 à 0,0004, on trouvera 6 = 3,95.
D'ailleurs on voit, dans l'une et l'autre page, qu'un petit changement
de —^ et de - autour de 0,21 et de o,o55 n'altère S que faiblement;
TT Cl
donc 6 est approximativement égal à 4»o- Si l'on tenait à procéder par interpolations régulières, la détermination de 6 serait plus longue, mais toujours facile. Voici le Tableau des calculs :
CHAP1TRB HUITlftMB.
M iO tO o P« f*^ ^"T
aa »4 •«
•o fcj
•-' vr e*5 QO - O r^
vm N4
ÎJ
isques res so
§^ fl « « a « o
fc4
»- ti
tA
«• es
td
es 09
ta
es
fo "O !>• o c^ v.-r in
iirs d de la on.
• mm
CJ . •■*
wrf
JZ ** ■^
'Zi
es
es s !3
dm
''si
ml
»o '■^ oo fo
î^:^ O r^oo mm \j^ \n Qc
v-r ^-sr vrr vr vr <o
i-ri
UT
PM
es
es
es
es
es
es
co
en
rO
ro
vr^
vrr
N.Tr
>-fc
es •Id
PO
irs
Oï
PO
vfl-
kO
•Ai
BfiFORMATlON ET RÉSISTANCB DES ARCS CIRCOLAIRES. 4??
Ce Tableau se comprend de lui-même. On voit qu'il exige huit recherches dans la Table et sept interpolations, et, quoique cela soit très-élémentaire, on perdrait ainsi le grand avantage de la rapidité. Hâtons-nous de dire que cette rigueur de calcul sera le plus souvent inutile ; nous voyons en effet, dans l'exemple précédent, que l'interpolation nous a donné, à une petite différence près, la même valeur de 6 que nous avions obtenue déjà par remploi d'arguments approchés. Au reste, les interpolations qui concernent le rapport - pourraient être faites à la lecture; alors le Tableau
ci-dessus serait réduit aux opérations 3, 6, 7, 10, i3, ij, i5, c'est-à-dire diminué de plus de moitié.
La Table donne 6 avec trois chiffres, c'est-à-dire avec une approximation variable qui parfois peut entraîner une erreur relative de quelques millièmes. Cela semble peu de chose en comparaison des grandes variations que subissent les qualités physiques des matériaux employés aussi bien que les coefficients de résistance en usage. Il serait donc évidemment inutile de rechercher une plus grande approximation au prix de calculs notablement plus longs et plus compliqués.
On remarquera, dans chaque page de la Table, un trait horizontal brisé à une certaine hauteur. En voici le sens : les nombres qui sont au-dessus ont été fournis par l'application de la formule (5) (n" 144), et, par conséquent, le maximum de la pression est alors au sommet et à l'extrados de l'arc ; les nombres en dessous du trait proviennent au contraire de l'emploi de la formule {7) (n'*144), ce qui place le maximum de pression aux reins et à l'intrados. Quant à la formule (8), nous n'avons pas eu occasion de l'appliquer. On peut donc dire que la plus grande pression se produira rarement aux naissances.
ISO. Limites de la Table. — Les valeurs de —, varient de dix-millième
en dix-millième, depuis 0,0001 jusqu'à 0,0006; puis viennent les valeurs 0,0008, 0,0010, 0,0012 et enfin 0,001 5. Dans les arcs existants, pour la grande majorité, le rapport en question est compris entre 0,0002 et o,ooo5. Un seul des exemples cités au n° 123 donne une valeur plus petite : c'est le pont du Carrousel, à Paris; un seul donne une valeur supérieure : c'est le viaduc de Lormont (chemin de fer de Bordeaux), pour
lequel —, s'approche de 0,0008. Nous pensons donc que les limites 0,0001
et 0,001 5 ont une amplitude suffisante.
Lorsque -5 est donné, le rapport - ne doit pas être pris tout à fait
arbitrairement. En premier lieu, on a (n° 123) /"< -j et, par conséquent,
->2- ou ->2V-, a a a ^
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en posant — = z. D*un autre côté, en considérant les formes usitées pour la section transversale, on voit que le rapport p descend bien rarement
au-dessous du nombre — 7 qui correspond à la section rectangulaire. On
r* I peut donc a fortiori admettre comme limite inférieure tï = "j- ' nombre
répondant au cercle plein. Alors on aura /i^ < i6r', soit —, < 162, et enfin - < 4 v/2. Donc - sera compris entre 2 \/z et 4 v/i- Attribuant successivement à z ou ~ les valeurs de la Table, on forme le Tableau ci-après:
Limite tnférleart de -• Limite rapérleure de -•
ti a
Valeun de — ,
,ooo3
,ooo5
Pour permettre les i ntcrpolations entre les résultats qui correspondent à
deux valeurs consécutives de — ,) nous avons remplacé dans la seconde
colonne du Tableau précédent chaque nombre par celui qui est immédiatement au-dessus, et au contraire nous avons descendu d'un rang dans la
colonne des limites supérieures. Par exemple, lorsque -5 est égal à o,ooo3,
au lieu do supposer - compris entre o,o35 et 0,070, nous avons admis
qu'il pourrait varier entre o ,028 et o ,080. En outre, nous avons cru devoir
rejeter comme inutile en pratique toute valeur de - inférieure à o,o3 et
supérieure à o, 10. Ces deux modifications conduisent au Tableau suivant, dans lequel on n'a d'ailleurs introduit que des multiples de o,oo5 pour les limites cherchées, en les exprimant à moins de o,oo3 près.
Valears da -=
Limite Inférienre de - •
Limite sapérieare de -
0 , oooa
o,ooo3
o,ooo5
o,oGo
OjIOO
o,ooi5
L'existence de ces limites explique les lacunes qui sont restées dans les pages de la Table.
Pour ce qui concerne Tangle ^, on a fait varier le rapport —^ entre
TT
0,12 et 1 ,00, comme dans les Tables de poussée. Mais les valeurs de ce rapport ne procèdent par degrés rapprochés (de 0,01 en 0,01) qu'entre
-- = 0,20 et — = 0,32, c'est-à-dire dans l'intervalle qui comprend les
arcs les plus ordinairement employés; en dehors de ces limites, il y avait peu d'inconvénient à avoir des dilTérences plus grandes, et cette mesure a été prise pour ne pas trop augmenter le volume de la Table.
131. Exemple du calcul de la résistance d'un arc de pont sous la charge d'e'preiwe, — Quand une fois on aura obtenu le coefficient 6, comme il a été dit au n° 149, le calcul de la résistance s'achèvera aisément. En voici un exemple.
Supposons les données suivantes :
Arguments pour entrer dans la Table V : -^ = o,ooo334, — = 0,2082,
a TT
Poids de la demi-travée, uniformément réparti suivant l'horizontale : p'a = io5 tonneaux; Aire de la section supposée homogène ; il = o°"ï,i428.
La division de p'a, exprimée en tonneaux par mille fois Cl exprimé en
mètres carrés, donnera le quotient ^ exprimé en kilogrammes par millimètre carré :
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D'un autre côté) les arguments ci-dessus indiqués nous ont donné (n"* 149) la valeur de 6 égale à 4,07; donc la plus grande pression, rapportée au millimèlre carré, sera
c'est-à-dire que la matière de Tare sera soumise à une pression maximum de près de 3''» (2''^',99) par millimètre carré.
Ces données et ce résultat conviendraient approximativement au viaduc de Tarascon, si la fonte pouvait être regardée comme homogène : nous disons approximativement, parce que la section n'est pas tout à fait symétrique par rapport à l'horizontale du centre de gravité. D'ailleurs Taugmentation du coefficient d'élasticité vers les bords pourrait conduire à modifier notablement le chiffre de 2*^^,99. Quoique les données expérimentales nous manquent pour effectuer le calcul avec quelque précision, nous rappellerons que les constructeurs du viaduc deTarascon, MM. Desplaces et Collet-Meygret, ont évalué à 6000000000 le coefficient moyen d'élasticité longitudinale des arcs (n° 6), de sorte que l'on a
De plus, le nombre E, paraît devoir être fixé à 12 x 10*; donc
pa -^ = io5ooo — -— = 1,47 X 10*.
Ainsi la quantité à multiplier par le coefficient 6 aurait une valeur double do celle que nous avons supposée tout à l'heure.
Quant à 6, il dépend du rapport — j qui peut être altéré aussi par le
défaut d'homogénéité de la section; mais la Table V montre que, avec
les arguments -3^—0,9.1 et - = o,o55, 6 ne s'écarte pas sensiblement
de 4îO, quand môme — varierait de 0,0002 à 0,0008. Il faut donc conclure de toutes ces considérations que probablement la pression maximum demandée se trouve aux environs de 6^* par millimètre carré.
D'un autre côté, il y a lieu de répéter ici une observation analogue à celle qui termine le n° 147; on remarquera que ce maximum se produit en des poiots situés à la surface extérieure de la section. Or, ces points s'étant refroidis plus vite que les autres pendant le moulage de la fonte, par suite de leur contact avec le moule, la matière y est plus serrée et plus dure que dans l'intérieur. C'est pour cela que déjà nous avons supposé au maximum £, une valeur double de la moyenne ; il est probable que la même circonstance rend aussi la matière susceptible de mieux résister à l'écrasement. Quand on pénètre à une profondeur de o"',oi
OU o^jOi au-dessous de la surface, peut-être la fonte devient-elle beaucoup plus molle et moins résistante; mais, par compensation, E, serait remplacé par un nombre beaucoup plus petit, ce qui diminuerait la pression moléculaire par unité de surface. En (in de compte, lorsqu'on en vient aux applications numériques, on voit qu'on ne peut guère faire autrement que de supposer les matériaux homogènes : leurs qualités physiques sont encore trop imparfaitement connues pour qu'on soit en mesure d'avoir égard aux différences d'élasticité ou de résistance des diverses libres élémentaires qui traversent une môme section.
l IV. — Des circonstances qni peuvent influer sur la résistance d'un arc à section constante, chargé uniformément suivant l'horizontale. — Vérification de la stabilité sous la charge d'épreuve.
152. Généralités. — On suppose toujours ici les circonstances générales admises dans tout ce Chapitre^ savoir celles qui ont clé indiquées au n**l41. Ainsi Tare est à fibre moyenne circulaire, avec une section constante; sa corde est maintenue invariable par deux appuis fixes placés au même niveau, et aucun autre obstacle ne gêne ses déformations; la charge, y compris le poids propre des pièces, consiste en un poids uniformément réparti suivant l'horizontale; enfin la section n une forme telle, que Tare fiéchit dans son plan vertical sans gauchissement (n"" 88). Alors la pression maximum, si la section est en outre supposée homogène, sera représentée,
comme on vient de le voir au paragraphe précédent, par €^-
Nous nous proposons ici d'examiner de quelle manière varie ce maximum quand, laissant le poids total p'a et l'aire 12 constants, on fait varier les trois arguments qui ont servi à trouvère (n® IW); pour cela, il suffira d'étudier les variations de 6, ei c'est ce que nous allons faire maintenant. Les trois quantités dont nous avons à rechercher l'influence sont :
I® Le demi-angle 9 au centre de l'arc, qui caractérise la figure de la fibre moyenne;
2* Le rayon de gyralion r et la hauteur A de la section, comparés à l'ouverture ia de l'arc, ou, en termes plus généraux, les éléments qui sont introduits par la forme de la seclion transversale.
I. 3* édil. 3i
483 CHAPITRE IIUlTlfcMB.
153. Influence du demi-angle au centre de la fibre moyenne ou du rapport entre la flèche et V ouverture, — Pour se rendre compie de celle influence, il suffil de prendre la Table V el de parcourir les colonnes verlicales : ces colonnes renfennenl effeciivemenl une série de valeurs de 6X100, oblenues en
faisanl varier le rapport — '- sans changer — ni -• Or on voit
2 o que, en parlant de — = o, 12 et allant jusqu'au plein cintre,
€ diminue d'abord pour augmenter ensuile, c'esl-à-dire qu'il
2 o' y a une certaine valeur - - à laquelle correspond le mîni-
mum de 6 ou la plus grande résistance à une charge uniformément répartie suivant Thorizonlale, toutes choses égales d'ailleurs. On remarque en outre que, dans une même page
r^ de la Table, — resiani conslant, cel angle 9', qui donne à Tare
le plus de résistance, varie peu quand le rapport - change.
C'est pourquoi, dans le Tableau ci-dessous, nous indiquons
seulement une valeur de — - pour chaque valeur de -;; elle
est une moyenne entre celles que l'on obtiendrait en faisant
varier - dans les limites de la Table. Nous y avons de plus a ^ r
consigné, en regard du nombre-^» la valeur correspondante
du rapport k de la flèche à l'ouverture, rapport dont les ingénieurs se servent ordinairement pour déflnir la figure de la fibre moyenne.
Rapport - . •
Rapport -J- .
Rapport k.
OjOOO'l
o,3cj
0 , OOOJ
0 , oooG
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Les chiffres de la seconde colonne de ce Tableau ne doivent être considérés, bien eniendu, que comme approximatifs. Pour avoir plus de précision, il aurail fallu construire la Table avec plus de chiffres et avec de plus petites différences entre
deux valeurs consécutives de Targumenl — -^- Mais, comme
aux environs d'un minimum les variations sont faibles, une solution plus exacte serait sans intérêt pratique.
On voit par conséquent que, si l'on construit une série d'arcs dont la section serait la ménje, ainsi que la charge totale et l'ouverture, ces arcs étant tous d'ailleurs dans les conditions rappelées au n** 152, celui-là résistera le mieux qui aura un
demi-angle au centre variant de o,3i à o,5i d'angle droit,
/•^ suivant la valeur de -- qui résulte des dimensions données de
la section. Par exemple, si — était égal à o,ooo3, il faudrait
ce
que le demi-angle au centre fût environ 0,39 d'angle droit, ou que la fibre moyenne fut 0,39 de sa demi-circonférence, ou bien encore que la flèche fût les o,i58 de l'ouverture, si d'autres motifs ne devaient pas être pris en considération. Les arcs destinés à supporter les travées de pont sont en général un peu plus surbaissés : on augmente ainsi le débouché laissé au libre écoulement des eaux, et on diminue l'importance des tympans.
Cependant il ne faudrait pas se laisser aller à employer, sans raison particulière, un surbaissement excessif, car les varialions de température pourraient alors donner lieu à une poussée considérable (n* 128), d'où résulteraient des efforts accidentellement très-grands dans la matière de l'arc.
Ainsi, dans le pont de Tarascon, surbaissé au douzième, une dilatation linéaire de 0,0004 entraîne un supplément de pression égal à environ l'^sG par millimètre carré (n° IW) ou tout au moins à la moitié de ce nombre quand on suppose la matière de l'arc homogène, et cela constitue déjà une pression notable, bien que le surbaissement soit modéré.
154. Influences spéciales de la hauteur de la section transversale et de son rayon de gy rat ion. — Lorsque — et — ^
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restent conslants» les valeurs successives de êXioo, qui résulient des changements de -? se trouvent sur une même ligne horizontale de Tune des pages; par conséquent, on voit que les valeurs de 6 sont croissantes avec -• Au contraire,
si, laissant -^ et - invariables, on fait passer -- par des va-
leurs de plus en plus grandes, on sera conduit à reconnaître que o diminue. Nous conclurons donc qu'il est avantageux de diminuer autant que possible la hauteur, quand on peut le faire sans entraîner une diminution correspondante dans le rayon de gyraiion, et, par contre, que, la hauteur restant fixe, il est bon que le rayon de gyration soit aussi grand que possible. Ces mêmes remarques sont vraies pour les pièces droites (n** 51), car l'avantage de telle ou telle forme de section, à
égalité d'aire, est en quelque sorte mesuré par le quotient -r--
l.ïo. Injluence des variations déforme de la section tituisi'ersale, en général. — Lorsque les changements de forme de la section transversale ont pour conséquence de modifier à la fois, dans le même sens, sa hauteur et son rayon de gyraiion, on ne peut plus dire a priori quel en sera le résultat. Si, par exemple, la hauteur augmente, ce sera pour la pression maximum une cause d'augmentation; mais, d'un autre côté, cette pression diminuera simultanément par suite de raccroissement du rayon de gyration. L'effet total sera dans un sens ou dans l'autre, suivant les cas.
Voici un exemple curieux sur ce sujet. Une série d'arcs de même ouverture satisfait, sous le rapport de la charge, de la section, etc., aux conditions rappelées au n" 15i; tous ont une section rectangulaire homogène et d'égale surface; tous supportent la même charge, y compris leur poids propre : on demande dëtudier comment variera la pression maximam, quand on augmentera ou diminuera la hauteur de la section, la base variant en raison inverse, de manière à laisser le produit constant.
Dans la question actuelle, le rayon de gyration r est toujours lié à là
hauteur h par la relation très-simple r^ = — h*, d'où Ton conclon —^
quand - sera donné. Nous avons d'abord considéré trois sections rectangulaires que nous désignerons par les n** 1,2, 3, et dont les hauteurs sont décroissantes, comme il est indiqué ci-après :
Section i -
Section a.
Section 3.
= 0,06, -^ = — X o,oo36 = o,ooo3:
Si Ton choisit, en outre, une valeur quelconque de Tangle au centre, la Table V fera aisément connaître les valeurs correspondantes du coefficient ^. Voici ce qu'on trouve :
RAPPORT
C0EFF1CIE?IT 6 POUR LA SF.CTION
TT
4,oS
3,iG
3,oG
3,oG
RAPPORT
TT
o,Go
COEFFICIENT 6 POUR LA SECTIO
-- -"■"'^^^^fc
no 3.
'\rfi
2, Go
Ce Tableau montre que, pour résister à une charge uniformément répartie suivant l'horizontalo (sous les autres conditions du n° 152) la section n** 3 sera la meilleure quand <p sera au plus égal à 0,26 d'angle
droit; depuis — ^ = 0,28 jusqu'à -^ = 0,34, ce sera la section n° 2 qui
donnera lieu à la moindre pression, et au-dessus de -^ = o,34 |la section n° I prendra le premier rang. La différence de résistance est très-
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marquée pour les arcs voisins du plein cintre, quand —^ se rapproche
TT
(le 1 ,00; elle est moins sensible pour les arcs très- surbaissés et disparait
pour ainsi dire entre les limites -^ =0,26 et -^ =0,32, correspondant
au surbaissement de — et de tt environ.
Le Tableau ci-dessus indiquant que pour les arcs fortement surbaissés on augmente la résist^incc en diminuant la hauteur de Tare (dont la section conserve, bien entendu, son aire constante), il y a de rinlérêt à chercher la hauteur qui donnerait le résultat le plus avantageux. Nous
2 9 avons fait cette recherche par tâtonnement pour la valeur ~ =0,12,
non plus au moyen des Tables, dont les limites deviennent trop restreintes, mais en nous servant directement des formules du n** 144. Voici les résultats de cinq essais dans lesquels on s'est d'ailleurs contenté de chercher ^ à o,o5 près :
1* - = 0,02; — = — (0,02)- = o,oooo333; rapport de la poussée
au poids de la travée n = 2,624. La valeur de 6 est donnée par la formule ( 5 ) du n° iAi; on trouve ç = 6 , J.
2* -~o,oi5: — = — (o,oi5)'= 0,00001875; 71=2,632. Le plus
grand maximum se trouve par la môme formule, qui donne 6 = 6,».
3** -=o,oi; —7 = — (0,01 1^ = 0, 00000833: /i = 2,637. La valeur
a ^ ^ cr VI ' '
de 6 est toujours donnée par la formule ( >) ; elle est 0 — 6,2.
4* - = o,oo5: -r-, = — (o,oo5}' = 0,00000208: n = 2,640. On trouve a « 1 2
encore par la même formule ^ = 6,4.
5° - = 0,001; —5 — — (0,001)' ~ o,ooooooo833; n = 2,G4i. Dans ce a ^ (r \'i ' ' '
cas, la formule (7) conduit à un résultat plus grand que la formule (5).
savoir 6= 10, 4-
En conséquence, dans la question qui nous occupe, le rapport le plus favorable de la hauteur à la demi-ouvierture serait voisin de 0,01 ou o,or5, nombres auxquels correspondent des valeurs de 6 sensiblement égales. On voit que ces valeurs sont à peu près les 0,7 de celle qu'on obtiendrait en
faisant - =0,10, et, les sections restant constantes ainsi que la charge, a
les pressions maxima seraient dans le même rapport. On voit, en outre, que, si l'on diminue trop le rapport - , on finit par rendre 6 plus grand
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qu'il ne Tétait pour - = o,io. A la limite, en faisant // = o, on aurait
0 = 00, car on a /•' = -r^''» ^*^^ résulte —j = -y-j quantité qui devient infinie quand h s'annule et qui rend également infinis les seconds membres des formules (5) et (7) (n° 144).
156. Réflexions sur les exemples qui précèdent. — Il convient d'insister sur ce qu'il y a de remarquable et d'inattendu dans les résultats que nous venons d'obtenir. Les formules de résistance des pièces droites et de nombreuses expériences ont montré que, à section et à charges égales, les pièces rectangulaires résistent d'autant mieux qu'elles ont une plus grande hauteur transversale. Il en est tout différemment dans une pièce cburbe, et quelquefois l'augmentation de la hauteur de la section est nuisible à la résistance. Souvent elle est indifférente et ne produit pas de changement sensible.
On n'oubliera pas les données admises dans la solution de ces problèmes. Nous nous sommes occupé exclusivement de la résistance à une charge uniformément répartie suivant l'horizontale, sous certaines conditions (n° 132). S'il y avait, en quelques points, des poids isolés assez considérables, les résultats pourraient se trouver modifiés. Ainsi nous nous sommes assuré (par un calcul que nous supprimons, pour ne pas étendre outre mesure cette discussion) que, si l'on considérait seulement la résis-
tance à un poids suspendu au sommet, ~ étant égal à 0,12, et toute
autre charge étant négligée, le rapport - = «, 10 serait celui qui produirait la moindre pression parmi tous ceux essayés au n° 1d5. L'examen d'autres circonstances que nous avons omises, notamment l'étude des effets produits par les chocs et les vibrations, conduirait peut-être aussi à des nombres un peu différents.
D'ailleurs il est des doutes qui peuvent naître de la théorie elle-même. Sans parler des hypothèses fondamentales, dont il est permis de douter, puisque ce sont des hypothèses, nous avons admis (n° 93) une répartition uniforme de la réaction des appuis sur les sections extrêmes : or, pour une section de petite hauteur, comme nous en avons trouvé au n° 15o, un léger écart aurait une influence assez grande sur la résistance. Quoi qu'il en soit, le fait théorique mis en lumière par les exemples du n° 155 est digne de fixer l'attention des constructeurs, et des expériences sur ce sujet seraient à désirer.
11 serait difficile d'expliquer a priori d'une manière complète ces résullale, qui se présentent ici comme corollaires de calculs passablement compliqués. Seulement, quand on en cherche la trace dans les calculs antérieurs, voici ce qu'on remarque.
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r Le déplacement d*un point appartenant à la fibre moyenne d*anf pièce courbe, par l'effet d*une force, est composé de deux parties :
Celle qui est due à la variation des angles de contingence;
Celle qui est produite par Textensibilité de la fibre moyenne.
Lorsque, sans altérer les charges et l'aire de la section, on change seulement la forme de celle-ci, la seconde partie reste constante, mais la première varie en raison inverse du carré du rayon de gyration, car il y a d'autant plus de résistance à la rotation relative des sections (|u'elles ont un plus grand moment d'inertie.
2° Un arc circulaire à section constante, placé dans les conditions du (Chapitre VII, étant uni()uement chargé de poids, on diminue sa poussée quand on augmente le moment d'inertie (ou le rayon de gyration) de sa section, sans en altérer la surface. En effet, on a vu (n" 123) que la poussée s'obtient en multipliant ce que nous avons appelé sa partie prin-
ripale par le coefficient- --,? qui diminue évidemment quand raug-
mente, tandis que la partie principale ne dépend pas de cette ligne. En examinant les choses de près, on reconnaît que la partie principale serait la poussée qui se produirait si Ton pouvait faire abstraction des variations de longueur de la fibre moyenne ; les coefficients > et V s'introduisent quand on en tient compte. Or, d'après la remarque précédente, ces variations prennent une importance relative d'autant plus grande que le rayon de gyration r est plus considérable, toutes choses égales d'ailleurs : l'altération de la poussée principale doit naturellement alors être plus profonde.
3** Supposons un arc à fibre moyenne parabolique chargé de poids uniformément distribués suivant l'horizontale et symétrique par rapport à la verticale du sommet. Soient// le poids par mètre courant horizontal, xa l'ouverture, /la fièche. Appliquons à chaque extrémité une force
verticale ascendante p'a et une force horizontale ^—r dirigée du côté de
la verticale du milieu. Les choses étant ainsi, on reconnaît aisément qae les forces extérieures, agissant depuis une extrémité jusqu'à un point quelconque de la fibre moyenne, ont un moment nul par rapport à ce point, et l'on en conclut que les angles de contingence ne varient pas par le déplacement de l'arc; do telle sorte que, si l'on négligeait la compres-
sibilité de la fibre moyenne, les dimensions ne changeraient pas et les
p'd' extrémités resteraient fixes. Si l'on supprime les forces p*a et ^-r-
appliquées à chacun des points extrêmes, mais qu'on rende ceux-ci in\^-
riables, il est clair, d'après cela, qu'ils fourniront les réactions //a et^-rr j
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puisque ce sont elles qui sont capables de produire rimmobilité de ces points. La môme conséquence s*étend à un arc circulaire très-surbaissé, parce que cet arc peut être confondu avec une parabole. Mais elle cesse d'être admissible pour la parabole comme pour le cercle dès que le rayon de gyration de la section transversale est un peu grand, parce que la corapressibilité de la fibre moyenne devient une cause relativement importante de déformation, et qu'on ne peut plus la négliger.
4** Quand la poussée d*un arc parabolique, ou circulaire et à petite
flèche, est égale à - — , le moment des forces étant toujours nul, comme
on vient de le dire, la courbe des pressions se confond avec la fibre moyenne; donc la pression se répartit uniformément sur toutes les sections, ce qui est favorable à la résistance. Puisqu'une augmentation du rayon de gyration fait décroître la poussée, elle tend aussi à écarter de plus en plus la courbe des pressions de la fibre moyenne, ce qui produit dans chaque section une répartition inégale de la force et tend à augmenter la pression maximum.
Mais il existe dans les formules ( 5) et (7) du n° 1 4i un facteur -j dans
lequel le carré r' du rayon de gyration entre en dénominateur; racornissement de /• tend donc aussi, d'un autre côté, à diminuer la pression maximum. Ce sera l'une ou l'autre de ces deux tendances qui l'emportera, suivant les cas, et quelquefois elles se contre-balanceront. Lorsque r varie seul et va en croissant, la hauteur h de la section et toutes les autres quantités restant constantes, nous avons vu (n" 154) que la pression maximum est décroissante. Mais si h croît proportionnellement à r, de
telle sorte que le rapport —7 soit en raison inverse de la première puissance de /'au lieu de la seconde, l'exemple du n° iSrJ montre que c'est alors la première tendance qui domine et qu'il est avantageux d'avoir un petit rayon de gyration, ou, si l'on veut, un petit moment d'inertie. Toutefois l'avantage cesserait, comme on l'a vu, en prenant des sections trop aplaties, parce que la coïncidence de la courbe des pressions avec !a fibre moyenne n'est qu'approximative, et le petit écart qui existe entre les deux courbes a une très-grande influence quand la hauteur de la section est très -petite.
157. Vérification de la stabilité sous la cliarççe d'épreuve. — Quand on aura déterminé la pression maximum qui a lieu sous l'action de celle charge, il suffira de s'assurer que ce maximum est au-dessous de la limite que l'expérience fait connaître. Si Ton se donne toutes les dimensions de la section excepté une, ou si Ton se donne une figure semblable à la section, la
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condition dont nous venons de parler surOra pour en compléter la détermination.
Cette vérification de la stabilité, ne se rapportant qu'à un des systèmes de charges qui peuvent peser sur la pièce, ne doit sans doute être regardée que comme une première indication. Pour avoir une certitude plus complète, il faudrait considérer tous les systèmes de charges et prendre, dans chaque section, celui qui serait le plus défavorable à la résistance; il faudrait, en un mot, répéter pour les pièces courbes ce que nous avons fait au n^ 29, pour une poutre posée sur deux appuis, ou dans la troisième partie du Cours, pour les poutres à plusieurs travées solidaires. Mais ce serait une discussion trop compliquée pour être faite autrement que sur des cas particuliers. Nous avons donné dans les Chapitres précédents les indications générales qui peuvent être utiles à l'ingénieur auquel un projet de pièce courbe donnerait occasion de l'entreprendre.
§ V. — Résistance des vases cylindriques soumis à la pression uniforme d'un gaz; épaisseur qn*il convient de donner asz parois d'une chaudière à vapeur.
158. Résistance d'une chaudière à profil exactement circulaire. — Supposons un vase de longueur indéterminée, dont
la matière est comprise entre deux cy-
^^' lindres circulaires concentriques. La
^. :r_^ . -^ Jig' 68 en représente le profil iransver-
//^' ^\ sal. A l'intérieur agit une pression con-
\\ stante de p kilogrammes par unité de
B surface; à Texlérieur une pression p'.
\ /y On néglige toutes les autres influences
^\. ^^ y^' déformairices, telles que le poids propre
^^^^T^^ du vase, la réaction des appuis, l'action
des bases du cylindre, etc.
Les choses étant ainsi, on voit tout d'abord que la fibre moyenne du profil ACBDA'C'B'D', considéré comme pièce courbe, doit rester circulaire après l'action des pressions p et p^ comme avant, car, tout en étant symétrique par rapportau diamètre A'B', ce diamètre restera encore axe de symétrie
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dans l*état final, et par suite sera encore normal à la fibre moyenne; comme on peut en dire autant de toute autre ligne passant par le centre primitif 0, on voit que toutes les normales de la fibre moyenne définitive concourent en un même point, propriété qui n'appartient qu'aux normales d'un cercle. Les sections normales telles que AA' ou BB' n'éprouvent pas de mouvement de flexion, car chacune d'elles reste dans son plan primitif; elles sont par conséquent soumises à une tension ou pression uniforme.
Pour en connaître la valeur, il faut chercher Tintensilé de la résultante des pressions exercées sur la surface concave ACB et sur la surface convexe A' C B' , résultante qui doit être équilibrée par les actions moléculaires des sections AA' et BB'. Or la résultante se trouve aisément, quand on se rappelle ce théorème d'Hydrostatique, savoir que, si une pression constante par unité de surface est appliquée normalement sur un contour fermé, la résultante des pressions sur les divers éléments superficiels est alors nulle. Si l'on appelle d le diamètre AB, d' le diamètre A'B', / la longueur du cylindre perpendiculairement au plan de la figure, en considérant ACB et A'C'B' comme des contours fermés (y compris les plans AB, A'B'), on voit que la pression totale supportée par le demicylindre ACB est égale à celle que supporterait le plan AB, soïi h pld, et que la pression supportée par A' C'B' est de même p'ld\ La résultante est donc
±l[pd — p'd'}z:^y.
Elle tendra à opérer la séparation des deux moitiés du vase en AA' et BB' si la pression intérieure l'emporte ; elle serrera ces deux moitiés l'une contre l'autre dans le cas contraire.
Soit maintenant c l'épaisseur W' = -[d — rf'); soit en-
core R la plus grande force longitudinale par unité de surface à laquelle on veuille soumettre la matière du vase. La force N est équilibrée par une pression ou tension uniforme exercée sur la surface 2AA'/ ou /(rf— rf) oua/c; donc, pour obtenir l'épaisseur strictement nécessaire, on devra poser
±i{pd-p'd') _
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soit, à cause de d' — rf-f- 2c, d'où Ton lire Tinconnue
Le double signe dz doit êire remplacé par -h si p est plus ^rand que p' et par — si p' est plus grand que p.
La quantité II, lorsqu'il s'agit de chaudières à vapeur en liMe, est grande relativement à p\ £n effet, si nous supposons
il •.>85oooo, ce qui n'atteindrait généralement pas — de la
lorce de rupture, et si d'un autre côté nous raisons/^'=:io33oo, limite répondant à une pression de 10 atmosphères, en dessous de laquelle on se tient d'habitude, 11 en résulterait encore K>27/?'. On écrira donc simplement, en désignant par/?'' la valeur absolue de la différence p — p' (quantité qu'on appelle aussi la pression effective),
Lorsque la pression effective p' est exprimée en atmosphères, n étant le nombre d'atmosphères correspondant, on A p'' =:ioZ3on; substituant cette valeur dans c, et faisant en outre U = ?.85oooo, on trouvera
c rrr 0,00l8/l(/.
L'ordonnance royale du 22 mai 1843 (') prescrivait de déterminer la moindre épaisseur des chaudières à vapeur, dans le cas où la pression intérieure est dominante, par la formule
(llj c rrr O,00l8/lrf -I- 0,003.
L'excédant de 3 millimètres donné par celte formule a pour but de pourvoira l'usure de la chaudière et aux circonstances secondaires dont la théorie ne tient pas compte.
C) Aujourd'hui abro(;éR. L'épaisseur des chaudières autres que celles de> l)ateaux a vapeur n'est plus soumise à aucune réglcmcDlation administrative.
Quant aux chaudières ou tuyaux h vapeur pressés du dehors en dedans, Tordonnance précitée portait qu'on devait leur donner une épaisseur plus grande et en outre les munir d'armatures. Une instruction minislérielle du 17 décembre 1848 exigeait que, dans ce cas, l'épaisseur de la tôle fût une fois et demie celle que donne la formule (11). Elle recommandait d'ailleurs, comme armature, des anneaux en fer forgé concentriques avec le tuyau à renforcer. Pour justifier ces prescriptions, on peut dire d'abord que, si p l'emporte, la matière est comprimée au lieu d'être tendue, et que la tôle résiste moins bien aux pressions qu'aux lensions; en outre, un cylindre circulaire supportant extérieurement une pression uniforme est pour ainsi dire en état d'équilibre instable, car, si par une cause accidentelle le profil s'est un peu aplati, de manière à se rapprocher d'une ellipse, l'aplatissement s'augmentera par l'effet de la pression, tandis qu'il diminuerait par l'elfet d'une pression intérieure dominante. Or un très-faible écart de la forme circulaire a pour résultat de mettre en jeu la flexion, de donner lieu à une répartition inégale des forces moléculaires, et enfin d'exiger une épaisseur plus grande pour résister convenablement. C'est ce qu'on va voir par la solution du problème ci -après.
159. — Résistance d*une chaudière à profil faiblement elliptique. — Soit ABA'B' [fig. 69) le profil transversal tnoyen de la chaudière dans la forme j.. ^ j. définitive que lui a donnée Taclion du gaz. Pour fixer les idées, nous supposerons la pression intérieure dominante, et nous désignerons par p l'intensité de la ,.
pression eifeciive rapportée au *' " Vi ^
mètre carré. La courbe ABA'B' / \
est une ellipse peu différente d'un ---^-----^
cercle dont les axes principaux *^''
sont AÂ?, BB'; nous poserons ÀA' = 2a et BB'= aez y'i — e% 6 étant la quantité (ici très-petite) qu'on appelle excentricité de Vellipse. Imaginons que la chaudière soit coupée en deux par le plan AA' et prenons une portion ayant pour longueur
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l'unilé, suivant la perpendiculaire au plan de la figure. Nous aurons ainsi une pièce courbe, dont ABA', par exemple, serait la fibre moyenne, et dont il faudra vérifier la résistance.
Il est avant tout nécessaire de connaître les actions qui s'exercent dans le plan de séparation des deux moitiés ABA', AB' A', ou, en d'autres termes, quelles forces il faut supposer exercées dans ce plan pour pouvoir enlever AB'A' et ne conserver que la moitié supérieure du profil. On voit d'abord que dans le joint A les réactions égales et contraires des deux moitiés Tune sur l'autre sont deux forces verticales, car il faut qu'elles soient à la fois dirigées suivant la même ligne et symétriques par rapport à AA'. Leur intensité est d'ailleurs pa, parce que la résultante des pressions exercées sur la surface courbe ABA' est égale à la pression exercée sur le plan AOA' ou à ipa et que les réactions en A et A' sont les mêmes. Toutefois, nous ne connaissons pas d'avance le point d'application de ces réactions; pour les considérer comme appliquées sur la fibre moyenne elle-même, il faut en même temps joindre à chacune de ces forces un couple fx, produit par le déplacement de leur point d'application. Donc enfin la pièce courbe ABA' doit être regardée comme soumise :
ï° Aux pressions exercées par le gaz sur les différents éléments du cylindre ABA';
2<» A deux forces dont l'intensité est pa, dirigées de haut en bas (si la pression intérieure domine ) et appliquées suivant la tangente à la fibre moyenne, en A et en A';
3" A deux couples [x, — ^, appliqués dans les sections extrêmes, en A et A'.
Pour déterminer p., on exprimera que la rotation relative des sections B et A est nulle. Or, si l'on prend un point C sur le quart d'ellipse AB, la pression du gaz sur CA étant la même que sur la ligne brisée CDA qui a les mêmes extrémités, le moment fléchissant au point C sera
équation dans laquelle j^ CD, x = 01) sont les coordonnées de C par rapport aux axes principaux de l'ellipse. En réduisant,
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on trouve
D'ailleurs l'équation de Tellipse sera
r^-h'i — e^|^'— /7'll
et l'on en lire donc aussi
La rotation relative de la section faite en C et de la section infîniment voisine séparée de la première par un arc ds de la fibre moyenne sera, sauf un facteur constant, Xr/5, et, puisque la rotation relative des sections faites en B et A doit être nulle, il faudra qu'on ait
l'intégrale étant prise dan§ l'étendue totale de l'arc AB. On posera donc, en appelant L la longueur de cet arc,
~ [)i^ j X' (h - - p t-d'* L -f- ;JL L rz:: O.
fx^ds est le moment d'inertie de l'arc AB relativement à l'axe des j, ou bien L multiplié par le carré du rayon de gyration; 01, comme l'arc AB diffère très-peu d'un quart de cercle, le carré
du rayon de gyration sera sensiblement égal à - a' (n^'âS,/). Donc
- pz^a^L wî'a'L -h u.L z- o.
et, par suite,
lj.=:p)a'e',
valeur qui, substituée dans X, donne
X— -pz-^ix^ — (i
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On voit par cette expression que le moment fléchissant X est d'abord négatif aux environs du point B, où il a pour
valeur —jpa^e}; qu'il décroît ensuite en valeur absolue et
devient nul pour x =:—=:> ce qui correspondrait exactement
au milieu de Tare AB si cet arc éiait identique avec un cercle; enfin, qu'après s'être annulé, X croît en valeur absolue et
devient égal à jpà^i^ pour a: = «. Le signe de X montre que
dans les environs de B la courbure augmente, parce que la rotation relative de deux normales consécutives, ayant lieu dans Je sens de Oy vers Ox, tend à augmenter leur angle; le fait contraire se produit en A. Donc la pression du gaz tend a amoindrir l'ellipticité du profil. Nous arriverions à une conclusion directement opposée si la pression extérieure dominait. Soient maintenant c l'épaisseur de la chaudière et E le coeflicient d'élasticité longitudinale de la matière qui la compose. La pièce courbe dont la fibre moyenne est ABA' aura pour section transversale un rectangle dont les côtés seraient cet i; la dimension c étant celle qui se trouve placée perpendiculairement à Taxe de flexion, le rayon de gyration de la section
transversale par rapport à cet axe sera cl/ — (n® 22,/), dans l'hypothèse d'une matière homogène, et le moment d'inflexibilité correspondant aura pour valeur — Ec* (n* 20). Donc
i*angle ^ du mouvement de flexion entre deux sections infiniment voisines devra satisfaire à la relation [n** 6^)
X = -LEc4' 12 as
qui donne
, i2.\(is
et, attendu que la fibre la plus éloignée de Taxe de flexion s*en trouve à la dislance -c, cette rotation ^ donne lieu à un maxi-
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mum de pression ou tension exprimé par —-^ ou par — y •
US V
Mettant à la place de X son maximum -jpa^e^, on en conclut
la plus grande valeur de la tension d'une fibre par le seul effet
de la flexion, valeur qui est —
A cette force moléculaire il faut encore joindre celle qui correspond à l'extension uniforme entre deux sections consécutives, laquelle sera toujours à peu près la même que dans le cas du profil circulaire et aura par conséquent pour
expression ^- Ainsi l'épaisseur c devra être déterminée par
réquation
pa Zpa}i* ^ ^ -h ^^- — R,
soit, en remplaçant, comme au n° 158, p par io33o/i, a par - d, R par 2850000, et résolvant par rapport à c.
o , 0009 nd[ I -f- i /
Si Ton admet qu'il est nécessaire d'ajouter encore o",oo3 à celte épaisseur théorique pour avoir égard à l'usure de la chaudière et autres circonstances secondaires qui diminueraient la résistance, on posera définitivement
f I i855£'\ c '- o,ooo9/i(/^ ï ~^ \/ ï H — ) -+-o,oo3.
Lorsque e = o, celle formule devient identique avec la formule (il); mais il n'est pas nécessaire que s soit bien grand pour que leurs résultats soient notablement différents. Ainsi, en faisant n = 5, £'= 0,02, rf = i", la formule (11) donnerait c = o™,oi2, tandis que la formule (12) donnerait c = o°*,o2o, c'esl-à-dire le résultat de l'autre formule augmenté dans le rapport de 3 à 5.
On voit donc qu'une petite excentricité dans la forme définitive du proGl transversal a une influence considérable sur la
I. 3« édit. 3a
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résisiance, et, comme celle excentricité tend à s'accroître ou à diminuer suivant que la pression la plus grande agit à l'extérieur ou à riniérleur, on comprend aisément que le premier cas présente plus de chances d'accidents et par conséquent exige l'emploi de chaudières plus épaisses.
Calcul de la déformation du profil elliptique, — hà. formule (12) exprime l'épaisseur c en fonclion de rexcentricité c du proûl définitif; afin de pouvoir comparer les épaisseurs nécessaires, à égalité de rexcentricité primitive e,, pour résister à une pression effective /?, quand elle agit successivement en dedans et en dehors, il faudrait avoir s en fonction de e,. Il est donc utile d'étudier les déformations subies par le profil, ou tout au moins l'altération de son excentricité : cherchons à cet effet les longueurs Aa et A^ dont les demi-axes ont varié.
On peut calculer ^a en appliquant au point Â Téquation (3) du
n° 83; on prendra le point B [fig, 69) pour origine des intégrales définies,
et l'on fera
A.r, = A«, Aj:. = o, p, = o, J\ = o\
alors réquation devient
A^ — / ~ d.r -h I -~ -y dx. J e ! en dx
La force N, tension totale dans une section, est, comme nous l'avons déjà dit, sensiblement constante et égale à pa : comme en outre son intensité rapportée à l'unité de surface est le plus souvent inférieure à la limite de 3 kilogrammes par millimètre carré (même dans l'hypothèse d'une flexion nulle), elle produira un allongement relatif uniforme de I ou 2 dix-millièmes dans tous les éléments de la fibre moyenne ('). Elle n'aura donc pas d'influence appréciable sur le changement d'excentricité. Ainsi nous prendrons simplement
A/? = / ^ -,- dx, J er dx
Il faut dans cette formule remplacer X par -rpi^[ix^—à^) et ef* par
— Er'; de plus, en considérant la courbe BA comme un cercle, on.aun
ds _ I _ OC _ a dx ~ cosOCD ~~ CD ""j'
(M Le fer s'aUonfre de environ de sa lonsueur primitire sous WM
tension longitudinale de i^> par millimètre carré.
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par suite
ou bien, à cause de la relation a^ — b^= «'s',
Sa= —
Ec"
On aura évidemment A^, si dans cette équation on change a en 6 et inversement; donc
quantité que l'on peut regarder comme égale à — Aa, vu le peu de différence que l'on suppose entre n et b, «
Ainsi donc, si l'on nomme a^ et b^ les demi-axes primitifs, d le diamètre (sensiblement égal à 2/7 ou à 26, ou bien à la somme a -+- ^, ou encore à «,,-»- 6J, on posera
on en déduit par soustraction
et par suite
^-^2Ec' D'un autre côté, on a
aU^ = a^—b^ = (a^b)(a-hb), soit, puisque a diffère peu de b,
de même,
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Donc, si les dimensions n^ont pas élé fortement altérées, on pourra écrire
e] ^ a, -' h, ^ ^ _^ prP e' a — b lEà
et finalement
EH
Les calculs qui précèdent ont été faits en prenant la valeur de X relative au cas où la pression effective p agit intérieurement : dans cette hypothèse, la formule ( 1 3 ) ne peut pas présenter de diCBculté et donnera e* en fonction de t\. Mais, si p agissait au dehors, les forces changeraient de sens ainsi que X; pour répéter les mêmes calculs, il faudrait donc changer partout le signe de p^ de sorte qu'on arriverait à l'équation
2fcr*
Or il en résulterait une valeur imaginaire pour e si le dénominateur du second membre n'était pas positif; une telle conséquence indiquerait que nous sommes parti d'une hypothèse inexacte en supposant la déformation petite, et, par suite, la chaudière n'aurait pas une stabilité convenable. Lorsque la pression se trouve à l'extérieur, il faut donc satisfaire à la condition
soit en résolvant par rapport à c, après avoir fait/? = io33o/ï, E = axio'*, et par conséquent J-= = 0,0000002 5 8//,
(i5) cy 0,0064 rfy/^.
Voilà une limite inférieure de Tépaisseur, en dessous de laquelle on ne devra pas descendre; il faudra même en approcher d'autant moins que t\ aura une valeur plus notable, car autrement e pourrait devenir grand, ce qui compromettrait la chaudière. C'est un fait assez remarquable que l'existence d'une telle limite, déterminée indépendamment du maximum de pression auquel on peut soumettre la tôle : on y est parvenu en exprimant par le calcul que la chaudière a une roideur suflisante pour n'éprouver que de petites déformations quand on la presse extérieurement, et qu'elle n'est pas exposée à s'aplatir comme pourrait le faire une membrane très- mince et très-flexible.
Maintenant, pour avoir l'épaisseur en fonction de rexcentricité primitive, il faudra, dans l'équation qui nous a conduit à la formule (la), remplacer s' par l'une des expressions (i3) ou (i4), ce qui donnera, eu égard
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à la relation a = -d.
ic'J
Le double signe ±: sera -h ou — suivant que la pression dominante agira en dedans ou en dehors; de plus on devra, suivant Tusage, considérer la quantité c déduite de cette équation, non comme l'épaisseur réelle, mais comme l'épaisseur diminuée de o",oo3.
L'équation ci-dessus, étant du quatrième degré en r, ne sera jamais d'un emploi bien commode; afin d'en simplifier la forme autant que possible, nous supposerons d'abord c exprimé en millimètres, et nous écrirons, en tenant compte aussi de la valeur déjà donnée de -^ ?
I ooo pd 3X1 o' pfP s 5
■ (- — —, rr: ;:rr" — U.
Se
Dans le système de l'ordonnance de i843, on avait pris R = 2860000 environ; plus exactement on avait posé
loooor/ f = -'— = 1,8 na.
d'où résulte
la substitution de cette valeur dans notre équation fera disparaître le facteur looo/? et donnera
Désignons par jc le rapport — - — - > c'est-à-dire le rapport entre l'épaisseur diminuée de o™,oo3 et la valeur i^Snd qu'aurait cette quantité si l'on s'en tenait à l'ordonnance de i843; nous ferons alorsc = i,8/?rfx dans la relation précédente, qui deviendra
\ 1,8/2'^V d'où l'on tire sans peine
(16) ^l = o,oo2in(x-i)(^x±^^.
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Au moyen de l'équation (i6), on peut immédiatement et sans difficulté construire un Tableau à double entrée, faisant connaître i] en fonction des arguments n et x. Réciproquement, ce Tableau étant construit, on peut en déduire un autre qui donnera x au moyen des arguments n et e^, à peu près comme une Table de logarithmes permet de trouver le nombre correspondant à un logarithme donné. C'est ainsi que nous avons calculé le Tableau suivant : les valeurs de x qu'il indique, ayant été en général obtenues par des inlerpolalions, peuvent parfois présenter une inexactitude d'une ou deux unités sur le dernier chiffre, ce qui nous a paru sans inconvénient sérieux dans la pratique.
RAPPORT X OU AMD LA PRESSION EFFECTIVE RBPRÉSBJITE Uil KOMBBE
VALEURS
d'atmosphères Ê4.AL A
i** Ca
s où la pression effective est à
teinté rieur.
o.ooa
i,ii
2° Cas ou la pression effective est à
l'extérieur.
Ij95
o,oi4
Un exemple suffira pour bien faire comprendre l'usage de ce Tableaa.
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Soient donnés d = i™, n = 2, s] = 0,01 ; ce dernier nombre, en vertu de
la relation s5 = — (o^ — ^J, suppose une différence proportionnelle
de o,oo5 seulement entre les deux axes primitifs. Avec ces données, on trouve dans le Tableau
X = 1 ,26 pour le cas de la pression effective à l'intérieur, X = 2,71 pour le cas de la pression effective à l'extérieur;
on a d'un autre côté
donc on devrait adopter pour épaisseur
I ,a6 X 3""",6 H- 3""", soit 7""", 5 dans le premier cas, 2,71 X 3'""', 6 -f- 3'""', soit la'^'^jS dans le second cas.
L'ordonnance de i843 et Tinstruction ministérielle de 1848 auraient donné pour ces deux épaisseurs respectivement 6"™, 6 et 9""", 9.
On voit par cet exemple combien l'existence d'une petite excentricité primitive rend •défavorable le cas où la pression dominante agit extérieurement.
On peut enfin se demander quelle serait la tension ou pression maximum, en se donnant d'avance l'épaisseur, ainsi que ej, d^ /i, mais faisant agir la pression effective successivement en dedans et en dehors. Conservons, par exemple, les valeurs ci-dessus attribuées à ej, d^ w, et supposons que la chaudière ait une épaisseur de o™,oio. L'application des formules (i3) et (14) donnera d'abord, pour le carré de l'excentricité définitive :
j'= 0,0066, dans le cas de la pression intérieure, z^ -^ 0,0207, ^ians le cas de la pression extérieure;
substituant ensuite ces valeurs dans l'expression
pd 'ipiPz} •2 c 8 c'
de la tension ou pression maximum, on trouve pour résultats correspondants les nombres i*'*,54 x 10^ et 2''^,64 x lo**, c'est-à-dire que la tôle supporte une tension de i''^,54 par millimètre carré ou une pression de a''», 64 sur la môme surface, suivant que la vapeur presse intérieurement ou extérieurement. Si l'on n'avait pas tenu compte des effets de
la flexion, le maximum eût été - j soit i''s o3 par millimètre carré dans
un cas comme dans l'autre. Les effets de la flexion sont donc très-marqués pour peu que ej ait une valeur sensible, et ils le sont principalement quand la pression extérieure domine.
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Conclusion.— En résumé^ les calculs précédents démonirent :
i^ Qu'une excentricité, même assez petite, dans le profil d'une chaudière à vapeur, est très-défavorable à la résistance et entraîne à donner à ce profil une épaisseur notablement plus grande que s'il était exactement circulaire;
2** Que le surcroît d'épaisseur à donner, même en supposant que la tôle résiste à la compression exactement comme à l'extension, serait plus grand dans le cas de la pression extérieure qu'avec la pression intérieure, si d'ailleurs l'excentricité primitive du profil était la même;
3° Que l'épaisseur doit, dans le cas d'une pression extérieure, vérifier une certaine condition [l'inégalité (i5)], indépendante de la résistance de la tôle; on peut regarder la condition dont nous parlons comme exprimant que la chaudière a une roideur suffisante et qu'elle ne s'aplatira pas, comme pourrait le faire une membrane très-mince.
En outre, ces calculs donnent le moyen de fixer rationnellement les épaisseurs dans les différents cas.
SYSTÈMES ARTICULÉS SANS FROTTEMENT. 5o5
§ I. -- Systèmes articulés simples.
160. Définitions ; propriété caractéristique des articulations sans frottement. — On appelle articulation la liaison de deux corps solides en vertu de laquelle ils ne peuvent prendre, relalivennenl Tun à Tautre, que des mouvements de rotation autour d'axes passant par un point géométriquement commun aux deux corps et occupant une position déterminée dans Tun et Taulre. Ce point se nomme le centre d'articulation.
L'articulation est dite cylindrique lorsque Taxe de la rotation relative est une ligne déterminée dans chaque corps; elle est dite sphérique dans le cas contraire. L'assemblage à charnière donne la réalisation pratique de la première espèce d'articulation; il consiste essentiellement, comme on le sait, en deux cylindres circulaires ayant même axe et même rayon, Tun creux et attaché au premier corps, l'autre plein et attaché au second corps. Pareillement, Tarliculalion sphérique est réalisée dans l'appareil qu'on nomme assemblage à genou, consistant essentiellement en deux sphères concentriques et de même rayon, l'une creuse et l'autre pleine, respectivement attachées aux deux corps. Dans la suite de ce Chapitre, nous supposerons constamment désarticulations sphériques; mais, dans certains cas, la solution des problèmes ne cessera pas d'être applicable en les prenant cylindriques. C'est ce qui arriverait notamment si le système considéré était formé de lignes et de forces toutes contenues dans le même plan.
L'articulation sera sans frottement quand les deux corps solides qui sont réunis par elle n'exerceront l'un sur l'autre
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que des forces normales aux surfaces de contact. Dans ce cas, on sait que pour tout déplacement réel ou possible du système la somme des travaux de ces actions mutuelles est nulle; or celle somme de travaux ne dépend que du mouvement relatif; donc on peut conclure que, pour tout mouvement de rotation de l'un des deux corps autour d'un axe passant par le centre d'ariiculalion, le travail total des actions qu'il reçoit de l'autre corps est nul. Et, puisque le travail d'une force dans la rotation d'un solide autour d'un axe est proportionnel au moment de la force par rapport au même axe, nous énoncerons la proposition suivante :
Dans une articulation cylindrique sans frottement, la somme des moments des actions d'un des deux corps sur l'autre par rapport à l'axe de leur rotation relative est nécessairement nulle.
Dans une articulation sphérique sans frottement, lasom,me des moments de ces mêmes actions par rapporta un axe quelconque contenant le centre d'articulation est nulle, c'esi-àdire que ces actions doivent se réduire à une force unique passant au centre d'articulation.
La proposiiion esl évidente dans jle cas d'un assemblages charnière ou à genou; mais la démonstration qui précède a l'avantage d'éire indépendante du procédé employé pour réaliser malcriolleinenl la liaison.
Les systèmes de corps liés par des articulations sans frottement n'exisicni point en réalité et sont une pure abstraction. Cependant la théorie que nous allons donner trouvera son applicaiion dans bien des problèmes pratiques. Ainsi les différentes pièces d'une charpente sont fréquemment reliées entre elles par des assemblages de faibles dimensions, incapables de résister à un elfort notable qui tendrait à produire une rotation autour de leur centre. Il est donc nécessaire que l'équilibre existe en les considérant comme des articulations parfaites, et cette hypothèse ne peut pas conduire à des conséquences très-éloignées de la réalité.
Nous nous proposons principalement, dans ce Chapitre, d'arriver, par l'étude de l'équilibre, à la connaissance des forces que chaque corps, faisant partie d'un système articulé.
SYSTÈMES ARTICULÉS SANS FROTTEMENT. So^
reçoit de la pari des autres corps qui le louchent. Cela fait, on serait en mesure d'appliquer, pour vérifier la stabilité ou pour chercher les déformations, les théories de la Résistance des Matériaux, exposées dans ce Cours. Subsidiairement, nous établirons diverses propriétés qui présentent un certain intérêt en elles-mêmes.
161. Équilibre d'un corps solide articulé en deux points fixes. —Le corps M [Jig. 70) est articulé sphériquemenien A et en B avec deux appuis fixes, de telle sorte que, l^s ^^^' '^^'
centres d'articulation A et B ne pouvant prendre aucun mouvement, le corps conserve seulement la liberté de tourner autour de la ligne A6. Il est d'ailleurs sollicité par des forces quelconques, désignées généralement par
F. Il s'agit de trouver : i® la condition d'équilibre du système solide M; 2° les réactions des points fixes A et B.
Les forces qui proviennent des appuis devant nécessairement se réduire à deux forces N, N' passant par les points A et B (n° 161), il y aura équilibre entre N, N' et toutes les forces F; et comme, en vertu d'un théorème de Statique élémentaire, un système de forces en équilibre doit avoir une somme de moments nulle par rapport à un axe quelconque, on en conclura que la somme des moments des forces F seules par rapport à la ligne qui joint les centres d'articulation est nulle. Cette condition à remplir par le système des forces F est une condition nécessaire de l'équilibre : elle est d'ailleurs suffisante, car, si le corps primitivement en repos se mettait en mouvement, on pourrait empêcher ce mouvement en appliquant à chaque point une force en sens contraire de l'élément de cercle qu'il tend à décrire, et alors l'équilibre existerait. Donc la somme des moments, relativement à AB, serait nulle, et, par conséquent, elle serait nulle pour les forces nouvelles prises séparément, puisqu'elle l'était déjà pour les
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anciennes. Or toutes ces nouvelles forces ont des moments de même sens et qui ne peuvent pas se détruire algébriquement. Donc le mouvement supposé n'existe pas, ce qu'il fallait démontrer.
La condition d'équilibre étant établie, cherchons N ei N'. On sait que le système des forces F peut être remplacé par un autre, équivalent au point de vue de l'équilibre des forces extérieures appliquées au solide , cet autre système étant formé de deux forces dont l'une passe en un point donné, A par exemple. Alors la seconde devra se trouver dans un même plan avec AB; donc on pourra ladécomposer en deux, dont l'une passe en A et l'autre en B, de manière que ûnalement les forces F seront remplacées par deux forces P, P' passant respectivement en A et B. Soient R la résultante de N et de P, R' la résultante de N' et de F' . L'équilibre du corps M, soumis uniquement à R et à R', exige que ces deux forces soient égales et contraires, et par conséquent dirigées toutes deux suivant la ligne AB; donc la projection de N sur un plan perpendiculaire à AB est égale et opposée a la projection de P sur le même plan, et une relation identique existe entre N' et P'. Ainsi les réactions totales des appuis se trouvent déterminées, quant à la grandeur et à la direction, en projection sur le plan perpendiculaire à la ligne qui joint les centres d'articulation; mais leurs composantes S, S' suivant cette ligne resient indéterminées. S et S' ne sont, en effet, assujetties qu'à une condition, c'est que leur somme algébrique soit égale et contraire à la somme algébrique des projections de P et de P' sur AB, le sens positif étant le même, bien entendu, pour S, S' et les deux projections de P et P'.
Le procédé géométrique indiqué ci-dessus n'étant pas toujours d'une application facile, il convient de savoir comment on le remplacerait par le calcul. Pour le montrer, prenons trois axes rectangulaires \x, Aj, Az, dont le premier coïncide avec AB; désignons généralement par les notations F„ Fy, F„ M,F, Mj¥, M,F les projections d'une force F sur les trois axes et ses moments par rapport aux mêmes axes ;
appelons a la distance ÂB et Z une somme étendue à toutes les forces autres que les réactions des points d'appui. Les six
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équations connues de l'équilibre d*un solide donneront
2\UF = o,
-aN;-f-2M^F==o,
aN;-i-2M,F^o.
La quatrième équation est la condition d'équilibre indépendante de N et de N'; la seconde et la troisième, jointes à la cinquième et à la sixième, déterminent N^, N„ N^, N'-, c'està-dire les composantes de N et de N' perpendiculairement à AB; la première détermine seulement la somme N,-{-N^. Nous arrivons donc à des résultats identiques avec ceux que nous avions trouvés par l'autre méthode.
L'indétermination que l'on rencontre ici dans la recherche des composantes Nx, NI, n'a rien qui doive surprendre. Dans la réalité physique, les réactions des points d'appui ont une valeur déterminée pour chaque point; mais, pour arrivera les connaître, il ne suffit pas de savoir que le corps M est actuellement en équilibre. En effet, on ne trouble pas l'équilibre par l'addition de deux forces égales et contraires dirigées suivant AB, ce qui prouve qu'il y a une infinité de systèmes de réactions compatibles avec l'état d'équilibre. Lequel se produira réellement? Pour répondre à celte question, il faudrait connaître toutes les circonstances qui ont précédé l'état d'équilibre, c'est-à-dire l'établissement du corps sur ses appuis et ses déformations sous les forces qui lui sont appliquées. Au reste, l'indétermination cesse, comme on va le voir, quand on considère des systèmes de plusieurs corps articulés entre eux.
162. Équilibre d'un système polygonal articulé, — Nous allons prendre un système ABCDEFG [fig- 71) formé d'une série de corps solides, dont les corps intermédiaires BC, CD, DE, . . . présentent chacun deux articulations, l'une avec le solide précédent, l'autre avec le suivant. B, C, D, . . ., F sont les centres d'articulation. Indépendamment de leurs actions
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mutuelles, les solides supportent diverses forces extérieures : il s'agit d'établir les conditions d'équilibre et de trouver les réactions mutuelles qui s'exercent dans les points d'articulation.
Désignons colleciivemejnt par (P) le système de forces appliquées au premier corps AB, et de même par (Pi), (P»),
Fig. 71.
(Pa), ... les systèmes de forces qui sollicitent respectivement BC, CD, DE, . . ., ces systèmes n'étant pas censés comprendre les réactions que chaque corps reçoit de ses deux voisins, mais devant comprendre, au contraire, les réactions des articulations extrêmes placées en A et en G, si ces articulations existent. Soient Ni la résultante de translation de (P], N, la résultante de translation de (P) etde (Pi), N, celle de (P), (Pi) et (Pj), et ainsi de suite. Les groupes (P), (P,), (P,), . .. sont regardés provisoirement comme des données immédiates, d'où l'on déduira sans peine N,, N„ Ns, ....
Cela posé, considérons un certain nombre de corps consécutifs à partir d'une extrémité, trois par exemple à partir de la droite. Ce système ABCD doit être en équilibre sous l'action des forces extérieures (P), (P,), (P,) et de la réaction qu'il reçoit en D; donc la somme des moments de (P), (P|), (Pa), relativement à un axe quelconque passant au point D, doit être égale à zéro. Une condition analogue doit être remplie pour chaque centre d'articulation. Pour énoncer ce fait, nous dirons :
Lorsquun système polygonal articulé se trouve en équilibre.
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si l'on considère l'ensemble d'un certain nombre de corps consécutifs qui en font partie, à partir d'une extrémité jusqu'à un centre d'articulation quelconque, le moment résultant de toutes les forces extérieures appliquées à cet ensemble doit être nul relativement au centre d'articulation dont on vient de parler.
Il faut, de plus, que le système pris en entier satisfasse aux six conditions générales que doivent remplir toujours les forces extérieures appliquées à un système matériel en équilibre.
Réciproquement, si toutes ces conditions sont remplies, les forces se feront équilibre, c'est-à-dire que les corps AB, BC, ..., FG, supposés primitivement en repos, ne se mettront pas en mouvement. C'est ce que nous allons démontrer à l'aide du théorème du travail virtuel ('). A cet effet, nous remarquerons qu'on peut, sans changer la somme des travaux virtuels dans un déplacement possible quelconque du système articulé : i** appliquer en B, au corps AB, une force — N,, pourvu qu'on applique la même force en sens contraire au corps BC, également en B, car ces deux forces, agissant sur deux points dont les déplacements sont identiques, feront toujours une somme de travaux nulle; a** faire agir en C deux forces égales et contraires, la première — N, sollicitant le corps BC, la seconde Nj le corps CD; 3° procéder de la même manière pour les articulations suivantes, par exemple appliquer en D les forces — N3 et N3 respectivement aux corps CD et DE, et ainsi de suite. Si l'équilibre existe après les opéralions que nous venons de faire, c'est que déjà il existait auparavant, puisque nous n'avons pas altéré la somme des travaux virtuels dans l'un quelconque des déplacements permis par les liaisons. Or, après l'introductioii des forces nouvelles, il est aisé de reconnaître que chaque corps est sollicité par des forces ayant une résultante nulle. Ainsi le groupe (P), appli-
(') Le théorème du travail virtuel s*éaonce ainsi, dans le cas d'un système à liaisons : Pour qu'un système matériel soit en équilibre, il est nécessaire et suffis sant que la somme des travaux virtuels des forces tant intérieures qu'extérieures qui le sollicitent soit nulle pour un déplacement virtuel quelconque, compatible avec les liaisons du système.
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que au premier corps, donne une résultante égale à Ni passant par le point B, puisque la somme des moments des forces (P) est nulle relativement à tout axe mené par B; donc cette résultante s'équilibre avec la force — N, que nous avons ajoutée au corps AB. Pareillement, le corps BC est soumis à Ni et au groupe (P.); attendu l'équivalence de N, et de (P) d'une part, et la nullité des moments de l'ensemble (P), (P,) relativement aux axes qui passent par G d'autre pari, le groupe (Pi), composé avec N,, donnera une résultante Na passant au poiat C, qui sera équilibrée par la force — Nj que nous avons appliquée en dernier lieu à ce même point du corps BC. Le raisonnement serait identique pour les autres corps en allant de proche en proche.
Si nous comptons le nombre des conditions d'équilibre, nous en trouvons d'abord six pour l'équilibre de toutes les forces extérieures du système, puis trois pour chaque centre d'ariiculalion, nécessaires pour exprimer la nullité des moments des forces appliquées aux corps compris entre ce centre et une des extrémités. En désignant par n le nombre de corps, il y aura donc 6-f-3(n — i), c'est-à-dire 3ii-f-3 conditions. Dans le cas, assez ordinaire, où il y aurait vers les extrémités A et G deux articulations dont les centres seraient flxes, les trois composantes des réactions de ces points, parallèlement à trois axes coordonnés, deviendraient des inconnues auxiliaires, et le nombre des conditions ne serait plus que de 3n — 3.
Quant aux réactions des différents corps les uns sur les autres, il est clair que ce sont les forces désignées tout à rheure par N,, N„ N3, . . ., c'est-à-dire que la partie formée d'un certain nombre de corps consécutifs y à partir d'une extrémité^ exerce sur r autre partie une action égale à la résultante de translation des forces qui lui sont appliquées.
Dans tous les raisonnements qui précèdent, on peut placer rextrcmité du système à tel centre d'articulation qu'on veut, pourvu qu'on tienne compte des forces exercées en ce point sur la partie conservée, par celle qu'on laisse de côté. De même, s'il y a des appuis fixes, les réactions inconnues de ces appuis doivent être comptées dans les groupes des forces tels que (P). Ces réactions se détermineraient, comme on Ta dît tout à l'heure, au moyen des conditions d'équilibre; ainsi.
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par exemple, A et G étant des points fixes, Téquilibre du corps AB, considéré comme articulé en A et B, fera connaître les composantes de la réaction N du point A suivant deux directions perpendiculaires à AB; la troisième composante s'obtiendra en faisant usage d'une équation de moments du groupe N, (P), (P,) relativement à un axe mené parle pointC. La recherche des réactions des points A et G, supposés fixes, est d'ailleurs beaucoup simplifiée lorsque les centres d'articulation sont tous dans un même plan contenant aussi les forces extérieures, et que le système est symétrique, pour les forces et les dimensions, relativement à la perpendiculaire au milieu de AG. Les réactions en A et en G sont alors égales et symétriques; leurs composantes parallèles à l'axe de symétrie s'obtiennent par une simple projection des forces extérieures sur cet axe; cela faii, les composantes parallèles à AG sont connues au moyen d'une des équations de moments nécessaires à l'équilibre.
163. Equilibre d'un sy^stème dont les articulations sont infiniment rapprochées, — Supposons que les centres d'articulation B, C, D, ... du système que nous venons d'étudier se ' rapprochent indéfiniment , de manière à former une courbe continue AG [fig. 72). A l'élémeni quelconque DE, dont la longueur sera représentée par ds, sont appliquées des forces ayant
une résultante ^ds. Appelons T l'action mutuelle des deux parties du système qui se réunissent en £.
En premier lieu, l'élément DE est en équilibre, et, par suite, la somme des moments des forces extérieures qui le sollicitent, relativement à un axe quelconque, est nulle. Ces forces sont l'action T exercée en E, l'action analogue en D et la résultante P^^; si l'axe des moments passe en D, le moment de la seconde est nul et celui de la troisième est infiniment petit du second ordre. Donc le moment de T est de même ordre» ainsi que sa distance à D; donc la force T est tangente à la courbe. Ainsi l'action mutuelle qui s'exerce en un des
I. 3* édit
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points de la courbe, de la pari d'une portion du système sur une autre portion, est dirigée suivant la tangente à rélémeni qu'elle sollicite; on la nomme pression ou tension^ suiTani le sens dans lequel elle agit.
D'un autre côté, on remarquera que, pour l'équilibre de la partie AE du système, la pression ou tension en £ doit être égale à la résultante des forces extérieures appliquées de A en Ë; donc la condition d'équilibre du système considéré s'exprime en disant que : Si l'on compose toutes les forces appliquées depuis une extrémité A jusqu'à un point quelconque E, la résultante unique doit passer en E et se confondre avec la tangente à la courbe en ce point, A cette condition, il faut encore ajouter, bien entendu, que les forces extérieures se feraient équilibre sur le système total considéré comme solide. La théorie générale du n° 162 prouve d'ailleurs que ces conditions sont suffisantes.
164. Forme d'équilibre d'un système articulé. — La question à résoudre est celle-ci : Étant données les diverses forces qui doivent agir sur les côtés d'un système polygonal articulé et les longueurs de ces côtés, trouver la forme du polygone. Ainsi, dans la Jig. 71, on donne les groupes de forces (P), (P,), (P2), ... et, par suite, les résultantes partielles N,, N„ N3. ...; on donne aussi les longueurs BC, CD, DE, ..., et l'on demande les sommets B, C, I), ....
Le problème ainsi posé se résout sans peine par la construction graphique suivante. On place arbitrairement le sommet B sur la première résultante Ni; puis, avec la longueur donnée BC pour rayon, on décrit un cercle (ou une sphère plus généralement) qui coupe N, au point cherché C, et ainsi de suite pour les autres. On voit qu'il y a une înQnité de solutions.
Mais il est rare qu'en pratique la question soit tout à fait présentée comme on vient de le voir, et ordinairement la solution n'est pas aussi facile. Ainsi les forces extérieures peuvent dépendre de la situation des côtés du polygone, au lieu d'être absolument déterminées, comme nous l'avons supposé; elles pourraient aussi comprendre les réactions de points fixes, dont la recherche se lierait avec celle de la forme
SYSTÈMES ARTICULÉS SANS FROTTEMENT. 5l5
du polygone lui-même. Les hypoihèses et données élanl susceptibles de varier à TinOni, nous nous contenterons de traiter quelques exemples.
165. Exemples particuliers du problème précédent, — Soit le système ABCD... [Jig*']^), dont les centres d'articulation sont B, C, D, ...; chaque corps supporte un poids uniformément réparti suivant la ligne qui joint les deux articulations de ce corps et proportionnel à la longueur de cette ligne projetée sur rhorizonlale.
En premier lieu, il est nécessaire pour l'équilibre que tout le polygone ABCD soit dans un même plan vertical, car, si deux côtés consécutifs, tels que BC et CD, n'étaient pas dans un même plan vertical, la somme des moments des forces appliquées à BCD, y compris les réactions exercées en B et D, ne serait pas nulle relativement à Taxe BD. Donc deux côtés consécutifs sont contenus dans un plan vertical; donc BC est dans le plan vertical de AB; parsuile,ceplan contient aussi CD, et, en allant de proche en proche, on verrait ainsi qu'il contient le polygone tout entier.
Soient maintenant AX, AY deux axes coordonnés tracés dans ce plan; X, Y les composantes de la force appliquée en A au système; x,y les coordonnées d'un sommet quelconque C; p\e poids qui charge l'unité de longueur en projection horizontale. En égalant à zéro la somme des moments, relativement au point C, de toutes les forces qui agissent depuis ce point jusqu'à l'extrémité A, on aura
Yx -— Xjr px^ = o,
ce qui prouve que tous les sommets A, B, C, D, ... sont sur une même parabole représentée par l'équation précédente. La détermination des constantes X, Y, nécessaire pour la connaissance complète de cette parabole^ dépendrait d'autres données particulières de la question.
Si le polygone ABCD. . . représentait la section droite d'une
5l6 CHAPITRE NBDVlftlIB.
enveloppe cylindrique soumise à la* pression normale uniforme d'un gaz, dont l'intensité serait de p^* par mètre de longueur mesurée suivant le contour ABCD. . ., Téquationdes moments deviendrait
et tous les sommets se trouveraient sur un même cercle. La quantité -/^v-^^'+j'l est la somme des moments, relativement à un sommet C, de toutes les pressions exercées par le gaz depuis ce sommet jusqu'à l'extrémité A; le signe -+- convient au cas d'une pression intérieure, le signe — au cas d'une pression extérieure. Ici, comme dans le premier problème, il y aurait deux constantes Y, X à déterminer.
A cet effet, on pourrait, dans les deux cas, donner, par exemple, la position de deux sommets relativement aux axes AX, AY; les coordonnées de ces sommets, introduites dans l'équation au lieu de x, j, donneraient deux relations d'où l'on tirerait X et Y. Si le système était assujetti à être symétrique relativement à une certaine ligne passant par un sommet, les axes de coordonnées étant menés par ce point, celui des j suivant la ligne de symétrie et l'autre perpendiculairement, on aurait Y = o; l'équation de la courbe ne contiendrait plus qu'une constante, et une seule condition serait suffisante pour la déterminer.
Enfin on remarquera que, soit pour la parabole, soit pour
dy Y
le cercle, à l'origine A on a --.- -- y' ce qui montre que la
force exercée en A sur le polygone articulé est tangente à la courbe des sommets. L'origine pouvant d'ailleurs être placée en un sommet quelconque, sans changer la forme de l'équation d'équilibre, la même propriété est vraie pour les deux actions mutuelles exercées en chaque centre d'articulation.
166. Forme d'équilibre dans le cas d'articulations infini^ ment rapprochées. — Replaçons-nous dans les conditions du n** 163, et exprimons par des équations l'équilibre de l'élément DE, dont la longueur est c^^ (Jig. 72). Indépendamment
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de la force Pd5, l'élément est sollicité en E par la force T provenant de Taciion de la partie EG du système, et en D par une force analogue due à Faction de la partie DA. La première force T, à laquelle nous attribuons comme sens positif celui d'une pression sur DE, est dirigée suivant la tangente en D (n® 163); elle aura donc pour composantes, suivant trois axes coordonnés rectangulaires,
dx dr j^,
ds ds ds
Si Ton adopte pour sens des s positifs celui de E vers D, la pression en ce dernier point donnera pareillement trois composantes
dx j dx rpdr dr dz.dz
ds ds ds ds ds ds
et, comme elles sont en sens contraire de celles de la force T, il restera, en définitive,
_rf.T^^, -rf.T^?:, -d.T'^.
ds ds ds
Donc, en appelant X, Y, Z les composantes de P, on aura
\ds — </.T -, :=0,
ds
(,) / Yds-d.T^^o,
Zds-d.T^ =0.
ds
L'élimination de l'inconnue auxiliaire T entre les trois équations (i) donnera deux équations entre les quantités connues X, Y, Z et les coordonnées x, 7, z. Ce seront les équations différentielles de la courbe d'équilibre.
En combinant les équations (i) de diverses manières, on peut en déduire quelques propriétés intéressantes. Si, par exemple, on les ajoute après les avoir respectivement muiti-
pliées par -^-5 -y-? -r^ et si l'on effectue les différenlia*
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lions indiquées, s élanl choisi pour variable indépendanle, on trouvera
r^fdx d- X dyd^ y dz d^z \ Or, de la relation
on déduit, en différentiant par rapport à s, , V dxd-x dyd'y dzd'z
donc on aura
(3) dT=\dx-\-Y dy -h Zt/z,
équation qui montre comment la pression varie d'un point à l'autre de la courbe des centres d'articulation. Le second membre n'est autre chose que l'expression du travail de P dans le déplacement ds; cette équation peut donc encore se mettre sous la forme
(4) dl = Vds(ios[\\ds].
Si la force P était normale à la courbe, le cosinus s'annule- ' rait, dT serait nul et, par conséquent, la pression aurait une valeur constante en tous les points. C'est ce qui arrive notamment dans le cas d'un fil tendu sur une surface sans frottement, car alors la réaction de la surface en chaque point ne peut que s'exercer suivant une direction normale tout à la fois à la surface et au fil. Dans ce cas d'un fil parfaitement Qexible, on sait d'ailleurs que l'équilibre ne serait pas possible s'il n'y avait pas, en tout point du fil, pression négative ou tension proprement dite, et, si cette tension variait, on peut regarder comme évident que le fil glisserait dans le sens de la plus grande tension, ce qui est d'accord avec la conséquence tirée de l'équation (4).
Soient maintenant p le rayon de courbure de la courbe d'équilibre, X, /jt, v les angles qu'il fait avec les axes coordon-
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nés; en prenant s pour variable indépendante, on a les relations connues (')
Cela posé, multiplions les équations (i) respectivement par d'T d'y d' z
rfj' ds' ds'
; la somme des produits pourra s'écrire
\ ds' ds' ds' J
Or le coefficient de d'£ est nul, d'après l'équation {i); celui de Tds, d'après les équations (5], n'est autre que
- [cos-X -H cosV + cos-v)
ou simplement -; donc l'équation précédente devient
X cosï, -+- V cosu -i- Zcosi- = - P ou encore
(6) Pcos(P,pi=^-
Enfin, si l'on ajoute les équations (■] respectivement multipliées par
(7) dyd'z —dzd'y, dzd'x — dxd^z, dxd'y — dyd'x,
dr dr et qu'on effectue les différenitations des produits T . ■ T -7- ,
^ ' ils ds
le Calcul diffénmUl de M. J. Bcrlrand,
en T, que leur coefOcient est identiquement nul, et, secondement, que le même fait se produit pour les termes en (fT. On arrive donc ainsi à Téquation
i ^[dyd'z — dzd'y]+Y[dzd'x — dxd z]
( -\-Z[dxd\r — dyd^x] =:iOf
exprimant que la force P, dont X, Y, Z sont les composantes, est perpendiculaire à une droite dont les cosinus directeurs seraient proportionnels aux binômes (7). Cette droite n'étant autre chose que l'axe du plan osculaieur de la courbe lieu des centres d'articulation, il en résulte que la force P est contenue dans ce plan, ce qui était évident a /?r/ori, puisqu'il j a équilibre entre les trois forces Pe/5, T et T -h rfT, dont les deux dernières sont nécessairement contenues dans le plan osculateur; elles agissent, en effet, suivant la direction des tangentes en D et E.
Au surplus, la considération de cet équilibre, qui démontre si rapidement l'équation (8), nous conduirait avec la même facilité aux équations (4) et (6), c'est-à-dire à tout ce que nous avons déduit des combinaisons analytiques ci-dessus employées. En projetant les trois forces sur la direction deT et remarquant que T -h ûTT se projette en vraie grandeur, aux infiniment petits du second ordre près, on trouvera
T — ï — rfT -f- Pds cosa = o
ou bien
^T = Pds cosa rz= Vds cos[P, ds)y
ce qui est l'équation (4). De même, si l'on projette sur le
rayon de courbure en E en remarquant que T ^-rfT fait avec
cette ligne un angle complémentaire de l'angle de contin-
ds gence - > il viendra
ds
?ds cos f P, p) — (T -4- rfT) sin -^ = o, ' p
ce qu'on réduit sans peine à l'équation (6) en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier. Si nous revenons au cas d'un fil tendu sur une surface sans
frottemenl, les équations (8)» (4) et (6) nous apprendront: 1^ que la réaction normale de la surface est en chaque point contenue dans le plan osculateur de la courbe du fil, et que, parconséquenty celle-ci est une des courbes géodésiques de la surface, c'est-à-dire une courbe jouissant de la propriété d'avoir la moindre longueur, parmi toutes celles qu'on peut tracer sur la surface, entre deux points donnés; tP que la
réaction est proportionnelle à la courbure -i car, dans l'équation (6), nous devrons faire
cos ( P, p ) — I , T =: consl. ,
ce qui conduit bien à une valeur constante pour le rap*
port
167. Exemple particulier d'un système dont les articulations sont in' finiment rapprochées ; système supportant une charge d^eau, — Soit ACB {fig, 74) la courbe des centres d'articulation, que nous considérerons simplement comme la section droite d'un ^,
cylindre ayant des génératrices de Ion- ' '
gueur égale à i . On néglige le poids propre des corps articulés et l'on suppose que les forces extérieures consistent, indépendamment de celles que produisent les appuis, en pressions dues à une charge d'eau dont le niveau est NN. La ligne NN est prise pour axe des x\ Taxe des/ est une verticale 0/, relativement à laquelle on admet que le système est symétrique.
n étant le poids de i"* d'eau, nous devons faire, dans les équations
du n** 166,
Donc on a d'abord
r/T — 0, ou T = const.,
- =llr,
c'est-à-dire que la pression T est constante et que le rayon de courbure de la courbe ACB est, dans chaque point, en raison inverse de l'ordonnée j. Cette considération donnerait un premier moyen de tracer approximativement la courbe, au moyen d'une série d'arcs de cercle se raccor-
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dant entre eux. On tracerait un premier arc CD partant du point C avec un centre placé arbitrairement sur Cj; puis, appelant p^ et p, les rayons de la courbe en C et D, h et A, les cotes de ces mêmes points au-dessous du niveau NN, on poserait la proportion
d'où Ton tirerait le rayon p, avec lequel on décrirait le second arc à par^r du point D. On irait de même de proche en proche et Ton aurait toujours soin de ne faire correspondre les arcs successifs qu*à de petits accroissements d'ordonnées j. Le premier rayon ayant été pris arbitrairement, pour déterminer complètement la courbe , on pourrait lui imposer les conditions d'avoir son point le plus haut C et son extrémité A dans des situations données. Le problème se résoudrait alors par tâtonnement, eo essayant diverses valeurs du rayon initial. Si l'on veut employer le calcul, on remplacera p par sa valeur en fonc-
tion de -j- et de ^— > ce qui donnera l'équation différentielle de la
courbe CA :
On peut faire une première intégration, après avoir multiplié les deux membres par idy^ et l'on trouvera
-^['^(£)'] ' --- ï?^ + const., OU bien, attendu que -,- = o pour y = h^
dx ^ - ' I
ÎH a TT !
dy Cette équation, résolue par rapport à -.- > devient
dx 4 / r II . , ..'V ' ■ n '
dy
\/[-ni^--)j
—îî'^-*''
soit, en remplaçant la différence de deux carrés par le produit de la
SYSTtMES tBTICUUS SANS FKOTTBMBHT. 5l3
somme et de la différence, ol oiïectuanl la séparation des variables,
y/l/"-«')[i-Ji(r'-'.')]
On doit avoir nécessairement yj, [y— h') < i, sang quoi l'expression de — ne eerait pas réelle; par suite, on pourra développer — j - ^^rz^^:^= en série, au moyen de la formule du binôme; de
celte manière, la dernière équation devient
-[■-rii^^-'''i-ai.<''-"'i'--]-
L'int^ration est maintenant facile , car elle se ramène à la recherche d'intégrales de la forme i-^-:^^=i n élant un nombre entier positif.
Or on sait que
-. = log hyp U
«t, d'uD autre c61^, l'int^gralion par parties donne
Ainsi, par cette dernière formulo, connaissant ]i:s valeurs de l'intégrakpour n = o et rt = I, on les aura pour n - a et n = 3; au moyen de ces dernières, on les aura dans les cas de /i = 4 et n — S , et ainsi de suite
Nous ne pousserons pas plus loin le calcul sans introduire une hypothèse restrictive. D'après une équation établie tout îi Iheure, 1 - — tv. {j" — I'')
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est égal à i-H f -^ j , c'est-à-dire au cosinus de Tangle que la tangente à la courbe fait avec Thorizontale. Si la courbe est assez surbaissée, le cosinus différera de très-peu de i, et —j,{x*— ^^) sera une
petite quantité dont il suffira de conserver la première puissance dans les calculs. Dans l'hypothèse d'un assez petit rapport entre la flèche et l'onverlure de la courbe ACB, on posera donc
"\/î-;iÏ7.[-.-T0'--.][-a-T<^--!-]
équation dont l'intégrale, calculée comme il est dit ci-dessus, est ia suivante :
La constante T pourrait être déterminée par la condition de faire ptsser la courbe au point donné A.
§ II. — Antres applications de la théorie précédente : cludiiette;
ponts snspendns.
168. Courbe articulée chargée d'un poids uniformément réparti suivant sa longueur; chatnette. — Nous allons appliquer maintenant la théorie générale du n** 166 à certains cas particuliers assez importants dans la pratique. Nous supposerons d'abord que la charge Prf5, répondant à un élémenl infiniment petit ds de la courbe des centres d'articulation» se réduit à un poids pdsy simplement proportionnel à if, sa valeur/? rapportée à Tunité de longueur étant supposée constante. Nous choisirons pour axe des z une verticale descendante, les X et les y ayant deux directions rectangulaires quelconques dans un plan horizontal; alors on doit faire
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et les équations (ij du n' 166 deviennent
d.T ~^- =o ou
Ti; =
= consl.,
d.T^ =o ou
di
ds
= const. ,
ds
dx
sianl, que, par conséqueni, il existe une relation linéaire entre j: ei 7 et que la courbe des centres d'articulation se trouve contenue dans un plan vertical. 11 est bien évident d'ailleurs qu'une démonstration semblable pourrait se répéter dans tous les cas où l'on supposerait une direction constante aux forces Pds; la courbe serait toujours contenue dans un plan parallèle à cette direction.
Revenons à notre hypothèse particulière des forces verticales pds et imaginons que le plan de la courbe soit pris pour plan des zx; alors la seconde des équations ci-dessus se réduit à une identité, et la première donne
Tî'-.
ds
la composante horizontale de la pression a donc une valeur constante Q et, par suite,
Portant cette valeur de T dans la troisième équation, nous trouvons
d'où résulte, si nous prenons x pour variable indépendante, d'z pi t dz .'
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Pour intégrer Téquaiion (i), on peut la multiplier par sa
dérivée
dz d}z
d^z p dx dx^
dx'~^Q I Tdz\ '
\dx I
ce qui donne
d^z p' dz
dx' ■" Q- dx
L'équation (2) a pour première intégrale
-, ^= 7^^ z -h A), dx' Q'' '*
en nommant A une constante arbitraire; or on peut rempla-
d-z d'iz -^ \] . 1 j .'
cer ^— par — ^ r~"* ^^ * comme la dernière équation
ainsi modifiée rentre alors dans un type bien connu, on écrit immédiatement son intégrale, savoir
(3) 2 -f- A=:Be«"-+-Ce «,
B et C désignant encore deux nouvelles constantes. Si nous portons celle valeur de z dans Téquation (i), il vient, après avoir fait disparaître le radical par l'élévation des deux membres
carré et supprimé le facteur ^»
r:^ 1 -+- ^X^'e^ -t- Oe"«" — 2Bc), ou, toute réduction faite,
(4) 4BC^^; = i.
Ainsi les constantes B et C sont assujetties à vériOer une relation, et le nombre des constantes arbitraires se réduit à deux,
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ce qui devait élre, puisque l'équalion ditTéreniieile (i], que nous avions à intégrer, n'était que du second ordre. On tire de l'équation (3)
dz
eUJ'^'^Ce--^);
la valeur de x, pour laquelle -.- s'annulera et la tangente à
la courbe deviendra horizontale, sera donc fournie par l'équation
ou bien, en divisant par Be
îhypj.
valeur toujours réelle, car, en vertu de la condition (4), B elC doivent avoir le même signe. La courbe, suffisamment prolongée, présente donc toujours un élément horizontal et un
seul; en y faisant passer l'axe des z, on aura -^ — o pour
a:= o, ce qui impose encore à B et C la condition nouvelle
Par suite, la relation (4) donne, pour chacune iW ces quanti-
valeur égale et de signe contraire. L'équalion (3) devient alors
Nous supprimerons le double signe; mais, pour ne pas diminuer la généralité du résultai final, nous regarderons n comme pouvant être à volonté positif ou négatif; cniîn nous pren-
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drons Taxe des x de manière que a soit Tordonnée du point situé sur l'axe des z, où la tangente est horizontale, ce qui exige qu'on ait A = o. Avec ce choix particulier des axes coordonnés, l'équation de la courbe prend la forme simple
c'est l'équation connue de la chaînette.
La constante Q, qui représente la composante horizontale de la pression T en un point quelconque, peut être positive
ou négative, et il en est de même de la longueur a = — •
Lorsque a et Q sont positifs, la courbe représentée par l'équation (5) tourne sa concavité vers le bas; dans le cas contraire, z change de signe en conservant les mêmes valeurs absolues, et la concavité est tournée vers le haut. Dans le premier cas, l'action mutuelle de deux éléments consécutifs est partout une pression proprement dite; dans le second, c'est une pression négative ou en réalité une tension. En effet, de l'équation générale (n'' 166)
dT = X rfjc + \dy -4- Zdz
on déduit ici
d\r=z p dz ,
d'où il résulte que dT est toujours positif dans le premier cas et négatif dans le second, pourvu qu'on suive la courbe en s'éloignant du point situé sur l'axe des z. Les accroissements successifs de la pression initiale Q ont donc toujours le même signe que celte pression; par suite, le signe de T et la nature de cette force ne peuvent changer. On remarque, en outre, que sa valeur absolue croît avec celle de z.
Si le système articulé se compose de corps solides avec des articulations très-rapprochées, les deux formes peuvent se réaliser; mais la seconde est seule admissible dans le cas où le système se réduit à un fil pesant, homogène et parfaitement flexible, car on regarde comme évident qu'un fll de cette nature ne peut rester en équilibre que s'il est tendu et non point comprimé.
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La chaînette est une courbe qui a été beaucoup étudiée par les géomètres et qui jouit de propriétés nombreuses et remarquables. Nous nous bornerons à en citer quelques* unes.
1° Soit proposé de trouver la longueur de l'arc SM {Jig. ^5) compris entre l'axe des z et un point quelconque. On a P'g- 7^-
di ^ dx
ou.'d'après l'équation [i),dans laquelle on aura remplacé Q par pa,
th = a -,— dx.
Cette équation s'intègre immédiatement et donne dz
sans constante, puisque s et -
nnulent simultanément
au point S. La substitution de la valeur (5) de s conduit à l'expression de s en fonction de l'abscisse
mais les propriétés géométriques suivantes en Tournissent une valeur plus remarquable au point île vue théorique.
2» Dans le triangle MPI formé par l'ordonnée, la normale et une perpendiculaire à celle-ci meni>c par le pied de l'ordonnée, on a
Mi = zcosPMI^(f-
or, d'après l'équation (i)t 'e radical n'est autre chose que I. 3- édil. J4
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" -.— OU a ,—.: donc
p dx' dx'
La lon<^ueur Ml esl donc constante et égale à SO. D'un auire côte, on a aussi
PI — Ml langPMI -- a y- — 5;
ain>i la perpendiculaire PI esl égale en longueur à Tare S)f. 3*^ !/aire SOPM a pour valeur
Ç zdx z - (e^ — e"'') r.-- ^5 zr^Sîï.PÎ;
par conséquent, elle esl la même que celle du rectangle MIPK.
En résumé, on voit que la reclificalion et la quadrature d«^ U chaînette sont des problèmes dont la solution géométrique dépend uniquement de la construction du triangle MPI ou, si Ton veut, du tracé de la tangente à la courbe.
Cherchons enfin la solution de ce ^problème : Faire passer par deux points donnés M et N une chaînette de longueur donnée. Avec ces données on est encore maître de choisir comme on veut le sens dans lequel doit être tournée la concavité de la courbe; si c'est vers le haut, le moins élevé des deux points M et N sera le plus rapproché du sommet de la chaînette; dans le cas contraire, ce serait le point le plus haut qui jouirait de cette propriété. Cela posé, nommons
/ la longueur de l'arc de chaînette dont on connaît les extrémités M etN;
b la projection horizontale, c la projection verticale de la droite connue MNj
X , z' les coordonnées de celui des points M et N qui est le plus voisin du sommet relativement aux axes inconnus en position, pour lesquels Téquation de la courbe a \à forme (5);
a le paramètre de la chaînette demandée.
En appliquant les équations (5) et (6) à chacun des points M
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ei N, el prenam pour chacune de ces équations la diirérence des résultats, on trouvera
/ ■ "-{e'" -e ■■ —e"~e " ). d'où l'on lire, par addition cl soustraction membre a membre,
Ces rieux dernières relations donnent les suivantes par multiplication et division :
Dans l'équation transcendante (7 }, a est la seule inconnue; on pourra donc la calculer par tâtonnement. Après avoir trouvé a, on déduira de l'équation [8]
et enfin on aura :' en substituant cette valeur dans l'équation (5), ce qui donne
La solution du problème est maintenant romplètc : Ip tracé du contour formé en portant bout à bout x' et z' permet en effet de retrouver l'origine et les axes pour lesquels l'équation de la courbe prend la forme [5) el, puisque a est maintenant connu, on pourra déterminer par retle équation autant de points qu'on le voudra.
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169. Courbe articulée chargée d*un poids uniformément réparti suivant Vhorizontale. — La forme d'équilibre ayanl déjà été déterminée dans le cas d'un polygone à côiés fmis ( n® 165], on pourrait assez facilement passer de là au cas d'une courbe continue; mais on peut, très-simplement aussi, faire usage de la méthode générale du n° 166. D'abord on démontrerait, par le moyen employé au commencement du n® 168, que la courbe est contenue dans un plan vertical. On prendra dans ce plan un axe des z vertical et descendant et un axe des X horizontal; alors, si Ton désigne par pdx la charge d'un élément ds de la courbe, p étant le poids constant par unité de longueur mesurée horizontalement, les équations (i) du n° 166 deviendront
d.i—r '— o> ds
pdx — d.T -r = o.
'^ ds
La première nous apprend encore que la composante hori-
dx zontale T— de la pression T conserve une valeur constante;
nous la désignerons par Q et poserons, par suite,
valeur qui, portée dans la seconde équation ci-dessus, donne
p dx — O —, — dx = o ' ^ dx'
ou bien
dx' ~ Q"
L'intégration de cette équation est immédiate; on en déduit
px^ 5 " A -+- B:c -f- ^-prî
A et B désignant des constantes arbitraires. Cette équation représente une parabole à axe vertical; quand on place rori-
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gine au sommet de la courbe, A ei B sont nuls, ei l'équalion prend la forme plus simple
Suïvani qu'on attribue à Q le signe + ou le signe — , on obtient encore deux courbes différentes, la première tournant sa concaviié vers le bas, la seconde vers le haut. D'ailleurs
-j- représente le cosinus de I angle toujours aigu qu une tangente quelconque fait avec la tangente au sommet; par conséquent, l'équation [g] prouve que T et Q sont constamment de même signe. Donc, si Q est positif, tous les éléments éprouvent une pression proprement dite; dans l'hypothèse contraire, ils éprouveraient une pression négative ou en réalité une tension. Les deux hypothèses sont admissibles pour un système de corps solides réunis par une suite d'articulations très-voisines les unes des autres; la seconde seule convient au cas d'un fil flexible, dont l'équilibre ne pourrait se réaliser, si les éléments qui le composent devaient supporter des pressions, et non des tensions, dans le sens de leur longueur.
i'O. Théorie des ponts suspendus. — L'n pont suspendu réalise à peu près le dernier système qu'on vient d'étudier [n° 169). Les chaînes ou câbles de suspension sont formés de chaînons en fer, très-courls et articulés ensemble, ou de fils de fer simplement juxtaposés, et la flcxibiliié, suas i:lic p;irfaite, est très-grande dans les deux cas. Ces chaînes ou Ctibles supportent un tablier, de construction uniforme sur toute lu longueur, parrinlermédiaire de tiges verticales équidisiantes. en sorte que la charge est à peu près uniformément rcpariii^ suivant l'horizontale. Toutefois cette hjpolhése n'est pas absolument rigoureuse, car le poids propre des chaînes ou câbles est réparti uniformément suivant leur longueur même; d'autre part, on comprend bien que la tension des liges peut varier dans une certaine mesure, en raison de la rigidité du ubiier, suivant qu'elles sont plus ou moins serrées contre celui-ci; enfin, les tiges étant d'inégale longueur, leur poids
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l>r\^(>rt' esl encore une cause d'irrégularilé dans la répartition tli' lj olijriçe.
Noiv'i l'omtiu'nt se présentent ordinairement les calculs de >Uv'.!.t<:' (-o-.:r le tablier et la partie métallique d'un pont ^w>;'tf;'--.:. L'ouverture aa du poni et la largeur du tablier >v>ci J.-< doiHit't's immédiates du projet, et ces données suf- ^.'^ -L iv.iri)ii'on puisse déjà faire l'étude complète du tablier. Nv.:-. V.' Jiroiis rien sur ce sujet, qui paraît plutôt appartenir 4.\ t.\'iir> de construction. Il faut sans doute, quand on pro-
I...' !.- tjblier d'un pont suspendu, avoir égard à la résistance jo l'iot'os sous l'action des charges permanentes ou passa- ..0 es iiti'elles auront à supporter, mais il faut avoir égard jav%i j l'usure rapide d'une partie des bois, et on se laisse ,a;di'r beaucoup par des habitudes reçues. Nous supposerons donc connu le poids total ■insa du tablier, ra étant sa valeur "jr unité de longueur horizontale.
Ce poids doit èlrc soutenu par des tiges dont l'espacemeni uniforme est en général de i" à i",5o. Soit n le nombre iKiul des tiges pour tes deux côtés du pont, pris dans leur
ensemble; chaque tige supporte une charge î indépen-
iluninient de son poids propre- Si l'on nomme
/ la longueur d'une tige quelconque;
sa section transversale
It la tension limite à laquelle on veut la soumettre par unité
de surface; n le poids de l'unité de volume du fer; la tension maximum dans les sections de la lige sera
et l'on devra déterminer m par l'équation ■ni Rw = '_^+nw/,
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Les trois quantilés désignées par u, n, a éiant nécessairement positives, celle équation nous montre que cr el R — 11/ sont de même signe. Lorsque R surpasse H/, c'est-à-dire lorsqu'on a
a est positif; on peut, sans dépasser la tension R par unité de surface, faire supporter à t'Iiaque tige la force verticale
descendante -; pourvu qu'on donne à u la valeur (12].
Mais, si / dépassait =1 la lige ne pourrait être soumise à la
tension R que si rj cliaiigcail de sens; on voil en cffei que ie poids propre Il&i/de la lige produirait à lui seul une tension Tll par unité de surface, laquelle excéderait déjà R, en sorte que la lige, loin de pouvoir supporter en plus un poids i[uelconque, devrait èlrc soulagée par une force ascendante.
Pour /.— -, la lige atteindrait la tension limilo sous la seule
action de son poids, et l'on devrait faire tu -: o.
Les tiges de suspension étant construites en fer, on peut prendre, si le rhètre est l'uniié linéaire,
ce qui conduit à
Comme il s'en faut toujours de beaucoup que les longueurs / réellement données aux liges atteigncni des grandeurs de cet ordre, on voit que II /sera, dans la pratique, une pclile fraction de R. Il est donc inutile de faire varier la section ai en fonction de /; on peut adopter une section constante pour toutes les liges, par exemple celle qu'on obtiendra en remplai^ani dans la formule (12) /par sa valeur moyenne /'. Si l'on admet que les longueurs totales des diverses tiges croissent paraboliquement depuis un minimum l, répondant au milieu de la travée jusqu'à une limite /i répondant au voisinage des
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appuis extrêmes, on pourra prendre
Par suite^ on aura la section totale des tiges
2Gja
leur poids sera Ul'noa ou bien acrg ^ ___ti if^ valeur qui, réunie au poids 2m a du tablier proprement dit> donne le total
2cja
ou simplement Kx 2iiTay K étant un rapport très-peu supérieur à i, défini par Tégalité
Il y a déjà, comme on le voit, par le fait du tablier et des tigesi un poids Kgt par mètre courant que doivent supporter les chaînes ou câbles de suspension indépendamment de leur poids propre.
Nous avons encore à déterminer la section Q de ces chatnes ou câblesy de manière à remplir la condition que leur maximum de tension par unité de surface atteigne, sans la dépasser, une limite Ri fixée d'avance; nous sommes, par codséquenty conduit à chercher comment varie la tension d'une section à l'autre et la plus grande valeur qu'elle est susceptible de prendre. Pour y arriver, on remarquera d'abord que les chaînes ou câbles affectent la figure d'une parabole à axe vertical, ayant une corde horizontale de longueur aa et uoe flèche verticale /, dont le constructeur peut disposer entre certaines limites. Le choix d'une grande valeur de /aurait pour conséquence la nécessité de donner une grande hauteur aux piliers de support, ce qui pourrait en rendre la construction difficile et coûteuse; une flèche très-petite donnerait lieu à des tensions très-grandes dans les chaînes ou câbles, comme on le verra par les formules que nous allons bientôt établir.
Pour éviter autant que faire se peut ces deux inconvénients, Tusage généralement suivi est d'adopter pour / une valeur comprise entre 0,06 et o,io de l'ouverture p. a.
Au moyen des données /et a et du poids total /? du système par unité de longueur horizontale, il est facile d'exprimer la tension en un point quelconque. Soit en effet [fig. 76)
Fig. 76.
AOB la parabole des chaînes ou câbles; les axes coordonnés étant la verticale O2 du sommet et la tangente horizontale 0^ au même point, son équation serait (n° 169)
Mais il faudrait attribuer à la pression Q en 0 une valeur négative; au lieu de cela, nous sommes libres de remplacer Oz par un axe O2' de sens contraire, pourvu que nous changions en même temps le signe de Q et que nous prenions cette force en valeur absolue; cela donnera pour équation de AOB, dans le système z'Ox,
Ai
En mettant pour x et z' les valeurs particulières a et /, on trouve
d'où l'on tire
valeur constante de la tension projetée sur l'horizontale. D'un
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autre côté, nous avons vu qu'on a pour la tension en un point quelconque M
or, d'après Téquation (i4),
Donc
ou, en mettant pour Q sa valeur (i5\
On arriverait au même résultat en considérant l'équilibre
(le la portion OM, sous l'action des trois forces Q =^ —p^P^
et T, et écrivant que la dernière est égale à la résultante des deux autres.
L'expression (i6j montre que la tension est croissante avec X et que sa plus grande valeur T, répond à x — -±ia\ on a
ce qu'on peut écrire sous la forme
(17) T, r^:z K'pa,
f K' étant un rapport uniquement fonction de - et défini par
l'égalité
La petitesse du rapport - fait que T, dépasse peu ^j voici en effet les valeurs du radical i/ i -4- ^ pour diverses va-
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leurs de -^ comprises enlre 0,06 et 0,10 :
iyi + ^--- i,oaH4 :,o385 1 ,o5o(i 1 ,c.CaH J ,'>77u
Un pourrait donc, sans grande erreur, regarder la tension comme constanie et égale à '-- ; louierois, il est mieux (l'avoir i-gard à la valeur limite Ti quand il s'agit du calcul de la section Q..
Cette section est déterminée, d'après ce qu'on a vu plus haut, par la condition
|jy, R,l>^-T,--K'/>a.
Le poids par unité de longueur p comprend la partie Kro déjà calculée, plus ce qui provient des chaînes ou câbles; la longueur de ceux-ci étant approximativement, d'après une formule connue, 2« ( 1 -^ ■^■— , j ('), leur poids total s'exprimera ■
par srtllii ( 1 ---■— U ce qui donne, par unité de longueur
mesurée horizontalemenl, 1112 (' "*" t'^; )' S'''' K"!!!!, en posant
('] L'ùquation ilu i;i par.
lu radical par
arc AOB l'on int«(;re, après avoir remplacé le radical par l'cipi
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On a donc
(21) p=^Kw-t-K''nû,
valeur qui, substituée dans (19), donne
R,û=K'a(Knj-T-K"nû;, et par suite
Les calculs de stabilité du pont se trouvent ainsi complétés dans leur partie la plus essentielle.
Remarquons que, dans le cas où l'ouverture 2a atteindrait ou dépasserait la limite
le poids propre des chaînes ou câbles serait déjà suffisant pour produire à lui seul la tension R, par unité de surface, de sorte qu'on ne pourrait leur donner aucune autre charge à supporter, si même on n'était pas obligé de remplacer cr par une force verticale ascendante, afin de les soulager. On doit donc nécessairement prendre des portées moindres que 2a,, et il convient de rester notablement en dessous» sans quoi le dénominateur de la formule (2-2) s'approcherait trop de zéro, la section 12 serait très-grande et la construction entraînerait l'emploi d'une grande quantité de fer. Nous
avons calculé et nous donnons ci-dessous les valeurs de 2a,
répondant à diverses valeurs de 7— quand on suppose
R, 1 : gOOOOOO,
ce qui convient aux câbles en fil de fer; on peut faire, comme plus haut, n — 7800, et l'on obtient K' ainsi que K" par les formules (i8) et {20). On forme de cette manière le Tableau suivant :
f -î— o,oG 0,07 0,08 0,09 0,10
Outre rinconvénient déjà signalé de conduire à une grande valeur de 0, les portées voisines de la limite sa, auraient aussi
celui d'exiger la construction de piliers très-élevés; ainsi une
f portée de 5oo"*, avec — =o,io, conduirait à y^- 5o'", ce
qui ne constitue encore qu'une partie de la hauteur des piliers.
Travées suspendues , non symétriques par rapport à leur milieu, — Il arrive souvent que la parabole de suspension a des ordonnées inégales en ses deux points extrêmes, comme l'indique la Jîg. 77 ; le sommet 0 de la courbe n'est plus
alors au milieu de la portée CD—- 26, et il s'agit d'abord de trouver sa position quand on
donne les ordonnées BD=/,
AC^^/', ainsi que 26. A cet effet, désignant par a et a' les distances
OD et OC, on aura d'abord
a-\- a'^^ib;
ensuite on exprimera que les abscisses d'une parabole sont proportionnelles aux racines carrées des ordonnées, ce qui donne
De ces deux équations on tire facilement
a^= 7.b — ^ -'^—zz^ j rt' =^ 2 6 — ^
Après avoir déterminé a et a', si a est la plus grande de ces deux longueurs, on devra faire les calculs relatifs à la stabilité du pont comme pour une portée égale à 2a, avec une flèche/ des deux côtés du sommet; seulement on ne construirait en réalité une des deux parties que sur la longueur «', avec la flèche/'.
Calcul de la flèche provisoire des chaînes ou câbles avant la pose des tiges et du tablier, — Après avoir construit les maçonneries destinées à l'amarrage des chaînes ou câbles et
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avoir élevé les piliers qui doivent en former les supports aux deux extrémités de chaque travée, on procède presque toujours à rétablissement des chaînes ou câbles; ensuite on y suspend les tiges» et finalement on attache le tablier à celles-ci. Les chaînes ou câbles sont d'abord soumis, dans l'intervalle des supports , à la seule action de leur poids propre; leur flèche s'augmentera nécessairement par la mise en place des tiges et du tablier, ei davantage encore sous les surcharges d'épreuve. Si donc on veut que cette flèche ait finalement une valeur déterminée et prévue par le projet du pont, il faut lui donner une valeur primitive plus petite pendant la période d'établissement.
Le calcul de cette flèche provisoire dépend en partie des dispositions adoptées dans chaque projet; nous nous bornerons à deux exemples, qui feront sufQsamment comprendre la méthode à suivre dans d'autres cas particuliers.
Supposons d'abord une travée symétrique relativement à la verticale CO du milieu (Jig. 78); AO est la demi-parabole des chaînes ou câbles, qui, après avoir passé, sans interruption, sur le support fixe A, vont s'amarrer en F. La partie AF,
Fig. 78.
ne supportant jamais que son propre poids, doit affecter la forme d'une chaînette (n® 168); mais, pratiquement, elle est à peu près rectiligne, et nous la regarderons comme telle. Avant la mise en place des tiges et du tablier, la courbe AO était remplacée par AO', qui doit venir coïncider avec AO après la déformation produite par le complément de charge; d'ailleurs, si la fixité de A est bien complète, la portion FA aura conservé une position constante pendant ce changement. Cela posé, nous nommerons
L la longueur FAO dans l'état définitif; L' la longueur provisoire FAO' ;
a la distance constante AC^ demi-ouverture du pont;
/la flèche définitive CÔ;
f la flèche provisoire que Ton veut calculer.
Comme nous Pavons fait remarquer plus haut, la tension des chaînes ou câbles est sensiblement constante en tous leurs points; cette tension se transmet à peu près sans alté*ration au câble de retenue AF^ en admettant que^ suivant Tusage, on ait pris les précautions nécessaires pour atténuer les frottements sur le support A. La grandeur définitive de cette tension diffère peu de Ri par unité de surface, sous le poids p par unité de longueur horizontale; le poids des tiges et du tablier entrant dans p pour la valeur Kgt, il en résulte que le supplément de tension» quand on passe de la position
AO' à AO, est égal à R, par unité de surface ('), et Tallon-
R Kbt gement proportionnel correspondant est (n® 1) -' — • On a
donc
ou plus simplement, \J pouvant être approximativement remplacé par L dans le second membre,
Puisque le point A jouit, par hypothèse, d'une fixité parfaite, cette différence L — L' est celle des courbes AO, AO'; or, on sait que
II
AO
^«'-K'-^rS)'
(') Nous supposons ici qno la tension Tarie proportionnellement au poids ^ par unité de longueur horizontale, ce qui exigerait à la rigueur que la flèche/ resUt constante. Il est yrai qu'en réalité elle Tarie, mais ses variations sont petites relativement à celles de p. Si ces dernières étaient peu sensibles , la différence/ — /' serait minime, et son calcul exact offrirait très-peu d'intérêt.
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donc
équation qui fera connitr:»? /*= et par suite/',
Ce calcul peut encco* <*? simplifier si l'on admet a priori quef—f est une j*t^ii fraction de /• On peut poser alors approximativemeu
f-r- :'-f.f-f)^^fif-f};
par suite, la Ofruere équation donne
ou, en rpniMiu jnt R, par sa valeur —^ tirée de (19),
^ ^ 3KK^ByL a'
^ -^ "" Ei2 4/
oi. pntit, <i Ton admet comme suffisamment exact que la v;<i Ml '^ de K' diffère peu de —^et que K est très-voisin
tir >
*jMi»s le second exemple, nous modifierons les hypothèses ♦,^\vUontes en ce que le point A ne sera plus censé fixe, iui.s jura dû éprouver, par Teffet du poids des tiges et du .^^^.^or, un déplacement A' A. Le contour provisoire FA'O' Joit ainsi se transformer finalement en FAO; nous supposeu»i)^ d'ailleurs que, d'après la disposition et les dimensions svnnuos du pilier de support, on soit en mesure de calculer
loH pn)j('rtions A et i' de AA' sur l'horizontale et la verticale. ) o<« (lutn's notations conservant le même sens, on aura
L — L'=FA
La différence L— L' peut être évaluée, comme dans le premier cas, en fonction de la donnée L; de plus, FA — FA'
diffère peu de la projection de AA' sur FA et peut, en conséquence, être remplacé par
h cosa — t'sina,
en appelant a Tangle de FA avec l'horizontale; après la substitution des valeurs de L — L' et deFA — FÂ^, la dernièreéquation ne contiendra plus que l'inconnue/' et permettra de la calculer (').
171. application des formes d'équilibre de systèmes articulés à la construction de pièces rigides, — Quand on connaît toutes les charges qui doivent agir sur une pièce, y compris son poids propre et les réactions des appuis, on peut construire, en s'appuyant sur les considérations du n"" 166, une courbe telle, que, si celle-ci était considérée comme le lieu des articulations, infiniment rapprochées entre elles, d'un système articulé, l'équilibre existerait. Or cette courbe peut aussi être prise pour fibre moyenne de la pièce, et alors on aura cet avantage que, dans toutes les sections transversales, la résultante des actions moléculaires passera au centre d'éiaslicilé. De là il résulte que les efforts se répartissent uniformément sur la section, c'est-à-dire de la manière la plus favorable à la résistance, ce qui permet d'employer moins de matière dans la construction de la pièce.
Pour faire usage de cette propriété, il faut cependant remarquer que l'action des forces produit des allongements,
(') On peut consulter, pour plus de détails sur le calcul des ponts suspendus, rOuvraye de Navicr, ceux de MM. Leblanc etLenioyne, in(;énieurs en chef des Ponts et Chaussées, et enfin divers Mémoires publiés dans les j4 finales des Ponts et Chaussées (notamment celui de M. Endrès, année i8/|8, et celui dw MM. Leclercet Noyon, année iS3o).
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raccourcissements ou glissements par suite desquels la forme d'équilibre que la pièce doit finalement conserver ne sera pas tout à fait identique avec celle sous laquelle on doitlaconsiruire. Il serait donc toujours utile et quelquefois nécessaire de prévoir et de calculer par avance les déformations ci d'établir la pièce avec une forme provisoire, de manière que, par l'effet même des charges, elle prît la forme d'équilibre qu'on aurait en vue. On y parviendrait approximativement au moyen d'une règle de fausse position : on supposerait la pièce construite avec la forme d'équilibre; les déplacements produits par les forces seraient ensuite calculés dans cette hypothèse pour les différents poinis de la force moyenne et portés en sens contraire de leur direction à partir de ces points. Le lieu des extrémités de ces déplacements inverses pourrait être adopté pour fibre moyenne provisoire. Cette solution seraU rigoureuse pour le cas de déplacements infiniment petits; pratiquement elle sera donc, en général, d'une exactitude suffisante, car la petitesse des déformations est une conséquence de la stabilité.
Dans sa théorie de la stabilité des voûtes ('), M. Yvon Villarceau a cherché à déterminer les courbes d'intrados et d'extrados de telle sorte, que la résultante des pressions sur un joint passât au centre de gravité de ce joint; la fibre moyenne de la voûte ainsi construite satisferait à la condition d'être identique avec le lieu des centres d'articulation d'un système articulé en équilibre sous les forces appliquées à la voûte, et, par conséquent, on obtiendrait une certaine économie dans le cube des maçonneries. C'est une des applications les plus intéressantes qu'on ait faites des considérations que nous venons de présenter.
§ III. — Systèmes articalés complexes.
172. Des systèmes articulés complexes. — Dans tous les systèmes précédemment étudiés, chaqfte corps présentait seule-
( ' ) roir l'Ouvraje intitulé : Sur rétablissement des arches de pont, envisagé au point de vue de la plus grande stabilité; Paris, i854-
ment deux points d'articulation, l'un avec un corps précédent, l'autre avec un corps suivant, et l'ensemble, réduit aux lignes droites joignant les deux centres d'articulation de chaque corps, formait un polygone convexe ayant deux extrémités bien définies. Nous avions alors ce que nous conviendrons d'appeler un système articulé simple. Mais il peut arriver que, après avoir établi un tel système, on en réunisse certains corps entre eux ou à d'autres corps au moyen de tiges ou corps de forme quelconque, articulés eux-mêmes à leurs points d'assembfage. On aura formé de cette manière ce que nous appellerons un système articulé complexe. Le caractère général auquel on reconnaît les systèmes de ce genre, c'est que, parmi les corps qui en font partie, il en est au moins un qui présente plus de deux centres d'articulation ou points considérés comme tels.
Ainsi une charpente qui ne serait composée que de deux arbalétriers et un tirant se classerait cependant parmi les systèmes complexes, parce que chaque arbalétrier serait articulé avec l'autre arbalétrier et le tirant, et aurait, en outre, un appui {\\Q assimilé à un centre d'articulation.
Nous ne donnerons pas une théorie générale des systèmes articulés complexes. Nous nous bornerons à traiter quelques exemples.
173. Charpente composée de deux arbalétriers simples , deux contre-fiches y tirant et poinçon, — Soit donnée la charpente ABCDFGH [fig> 79), dont nous représentons les diverses pièces par de simples lignes droites; AB, BC sont les arbalétriers, soutenus vers le milieu de leur longueur, en D et G, par les F»e- 79-
contre-fiches DF, GF; un tirant AC reçoit les extrémités des arbalétriers; enfin les points B, F, H sont réunis par un poinçon principalement destiné à empêcher la flexion que subirait le tirant sous l'action de son poids et des pressions transmises par les contre-fiches, dans le cas où l'absence de poinçon obligerait le constructeur à les assembler avec le
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tirant. Les pièces AB, BC supportent un poids uniformément réparti, à raison de p^^ par mètre courant de projection horîzontale^ y compris leur poids propre. Le s^'stème est supposé symétrique par rapport à la verticale, et il repose sur deux appuis fixes en A et C; enfm tous les assemblages sont censés constituer des articulations sans frottement. Il s'agit de déterminer les forces extérieures inconnues qui sollicitent les différentes pièces, afin de vérifier si les dimensions sont suffisantes, conformément aux méthodes qu'enseigne la Résistance des matériaux.
Soient a et ^ les angles FGB, HCB, aa l'ouverture ÂC, T la tension du tirant, R la compression de la contre-fiche, S la tension du poinçon en dessus du point F, P le poids du tirant. On négligera, pour plus de simplicité, les poids des trois pièces FG, FD, BH, comme faibles comparativement à P età la charge ipa des arbalétriers.
Si Ton considère d'abord un arbalétrier BC, on voit qu'il supporte, en dehors des points d'appui B, G, C, une force pa uniformément répartie, dont chaque élément />rf^, répondant à une longueur infiniment petite dx prise sur la longueur HC, pourrait eire décomposé en deux forces pdxsxn^^ pdxcos^, suivant la direction de BC et la direction perpendiculaire. Les premières composantes tendraient seulement à comprimer la fibre moyenne de l'arbalétrier; les secondes seules produiraient une flexion. Or nous admettrons que le cojfistructeur a déterminé le serrage de la contre-fiche de manière à rendri* nulle la flèche que toutes les forces pdx cos^, dont la somme est pacos'^, feraient prendre en C à l'arbalétrier s'il n'était pas soutenu par la contre-fiche. 11 en résulte que, au point de vur (le la flexion et des pressions normales exercées sur les appuis, la pièce BC pourra être considérée comme supportant une charge /?acos^, uniformément répartie et comme soutenue en trois points équidistants B, G, C. On trouve alors immédiatement les réactions normales des points d'appui,
savoir: -^/^«cos[3 pour B et C, -/?acosj3 pour G (n** 43).
Cela posé, comme il n'y a de forces appliquées à la contrefiche qu'aux extrémités F, G, et que par conséquent ces forces doivent être dirigées suivant la droite FG, on voit que la
réaction loiale R, supportée en G par Tarbalétrier, aura cette même direction; donc on pourra d'abord poser l'égalité
Rsina = tz pacos5,
qui détermine Tinconnue R. Secondement, la réaction totale appliquée au point C de l'arbalétrier se compose de la tension horizontale T du tirant et d'une force verticale Q; la composante normale de cette réaction sera Q cos(3 — Tsin(3;
donc on aura
Qcos(3 — TsinP= -^pacos^.
On voit que la tension T serait connue si l'on avait la valeur de Q; pour la déterminer, il faut auparavant trouver la tension du poinçon dans la partie FH. Cette tension, devant
simplement empêcher la flexion du tirant, aurait pour valeur
normale ttP; donc, si l'on pose l'équation d'équilibre en o
projection verticale des forces extérieures au système composé des deux arbalétriers, des contre-fiches et du poinçon, cette équation sera
Quant à la tension S du poinçon dans la partie FB, il est clair que ce sera celle de la portion FH, plus la somme des deux composantes verticales des forces R transmises par les contrefiches, et l'on aura, par suite,
S:^|p-+-2Rsin(a — P).
Il est aisé maintenant d'écrire les valeurs de toutes les
(M La force Q ainsi calculée diffère du poids de la demi-ierme; mais cela n'a rien qui doive surprendre, car T et Q constituent, non pas la réaction de l'appui sur la ferme, mais la réaction du tirant sur l'arbalétrier.
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forces cherchées. On trouvera successivement
,, 5 ces 3
^ i'6pa-h5P iblangp
5 5 _cos;3sin(g-(5)
o 4 sina
La dernière formule peut encore s'écrire ainsi : S=i[p + .,.cos.?(,-|îgj],
et, dans l'hypothèse de a peu différent de 90",
S=r g(P-i- 2;?acos';3].
On possède maintenant toutes les données utiles pour procéder à la vérification de la résistance des principales pièces de la ferme. Le tirant ne doit guère résister qu'à la tension T, car la flexion due à son poids est peu sensible, surtout avec le secours du poinçon. Les contre-fiches et le poinçon ne résistent pareillement qu'à des efforts longitudinaux. Quant aux arbalétriers, ils doivent supporter, outre les efforts dus à la flexion, des forces de compression longitudinale agissant suivant leur axe; les forces totales qui produisent ces effets seront connues dans chaque section, et l'on en conclura les actions moléculaires correspondantes.
174. Ferme de charpente enfer à grande portée^ — Daas la plupart des gares de chemin de fer et beaucoup d'autres bâtiments, on trouve des fermes construites comme l'indique le croquis ci-contre [Jig, 80), dont la disposition ingénieuse a été imaginée par M. Polonceau. AB, BC sont les arbalétriers, tantôt en bois, tantôt en fer ou en fonte, soutenus perpendiculairement en leurs milieux F, G par des bielles en fonte FD,
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GE. Ces bielles s'arliculeni à leurs deux exlrémilés, d*une pari avec les arbalétriers, d'autre part avec des tirants AD, DB, CE, EB, qui les réunissent aux extrémités des arbalétriers. Enfin un tirant horizontal DE réunit les deux moitiés de la ferme et les empêche d'exercer une poussée trop considérable contre les supports. 11 s'agit encore ici de se rendre compte des'forces auxquelles doivent résister les diverses pièces.
D'abord les appuis doivent exercer en C et A, sur cette ferme, des réactions égales pour cause de symétrie, dont la composante verticale aura nécessairement pour valeur le poids de la demi-ferme avec la charge correspondante. Nous admettrons que celte charge, en y comprenant le poids propre des pièces, est un poids uniformément réparti suivant l'horizontale, et nous la désignerons par /?a, p étant le poids par mètre courant mesuré horizontalement et ia la distance AC; pa sera donc la. composante verticale de la réaction en A ou C.
Les forces verticales appliquées à une moitié de la ferme se réduisent à un couple [pa„ — pa)^ dont la force est pa et le
bras de levier à très-peu près -a; ce serait rigoureusement -a
en négligeant le poids des bielles et tirants, simplification qui n'entraînera pas d'erreur sensible. Donc les forces horizontales doivent se réduire à un couple dont -pà' sera le moment.
Or ces forces horizontales sont : i"* la réaction mutuelle des deux moitiés de ferme en B; a*" la tension T du tirant; 3° la composante suivant AC de la réaction de l'appui soutenant la moitié considérée. Si l'on suppose que le tirant DE a été sufQsamment tendu, cette dernière composante pourra être nulle; la réaction mutuelle en B sera égale et contraire à T, et, en
SSl CBAFITBB MEUVUmE.
(lôsîgnant par b la disunce de DE au sommet B de la fwi&e, on aura
doii l'on lire
TcUc 0^1 1.1 tension qu'il conviendra de donner au tirant; elle se produirait d'elle-même par le seul fait de l'équilibre, vi tin dos appuis A ou C était disposé de manière à ne pouvoir cTiCTccT de réaction horizontale, ce qui entraînerait la nullité lie h ri'aetîon horizontale exercée par l'autre appui. Ordinatremi'ut coite condition n'est pas remplie, en sorte que la tensionTost réalisée par un serrage convenableque l'on effectue ,-11 moyen des procédés connus, par exemple avec un écrou ]HTiant deux surfaces de vis filetées en sens contraires; cet ornni. placé vers le milieu du tirant, assemble ses deux moilit'S el les fait marcher l'une vers l'autre, de manière à produire une tension si les points D et E sont fixes. On emploie aussi des vis de rappel placées h une extrémité du tirant qu'il s'agit de tendre, ou bien des clefs et contre-clefs analogues à relies des têtes de bielle usitées dans les machines a vapeur.
Les tensions S et Q des tirants BE, CE et de leurs symétriques BD, AD sont produites artificiellement par des moyensiinalogues. En opérant le serrage, le constructeur doit remplir relie condition que les bielles FD, GE soient assez pressées ronire leurs arbalétriers pour annuler les flèches que ces pièces tendraient à prendre aux points' F et G. Dès lors, par lies considérations semblables à celles dont on a fait usage au n" 173, en appelant R la pression totale de l'une des bielles el p l'angle dès arbalétriers avec l'horizontale AC, on est conduit à l'égalité
De même on voit que la réaction appliquée au point C, normali-ment à l'arbalétrier, est exprimée à la fois par -^pacosp et par pa cos^ — Qsina, a étant l'angle de l'arbalélrier srec
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un des tirants qui soutiennent la bielle. Donc on a
-TV pa cos §=pa cos p — Q sin «,
et, par suite,
ibsina
EnGn on trouve la tension du tirant BE par un procédé analogue, en exprimant que la somme algébrique des projections des forces S et T, sur la perpendiculaire à l'arbalétrier, doit
être égale à -r^pacos^, ce qui donne
Tsini3 — Ssinar=; —-.paco^p
„__.si»|3 3pacos3_ pa /«sin^ 3 \
Connaissant les forces Q, II, S, T, qui s'exercent symétriquement sur les deux moitiés de la ferme, la vérification de la résistance devient facile, comme dans l'exemple du n"173.
Quelquefois, quand la portée devient un peu considérable, on ajoute à la ferme un poinçon pour soulenir<le tirant DE en son milieu et rendre insensible sa flexion, qui produirait un effet désagréable à l'œil. La tension de ce poinçon doit être alors les cinq huitièmes du poids du tirant. L'introduction d'une aussi petite force dans le système ne modifie pas sensiblement les résultats que nous avons tionvi'!:^.
Dans certaines circonstances, afin d'éviter la poussée liorizontale que doit produire la ferme quand elle se dilate par suite d'un accroissement de température, les deux exirémîlés inférieures des arbalétriers ont été reçues dans deux sabois de fonte, dont l'un a été fait mobile sur des rouleiles. Lu course du sabot mobile s'effectue suivant une liorizontale; elle eal d'ailleurs limitée par la fixité rie l'autre sabot ou par des arrêts qui ne lui permettent qu'une amplitude convenable. On peut éviter aussi que les variations de tenipéralure ne soient accompagnées de changements plus ou moins nuisibles
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dans le serrage des tirants; il sufGt pour cela de constituer toute la ferme avec des matériaux ayant le même coefGeieDi de dilatation, parce qu'alors le système» en se dilatant, resterait semblable à sa figure première. Cependant il ne paraît pas, d'après rexpérience acquise des constructeurs, que ces précautions aient une grande importance pratique, et le plus souvent on ne s'assujettit pas à les observer.
£nfin nous remarquerons qu'il paraît assez difficile de réaliser exactement pour les cinq tirants le degré de serrage convenable, correspondant à la tension indiquée par les calculs précédents. Peut-être serait-il bon de chercher un procédé d'un emploi facile pour connaître la tension qui existe dans un tirant, quand il est posé et serré; car, faute de ce procédé, il reste nécessairement beaucoup d'incertitude sur les actions moléculaires effectives auxquelles sont soumises les diverses pièces.
175. Autre système de charpente enfer, — Quand la portée devient considérable, on est quelquefois obligé d'avoir recours à un système un peu plus compliqué que le précédent, aGo d'éviler l'emploi d'arbalétriers de trop grande section. A cet effet, comme l'indique le croquis ci-dessous [Jig. 8i), au lieu
Fij;. 8i.
de soutenir les arbalétriers en un point seulement, outre les extrémités, on leur donne trois points d'appui intermédiaires, de sorte qu'ils sont comme des poutres à quatre travées égales. Ainsi donc, après avoir tracé les deux arbalétriers AB, BC et les lignes AD, DE, DF, EC, EB, EG, DE, comme si l'on voulait reproduire la Jig. 80, on ajoute à l'arbalétrier AB deux
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bielles KM, HO, articulées à leurs deux extrémités, et deux tirants FO, FM; les tirants BD et AD sont remplacés chacun par deux autres BO et OD, AM et MD. Les cinq points A, K,
F, H, B sont, comme on Ta dit, également espacés; les deux triangles AMF, FOB sont égaux et semblables au triangle ABD. Les mêmes additions et modifications sont faites pour le côté droit de la figure.
Le calcul des forces extérieures appliquées à chaque pièce est tout à fait analogue à celui qu'on a vu au n"* ilk. Les appuis en A et C doivent d'abord exercer chacun une réaction verticale exprimée par /?a, en conservant les mêmes notations; la tension T du tirant principal DE, nécessaire pour anéantir la poussée horizontale, sera,, en vertu des mêmes raisonnements, égale à •—-• Si Ton suppose, comme au n° 174, que le
serrage des tirants secondaires est opéré de manière à détruire la flèche de l'arbalétrier aux points où il est soutenu par les bielles, les forces normales exercées sur l'arbalétrier en B, I,
G, L, C auront les valeurs suivantes (n° W), savoir :
R' — ^ pacos^f au milieu G,
R'' -- - pa ces 3, en I et L,
R"'= — pflcosj3, en B et C.
Les deux forces R" ne sont autre chose que les compressions des bielles PI et NL; les autres nous serviront à établir des relations entre les inconnues qui restent à trouver.
Ainsi la réaction R"' en C est produite par les composantes, suivant la normale à BC, de la force pa due à l'appui et de la tension Q du tirant NC; donc on a
/>ûCOsp = /?acosj3 — Qsina,
^ lai cosô
Q = pa — — - •
112*^ sma
En procédant de même pour le point B, avec la force T, action
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mutuelle des deux moitiés de la ferme et la tension S du il-rant DP, on aura
pa cos 6 =1 T sin û — S sin a,
- Tsin3 II cosô S— _ pa-^-^y
sina 112^ sina
ce qui donne S, puisque T est connu.
Pour avoir les tensions Q', Q", S', S'' des tirants NE, NG, PE, PG, on pourra poser les équations d'équilibre des points N et P. Si Ton choisit pour axes de projeciion la parallèle et la perpendiculaire à Tarbalélrier, on obtiendra les équations
(Q _Q'_Q)slna-f-R'=o,
(S'~S"-S)sina4-R"=:ro,
relations d'où Ton déduira très-facilement Q% Q^ S', S*, les quantités Q, S, R" étant déjà déterminées. On trouvera
Q'' — S' = — : — = - pa —. — ^ ) 2. sina 7 '^ sma
_ 85 cosp
Q = pa-T-^-i
112^ sina
S'= —-(TsinS- ^otfcosp sina\ ' 112'^
Enfin on détermine la pression R de la bielle GE en exprimant que la somme des projections sur la ligne GE des forces R, 0", S'' est égale à la réaction R' que l'arbalétrier doit recevoir en G ; donc on a
i^/?a cosp = R - (Q" -f- S") sina,
et finalement
R =: —J^pacos^.
Toutes les forces extérieures qui sont appliquées à chaque
pièce étant maintenant connues, la vérification de la résistance ou le calcul des dimensions transversales s'effectuera sans difficulté.
176. Poutres en treillis : i" poutres simplifiées. — Nous considérerons d'abord le système simplifié que représente la fig. 82. La poutre est formée de deux cours de liges horizontales placées dans le même plan vertical, suivant les lignes
ABCD.. ., A'B'C'D'. . .; ces tiges sont censées articulées entre elles aux points B, C, . . . et aux points B', C, .... En ces mêmes points, ainsi qu'en A et A', sont articulées d'autres liges inclinées AA', A'B, BB', . . ., ayant toutes la même longueur et faisant par conséquent le même angle a avec la verticale. La poutre ainsi définie peut être posée sur deux appuis et chargée, en ses sommets A, B, C, . . ., A', B', C, . . ., de poids quelconques dans lesquels on suppose compris le poids propre des liges.
Quelle que soit la charge, comme il n'y a que deux appuis seulement, la Statique élémentaire permettra de calculer immédiatement leurs réactions : nommons Y la résultante obtenue en composant celle qui s'exerce à rextrémitc A avec le poids directement appliqué à celte articulation. Le point A doit rester en équilibre sous l'action de la force Y et de deux autres forces dirigées suivant AA' et AB, lesquelles sont les pressions ou tensions de ces deux côtés; ces deux dernières forces sont donc déterminées, puisqu'on connaît leur direction et leur résultante. Le parallélogramme des forces fait voir que
AA' supporte une pression — — et AB une tension Ylanga.
De même, si nous nommons Y' la résultante de la pression
— — subie par AA' et du poids suspendu en A', nous verrons
que Y' doit être tenue en équilibre par deux forces agissant
dans les directions A'B' et A'B, de sorte qu'il suffira de décomposer Y' suivant ces deux lignes pour en conclure les pressions ou tensions correspondantes. On passera eosuite au point B; nommant Y" la résultante du poids suspeodu en B et des forces déjà trouvées qui agissent suivant BA, BA', on décomposera Y" suivant BG et BB', ce qui fera connaître les efforts supportés par ces deux tiges. El ainsi de suite, en parcourant successivement les sommets suivant la ligne brisée AA' BB'CC . ., on finira par avoir déterminé, de proche en proche, loules les forces intérieures du système.
Celte méthode, fort simple en principe, réussirait toujours avec une distribution quelconque des charges sur les sommets; mais elle serait d'un usage pénible, si Ton voulait effeciuer graphiquement, par la règle du parallélogramme des forces, les nombreuses compositions ou décompositions qu'elle exige. Dans la pratique, il vaudrait mieux disposer les consiruclions géométriques conformément aux indications suivanles.
Pour plus de clarté, nous raisonnerons sur un exemple particulier; mais il sera bien facile de le généraliser et d'en conclure ce qu'on aurait à faire dans le cas général. Supposons que la poutre présente cinq triangles analogues au triangle AA'B de la^g^. 82, comme on le voit sur la^îg*. 83; supposons de plus que tous les poids attachés en A', B, W, C, C, ..., £' soient égaux entre eux. Ces poids éiaai au nombre de neuf, il faut, pour Téquilibre, supposer aux extrémités A et F des forces verticales ascendantes Y, Y,, ayani une intensité quatre fois et demie plus grande. Nous avons ainsi un système de forces données que nous numérotons de 1 à 11, en commençant par celle du point A et parcourant le périmètre extérieur du système dans un sens déterminé AA'. . .ET. . .A; nous donnons ensuite des nvmëros à peu près arbitraires aux tensions ou pressions intérieure) des côlés, qui sont inconnues et que nous voulons déterminer par une construction géométrique. r
A cet effet, on portera d'abord bout à bout, en pariant d'une origine 0 quelconque, les forces données, dans Tordre de leurs numéros; le polygone des forces ainsi construit doit revenir en 0 et se fermer, puisque ces forces se font équîUbre.
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Tous les sommets tombent sur la verticale GU; pour mieux montrer les extrémités de chaque droite représentative d'une force, on a dédoublé cette verticale en quatre autres qui sont tracées à côté, mais qu'il faut, par la pensée, reporter sur GH.
fiR. 83.
Maintenant nous allons, comme dans la première méthode, passer successivement et dans le même ordre par les points A, A', B, B', C, - -, E', F; pour chacun d'eux, nous construirons, non pas des parallélogrammes destines à composer ou à décomposer les forces, mais bien des triangles ou polygones des forces, remplissant le même but, et, afin d'obtenir la plus grande simplicité possible dans cette construction, nous ferons en sorte que la ligne représentaljve d'une force quelconque n'y soit jamais répétée deux fois.
Commençons par le point A -. nous effeciuons la décomposition de la force i ou Y en deux autres, dirigées suivant AA' et AB, au moyen du triangle OCI, dans lequel OG = Y, de sorte que Ul et IG, menés parallèlement aux forces i3 et 12, représentent les intensités de ces forces. Seulement on doii Ici faire un choix qui n'est pas sans importance, au point de vue de la simidicité qu'on veut donner à l'ensemble des con-
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struciions géomélriques : au lieu de mener une horizontale en 0 et une ligne Inclinée en G, on aurait pu faire Tinverse, et il faut savoir pourquoi c'est le premier parti que Ton doit prendre. Afin de se décider dans celte circonstance et dans les autres circonstances analogues qui se présenteront, il faut toujours adopter pour règle de donner une extrémité commune aux forces qu'on devra ultérieurement composer ensemble, parce qu'elles agissent en un même point du système articulé. C'est le motif qui nous fait choisir le point 0^ et non pas G, poury mener l'horizontale représentative de la force i3: le point 0 est en effet (dans le polygone des forces données) une des extrémités de la force ii, et nous aurons plus tard à composer 1 1 avec i3, quand nous en serons au point B. Ainsi la force ascendante OG ou i est déQnitivement remplacée par le contour 01, IG, ayant mêmes points de départ et d'arrivée.
Passons maintenant en A'. La force 12, qu'on vient d'obtenir, doit être composée avec 2, ce qui donnerait la ligne IK, inutile à tracer; celte résultante IK sera remplacée par le contour IL, LK, formé de parallèles à A'B et A'B', ce qui fera connaître les forces i4 et i5. Nous avons mené la ligne inclinée par le point I et l'horizontale par le point K, au lieu de faire l'inverse, parce que nous donnons ainsi : 1" une extrémité commune 1 aux forces i3 et 14? toutes deux appliquées en B et devant bientôt être composées ensemble; 2*» une extrémité commune K aux forces i5 et 3 appliquées en B' et devant aussi être composées ultérieurement.
Nous allons ensuite au point B. Les forces 11, i3 et i4 sont représentées et portées bout à bout au moyen des lignes déjà tracées MO, 01, IL; leur résultante serait ML. On la décomposera de même en une force MN parallèle à BC et une force LN parallèle à BB', ce qui détermine les inconnues 16 et 17. On a mené l'horizontale par M et non par L, parce que les forces 17 et 10, qui agissent en C, ont ainsi le point M commun; de même, en menant la ligne inclinée par L, les forces 16 et i5 appliquées en B' ont Textrémité L commune.
On procédera tout à fait de la même manière à l'égard des points suivants B', C, C, . . ., E'. En chacun d'eux on a toujours à composer des forces données ou déjà déterminées, et il se trouve que leurs lignes représentatives sont déjà portées
bout à boui, en vertu des constructions précédemmenl effectuées; les deux extrémités de la résultante étant connues, on décompose celle-ci (sans la tracer) en deux composantes, l'une horizontale, l'autre inclinée, en menant par lesditcs extrémités des parallèles à ces deux directions. On choisit» toujours d*après le même principe, celle des extrémités par laquelle il faut mener soit Thorizontale, soit la ligne inclinée. Voici l'indication des lignes à mener successivement :
Points.
Lignes à tracor.
Points de départ
PQ et NQ
P et N
RS et QS
R et Q
TU et SU
T et S
VX et UX
V et U
Za et Xa
Z et X
5 Y et a-y
3 et a
Arrivé là, on peut remarquer que la résultante des forces 27, 28 et 6 est égale à la force 3o. Si donc nous joignons H y, nous obtiendrons l'intensité de celte force, et de plus il faudra que celte ligne soit parallèle à E'F, ce qui fournit un contrôle de l'exactitude des opérations graphiques. Quant à la résultante des forces 2g et 3o, on voit qu'elle coïncide bien avec la force Yi ou 7, comme cela doit être.
La détermination des forces inconnues est mainlenanl complète. Au surplus, dans le cas d'un système entièrement s)^métrique par rapport à la verticale du milieu C, tel que nous l'avons pris, il est évident qu'on aurait pu se dispenser de faire les constructions relatives à la seconde moitié, car les pressions ou tensions dans deux côtés symétriquement placés doivent être les mêmes, et la seconde moitié ne fait que reproduire les résultats obtenus pour la première.
Après avoir trouvé les forces inconnues exercées suivant les divers côtés du système articulé, il faut encore savoir distinguer quels sont les côtés qui éprouvent une tension proprement dite et ceux qui sont réellement soumis à une pression. Or, cela n'offre aucune difficulté et ne demande qu'un peu d'attention. Prenons, par exemple, les forces agissant en A : la force Y ou i a été décomposée en dmix auires, représenlées en grandeur, direction et sens par 01 et IG, la
I. 3- édit
première agissant suivant AB, la seconde suivant AA'. Or, si par la pensée on transporte ces forces en A, on voit que 01 tend à écarter A de B, c'est-à-dire produit une tension dans AB, pendant que, au contraire, IG tend à rapprocher A de A' et comprime le côté A A'. De même, en considérant le point C, on verrait que la résultante des forces 20, 19 et 4 a été décomposée en deux forces SU et UT suivant les directions de CD et CD' : ces forces, transportées en C, agiraient, la première pour rapprocher C de D, la seconde pour rapprocher C de D'; donc toutes deux constitueraient des compressions. On reconnaîtrait de même la nature des autres. Nous avons distingué les compressions par des traits plus forts; on peut adopter tout autre signe qu'on voudra, mais il convient d'en choisir un quelconque, pour éviter la possibilité des confusions.
La même solution graphique s'adapterait sans difHculté au ras où les poids élémentaires ne seraient suspendus qu'à une des deux longrines horizontales de la poutre. La Jig» 84
XX
\18 1(1 Hy?\
Xfl-
représente les constructions à effectuer, dans l'hypothèse de (jualre poids égaux attachés en B, C, D, E. Après les explicalions données sur le cas précédent, le lecteur comprendra
sans peine le iracé de celle figure, ei il serail oiseux de répéier une seconde fois ce que nous avons déjà dii. On remarquera seulenieni que les lensions i5 el 17 soni nulles : c'esl pour celle raison qu'elles ne figureni pas dans la conslrucUon servant à déterminer les forces inconnues (*).
Le calcul donne aussi une solution très-simple du même problème, consistant à déterminer les forces intérieures dans la poutre articulée AA'BB'. . . [fig, 82, p. 557), sous l'action de poids quelconques suspendus aux divers sommets.
Considérons C et C comme deux sommets de rang quelconque /, le numérotage commençant par o en A el A', et marchant de gauche à droite. Nommons
T, la tension du côté BC; // celle du côté incliné CD; 0, la compression de B'C; qi celle de CC
Les mêmes lettres affectées d'autres indices désigneront les forces analogues agissant avant ou après les points C et C; ainsi T,^., serait la tension de CD, Q/^, la compression de CD', /,_, la tension de B'C, etc. Il ne peut d'ailleurs y avoir aucun inconvénient à préjuger d'avance, comme nous le faisons, la nature de rcffort intérieur subi par chaque côté : quand on se trompe sur le sens d'une de ces forces, elle figure partout dans le calcul avec un signe contraire à celui qu'elle devrait avoir, de sorte qu'on est averti de l'erreur en trouvant finalement une valeur négative pour cette inconnue, et qu'il est alors facile de rétablir les choses conformément à la réalité. Cela posé, faisons d'abord une section verticale par un point du côté Cl), dans l'iniervalle de ses extrémités, et considé-
(*) L'emploi des constructions graphiques pour obtenir la solution des problèmes de Mécanique appliquée a pris, depuis quelques années, une grande extension, et l'orme tout un corps de doctrine auquel on a donné le nom de Statique graphique. C'est une science d'origine française, dont le germe se trouve en grande partie dans les travaux de M. Chasles et de Poncelel, mais qui doit de nombreux et très-importants développements à plusieurs savants étrangers, parmi lesquels nous citerons MiVI. Culmann, Cremona et Bauschinger. Le lecteur qui voudrait la connaître plus à fond peut consulter leurs Ouvrages ainsi que le Traité de Statique graphique publié par M. Maurice Lévy, ingénieur des Ponts et Chaussées.
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rons réquilibre, en projection verticale, des forces qui agissent sur la portion de poutre à droite du plan sécant. Nous avons d*abord les forces T,+„ Qi>,, ti destinées à remplacer la réaction de la partie supprimée, parmi lesquelles la troisième seule donne une projection verticale, qui est ascendante et a pour valeur /icosa; on doit obtenir une somme nulle si on lui joint la somme algébrique des forces verticales, prises positivement dans le sens ascendant et appliquées depuis la section dont il s'agit jusqu'à Textrémité de droite. Nous conserverons à celte somme le nom à'effort tranchant, comme dans la théorie des poutres droites ordinaires (n® 191; en la désignant par P, nous aurons
(i) /.cosa -j- P = o,
équation qui permet de calculer toutes les tensions /|. De même, en faisant passer la section verticale dans l'intervalle des extrémités de CC, et appelant encore P l'effort tranchant relatif à celte section, on aurait trouvé, par le même raisonnement, réqualion
(2) 5,cosa -h P = o,
au moyen de laquelle on obtiendra toutes les compressions ç,. Ainsi, en résumé, la tension ou compression d'une tige inclinée quelconque est égale, en valeur absolue, au produit
de par l'effort tranchant dans une section verticale qui
cosa ^ ^
rencontre celle tige; si cet effort tranchant, évalué dans le sens indiqué ci-dessus, est positif, il y aura pression dans les tiges parallèles à CD et tension dans les tiges parallèles à CC; l'inverse aura lieu quand l'effort tranchant deviendra négatif. Faisons passer maintenant notre section verticale par le milieu d'un des côiés horizontaux, BC par exemple, ou (ce qui revient au même) par le sommet B'. Appliquons à la partie de poutre située à droite de ce plan l'équation des moments relativement à B' : si nous nommons h la hauteur de la poutre et X le moment fléchissant (n** 19) pour la section faite en B', le signe -f- étant donné aux moments des poids appliqués enire B' et l'extrémité de droite, nous aurons de cette manière
(3) T.A-^Xrz^O.
Si Ton avait pris la section verticale par le milieu de B'C ou parC, réquaiion des moments relativement à ce dernier point, pour la portion à droite du plan sécant, aurait été
X désignant, bien entendu, le moment fléchissant pour cette nouvelle section. Les équations (3) et (4) donnent toutes les forces T| ei Q„ ce qui complète la détermination des actions intérieures de la poutre. Les pressions et tensions dans les longrines horizontales dépendent seulement, comme on le voit, des moments fléchissants calculés pour certaines seclions équidistantes, en nombre égal à celui des côtés horizontaux tels que AB, BC, . . ., A'B', ....
Après ces indications générales, nous allons étudier plus en détail quelques cas particuliers, dans lesquels nous supposerons toujours les poids attachés exclusivement aux sommets inférieurs B, C, D, . . . .
(a) Cas cViine charge isolée, — On suppose un poids unique 7.pk attaché au sommet inférieur de rang k\ le nombre des segments AB, BC, ... de la longrine inférieure est n -f- 1. Les réactions des appuis ont alors pour valeurs
En A Y — 1IK
A rextrémité droite Y, = 'ip^
Par suite, relTort tranchant n'a que deux valeurs différentes, savoir :
A gauche do ip^ P = — 2/^^ -^- Y, = — Y,
A droite de ip^ P inz Y,.
On conclut de là, par les équations (i) et (2), qu'à gauche
de 20* toutes les tiges parallèles à AA' supportent une pres-
sion -) et les tiges inclinées dans l'autre sens une ten-
cosa
sion de même grandeur; qu'à droite de 2/?* l'effort tranchant
passe au positif, les directions se permutent réciproquement
pour les tiges tendues ou comprimées, et l'intensité devient Y,
— — pour les pressions comme pour les tensions, cosa ^ ^ ^
On peut encore énoncer la règle suivante, comme consé-
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quence des remarques ci-dessus faites au sujet de la nature des actions intérieures dans les tiges inclinées :
Parmi les tiges inclinées^ celles qui rencontrent la verii^ cale 2pk en dessus de la poutre sont soumises à une compres^ sion; il y a tension^ au contraire y dans celles qui rencontrent la même verticale à une hauteur ne dépassant pas la longrine inférieure.
Le calcul du moment fléchissant qui entre dans les formules (3) et (4) n'offre aucune difficulté, puisque la pièce n'est soumise qu'à trois forces extérieures connues : Y, ipk, Yi. Sans nous attacher à l'effectuer, nous remarquerons seulement que ce moment est toujours négatif : pour une section à droite de 2/?^, il se réduit au moment de la force ascendante Y, ; pour une section à gauche, il se réduirait de même au moment de Y; et d'autre part nous avons adopté comme sens positif celui du moment d'une force descendante. Il résulte de là que les formules (3) et (4) donneront des valeurs positives pour T, et Q„ quel que soit i, c'est-à-dire que la longrine inférieure se trouve partout soumise à une tension, et la longrine supérieure à une compression. On peut ajouter, d'après les propriétés connues du moment fléchissant produit par un poids unique sur une poutre à deux appuis (n** 27), que les tensions et compressions sont décroissantes depuis la verticale 2/74 jusqu'aux deux extrémités de la poutre.
(6) Cas d'un nombre quelconque de poids. — Nous supposons un nombre quelconque de poids 2/1*, suspendus toujours aux sommets inférieurs. Le principe général de la superposition des effets des forces est applicable, comme il est facile de le constater directement, au calcul des réactions Y et Yi; par suite, il s'étend immédiatement aux quantités P et X, et, en vertu des formules (i), (2), (3), (4), aux forces intérieures /,, qh T,> Q,. On en lire les conséquences suivantes, qu'il suffit d'énoncer pour en voir la démonstration.
Quels que soient les poids 2/7*, les liges horizontales inférieures se trouvent toujours tendues, et les tiges supérieures comprimées; la tension ou compression de chaque tige horizontale va en croissant à chaque poids nouveau qu'on ajoute et devient la plus grande possible quand la charge est complète.
S\sTftMES ARTICULÉS SANS FROTTEMENT. 667
La lige inclinée CC [Jig, 82, p. 567) est rencontrée au-dessus de la poutre par les verticales de tous les sommets tels que 1) situés au delà de C jusqu'à l'extrémité de droite, tandis qu'elle est rencontrée au niveau de la longrine inférieure ou en dessous par les verticales des sommets compris dans la partie gauche AC (le point C étant compté dans celte partie); de là résulte que tous les poids suspendus en D ou plus loin vers la droite comprimeront CC, et tous ceux qu'on suspendra en C ou plus à gauche produiront une tension dans la même tige. La réunion de tous les premiers poids donnerait lieu à la compression maximum deCC; la réunion de tous les autres produirait le maximum de tension. On arriverait à un résultai tout à fait semblable pour la lige B'C inclinée en sens contraire : elle serait tendue au maximum par la réunion des poids attachés en C, D, ... jusqu'à Texirémiié droite, et comprimée au maximum par l'ensemble des poids qu'on sus pendrait aux autres sommets inférieurs sur la partie gauche.
(c) Effet d'une charge uniforme et complète. — Un poids constant 2/7 agit à tous les sommets inférieurs B, C, D, . . ., dont le nombre est n; les réactions aux deux extrémités ont pourvaleur np. Imaginons lesforces intérieures ellessommets numérotés comme on l'a dit plus haut avant de procéder à la démonstration des formules (1), (2), (3) et (4)« Dans le cas particulier actuel, on trouve pour les valeurs des quantités P et X qui entrent dans ces formules :
Effort tranchant dans Tintervaile de C à D,
p rrr: np — [n — i)2p =1 — [n — 2 / ) /; ;
Moment fléchissant en B',
X = 2p/i tanga[i H- 3 -h 5 -h . . . -!- (2/1 — 2/-^- 1)] — np/i lang 5c ( 2 /i — 2 / -f- 3 )
= ph langa [2 ; n — / -r ; )^ — n ( 2 /i — 2 / -h 3 ) ]
= ph tanga [ — n — i{i — i][n — / 4- i ) ] ;
Moment fléchissant en C,
X = ^ ph iang a\_i -h 1 -h 3 -h, . .-î-(/i - i)]— 2nph langa(n— ih-i) = — 2i[n — / 4- i) ph tanga.
«^^ CHAPITRE NEOVIÈMB.
iV lîi ou tire immôdiaiement
in — ii]p
T. />langa[/i -f- 2(/ —■ i){n — i-h i)], ()^ : a/(n — /-+- i)/?langa.
f %n^mr on le voit, les pressions ou tensions des liges in- ,'ïinv^ (.. ft) décroissent uniformément des extrémités au pvii,M /îi^ la poutre : leur maximum, pour iz=o ou i = n,
pst "^ i leur minimum est o ou ^ ? suivant que n esl pair
<v»vA cosa
ir.'.jViir et répond à /= -ou / = Quant aux près
»iî/^»r»^ ou tensions (Q„ T,) dans les longrines horizontales, on v/» i 4»u contraire qu'elles croissent parabollquement des extré-
n v^sau milieu. La tension T| devient maximum pour /— 1=- /< prend alors la valeur
T = p tanga( n -{ \ z= - p ianga[(n -h i)'— i];
V), serait maximum pour /= et aurait alors la valeur
Q'=-p[n-h i)Hanga,
dont le rapport à T' sera très-rapproché de i, pour peu que n alleigne 4 ou 5. De ces deux maxima un seul d'ailleurs se réalise rigoureusement, parce que i ne peut recevoir que des
valeurs entières, et que sur les deux nombres - et il en
est un nécessairement fractionnaire; l'autre maximum ne se réalise qu'à peu près pour la valeur entière de i la plus voisine de la valeur fractionnaire à laquelle répond le maximum algébrique.
(d) Effet d'une charge uniforme et complète^ jointe à une surcharge également uniforme, mais pouvant être à volonté complète ou incomplète. — Soient 2p un poids attaché à chaque sommet inférieur, 2/?' une surcharge attachée à tels de ces
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sommets qu'on voudra choisir, en se réservant de faire le choix le plus défavorable à la résistance. Les remarques cidessus présentées (a) sur Teffet spécial de chaque poids ^pk démontrent qu'un segment quelconque des longrines horizontales éprouve, sous chacun de ces poids, des efforts toujours de même nature, et que par conséquent il est tendu ou comprimé au maximum quand tous les sommets ont leur surcharge. On rentre alors dans le cas d'une charge uniforme et complète, et les formules précédentes [c] permettent de calculer les T» et Qi avec le système de charges le plus défavorable, consistant en un poids 2 (/? + />') attaché à chaque sommet inférieur.
Mais il n'en est pas de même pour ce qui concerne les liges inclinées. Si nous éludions seulement la moitié gauche de la poutre (ce qui suffit, en raison de la symétrie), nous voyons d'abord que TeiTet de la charge permanente est de comprimer toutes les tiges parallèles à A A' [Jig, 82, p.ôS^) et de tendre toutes les tiges parallèles à A'B; l'intensité des efforts est donnée par la formule
[n — ii]p
ti — 7i
cosa
dans laquelle i ne dépassera pas -• A cet effort se superpo-
sera, dans chaque tige, celui qui serait produit par la surcharge seule, et qui varie entre deux limites, savoir :
La compression produite par tous les poids 2/?' coupant la tige en question au-dessus de la poutre;
La tension due aux poids 7,p' rencontrés par la même tige au niveau de la longrine inférieure ou au-dessous.
En déterminant ces deux limites et les ajoutant algébriquement à l'effet de la charge permanente, on aurait les limites entre lesquelles varie la tension ou pression de chaque tige inclinée sous l'action simultanée des poids 2/? et ip\ ces derniers étant pris dans toutes les combinaisons possibles. Quoique cette recherche n'offre aucune difficulté, nous ne l'effectuerons cependant pas, parce qu'on préfère suivre un autre procédé dans la pratique; voici quel est ce procédé.
Si la surcharge était complète, on a vu (c) que les forces ç,-,
i /♦.'♦: •v''-^^ 'i»5 uniformément des extrémités au milieu de la ♦..i"*»' .i-*:.n> un maximum —^^ — ^— ^ jusqua un mmimum
*^rif ;i 2^-o OU à - ' Au lieu de cela, on se borne à faire
•^^* cosa
vi.'cpjr'wre uniformément les ^i, /, depuis le même maximum
;,js4T jL\â uu minimum qui en serait seulement le quart, soii
? ^ ' ^-; on admet qu'on a, de cette manière, suffisamment
.i:iurduu\ effets défavorables pouvant résulter de la suppression pjrtiello des poids Q.p'. En réalité, celle règle tend à faire attribuer aux forces g,, // des valeurs généralement un peu trop grandes.
i77. 7.^ Poutres en treillis proprement dites, — Pour passer du système que nous venons d'étudier aux poutres en treillis, lelles qu'on les emploie le plus ordinairement, on fera usage des aperçus approximatifs ci-après. D'abord les tiges horizon* taies articulées à leurs extrémités pourront être remplacées par des poutres dont ABCD. . ., A'B'C'D'. . . (Jîg. 82, p. 557) seraient les fibres moyennes, car ces poutres, n'ayant que de petites dimensions transversales, eu égard à leur ouverture, jouiront d'une flexibilité considérable qui permettra de les assimiler théoriquement à des corps formés d'une série d'éléments joints entre eux par des articulations. £n second lieu, on imaginera que la tige inclinée AA' est subdivisée en plusieurs autres tiges de même direction, également espacées el réparties entre A A' et BB', et qu'une transformation tout à fait pareille a été opérée sur les autres tiges inclinées. On conçoit
(jue, si ÀB est une fraction suffisamment petite de la distance totale des appuis, ce second changement n'aura pas encore notablement troublé les tensions et pressions des côtés horizontaux; et, quant aux côtés inclinés, les groupes compris entre deux côtés parallèles et consécutifs du premier système travailleront, en somme, à peu près comme les côtés qu'ils ont respectivement remplacés. Ils devront donc avoir, en somme, la même section. La section de chacun d'eux en particulier pourra se calculer comme s'ils travaillaient tous également.
En venu d'une remarque faiie loul à l'heure, il conviendrait que le treillis eût une force plus grande vers les exirémilés que vers le milieu, tandis que les longrines ou moises horizontales seraient dans une condition contraire. Des expériences failes en Allemagne sur la rupture des poutres en treillis ont confirmé ce résultat, car la rupture du treillis a eu lieu dans le voisinage des extrémités.
Il est bien entendu que, pour autoriser le dédoublement fies liges inclinées au moyen duquel nous avons passé du système de \^ Jîg* 8^ à la poutre en treillis, il est nécessaire <le supposer que les tiges dédoublées ne sont pas liées à celles qu'elles traversent, en d'autres points qu'à leurs extrémilés. Cette liaison existe cependant en général dans la pratique-, mais, comme il serait difficile d'en tenir compte, on devra en faire abstraction, ce qui aura pour elfet de donner un surcroît de sécurité.
178. Autre solution du problème des poutres en treillis. — La question que nous venons de résoudre peut se traiter en adoptant un point de vue un peu différent, qui cependant conduit à peu près aux mêmes résultats, mais qui a l'avantage de rattacher la théorie des poutres en treillis à celle des poutres pleines et perqiel ainsi d'utiliser partiellement les propriétés démontrées au Chapitre II ainsi que dans la troisième Partie du Cours.
Etant donnée une poutre en treillis, coupons-la par un plan quelconque AB [fig. 85) mené perpendiculairement à son axe. Toutes les forces extérieures, y compris les réactions des i:ppuîs, qui agissent transversalement sur la poutre dans le plan de la figure, entre la section AB et une extrémité (celle de droite par exemple), peuvent toujours se réduire à une résultante de translation P et à un couple X. Ces deux quantités ne sont autre chose que ce qu'on a nommé Y effort tranchant et le moment de flexion dans la théorie des poutres droites; nous les supposons évaluées en adoptant les sens positifs indiqués par les flèches. La partie du système située à la droite du plan AB doit être en équilibre sous l'action de la force P, du couple X et enfin des réactions qu'elle reçoit dans le plan AB, en vertu de sa liaison avec la partie située à
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gauche. Ces réactions ne sont autre chose que les pressions et tensions des liges rencontrées par ÂB (>]. Nous supposerons a /?nor/ : I® que toutes les tiges parallèles'à CD sont comprimées et que les tiges parallèles à CE sont tendues;
2° que la pièce horizontale supérieure éprouve une comprei-sion Q et la pièce horizontale inférieure une tension T. Les erreurs que nous pouvons commettre sur la vraie nature des efforts ne sauraient avoir, comme on Ta déjà remarqué {n**176\ aucun inconvénient; elles se manifesteront, dans le résuliai final, par les valeurs négatives des inconnues, et alors 11 seni bien aisé de les rectifier. Il suffira pour cela de considérer une pression négative comme représentant une tension, ei vice versa.
Toutes les tiges parallèles à CD et rencontrées par AB soni attachées en des points de la ligne A^ occupant une longueur au plus égale à A langa, en nommant A la hauteur de la poutre et a Tangie des liges du treillis avec la verticale; elles forment la moitié des liges dans lesquelles nous supposions précédemçnent (n^'lTT) qu'on dédoublait une tige inclinée quelconque de la ^^. 8i (p. 557), CC par exemple. Les compressions de ces tiges étant supposées varier d'une manière continue avec l'abscisse x, on pourra les considérer comme égales,
(') Chaque tige est ceusée articulée en ses deux pointa extrêmes; dans rintervalle elle ne supporte que son poids propre, lequel est considéré comme négligeable. Des lors il faut, pour l'équilibre de cette tige, que les deux résultantes appliquées aux deux centres d'articulation soient égales et contraires, et, par suite, ta tige n'éprouve qu'une tension ou compression directe.
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parce que Atanga sera, par hypothèse, une petite fraction de la longueur de la poutre (*); nous nommerons - leur résuN
tante, et q aura ainsi la signification qu'on donnait tout à Theure à Çi (n® 176). De même toutes les tiges parallèles à CE, qui viennent couper AB, pourront être regardées comme également tendues, et nous désignerons par - la tension résultante, t étant ce qu'on appelait précédemment /|. Les deux résultantes - et -> provenant de forces à répartition à peu près ■£ ^
uniforme, seront appliquées à peu près au milieu de la hauteur A.
Cela posé, nous écrirons les trois équations d'équilibre des forces qui sollicitent la portion de poutre comprise enire le |)lan AB etTextrémité de droite, savoir :
Projections horizontales et verticales,
Q — T-i--(ûf — /)sina=o,
~ (? "^ 0 (^oscc -4- P — o;
Moments relativement au point A,
TA -f- 7(/ — gfjAsina -h X — o.
On n'a ainsi que trois équations entre les quatre incon-
(*) Cette condition domine tout le calcul que nous allons faire; les résultats seraient fort incertains si elle n'était pas remplie. Au reste, la méthode exposée plus haut (n^ 177) présente le même inconvénient, car nous avons été obligé, dans le cours du raisonnement, de faire cette restriction : si AB (ou a Atanga) est une fraction suffisamment petite de la distance totale des appuis. 11 faut donc admettre que le nombre désigne par n au n® 17G est assez grand, sans quoi l'on pourrait bien calculer les forces intérieures dans le système simplilié (n" 17G); mais le passage de ce système au treillis aurait quelque chose de trop arbitraire, et l'on pourrait en dire autant de notre &ecunde méthode. Dans la pratique, n varie le plus souvent de 4 à S : c'est à peine si cela nous parait siiflisant pour la justification des procédés que nous élisons connaître et qui sont généralement re<;us.
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nues T, Q, /, q, et il semble que, pour achever de les déterminer, il serait nécessaire d'avoir égard à la manière dont le système se déforme sous Taction des forces; mais, pour éviter cette complication, nous aurons encore recours à un raisonnement approximatif. On a vu (n** 176) que, si tous les poids agissent sur la longrine inférieure, il en résulte la relation g,= ti, c'est-à-dire que deux tiges inclinées aboulissani au même point de la longrine supérieure sont Tune pressée, Tautre tendue par la même force; donc / ne diffère pas beaucoup de g, car 11 s'agit ici de tiges inclinées qui descendent en partant de points assez voisins les uns des autres. Un raisonnement tout à fait analogue s'appliquerait au cas où tous les poids seraient attachés à la longrine supérieure; la conclusion subsisterait donc aussi dans le cas le plus général, en vertu du principe de la superposition des effets des forces. Si, en conséquence, nous admettons Tégalité
la première des trois équations précédentes donnera
les deux autres deviendront
(5) /cosa -h P — o,
(G) Th-hX=^o,
ce qui fera connaître les forces / et T, et partant leurs égales q et Q.
Mais il faut, pour cela, qu'on soit parvenu à trouver par un moyen quelconque l'effort tranchant P et le moment fléchissant X. Cette question ne peut offrir aucune difficulté quand il s'agit, comme au n° 176, de pièces simplement posées sur deux appuis, dont la Statique élémentaire fait connaître les réactions, car on connaît alors toutes les forces verticales agissant sur la pièce depuis une section jusqu'à rexlréraiié, et il est facile d'en conclure leur somme algébrique P, ainsi que leur moment total X, relativement à un point de la seclion. Le problème est un peu plus complexe quand la poutre n'est pas simplement appuyée en ses points extrêmes ou quand
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elle a plus de deux appuis. Voici comment on le ramène à un problème déjà traité dans ce Cours.
Un élément dx de la longrine supérieure se raccourcit d'une
Tdx longueur — ,-> et l'élément de la longrine inférieure, situé
Tdx directement au-dessous, s'allonge de — '-•> en nommant e
et e" les ressorts longitudinaux des deux longrines (n***! et2); les deux plans verticaux, qui comprenaient entre eux l'espace dx avant la déformation, seront inclinés l'un sur l'autre dans l'état final, et leur angle s'exprimera par le rapport à h
de Tdx ( — -H „ ) î soit par
Cet angle infiniment petit n'est autre chose que l'angle de contingence pour la poutre déformée; en le divisant par dx, on a donc l'inverse du rayon de courbure, exprimé aussi,
comme on a déjà eu occasion de le remarquer (n®37), par
d^ y — ~T—^'^ ainsi l'on a
dx^ ~^ h ^ ■' ' -" ' ' ou bien, en vertu de l'équation (5),
'^' dx^" lAe'
Imaginons maintenant une poutre fictive dont la section transversale ne comprendrait que deux éléments w', ro", séparés par la distance verticale h et doués de ressorts longitudinaux e\ e"; ce sera la poutre donnée, débarrassée de son treillis, mais conservant une entière solidarité entre les deux iongrines. Supposons-la soumise aux mêmes charges, et, la traitant comme une poutre à section continue, appliquons-lui l'équation (lo) du n°20; ré(|uation de sa fiexion sera, si l'on appelle er' son moment <rinflexibirué,
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Or le centre d élasticité de la section transversale est en un point 0 qui divise la dislance w'w' :=A en deux segments
i}^ . . *^ ,, 0^"= - -„i inversement proportionnels
À e et e ; lionc
er^ = —
yw l icn
er^
Fn vertu de celte relation, les équations (7) et (8) deviennent i.ieniiques entre elles, et, par suite, la poutre fictive fléchit jib>o!umenl comme la poutre donnée, sous Taction des mêmes charges. Si Ton se rappelle maintenant que les réactions des iippuis d'une poutre sont déterminées par les conditions de la Statique jointes à celles que fournit l'équation (8], on en conclura que ces réactions sont égales dans les deux poutres; les charges y étant déjà supposées les mêmes, il y aura donc finalement une complète identité entre leurs moments de Hexion aussi bien qu'entre leurs efforts tranchants. Ainsi ces deux quantités X et P se détermineront comme pour une |)0utre à section continue, en suivant les méthodes et employant les formules indiquées au Chapitre II de ce Volume, ainsi que dans la troisième Partie de notre Cours.
179. Comparaison de la solution précédente avec celle du n° 176; observations diverses, — Dans la théorie du n® 176, les pressions et tensions étaient considérées comme des fonctions discontinues, changeant brusquement de valeur en certains points, tandis que nous les avons regardées, au n**178, comme des fonctions continues d'une variable x. Les résultats obtenus avec ces deux hypothèses ne peuvent donc pas être absolument pareils; mais ils se ressemblent dans leur physionomie générale. C'est ce que nous allons constater dans le cas d'une poutre reposant sur deux appuis et chargée d'un poids à distribution uniforme.
Soient ia la longueur de la poutre et xs\q poids de la charge par unité de longueur; les autres notations étant celles des
articles précédents el Torigine des abscisses x [Jig. 85, p. 672) étant placée sur Tappui de gauche, on aura
X =:: mxiia — x]^
comme il est facile de le constater de suite, puisque chaque appui exerce une réaction ascendante égale à xsa. Par suite, on tire des formules (5) el (6) du n° 178
mla — x] ^ cosa
D'après cela, la force q commence par être positive avec x = o
et égale à — - 9 ce qui prouve que les liges parallèles à
CD [Jig. 85) sont comprimées aux environs de l'appui gauche ; sa valeur absolue décroît uniformément avec x, devient nulle au milieu de la pièce el repasse ensuite par les mêmes grandeurs en ordre inverse; son signe est négatif à partir de x = a, et dans la seconde moitié de la pièce les tiges parallèles ù CD supporlenl efîeclivemeni une tension. Quant à la tension T, elle est nulle aux deux extrémités, et dans Tintervalle on peut la représenter par les ordonnées d'une parabole à axe vertical, dont le sommet se trouve sur le milieu de la pièce et a pour
ordonnée — .-• Voyons maintenant jusqu'à quel point les
mêmes choses ont lieu dans la théorie du n** 176, en nous bornant d'ailleurs à supposer le cas d'une charge uniforme suspendue aux articulations inférieures.
On a trouvé pour la compression du côté AA' {/Ig. 82,
p. 557) » ou, ce qui revient au même, » car np
" cosa cosa ^
n'est autre chose que la moitié de la charge totale soutenue
parla poutre; donc, à égalité de charge, les deux méthodes
conduisent à la même compression pour les tiges inclinées
I. 3« édit
dans un certain sens, aux environs de Tun ou l'autre appui. L'égalité subsiste encore au milieu de la poutre, rigoureusement si le nombre n est pair (n° 176), approximativement d.ns le cas contraire. Les compressions déterminées par les deux théories forment ainsi deux séries de quantités uniformément décroissantes, depuis un même maximum jusqu'à un minimum nul ou à peu près' nul ; elles restent donc toujours sensiblement égales.
On peut raisonner de même à l'égard des tensions supportées par le surplus des liges inclinées; elles passent, en effet, par les mêmes valeurs que les compressions.
Les tensions T| des côtés horizontaux inférieurs [fig>^^]i ainsi que les compressions Q, des côtés supérieurs, ont un
maximum toujours peu différent de -/?(w -+- i)Manga au mi-
lieu de la poutre (n* 17G); le maximum analogue, dans la
théorie qu'on vient de faire, a pour expression —r- Or on a, par la définition même des lettres,
a (n -~ i) Alanga, /; rrr cj/i langa; donc aussi
-p[n-\- lUanga — - cjZ/tang'a -.—^ — ~ — r»
1^^ / o ^ D Aa langea ih
ce qui démontre l'égalité des deux maxima. D'ailleurs la décroissance des fonctions T, et Q, d'une part, T et Q de l'autre, à partir du maximum, s'opère, dans les deux cas, suivant une loi parabolique exprimée par une fonction entière du second degré; enfin les fonctions T^ et Q,, si elles ne s'annulent pas tout à fait pour les points extrêmes, se réduisent du moins à une faible fraction du maximum quand n est un peu grand. Donc les fonctions!,, Q, ne peuvent jamais s'écarter beaucoup des fondions T, Q, sauf le cas où le nombre n n'aurait qu'une valeur insuffisante.
Ainsi se trouve établie la coïncidence approximative que nous avions annoncée.
L'angle a ne doit pas être choisi arbitrairement, car il influe sur le volume toial du treillis. On a, en effet, reconnu ci-des-
SUS que toutes les liges inclinées, coupées à l'inlérieur même de la poutre par un plan vertical donné AB (fig. 85, p. 672), se partagent en deux groupes égaux, dont Tun résiste à une
tension totale - et Tautre à une pression - de même valeur,
ce qui fait en tout un effort t ou • Si donc on nomme R
^ cosa
la limite des efforts longitudinaux (pressions ou tensions)
par unité de surface, les sections réunies de toutes ces tiges
donneront une somme égale à ,-t » et, comme elles ont
^ Kcosa
pour longueur commune, leur volume sera 7; • Ces
C0S5C ■ Kcos'a
mêmes liges forment une longueur /aanga de treillis, mesurée
parallèlement à l'axe de la poutre; ainsi le volume de matière
dépense dans le treillis sur l'uniié de longueur horizontale,
aux environs du plan AB, s exprime par rr- — -- -. ou
^ » I r Kcos'a II langa
par 77—. — • Son minimum, quand a varie, répond au
Usina cosa
maximum de sinacosa ou de sin2a, ce qui conduil à faire l'angle a égal à 4^^°-
11 est d'ailleurs aisé de reconnaître que les efforts ï et Q (n° 178) ne dépcndenl pas de a, en sorte que celle variable n'exerce pas d'influence sur le volume des longrines horizontales.
Le volume dépensé en treillis, par unité de longueur hori*
zoniale, aux environs d'un plan vertical AB, élant i. .- ?
' llsinacosa
c'est-à-dire -j- lorsque a prend sa valeur la plus favorable, il
est bon de le comparer à celui qu'exigerait une ame pleine qui réunirait les deux longrines pour en faire une poutre continue avec section transversale en double T. On sait (n®49)
que l'âme doit avoir une section capable de résister à l'effort
tranchant, soit une section — si Ton suppose, comme d'habitude, que la poutre est en iMe et que cette matière a le même coefflcient de résistance pour tous les genres d'efforts moléculaires considérés au n° W. Le volume par unité de longueur
S8o CHAPITRE NEUYifcKE.
ne sera donc que la moitié de celui qu'on vienl de trouver pour le treillis. Quant aux bandes horizontales, elles se trouvent soumises aux mêmes pressions et tensions dans les deux cas, puisque les valeurs du moment X sont les mêmes (n°178) et que l'équation
TA ^ X = o
pourrait s'appliquer aussi bien à la poutre en double T qu'à la poutre en treillis ('); le volume total dépensé pour ces bandes n'est donc pas plus grand dans la poutre pleine, et l'excédent trouvé pour le treillis subsiste sans compensation. Mais, comme le dit M. l'ingénieur en chef Collignon dans un intéressant Mémoire sur le sujet qui nous occupe ('), « malgré cette infériorité économique du treillis, on ne renoncera pas à ce mode de construction pour s'en tenir exclusivement aux ponts à poutres pleines. L'élégance d'un treillis bien dessiné et l'aspect repoussant d'une paroi pleine ramèneront toujours un grand nombre de constructeurs à préférer le système le plus satisfaisant pour l'œil à celui dont le bon marché constitue l'avantage. »
Poids de la poutre en treillis par mètre courant. — Quand la poutre doit supporter une charge permanente uniforme, jointe à une surcharge également uniforme, mais pouvant ne couvrir la poutre que partiellement, on a démontré (n* 176) que les longrines horizontales se trouvent soumises aux plus grands efforts sous la surcharge complète. Il n'en est pas généralement de même pour les tiges inclinées; mais nous avons posé une règle pratique d'après laquelle on doit déterminer leurs efforts dans le voisinage des appuis en supposant la surcharge complète, réduire ce maximum au quart de sa valeur pour le milieu de la poutre et enGn calculer les valeurs intermédiaires dans l'hypothèse d'une variation uniforme. En somme, on voit donc que c'est la surcharge complète qui détermine toutes les pressions ou tensions limites, c'est-à-dire celles dont on a besoin pour fixer les équarrissages des di-
(') Cela suppuse qu'on Dé(;1i[;e la résistai ce de l'àme à la flexioD; mais, ii l'on en tenait compte, la conclusion subsisterait a fortiori, (') Annales des Ponts et Chaussées, i864, i*' semestre.
verses liges. On peut appliquer, dans la recherche de ces pressions el tensions limites, soit les procédés du n° 176, soit la méthode, au fond équivalente, du n** 178; mais, dans les deux cas, il est nécessaire de connaître le poids cj, par unité de longueur, de la charge maximum, surcharge comprise. Or le poids zs renferme : i° le poids propre gj' de la poutre; a*» le poids gj" de la construction placée au-dessus, en y joignant une surcharge dont les règlements administratifs ont fixé l'intensité; on a donc
la portion xs" étant une donnée immédiate de la question, mais Tû' étant au contraire inconnu a priori. Alors on détermine souvent xs en attribuant à g/ une valeur prise un peu au hasard et arbitrairement, sauf à vérifier plus tard que le poids réel de la poutre, d'après le projet définitif, n'est pas trop audessus de celui qu'on a supposé.
M. CoUignon, dans le Mémoire déjà cité, propose une marche plus rationnelle et en développe le calcul dans le cas d'une poutre en tôle reposant sur deux appuis. Voici à peu près comment il procède.
La tension ou pression dans les longrines est exprimée en
chaque point par y> au signe près (o° 178); la section transversale correspondante sera en conséquence t-jt pour chacune d'elles ('), et leur volume total V aura pour expression
ou bien, comme X est représenté par les ordonnées d'une parabole ayant aa de corde sur -tna' de flèche,
3/tK'
(*) Suivant l'usage généralement admis en France, nous n'adoptons qu'une même valeur de l'effort limite R pour le treillis et les longrines.
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Ce résultat suppose que X aussi bien que T el Q s'annulent au-dessus des appuis, et que, par conséquent, les Iongrines y reçoivent une section nulle; cela ne pouvant pas avoir lieu pratiquement, M. Collignon force un peu le coeffi-
cient ^ et le remplace par -• Il prend donc
Le volume du treillis, rapporté à Tunité de longueur horizontale, doit varier proportionnellement aux efforts ( el g, ou, ce qui revient au môme, proportionnellement à Tefforl tran-
chant P; il s'exprime par — > lorsqu'on donne à a sa valeur
la plus favorable, égale à ^5°. De là résulte un volume total exprimé par
l'effort tranchant devant toujours être pris positivement sous
le signe i . Or la charge complète donnerait lieu à une force P
variable entre les valeurs extrêmes o et ma; mais on vient de rappeler que, pour le calcul des tiges inclinées, il faut supposer sa variation uniforme entre le maximum et le quart
du maximum. On aura donc -cjaln-^U soit Trisj^y comme valeur moyenne de P, et, par suite,
La somme V'-f-V' donne la plus grande partie du volume V de la poutre ('); pour avoir égard approximativement aux
(*) M. Collignon calcula encore un troisième volume; mais, outre que ce volume est peu important par lui-même, son poids porte directement sur les culées et n'itiflue pas sur les tensions ou pressions dans les diverses partie* de la poutre. D'ailleurs, nous en tenons un peu compte en augmentant légèrement le coelVicient de V'-+- V, que nous prenons égal à ^, tandis que M. Collignon indique seulement i,3 comme valeur moyenne.
portions négligées, telles que rivures et couvre-joints, pièces destinées au conireventement, etc., il sera bon de poser
Le volume moyen de la poutre, par mètre courant, sera donc — ou bien "tt ( 7 ~^- ô )' 6^> si Ton désigne par II le poids du mètre cube de fer, on aura
, ^Uafa 5\ na(Ts' -hw''] fa 5\ ^ - -Tl - [h -^ V = -Il il ^' 3 ''
ou, en résolvant par rapport à rn',
lia \/i 3 On peut encore en déduire le poids ro = ro' -+- m", ou bien
W — CJ
Puisque ro" est donné, la question se trouve résolue.
On remarquera que, pour une certaine valeur de a, le dénominateur de cj' et de tjj devient nul, en sorte que la poutre aurait un poids infini (à moins de supposer zd" = 0) et que la construction serait impossible; pour une valeur plus grande, il y aurait nécessité d'attribuer à gj" une valeur négative, c'està-dire de soutenir la poutre au lieu de lui donner une charge quelconque à supporter. 11 existe donc une limite pour la portée 2a d'une poutre en treillis soutenue par deux appuis simples; on la déduira de l'équation
R fa 5\
ïï -^U"^3;^"'
qui devient
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quand on fait R == 6. lo' et n = 7800. La limite dépend d'ailleurs du rapport t; pour ^ = 5, par exemple» on trouverait
ia^= ~~. -^^ =r ?.3o"' environ;
hl)
mais', comme cette solution conduit à une hauteur h de 23", qui semble exagérée, il serait mieux sans doute de se fixer d'avance une hauteur maximum, 9" par exemple; alors la limite de a serait donnée par Téquation du second degré
d'où Ton tire
M. Collignon fait encore observer qu'un calcul analogue serait applicable aux poutres en double T simplement appuyées à leurs deux extrémités et construites avec une âme pleine au lieu d'un treillis; seulement, d'après ce qui a été dit plus
haut, le volume V" devrait se réduire à moitié, et, par suite,
le nombre -r se trouverait remplacé par -^ dans les expressions définitives de cr' et d« rs. Les portées limites répondant à ^ =: 5 et à A - r 9 se calculeraient de même, et Ton trouverait des nombres un peu plus grands, savoir :
2âr:-263'", pour t^=5,
la-- i6i"\ pour /ii^9"\
180. Poutres américaines dans le système de How. — Nous prendrons d'abord un système qui sera une simple modification de celui que représente \aJig.S7. (p»557); au Heu de faire succéder à chaque tige inclinée une autre lige inclinée en sens inverse, nous lui ferons succéder une tige verticale, comme l'indique la^Fg^. 8G ci-après.
Ce système étant posé sur deux appuis et chargé de poids quelconques, il est facile, par des procédés analogues à ceux du n** 176, de connaître les pressions et tensions qui se déve-
loppent dans les divers côlés. Considérons nolammenl, entre autres distributions possibles de là charge totale, celle qui consisterait à suspendre un même poids à un certain nombre
Bi
Fi|r. 86.
Bs
de sommets inférieurs consécutifs, en commençant auprès d'un appui, et nommons
Y la réaction de Tappui Ao, laquelle se calcule immédiatement par les formules les plus élémentaires de la Statique;
Çi la pression du côté incliné A/B,, dont le bout inférieur A/ est séparé de Ao par i fois la distance Ao A, ;
/, la tension du côté vertical B, Ai-hi ayant même bout supérieur que le côté incliné AiB, ci-dessus défmi;
Qi la pression du côté horizontal B/_ .B,;
T, la tension du côté horizontal A,_,A,;
2p une charge constante appliquée à chaque sommet inférieur A,, A„ A3, . . -, Aô . . , Ak, la lettre k désignant un indice plus grand que /*;
a l'angle constant des côtés inclinés avec la verticale;
/i la hauteur de la poutre;
P la somme algébrique des forces extérieures verticales, prises positivement en descendant, entre Ao et A, inclusivement, c'est-à-dire TefiFort tranchant pour une section placée entre A, et A,+, ;
X le moment fléchissant calculé pour la section faite en A,, en prenant le moment des mêmes forces verticales relativement à ce point, le sens étant positif pour le moment des forces descendantes.
Si Ton imagine entre A/^i et A/ une section inclinée, parallèle à A,B|, les portions de poutre séparées par cette section ne seront soumises qu'à des forces verticales et à deux forces horizontales de sens contraires T,, Q,; donc la relation
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est nécessaire pour Tcquilibre. De même, les deux forces /, et ç.cosa éiani les seules forces verticales qui agissent sur le point B/, on doit avoir
(lo) /i — g^cosa.
Si l'on fait ensuite une section verticale entre A, et A,>,, Téquilibre en projection verticale des forces appliquées entre A, et celle section donne
(il) q/cosa -4- P = o,
et enfin on a réqualion des moments des mêmes forces relativement à Ai
[l9.) Qj/i — X:i= O.
Les équations (gj, (lo), (iij et (12) renferment la solution du problème, même dans le cas où les poids 2/» seraient différents les uns des autres; en les supposant égaux, on a
X = ipli langa[i h- 2 -f-. . . -1- (/ — i)] — \ih langa '-^ i(i — i]p/i langa — Y/A langa,
cl, par suite,
1 '| — g.cosar= Y — 2/;?,
I T| "- Qi rzr /Y langa — /[/ — i)/7tanga.
La loi de répartition des poids, à raison de ^p par chaque sommet inférieur, étant supposée ne pas se maintenir au delà de A* inclusivement, les dernières valeurs qu'on déduira des formules (i3) seront
. 1 ^* — ?*cosa~ Y — 2/1/;,
''* ^ I Ta— Qi»-^/rYtanga — /r(À- — i)/>tanga.
En supposant que les sommets suivants Ai-,_,, A4-H1, . . ., jusqu'à Am inclusivement, portent un poids ^p' différent de 2/^, le calcul de P el X pour un sommet A/ plus éloigné que Aide
l'origine A, conduit aux expressions
\z=z •2/?'Aianga[i -*- 2 -f . . . h- (/— /, — i)]
-f- iph ianga[(/— k) -h ;/— /r -+- i) -+-... 4- (/— i)] — Yl/i langa
~p'li[l— k)[l—k — i) langa '\- phk{9l ^ /r— i) langa —Y /A Uinga.
On en conclul, par les équalîons (i i) cl (12),
/ //r= g/COSarr: Y— 2/i/> — 2 [/— k)p',
(i5) < T/rzzQ^zr: /Y langa "/^/r(2/- /r^i) langa
( — /^l^— ^'){^ — /»--i)langa.
Les dernières formules fournironl la suile des qualre séries d'inconnues /, q, T, Q jusqu'à /„,, q„, T„, Q„ inclusivemenl.
On pourrail aussi, sans aulres calculs, éludier le cas où il y aurait une suile de sommols non chargés, ce qui arrive, par exemple, lorsqu'on suppose la poutre sollicitée seulement par un poids concentré unique; il suffirait de faire/? ou /?' = o dans les formules précédentes, en avant soin d'ailleurs d'employer la valeur convenable pour Y, suivant le cas que l'on traite.
Dans le cas où la poutre comprendrait entre ses deux points exirêmes n -+- 1 intervalles tels que ApA,, cl où les poids !ip embrasseraient la longueur entière depuis A, jusqu'à An, il faudrait faire Y =z np dans les formules (i3), et l'on aurait
( // — îicosar-^w — 2/)/?, (ib) \
( T,7- Q/= /(/i — / H i)/î langa.
Afin de fixer les idées, admettons en outre que n soit impair, et ne raisonnons provisoirement que dans l'hypothèse de la charge complète 2/1/? : on voit alors, parles formules (16), que /,• et çt décroissent comme la série des nombres impairs,
à mesure que l'indice / augmente; pour ir^-;/i — i) on
aurait
/,r= qi cosa = p;
puis, si Ton continuait à faire croître /, // et ç, deviendraient
négatifs, c'esi-à-dîre que les pressions se changeraient en tensions, et réciproquenient. Cela montre la nécessité de modifler l'arrangement des tiges, en arrivant au milieu de la pièce, quand on veut maintenir des actions de même nature, soit dans la série des tiges verticales, soit dans celle des tiges inclinées; cette nécessité est d'ailleurs indiquée par le défaut de symétrie que présenterait la Jîg. 86 si on la prolongeait jusqu'au second appui. Il faudra donc adopter une disposition analogue à celle de la Jîg. 87, laquelle est construite dans Thypolhèse particulière n =rc).
Fig. 87.
La ligne MM\ verticale du milieu de la poutre, la partage en deux moitiés symétriques; les tensions des côtés verticaux, à partir de AiBo, sont successivement 9/?, 7/?, Sp, 3/>, 7.p en MM', puis redeviennent 3/;, 5/?, 7/?, 9/?; les pressions des côtés inclinés depuis AoB» jusqu'à k^}A' sont
cosa
IP
cosa cosa cosa cosa
et se reproduisent en ordre inverse depuis a4M' jusqu'à a«6,. Les lensions T, prennent de Ao ou de a» jusqu'à M les valeurs
9/?tanga, i6/?langa, 2i/?tanga, 24/?tanga, aS/itanga;
enfin, les pressions Q, prennent les quatre premières de ces valeurs. Tous ces résultats rentrent, comme cas particulier, dans les formules (i6), en ayant soin de n'appliquer ces formules que pour une moitié de la poutre; il y a cependant exception pour la lige centrale MM', dont la tension est irrégulièrement fixée à la valeur np (*), comme on peut le voir
(' ) Si i'ou voulait considérer le cas do n pair, on pourrait supprimer lepoids l'icnientaire "2 p atlaciié en M; toutes les pressions ou tdosions dans une moitié de la pii'oo seraient alors données par les formules (i6), y compris la tension de MM', nulle dans ce cas. Mais cela produirait une petite irrégularité dans la distribution de la char^jc, puisqu'il y aurait une lacune prés du point central.
par la considération de l'équilibre entre les forces verticales agissant en M ou en M'.
Maintenant il est facile de faire dériver du système simplifié que représente la fig, 87 les poutres américaines dans le système de How. 11 faudra pour cela : i^dans chaque rectangle élémentaire tel que B3A3A4B1 ajouter la diagonale manquante BjA*; 2° la figure étant ainsi complétée par Tadjonction d'une seconde série de liges diagonales, dédoubler chaque tige verticale ou inclinée en un certain nombre de liges parallèles, qui seraient censées supporter en somme le même effort et qui se répartiraient uniformément sur un intervalle tel que A3A4, compris entre deux verticales consécutives de la fig, 87. C'est la même opération qu'on a déjà faite au n'* 176 pour passer de hjlg. 82 au treillis sans montants verticaux.
Les tiges diagonales telles que BoAj, B.A,, B^Ai, . . ., ajoutées à la^/f. 87, afin de la transformer en pouire de IIow, sont supposées n'avoir aucune pression ni tension sous la charge complète des n poids 2^; elles doivent, quand elles sont mises en place, loucher simplement les sabots qui les assemblent avec les pièces horizontales, mais elles ne leur sont point liées et ne doivent pas les presser. C'est, comme on dit dans le langage technique, une question de règlement; on parvient à la résoudre pratiquement au moyen d'écrous qui permeilent de tendre plus ou moins les tiges verticales ou boulons après que la poutre a été mise en place. Le règlement se trouvant ainsi efîeciué, les diagonales supplémenlaires ne travaillent pas, autant du moins qu'il y a une charge uniforme et complèle : elles interviennent seulement quand on fait agir des charges concentrées en certains points ou bien des charges réparties qui couvrent incomplciement la poulre. De là résulte la nécessité de leur donner une section suffisante pour résister à certains efforts, qu'il y aurait par conséquent lieu de déterminer.
Toutefois on se dispense assez souvent de cette détermination, et l'on donne à chaque diagonale supplémentaire une section dans un rapport constant avec celle de la diagonale conjuguée qui la traverse en son milieu. Par exemple, dans le rectangle élémentaire B2A3A4B3, la diagonale AsBj pourrait
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être formée de deux tiges égales ayant même projection sur le plan de la figure et laissant entre elles un certain intervalle dans lequel passerait une troisième tige B3Â4 égale à chacune des deux premières : le rapport dont nous venons de parler serait alors celui de i à 2. Il est évident qu*on lui ferait prendre une valeur quelconque en modifiant, suivant le besoin, l'intervalle libre entre les deux premières liges.
Si Ton tient à procéder moins arbitrairement, voici ce qu'on peut faire. Le poids ip placé en chacun des points A,, A., ..., M, . . ., ^i,, a, {Jig. 87) comprend généralement une portion permanente o.p' et une portion due aux charges mobiles sur la poutre; la seconde n'agit que d'une manière accidentelle, et l'on est en droit de la mettre seulement sur tel nombre de points qu'on veut, à partir de A, ou a^. En admettant celle surcharge incomplète, la poutre se divisera en deux parties, l'une chargée à raison d'un poids ip sur chaque sommet inférieur, l'autre à raison de ip' seulement. Alors on rentrera directement dans l'appliralion des formules (i3), (i4) et(i5 ; on pourra donc, en partant de chaque culée, déterminer les valeurs des compressions q subies par les côtés inclinés. Ce calcul fera reconnaître le point analogue à M' [fig. 87) où il sera nécessaire de renverser la direction des côtés dont il s'agit ï)Our éviter (|ue les pressions ne deviennent en réalité des tensions; le nouveau point M' ainsi trouvé pourra, par suite du défaut de symétrie dans les charges, ne plus être au milieu de la poutre, et la disposition qui remplacerait celle de \'<.\ Jtg' 87 présenterait alors un certain nombre de diagonales supplémentaires, dont la pression serait connue. On ré|)éterait le même calcul en faisant varier le point de séparation (les poids 2p et 2p', et l'on prendrait pour chaque dia- ^'onale sup[)lémenlaire la section capable de résister au plus f^rand elforl trouvé dans ces divers essais. Mais cette méthode n'est pas encore à l'abri de tout reproche, car on admet, assez gratuitement, que sur les deux tiges inclinées qui aboutissent à un même point de la longrine supérieure il y en a une qui supporte une pression, pendant que l'autre n'est soumise à aucun elfori; en réalité, rien ne dit qu'elles ne travaillent pas toutes deux.
Le procédé graphique exposé au n® 176 peut également
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s'appliquer aux poutres de How; la Jig. 88 en fournil un exemple. On a pris une poutre composée de huit rectangles élémentaires, non compris les deux triangles des extrémités; le nombre n y serait égal à 9, comme dans la poutre de
Fi(j. 88.
e -il
n 29 \l 'ii \i 37 j.'7 il ,,c 4& Je
Nw 41
la ji^. 87. Les quatre premiers sommets à gauche portent des poids égaux entre eux et triples de ceux qui agissent à chacun des cinq sommets suivants; Tun de ces derniers poids étant pris pour unité, on peut reconnaître que les réactions i et 2 ont pour valeurs respectives 10, 5 et 6,5. On a ensuite construit une figure telle, que les forces applicjuées à chacun des sommets de la poutre y sont représentées par les côtés
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d'un polygone fermé; Téchelle étant la même pour tous ces polygones, dans lesquels figurent les forces données, on a ainsi déterminé toutes les forces inconnues, c'esl-à-dire les pressions ou tensions des divers côtés du système articulé.
La méthode suivie et les précautions prises pour arriver à ce résultat offrent une telle ressemblance avec ce qu*on a vu en détail au n"" 178, qu'il semble à peine utile de donner des explications particulières sur la^g^. 88. Nous ferons cependant observer qu'ici la construction des polygones de composition successifs doit s'effectuer en prenant successivement les points de départ a ci a; avec le premier, on suivra l'ordre a, [3, y, 0, e, Ç, r, ; avec le second, l'ordre a, b^ c, . . . , jusqu'à /inclusivement. Alors toutes les pressions et tensions intérieures auront éié déterminées, à l'exception de celle qui s'exerce suivant mn; mais il est évident, à cause de l'équilibre du point n, que cette tension égale le poids 8. On peut ajouter, par la même raison, que les tensions 25 et 29 sont égales, ce qui fournit use vérification des opérations précédentes.
En construisant les divers polygones de composition des forces, on a distingué les pressions proprement dites au moyen d'un trait plus fort, comme dans les Jig. 83 et 84.
Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la poutre de How reposait seulement sur deux appuis; s'il y en avait un plus grand nombre, on pourrait employer des considérations analogues à celles que nous avons présentées au n** 178, lorsqu'il était question des poutres en treillis.
La poutre de How exige, comme nous l'avons déjà dit, un règlement ; cette opération, faite une première fois après la mise en place, doit ensuite se renouveler assez fréquemment, en raison des déformations permanentes qui se produisent peu à peu et qui altèrent le serrage primitif des boulons. C'est un premier inconvénient de ce système, comparativement au treillis sans tiges verticales (n** 176); mais il y en a un autre qui consiste à exiger l'emploi d'une plus grande quantité de matière. Il est facile, en effet, de reconnaître d'abord que les sections des longrines horizontales sont les mêmes dans les deux systèmes; mais, à égalité de poids supporté et d'ouverture, l'ensemble des autres tiges formera un
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volume plus grand dans celui de How, lïiême en négligeant les diagonales supplémenlaircs.
Afin d'établir celle dernière proposition, remarquons que le volume de chaque lige varie proportionnellement au produit de sa longueur par la force (pression ou lension) qu'elle supporte; donc, si Ton nomme C un nombre constant, le volume des deux tiges Ailh, B,A,.+., (Jig-S6, p. 585) s'exprimera par
cp/,fi + -J V
en désignant par - le rapport, supposé constant, entre une
diagonale et sa supplémentaire, on devrait encore ajouter au
CPrh volume précédent un volume — — -—5 ce qui fait en tout
cos^a
CP/i I
cob'a/
La distance A, A/^-i étant h tanga, on dépense donc ainsi, pour franchir une distance horizontale égale à l'unité de longueur,
un volume
CP I
cos'a/ tanga
Quand au contraire la tige verticale B,A/^, est remplacée par une tige inclinée en sens inverse de A,B/, le volume des deux
tiges devient — — - -> et, comme la distance franchie horizonta- ^ cos*a
CP
lement est 2/4 lani'a, cela fait par unité de longueur -; — ^- •
' smacosa
Le rapport entre le résultat précédent et celui-ci a pour valeur
sîn Cf. cci^y. / I -4-
langar \ cos^a
ou, toute simplification effectuée, n- r 4- cos'a; donc il reste toujours supérieur à i, comme nous Tavions annoncé, même en supposant r^— o.
Ce calcul conduit aussi à déterminer la meilleure valeur de a pour les poutres de How; il suffit de chercher le mini-
I. 3- édit
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mum de la fonction
^, , [ iH-r\ I cosa I -f- r
'^ ^ ' \ cos^a/ langa sina sjnacosa
On posera donc l'équalion
^,, , I (cos=a — sin'aViH-/-)
^ sin-a sin'acos-a
d'où résulte immédiatement ^
tang
et par suite une valeur de a variable de 54°44' ^ 5o**46' quand on fait varier le rapport r de o à i. La valeur correspondante de/(a) est
et le volume des tiges verticales ou inclinées, par mètre courant, _
p.CP v\ï -+- /'J(2 -i- /•);
le système du n° 176 n'exigeant que le volume 2CP, on voit que le rapport entre les deux volumes, en prenant dans chaque cas la meilleure valeur de a, sera )j[i-\-r)[i -h r;, quantité variable entre i ,4^4 et 2,449 Q^^ï^^ ^ varie de o à 1. On pourrait encore, comme au n" 179, calculer le poids propre de la poutre par mètre courant. La seule modification consisterait à augmenter le volume V", qui se trouverait ici multiplié par un facteur plus grand que i. Ce facteur, d'après
ce qu'on vient de voir, ne pourrait guère descendre au-des-
sous de -5 avec l'angle a le plus favorable, même quand on
négligerait les diagonales supplémentaires : pour en tenir
compte par aperçu, nous multiplierons une seconde fois
par -7 ce qui élève à ^ le facteur en question; alors le
nombre tt? qui entre dans les valeurs de m' et de cj (n** 179],
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doil être remplacé par -^j ou par -.- • La portée limite, répon-
dani à ~ = 5, éprouverait en conséquence une diminution et serait
lO
= 175 mètres.
L'équation du second degré qui donne celte limite quand on fixe la valeur de h devient ici, pour h =z 9,
et Ton en déduit
2rt -= i36 mèîres.
181. Poutres articulées à longerons courbes, — On peut faire àla^'g^. 87 (p. 588) deux changements: 1° remplacer les droites Aoûfo et Bofro par deux courbes AnM«o, A^M' ac [fig, 89), ayant
Fig. 89.
chacune leurs deux extrémités sur les points d'appui Ao, «o, et représentant les axes de deux longerons; ?,° intervertir le sens des diagonales, c'est-à-dire avoir des liges inclinées qui, dans la partie AoM par exemple, descendent de gauche à droite au lieu de descendre de droite à gauche. Les montants verticaux équidistanls sont d'ailleurs conservés; de plus, les deux longerons courbes tournent leur concavité vers la droite Aoûfg. Enfin les lignes ponctuées de la figure sont censées provisoirement ne pas exister; nous y reviendrons
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(Iniis nn inslanl. La potiire ainsi constituée recevant l'action tli' (Uvors jHHiIs en ses arlicublions A,, A,. . . ,, M, . . .. a,, a,, il est chi-oro facile de itéterniiner les efforts supportés par l.-.;s les Cvlès liii svsu'nie.
En eiïoi, !>i l'en coupe la pièce par un plan vertical quelivn.)iie i"l>, ce plan rencontrera irois côtés, savoir : B,B,, K- K., A-\ : en chacun des points de rencontre, il s'exerce sv.r b iviriie de poutre placée d'un certain côté du plan CD * i:^n.-^e. par exemple) une pression ou tension, de direc- •.,.•;•, l'onimo, provenant de l'action exercée par l'autre partie. i*r. ces trois forces doiveni, avec les poids appliqués de A, e;-. l-l> 01 la réaction Y de l'appui A„ former un système en o.;uilit're; égalant donc à zéro la somme des projections hor jonlLilu's ou verticales et la somme des moments par rappcrl à B„ on aura trois équations qui permettront de calluler trois de nos inconnues. On agirait de même à l'égard lie Ions les quadrilatères analogues à fi,6,A,A,, compris enlre deux montants verticaux consécutifs; quant aux triangles ovirèmes, il suffira de décomposer les réactions de chaque appui en deux forces, suivant les côtés qui aboutissent à cet appui; ainsi en A, on décomposerait Y suivant les directions A„B, et AoA, pour avoir les pressien el tension respectives de ces deux côiés. Il ne restera plus alors qu'à trouver les tensions des montants verticaux ; on y parviendra sans peine en projetant sur leur direction les forces appliquées à une articulation quelconque.
On peut également emplojer les procédés de la Statique graphique, dont on a déjà donné une idée et fait des appli- Ciitions (n"' 176 ci 180). Dans le cas actuel, après avoir calculé les réactions Y, il faudrait construire les polygones de composition des forces pour les divers sommets du système articulé, en suivant l'ordre A., A., Bi, A„ B:, ...,B,; arrivé là, on connaîtrait toutes les tensions ou pressions dans la moitié de gauclic, et par cela même dans la moitié de droite, à cause de la symétrie. 11 n'y aurait d'exception que po\iT la tension de MM' ; on la déterminerait par la consîdérjiiiiii de l'équilibre du point M', puisque sur trois forces n|iplîquccs à ce point on en connaît maintenant deux. Si la symétrie n'existait pas, après avoir construit les polygones
de composilion en pariant de Â« jusqu'au point où rinclinaison des diagonales change de sens, on recommencerait une opération semblable en partant de «a, et Ton arriverait encore à déterminer ainsi toutes les forces inconnues, sauf la tension d'une tige telle que MM', qu'on obtiendrait ensuite comme ci-dessus.
La Jig, 90 représente Tépure à dessiner. On a fait toute Ja construction comme si la symétrie n'avait pas existé. Les traits forts distinguent les pressions proprement dites.
Fig. 90.
Lorsque tous les poids suspendus aux divers son^mets inférieurs sont égaux, on trouve, en appliquant Tune ou l'autre de
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res méiLodes, que le longeron supérieur esl partout comprioi'^, et le longeron inférieur partout soumis à une tension; en outre, on obtiendra généralement des tensions dans toutes ks lizes verii'^ales ou inclinées qui réunissent les longerons. Nous admettrons que la forme des courbes a été choisie de n.aniere à remplir cette condition. Alors on voit que, si Ton complète le système par l'adjonction des diagonales supplémentaires tracées en lignes ponctuées sur la Ogure, ces diagonales resteront inactives tant que la poutre sera uniformément chargée sur la longueur entière; mais elles travailleront si nous supposons, comme au n° 180, qu'un certain nombre de sommets, à partir de A,, supportent un même poids, pendant que chacun des autres supporte un autre poids, ce qui est le cas d'une surcharge incomplète. Alors le point analogue à M où les diagonales doivent être changées de sens pour n'éprouver encore aucune compression ne restera plus au milieu de la pièce, et la fi^. 89 se modilîera en perdant quelques-unes de ses diagonales en traits pleins, qui seraient remphicées par leurs supplémentaires. Celles-ci se trouveraient d'ailleurs soumises à des tensions connues; on donnerait à chacune la section capable de résistera la plus grande tension obtenue en faisant varier le nombre des sommets surchargés à partir de l'une ou l'autre extrémité.
Une autre méthode, aussi imparfaite sous le point de vue de la théorie pure, mais peut-être plus commode dans Tappliration, consisterait à regarder la poutre, avec toutes ses diagonales, comme résultant de la superposition de deux aulrrs poutres, entre lesquelles on partagerait également la charge totale : l'une des deux serait formée des longerons, avec les montants et les diagonales pleines; dans l'autre, il y aurait également les longerons et les montants, mais les diagonul(*s seraient les lignes ponctuées. En réunissant les sections obtenues des deux manières pour les longerons et les montants, on retrouverait en somme le même résultat que par la première méthode; les diagonales pleines seraient d'ailleurs réduites à moitié. 11 y a donc là quelque chose de contraire à la sécurité, puisqu'on peut craindre que, par suite d'un règlement mal fait, les efforts ne se partagent pas également entre les deux systèmes de diagonales. 11 serait prudent
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de conserver à chacun d'eux les sections qu'il devrait avoir s'il fonctionnait tout seul sous la charge entière.
Les montants verticaux et les diagonales pleines ou ponctuées de la^g^. 89 peuvent se dédoubler chacun en plusieurs autres, comme on l'a déjà vu à l'occasion des poutres en treillis et des poutres de How (n*" 176 et 180), de manière à former une espèce de réseau à Aailles plus ou moins serrées.
Les poutres dont nous venons d'exposer succinctement le calcul sont le type de deux systèmes, l'un connu sous le nom de boiv-string (^), l'autre désigné par le nom de son auteur, M. Pauli, directeur général des travaux publics de Bavière. Dans le bow-string, on a plusieurs fois remplacé la courbe inférieure AoMrto [Jfg' 89) par une simple droite, et en même temps la courbe supérieure a reçu la forme d'une parabole ayant le point M' pour sommet. La parabole étant, comme on le sait (n® 169), la figure d'équilibre d'un système articulé simple chargé uniformément suivant l'horizontale, on conclut sans peine de ces données : i°que la tension dans la ligne horizontale inférieure a une valeur constante, laquelle s'obtient en décomposant la réaction P de l'appui suivant la direction de celte ligne et relie du premier élément AoB, de la parabole; 2° que la tension de chaque tige verticale est égale au poids qui est censé attaché à son extrémité inférieure; 3° que la compression dans l'arc supérieur diminue de Ao en M' comme la tension dans une chaîne de pont suspendu, ayant même flèche, même ouverture et même charge; 4° cjue toutes les diagonales, aussi bien pleines que ponctuées, restent inactives sous une charge complète uniformément répartie, et que par conséquent leur section doit être calculée uniquement en vue des poids concentrés ou des surcharges incomplètes.
Le système Pauli est une espèce particulière de bow-string dans laquelle on a disposé des deux courbes alTectées par les longerons, de manière que la tension de l'un fut égale à la compression de l'autre, chacun de ces deux efforts devant en ouire rester constant sur toute la longueur de la poutre.
(*) jNoin anglais qui sirjniiif.'! littéralement arc-corde ou arc avec sa corde. Les poutres en bow-sliing ont été iniapinées et plusieurs fois appliquées en An{jletcrrc par M. Brunel, fils du célèbre ingénieur qui a construit le tunnel de Londres, bOus lu Tamise.
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On ne peul remplir ces conditions que pour une cerlaine distribution de la charge» la distribution uniforme par exemple. Il est à remarquer qu'on donne souvent des dimensions îissez fortes au longeron supérieur d'un bow-string, afin qu'il ne se déforme pas par flexion sou^ les forces qui le compriment : le moment d'inflexibilité de sa section transversale ayant alors une valeur assez notable, il y a quelque chose de peu satisfaisant dans Thypothcse qui assimile ce corps à un système articulé, parfaitement flexible on chacun des points B„
Bj, Bj, Toutefois, nous avons cru bon de faire connaître
les procédés habiiuellement employés pour vérifier la résistance de ce genre de poutres, procédés imparfaits sans doute, mais jusqu'à un certain point sancUonnés par la pratique. Il esl d'ailleurs plausible d'admettre que la rigidité des longerons augmentera simplement la stabilité de la poulre, et que les dimensions transversales jugées suffisantes en vertu de ces procédés auront pour seul inconvénient de pécher un peu par excès.
182. Obseivation sur les diverses positions qu'on peut attri^ buer aux points d'attache des charges. — Dans tout ce qui précède, à partir du n** 176, nous avons le plus ordinairement supposé que les charges étaient attachées aux articulations inférieures des poutres : si cela n'avait pas lieu, les résultats que nous avons obtenus seraient un peu altérés- Des procédés de calcul tout à fait analogues à ceux qu'on a tus cidessus réussiraient aussi bien avec l'hypothèse d'une charge placée à la partie supérieure; mais nous croyons devoir nous abstenir d'en exposer l'application, afin de ne pas tomber dans des répétiiions fatigantes pour le lecteur. D'ailleurs, la théorie du n** 178 ayant été faite sans supposer aucun mode particulier d'atiache, ses résultats sont applicables dans les deux cas, et cela semble prouver que la modification dont il s'agit ne doit avoir qu'une influence secondafre sur les pressions et tensions des diverses parties du système.
Il peut arriver aussi que les poids agissent sur le réseau de tiges placé entre les deux longerons, en une série de points distincts de ceux où elles s'articulent avec ces longerons. Ce cas se ramène aux deux que l'on vient de mentionner. Soit,
en effet, AB [fig. 91) une lige chargée au point C d'un poids/?; on décomposera ce poids en deux ...
autres p' et p" agissant aux extré- 4-p-
nriiiàs B et C de la lige, lesquels auront pour valeurs respectives
BC P =p-r-^f AB
AC
AB
tp-
uP
Le système de farces p, — p\ ~ p" étant en équilibre, on pourra, quand on aura fait subir la même opération à toutes les tiges, calculer les efforts exercés dans les diverses parties de la poutre comme si elle était chargée seulement en A et B, ainsi que sur tous les autres points où les tiges telles que AB viennent rencontrer les longerons. Ceux-ci se trouveront donc encore dans les mêmes conditions que précédemment; mais la pièce AB devra être regardée comme soumise : 1° à la tension résultante produite par l'ensemble de tous les poids analogues à p' et p" ; 2*» aux trois forces /?, — /?', — p" . Par suite, il faudra qu'elle puisse résister à la flexion, en même temps qu'aux efforts longitudinaux directs.
Les bow-strings ayant souvent, comme il a été dit plus haut, un longeron supérieur de section assez grande, le poids de ce longeron tend à comprimer les montants verticaux; on peut, par conséquent, craindre une flexion de ces pièces, qui sont assez longues vers le milieu de la poutre, et qui se trouveraient alors comme des pièces chargées debout. Mais il faut observer, toutefois, que le poids du tablier et les autres poids placés à la partie inférieure, lesquels soni d'ordinaire beaucoup plus considérables, ont pour effet de produire une tension dans les mêmes montants; par conséquent, c'est une tension que ceux-ci doivent finalement éprouver. Le contraire ne pourrait se produire qu'accidentellement, pendant la construction de la pièce, si le longeron supérieur ne reposait pas sur des cintres jusqu'à ce que la pose du tablier et de sa charge fut complètement terminée.
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§ I. — Définitions; principes généraux.
183. Des systèmes à articulations alternatives, — Ce nom a été donné par noire prédécesseur, Bélanger, à un système de cor|)s solides reposani les uns sur les aulres par des faces pianos communes à deux corps conséculifs, sans qu'il existe d'ailleurs entre eu\ aucune adhérence, à part celle que produit le IVoitement. Dans Tun des modes de disjonction possibles, un corps tourne, relativement au précédent, autour d'une li^Mie lan^'cnte à la face commune el située dans son |)lan. L'axe est indéterminé el peut passer d'un côté à Taulre diî la l'ace commune, circonstance qui explique le nom d'articulation alternative.
Le cas le plus simple d'un système de ce genre nous est liuirni par la question, précédemment traitée au §111 du Cha- |)itre 111 (n'*" (îO el suivants), d'un corps solide reposant sur une hase d'appui. On a vu qu'il y a dans ce cas trois conditions d'é(|uilibre, en supposant l'aclion mutuelle normale à la surface de séparation : i° cette force doit passer à l'iniérieur du polygone convexe formé par les points d*4)ppuî; •.> ' elle doit tendre à serrer le corps contre son appui; 3" elle ne doit donner lieu, en aucun point de la base du corps, à une pression irop grande par unité de surface, c'est-à-dire (jue la pression maximum rapportée à l'unilé superficieUe ne doit pas dépasser la limite au delà de laquelle on admet qu'il y aurait danger pour la conservation indéfinie du corps. Les deux premières conditions sont indépendantes de la nature du solide; la troisième résulte de ce que les solides naturels
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ne peuvent pas être soumis à des forces d'une grandeur illiinilée.
Si les forces appliquées au solide (sans compler les réactions de ]*appui) peuvent toujours se réduire à une résultante, mais que celle-ci ne soit plus normale à la base, les deux premières conditions subsistent, et on doit leur en ajouter une troisième, sans se placer encore sur le terrain de la Résistance des Matériaux, Cette troisième condition consiste en ce que la composante lan^entielle de la force totale doit être insuffisante pour faire glisser le corps sur sa base, ou, en d'autres termes, il faut que la résultante fasse avec la normale un angle plus petit que l'angle de frottement. Mais que devient dans ce ras la condition spécialement fournie par la Résistance des Matériaux? C'est là une» question qui a préoccupé beaucoup de savanis et d'ingénieurs, et sur laquelle on a beaucoup écrit, mais dont on n'a pas encore trouvé une solution satisfaisante. Aussi admettrons-nous une solution hypothétique qui se rattache très-naturellement à la théorie générale développée au n° Ci, pour un cas un peu différent : la résultante étnnt composée d'une force normale N et d'une force tangentielle P, la première composante N produira, en chaque point de la base, des pressions dont on calculera l'intensité par les moyens indiqués aux n"* 60 et suivants, comme si P n'existait pas; quant à cette force P, elle sera un effort tranchant, et, si Ton nomme û l'aire de la section en contact avec l'appui, il en résultera, sur chaque élé-
ment de 12, une tension transversale ayant pour intensité tt
par unité superlicielle. Cette manière de concevoir les choses n'a évidemment rien de choquant; malheureusement, les expériences connues ne permettent guère d'apprécier les chances de conservation indéfinie ou de rupture d'un élément prismatique solide, soumis simultanément à une pression proprement dite suivant sa longueur et à une action tangentielle sur sa base. C'est une lacune dans les données expérimentales de la Résistance des Matériaux, et sans doute ce n'est pas la seule du même genre; en conséquence, après avoir vérifié la condition relative au frottement, le plus souvent on ne s'occupe pas davantage des effets de la compo-
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santé P. Tout au moins seraii-il bon, pour justiQer celte sim-
plificaiion, que le rapport ^ fût assez petit.
Si l'on considère un nombre quelconque de corps solides superposés, dont chacun a une face commune avec le corps précédent et une autre face commune avec le corps suivant, ce sera au fond toujours la même chose, car dans l'étal d'équilibre chaque plan d'assise pourra être considéré comme formant une base fixe d'appui pour chacun des deux corps qu'il sépare. Il n'y a donc aucune difficulté à vérifier les conditions d'équilibre d'un système de ce genre quand on connaît toutes les forces extérieures appliquées au système, ce qui entraîne immédiatement la connaissance des forces N et P pour chaque joint, ces forces devant faire équilibre à des forces connues. Mais la difficulté la plus grande consiste habituellement à trouver les forces extérieures qui ne sont pas données a priori^ comme les réactions des appuis fixes par exemple. La difficolté est même d'autant plus grande, que presque toujours ces réactions peuvent prendre une infinité de valeurs compatibles avec le fait de l'équilibre. Parmi les divers systèmes de valeurs possibles, celui qui se réalise dépend de circonstances qui se sont produites pendant la construction môme, circonstances ordinairement trèspeu connues et très-peu définies : ce sera, par exemple, Timperfection de la taille des pierres, les tassements d'un cintre, le plus ou moins de serrage qu'on aura donné à la clef d'une voûte quand on l'introduit entre les deux voussoirs qui la louchent, etc. Voici un exemple particulier bien simple de ce genre d'indétermination.
18i. Equilibre d'un corps reposant sur deux plans fixes, — Supposons un seul corps en équilibre sur deux plans fixes AB, CD [fig- 92); supposons même, pour simplifier, que par des raisons de symétrie les réactions inconnues de ces plans se réduisent à des forces contenues dans le plan delà figure, où se trouve aus^i la force directement appliquée S. Soient U la réaclion totale de AB, U' la réaction totale de A'B'. Le point d'application C de U doil tomber entre A et B, et U doit faire avec la normale à AB un angle plus petit que l'angle 9 du fret-
Fiff. 92.
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lemenl(n° 183); donc, si nous menons deux droites, Tune BE faisant avec la normale en B l'angle 9 compté en dessus de la normale, l'autre AD faisant avec la normale en A l'angle 9 compté en dessous, l'intersection de U avec S ne pourra tomber que dans l'intervalle DE; pareillement, la même construction répétée pour A' B' indiquera un intervalle D' E' dans lequel doit tomber rinterseciion de U' avec S. Or l'équilibre entre les trois forces exige qu'elles se coupent en un même point 0 : donc il est nécessaire que les lignes DE, D'E' aient une portion commune. Cette condition étant supposée remplie, on
pourra donner au point 0 une position quelconque dans rétendue D'E de la portion commune. Après avoir choisi ce point 0, on disposera encore de la direction de U, qui pourra varier dans l'intérieur d'un angle 29 ayant son sommet en 0 et pour bissectrice la perpendiculaire abaissée de 0 sur AB; enfin on dispose aussi de la direction de U' à Tintérieur d'un angle 29'. Il y a donc une triple indétermination, entre certaines limites, bien entendu.
11 est vrai que l'explicalion ci-dessus a été donnée sans avoir égard à la résistance limitée des matériaux. Parmi les systèmes de réactions U et U', en nombre triplement infini, dont on vient d'indiquer la recherche, il faudrait exclure ceux auxquels répondraient de trop grandes pressions sur l'un ou l'autre des deux joints AB, A'B'; mais, sauf les cas particuliers, on conçoit bien que l'indétermination subsisterait, car l'existence d'une limite supérieure pour le maximum de pression par unité de surface sur AB et A'B' n'introduirait que deux conditions nouvelles, et encore ces conditions ne s'exprimeraient-elles que par des inégalités.
Nous n'essayerons pas de donner une méthode générale pour résoudre la difficulté qui se présente ici et les autres difficultés de même ordre qu'on pourrait rencontrer dans d'autres problèmes relatifs aux systèmes dont nous nous occu-
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pons. Nous allons bientôt aborder deux théories, celle des voûtes et celle des murs de soutènement, qui donneront une idée des expédients employés en pareil cas. Mais il faut auparavant expliquer comment une voûte ou un mur, ou tel ou tel autre massif de maçonnerie, peut se classer parmi les systèmes à articulations alternatives, et sur quels principes on se fonde pour décider si une maçonnerie est ou n'est pas stable.
185. De la stabilité des maçonneries. — On peut considérer divers genres de maçonnerie. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une maçonnerie en pierres de taille, régulièrement appareillée par assises ou par voussoirs. Dans ce cas on s'impose habituellement pour condition que l'équilibre existe indépendamment de la cohésion du mortier; celui-ci n'est considéré que comme un moyen de bien asseoir les pierres les unes sur les autres malgré les imperfections de la taille, et, si en réalité il les rend quelque peu solidaires, il en résultera simplement un surcroît de sécurité. En se plaçant à ce point de vue, il est clair que le massif de maçonnerie, n'est pas autre chose qu'un ensemble de corps solides superposés, sans autre adhérence mutuelle que celle du frottement; si Ton suppose en outre des joints plans, ce qui est le cas de beaucoup le plus ordinaire, le système rentrera évidemment de la manière la plus complète dans la déGnition qu'on a donnée plus haut des systèmes à articulations alternatives» et sa stabilité dépendra des mêmes conditions (n® 183).
S'il s*agit d'une maçonnerie sans appareil régulier, mais dans laquelle le mortier bouche exactement tous les vides et réunit entre elles des pierres d'assez petites dimensions, le cas est durèrent. On peut alors, suivant les circonstances, procéder de deux manières : i° ou bien le mortier sera de très-bonne qualité et l'exécution très-soignée, et alors on pourra considérer la maçonnerie comme un monolithe dont on vérifiera la stabilité tout comme on le ferait pour une pièce en bois ou en métal, en s'assuranl que les forces extérieures saliïsfont aux conditions générales de l'équilibre et que nulle part les pressions ou tensions intérieures ne dépassent les limites permises, suivant la nature des matériaux;
2*» OU bien, si la cohésion des mortiers semble plus douleuse, on imaginera des plans d'assise fictifs el Ton procédera comme pour la pierre de taille, mais en supposant, bien entendu, d'autres coefficients de résistance, que l'expérience aura fait connaître, el qui seront plus petits, pour une même nature de pierre employée dans les deux cas.
Lorsqu'un massif de maçonnerie doit être envisagé comme un monolithe, il peut y avoir parfois plusieurs manières de Tassimiler à une pièce droite ou courbe, et l'on serait ainsi conduit à considérer plusieurs fibres moyennes. Prenons, par exemple, un mur de réservoir, auquel nous attribuerons, pour plus de simplicité, la forme d'un parallélépipède rectangle, ayant deux faces horizontales et quatre faces verticales. Ce mur, envisagé d'abord comme un prisme dont les sections normales seraient les profils mêmes du-mur (c'est-à-dire des plans verticaux perpendiculaires à la face mouillée), sera un solide chargé transversalement et exposé à la flexion. Au contraire, si les plans horizontaux étaient pris pour sections normales, chaque section supporterait une force inclinée, résultante des actions exercées par l'eau el la pesanteur sur la portion du mur située au-dessus du plan dont il s'agit. On pourrait imaginer une foule d'exemples semblables. Quel est alors l'axe qui devra être pris pour fibre moyenne quand on voudra s'assurer de la stabilité? C'est ce qu'il serait peut-être difficile d'indiquer clairement d'une manière générale, et le sentiment de l'ingénieur devra souvent lui servir de guide. Ainsi, dans Texemple ci-dessus, si le mur est établi sur des fondations très-solides, on peut admettre qu'elles annulent complètement par leur résistance la flexion transversale qui tend à se produre, et il suffirait alors de vérifier la stabilité au second point de vue. Si le terrain de fondation offrait peu de résistance aux actions horizontales, le premier point de vue ne devrait pas être négligé et la prudence commanderait alors de faire deux vérifications au lieu d'une.
La stabilité des massifs de maçonnerie est toujours naturellement subordonnée à celle des fondations, mais l'appréciation de celte dernière est bien plus dans le domaine de la pratique el de l'expérience acquise que dans celui de la théorie. Nous nous bornerons à rappeler que, lorsqu'un ouvrage
esi soumis à des forces dont la résultante ne passe pas au centre de la base d'appui, la pression n'est point uniformément répariie; quoiqu'il soit à peu près impossible d'indiquer la répartition véritable qui se ferait sur un terrain plus ou moins compressible, ce fait ne doit pas être perdu de vue quand on i\\c l'étendue de la base.
Après ces indications sommaires, nous allons entrer dans l'exposition détaillée des deux théories que nous avons annoncées.
§ II. — Théorie des voûtes droites en bercean.
186. ancienne théorie. — Soit donnée une voûte cylindrique, symétrique et symétriquement chargée relativement au plan vertical Eolo (.A&*9^] ^"i passe par la clef; on sup-
pose que la symétrie existe aussi relativement au plan de la figure et que, par suite, toutes les forces extérieures peuvent se réduire à des forces contenues dans ce plan. La partie située à gauche du plan Eolo reçoit de celle de droite une action Q et exerce une réaction égale et de sens contraire; la symétrie exige que ces actions mutuelles soient horizontales. On nomme la force Q poussée de la voûte, parce qu'elle se transmet aux appuis et tend à les renverser en dehors.
La portion de voûte comprise entre E«Io et un point quelconque El doit être en équilibre, et on peut lui appliquer l'équation des moments relativement au point I; en nom-
manl M^ la somme des moments des forces (ordinairement des poids) direclemeni appliquées sur celle porlion el représeniani diverses lignes par les nolalions indiquées sur la figure, nous aurons de celle manière
Q(j — Vf) = Mi-\- le momeni des réaclions de El,
ei, aiiendu que ces réaclions, nécessairemenl répulsives, tendent à faire tourner dans le même sens que M/,
inégalité dont la signification est que la poussée Q a une intensité suffisante pour empêcher la rotation de EoIuIE aulour de Taxe projeté en I. Si Ton exprimait par un calcul analogue que Q n'atteint pas la grandeur nécessaire pour déterminer la rotation de la demi-voûte EoIoI.E, autour de Taxe projeté en E,, pris sur le joint le plus bas E,I,, on arriverait à Tin égalité
dans laquelle M'^, représente le momeni total, relativement à E,, des forces extérieures appliquées à la demi-voûte, non compris la poussée Q et les réactions du joint E,I,. Enfin, z. étant supposé supérieur à h et à y\ on peut écrire
-wi
car une fraction plus petite que i décroît quand on retranche une même quantité à ses deux termes. Par la multiplication membre à membre des trois inégalités précédentes, on obtient
OU bien
Le premier membre de celte dernière inégalité est indépendant du joint El, tandis que le second en dépend; Tinégalité devant toujours se trouver satisfaite quel que soit ce joint,
I. 3* édil
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on en conclut que le premier membre doit excéder la plus grande valeur prise par le second, lorsque la position du point I varie entre lo et Ii, c'est-à-dire qu'on a
On peut répéter un calcul tout semblable, mais en permutant les rôles ci-dessus attribués aux arêtes d'intrados et d'extrados. Nommons, à cet effet,
M, le moment, relativement à Taxe projeté en E, des forces extérieures agissant sur la partie de voûte £»I«IE, toujours sans y comprendre Q et les réactions du joint El;
M',, ce que devient le moment M, ci-dessus défini quand I prend la position particulière Ii ;
z', x\ ce que deviennent les cotes de hauteur z et ^, quand on les diminue de k-hl, c'est-à-dire quand on les mesure relativement à l'horizontale de I«.
Cela posé, la force Q ne devant pas acquérir l'intensité suffisante pour faire tourner E«IolE autour de Taxe E, mais devant, au contraire, suffire pour empêcher la rotation de EoI.I.E, autour de I,, on aura d'abord
puis
On en conclut de même, par la multiplication membre à membre,
ou bien
cela signifie que la valeur fixe —■ doit rester inférieure au
minimum de -7' quandlepointE varie entre E« et E, et qu'on
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peut écrire, par conséquent, 8 -/ <min. -, .
ri ^
En loule rigueur, il faut encore exprimer que la force Q, suffisante pour empêcher la partie de voûte EqIoIE de glisser en descendant le long du plan incliné El, n'aurait cependant pas la grandeur suffisante pour faire remonter une autre partie quelconque EoïoI'E' le long du plan incliné TE'. Si nous désignons par
X Tangle d'un joint quelconque avec l'horizontale,
P la résultante, supposée verticale, des forces directement
appliquées entre ce joint et Eolo, / le coefficient de frottement des voussoirs les uns sur les
autres,
la théorie du plan incliné nous apprend que la force Q doit être comprise entre les limites supérieure et inférieure
_ sina -f- fcos a ^^ sina — fcosa p - -i , p r .
cosa— /sina cosa-f/sina
r.a force Q doit donc rester à la fois au-dessous du minimum
d(3 la première expression et au-dessus du maximum de la
seconde lorsque a varie, et, pour que cela puisse avoir lieu,
la voûte est assujettie à remplir la condition traduite par
l'inégalité
, , . -^ sina -f- fcosa . ..sina — fc^sa
q mm. P ^7— — ^ max. P ,.-. — •
^^' cosa— /sina cosa-f-ysma
Les conditions (4), (8) et (9) sont à coup sûr nécessaires, puisque nous les avons tirées, comme conséquence, de la supposition que la voûte est en équilibre; mais sont-elles suffisantes pour assurer l'équilibre? C'est une question que nous ne traiterons pas à fond, mais nous essayerons cependant de justifier à peu près Taffirmative, en supposant la résistance des matériaux illimitée et en prenant pour point de départ certaines indications expérimentales relatives à la manière dont les voûtes se détruisent.
Dans les voûtes en plein cintre et aussi dans les voûtes surbaissées en arc de cercle ou en anse de panier, lorsque la
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flèche ne descend pas au-dessous de ^ de l'ouverlure, on
observe, au moment où la chute va se produire, que la voûle se partage en quatre morceaux, qui se comportent tout d'abord comme des monolithes réunis entre eux et aux culées par cinq articulations : une de ces articulations se trouve à la clef et à Textrados, en Eo; deux autres également à Texlrados, sur les joints des naissances, c'est-à-dire en E,, et au point symétrique; enfin les deux dernières à Tintrados, sur les deux joints symétriques inclinés de 3o° environ sur le plan horizontal. Ces deux derniers joints se nomment ordinairement joi/i/* de rupture. Quand la voûle est surbaissée à un degré tel que tous les joints ont sur l'horizontale une inclinaison dépassant 3o^ es joints de rupture sont toujours placés aux naissances et le joint E,I, du cas précédent se trouve remplacé par une assise de la culée. Ajoutons d'ailleurs que sur les quatre monolithes les deux plus élevés tendent à tomber en dedans de la voûte, pendant que les deux inférieurs tendent à se renverser en dehors.
Il y a quelque chose de semblable pour les voûtes en ogive; seulement les cinq articulations sont autrement disposées, en ce qu'elles passent de l'intrados à l'extrados et réciproquement. Les deux monolithes supérieurs se renversent en dehors et les deux inférieurs en dedans.
Quant à la rupture des voûtes par glissement, c'est un fait très rare, pour ainsi dire exceptionnel; il ne peut guère se produire que dans le cas de voûtes excessivement surbaissées. Telles sont les données de l'expérience, et on peut les accepter comme conformes iï la réalité, pourvu cependant que le décintreiniMit de la voûle soit fait avec une assez grande lenteur, car autremeni les points matériels acquerraient de la viiesse peiulani celte opération, les forces d'inertie pourraient prendre des intensités plus ou moins considérables, et d'autres dislocations pourraient on être la conséquence.
Considérons maintenant une voûte du premier genre (non en ogive) et supposons remplies les conditions (4) et (9]; en appliquant alors en Eo une poussée comprise entre les valeui^
de — - et de max. — ï la rupture par rotation ci>dessus indi-
Zi r
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quée ne pourra se produire par raclion de celle force, car elle n'aura pasTintensilé nécessaire pour faire tourner aulour de E, el sera ccpendanl suffisanie pour empêcher la rolalion aulour d'une généralrice quelconque d'inlrados. D'autre pari, la poussée doit avoir une valeur intermédiaire entre les deux membres de l'inégalité (9); mais, en raison de ce qui a éié dit sur la rareté de la rupture par glissement el aussi parce que nous ne voulons pas faire une élude approfondie et complète de l'ancienne méthode, nous admellrons que cette seconde condition se trouve vérifiée d'elle-même, dans les circonstances ordinaires, par celte seule raison qu'on a satisfait à la première. Dès lors nous pouvons conclure, par la simple vérification de l'inégalité (/{■, <inc l'équilibre de la voûte est possible el qu'il se produira etreciivemcnt, s'il se développe, par une cause quelrouque, une poussée de grandeur convenable, appliquée en E©. A la vérité, celle poussée n'existe pas encore quand la voûte est sur son cintre; mais, pendant le décintremeni, les deux monolithes qui se terminent en Eolo tendent à tomber intérieurement et à pénétrer l'un d ins l'autre. De là naît une action mutuelle ou poussée rapidement croissante, en vertu de la qualité physique désii^née par le nom iï impénétrabilité ; quand celle poussée atteint !a grandeur convenable pour l'équilibre, le système reste dans la position qu'il a prise, pourvu que la lenteur du décintremeni n'ait pas permis aux points matériels d'acquérir de la vitesse.
En revenant à la démonstration de l'inégalité (4), que les considérations ci-dessus tendent à présenter comme étant à peu près la seule condition d'équilibre d'une voûte non en ogive, on voit que l'inégalité peut se changer en égalité; mais il faut pour cela qu'il en soit de même des inégalités (i), (2) el (3), ce qui exige que A' soit nul. xVlors l'équilibre ne peut
exister qu'avec une seule poussée d'intensité --' ? appliquée
en E,, et serait détruit par un changement quelconque apporté soit à cette force, soit à son point d'application; à ce point de vue, on dit que l'équilibre est inbiable. Au contraire, si les deux membres de l'inégalité (4) diffèrent l'un de Tauire, il y aura d'abord une certaine laiiiude pour choisir la grandeur de
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la poussée, qui pourra rarier entre - ^- el max. — '5 ensuile
il n*esl plus nécessaire de supposer k=ro^ en sorte que le poiiit d'application et Tintensité de la poussée peuvent tous doux so mouvoir entre certaines limites sans que l'équilibre cesse d'exister; on dit alors que l'équilibre est stable. Il est naturel d'admettre qu'il l'est d'autant plus que le premier membre de Tinégalilé est plus au-dessus du second; le rapport du premier membre au second a été nommé, par les auteurs de celte théorie el autres théories analogues, coefficient de stabilité. Suivant le plus ou moins de hardiesse qu'on voulait donner à la consiruciion, on prenait ce coefûcient ,.5437
4^24 Nous n'examinerons pas le cas de voûtes en ogive. Il se
trailerail d'une manière sertiblable; seulement l'inégalité (8)
remplacerait l'inégalité (4).
On voit de suite que celle méthode, dont nous n'avons voulu
présenter qu'un exposé sommaire, donne lieu à une grave
objection : c'est qu'on n'y tient pas compte de la résistance
des pierres à la compression, laquelle varie cependant énop-
mément, même pourdes matériauxde densités peu différentes.
On faisait la vérification des conditions d'équilibre comme si
l'on avait eu des matériaux de résistance illimitée, sauf à faire
entrer vaguement en ligne de compte la possibilité de l'écra-
sement, par le choix, toujours assez arbitraire, d'un coefûcient
de stabilité.
187. Théorie de M, Méry\ — M. Méry, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, s'est placé à un point de vue plus rationnel dans un Mémoire publié en 1840 ('), dont nous allons faire connaître les parties les plus essentielles. Supposons une voûte en équilibre sous l'action de poids appliqués à ses diverses parties; il existe alors une poussée Q à la clef, horizontale dans l'hypothèse d'une disposition symétrique de la voûte et de ses poids. En composant cette poussée successivement avec les divers poids agissant d'un côté de la clef.
(') Annales îles Ponts et Chaussées^ i8'|0, i" semestre.
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on obtient une certaine courbe des pressions (n^'TS) sur la construction de laquelle nous reviendrons bientôt. Si la résistance des matériaux était illimitée, chaque résultante partielle» égale à la pression totale sur un joint déterminé, devrait seulement remplir deux conditions : i** couper le joint correspondant sous un angle au moins égal au complément de Tangle du frottement entre les pierres; 2° passer à Tinlérieur du joint. Mais, dans l'hypothèse d'une résistance limitée, cela ne sufQtplus; il faut encore y ajouter cette troisième condition, que la pression rapportée à Tunité de surface , en un point quelconque du joint, aura un maximum tout au plus égal à une certaine limite R' indiquée par Texpérience et variable suivant la nature des matériaux employés.
Celle dernière condition peut se transformer en une autre de forme différente, mais équivalente au fond. Soit BD [fg^^i] la surface 'C- 91-
rectangulaire d'un joint quelconque désigné par El dans la coupe transversale que représente la Jîg. 98; nommons
N la composante normale de la résultante qui presse sur le
joint et qui est appliquée en un point H de la médiane El
du rectangle; Q l'aire de BD; a: la distance GH, prise en valeur absolue, entre le point H
et le centre G du rectangle; / la longueur El du joint; p la plus grande pression par unité de surface dans toute
rétendue de BD.
On sait que p s'exprime en fonction de rr et de v par
deux formules différentes (n** 63), suivant la position du centre de pression H sur la droite El, savoir
(10) /? = T^ ( iH — ^ j quand -. est compris entre o et j.t
(11) p = quand -7 varie de 7: à -;
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la première de ces formules donne p compris entre rr et — ^ >
la seconde entre — - et 00 . Réciproquement, Jes deux mêmes
formules font connaître y et, par suite, ie centre de pression H, en fonction de p et de N, pour un rectangle donné BD. Supposons qu'on veuille avoir, par exemple, ^=:R'; si R'
N sîN tombe entre 7^ et -tt-» on tirera de (10)
2N et, si R' dépasse --p? on aura, en vertu de (11),
/"" Sr" SK'ii
Prenons ensuite iie = G/ = la valeur de x ainsi calculée, par celle dos deux formules (10) et (11) qui est applicable dans le cas particulier où nous sommes; nous saurons que la résultante dont N est la composante normale produirait un maximum de pression égal à la limite R', si on la faisait agir en e ou en /; transportée en tout point intermédiaire, elle produirait une pression maximum plus petite, parce que ce
transport aurait diminué jy quantité dont p est une fonction
croissante.
Le lieu des points e et le lieu des points i, quand la position du joint El varie, ont reçu de M. Méry le nom de courbes limiiatives. Chaque courbe des pressions comporte évidemment un système correspondant de deux courbes limitatives. L'emploi de ces courbes permet d'énoncer la troisième condition en disant que la courbe des pressions ne doit sortir nulle part de l'intervalle compris entre les deux courbes limitatives correspondantes. Cette condition comprend la seconde des deux qu'on a indiquées ci-dessus; il suffit donc de lui adjoindre la première, qui exprime l'impossibilité du glissement sur un joint quelconque et qui, suivant ce que nous
avons dit précédemment, se trouve presque toujours vérifiée d'elle-même dans la pratique.
On a vu aussi (n** 186) que, moyennant l'emploi de précautions convenables pendant le docintrement, la possibilité de réquilibre-d'une voûte permet de présumer, par une induelion très-plausible, sa réalisation effective. La constatation de cette possibilité, ou, si l'on veut, le critérium d'après lequel on décidera si les conditions nécessaires de l'équilibre sont satisfaites, ne consiste plus maintenant que dans la recherche d'une courbe des pressions ne sortant pas de l'intervalle entre les courbes limitatives et coupant tous les joints sous un angle supérieur au complément de l'angle du frottement. Si l'on réussit à tracer une pareille courbe, l'équilibre existerait en la supposant réalisée; l'équilibre est donc possible : donc il aura effectivement lieu. La voûte étant supposée stable, il faut donc qu'on puisse construire une courbe des pressions dans les conditions ci-dessus énoncées; ce n'est là qu'une affaire de tâtonnement, et au moyen des remarques suivantes M. Méry arrive, dans les cas les plus ordinaires, assez rapidement au but.
Pour définir une courbe des pressions, au lieu de se donner en grandeur et en position la poussée à la clef, on peut se donner deux points de la courbe; le moment de la poussée à la clef, relativement h chacun de ces deux points, devant êire le même que celui de poids connus, on aurait par là deux égalités d'où l'on déduirait sans peine les éléments qu'on se donnait primitivement. La chose devient encore plus simple quand l'un des deux points est justement le point d'application de la poussée à la clef. Soient en effet C ce point
{J^S'9^) ^^ ^ "^ autre centre de pression donné sur un joint quelconque El; soit P le poids résultant de la partie EoIoIË- L'intersection A de ce poids avec l'horizontale du point C donne un point de la résultante S agissant en B sur le joint El; cette résultante est donc dirigée suivant AB. Connaissant
la direction de la résultante et l'intensité P de l'une des composantes, il est facile d'avoir l'autre composante Q : on pren-
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dra AK = P sur la verticale du point A, et par K on mèaera une horizontale KD jusqu'à la rencontre de AB. On aura ainsi Q = KD et 8=:^ AD: la connaissance de la poussée Q et de son point d'application C suffit maintenant pour construire une résultante quelconque autre que S.
En second lieu, M. Méry fait observer que l'expérience, en nous fournissant des indications assez nettes sur la manière dont les voûtes tendent à se détruire (n** 186), nous fait par là même connaître approximativement deux points de la courbe des pressions. En nous bornant au cas des voûtes non en ogive, l'un se trouve près de Texirados à la clef, l'autre près de l'intrados sur le joint de rupture, c'est-à-dire aux naissances pour les voûtes en arc de cercle assez fortement surbaissées, ou sur le joint faisant un angle de 3o'* avec l'horizontale, quand il y en a un. On essayera donc d'abord une courbe des pressions passant par deux points qui coïncident approximativement avec ceux-là : la distance E»C CAg". 9^) ne pouvant décroître jusqu'à zéro sans amener l'écrasement de la pierre, on placera C au tiers de EoI« à partir de l'extrados E», et de même sur le joint de rupture on prendra un point situé au tiers du joint à partir de l'intrados. La courbe des pressions passant par ces deux points remplit souvent les conditions voulues si la voûte est effectivement stable, ou bien on parvient à les remplir après un petit nombre d'essais, dans lesquels on modifie quelque peu les données du premier. Il est à remarquer que dans ces divers essais les pressions résultantes sur les joints successifs ne changent pas beaucoup, et, par conséquent, il en est de même des courbes limitatives, que dès lors on peut en général se bornera tracer une fois pour toutes.
Mais ici se présente une objection assez sérieuse : quand un essai a réussi, on peut tenir la voûte pour stable; mais la non-réussite ne démontre pas l'instabilité, car, aprè$ un nombre quelconque d'essais infructueux, rien ne permet d'affirmer que l'essai suivant ne serait pas, au contmirCi couronné de succès. Lors donc qu'on aurait une voûte en réalité non stable, on ne saurait où s'arrêter dans ces essais consécutifs, et l'on n'en pourrait tirer, tout au plus, qu'une présomption d'instabilité. Il y a donc là une lacune dans la
méthode de M. Méry, lacune qif a signalée M. Alfred Durand- Claye, ingénieur des Ponis el Chaussées, et qu'il a fait disparaître. Nous allons maintenant analyser brièvement le Mémoire de cet auteur (').
188. Théorie de M. Alfred Durand-Claye, — Considérons une partie de voûte EoIoIE [Jig. 96) commençant à la clef et
Fig. 96.
Ti P >• 5i E«
se terminant au joint arbitraire El, et soit P son poids résultant. Si l'on cherchait d'abord toutes les poussées compatibles avec l'équilibre de celte partie considérée comme monolithe, et dans la supposition de matériaux indéfiniment résistants, on se donnerait un point quelconque C sur le joint de clef, puis on mènerait par ce point l'horizontale CA coupant en A la verticale P. La pression résultante sur El devrait passer en A et par un point entre E et I; sa position pourrait donc varier entre AE el AI, pourvu cependant que ces deux lignes fissent avec la normale à El un angle non supérieur à l'angle du frottement, ce que nous supposerons réalisé; dans le cas contraire, il serait facile d'exclure les lignes ne remplissant pas cette
(*) Annales des Ponts et C haussées , 18C7, ^"^ semestre.
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condition. £n prenant AP =r P et menant rhorizontale PQ, ses intersections 0 el Q avec AE et Al donnent les intensités PO et PQ des poussées correspondantes; si donc on porte sur le prolongement de AC les ordonnées iJy^PQ,
Co^Pu, la poussée appliquée en C pourra être représentée par l'ordonnée de tout point enire y et ô, sans que la pression résultante sur El cesse de remplir les conditions voulues pour réquilibre de la |)artîe EoIoIE. En faisant varier le point C entre E» et lo, y5 varierait entre y,^i et ya5,; l'aire mixtiligne yi-^.Ojy, serait donc le lieu des extrémités des ordonnées portées depuis Eolo comme axe, pour représenter toutes les poussées admissibles. Il faudrait ensuite répéter la construction d'un quadrilatère analogue, en remplaçant El par une série de joints suffisamment rapprochés les uns des autres et occupant toutes les positions possibles; la condition d'équilibre consisterait alors en ce que les surfaces de tous ces quadrilatères devraient avoir une portion commune- Mais la considération de la limite imposée au maximum
de pression par unité de surface, sur un joint (juelconque, va nous faire modifier tous ces quadrilatères et ■^ nous obliger à les remplacer par des surfaces beaucoup plus petites.
Pour le montrer, rappelons d'abord que la pression maximum sur un joint BD {Jig, 97 ) quand la composante normale N de la force résultante sur ce joint varie de position, et que le centre de pression se déplace sur la médiane El, est donnée par les formules (10) et (11) du n"" 186. Quand on se donne un centre de pression H défini par sa
distance GU =^ x au milieu G de El, on peut avec ces formules calculer la force normale N qui devrait agir en H pour produire un maximum de pression égal à la limite 11' qu'on ne doit pas dépasser. On peut aussi représenter cette force par une ordonnée ULI=7', dont les
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formules (lo) et (ii) fournissent les valeurs en fonction de x, savoir (n** 186)
IV iî a: ^i
3 ' "y, ûc\ X I I
y - -j R'i2 il y- I pour -j compris entre -r. et -•
Comme on le voit par ces équations, l'ordonnée centrale GN
serait égale à R'û; Tordonnée LV, répondant à -^^^j serait
moitié moindre; l'arc de courbe NV serait une portion d'hyperbole, et cet arc se continuerait par la droite VI. De l'autre côté de G il faudrait construire une figure symétrique de NVI, puisque la distance x doit se prendre en valeur absolue. Enfin on peut ajouter que NV se raccorde tangenliellement en V aNoc la droite VI et que la tangente en N passe par le point L; de même l'arc symétrique NT est tangent à TE et à NK. Le contour ETNVl étant ainsi construit, on constate que toute force appliquée en un point de El produira sur le joint une pression maximum atteignant au plus la limite U', pourvu que l'extrémité de sa composante normale, portée en ordonnée sur El, ne sorte pas du contour dont 11 s'agit. Cette condition est nécessaire et suffisante.
Maintenant, à chaque poussée Q agissant sur EoU [fi^* sP] et ayant son extrémité dans l'aire y.OiOr/a l'épond, sur le joint El, une force résultante qu'on peut facilement construire en composant Q avec P, et dont on portera la composante normale N en ordonnée à partir du centre de pression correspondant. On obtiendra ainsi une aire mixtiligne /.o'jo'j/.,, dans laquelle tombera nécessairement l'extrémité de N si l'équilibre existe avec l'hypothèse d'une résistance illimitée. Mais, eu égard à la limite 11' imposée au maximum de pression par unité de surface, il faut aussi que l'extrémité de celte con»posante normale N tombe dans une autre aire EN'l, construite comme on vient de l'expliquer. Donc l'extrémité ne pourra se trouver que sur l'aire ombrée p' r' s' q' , commune aux deux aires précédentes.
De cette manière on n'a encore tenu compte de la limite
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des pressions que pour Tun des deux joints auxquels se termine la portion de voûie considérée. Le joint E«I, est assujetti, aussi bien que £1, à n'avoir nulle part une pression supérieure h R', et, par conséquent, l'extrémité de l'ordonnée représentative (le la poussée doit se trouver dans un contour EoNIo construit de la même manière que EN'I. D'autre part, nous ne pouvons conserver de l'aire yiôi^ay» que la partie prsq (dont nous allons bientôt indiquer la construction}, à laquelle répondent, pour le joint El, des composantes normales N ayant leur extrémité dans p' r's'q'. Donc l'extrémité de la poussée doit être dans l'aire ombrée iuwv, commune à prsq et à E^NIo. On pourrait encore, mais sans beaucoup d'utilité, chercher la portion de p' r' s' q' (\\x\ répond à tuwv.
La recherche qui vient d'être faite pour un joint El doit être répétée en faisant varier, par degrés suffisamment rapprochés, la position de ce joint, et conduira dans chaque cas n trouver une aire telle que iuwvy dans l'intérieur de laquelle devra tomber l'extrémité de la poussée. L'équilibre de la voûte ne sera donc possible, avec des pressions ne dépassant pas U', que si toutes ces aires analogues à tuwv ont une partie commune : si cette partie se réduit à un point, l'équilibre dans les conditions voulues ne se réaliserait qu'avec une courbe des pressions déterminée et unique, et serait dès lors instable, suivant Texpression reçue; si elle a des dimensions finies, son étendue représentera, d'une manière sensible, en quelque sorte l'amplitude de la stabilité.
Il ne nous reste plus qu'à expliquer comment on revient de l'aire /;'r' 5' g' à l'aire /?r5ç, ou en d'autres termes comment, étant donnée la composante normale aS' = N [fig^ 98) d'une résultante agissant en a sur le joint El, on peut trouver la poussée S correspondante et son point d'application «#. Pour cela remarquons que, si par le point S' on mène S'T' parallèle à El, l'extrémité de la force qui a N pour composante normale se trouve sur cette ligne. Mais, en prenant la vertiralc aP' égale au poids P de EoIqIE, l'extrémité de la même force doit être aussi sur l'horizontale du point P', car cette force est la résultante de P et de S. Par suite, l'extrémité sera T', point de rencontre deS'T'etde P'T'; la force sera «T, ligne dont le prolongement doit passer par le point de con-
cours M de S et de P. Cela fait connaîire un point de l'horizontale SM et par conséquent ««; d'ailleurs la poussée S est
Fig. 98.
égale à P'ï'. Le problème est donc résolu ; la solution devient encore un peu plus simple quand on connaît d'avance l'horizontale «oM correspondant à aS'.
189. Détails d'application de la méthode Méry\ — Soit donnée une voûte ayant pour demi-profil EûIoI«E„ [Ji^, 99); on la divise en voussoirs fictifs, tels que EITE', généralement en nombre moindre que les voussoirs réels. Cette voûte porte une surcharge dont la ligne AoB représente le profil supérieur; dans l'impossibilité de savoir exactement comment elle se répartit, on a l'habitude de supposer que chaque voussoir est chargé de la partie située verticalement au-dessus de son extrados : ainsi le voussoir EU' E', par exemple, supporte la partie dont AEE'A' est le profil. Nommons maintenant II el n' les poids de la maçonnerie et de la surcharge sous l'unité de volume; en considérant une tranche de la voûte dont l'épaisseur serait l'unité dans le sens perpendiculaire à la figure, les poids du voussoir EII'E' et de sa surcharge auront pour valeurs respectives
n X surf. EUE', n' X surf. AEE A'.
Afin d'éviter l'emploi de deux multiplicateurs différents II et n', on peut réduire toutes les ordonnées analogues à AE
dans le rapport -^? ce qui transforme le profil de la surcharge
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t\\^;!.^ V V,en une Iii:îiea,rt,;alors le poids II' Xsurf.AEE'A'
>\- j v',î v\ta*-^o jMrûoUe porlée par le voussoir dont il s'agit v.^ V \.'.a.v LMr le jHMds égal II X surf. aEE'a'.Le calcul des
Fie- 99-
poids des divers voussoirs et de leurs surcharges se trouve ainsi ramené à la mesure de surfaces proportionnelles à ces poids; on emploiera pour celle mesure les moyens connus, el nous n'avons rien de parliculier à en dire.
Après avoir dcierminé le poids d'un voussoir, il faul connaître son poini d'apj)licalion, et pour cela on est conduil à délerminer le cenire de gravilé d'un quadrilatère, car il esl permis de confondre approximativement les arcs EE', 11' avec des lignes droites. Voici une construction qui permet de l'oblenir très simplement. On divise le quadrilatère donné ABCD {Jig\ ioo)en deux triangles ABC, DAC; on joint B et D au
milieu de AC et l'on prend EF = :r EB, EG=-rED. Les pointsF
et G étant les centres de gravité des deux triangles ABC, DAC, le centre de gravité de leur ensemble est sur FG en un
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point L tel que le rapport --s^- soit Tinverse de Tr^ry* Or les . FL ABC
deux triangles ont même base AC et sont entre eux commo
les hauteurs, ou» ce qui revient au même, comme les segments DH et BH de la seconde diagonale. D*un autre côté,
ËF ËG
FG est parallèle à BD, parce que les rapports . — ? — T=r- sont
égaux; donc
GK _ I)H _ ADC _ FL FK ~" BH ~ ABC " gL
L'égalité des rapports _^-r et -^ montre que les points K
^ ^ JK GL ^ f
ot L divisent la droite FG de la même manière, et que par conséquent on a GL==FK, ce qui fait connaître immédiatement la position du centre de gravité cherché L.
La même construction est applicable au quadrilatère a££' a', à moins qu'on n*aime mieux déterminer son centre de gravite en le considérant comme un trapèze. On peut ensuite composer en un seul poids résultant, par les moyens connus, les poids de EITE' et de aEE'«'.
Désignons par p^, p„ p^y . . .,pn la série de poids résultants ainsi obtenus en suivant les voussoirs successifs depuis la clef jusqu'aux naissances; chacun d'eux comprend le poids d'une partie de la voûte avec la surcharge qui lui correspond. Pour les opérations ultérieures que comporte la méthode Méry (ou celle de M. Durand-Claye), il faut pouvoir connaître, en intensité et en position, les diverses résultantes qu'on
I. 3« édit
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obUondrait on composant un nombre quelconque k des poids ri-dossus dt^signôs, depuis /7i jusqu'à /?i. Pour les intensités, on oporora par additions successives :
/> , p -^ p.* Pi -r^ Pi-^ A^3» /?! -+-/?? -4- /?3-+-p«» . . -
<rroni los crandeurs des résultantes. Les positions des vertical rs suivant lesquelles elles agissent (seule chose qui reste a ronnaîir»* pour les définir d'une manière suffisante dans la h »orio dos voûtes)* se déterminent ensuite au moyen des Mr.prioit^s du polygone funiculaire, dont nous avons déjà fiait iKflco Jiiix n'' 29 et 73. On portera sur une même verticale les j trn^iios/>,, /^jf p3, . . -, et l'on joindra les points de séparaion o, I. 2, 3, ... à un même point 0 arbitrairement choisi .ians It» plan; prenant ensuite un point quelconque p sur la vorticide de /?i, on mènera par ce point (3a et (3y respective* nont parallèles à Oo et Oi ; par le point y de rencontre de py ,ivoo pu on mènera yo parallèle à O2 jusqu'à la rencontre 0 M^c p%; par 6 on mènera oe parallèle à 03, et ainsi de suite .isqu'à ce qu*on ait trace la parallèle yl à 08 par un point 7 pris sur la dernière résultante partielle p^. On aura dessiné de ,vtie manière un polygone funiculaire a^yS. . .y}., qui sera eh < quilibre sous les poids /?,, p^, p^, . . ., p^f pourvu qu'on fixe x\\\ point sur chacun des côtés extrêmes aj3 et x^t car il esi («vident qu'on a satisfait aux conditions que la construction »1(» Varignon a pour but de vérifier. Cela étant, une portion quelconque a^yà^ix du polygone doit être en équilibre sous l'action des poids /?,, /?„ pa, p* et des tensions qui ont lieu suivant (3a et efx; donc ces deux dernières lignes doivent se couper sur la résultante des poids p,, d„ p,, p^ puisqu'il faut que celte résultante soit égale et directement opposée à celle des deux tensions. Ainsi donc, en prolongeant la ligne Çc jus- (|U*à son intersection avec a|3 prolongée, la verticale du point de rencontre sera celle d'une des résultantes demandées; les autres se trouveraient de la même manière. Ce procédé a été indiqué par le capitaine Michon. On pourrait facilement aussi adapter à la construction d'une des courbes des pressions, dans le cas actuel, le procédé graphique indiqué au n"73 pour un cas un peu différent: au lieu de composer une force Ro, exercée sur une pièce par l'un des
appuis, successivemenl avec des forces de direction quelconque F,, F,, F3, ... [Jig. 5o, p. 5'99), on aurait à composer la poussée Q à la clef avec les poids /?,, /?„ /?„ ... ci-dessus considérés; mais au fond ce serait toujours le même problème, qu'on résoudrait par le même moyen.
§ m. — Poussée des terres; stabilité des murs de soutènement
et de réservoir (').'
190. Hypothèse sur le frottement et la cohésion des terres, — Un massif de terre étant soutenu par un mur, la théorie de la poussée des terres a pour objet de déterminer la pression totale que supporte la face postérieure du mur et la loi de la répartition des forces élémentaires dont cette pression totale est la résultante. C'est la seconde des deux théories que nous avons annoncées au n° 184, et que nous donnons comme exemple des moyens par lesquels on trouve les forces a priori inconnues qui agissent sur une maçonnerie donnée.
La solution du problème dont il s'agit dépend des hypothèses qu'on peut faire relativement à la loi des actions mutuelles qui se développent entre les molécules de terre, lorsqu'elles glissent ou sont sur le point de glisser les unes sur les autres. Supposons d'abord des terres fraîchement remuées et à peu près réduites en poussière; on observe alors qu'elles prennent naturellement un certain talus ou une inclinaison relativement au plan horizontal, et que sous celle forme elles restent en équilibre. Les molécules situées à la surface libre du talus se trouvent sollicitées à glisser par la composante tangentielle de la pesanteur; si donc elles n'obéissent pas à cette action malgré leur mobilité, c'est parce qu'elles éprouvent une résistance égale et contraire ou un frottement de la part des molécules voisines. Mais l'existence du frottement ne suffit pas pour expliquer tous les faits; on ne saurait, par exemple, expliquer ainsi comment ceriaincs terres
(') Le commencement de ce paragraphe, jusqu'au n" lî)7 inclusivement, est extrait, sans changoment bien sensible, du Cours lithographie de Bélanger, professé à l'École des Ponts et Chaussées pendant la session iS/fS-iS^Q.
peuvent se maintenir suivant des talus à pic, car il faudrait supposer au coefficient de frottement une valeur infinie. On lève cette difflculté en considérant les terres comme possédant à un certain degré la cohésion qui appartient aux corps solides et notamment la résistance au glissement transversal simple.
D'après ces considérations, il semble qu'on peut admettre l'hypothèse énoncée par Coulomb, d'après laquelle la force opposée au glissement mutuel de deux portions d'un massif de terre sur un plan commun se compose de deux termes : i" le frottement proportionnel à la pression normale, comme dans le glissement de deux solides l'un sur l'autre; a^la cobésioD indépendante de la pression normale, mais ayant une valeur déterminée par unité de surface, ce qui veut dire qu'elle est proportionnelle à la surface de séparation.
Cette loi peut être vériûée et les coefTicients de frottement ou de cohésion déterminés, pour chaque espèce de terre, par l'expérience, au moyen (les formules fournies par la théorie dans les questions ci-après.
191. Premier problème. — Un massif, dont la surface supérieure est dans un plan horizontal ÂB {fi^, loi), est terminé latéralement par ne
plan ÂC. Il s'agit de déterminer Tangle le plus petit que le talus ÂC puisse faire avec
T -y — la verticale sans qu'il se produise aucune
/ y^ disjonction dans le massif.
/ y^ Soient
fy^ h la hauteur donnée CD;
^ a l'angle cherché de AC avec la verti-
cale CD; II le poids de l'unité de volume du massif; / le coeflQcient de frottement des terres composant le massif; 7 la cohésion, par unité de surface, entre les mômes terres.
Imaginons par l'horizontale C un plan CB, faisant avec la verticale l'angle BCD = ^ et séparant du massif un prisme dont le poids par unité
de longueur est représenté par P = -n/i'(tangS— tanga). Ce prisme
est en équilibre sous l'action de la pesanteur et des réactions qu'exerce sur lui la partie du massif inférieure au plan CB. Soit N la somme des composantes normales de ces réactions et soit F la somme de leurs composantes parallèles au plan dans le sensCB. On a, en vertu de Téquilibre,
N=Psinp et F = Pcosp.
Cette force F ne peut pas dépasser une certaine intensité, qui a lieu seulement lorsque le glissement est sur le point de nattre. Dans tout autre cas de repos ou d'équilibre, la force F est inférieure à cette intensité, laquelle est composée de deux parties, Tune/N constituant le frottement, l'autre 7. CB exprimant la cohésion. On a ainsi la condition
ou encore
F</N-^v.CB
Pcosfi^/PsinSH-v— ^^^,
P(i -/tang[^) ^7/2(1 H- tang'p).
Cette inégalité serait évidemment satisfaite si l'on prenait tangP = tanga (parce qu'alors P serait nul) ou tangj3 > 7;; la dernière valeur de tangf»
rendrait l'inclinaison de CB sur l'horizontale moindre que l'angle dufrollement des terres sur elles-mêmes, et alors le frottement deviendrait à lui seul suffisant pour empêcher le glissement, sans que la cohésion eût besoin d'être mise en jeu. L'inégalité dont il s'agit ne peut donc conduire à une condition quelconque pour a que si l'on y fait varier tangP entre
tanga et 7; par suite, on peut en diviser les deux membres par le fac-
teur positif i—flangp, et alors, en y substituant la valeur ci-dessus
de P, on trouve
, 9.7 I -+- tanc"(^
^ ^* U/i I — /tangf:i
L'inégalité doit être vérifiée, si l'équilibre existe, pour toute valeur attribuée à tangj3 entre les deux limites qu'on vient d'indiquer; donc la plus petite valeur admissible pour tanga sera le maximum par lequel passe le second membre lorsque tangj3 varie entre ces limites. Pour obtenir commodément ce maximum, posons
1 — / tang p — .r et — —a:
la fonction dont il faut chercher la plus grande valeur est
I — .r 1 /--h fi — .r)*
Cette expression ne comprend comme partie variable que les deux termes soustractifs (i -^fa)x et (i -+-/') -) comme leur produit est constant;
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leur somme sera minimum (et^ par suite, rexpreasion totale sera mum ) pour la valeur de x qui les rend égaux, c'est-à-dire pour
par la substitution de cette valeur on trouve la limite inférieure de tangx, savoir
( tanga =j -4- -—, [i - v^(T-Hi ') ir^7«)J
Telle est la valeur cherchée de tanga; elle dépend, comme on le voit, de la hauteur h.
La dernière équation, résolue par rapport à A, donnera la plus grande hauteur // sur laquelle le massif puisse se soutenir avec l'inclinaison a.
Pour une certaine valeur h' de /<, tangx est nulle; on a alors, en appelant a' la valeur correspondante de «,
d'où résultent
et, par suite.
Cette formule prend une forme plus élégante en y introduisant Tangle complémentaire de celui du frottement. Nommons, en effet, \ cet ang!e complémentaire; on aura/= cotX; d'où résultent
-f ^ '' sin^ Y
eus' À sin^).
COSÀ -f- I 2ros'7>
smA asin^Xcos^X tangjA
et, par suite,
Il tangjA
Pour des valeurs de h plus petites que h'^ tanga devient négative. En effet, en posant dans l'équation (i)
a Il/i
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et difiTérentiaDt par rapport à cette quantité, on aurait
/' f/ tan g a
dm
im
Fig. 102.
comme le second membre de cette équation est forcément négatif, il en résulte que Langa est une fonction décroissante de /w, c'est-à-dire une fonction croissante de h. Donc tanga, nulle pour h = h! ^ doit être négative pour h <Cà'. Mais la théorie précédente ne s'applique pas au cas où tanga est négative. Si le massif était profilé comme dans la ^g. 102, un prisme ACB tendrait à se détacher sans frottement et ne serait retenu que par une cohésion soumise à une loi différente de celle qui est exprimée dans l'analyse ci-dessus.
Les formules (i) et (2) peuvent servir à déterminer les constantes / et 7 qui conviennent à un certain terrain, au moyen de deux expériences dans lesquelles, en faisant croître //, on observerait les valeurs correspondantes de tanga. Un plus grand nombre d'expériences permettrait de vérifier les hypothèses qui servent de base à la théorie.
A mesure que h augmente, tanga approche de la limite 77 qui conviendrait à une hauteur quelconque si la cohésion disparaissait, comme dans le cas des terres fraîchement remuées. Ce résultat est conforme à la théorie connue du frottement ; on pouvait d'ailleurs le prévoir, parce que pour h = <x> le poids P et le frottement correspondant sont des infinis du second ordre, tandis que la cohésion, simplement proportionnelle à //, n'est qu'un infini du premier ordre, comparativement négligeable.
Fig. io3.
192. Deuxième problème. — Un massif d'une nature déterminée poui>ant se tenir à pic de A en B [/îg. io3) sur une hauteur li , on demande quelle est la courbe BM du profil inférieur que ce terrain doit avoir pour être a la limite de stabilité en tout point compris entre B et M.
Soit MC un plan incliné quelconque faisant avec la verticale l'angle CMD = p; soit la
hauteur MD — y\ soit enfin P le poids du prisme mixtiligne ABMC.
L'équilibre de ce prisme exige, comme dans le cas précédent, qu'on ait
(3) P(i-/tangp) 57/(1 +tang-'3).
Pour exprimer simplement le poids P, menons par M une droite tellement inclinée, que Taire du triangle MEC soit égale à celle de ABMC ou
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ijue Taire DME soit égale à DMBA. Nommant a l'angle EMD, nous aurons
Tir* P - -f- ' tangp — tanga)
et, en substituant dans (3),
tanga > tang6 — - ■ ^. ^ ,-
II j 1— yiangfi
La tan^^ente de Tangle a doit encore ici égaler le maximum du second
Ur
membre; d'où Ton conclut, en faisant, pour abréger, -^ = a,
, i ) tanga = j^ ^^jr^[ I - \/(i-hf^: (i -^ffT) j.
Maintenant, pour trouver l'équation de la courbe BM, soient AD = x et
DE — z, on a tanga = - et
(5) ^^=fydx;
posons encore a = by en désignant par b la constante — ^ j réquation ( 4 ) deviendra
(6) ^- fV^v,_v/(,:rr)(i:r>7)^
Des équations (5) et (6), par l'élimination dez, on conclut l'équation différentielle de la courbe BM :
Cette équation s'intègre facilement en remarquant que le lenne
; — - dy peut, si Ton fait i ->rfbx=u^^ être remplacé par
OLU^du , du du
ou ldu-{ ;
U^- ï U — \ U -hl
quantité dont l'intégrale est
'2 u -h log hyp •
Par suite, l'intégration est immédiate, et Ton peut écrire Téquation
cherchée
•^ =- ^ -^- jr^ iog hyp j - -^^-jr~ yJ^-^i h
La plus petite valeur qu'on puisse assigner à j est h\ qui répond à tanga = G, et dont l'expression est
Pour jr = h\ on trouve d'abord
on en conclut, au moyen de l'équation (7),
ou, en réduisant au même dénominateur les termes du second membre et simplifiant,
~4~ 27yWi-^7v''
La tangente de l'angle fait en B avec l'horizon, par la courbe BE, est donc
résultat remarquable en ce qu'il ne dépend plus de li\ ni, par conséquent, du coefficient de la cohésion.
193. Détermination de la poussée totale d'un massif de terre dans un cas particulier, — Un massif de terre s'appuyant sur la face postérieure AB d'un mur (Jig, io4) et ayant sur une longueur indéfinie le profil quelconque mais constant BCDEFG, on imagine le plan AX et l'on demande quelle serait, par unité de longueur, la résultante des forces qu'exercerait sur le massif la paroi AB du mur, à l'instant où le prisme serait sur le point de glisser en descendant le long du plan AX qui resterait fixe, et le long du plan AB qui reculerait sans descendre.
La réaction de la partie du massif inférieure au plan AX, sur le prisme, résulte d'une multitude de forces élémentaires qui peuvent se réduire à trois équivalentes, savoir : une pression
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normale N; une force tangenlielle analogue au simple froltemcni, proportionnelle à N el représentée par/N; enfin une forro égalomenl parallèle au plan, appelée cohésion, proportionnollo à la surface AX et que nous représenterons, en conséquence, par cÇ, en fai>ânt A\ =r ^ et désignant par c la roliésicm rapportée à Tuniif* «i*^ surface.
La réaction totale du mur sur le prisme peut également se réduire a trois forces : une pression normale Q, un frottement f'Q et une 'V^hesiou ou adhérence C'A. Nous désignons par^ le coefficient Je frottement du mur contre les terres, par c' Tadhéren V rapportée à Tunité de surface le long du mur dont la dimen>ioQ VK e!>t représentée par A.
Enfin le prt:>me est sollicité par la pesanteur. Représentons son poui> par P.
Le> forces iiue nous venons d'indiquer satisfont aux condilions d ojmlibre, dont l'une est que leur résultante de translation soii nulle. Transportons ces forces en un point quelconque, par exemple en un point de la droite AX, el écrivons que les sommes de leurs projections parallèlement el perpendfculair\Muentà V\ sont nulles; nous aurons, en faisant Tangle ^ rhoriton XAL x et BAX — j3,
f\ rsinjK r Qsin;3 -f-/'Qcos(3-+- c'Acos(3-i-c$ = o, N Poosa — Qcos? -f-/'Qsin|3-+-c'Asinp=:o,
doiV eu eluuimuu N,
P^siujt fcosg) — c7i(cosP — /sinP) ~ c£ ^ Mnp-+-/cosp V/'(cos|^— /sinfi)
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Celle formule se simplifie en remplaçam/par - , ei/'
par — f-^ c esi-a-dire en représenlani par <p el 9 les angles
de frotlemeni des lerres sur elles-mêmes el conire le mur. On obiienl successivement
^ P sin {a — o) — c'h cos((3 -h 9) — c^C(>S9
"~ sin(|Î5 -I- 9j -T-/' cos(p -i- 9J
,j^v Q _Psinfa — 9)— r'Aros((3 -l- 9I — c^ COS9 eos9' siii (p -+- 9 -h 9' j
La force , résullanie de Q el de f'Q éianl ainsi con-
nue, en la composanl avec c'h, on aurail riniensilé de la
résullanie totale demandée.
194. Détermination du plan de rupture et de la poussée totale en négligeant la cohésion. — Le plan AX indiqué dans renoncé précédent esl considéré comme variable; il s'agil de délerminer la position de ce plan à laquelle correspond le
maximum de la force , ? eu égard aux frotiemenis, el en
supposant qu'on néglige la cohésion des terres et leur adhérence au mur. On demande, en outre, la valeur correspondante de — ,> qui, dans ce cas, devient la réaction totale
du mur.
Le plan AX, déterminé par la condition que la réaction du mur nécessaire pour l'équilibre soit un maximum, s'appelle ordinairement/>/rt/i de rupture; comme Ta remarqué Coulomb, si la réaction du mur venait à être inférieure à riniensilé nécessaire et que la rupture du massif dût s'effectuer suivant un plan, ce serait en effet suivant celui-là qu'elle aurail lieu.
Il n'est pas certain que, dans la réalité, la force > ainsi
obtenue soil la valeur exacte de la réaction mutuelle du mur el ÛGë lerres, même en admettant comme une donnée la nullité du coefficient c'. Rien ne prouve en effet, quand l'équilibre existe, que le prisme BAX soil sur le point de glisser
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on descendant; il pourrait être en équilibre stable ou encore il pourrait ôire sur le point de glisser en sens contraire, ce qui exigerait de la part du mur une réaction plus grande. La force ntavinium que nous voulons déterminer sera seulement une liniiie inférieure de la poussée des terres contre le mar, dans Tolat d'équilibre. Cependant il ne faut pas croire que cola doi>e probablement entraîner des conséquences dangereuses; si le mur est construit pour résister seulement à cette liniiio inférieure et qu*il y ait originairement une poussée plus forio, on peut admettre avec assez de vraisemblance »îu'un polit mouvement du mur se produira, par suite duquel naîtra dans le massif de terre la tendance à glisser en descenilant, et alors le système s'arrêtera dans l'état particulier d'équilibre que suppose notre calcul. Il n'y aura donc probablenuMîi pas de risque à courir lorsque le mur ne sera capable
nue d'une réaction égale seulement au maximum de ;•
Nous allons, en conséquence, procéder au calcul de cette force, et nous raisonnerons désormais comme si nous avions la rorlilude complète de sa réalisation.
D'après l'hypothèse, il faut, dans la formule (8), faire c = o, c' o; désignons par R la réaction totale du mur; la formule (8) se réduit à
iql -— R — P-- ^ - -— , •
fus 9' sm (,3 H- 9 -h <p )
On obtiendrait facilement et directement cette équation de
la manière suivante. Représentons dans la fig. io5 la force R faisant Tangle 9' avec la perpendiculaire à AB. Soit de même S la réaction du plan AX, résultante de N et de/N, et faisant Tangle 9 avec la perpendiculaire à AX. Les trois forces P, S, R, transportées en un même point, ont leur résultante nulle. Donc
on a
R sinfP, SI
V~^ sin(K, S)' Or l'angle (P, S) est, d'après la figure, supplémentde a — <Pf
et l'angle (R, S), augmenté de 9-4-9', devient supplément de j3; ainsi
(R,S) =ri8o«- p — 9-9' et sin(R,S):^sin{(3H-9-f-9'),
d'où l'on conclut la formule (9).
Il faut maintenant y mettre une expression du poids P du prisme dont la base est ABCDEX.
A cet effet, on déterminera sur le prolongement de EF [Jig. 106) un point K tel, que l'aire du triangle AKX soit égale
Fig. 106.
à celle du polygone ABCDEXA. Ce point K est indépendant de la position du point X, pourvu que ce dernier tombe entre E et F, puisqu'il suffit que le triangle AKE soit équivalent au polygone ABCDEA. On mènera de plus la ligne AT, perpendiculaire abaissée de A sur KX. En désignant par II le poids du mètre cube de terre, on a pour le poids du prisme AKX ayant i'" de longueur
Prz: in.AT.KX,
et la formule (9) devient
R^in.Âl'.KX -/;"(«- <?'-,,.
r*. sm(p -4- 9 -f- 9 )
Cela posé, voici comment Ponceict (•) détermine le point X qui donne à la pression R sa plus grande valeur. Le rapport
de sin(a — 9) à sin ( (3 4- 9 -f- 9' ) se remplace par celui de
(*) Mémoire sur la stabilité des revêtements et de leurs fondations ^ inséré au n' 13 du Mémorial de ÏOfficier du génie, 1840.
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deux droites de la figure; pour cela on mène AO faisani avec AB l'angle 9 4- 9', et, par conséquent, avec AX l'angle j3 _j_ cp ^- ^'; on mène AM faisant avec Thorizontale AL l'angle 9, et consoquemment avec AX l'angle a — 9 ; puis on mène XX' parallèle à AM, de sorte que, dans le triangle AXX', l'angle A ^ 3 9 — 9' et l'angle X =: a — 9. On en conclut
sinfa — 9I AX'
si'n ( [3 4-9 -^? J ~ '^" '
01, jvK conséquent,
Rr^ -n.ATKX^
OA OA
d'où résulte
1^ AT.OM K^X .AX' ~ 2 ÂM OXT'
m . • AT . OM , , !..
La quantité connue - - peut s exprimer plus simple-
A M nient en remarquant que AT.OM est deux fois l'aire du
triangle AOM, et que, en la divisant par AM considérée comme
l)ase, on a la dislance du sommet 0 à AM ou AOsînOAM.
Donc
KX .AX'
i I o ) K = n . AO l^LJ.- - sin OAM.
OX'
Poncelet trouve par la Géométrie le point X qui correspond
KÔC' • AX?
;ui maximum de — _:^ -• Le Calcul différentiel le donne
OV
aussi irès-aisémenl. Soient, en effet, OA = a, OK' = /r et OX' = jt; on a
K'X'.AX' (x~- k]{a—a:) , ak
— i^ T= a-h k jr,
OX' ^
expression dont le maximum répond à x^i^afe et a pour valeur a -^ k — i)Jak. La valeur de R devient alors, en remplaçant AO par a,
(n) R^-nsinOAM.(tf - ^Jak)\
ce qu'on peut encore écrire de cette manière,
(i?) R - -HsinOAM.AX'S
en notant que le point X' est déterminé par la relation
(i3) OX'r^. vAO.OK'.
Remarque I. -— L'angle OAM, égal à BAM -f- 9 -f- 9', est par conséquent égal à BAL -\- 9', d'où il suit que sinOAM est égal au cosinus de l'angle que fait avec la verticale une droite faisant avec AB, du côté opposé au massif, un angle 9' égal à celui du frottement des terres sur le mur.
Remarque II. — Les lignes KK', XX', MA éiant parallèles, il en résulte que les longueurs OX', AO, OK' sont respectivement proportionnelles à OX, OM, ÔK; la condition (i3) peut donc encore prendre la forme
OX irz OM.OK,
ce qui permet de trouver OX a priori par une construction ou par le calcul.
Remarque III, — L'équalion (i 3] donne -^J^- ir: _^_^ . Les
AO OX
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Remarque IV. — L'angle AOK peut êire pelit et le point 0 tellement éloigné de AK, qu'il soit incommode d'opérer graphiquement pour connaître OK', OA et, par conséquent,
UX' et ÀX'. On peut faire ces déterminations par le calcul.
Soient 9 l'angle donné OKA et Ç l'angle OAK, dont la valeur, avec la disposition de \^fig- 106, est cp -h 9' — BAK. On a
OK' = OK
sin(0-+-Ç) OA
OK-i-KM
Il ne reste plus qu'à calculer AX' = OA — \/0A . OK? . Remarque V. — La droite AO peut être parallèle à KO. Alors
ÔAetÔK' sont infinis; mais AK' est fini et égala KM, et ÀX/
a pour valeur -KM. En effet, l'équation (i3) peut s'écrire
(0K^ + K7V;*zz.bK^'ÔK'4-AK) ou 2K'X''-4- î|^ = AK',
OK
équation qui, pour OK' ~ qo , devient
k'\" = -AK'==iKM.
Remarque FL — Les droites KM et AM peuvent être par a
Fig. 107.
lèles [ji^. 107). Dans ce cas, les points 0, K', X' se confondent, et l'on a pour le maximum ou plutôt la limite
de R rexpression — sinOAM.OA ; on le trouverait direcie-
menl en posant, pour un prisme quelconque AKX, les équations
R^P__5L"(--?l^ :^pS-,
sin(.3-+-(p -+-9 j OX
d'où
Pr:_ - KX.OAsinOAM,
K^ -nsinOAM.OA ^,
OX
quaniilé dont le ir.aximum répondante KX — co r-^OX cm
U -nslnOAM.OÂ'.
Remarque Vil, — La rencontre 0 des droites RM, AK' peut être du côté du massif au delà de M {/ig. io8). En répétant
Fi(j. 108.
pour ce cas les raisoniiemenls piéccdenis, on reconnaît sans difficulté que l'expression de la pression totale sur AB est encore
n - -nsinOAM.AX'\
le point X' étant déterminé par la relation OX' = OA.OK'.
Les remarques ï, II, 111 ci-dessus subsistent également; dans la quatrième, il faudra poser
ÔA
OK' r=z OK =^-- _.... et AX' ^ y OA OK' — OA. OK - KM
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195. Plan de rupture et poussée totale quand on néglige a cohésion et le frottement entre les terres et le mur qui les soutient. — Les auteurs qui, avant Poncelel, se sont occupés de la poussée des terres, négligeaient le frottement des murs do soutènement. Si à cette simplification théorique on joint rh\-
pothèse que la surface superieure du massif MB soit
„' * — -,—y^- horizontale, on arrive à un
^^ résultat remarquable par sa
\ • simplicité.
- —'- - L'angle 9' étant supposé
nul, les trois angles MAL, B\«^ AVB /^'. \of4 sont égaux. Les deux triangles AOB, A» 'M >: î <-en.tUbî^s, comme ayant leurs angles égaux, et
. ft
OX OB.OM
|jr OvM^>equenl OA --OX, d*oii il suit que l'angle OAX e^l « iijil ji OXA, lequel est égal à XAL. Donc AX est bissectrice »!o l*jus:lo OaL ei, par consé(|ueni, de l'angle BAM (théorème l'ouuo par Prony, en 1802, pour le cas particulier d'une paroi \oiuoale, et par Français, en i8?o, pour le cas d'une paroi inolinéo .
O'apiés la remarque 111, BX' est parallèle à AX, et, par coiisoqueni, diins les hypoihèsos ci-dessus énoncées, le triangle
OB\ est isoscèle. Donc AX'— BX, d'où l'on conclut
R 'nsinBAL.BX'.
L'état actuel de la Science ne permet plus d'admettre ces résultats.
196. Répartition de la poussée totale sur le mur dans l* hypothèse d'un terrain à profil rectiligne; irulicaiions succinctts nur le cas général. — En admettant que sur toute portion AB
de la paroi A„B, portion prise à partir du sommet B, la poussée
du massif soit égale au maximum R ou -HsinOAM.AX' trouvé
précédemment, il s'agit de déterminer le centre de poussée sur A,B, c'est-à-dire le point de passage de la résultante de toutes les pressions élémentaires réparties sur A„B et faisant partout avec celte paroi l'angle complément de 9'.
La solution est très-simple dans le cas où la surface supérieure du massif est un plan MB {Jig. 1 10), ayant d'ailleurs une
Fig. MO.
inclinaison quelconque. L'expression de la poussée sur BA, variable avec la longueur BA, est alors proportionnelle au carré de celte longueur. En eiîei, pour deux points A, A,, auxquels correspondent des points X, X,, on a
OX' zrrOJv'.OA et O.X, :i-. O.K, .O.A.. Or
OK/ OA JBA
OX' BA
On voit ainsi que les lignes OA et OX' sont toutes deux dans un rapport constant avec BA, et, par suite, qu'il en est de
même de la différence OA — OX' ou de AX'. (Le lieu des points X' est une droite passant en B.) En représentant par z la longueur BA prise à partir de l'ori-
/ir.
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gine OU exlrémité fixe B, el en désignant par C la conslanie
donc ta poussée élémentaire sur une longueur dz, accroissenienl de :;, serail
Touios les poussée» élé me maires, depuis B jusqu'à A„, sont des forces porullèles; leur résultante passe en un point ou rentre, dont la distance Z au point B est déterminée par lu propriélé des monienls, d'où l'on tire
Dixic le centre de la poussée sur BA, est au tiers de cette longueur à partir de l'extrémité inférieure.
Lorsque le profil transversal du massif n'est pas très-accidenté, on peut admcure que le centre de pression est à peu prés au tiers de la hauteur de la partie de mur considérée. Dans le cas le plus général, sachant trouver la poussée it sur la portion BA de la paroi, on construirait la courbe représentative de ces poussées en prenant BA pour abscisse et R pour ordonnée correspondante. La poussée élémentaire en chaque point du mur serait proportionnelle au coefficient angulaire de la tangente à cette courbe , et, comme toutes les poussée» élémentaires sont parallèles, on trouvemit le point d'application de la résultante par le théorème des moments.
1U7. De ta biiiéc des u/re.t. — PoDcelet, dans le Mémoire déjà cité, a Étendu la théorie prùcédenlc à la butéo des terres, c'egt-à-dire à U résistance que les terres établies au pied d'un mur, du cAtë o|q>osé au iniiasif soutenu, exercent sur le mur en sens contraire du mouvement qui' \i\ massif principal tendrait à lui faire prendre. A cet effet, il considèn' HaiiM li?s terres, en avant du mur, un prisme qu'il détermine par lacoodi- (ii>[i '|ae ce prisme exige le minimum de force de la part du mnr peur
être sur le point de glisser en remontant sur le plan de rupture. La marche à suivre dans cette théorie est semblable à celle qui convient au cas de la poussée, et les résultats ont une parfaite analogie.
D'abord, si, en conservant dans ^^fi^. 104, p. 634, le profil BCDEF et les lignes AB, AX, dont la première représente la face antérieure d'un mur et la seconde un plan de rupture hypothétique, on demande la résultante des forces qu'exercerait sur le massif la paroi AB à l'instant où le prisme BAX serait sur le point de glisser en montant le long du plan AX, qui resterait fixe, et le long du plan AB, qui avancerait sans monter, on trouve, les notations étant les mômes qu'au n" 193,
/N -- Psina — Qsinj3-f-/'0cosp -f- c7iCosp-F c\ = o, N — Pcosa — Qcosp —/'QsinÊ — c'hs\i\^ = o,
d'où résultent les équations
^ _ P(sina -h/cosa) -r r7i(cosp -i-/sinP) -h ce ^ sin ^ — /cos fi — /' ( cos p ^ /sin p )
y _ P sin ( a -T- '^)-\- c'h cos ( i^ — V ) "^ ^Ç cos^
cos<p' sin (p — y — ç)')
Secondement, on fait c — o et c' — o, et l'on demande de trouver la direction du plan de rupture à laquelle répond le minimum de la force
--^— donnée par la formule (14). D'après ces hypothèses, si l'on pose
B -- -—*—,. on a
^ sin(fi-c.-^'j
l.e polygone ABGDXA se remplace d'abord par le triangle équivalent AKX
Fig. III.
//'iT. 1 1 0, et alors il en résulte P — - n .AT. KX. On mène ensuite AM faisant avec l'horizon l'angle MAL - y, puis XX' parallèle à AM et fai-
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sant, par conséquent, avec la direction cherchée ÀX l'angle z — f. enfin on trace ÂO faisant avec ÀB l'angle 7 +?' et, par conâéqaenl, avec AX
l'anj^le p — y — y'. De là on conclut
B - P^'^-ill.AT.KX. ^^'
XX' ^ XX
KK' élant une parai lôlc à AM, on a
KX ^ k'X' ^ , XX' -= 6X' -4^- AO AO
et, par suite,
B-- -n.ÂÔ-^-Al'sinOAM.
•^ OX'
Pour trou\er la valeur de OX' qui correspond au minimum de B, on fait OT' r.- X, f)Â .--- a, ÔK' =--- X, d'où
K'X'.ÀV (.i--f-X-W^-4-.r) , „A '-^- ft -i- A -i h r,
OX' ^ -
dont le minimum répond à x = \/aA .
On on conclut le minimum de B, savoir
on bien
B = -ilsmOAM.ÀX'\ •1
le point \' devant satisfaire à la condition
bX' = \/0A . ÔK .
Ces résultais ^oiil analogues aux formules (11), (12) et (!3) du n** 194.
On peut faire sur le cas de la butée des remarques analogues à celles du n" 19i. Ainsi, par exemple, on a
OX =OM.OK
et KX' est parallèle à AX .
Dans le Ccis particulier où la surface supérieure du massif serait horizontale et où Ton négligerait le frottement du mur, on arriverait à conclure, par un raisonnement analogue à celui du n" 195, que la ligne AX est bissectrice de l'aniile OAL'.
Quant à la répartition de la butée totale sur le mur, c'est un problème dont la solution est identique à celle qui est donnée au n" 19l), pour le cas de la poussée.
198. Calcul analytique de la poussée d'un massif de terre à profil supérieur rectiligne. — Le profil du mur est une droite AK {fig. 112) ayant une inclinaison y sur la verticale,
Fip. 112,
celui du terrain une autre droite KM indéfinie ayant l'inclinaison / sur rhorizoniale; les autres notations sont celles du n° IQ^-. Pour avoir l'intensité de la poussée R des terres contre le mur, on a vu qu'il faut: i" mener en A une droite AM faisant avec l'horizontale un angle 9 égal à celui du froitemeni des terres sur elles-mêmes; >/' mener par le même point une droite AO qui fasse avec AK, du côté opposé au massif de terre, un angle 9-1-9', 9' étant l'angle du frottement des terres sur le mur; 3" mener KK' parallèle à AM. Alors on a
U ' n sinOAM (OA v ÔÂ.OK')',
ce qu'on peut écrire, en multi[)liant et divisant dans la parenthèse par()A-4-VbA.0K ,
Il ~ n sinOAM I -r-r .:
^ \()A vOA.OK'
ou encore, en divisant par OA les deux termes de la fraction élevée au carré,
iG R - n SinOAM
Nous nous proposons d'exprimer cette quantité en fonction do n, de la longueur AK ■--- z et des angles 9, 9', /, y.
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D'jbord nous avons, dans le triangle AKK\
-— ^sinK'KA sinKK A Or
K K A ^ KAM :rr K AL ~ V = 90*^ - / - ?
KK'A ==: 180" - K'K A - K\K' = 90° - y — ?' ;
donc
eus C> -r 7
ÔVl' ., . OK' ÔK I) autre part, -_^- peut s écrire -^^_ - .- ? et ces deux der-
OA OK OA
nicrs rapports se trouveront par la considération des triangles OKK', OKA. Le premier donne
OK' sinOKK' sin(cp-/) _ Ôk' " sinOK'K ~ cos^o' -i- 7)'
u!i déduit du second
OK _ sinOAK sin(o-r9') (J^ ~ si n OKA ~ sinAKM
«M, uliendu que AKM — AKN -f- / =k ()o" — 7 -^ /,
OK sin I o -I- o'
OA ^'^^J - y
Enfin l'angle OAM est le supplément de KK'A, d'où résulte
sinOAM -- cos o' -h y).
En substituant ces diverses valeurs dans Texpression (16) de H, on trouve
f ,, cos'i o — y' 1- Il i_ Il3'- -, \
eus
? "^"'/J ^ /s^in(9 — /) sin(9-hQ') | L ' V ^os(cp'-h7)cos(/ — y)J
Si Ton nomme x la projection verticale de z, on pourra
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remplacer z par : alors R se irouverait exprimé en fonc-
cosy ■
lion de la dislaace du poinl A à rhorizonlalc du poinl supérieur K.
La formule (17) convient même au cas particulier d'un liquide. On devrait faire alors
i rrz o, 90, 9' ^ o
et l'on aurait R - -Ilz'cosy, ce qui est bien d'accord avec
les formules de l'Hydrostatique. En effet, la dimension perpendiculaire à la figure ayant éié toujours prise égale à i dans tous les calculs de forces, depuis le n° 191, la surface pressée AK a pour valeur z\ la pression moyenne par unité de surface
est due à la hauteur -jcosy et a pour valeur - II::cosy; le
produit de ces deux quantités donne bien - Ils'cosy.
Supposons encore, comme exemple particulier, celui d'un sable sec, pour lequel on aurait
la formule 1 1*- 1 devient alors
1 „ ros' 3o" - V ! cosy
cosy
Dans le cas plus particulier où y serait nul, cette dernière expression donne
•2 \ I -i- sin3o"/ b
Avec un li«juide dont II serait le poids spécifique, on aurait euR---n2'; on voit donc combien peut devenir grande l'influence du frottement du sable sur lui-même, puisqu'elle réduit ici la poussée à - de celle qui se serait produite si ce frottement n'avait pas existé.
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199. Stabilité d'un mur de soutènement ou d'un mur de réservoir. — Celle queslion esl une des applicalîons les plus simples des géiiéraliiés qu*on a exposées au n"" 185. Supposons d'abord qu'il s'agisse d*un mur de soulènemenl. Soienl ABCD [fig. 1 13) le profil iransversal du mur» el BE celui du
lerrjîn. On déterminera, soil par la mé- '^^ff- **-^- ihode géométrique du n" 194, soil par le
l calcul du n** 198, la poussée résulianle
des lerres sur la face BD du mur; cell'.*
force aura son poinl d'applicalion aux -
de Bl) à partir de B (n* 196), ei sa direction fera avec celle de la normale à BD un angle égal à Tangle <p' du froliement des lerres sur le mur. On la composera avec le poids P de ce mur, ce qui donnera la résulianle S. Pour Téquilibre, il faut : 1° que S passe entre les points C et D; ?.° que la force fasse avec la normale au plan CD un angle moindre que Tangle du frotlemenl du mur sur sa base; 3** que la pression par unité de surface, en un poinl quelconque de CD, ne dépasse pas une certaine limite dépendant de la nature de la maçonnerie, ce qu'on pourra vérifier par les formules du n"* 63, la base étant supposée rectangulaire. Il y aurait lieu de répéter une vérification toute semblable, en prenant pour base, au lieu de CD, d'autres plans d'assise du mur, en nombre plus ou moins grand, suivant la hauteur.
Ce qui précède suppose que le mur s'appuie en CD sur une base parfaitement solide; nous laisserons de côté rhypoihèse contraire, qui ne rentre pas dans le programme de ce Cours. S'il y avait une certaine hauteur de terre du côté AC, il serait facile d'avoir égard à la butée (n** 197); mais celle force pourra être négligée dans les cas les plus ordinaires.
Le cas d'un mur de réservoir se traite d'après les mêmes principes; il n'y a de diiTérence que dans l'évaluation delà poussée du liquide, qui se substitue à celle des lerres. Celle évaluation se fera par les moyens indiqués en Hydrostatique; il n'est môme plus nécessaire de supposer plane la face BD, et l'on peut remplacer le profil droit par une courbe quel-
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roiique, chose qui aurait rendu impossible la déierminalion de la poussée des terres. La pression totale du liquide une (ois connue, on en déduit la force résultante analogue à S, et Ion procède ensuite aux mêmes vérifications.
Les murs de soutènement ou de réservoir sont exposés à fléchir dans le sens de leur longueur quand les circonstances locales favorisent cet effet; c'est ce qu'on a déjà fait observer au n® 185. Il faudrait aussi, le cas échéant, s'assurer de la résistance à ce point de vue.
Au lieu de vérifier la stabilité d'un mur dont le profil est donné, on pourrait se proposer de déterminer le profil d'un mur qui aurait à soutenir une hauteur de terre ou d'eau ï\\ée d'avance par les conditions du projet. Le problème ainsi rnoncé devient d'une difficulté beaucoup plus grande, parce que d'abord les forces extérieures à introduire dans le calcul dépendent du profil inconnu, et aussi parce qu'on cherche ordinairement un profil tel que la pression maximum soit la même dans toutes les assises. Les développements qu'exige la solution sont même tellement étendus, que nous ne croyons pas devoir nous y arrêter; nous nous bornons à renvoyer le lecteur aux Mémoires spéciaux insérés dans les /annales des Ponts et Chaussées ;'\
200. Application du calcul à la vérijication ci-dessus indiquée, — En restant toujours sur le terrain d'une simple vérifinition de la stabilité, avec un profil donné, on peut facilement se procurer les cléments de celle opération par le calcul, soit pour un mur de soutènement, soit pour un mur soumis à une charge d'eau. Le calcul que nous allons exposer peut s'adapter aux deux cas, moyennant l'interprétation conveluible des notations algébriques et en admettant de plus cette lestriciion que, s'il s'agit d'un massif de terre à soutenir, son profil supérieur sera formé d'une seule droiie.
Soit donné le profil de mur indiqué dans la Jig. ii4; la partie gauche, qui est supposée former le parement visible, peut affecter la figure d'une courbe; la partie droite, du côté
('; ruir notamment le Mémoire de M. Delocrc, année i8'i), r semestre, et tcnx de M. Pcllctreau, années 1876 ol 1877, Q* semestre.
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lie i'eau ou des terres, sera nécessniremeni droiie s'il s'agit d'un mur de soutènement, afin de rendre possible la déiermîiialion de la poussée du inassir. Nous clioisissons, dans le plan du profii, deux axes coordonnés : l'un Ox, suivant une verliraie quelconque; l'autre Oxn, horizontal et passant au point le plus élevé du profil du mur, ce point étant pris dans la portion où le mur est en contact avec l'eau ou avec les terres.
Fi|[. ni.
Cela posé, nous considérons un plan d'assise AB quel- 'onque, à la distance x au-dessous de O7-; il est soumisà une Torce totale provenant du poids de la partie supérieure et de la poussée supportée par B7; nous imaginons cette force transportée parallèlement à elle-même en G, milieu de AB ei centre de gravité de la surrace d'assise; nous la décomposons en une force verticale V ei une force horizontale H, en introduisant simultanément un couple \, à cause du transport de la force primitive. Les conditions de stabilité seront faciles ù vérifier, comme nous le montreron!< bientôt, si l'on connaît pn fonction de x les trois quantilés V, II, \; nous allons, en c*lIl^^'lluence, les calculer.
Mais, avant de commencer ce calcul, il est bon de faire une observation préliminaire. Puisqu'on suppose le profil supérieur des (erres en ligne droite, la formule [17) du n* 198 lionne lejr poussée sur une portion finie du mur, commeni;unt au point le plus élevé en contact avec la terre; en imagi-
liant qu'on y ait remplacé z par , cette formule sera de
cosy
la forme
2C0sy si l'on pose, avec les notations du n* 198,
,.8) ^=:Jl^V-7A
cosy cos(9 -\- y)
l.a différentielle
ilW
h xdx cosy
exprime la poussée élémentaire sur l'élément de mur a^vant la hauteur dx et situé à la profondeur x\ en nommant s la longueur de mur qui supporte la poussée R (c'est-à-dire la quantité désignée par z au n" 198), on peut l'écrire
</R kxdsy
et cette expression convient aussi au cas d'un liquide, comme» il est aisé de le reconnaître directement; il suffît de mettre au lieu du coefficient /r le poids spécifique du liquide, ce qu'indique au surplus la formule (lâ), quand on fait / _r çp rir (p' -^ o. Il faudrait aussi, bien entendu, avoir égard à la différence de direction de ces forces rfR dans les deux cas : s'il s'agit d'un massif de terre, rfR fait avec la normale au mur l'angle du frottement 9', comme le représente \^/ig- 1 14; s'il s'agit d'un liquide, on fera 9' — o, et rfR agira suivant la normale.
Maintenant, imaginons un second plan d'assise A'R' à la dislance dx au-dessous de AB. La tranche ABA'B' sera soumise aux forces que voici : 1" sur la face AB, aux forces H, V et au couple X; 2" sur AB', aux réactions de la maçonnerie inférieure, représentées par les forces H 4- d\\, V -t- d\ et par le couple X -h d\; V sur BB', à la force c/R = hxds; ^'^ à
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son poids propre. Pour écrire les équations d*équilibre d<' celle tranche, nous nommerons encore
Xy y les coordonnées du point B;
j:, y) celles du point A;
d Tangle de la normale BN au profil du mur en B avec Thori
zontale; II, le poids spécifique de la maçonnerie.
Alors nous aurons les équations de projection
19) d\\ -h ItxdscosiO -. (p) : o,
) - rfV - /ixdssin 0 -^ 9') : II,(7î —x]dx=o;
le dernier terme du premier membre de (20) représente le poids propre de ABA'B'. A ces deux équations il faut encore joindre une équation de moments; nous prendrons les moments par rapport à G'. Si Ton adopte pour sens positif celui de X, les deux couples produisent le moment — d\; H produit Udx; la distance de G à Ox étant - (j -h u), le bras de
levier de V est d(j' ,-ri) cl son moment - rf(j-i-i3^; la
force e/R élant remplacée par ses composantes horizontale et verticale Icxds cos{ô -r- ^'), kxdss\t\{9 -r- <f')^ le moment de la première est négligeable, comme infiniment petit du second ordre, et celui de la seconde a pour valeur
- hx'r. — y)ds ii\n[0 : <p' ; les autres forces ont des moments
nuls ou du second ordre, et Téquation dont il s'agit est, en conséquence,
V kx
(?.i) ~ d\ ïldx ; .-^''.7 -/î) n /)</<sin(Ô-f-9') — o.
On a d'ailleurs
ds ces 0 dx , dssînO ~ — dy ;
après avoir développé sin^0 i- <p') et cos(6 -;- 9'), on portera
ces valeurs dans les équations (19), (20), (21), el Ton trouvera
( iiL ] — du -h kx ( dx cos cp' h- dy sin 9' j o, ( 9.3 I - dV -I- kx(dx sin <p' ~ dy cos 9' ) - Il 1 ( /? — j) rf^ = o,
[•fi — j) [dx sin 9 — rf/cos9') — o.
Ces trois dernières équations permettent d'obtenir H, V et X par des quadratures. L'intégration donne immédiatement
I / * dy
(25; Il - -/»a;'cos9' T- /i sin9' / ^-r-dx^
l Vr -A\r'sinG>'- /< cosq' / x'
dx
r II, 1 i/) — jjrfx -h const.,
] If /»^
(•>.7) \ -f- -sin 9' / jTi'y; — y']dx
- cos 9' I j:(73 — j — </j; i- consl.
Les profils du mur étant donnés, on connaît ri et j en fonction de Xy et, par suite, on peut calculer, exactement ou par
approximation, 1 x-i-dxei j ' /j - /)r/j:; en les substi-
tuant dans ( >5) et (26), on a ainsi H et V en fonction de x, et Ton peut alors en mettre les valeurs dans (27), pour avoir X au moyen de trois nouvelles quadratures, portant sur des fonctions connues de x.
Nous n'avons pas mis de constante dans l'équation (25),
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car on a H - ■ o pour x - o, la force exercée sur l'assise se rëdulsant alors au poids V, de la partie de mur située au-dessus de i)j"f,\ par la mén.e raison, la constante de l*équauon 26 serrait égale à V, et celle de l'équation (27) au moment de ce poids relati\emc'nt à G., centre de gravité de la même assise. Apri'îs av( ir obtenu les valeurs de H, V, X pour un plan d'assise quelconque, voici ce qui resterait à faire. Soit C le centre de pression dans le plan d'assise AB, c'est-à-dire le point où re plan est coupé par la force résultante agissant sur lui, celte force étant pri^e dans sa position véritable» avant
son transport en G. Nommons u la distance CG, prise positivement dans le même sens que y et y). Le moment X est égal, piir sa définition même, au moment, relativement à G, de la résultante appliquée en C, ou de ses deux composantes Il et V avec le même point d'application; donc on a, le moment de II étant nul,
d'oii l'on tire
Or une des conditions d'équilibre ou de stabilité relatives à l'assise AB consiste en ce que C tombe dans l'intervalle entre A et H; pour cela, il faut et il suffit que u pris en valeur absolue soit moindre (jue - AB ou -(r; -1), ri, parconséquenf. celle condition se iraduit par l'inégalité
La condition relative au glissement sur le plan AB exige
que soit plus petit eu valeur absolue que le coefficieni du
frottenuM\t dos nuu onnerios sur elles-mêmes; a étant ce coefricionl, Tinéiralilé
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est nécessaire et suffisante pour exprimer que le glissement ne peut se produire. Nous ne mettons pas le double signe
avant :^i car pratiquement il n'arrivera jamais que H et V n'aient pas en réalité les sens qu'on leur a supposés a priori^ de sorle que tt restera toujours positif. Il y a enfin la condition relative au maximum p de pression par unité de surface sur les divers éléments du plan AB; pour obtenir ce maximum, on doit encore employer les formules (lo) et (ii) rappelées au n° 187, à propos de la théorie des voûtes. Ici Ton doit faire
N==V, i2 — /^yj— j, a:^=u pris en valeur absolue; les formules deviennent alors
3(7) — y^) iu
'fi—r
On ne devra pas oublier, dans l'application des formules (3o) : 1° que u doit se prendre en valeur absolue; 2® que la première des deux formules doit servir quand on
a <"^7T9 et la seconde quand le même rapport tombe
ri— y b
entre - et -• Le maximum p, calculé par celle des deux for-
mules qu'on doit employer, est assujetti à rester au-dessous d'une limite L fixée d'avance, d'après la nature des matériaux, ce qui s'exprime par l'inégalité
Les conditions (28), (29) et (3i) fournissent l'ensemble des vérifications à faire pour un plan d'assise quelconque AB; on voit que cela est facile après le calcul préalable de H, V, X.
Cas particulier. — Supposons un mur de soutènement avec un profil en forme de trapèze; il y a un fruit intérieur et un
I. 3- édit
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fruit extérieur, qui sont définis par les angles y, y' des paremonts correspondants avec la verticale. Nous supposons, de plus, que le mur se termine au plan horizontal supérieur mené par Oyin. On a dans ces hypothèses, si l'on désigne par /. el yjo les valeurs de j et de y? pour x = o,
/ = j. — X langy, n=ino-\-x Ungy',
et par suite, en nommant A, B, C, D, E cinq coefficients constants,
H = -/fx'coso' /rx'sino'tangy = Ajr%
Y z=z -kx^slncf' H — /i\r'cos9' tangy
\ = +- (langy' — langy) ^-^-4-
k r x^ jl^
-+- - (sin9' -h COS9' tangy) I (vî. — r») — "^ (^^"67 "^ ^^SYj^ = Dx'-hEx\
Les constantes des expressions générales (s>.6) et (27) s'annulent dans le cas actuel, parce que le plan d'assise qui répond a X =^ o n'est soumis à aucune force; quant aux valeurs des coefficients A, B, C, D, E, leur définition résulte des expressions mêmes que nous venons de trouver pour H, V, X, et Ton a
A = ^ ( C0S9' - sin9' tangy) = --^-^ cos(9' -\- y),
B = -(sin9'-f- COS9' tangy) -\ ! (tangy -f- tangy')
sin(9 4- y, 4- —T-„ --—-.:/- »
'2C0sy acosycosy
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D = — 3 H-g-(iang/-tangy)
-+- ^(sin<p'4-C0S9'tangy)(langy-f- langy')
A Bsînfy'— y) /rsinfîcp'-i- y) sinfy -h y') 3 6cosycosy' 6cos'ycosy'
E=: j( langy' — langy) -i- j (sinç' H- cos(p'langy)(Y7a — jo)
vîo — n
4cosy cosy
7[n,sin(y' — y) -f- A*cosy'sin(<p'-f- y)].
Le lieu des centres de pression G [Jig. ii4) prend ici la figure d'une hyperbole. En eflfel, si nous nommons y' la dislance de C à l'axe des x, on aura
= - (ro -^ yîo) 4- - (langy' - tangy ) ^^_^q >
équation d'une hyperbole asymptote aux droites
r = ;('3o4-ro)-+- ^^ 4- [; (langy -langy)- gj:c.
Ces calculs algébriques ne pourraient guère se continuer sans meure des nombres à la place des lettres, car autrement ils deviendraient très-compliqués; mais on en déduirait sans peine, dans chaque exemple numérique, les éléments nécessaires pour la vérification de la stabilité.
U RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX
TABLES IfUHÉKIQDBS.
TABUB Z. — OoefBoient -^ de, la partie piiaoipale de la povieëe
isolé) plaeé en on point queloompie de Taro. ( Fb<> les n*" 124 et 132.)
N. B, Le nombre donné psr la Table s'annule pour m = i ,oo.
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TABLES NUMÉRIQUES
Z. (Suite.)
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TABLES NUMÉRIQUES
TABL8 n. — OoeiBoi«nt de la partie prlnolpele de la powaeée un poids unifonnément réparti nir l'aro entleri mlTant la longueur fibre mofenne ou solvant lliorlaontaley et par une dilatation linéaire pendante des chargei .
{^Voir les n" 128, 129 et 132.)
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TABLES NUMtalQDBS.
TâB&S Xn. — Valevis des ooefBoienU A et A' poor la ootteoUon des poonéM produltei par des poidf ou par une dilatation linéaire indépendante des
ohargei.
(Foir les n- 125 et 126.)
iV. B. On donne seulement ici la râleur moyenne de X, correspondante à chaque angle f.
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TIBLBS irailftftlQnBS.
IV. — OmUinlnuli da oorgeotion qal doivent pKîndtpaâm de ta pooMèe produite par des poids
(Totrlen» 127.)
Ce coefBdent ett l'imité <iiiand l'argameni -= derieni nul*
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exprimé en dix-millièmes.
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TABLES HDMAUQIIBS.
TABLB yjf destinée à fàoilîter le oaloul de Ui preition manmiim dans on «vo oîrottlaire à section constantCi chargée uniforménient tuiTent lliorisontale*
(Foir le S III du Chapitre YIII.)
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TABXJS V. (Suite.) Coertlcienl 6 multiplié par 100.
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TABLE V. (Suite.)
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TABLES IfOMfiRIQUES.
TABUB VZ. — Réfultati d*ezpérienoM oonoenuoit 1m ohargM ■ofoeptibh de produire réoraicnient det pîerrei et mortiers.
DESIGNATION DES SUBSTANCES
PIEBRE8 VOLCANIQUES, GRAKITIQUB8 ET SOJCSUBES.
Basaltes de Suède et d'Auvergne
Lave dure du Vésuve, près Pouxzoles. . . .
Lave tendre de Naplcs
Porphyre
Granité vert des Vosges
Granité gris des Vosges
Granité gris de Bretagne
Granité de Normandie
Grès très-dur
Grès de divers échantillons
Grès bigarré des Vosges
CHARGE
par CfltiU' mètre carré
capable de produire récrasement.
PIERBES CALCAIRBB.
Marbre noir de Flandre
Marbre blanc veiné, statuaire et turquin.. j Pierre noire de Saint-Fortunat, très-dure et j coquillcuse
Roche de Chàtillon, près Paris, pure et peu coquillcuse
Liais de Bagneux, près Paris, très-dur
Roche douce de Bagneux
Roche d'Arcueil, près Paris
Pierre de Saillancourt, près ( la plus forte.. Pontoise ( la plus faible.
Pierre ferme de Conflans
Pierre tendre (lambourde et vergelée) employée à Paris, résistant à l'eau
Lambourde de qualité inférieure, résistant mal à Teau
Calcaire de Givry, près Paria } , '
( tendre
Calcaire de Caumont (Eure)
Calcaire de l'île d'Anglesey
Calcaire lithographique
Calcaire oolithique ou sablonneux, en moy..
a3o 4ao 65o x5o
3io
3io
OBSERVATIONS
Tons les nombres de ce Tableau , non accompagnée d'nne obserratioa spéciale, •ont empruntés à Poncelet (Introduction à la Mécanique industrUUe ).
Moyenne d'esaats faits poar la pont Britannia, en Ànglet. t
Moyenne d'expériences faitea aaConserT. des Arts et MAC
Expériences dn Conserritolre des Arts et Aiétieri.
Expérioncos pour le pont Britannia.
Expériences de Victt.
Idem.
TABLES NUMÉRIQUES
(Suite.)
BRIQUES
Brique dure très-cuite
Brique roug;e
Brique rouge paie
Maçonnerie de briques
Brique crue, simplement séchée à Toir.
PLATRXS ET MORTISBS.
PUtre gâché à l'eau
Pl&tre gftché à l'eau, très-ferme
Plâtre silicate
Mortier ordinaire en chaux grasse et sable. . Mortier ordinaire en chaux grasse et sable, &gé
de i4 ans
Mortier avec chaux hydraulique ordinaire.. Mortier avec chaux éminemment hydraulique.
CHARGE
par centimètre carré
capable de produire l'écraaement.
OBSERTATIONS.
Essais faits pour le pont Bri tan nia.
Expériences d« Vtoat
Idem.
Idem.
Eipériebces dn Conserratoirt des Arts et Métiers.
Expériences de Vieat.
Idem.
Idem.
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