Cours de mécanique appliquée aux constructions (3)
Ed. (Edouard) Collignon
Lu avec liregratuitement.com, la bibliothèque des livres libres et gratuits.
ENTRÉE LIBRE
uiiiHiiniinuiiniiiiiiii
Le plus important rayon de livres techniques dans Ui plus grande LIBRAIRIE du QUARTIER LATIN
Assortiment introuvable ailleurs
Bibliographies spéciales gratuites :
Mécanique Électricité Chimie
Métattargie Bâtiment Mines
Automobile Trctvcoix Publics Organisation
Aviation Marine Professions diverses
et Bibliographie des Nouveautés.
iuaiioifliminiin^
ACHAT PERMANENT DE UVRES, LOTS ET BIBUOTHÈQUES
aux meilleures conditions.
Faitec^ vous inscrire d'avance, sans engagement, pour un ouvrage que vous ne désirez que d'occaBion. Nos importantes acquisitions quotidiennes nous permettront certainement de vous le fournir à bref délai.
Voyez auui notre RAYON DE DROIT pour toutes les questions de Dnnt Commerdal, Économie Politique, Fiscalité, L^islation Ouvrière.
Lois Sociales, etc..
Notre RAYON CI ASSIQUE pour les ouvrages élémentaires, ou d'enseignement secondaire et supérieur.
PRÉFACE
DB LA PRBMlàRB ÉDITION
La résistance des matériaux forme la première partie du cours de mécanique appliquée aux constructions que, depuis Tannée 1866, nous sommes chargé défaire aux élèves externes de rËcoIe des ponts et chaussées. La seconde partie a pour objet V hydraulique et sera publiée plus tard.
Un coup d*œil sur la table des matières montrera au lecteur l'ordre que nous avons suivi.
Notre point de départ est l'observation et Texpérience. Lorsque l'état imparfait de nos connaissances nous force à adopter une hypothèse pour donner prise au raisonnement et au calcul, nous avons soin de faire ressortir cette hypothèse» et de bien mettre en évidence la lacune qu'elle est destinée à combler.
En général, nous avons préféré la méthode synthétique à la méthode analytique. La première, gui mène du simple au
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composé, convient particulièrement à l'exposition des théories. La seconde prend les problèmes' à leur plus haut degré de complication, et essaye de les réduire à leurs éléments les plus simples. C'est à proprement parler une méthode d'invention el de découverte. Nos préférences n'ont, du reste, rien d'exclusif: sans rejeter le secours de l'analyse, auxiliaire indispensable pour nos études, nous ramenons, chaque fois que cela est possible, la solution des problèmes à la géométrie pure.
Les questions que nous passons en revue ont été étudiées fort souvent, et il serait difficile de les traiter d'une manière tout à fait neuve. Nous avons donc largement puisé dans les travaux anciens ou récents, en indiquant toujours les sources, et en renvoyant aux ouvrages originaux ceux de nos lecteurs qui voudraient franchir les limites d'un enseignement élémentaire. Au premier rang parmi ces emprunts, signalons ave^c reconnaissa'^ce tout ce que nous devons à nos Maîtres, MM. Bélanger et Bresse, qui ont doté la mécanique de tant de perfectionnements utiles, et dont les nombreux travaux sont pour leurs élèves autant de modèles de clarté et de rigueur.
Avant de remplir les fonctions de professeur, nous avions eu, à diverses époques, l'occasion de traiter quelques questions, de Résistance (1). Plusieurs passages de ces premiers essais, retou-
(1) PonU métttiiiquts à poutre* droitet continues, Pétenboarg, 1860. — Tabieauji polytechniques deUM.Blum.et Ostrogradski, Pétersboarg, 1861-62.— Théorie des poutres en treillis et des fermes américaines. Annales des ponts et chaussées, 1804. —
Théorie élémentaire des poutres droites, Paris, 1865.
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chés et complétés, ont pu être reproduits dans un travail plus étendu. Notre Théariedes poutres droites, débarrassée des parties étrangères à Tobjet spécial que nous avons en vue aujourd'hui, a été refondue en entier pour entrer dans notre nouvel ou- Trage.
EDOUARD C0LLI6N0N.
Paris. Ulliaia 1809.
DÉFIMTIONS.
1. Les matériaux qui entrent dans les constructions appartiennent en général à la classe des corps solides.
Un corps solide est un corps qui oppose une résistance appréciable aux diverses déformations qu'on veut lui foire subir.
Dans la mécanique rationnelle on étudie T équilibre et le mouvement de corps solides invariables^ c est-à-dire indéformables, quelles que ^ient les forces qu'on leur suppose appliquées ; mais ce sont là de pures conceptions géométriques qu'on ne rencontre pas dans la nature.
Ha corps fluide^ liquide ou gaz, oppose une résistance appréciable aux déformations qui ont pour résultat de réduire le volume total occupé par ce corps; mais les changements de forme qui ne sont pas accompagnés d'un changement de volume peuvent s'effectuer sans effort, du moins sans effort sensible.
La définition des corps solides qui vient d'être donnée distingue donc à la fois les corps solides naturels des corps solides géométriques, et les corps solides des fluides, soit liquides, soit gazeux.
Certains systèmes peuvent se comporter comme des. solides à
l'égard de quelques déformations particulières, tout en n'opposant
qu'une résistance insignifiante aux autres déformations. Un /(/, par
exemple, peut être courbé sans effort, et ne peut être allongé sans
travail. Un tissu résiste aux déformations tendant à allonger Tun des deux systèmes de fils qui le composent, et se laisse infléchir sans résistance.
THÉORIE MOLÉCULAIRE. — ÉLASTICITÉ
2. On conçoit tous les corps naturels, quils soient solides, liquides ou gazeux, comme formés de mok'cules infiniment petites, séparées les unes des autres par des intervalles dont la grandeur est comparable aux dimensions de ces molécules ; elles exercent les unes sur les autres des actions du même ordre de grandeur que les molécules elles-mêmes, variables avec leurs distances mutuelles , et dirigées suivant les droites qui les joignent deux à deux. Dans les corps solides en particulier , chaque molécule a par rapport aux autres une position qu'elle ne peut abandonner sans un eifort plus ou moins grand. Dans les fluides, au contraire, les molécules ont une liberté presque absolue de tourner les unes autour des autres, ou de rouler les unes sur les autres sans frottement sensible.
Lorsqu'on applique à différents points d'un corps solide des forces extérieures qui se font équilibre, l'équilibre des actions mutuelles intérieures est troublé, et une déformation se produit; cette déformation entraîne une variation des distances mutuelles des molécules, et en même temps une variation des intensités et des directions des actions intérieures. L'équilibre se rétablit, par la déformalion, entre les forces intérieures et les forces extérieures. Si, une fois la déformation opérée, on supprime les forces extérieures qui l'ont produite, la déformation, en général, ne peut persister, et le corps tend à revenir à sa forme primitive; les molécules, dans ce mouvement rétrograde, acquièrent des vitesses qui leur font dépasser leurs positions d'équilibre naturel, autour desquelles, théoriquement et abstraction faite de diverses résistances accessoires, elles devraient indéfiniment osciller. Cette tendance d'un corps déformé à revenir à sa forme naturelle constitue ce qu'on appelle Yélasticiié de la matière. Au
point de vue de Télastipité, de grandes différences se manifestent entre les divers corps solides.
Les corps parfaitement élastiques^ une fois déformés, reviennent complètement à leur forme naturelle.
Les corps parfaitement mous manquent absolument d'élasticité, et abandonnés à eux-nttmes après une déformation quelconque, ils demeurent dans Tétat où ils ont été laissés, sans montrer de tendance à un retour vers leur forme primitive. Ces corps forment à certains égards un intermédiaire entre les solides et les fluides.
Les corps parfaitement durs^ que Ton admettait autrefois dans la mécanique (i) comme des corps dépourvus d'élasticité, sont ou bien des solides géométriques, qui n'ont pas d'existence réelle, ou bien des corps solides doués d'une grande raideur, et il n'y a lieu en défmitive de considérer dans les applications que deux types extrêmes de corps solides, les corps mous et les corps élastiques.
En réalité, les corps solides naturels ne sont ni parfaitement mous ni parfaitement élastiques, mais ils se classent tous entre ces deux types extrêmes ; l'élasticité de la matière est variable d'un corps à l'autre, très-grande et presque absolue dans les uns, très-petite et presque nulle dans les autres. Elle est moyenne dans la plupart. Nous verrons plus loin commdht elle est susceptible d'évaluation numérique (2).
(Ij Carnot^ Principes de ^équilibre et du mouvement, 2* partie.
(2) Ajoutons que les corps solides peuvent se classer en corps homogènes et corps non homogènes; la première classe comprend les corps cristallisés, et certains corps non cristallisés. Dans les corps non cristallisés homogènes, et dans certains corps cristallbés, l'élasticité est la même dans toutes les directions autour d'un point quelconque; ces corps prennent alors le nom de corps homogènes et d'élasticité constante, ou de corps isotropes. Pour la déUoition précise de ces différentes classes, nous renverroDi à la première leçon de Lamé sur la théorie mathématique de C élasticité des corps solides, § 2.
LIMITE d'élasticité.
3. Lorsque la déformation d*ua corps solide est suflisamment petite, le corps se comporte à peu près comme un corps parfaitement élastique, c'est-à-dire qu'après la suppression des forces qui ont produit cette petite déformation, il y a retour complet à la forme naturelle.
La limite d élasticité est la limite supérieure des efforts qu'on peut faire subir à un corps solide sans y produire de déformations permanentes. Tant que les efforts exercés sur un corps sont inférieurs à cette limite, les déformations produites s'effacent ; si les efforts sont supérieurs à la même limite , les déformations ne s'effacent plus que partiellement, ou même ne s'effacent plus du tout.
Au point de vue mécanique, un corps qui n'a pas subi d'efforts au-dessus de sa limite d'élasticité reste ce qu'il était primitivement. Dn corps qui a subi des efforts au-dessus de sa limite d'élasticité doit être considéré comme un système nouveau, dans lequel les positions relatives des molécules ont été altérées plus ou moins profondément, et qui peut posséder de nouvelles propriétés mécaniques. Par exemple, le travail de la filière pour la fabrication des fils métalliques modifie profondément Télasticité du métal, mais il accroît d'une quantité notable sa résistance à l'exlension. De même le martelage, le laminage, Taction de la chaleur, le choc du balancier monétaire, sont autant de manières d'altérer l'élasiicité d'une masse métallique et d'en accroître la résistance. 11 est donc inexact d'affirmer d'une manièie absolue, comme on le fait quelquefois, que Taltéralion de l'élasticité d'un corps solide amène un affaiblissement de sa résistance et produit une prédisposition à la rupture ; le résultat dépend du mode d'altération employé. Ce qu'on peut dire, c'est que l'altération de l'élasticité est vicieuse quand elle porte sur les matériaux entrant dans une construction , et qu'elle résulte de l'action des charges que ces matériaux ont à supporter. Les tas-
sements, les déformations permanentes, accusent ordinairement un pareil défaut.
La limite d'élasticité donne un second moyen de définir les corps mous et les corps élastiques. Dn corps mou est celui dont la limite d'élasticité est à peu près nulle ; un corps élastique est celui dont la limite d'élasticité est très-éleyée.
â. Pour déterminer la limite d'élasticité d'un corps relativement à un effort défini, par exemple la limite d'élasticité d'une tige métallique soumise à un effort d'extension, il faut, conformément à la définition, observer les allongements pris par la tige sous l'action de divers poids qu'on lui fait supporter successivement; en supprimant à chaque fois la charge pour l'augmenter ensuite , on notera à partir de quel allongement et de quelle charge la tige rendue à elle-même conserve un allongement permanent. Cette charge sera la limite cherchée. On voit que le résultat de cette série d'expériences peut varier avec le degré de précision apporté aux mesures de la longueur de la tige ; de deux séries d'observations, celle dans laquelle on aura apprécié le plus rigoureusement les longueurs sera celle qui donnera la valeur la plus basse de la limite d'élasticité. Aussi est-il impossible de définir la limite d'élasticité d'une manière parfaitement rigoureuse. Au point de vue du physicien, qui dispose pour ses expériences des procédés d'observation les plus perfectionnés, la limite d'élasticité est tout à fait nulle, c'est-à-dire que toute déformation, si petite qu'elle soit, persiste en partie après suppression de l'effort qui l'a produite. Pour l'ingénieur, cette précision du langage n'est pas nécessaire ; il doit distinguer entre les déformations microscopiques et les déformations visibles pour tous les yeux, et il n'a pas à se préoccuper des premières. A chaque matière employée dans les constructions correspond ainsi une limite d'élasticité, donnée pratique qui, sans être fixée avec une entière rigueur, fournit pour la rédaction des projets un renseignement des. plus utiles.
L'observation semble démontrer que la limite d'élasticité dépend de la durée de l'application des efforts ; elle est plus basse pour un effort qui dure longtemps que pour un effort passager.
RUPTUBE.
5. Lorsqu'on agit sur un corps solide en y appliquant des forces qui tendent soit à le comprimer, soit à l'étendre» soit à l'infléchir, et qu'on augmente indéfiniment ces forces, la limite d'élasticité es bientôt dépassée ; la déformation devient de plus en plus apparente, et enfin la rupture se produit. Ce phénomène, qui est très-varié, met en évidence la structure intérieure du corps soumis à l'expérience. Tantôt le solide est grenuj tantôt il est nerveux oju fibreux, tantôt il présente une cassure cristalline, ou encore il se décompose en blocs affectant certaines formes géométriques. La rupture change aussi de caractère suivant qu'elle a lieu par extension, par compression ou par flexion.
La manière d'obtenir la rupture varie d'un corps à l'autre, et pour le même corps, d'une direction à l'autre : ainsi, le bois se fend à la hache avec une grande netteté dans le sens des fibres, tandis que pour couper les fibres à angle droit, il est préférable de se servir de la scie;
Le fer se coupe à froid à la cisaille, et se perce sous le poinçon. Mais le travail du poinçon allonge légèrement la pièce à travers laquelle sont percés les trous; le perçage au foret ne produit pas le •même effet ;
Chaque nature de pierre doit être travaillée avec les outils appropriés : le granit, par exemple, demande un autre outillage que le calcaire des constructions de Paris.
En résumé, les lois de la nipture peuvent intéresser le constructeur à deux points de vue : i** au point de vue du travail des matériaux, bois, métal ou pierre, qu'il s'agit de couper, de tailler, de dresser, ou même de casser en morceaux ; 2** au point de vue des indications que fournit la cassure sur les propriétés des matières ; on casse par exemple un certain nombre d'échantillons pris au hasard dans une fourniture de fe)% pour s'assurer que la fourniture satisfait aux conditions imposées par le cahier des charges. Quant aux
efforts développés dans les matériaux d'un ouvrage, ils doivent toujours rester fort au-dessous des charges de rupture, puisqu'ils sont même inférieurs à la limite d'élasticité.
OBJET ET MÉTHODE DU GOUBS DE RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX
6. La partie de la mécanique appliquée qui a reçu le nom de Théorie de la résistance des matériaux a pour objet principal de déterminer les efforts intérieurs développés dans les divers éléments d'uDe construction donnée, et de vérifier si ces efforts sont inférieurs aux limites adoptées. Elle a aussi pour objet de déterminer avec le plus d'économie possible les formes et les dimensions qui assurent la résistance d'un ouvrage, c'est-à-dire qui correspondent à des efforts locaux inférieurs aux mêmeâ limites.
Cette science est en partie rationnelle, en partie expérimentale ; enOn elle doit recourir à un certain nombre d'hypothèses nécessaires pour soumettre au calcul les problèmes qu'elle a pour but de résoudre : le nombre de ces hypothèses tend d'ailleurs à décroître à mesure que la théorie se perfectionne. Cette intervention des hypothèses n'ôte rien, au surplus, au caractère positif de la science ; car les hypothèses que Ton est conduit à admettre sont, comme en physique, soumises à un critérium absolu : les résultats logiques qui s'en déduisent doivent être d'accord avec les résultats directs des observations, entre les limites où Ton peut faire usage de la théorie.
7. L'étude empirique des propriétés mécaniques des matériaux remonte à l'antiquité la plus reculée, et date des premiers essais de construction : on n'a pas tardé à reconnaître l'influence des dimensions et des formes des matériaux sur leur résistance et leur durée, et l'architecture antique, guidée par l'expérience et par un instinct mécanique très-juste en général, a consacré certaines règles que les théories modernes justifient pour la plupart. La théorie de la résistance des matériaux est au contraire toute moderne. C'est Galilée qui essaya le premier d'appliquer la géométrie et le calcul à la solution dee
problèmes de cette nature, et c'est lui par conséquent qu'on peut regarder comme le fondateur de la science. La théorie des poutres droites chargées de poids, qu'il donna en i63S, est fondée sur une hypothèse. Il remarque très-bien, dans l'un de ses dialogues, que les solides semblables au point de vue géométrique sont loin d'avoir des résistances proportionnelles à une même puissance du rapport de similitude ; c'est le premier exemple qu'on ait proposé de la distinction radicale à faire entre la similitude en mécanique et la similitude en géométrie (i). La théorie de Galilée pour les poutres droites n'a pu êti'e adoptée, parce qu'elle ne présentait pas un accord suffisant avec les lois de la statique et avec les données de l'expérience ; mais en 1706, Jacques Bernoulli, modifiant légèrement cette hypothèse, rencontra la véritable théorie, celle que l'expérience confirme et que l'on a introduite dans l'enseignement. A partir de ce moment, la doctrine de la résistance des matériaux n'a cessé de faire des progrès. Elle fut cultivée au xviii* siècle par les plus grands géomètres, Euler et Lagrange, et par un grand nombre de physiciens et d'ingénieurs. Elle a enfin reçu de notre temps des améliorations dans deux directions bien distinctes. D'un côté, sous l'impulsion donnée par Navier, Poisson, Cauchy, Lamé, elle est devenue une branche particulière de la physique mathématique sous le nom de Théorie générale de V élasticité. D'un autre côté, les méthodes de la théorie ordinaire, perfectionnées par les travaux de Navier, de Poncelet, de Clapeyron, ont tantôt suivi, tantôt provoqué les progrès de la construction. Tandis que les anciens types de construction, d'abord essayés en petit, ont été ensuite appliqués sur des dimensions graduellement croissantes, les temps modernes ont vu créer de toutes pièces des types nouveaux, fruits du calcul et des méditations de leurs inventeurs (2). Jamais la fécondité de la science n'avait reçu une aussi éclatante démonstration.
(0 Sur la similitude en mécanique. Voir dans le 32' cahier du Journal de Cécole polytechnique une note de M. J. Bertrand.
(3) Voûtes surbaissées, voûtes en are de cercle, reyétements, ponts suspendus, ponts métalliques à grande portée, en arc ou à poutres droites, treillis, charpentes, portes d'écluses en fer, barrages mobiles, etc.
INTRODUCTIOiN. 9
La méthode que l'on suivra dans ce cours est la méthode ancienne, méthode synthétique ou géométric[ue, qui, précisément parce qu'elle emprunte moins à l'analyse que la nouvelle, convient mieux aux ingénieurs, et se prête sans difficulté à la solution rapide des problèmes qu'ils doivent résoudre la plupart du temps avec une extrême urgence. Le défaut de généralité qu'on pourrait lui reprocher est sans inconvénient pour les applications ; car elle a toute la généralité nécessaire aux besoins de la pratique.
APPLICATION DE LA THÉORIE MOLÉCULAIRE AU SYSTÈME FORMÉ
PAR DEUX MOLÉCULES (l).
8. Considérons (fig. i) deux molécules M, M', placéesàime distance '»«. *• MM' = r ; les forces mutuelles qui agiront sur ces
. ._* Jï_, molécules sont les unes attractives, les autres
répulsives, mais elles sont toutes dirigées suivant la direction MM', et sont fonction de la distance r.
Autrefois on admettait autour de chaque molécule une atmosphère formée par le fluide calorique, et l'on attribuait à ce fluide la propriété d'agir par attraction sur les molécules matérielles, et par répulsion sur ses propres molécules; dans cet ordre d'idées la molécule M subissait :
I* L'attraction de la molécule M' sur la molécule M;
«• L'attraction de l'atmosphère de M' sur la molécule M ;
5* L'attraction de la molécule M' sur l'atmosphère de M ;
4* La répulsion de l'atmosphère M' sur l'atmosphère de M.
Aujourd'hui l'hypothèse d'un fluide calorique est abandonnée; les physiciens ont sur la chaleur des idées toutes différentes, et cette décomposition des'actions mutuelles ne peut plus être admise. Mais, sans rien préciser sur la nature de ces forces prises individuellement, on peut toujours admettre que la molécule M subit, de la part de la
(l) Poocelet, Introduction à la mécaniqw industrielle, p. 2C0.
ÉQUILIBRE DU SYSTÈME
nfblécule M', deux actions, Tune attractive et dirigée suivant MM', l'autre répulsive et dirigée suivant le prolongement de M'M ; nous représenterons la première force par A et la seconde par R ; A et R seront des fonctions de la distance r, et en vertu du principe de l'égalité de Taction et de la réaction, A et R seront aussi les forces exercées par la molécule M sur la molécule M'.
Pour étudier l'effet des variations de ces forces A et R avec les distances r, construisons (fig. 2) les courbes qui représentent en coordonnées rectangulaires les valeurs des forces A et R en fonction de la distance r, considérée comme abscisse.
„; . Soit RR' la courbe des R, et AA' la
Fig. 2.
courbe des A. Si Ton prend une abscisse arbitraire OB, les coordonnées BA", BR" correspondantes sont les valeurs des altractionset répulsions mutuelles des deux molécules M et M', ^ lorsque leur distance MM' est égale à ^ OB. L'équilibre naturel des deux molécules, c'est-à-dire l'équilibre réalisé sans intervention d'aucunëforce extérieure, aura lieu lorsque MM' sera égale à OC, abscisse du point de rencontre D des deux courbes A et R. Car pour cette distance les forces A et R sont égales et se font équilibre sur chaque molécule. Lorsqu'au contraire on fait varier la distance MM', de manière à l'amener de sa valeur OC à une valeur OB quelconque, les forces A et R ne demeurent plus égales, et il faut, pour maintenir les molécules dans leur nouvelle position relative, appliquer à chacune une force extérieure mesurée par la différence A"R".
Pour de très-petites valeurs de r, la force R doit être très-grande; elle devient infinie pour r = 0, et par suite la courbe RR' a pour asymptote l'axe OY. Non-seulement l'ordonnée BR" grandit indéfifiniment quand l'abscisse OB décroît jusqu'à zéro, mais encore la différence A"R" grandit indéfiniment dans les mêmes circonstances, de sorte que pour amenei- les molécules M et M' au contact, il faudrait développer un effort infini; en' d'autres termes, on admet qu'il
FORME PAR DEUX MOLECULES
est impossible d'amener, par rapplication d'une force extérieure, deux molécules à se toucher.
Lorsque r grandit indéfiniment, les forces R et A décroissent, et ont toutes deux une limite nulle ; les courbes AA\ RR' ont donc l'axe OX pour asymptote commune ; mais on suppose que R décroit beaucoup plus vite que A, de telle sorte qu'au delà d'une certaine distance, les actions mutuelles des deux molécules se réduisent à une très-faible attraction.
On peut construire une courbe des différences A — R ; pour cela prenons pour chaque abscisse OB une coordonnée BP" égale à la différence A"R" des ordonnées correspondantes des deux courbes, et portons-la au-dessous de l'axe OX, si en ce point la courbe R est au-dessus de la courbe A, et au-dessus dans le cas contraire. Nous obtiendrons ainsi une courbe PGP', qui passera par le point G, correspondant à la position d'équilibre, et qui sera asymptote à la partie OY' de l'axe des coordonnées ; prolongée indéfiniment vers les abscisses positives, cette courbe serait aussi asymptote à Taxe OX.
L'inspection de ces diverses courbes permet de distinguer l'équilibre stable de l'équilibre instable.
A la dislance r = OG, l'équilibre est stable, parce que, pour r un peu plus petit que OG, la répulsion l'emporte sur l'attraction, et que le contraire a lieu pour r un peu plus grand. 11 résulte de là qu'un petit rapprochement des molécules développe entre elles un effort répulsif, et qu'un petit écartement développe un effort attractif; dans les deux cas, il y a tendance des molécules vers la position d'équilibre qu'on vient de leur faire abandonner. L'équilibre ^est donc stable.
Si les deux courbes AA', RR' se recoupaient en un second point E,
^'8- ^' correspondant à une distance
r = OF, la position relative définie par cette distance serait bien encore une position d'équilibre; mais l'équilibre serait E . R' instable, car un léger rappror chement des molécules ferait
** naître une force attractive, qui
ÉQUILIBRE DU SYSTÈME
tendrait à accroître ce rapprochement ; un léger écartement ferait naître une force répulsive qui tendrait à accroître cet écartement; dans les deux cas, Taltération de la position tendrait à augmenter, et les molécules fuiraient leur état d'équilibre au lieu de faire effort pour y revenir.
9. La figure a nous permet aussi de définir la raideur du système Fig> 4 des deux molécules pour une position rela-
tive donnée. Un système est d'autant plus raide qu'il faut une plus grande force pour
1^;:;^^^ y produire une déformation déterminée.
5j>^---, La raideur, dans le cas particulier dont nous
1 nous occupons, est mesurée par le rapport
de la variation de la force à la variation correspondante de la distance mutuelle. Par exemple, au point D (fig. 4) ^
KL
la raideur sera la limite du rapport -r^^ de ces deux variations simul-
WC
tanées, ou bien ce sera la limite du rapport -ttt^ , ou enfin le coeflicient
d'inclinaison de la tangente à la courbe PP' au point G.
Si P = f{r) est l'équation de cette courbe PF, la dérivée /'(r) sera donc la mesure de la raideur.
La condition pour qu'une position d'équilibre soit stable est que la raideur correspondante soit positive; l'équilibre est instable si la raideur est négative; il est indifférent si la raideur est nulle.
Telle est l'interprétation mécanique du tracé des tangentes à la courbe PF.
La quadrature de la courbure PF a de même une interprétation. Si par l'applicatioli de forces extérieures on fait varier la distance r des deux molécules, à partir d'une valeur r^ jusqu'à une valeur r,, le travail des forces moléculaires pendant cette déformation sera égal, au signe près, à l'intégrale
*"* P Jr.
c'est-à-dire sera représenté en valeur absolue par l'aire de la
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courbe PP comprise entre les coordonnées correspondantes aux abscisses r^, r. Si nous convenons, par exemple, de donner à la force P le signe + qu^d elle représente une attraction, et le signe — quand elle représente une répulsion, nous devrons prendre cette intégrale avec le signe — pour avoir le travail avec son signe.
10. On ne connaît pas la fonction P; mais si Ton se borne à considérer de petites variations de position de part et d'autre de la position G qui délinit l'équilibre naturel, on peut, par approximation, substituer à la courbe PF une tangente menée au point D de la courbe, et à l'équation rigoureuse
où / est une fonction inconnue et probablement très-complexe, on substituera ainsi une équation linéaire
V =z ar -\- 6,
(jui n'est plus vraie pour toutes les valeurs de r, mais qui est vraie approximativement pour des valeurs de r très-voisines de OC. Faisons OC = r^. Nous savons que pour r = r^ on a P = o ; donc il n'y a plus qu'un coefficient à déterminer dans l'équation approximative. Nous lui donnerons la forme suivante :
La différence r — r^ est la variation de la distance absolue des deux
points M et M' à partir de leur position d'équilibre, et la va-
riation de la distance rapportée à la distance elle-même, ou la mesure de la déformatioii relative. La quantité K peut être définie le coefficient et élasticité du système pour des positions voisines de l'équilibre naturel. Remarquons que si l'on fait r= 2r^, l'équation donne P = K ; donc K est la force qui serait capable de doubler la distance des deux molécules dans l'état d'équilibre naturel, si
ÉQUILIBRE DU SYSTÈME FORMÉ PAR DEUX MOLÉCULES
réquation linéaire P = — (r — r^) était vraie pour toutes les valeurs
de la distance r (i).
Le rapport — est la raideur du système aux environs de la posi-
lion d'équilibre naturel.
Pour ce système de deux molécules, nous n'avons trouvé aucune limite d'élasticité. 11 devait en être ainsi, puisque les variations de position relative de deux molécules formant un système isolé se réduisent nécessairement à de simples altérations de leur distance, sans qu'il puisse y avoir d'interversion dans leur mode de groupement. Quand au lieu de deux molécules on en considère un plus grand nombre, le problème de l'équilibre élastique devient extrêmement compliqué, et nous n'aurons pas à nous en occuper ici.
(1) La proportionnalité de la force élastique mutuelle développée entre deux melécules; à la variation de distance de ces molécules, est la seule hypothèse admise aujourd'hui dans la théorie mathématique de Télaslicité.
DÉFINITION DES PIÈGES PRISMATIQUES
11. Les diverses pièces qui entrent dans la composition d'un ouvrage métallique ou d'un ouvrage en charpente sont la plupart du temps assimilables aux prismes droits que Ton considère dans les éléments de géométrie ; on peut ajouter qu'elles ont en général un plan de symétrie, et que c'est dans ce plan que sont appliquées les forces que la construction doit supporter. Mais pour donner à toutes les parties d'une même pièce une résistance plus égale, on fait souvent varier d'un point à l'autre la forme et les dimensions de la section. Le solide ainsi obtenu n'est plus un prisme géométrique. On continue néanmoins à employer le nom de prisme pour désigner un solide de cette forme , et dans tout ce qui suivra , le nom de pièce prismatique signifiera simplement une pièce droite, ou même légèrement courbée , dont les dimensions transversales sont petites par
LOIS DE L EXTENSION ET DE LA COMPRESSION SIMPLE
12. Supposons qu'une pièce droite soit tirée dans le sens de sa longueur par une force P, également répartie sur toute la section transversale. L'allongement pris par cette pièce dépendra de la grandeur de la force P, de la longueur de la pièce dans son état naturel, de la section droite de la pièce supposée la même partout, enfm de la matière dont elle est composée.
L'expérience a conduit à admettre que l'allongement total, {, pris par la pièce, est proportionnel à la force P qui y est appliquée, proportionnel à la longueur L qu'elle a dans son état naturel, inversement proportionnel à la section droite û, et qu'enfin entre ces quatre quantités on a la relation
dans laquelle le coeflicient E est une constante qui dépend de la
nature de la pièce, et qu'on nomme le coefficient d'élasticité. Laquan-
tité I, ou plutôt le rapport |- doit rester très -petit pour que cette
formule soit exacte. Les quantités Ë, Q, L, sont constantes; P et l sont variables ensemble (i).
(1) La thôurie mécanique de rélaeticité conduit à admeUtre deux coeflIcienU distincts d'élBBticitéy ^ et pi. qui ne peuvent être égaux que dans le cas où l'un suppose la continuité de la matière; le coelHcient tl de la théorie élémentaire s'exprime au moyen des deux coeOlcients ^ et {x par l'équation
K ax + Vil'
Les expériences de M.iWertheim Tout conduit à faire X = 2ix (V. |Lamé, Leçons sm Mastieité, §§ 10, 20 et 2U).
COEFFICIENT D'ÉLASTICITÉ
La même formule exprime la relation qui lie une force de compression P au raccourcissement / qui résulte de l'action de cette force, quand la pièce comprimée ne fléchit pas latéralement. On attribuera donc à P et à Mes signes + et — , + pour les farces de traction et les allongements, — pour les forces de compression et les raccourcissements, et la formule deviendra générale.
On remarquera l'analogie de cette formule avec l'équation approximative que nous avons posée pour le cas théorique de deux
nîolécules isolées. L'équation P = -r— définit , comme l'équation
P = — (r — r J , une tangente à la courbe dont les coordonnées re-
présenteraient les valeurs co;)juguées de P et de /.
On conserve la même constante E pour les raccourcissements et pour les allongements, parce que les deux branches de cette courbe qui se réunissent au point I = o, ont en ce point la même tangente; si, au contraire, l'expérience montrait que la courbe a un point anguleux pour J = o,' il faudrait distinguer deux valeurs du coefficient d'élasticité, l'une pour la compression, l'autre pour
l'extension.
p Le rapport - est la tension de la matière par unité de surface dans
La
une section quelconque du prisme^ Le rapport j-est rallongement relatif du prisme; c'est un nombre.
Lu
La constante spécifique E, égale à - x j est donc une force rap-
portée à l'unité de surface», le rapport p. étant toujours très-petit, E sera généralement représentée par un nombre très-grand.
Si on fait û = 1 , et - = 1 , on a E = P ; donc E est la force fie-
Lu
tive d'extension qui doublerait la longueur d'une pièce droite ayant pour section f unité de surface, ou la force fictive de compression qui réduirart à zéro la longueur de la même pièce ; ces forces son
RAIDEUR
fictives, parce qu'on les déduit de la formule en supposant qu'elle se vérifie pour tous les allongements et tous les raccourcissements, ce qui n'est pas exact.
La détermination numérique du coefficient d' élasticité pour chaque matière suppose que Ton ait fait choix de l'unité de section et de l'unité de force. Ainsi, pour le fer, le coefficient d'élasticité est en moyenne égal à 20,000,000,000, ou à sxio*^, lorsqu'on prend pour unité de force le kilogramme, et pour unité de section le mètre carré. Si l'on prenait pour unité de force la tonne, et pour unité de section le décimètre carré, il faudrait diviser ce nombre par 1000X100, ou supprimer cinq zéros, ce qui donnerait 200,000 pour la nouvelle valeur du coefficient d'élasticité. En effet, 200,000 tonnes par décimètre carré équivalent à 20,000,000,000 de kilogrammes par mètre carré.
Quelques auteurs définissent la loi de l'allongement par Téquation différentielle
où X est la longueur de la tige déjà allongée par la force P, et dx l'allongement produit par l'action d'une nouvelle force rfP. L'allongement total / correspond alors à une force
^=K^t=e"»°kO + c)'
les logarithmes étant pris dans le système népérien. Gomme r- est
Ij
un nombre très-petit, le logarithme est sensiblement égal au premier terme de son développement en série, et l'on retrouve la formule usuelle
RAIDEUR DU RESSORT LONGITUDINAL
Eu
' 13. De l'équation P = -r- /, où P et / sont les seules variables, on
déduit
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Nous avons déjà remarqué dans un cas tout, à f^t analogue que
rfP la dérivée -tt est la mesure de la raideur du système. On voit qu'au
point de vue des déformations longitudinales, une tige a une raideur d* autant plus grande qu'elle a une plus grande section, une moindre longueur et que son coefficient d'élasticité est plus grand.
TRAVAIL DE l'aUONGEMENT d'UNE TIGE.
1&. Supposons que Ton cherche le travail T nécessaire pour accroître la longueur L de la tige d'une quantité \ très-petite par rapport à L. Soit, à un moment quelconque, x rallongement de la lige; la tension P correspondante sera donnée par la formule
et le travail élémentaire (/T correspondant à l'accroissement de longueur dx sera Vdx^ ou bien
Pour avoir le travail total, il n'y a qu'à faire l'intégrale de cette expression entre les limites o et X, ce qui donnera
Ce résultat peut se mettre sous la forme :
Le travail consommé par la déformation de la tige est donc équiva-
Eco X - >^ lent au travail d'une force 1 , dont le point d'application
parcourrait un chemin égal à \ dans sa propre direction. On peut remarquer quet cette force est la moyenne dés valeurs de la tension P pendant l'allongement.
20 COSTRâGTION LATERALE.
La formule T = - -p X' n'est vraie que pour les petites valeurs
du rapport |r ; si Y(fn attribuait à X la valeur qui correspond à la rupture de la tige par extension, la formule ne donnerait plus qu'une approximation grossière.
La même formule représente le travail nécessaire pour produire par compression un raccourcissement \ sur une tige qui ne subit pas de flexion latérale (i).
Poncelet a donné le nom de résistance vive d'un prisme élastique tt à la somme des quantités de travail que la résistance élastique a de ce prisme oppose à l'action d'un choc, ou d'un effort variable « ou brusque dirigé dans le sens de son axe. » Nous examinerons tout à l'heure un cas simple dans lequel cette résistance se manifeste.
PHÉNOMÈiNES ACCESSOIRES.
15. Lorsqu'on soumet une tige à un effort de traction, la tige s'allonge, et c'est là le phénomène principal; mais en même temps la tige se contracte latéralement : cet effet, peu sensible sur les tiges douées d'une grande raideur et subissant une faible déformation, devient au contraire très-apparent pour les matières très-déformables, par exemple, pour le caoutchouc.
Le phénomène, soumis d'abord au calcul par Poisson, est maintenant regardé comme un résultat nécessaire de la théorie mathématique de l'élasticité. Il a été étudié expérimentalement par M. Cagniard de La Tour, puis par M. Wertheim, enfin en dernier lieu par M. Cornu, à l'aide d'une méthode fondée sur l'emploi des anneaux colorés. On peut admettre aujourd'hui comme démontré que le coefficient de contraction latérale est proportionnel au coefiTicient d'extension longitudinale, et que le premier coefficient est environ le quart du second.
(1) W existe un théorème plus général, dû à Ctapeyron, qui permet d'exprimer la iomme des travaux de toutes les forces élastiques développées par la déformaiioo d'un solide homogène et d'élasticité constante. (Lamé, Leçon VU.)
FLEXION LATÉRALE. 2i
La contraction latérale des prismes est d'ailleurs généralement trèà-petite, et il est rare que les ingénieurs aient Foccasion de s'en préoccuper. Nous verrons cependant qu'il est nécessaire d'y avoir recours pour expliquer certains phénomènes.
A la compression, on observe un renflement latéral au lieu d'une contraction. Mais un effet d'un autre genre peut aua^ se produire; c'est la flexion latérale de la pièce prismatique. Une pièce symétrique par rapport à sa ligne moyenne, et soumise à une force qui la comprime par ses extrémités, se trouve , lorsque la force a une valeur suflisamment grande, dans un état d'équilibre instable; la moindre inégalité de répartition de la force sur la section de la pièce, le moindre effort transversal, suffisent pour la faire fléchir d'un côté particulier. Nous étudierons plus tard les conditions de résistance à ce point de vue. En attendant, il ne faut pas oublier que les pièces droites chargées par leurs abouts sont quelquefois exposées à prendre latéralement une certaine flexion, et qu'alors, si la charge qu'elles ont à supporter ne diminue pas, il y a danger de rupture.
MOUVEMENT OSCILLATOIRE d'uN POIDS SUSPENDU A l'eXTRÉMITÉ
d'one tige élastique.
10. Jusqu'ici nous n'avons considéré que des actions statiques, ou ce que quelques auteurs appellent improprement des forces mortes. Les solides sont souvent appelés à développer une résistance à des chocs produits par des corps en mouvement; la résistance qu'ils opposent à ces actions dynamiques comprend deux parties principales : Tune est due simplement à l'élasticité du solide, comme s'il s'agissait d'une action statigue; c'est celle qui contribue à produire ce que Poncclet appelle la résistance vive; l'autre est due à la masse du solide choqué , qui emprunte au corps choquant une certaine portion de sa quantité de mouvement. Dans certains cas, cette seconde partie peut être négligée par rapport à la première, et alors les problèmes ne présentent pas plus de difliculté que les questions d'équilibre statique. Lorsqu'il n'en est pas ainsi, les pro-
W OSCILLATIONS
blêmes deviennent beaucoup plus compliqués, et rentrent dans le domaine de la mécanique vibratoire.
Nous ne nous occuperons ici que d'un exemple simple proposé par Poncelet (i).
Soit AB une tige donnée, attachée par son extrémité À à un point ^' *• fixe. L'extrémité B est libre, et la tige prend la direction de la verticale. On donne la section û, la longueur L = AB, et le coefficient d'élasticité E de la tige.
D'un point G, situé à une hauteur h au-dessus du point B, on laisse tomber un poids P, qui glisse d'abord sans frottement le long de la tige CB, mais qui, en arrivant au point B, est arrêté par un obstacle attaché à la tige, de manière à ne pouvoir continuer son chemin sans l'entraîner dans son mouvement. On suppose que la masse de la tige est négligeable par rapport au poids P, et l'on demande la loi du mouvement de ce poids au bout de la tige.
Les forces qui agissent sur le poids P seront la pesanteur, c'està-dire le poids P lui-même, et la tension variable F de la tige; le poids P tend vers le bas, et la tension F agit en sens contraire, sauf les réserves qui seront faites plus loin.
Prenons le point B pour origine des abscisses x^ comptées dans le sens BX ; lorsque le poids P est arrivé en M, à une distance BM = x de l'extrémité de la tige dans son état naturel, la tension F est donnée par l'équation
-étant la masse du poids mobile, l'équation du mouvement suivant
la droite BX sera donc
Pd^_ Eu ^ d<« ~ L ^*
Pour simplifier cette équation, appelons I l'allongement statique
(1) Introduetion à la mécanique industrielle, p. 385 et soIt.
DUNE TIGE ÉLASTIQUE
Eu/ qui correspond à une traction égale à P ; nous aurons P = -r— ; donc
-j-- = y, ce qui nous permet d écrire
FIg. 6.
ou bien, en supprimant le facteur P,
Soit BO = /; nous pouvons transporter l'origine des X au point 0, ce qui revient à changer x en a: + '• Opérant cette transformation, il vient l'équation plus simple
OÙ X est compté, non plus à partir du point B, mais à partir du point 0 défmi par sa distance BO. Voici comment on peut intégrer cette équation. Posons
dx
V sera la vitesse du point mobile à un instant quelconque. Il en résulte
d'x dt dv vdv
ri
dt
dt
dx'
Donc
et, en intégrant,
vdv = — j jfcLr,
Cette équation n'est autre chose que l'application pure et simple du théorème des forces vives. La constante v^ est la vitesse du mobile à son passage au point 0. Pour déterminer, ou plutôt pour éli-
U OSCILLATIONS
miner cette constante, faisons x=: — /, ce qui place le mobile au point B. En ce point il a la vitesse due à la hauteur CB = A, c'est-àdire ^*2ffh; nous aurons donc à la fois, en supprimant le facteur -,
Retranchant, il vient
Cette équation, qui ne renferme plus rien d'arbitraire, nous permet de déterminer la limite de l'excursion du point mobile ; il suffit d'y faire t; = o, d'où résulte pour x les deux valeurs suivantes :
La somme /-|- à est la distance CO. Sur GO comme diamètre, décrivons une demi-circonférence, puis du point C comme centre avec GB = h pour rayon, décrivons un arc de cercle qui coupera la demi-circonférence au point D. La corde CD sera égale à \/(l+hy — A*, et par suite, si l'on décrit une circonférence du point 0 comme centre avec OD pour rayon, elle coupera la droite AX en deux points E et E', qui correspondront aux valeurs-limites de x données par l'équation précédente.
L'un de ces points, le point E, qui correspond à l'abscisse positive,
donne à la tige un allongement total égal à /-f v^(/+/0* — A*; la tension correspondante est égale à
de sorte qu elle surpasse de toute la quantité — ^ . ^
la tension statique que produirait le poids P, suspendu sans vitesse à la tige.
D'UNE TIGE ÉLASTIQUE
L'autre point E', qui correspond à Tabscisse négative, peut être inadmissible; en effet, si le poids P est seulement pQsé sur l'obstacle fixé à l'extrémité inférieure de la tige, il est impossible qu'il exerce jamais sur cette tige la compression nécessaire pour y produire un raccourcissement égal à BE', et comme on ne suppose pas que la tige ait une masse appréciable, la vitesse acquise par ses molécules ne peut contribuer à faire dépasser le point B à son extrémité libre, quand elle y revient dans le sens ascendant. Dans ce cas, le poids mobile, arrivé au point B, s'y trouvant animé de bas en haut d'une vitesse v égale à ^zgh, abandonnera l'extrémité de la tige pour remonter jusqu'au point C comme un corps libre; puis il retombera sur l'obstacle B, pour faire faire à la tige une seconde excursion jusqu'au point E, avec retour au point B, et ainsi de suite.
Si le corps P est saisi par l'obstacle B de manière à ne pouvoir s'en séparer, son mouvement rétrograde pourra développer une compression dans la tige, et lé travail résultant empêchera le poids de remonter jusqu'au point G; dans ce second cas, il s'arrêtera en E\
Entre les points B et F, l'action élastique de la tige sera alors dirigée de hau^ en bas et s'ajoutera à l'action de la pesanteur.
L'équation posée plus haut sera donc vraie dans ce second cas pour toutes les valeurs de x, tandis que dans le premier elle ne con-
vient qu'aux valeurs de x comprises entre — / et /+ v^(/+ /i)' — A".
17. Nous supposerons le second cas, celqi où l'équation est vraie d'une manière absolue, et nous allons achever la solution.
L'équation
tr
donne
= ±Y/2<^/i-hJ(/*-x«).
Le signe + correspond au mouvement descendant, le signe — au mouvement ascendant du poids P. Pour déduire de là l'équation
définitive du mouvement, posons v = --^; il deviendra, en résolvant par rapport à di^
OSCILLATIONS
df=±
dx
Prenons le signe supérieur pour étudier ce qui se passe quand le mobile va du point E' au point E. On intégrera cette équation en posant
Fig. 7.
Ei-
(pétant un angle auxiliaire. Cet angle (p est donné sur la figure par l'angle E'ON, N étant sur la circonférence E'NE le point qui se projette en M sur le diamètre EE', et qui a pour abscisse x = — OM. On déduit de cette relation
dx = sl[l H- h)^ — A» sin r^d^
et
v/(/4-A)"-^*sin<prf?
_ V/-hA)»-yi«sin9d<p
â/TTlTr, 4/7,
Donc / = i /-y, sans constante, si l'on compte le temps à partir
du moment où le mobile quitte le point E' pour s'avancer vers le point E.
L'équation du mouvement est en définitive
X = — y/(i -f- A)« - /i« ces Y 2 / .
C'est l'équation du mouvement de la projection d'un point N qui parcourrait d'un mouvement uniforme la circonférence E'NE.
D'UNE TIGE ÉLASTIQUE
Pour avoir la durée d'une excursion complète de E' en E, il faut faire d'abord (p=o, puisf =7^ ce qui correspond aux deux points extrêmes; la différence des deux valeurs correspondantes de / donne la valeur
='Vr
de la durée d'une oscillation.
18. On retrouve ainsi la formule de la durée des petites oscillations du pendule simple de longueur /. Il est facile de se rendre compte de cette coïncidence. L'équation du mouvement oscillatoire du poids P est, comme nous l'avons vu,
c'est-à-dire que la résultante des forces qui agissent sur ce poids ^^- ^- mobile est une attraction proportionnelle à la distance au ^. point fixe 0. Le pendule simple S est sollicité, lorsque
l'angle d'écart est a, par une force tangentielle égale par unité de masse à g sin a, et cette force tend à rapprocher le mobile du point R. L'équation du mouves ment est donc dans ce cas
S étant l'arc compté à partir du point R dans le sens RS. Mais s = h, en appelant / la longueur PR. L'équation prend la forme
et si les limites de l'angle a sont très-petites, on peut confondre sin a avec a, et poser
OSCILLATIONS D UNE TIGE ÉLASTIQUE
équation de forme identique à celle que nous venons de traiter.
19. Remarquons encore que si Ton fait A = o, ou si l'on place sans vitesse le poids P à l'extrémité B de la tige, le cercle EE' ne se réduit pas à un point ; le rayon de ce cercle devient égal à /, et l'allongement total que prend la tige, par l'effet de la vitesse acquise du poids P, s'élève à 2/, c'est-à-dire au double de l'allongement statique.
On voit par là l'effet des oscillations. Cet effet peut être très-nuisible, car une barre peut être capable de subir sans altération d'é- , lasticité un allongement /, et n'être pas en état de supporter l'allongement total de /+ ^l'+2lh.
Gomme nous avons négligé la masse de la tige, on ne peut pas dire qu'il y ait choc du poids P. contre la tige ; car un choc suppose une rencontre de deux masses, ce que nous n'avons pas admis ici.
La formule / = «!/- donne un moyen théorique de déterminer
approximativement la valeur du coefficient d'élasticité d'une tige. Si la tige, sous l'influence de ses vibrations longitudinales, rendait un son musical et qu*on pût apprécier le nombre n des vibra-
it'
tions par seconde, on aurait i = — pour la durée d'une excursion
simple, et
i = 9xjà;r^,
ce qui donnerait l'allongement statique, et par suite le coefficient
d'élasticité, E = - x -t. L'observation des flexions transversales
conduit plus facilement au résultat cherché.
ALLONGEMENT DUNE TIGE EN MOUVEMENT
l'allongement dune tige qui réunit deux masses ANIMÉtS
d'un mouvement REGTIfjIÇNE COMMUN.
•20. Nous supposerons deux corps M, M' de masses données, et
^*8- ^' réunis par une tige homogène
n r M' K M F \ MM', de longueur L, et de
masse [jl par unité de longueur, en mouvement le long de la droite indéfinie OX, et sollicités, le corps M par une force F, mouvante, et le corps M' par une autre force F, résistante.
On demande rallongement total pris par la barre MM', en supposant les vibrations éteintes et l'équilibre intérieur établi.
Il faut d'abord déterminer la tension de la tige MM' en ses divers points.
Appelons x l'abscisse du centre de gravité du système, variable avec le temps et comptée à partir d'une origine fixe 0. Nous aurons pour définir le mouvement du système l'équation.
(M4-M'+|xL)^ = F-F'.
Appelons s la distance d'un point quelconque A de la tige à l'extrémité M', cette distance étant comptée dans l'état naturel de la tige, c'est-à-dire avant qu'elle ait subi aucune extension. La variable s sera indépendante du temps.
Pour trouver la tension T de la tige au point A, considérons l'un des tronçons, le tronçon AM' par exemple, et écrivons l'équation (lu mouvement de son centre de gravité; il vient
(Px Entre ces deux équations nous pouvons éliminer^, et nous aurons
une équation qui nous donnera T :
ALLONGEMENT D UNE TIGE EN MOUVEMENT
-FM^-f FM-f FVL + (F— F^ti^ * ■" M + M'+fiL
équation du premier degré en s.
Telle est la tension au poiiÂ A ; l'élément ds de la tige, étant soumis
T ds à cette tension T, prend un accroissement égal à - x -ït » c'est-à-dire
devient égal k dsfi + ^) ; si donc on veut avoir la longueur totale de la tige étendue (abstraction faite de tout mouvement vibratoire), il faudra intégrer dsli + ^j entre les limites o et L, ce qui donne
Cette dernière intégrale représente l'allongement total. T étant tme fonction linéaire de s^ de la forme a + bs^ on voit que l'intégrale sera ûq(^L + - *L')» ou, en remplaçant a ei b par leurs valeurs,
/ i FM^ + F'M + FVL\ . 1 (F-F> VEÛ M + M' + fiL ) "^2 EÛ(M + M' + f^L)
On leurrait calculer de même les petites variations de la masse par unité de longueur ; la nouvelle masse par unité de longueur, au point défini par une valeur particulière de 5, est égale à
quantité variable, puisque T est variable avec s.
Si les masses M et M' sont très-grandes par rapport au produit |xL, la tension T varie très-peu d'un point à l'autre de la lige.
DÉTERMINATION DES CONSTANTES SPÉCIFIQUES
21. Les calculs de résistance exigent la connaissance d'un certain nombre de constantes spécifiques, qui dépendent de la nature des corps soumis à ces calculs. Il y en a quatre principales.
La première est le poids de Tunité de volume du corps, ou le poids spécifique; dans presque toutes les constructions, le poids de Touvrage est une des principales forces qu'il soit appelé à soutenir. 11^ arrive même quelquefois, pour les maçonneries par exemple, que le poids des surcharges accidentelles soit tout à fsdt négligeable par rapport au poids propre de l'ouvrage.
La seconde constante spécifique est le coefficient d'élasticité; c'est, comme nous l'avons vu, la valeur de la force ficlive d'extension capable de doubler la longueur d'une tige qui aurait partout une même section droite, égale à l'unité de surface.
La troisième constante spécifique est la limite d'élasticité; elle est donnée par la plus grande valeur de la tension ou de la pression ne produisant encore qu'une déformation passagère. Nous avons vu sous quelles réserves cette définition pouvait être admise.
La quatrième constante spécifique est la charge de rupture; c'est la plus petite tension ou la plus petite pression qui rompe le corps 00 qui l'écrase.
Ces constantes se détermineront pour chaque corps par une série d'expériences.
22, Poids spécifique. — La détermination du poids spécifique d'un corps est june des questions que l'on traite dans les cours de physique. Les expériences des ingénieurs ont un caractère moins rigoureux que celles des physiciens ; ils ont plutôt à chercher une limite supérieure que la valeur exacte du poids spécifique. On trouve dans les recueils de tables les poids spécifiques des principaux matériaux : fer, bois, fonte, pierres... Lorsque ces renseignements font défaut, par exemple lorsqu'on doit employer une pierre nouvelle et non encore soumise à l'expérience, l'ingénieur aura à déterminer lui-même le poids spécifique de cette matière ; pour cela il fera tailler une vingtaine de blocs parailélépipédiques de mêmes dimensions, et les fera peser tous ensemble, en les empilant en. tas sur le plateau de la balance de Quintenz. Le volume occupé par ces vingt morceaux pouvant être mesuré avec exactitude, et le poids étant connu par la pesée, une division donnera le poids de l'unité de volume.
Pour le fer et la fonte, il est d'usage de fixer dans les cahiers des charges la valeur du poids spécifique qui sera adopté pour les calculs des poids ; c'est au poids qu'on règle les comptes d'une entreprise d'ouvrage métallique ; or le métré se fait en mesurant les dimensions linéaires des différentes pièces qui figurent dîfns un tel ouvrage; il est donc nécessaire, au point de vue du règlement des comptes, de connaître le poids spécifique, et on le fixe d'avance pour éviter les discussions. On adopte ordinairement 7800 kilogrammes pour le poids du mètre cube de fer, et 7200 pour le poids du mètre cube de fonte.
Pour les bois, les pierres et les briques, qui se payent au volume et non au poids, le poids spécifique est seulement un élément des calculs de résistance, qu'on n'a pas à faire entrer dans les conditions des marchés.
23. Coefficientd! élasticité. — Il y a un grand nombre de problèmes de résistance où la connaissance du coefiicient d'élasticité n'est pas nécessaire. Considérons, par exemple, l'allongement d'une tige pris-
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Eu/ matique. Nous avons trouvé la formule P = -r-, qui lie ensemble
la déformation relative j- et la charge par unité de surface
rr, au moyen du coefficient d'élasticité E. Si Ton se propose de déterminer seulement la charge par unité de surface, il suffira de diviser la force P par la section connue û, et la connaissance du coefficient d'élasticité sera inutile, tandis qu'elle serait indispensable s'il s'agissait de déduire de la tension développée dans le prisme l'allongement produit par cette tension.
Plus généralement, dans toute construction, la répartition des efforts entre les divers points résulte de la connaissance des forces, et le coefficient d'élasticité n'intervient que quand on a à évaluer les déformations correspondantes à ces efforts.
La répartition intérieure des efforts est l'objet capital de la théorie de la résistance ; car c'est en l'étudiant qu'on peut reconnaître si la limite d'élasticité n'est pas dépassée, et si l'ouvrage est dans de bonnes conditions de durée. Mais elle suppose donnée la vraie distribution des forces, de sorte que si certaines forces sont inconnues, et si elles dépendent des déformations subies par les diverses parties de l'ouvrage, le coefficient d'élasticité peut paraître dans la solution ; c'est ce qui arrive par exemple quand on cherche la poussée d'un arc métallique due à la dilatation causée par un accroissement de température. Mais en général le coefficient d'élasticité se trouve finalement éliminé des équations qui résolvent ce premier problème.
Gomme les pierres ont une grande raideur, les déformations des ouvrages en maçonnerie échappent au calcul par leur extrême petitesse ; aussi la connaissance du coefficient d'élasticité des maçonneries est à peu près inutile en pratique. On peut dire en effet que le tassement d'un ouvrage de maçonnerie doit être, en général, attribué à un vice de l'ouvrage, bien plutôt qu'au jeu naturel de^ forces élastiques. Les réactions inconnues se déterminent alors à l'aide d^unc * hypothèse, en appliquant les règles de la statique.
Il n'en est pas de même pour les charpentes en bois ou en fer : les dé-
formations de ces systèmes peuvent être déterminées avec exactitude, et pour cela la connaissance du coefficient d'élasticité est nécessaii*e. Nous donnerons tout à l'heure un résumé des diverses expériences qui ont conduit à en fixer la valeur.
24. limite (Telasiicité. — Certains matériaux ne sont propres à résister qu'à des eflbrts de compression : telles sont, sauf des exceptions très-rares, les maçonneries de pierres ou de briques. D'autres peuvent être soumis aux deux genres d'efforts, d'extension et de compression, mais en résistant mieux à l'un qu'à l'autre. Ainsi certaines fontes présentent une élasticité différente suivant qu'on les comprime ou qu'on les étend. Le fer et le bois ont au contraire dans les deux sens une élasticité égale.
La limite d'élasticité est une limite extrême, à laquelle il faut que les efforts développés dans les constructions soient notablement inférieurs. L'expérience a conduit à fixer pour chaque matière la limite pratique d'efforts qu'on doit admettre dans la rédaction des projets. En réalité, cette linfite pratique pourra être accidentellement dépassée si, par exemple, l'ouvrage est soumis à une surcharge imprévue -, mais ce sera sans inconvénient, pourvu que la limite extrême d'élasticité ne soit jamais atteinte. L'intervalle compris entre la limite usuelle et la limite extrême est, pour ainsi dire, la mesure de la sécurité de la construction .
Pour le fer, par exemple, la- limite usuelle de résistance est fixée en moyenne à 6 kilogramme* jiar millimètre carré, tandis que la limite d'élasticité s'élève jusqu'à i5.
25. Charge de rupture. — La charge de rupture est plus facile à déterminer pour les pierres et les briques qiie la limite d'élasticité, à cause de leur grande raideur; les pierres s'écrasent en effet sous une forte pression, sans qu'aucune déformation bien sensible se soit manifestée sous des pressions moindres. On possède les résultats de nombreuses expériences sur la rupture de petits blocs en pierre ou en brique, et l'habitude des constructeurs est de prendre pour ihmfe usuelle de résistance le dixième de la charge d'écrasement (i).
(1) L'emploi des mortiers de ciment permet de dépasser cette proportion, et d'aller jusqu'au cinquième.
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Ainsi, au lieu de rapporter la H mite usuelle à la limite d'élasticité,' comme pour les bois et les métaux, on la rapporte à la charge de rupture. Pour exprimer cette charge, on peut se servir (|u poids spécifique de la matière dont il s'agit, et évaluer la charge de rupture d'une pierre par la hauteur d'une colonne cylindrique dont le poids suffirait pour écraser sa base. Ainsi le grès le plus dur, qui pèse aSao kilogrammes par mètre cube, s' écraserait sous le poids d'une colonne cylindrique de 3226 mètres de sa propre matière, représentant à la base une pression d\ 81 3 kilogrammes par caitîmètre carré; le travertin des environs de Rome, qui pèse 2 36o kilog., s'écraserait sous une hauteur de i«6a mètres, c'est-à-dire sous une pression de 298 kilog. par centimètre carré. ^
Cette évaluation d'une pression par une hauteur, analogue aux mesures des pressions dans l'hydrostatique, donne une idée de la limite de hauteur admissible pour un édifice; si und^pierre s'écrase sous une pression de 1 000 mètres, il sera impossible, pratiquement, de donner plus de 100 mètres de hautèar.à une calÉnne cylindrique construite en cette pierre. Les fondée j»yraraidales permettraient ; ^.d'atteindre des hauteurs plus grandes ; mais en réalité, les monuû ments les plus élevés ne dépassent pas i5o mètres (i).
. TABLES DES CONSTANTES ^fÉaFlQDES ET RELEVÉ DES PRINCIPALES
EXPÉRIENCES
26. Illes premières expériences sur la résistance des bois de charpeote sont duesj|^rent, àBufibn, à Duhamel, à Bélidor et à plusieurs autres observateurs. Les résultats publiés dans leurs mémoires ont été résumés en 1782 dans un petit Traité sur la force des bais par le Camus de Mézières, architecte. Dans notre siècle, on a répété ces expériences en s' aidant d'une théorie plus avancée, et
(I) Hauteur de la plus grande des pyramides d*Égypte, 146 mèlrcs; de la lléche de la caUiédrale de Strasbourg, H2 mètres.
RÉSUMÉ
dans les pays où le bois est abondant et très-fréquemment employé, les ingénieurs reprennent presque toujours quelquesunes de ces expériences pour vérifier les valeurs des constantes qu'ils auront à employer dans leurs projets de charpente. En France, les principales expériences faites sur les bois sont celles deRondelet^ de Navier, de M. GharlesDupin, et, plus récemment, de MM. Ghevandier et Wertheim (i). En Angleterre, ce sont celles de Tredgold, de Barlow, de Rennie, et enfin de Hodgkinson.
Ces expériences ont conduit à fixer le coefficient d'élasticité, la limite d'élasticité et la charge de rupture; soit par écrasement, soit par extension. Le coefficient d'élasticité a été le plus souvent déterminé en observant les flèches prises par une poutre chargée transversalement.
Les expériences sur la résistance des pierres ont eu pour objet principal de déterminer la charge d'écrasement. Les principales sont celles de Gauthey, de Rondelet, de Soufflot, de Perronet, de Vicat, et en Angleterre, de Rennie et de Tredgold.
Vicat a étudié* la résistance des briques et des mortiers.
Ges expériences se font ordinairement en écrasant de petits morceaux parallélipipédiques sous une charge que Ton doit mesurer. Quelquefois cependant, on a cherché à observer les flèches prises par un bloc de pierre sous l'action d*une charge transversale, ce qui conduit à déterminer le coefficient d'élasticité. Tredgold a opéré ainsi pour le marbre statuaire, qui possède un certain degré d'élasticité.
27. Le fer et la fonte, que l'on emploie aujourd'hui dans un grand nombre de constructions, n'étaient guère autrefois que des accessoires. On employait le fer pour fournir des liens aux pièces de charpente, et quelquefois aussi pour consolider les maçonneries (2). Ce
(1) Mémoives sur les propriétés mécaniques des bois, 1848.
(2) L'emploi du fer pour la con%olidalion desmnçonneries a le double incoiivéniotil d'établir entre les pierres des liaisons concentrées sur certains points, au lieu de les répartir sur :oulc l'étendue des surfaces des joiuts, et d'introduire dans le massif une matière susceptible de s'oxyder, au grand détriment des matières voisines. Quelques
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n'est que plus récemment qu'on a songé à construire en fer des ouvrages entiers, des ponts, des fermes de toiture. On trouve quelques recherches sur la résistance du fer dans les ouvrages de Buffbn, de plus nombreux documents dans les travaux de Rondelet, de Soufflet et de Perronet ; mais c'est surtout l'Angleterre qui a poussé loin l'étude des propriétés du fer et de la fonte. Les anciens travaux sont ceux de Telford, de Barlow, de Tredgold, La construction des ponts suspendus a été plus tard l'occasion de nombreuses expériences, faites en France par Navier, par M. Séguin atoé, par Duleau, à Genève par le général Dufour. Une nouvelle série d'expériences sur la résistance de la fonte a été entreprise en Angleterre, de 1843 à i84<^, par MM. Hodgkinson et Fairbairn; on en trouvera le compte rendu dans un article des Annales des ponts et chaussées^ publié en i855 par M. Ed. Pirel. L'emploi de la tôle pour la construction des ponts à grande portée a été depuis l'objet de recherches expérimentales faites à très-grande échelle par Stephenson et par Fairbairn, sur la résistance du fer laminé. Mais ces expériences avaient encore plutôt pour objet d'apprécier le mérite des nouveaux types imaginés par Stephenson que de déterminer le coefficient d'élas- . tîcité du fer. Les observations faites sur de grands ouvrages mettent en évidence une curieuse particularité : le coefficient d'élasticité de la matière employée est toujours moindre dans un grand ouvrage que dans un petit.
La fonte est peut-être de tous les matériaux celui qui se prête le moins bien aux calculs de résistance. Cela tient à sa nature cristalline. L'extension est en général plus capricieuse que la compression , et il semblerait qu'on doive , pour serrer de près les lois réelles de son élasticité , employer deux coeflicients
iDgéniears invoquent, pour jastifler cet emploi du fer, l'exemple de Perronet au Pont- Saiote-Maxence. Mais la liaison par des crampons en fer des cours de voussoirs de ce pont est ToBUTre, non de Perronet, mais de Demouslier, IMngénieur qui acheva le pont sous sa direction. « 11 faisait cette opération à i'insu de Perronet, qui assurément ne la loi aurait pas permise. » (De Prony, Notice sur Perronet, lue dans la séance publique des qaatre Académies, le 24 avril 1829.)
RÉSUMÉ
différents, l'un pour les allongements, l'autre pour les raccoarcisseinents. Ce serait introduire dans les calculs une complication bien gênante. De plus, la fonte a des propriétés toutes différentes soi* vaut sa provenance et son mode de fabrication. Certaines fontes sont très-résistantes à la compression ; d'autres, douées d'une grande raideur, se brisent sous l'action des chocs. La forme de la pièce fondue n'est pas sans influence sur sa solidité; pendant le refroidissement il peij^t se développer, par suite des formes données à la pièce, des tensions intérieures qui prédisposent à la rupture suivant certûnes directions définies : un choc ou un changement de température suiBt alors pour que la rupture ait lieu. Enfin, on a remarqué que Télastiâté de la fonte n'était pas égale en tous les points d'une même pièce, et les observations faites sur de grands ouvrages construits en cette matière ont montré qu'il serait nécessaire, pour rendre compte des déformations constatées, d'admettre deux coefficients différents, l'un applicable au pourtour de la pièce ou aux parties qui ont touché le moule, l'autre & l'intérieur, qui s'est plus lentement refroidi (i). Les expériences de Hodgkinson ont consisté dans la rupture d'un grand nombre de morceaux, et l'ont conduit à déterminer les meilleures formes à donner aux poutres ou aux colonnes. La théorie de ces résultats purement empiriques est encore à créer.
Pour le fer, au contraire, il obéit fort bien aux règles de la théorie, et il présente par conséquent beaucoup plus de sûreté que la fonte. Il a d'ailleurs, comme la fonte, mais à un moindre degré, des qualités variables avec sa provenance. Ainsi le fer de l'Oural, traité au bois, est un fer extrêmement élastique, et capable de résister sans altération à des charges beaucoup plus grandes que le fer anglais traité au charbon de terre. Le fer de l'Oural est un excellent fer pour la construction des ponts métalliques, pour la fabrication des harpons, etc., tandis que le fer anglais, qui est plus dur, convient mieux à la fabrication des rails. Autrefois on ne connaissait
(1) MM. Collet-Meygret et Desplaces, Mémoire sur le viadac de Tarascon {Annales des ponts et chaussées).
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qu'une manière de fabriquer le 1er : on le traitait au boie et on le travaillait au marteau. Le traitement au charbon a permis d'accroître la production dans des proportions énormes, et en même temps le travail au laminoir a rendu admissibles une foule de formes qu'on n'aursdt pas su donner économiquement au métal par les anciens procédés. Sans laminoir, par exemple, on n'aurait pu fabriquer de rails, et le développement des chemins de fer eût été impossible. Cette double révolution dans la métallurgie s'est faite en Angleterre vers l'année 1810. Depuis une vingtaine d'années, le fer laminé tend à se substituer à la fonte, surtout pour les grands ouvrages. Il est juste d'observer qu'en même temps les procédés de moulage ont faitvde notables progrès.
On a tout récemment fait faire un nouveau pas à la construction métallique en se servant de l'acier fondu, qui possède une résistance beaucoup plus grande que le fer avec une homogénéité bien plus parfaite. Les rails d'acier sont préférés aujourd'hui aux r^ls de fer, et fournissent des voies d'une douceur et d'une stabilité remarquables. On a essayé aussi d'employer l'acier pour des chaudières de machines à vapeur, mais les essais ne paraissent pas avoir réussi (i).
28. Les anciOTnes expériences sur les bois, les pierres, les briques, les mortiers et les principaux métaux se trouvent résumées dans les Tables de Géniéys^ publiées en i835 par Cousiner}'. On y trouve, sous le titre de Table de la résistance des corps^ quatre tableaux renfermant les données mêmes des expériences, avec les résultats calculèlçu observés. Les deux premières ont pour objet la résistance à la compression et à l'extension; les deux dernières, la résistance à la flexion. Les leçons de Navier sur la résistance des matériaux, la mécanique industrielle de Poncelet, renferment un grand nombre de tableaux analogues.
V Aide-mémoire de M. Claudel contient dans ses tableaux les résultats des expériences récentes, avec un résumé des formules les
(1) Voir sur coUe question le rapport de MM. Combes, Lorteux et Ch. Couche (Amnales dea ponts et chaussées ^ 1861).
TABLEAU
plus usuelles. On trouvera aussi des documents utiles dans YArchi^ teeture de M. L. Reynaud, dans les ouvrages de M. le général Morin, etc.
Nous donnons ici deux petits tableaux qui contiennent sous une forme très-résumée les renseignements les plus nécessaires à l'étude d'un projet de charpente, d'ouvrage métallique ou de maçonnerie.
Tableau des constantes spéci/lques relatives au fer, à la fonte et aux bois.
MATIÉKZS
PODf
da mètre cnbe.
Kilogr.
fil de fer.
Fer {forgé. . .( 7800 tôle.. • .)
Acier fondu.
coxFPicinrr
d'élistleité
KUog. par mètre ctrrié.
(I60xl0*poor
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ouvrages.)
UMTTE
d'éUsticité
teislai.
Fonte.
à Telteisloi.
GO à 120 XlO»
pressioD
Bols
icbéne sec.
[sapin sec.
En moyenne 80x10» dans les deux sens.
ila pressloi
CHABGI
de roptnre
i lei-
(fDSlM
ila
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LIMITI PIATIODB
de résifUnee
i rntenlM.
àla
prosfti.
Kilogrammes par millimètre earré.
(1) Quelquefois poussée Jusqu^à 18.
GO
POIDS
du mètre cube.
LIIUTB
de la charge par centimètre carré.
29. Observations, i** Distinction entre les forces permanentes et ks forces passagères. — Prenons pour exemple un pont métallique. Le poids propre de la construction représente un effort permanent que les forces élastiques ont à équilibrer, tandis que le poids d'un tndn qui traverse le pont est une force passagère.
Pour une toiture, la charge permanente comprend le poids propre et le poids des neiges.
Pour une porte d'écluse, la charge d'eau du bief d'amont représente une charge permanente. S'il s'agit d'une écluse de bassin à flot, la plus grande charge peut être considérée comme passagère lorsque la durée de la mer basse est très-courte.
Il est sage d'abaisser la limite pratique de résistance aux deux tiers de sa valeur quand les matériaux ont à supporter un effort permanent
2* Influe^e du climat. — Les climats extrêmes ont une influence très-remarquable sur les constructions. — La profondeur à laquelle la gelée pénètre force de descendre à un niveau inférieur les fondations des ouvrages (i) . — Les climats froids augmentent les charges des constructions, par suite de l'augmentation de la masse de neige
(1) Les Chemins de fer ruises de 1857 à 186?, V édition, p. 92 et suiv.
qui peut s'y accumuler, — D'un autre côté, le grand froid rend les métaux cassants et en diminue l'élasticité (i). — Les variations de température changent la poussée des arcs, font travailler les poutres droites, et ont une influence môme sur les maçonneries. Les hautes températures réduisent aussi très-notablement la résistance des métaux.
5' Effet des chocs. — Les chocs pouvant altérer l'élasticité des matières, il est convenable de ne soumettre aux épreuves par choc que quelques échantillons, qu'on rebute ensuite, même lorsqu'ils y ont bien résisté.
D'UN SOLIDE PRISMATIQUE SOUMIS A DES ACTIONS VERTICALES
30. Le problème que nous allons chercher à résoudre consiste à fig- «0- trouver les pressions et tensions développées
\ aux différents points d'une section horizontale ^AJB
\ d'un solide prismatique MN, qu'on si^^se éfi
a' _ c \j^ équibre sous Tactiou de forces verticate'pai-al- /; I lèles à sa grande dimension.
Considérons la portion de solide comprise au-
^ . n dessus de la section AB. Cette portion est soUi-
> , ; citée parcertaines forces, qu'on supposeconnues,
et qui par hypothèse sont toutes verticales. On
pourra composer toutes ces forces en une seule, P,
qui sera encore verticale, et qui percera le
plan AB en un certain point C.
(I) V. Annales des ponts et chaussées, 18C4, p. 172.
BEMARQDE SUB LES RÉSCLTANTES ET SUR LES FORCES ISOLÉES
31. Il ne faut pas perdre de vue qu'une résultante est une force fictive qui équivaut à ses composantes quand on la fait entrer dans les équations de la mécanique, mais qui n'a aucune existence réelle.
Plus généralement, une force finie isolée, telle que celles que l'on coDsidëredanslamécaniquerationnelle, est nécessairement unefdTce fictive, c'est-à-dire une résultante d'actions élémentaires» S en '■..» effet ime force finie était réellement appliqiuf? à un point géomé- -,->:
triqae d'un corps solide, celte force excéderait la limite de résistance ..
do solide en ce point, et l'équilibre moléculain: serait nécessaire- ■ \_-^. ment troublé. Nous avons vu que la limite de résistance s'exprimait • 'i^ j par taie force rapportée à ï unité de sur face ; si lasorface d'appHca- ". '^•'■■' tion était nulle, la tension ou Ja pression corrcspondaute serait infi- ^ . ^ - ' nie, et par suite la limite de résistance serait dépassée. Aussi il faut ■ s'halûlacr à considérer les forces de la natum comme des forces .'•;''^,'infinîmeiit petites réparties entre les éléments inQDimeDt petits des „' corps, et du même ordre de grandeur que ces éléments, de manière que le rapport de la force totale & la surface ou au volume qui en subit l'action soit toujours un nombre fini.
GaBttàaà que le ftààs d'un corps, résultante fictive des actions de la^^esasteur, est réparti entre toutes les molécules, qui chacune ont an poidff^.jiffloiment petit.
Pour exeitïer via effort en un point géométrique d'une poutre, il feudrait concentrer une surcliarge sur ce seul point de la portée, ce qui est impossible, car la surcharge occupe nécessairement une certaine étendue.
REMARQUE
Lorsqu'une roue 0 pose sur le sol, la charge P de cette roue n'est ^'^s* ^1* pas davantage appliquée en un point unique A,
car la déformation commune de la roue et du sol fait naître autour du point de contact A une région finie sur laquelle la charge se répartit.
Le contact géométrique de la roue et du sol limite ici les déformations ; car la surface de «"^ contact augmente rapidement à mesure que la
déformation grandit. Si au contraire nous considérons l'action d'un couteau dont le tranchant presse la surface d'un corps, la pression rapportée à l'unité de surface est très-grande, parce que la surface d'application est très-réduite, et de plus, à cause de la forme du couteau, la surface d'application s'accroît peu à mesure que la déformation augmente : aussi, dans ce cas, la déformation est généralement très-sensible ; elle porte d'ailleurs principalement, suivant la dureté relative des matières, soit sur le couteau , soi t sur le corps, qui est coupé. Lorsqu^on parle d'une force P isolée, appliquée à un solide en
équibre, il faut donc entendre une résultante de forces élémentaires ; P sera par exemple une somme d'actions parallèles infiniment petites. Soit p la P charge par unité de surface au point A d'une section EF, et diù Y élément de surface ABGD ; pdtù sera l'une de ces actions élémentaires, et l'on aura
Fig. n
l'intégrale étant étendue à toute la surface, grande ou petite, EF, sur laquelle se répartit la force P.
Une force parait isolée lorsque la surface sur laquelle elle se répartit est trës-petite, et échappe par là à une mesure précise, comme il arrive pour la roue posant sur le sol. Les forces isolées que Ton introduit ainsi dans la résistance des matériaux correspondent aux forces instantanées de la mécanique rationnelle* On sait qu'une force instantanée P est en réalité l'impulsion d'une force
SUR LES FORCES ISOLÉES
trè9-grande F, constante ou variable, agissant pendant un temps très-court / — t^-^ de sorte que cette prétendue force P n'est autre chose qu'une intégrale
Jlo
Fdt,
De même, dans la théorie de la résistance, une force isolée P est une somme de la forme
\\pdta,
^S' «3. dans laquelle le facteur/? désigne la force locale par
unité de surface, force constante ou variable , et d(ù l'élément de surface ; les limites des intégrations sont celles qui correspondent à un contour GH très-resserré.
Dans son Traité des voûtes, Dupuit a contesté la théorie qui vient d'être exposée, et en plusieurs endroits de cet ouvrage, il admet des forces finies portant sur des arêtes et appliquées à des surfaces infiniment petites. Le motif qu'il donne pour justifier cette étrange théorie est qu on ne peut couper une pierre avec un rasoir y ni la percer avec une aiguille^ fait incontestable, bien que l'induction que Dupuit prétend en tirer soit inadmissible. Si une aiguille, ou un rasoir poussé par une force finie, ne pénètre pas dans une pierre, ce D'est pas parce que la pierre résiste à des forces finies appliquées à des surfaces infiniment petites, c'est parce que l'aiguille ou le rasoir se déforme, parce que l'aiguille perd sa pointe, le rasoir son tranchant, et que cette déformation ramène les conditions ordinaires de la résistance : des forces finies appliquées à des surfaces finies.
SOLUTION
Fig. 14.
par R la pression verticale, rapportée à l'unité de surface, qui existe en
ce point dans la matière ; R sera une fonction inconnue des coordonnées du point F, c'est-àdire des coordonnées j^* = OD et y = FD. La force élémentaire développée par la déformation sur la surface du petit rectangle FGHI aura pour mesure Rrfjrrfy, et sera verticale; nous _ aurons des forces analogues en tous les éléments de la section, et la résultante de toutes ces forces doit être égale et contraire à la force P. Nous avons donc à exprimer l'équilibre de forces Y parallèles, ce qui exige trois équations, savoir : l'équation des forces, et les deux équations des
moments par rapport aux axes OX, OY. De là les trois relations :
P PY, PX
\\K(/j(/y, équation des forces,
\\\{ydxây, équation des moments par rapport à l'axe OX,
par rapport k Taxe OY.
\\Rx(2jdy,
id.
Y,, Xj sont les coordonnées du point de passage C de la force P. Les intégrales sont étendues à tous les éléments de la section. C'est tout ce que donne la statique. La fonction R n'est pas déterminée par ces trois équations.
Nous pouvons considérer R comme l'ordonnée verticale d'une surface dont a; et y soient les coordonnées dans le plan de la section. Les trois équations précédentes ont alors une interprétation géométrique très-simple.
L'équation (i) indique que le volume compris entre la surface R = /(.r, y), le plan de la section et les arêtes du cylindre projeté suivant le contour A'B', est égal à P.
Les équations (2) et (3) expriment que le centre de gravité de ce volume est situé sur la verticale passant au point C, c'est-à-dire sur la direction de la résultante.
Le problème est donc ramené à construire une surface telle que
AU MOYEN D'UNE HYPOTHÈSE
le volume cylindrique compris entre cette surface et la section AB soit égal à un nombre dopné, et telle que le centre de gravité de ce Yolame se projette sur la section A'B' en un point donné G'. Il est bien évident qu'on peut résoudre d'une infmité de manières ce pro- Même de géométrie.
Au point de vue physique, cependant, la répartition des pressions n'a rien d'arbitraire ; elle est réglée par une loi naturelle que nous ignorons, et qu il serait extrêmement difficile de déterminer par l'observation directe. Pour tourner cette difficulté, on a recours à une hypothèse. La plus simple consiste à admettre que la surface cherchée R = /(or, y) est un plan, ou que R est exprimée par une fonction linéaire de x et de y. L'équation générale du plan sera
(i) R = Ax 4- By + C,
dans laquelle A, B, G seront des constantes inconnues. Cette hypothèse réduit donc à trois le nombre des inconnues de la question, et comme nous avons trois équations, nous pouvons déterminer sans aucune ambiguïté les valeurs de ces inconnues.
Remplaçons R par cette valeur dans les équations (i),(2) et (3), et il viendra, en faisant sortir des signes JJ les coefficients contants A, B, G :
kSXxdxdy ■\-]i\\ydxdy -fCUdxrfy =P
(6' k\\xydxdy + B ^ \y^dxdy + C \\yàxdy = P Y „
(7) k^x^dxdy + B ^xydxdy + C \\xdxdy = PX,. '• " • • '
Ces équations sont du premier^ degré en A, B, G, et les doubles sommes peuvent être effectuées d'après la forme seule de la section A'B'. On pourra donc résoudre ces équations, trouver A, B, G, en ludion de P, de X,, de Yj et des sommes, et enfin, introduire les valeurs de A, B, G, dans l'équation (4), qui résout entièrement la question proposée.
•^3. Remarques. — Si Ton cherche les points de la section pour lesquels la pression par unité de surface, R, a une valeur détermi-
SIMPLIFICATION
née, R', on voit que ces points sont tous situés sur une droite dont l'équation est
Aa? -f By + C = H'.
L'orientation de cette droite est définie par le rapport des coeflBcients A et B, et par suite, elle ne dépend pas de R'. Les lieux géométriques des points également pressés forment donc dans la section une série de droites toutes parallèles. On donne à ces droites le nom de lignes isopiéziques (lignes d'égale pression) .
3â. Les équations (5), (6) et (7) peuvent être simplifiées par un choix convenable des axes OX, OY. Prenons pour origine le point 0, centre de gravité de la section ; nous aurons
fi
ydxdy=^Q et \\irdrc/y = 0.
Observons d'ailleurs que ^^dxdy n'est autre chose que l'aire û de la section. On voit par là que la première équation (5) donne simplement
c'est-à-dire que C est égal à la pression moyenne. Les équations (6) et (7) perdent les termes en G par cette même hypothèse sur la position du point 0. Les sommes s^^i/dxdijy JJ.rVyrfj/ ont reçu, par analogie avec les définitions de la mécanique rationnelle, le nom de moments dinerlie de la section par rapport aux axes OX, OY. Enfin, on peut faire disparaître le terme l^xydu^dy en donnant une direction convenable à l'axe OX (i). Grâce à ces diverses préparations, les
(I) En cflTet, faisons tourner d'un angle a les axes coordonnés dans leur plan, et
appelons x, y, le» coordonnées du point dont les coordonnées primitives étaient x' et y'; nous aurons •
X = jr* cos a — y' sin a, y=x'sïna -f t/'cosa.
Donc
xy = x'eosa sin a - y'*co8 a sina + .z;y (co8* a — 8in* «,
=.r ix'^—y'*) sin 2a -{-x'y' cos 2«.
U.jri</to =-8in 2a A Vx'Ww— \ V v'V/»o J -f C03 2a\ l r'y v/w.
DES ÉQUATIONS. iç)
équations (6) et (7) se résolvent d'elles-mêmes, et si Ton fait
\\y*dxdi/=h, \\x^dxdy = ly,
on a, en définitive,
PY (9) B
Par suite, l'équation (4) devient
On peut substituer à I^^ le produit Ûp*, et à Ij, le produit UpJ; ces quantités p^^, p^, en suivant toujours Tanalogie avec les définitions données dans la dynamique des corps solides, sont les rayo)i^ (/f^ f/iraiion de la s'ection par rapport aux axes OX, OY, et alors Téqiiation (4) prend la forme :
-sCf-îf-)-
Il ne faut pas oublier que l'équation (11) suppose que l'origine 0 est au centre de gravité de la section, et que l'axe OX a une orientation particulière. Si ces conditions n'étaient pas remplies, il faudrait s'en tenir aux équations générales (5), (6) et (7) et àTéquation (4).
On voit que la pression est également réparlie en tous les points de la section si X^ = 0, Yi = o, ou si la force P passe par le centre de gravité 0 de cette section. On voit aussi que la pr&ssion au point 0 est toujours égale à la pression moyenne.
On peut disposer de Tangle a de manière que {{xi/diù soit nul. Il sulTIt en ellVt de
Jh
ZCÇx'y'ffta résoudre l'équation tanga = ./ — : ; elle foarnitpour a d-ii\ valeurs posi-
lires, comprises entre 0 et ic, et dlfféiant entre elles de - .
SECTIONS INCOMPLÈTEMENT PRESSÉES
35. Dans tout ce qui précède, nous avons admis implicitement que le solide MN était susceptible de subir une extension aussi bien qu'une compression ; nous avons regardé comme positives les valeurs de R qui correspondent à une pression : les valeurs négatives correspondent à une tension, et les formules seront générales, même si R devient en certains points négatif, pourvu que les tensions soient admissibles. Mais si le solide MN, au lieu d* être formé d'un seul morceau, est construit en blocs de pierre superposés, on sait que les pressions sont les seuls efforts que la matière puisse subir. Dans ce cas, si le calcul assigne à R des valeurs négatives en certains points de la section AB, ce résultat impossible indique qu'il faut modifier l'hypothèse qui a servi de base au calcul.
La force P ne peut se répartir alors dans toute l'étendue de la section A'K, et l'on admet en conséquence qu'il y a une région pour laquelle R est donnée par les ordonnées positives de la surface plane
R = Ax-f By + C,
tandis que sur l'autre partie de la section on a partout R = o. La ligne de séparation de ces deux régions est la droite
ou la trace du plan sur la section A'B'. Pour déterminer A, B, G, il faudra donc reprendre les équations (5), (5) et (7), mais en étendant seulement les intégrations à la première région, en partie limitée à une droite dont la position varie avec les inconnues A, B, G. Le problème devient dans ce cas particulier beaucoup plus difficile; car les inconnues A, B, G entrent cette fois dans les limites des intégrales indiquées. Pour résoudre cette nouvelle question, il n'y a en général d'autre méthode que le tâtonnement.
Rappelons encore que la détermination de R, dans les deux cas, repose sur une hypothèse, de sorte que cette théorie n'a de valeur réelle que si elle est contrôlée par l'expérience. Mais l'accord de la théorie avec les faits observés est suffisant pour qu'on n'ait pas à <:hercher une hypothèse plus compliquée.
36. Superposition des efftts des forces. — Nous supposerons dans
SUPERPOSITION DES EFFETS DES FORCES
tout ce qui suit que Thypothèse exprimée par réquation (4) soit vraie sans restriction, c'est-à-dire que la section entière puisse développer des efforts à l'extension ou à la compression; qu'en d'autres termes, les valeurs négatives et positives soient également admissibles pour R.
Nous pouvons décomposer la force P en autant de forces parallèles que nous voudrons,
appliquées aux points définis par les coordonnées
Vu yi Vn-
Les seules conditions à satisfaire dans cette décomposition sont exprimées par les trois équations :
P =Pi +;^i +i>3 + +p
. PY, = p,y,+p,y, + />,y8 4- +p«y
PX, -p,X, +Pr»^, +/V» + +Pnyn'
Cela posé, calculons successivement, au moyen des équations (5) , (6) et (7), les valeurs des coefficients A, B, G, qui correspondraient à la force />^ agissant seule ; puis à la force /?,, puis à la force p,,. .. . enfin à la force j9». Nous obtiendrons de cette manière n groupes de coefficients, savoir :
^11 ^n ^'1 poui* 1^ force p, prise isolément, a,, 6„ c, id. Pj,
a», bnj Cn id. p,
La .distribution des pressions partielles sera donc donnée par les formules successives :
Rj = a^x + b^y + c, relativement à la force p, R, = a,x + ^îy + c, id. p,
R, = a«flî 4 6ny + c» id. pn.
EFFET D'UN COUPLE
Or, il est facile de reconnaître, à la forme linéaire des équations (5) ,
(6) et (7) » que la somme des coefficients a,, a, a^ est égale à A,
coefficient correspondant à la résultante P; que de même la somme des coefficients dp 6, 6^ est égale à B; que la somme des coefficients Cp c, Cn est égale à G ; et qu'enfin
Donc la force P étant décomposée comme on voudra en plusieurs forces parallèles, la pression en wi jmint donnée sous Faction de la force P, est la somme algébrique des pressions qui correspondent en ce point à chaque composante prise isolément.
Ce théorème peut être généralisé, et on le démontrerait dans toute sa généralité en ayant recours aux équations de l'équilibre élastique. On peut lui donner alors l'énoncé suivant, qui est d'une application très-commode et très-fréquenle ;
« Les effets produits par une ou plusieurs forces appliquées à un a solide élastique peuvent s* obtenir en déterminant les effets partiels « dus aux composantes de ces forces prises isolément^ et en compo^ « sant ces effets par la règle du parallélogramme^ comme on com- « pose les forces elles-mêmes. » •
Nous aurons souvent à faire l'application de ce principe qui, dans la théorie de Télasticté, correspond au principe de la coexistence des petites oscillations dans l'hydrodynamique et dans la mécanique vibratoire. 11 résulte essentiellement de la petitesse des déformations et de la proportionnalité admise entre les déplacements élémentaires et les forces qui les produisent. On peut le rattacher à une loi générale de l'analyse : f accroissetnent iiifiniment petit dune fonction de plusieurs variables indépendantes est la somme des accroissements partiels correspo7idant à la variation de chaque variable considérée seule.
37. Effet d'un couple. — Nous avons admis que les forces élémentaires, toutes parallèles entre elles, appliquées au solide, avaient une résultante P. 11 peut arriver que ces forces élémentaires ne soient pas réductibles à une force unique, mais à un couple. Le calcul n'en serait pas modifié. Un couple peut être considéré comme une force
DÉFORMATION DU SOLIDE
nulle appliquée à une distance infinie ; pour traiter ce cas particulier, il faudrait donc remplacer P par zéro, elles produits PYp PX, par les moments des couples dans lesquels on décompose le couple donné, en le projetant sur les plans verticaux conduits par les axes OX, OY.
On peut aussi considérer successivement les deux forces P et — P qui constituent le' couple, et appliquer le principe de la superposition des effets.
Remarquons qu'un couple pouvant être tourné comme on voudra dans son plan, on peut supposer que les forces qui le composent sont normales au solide au lieu d'être parallèles à sa grande dimension.
Le cas particulier du couple lie donc ensemble deux chapitres distincts de la déformation des prismes : déformation produite par des forces longitudinales, et déformation produite par des forces normales.
RECHERCHE DE LA DÉFORMATION DU SOLIDE
Fig. 16.
3S. Coupons le solide dans son état non déformé par un plan A^B,,
parallèle au plan AB et infiniment voisin, ^lous connaissons la répartition des pressions dans l'intervalle des plans AB, A^B,; considérons l'élément de prisme projeté verticalement en LRST et horizontalement en IFGII :' cet élément peut être regardé comme une tige soumise à la pression R par unité de surface; elle subira donc, d'après la théorie de l'extension et de la ■ compression des prismes, un raccourcissement / donné par l'équation
L représente la distance RL des deux plans dans l'état naturel du so-
DÉFORMATION DU SOLIDE
lide, et T le raccourcissement RR' de la fibre RL. Mais R est une fonction linéaire connue de :r et de y : mettant pour R sa valeur Aa? + By + G et résolvant par rapport à /, il vient
d'où Ton déduit
Cette équation représente un plan, lieu géométrique des points R'; de soile que le plan A,Bp dans Tétat naturel, vient, dans l'état déformé, occuper une nouvelle position A/B/ que notre calcul nous permet de déterminer. La déformation de la tranche ABA^B, est donc connue.
Opérons de même pour chacune des tranches infiniment minces dans lesquelles on peut décomposer le solide MN. Nous pourrons par notre méthode déterminer la déformation de chacune d'elles, et il suffira de concevoir qu'on empile dans leur ordre les tranches déformées pour obtenir le solide après la déformation. La quantité L, qui mesure la distance des deux plans très-voisins AB, A'B', devra être remplacée dans le calcul rigoureux par une différentielle, et l'empilement des tranches infiniment minces se fera sans erreur au moyen d'une intégration.
On remarquera que, conformément à ce que nous avons dit dans le § 23, le. coefficient élastique intervient dans la recherche de la déformation, et non dans la recherche de la répartition des pressions.
Le calcul précédent, et l'hypothôse du § 32 qui lui sert de base^ supposent que le coefficient d'élasticité E est le même en tous les points de la section donnée. S'il en était autrement, la déformation dépendrait des diverses valeurs du coefficient d'élasticité de chaque ûbre, et il conviendrait de modifier lliypothèse fondamentale. On admettrait, dans ce cas, que les molécules appartenant dans l'état actuel à un plan ABquelconque, restent encore dans un plan après la.déformation. Le calcul s'achève alors de la manière suivante.
Soit E le coefficient d'élasticité, variable d'un point A l'autise, et connu en fonction de X et de ^ ;
R la pression locale par unité de surface ;
L rititervalle primitif des deux plans parallèles Afi, kfi^'t
l le raccourcissement de la flbre soumise à la pression R ;
PRESSIOiN SUR UNE BASE RECTANGULAIRE. 5S
: l'ordonnée LR' = L — / du plan A'|B'| par rapport au plan AU. On aura k la fois
R=:Ei,
2 = Mx -f Ny -h Q, M, N, Q désignant des constantes qui restent à déterminer. On ou déduit
Les équations de l'équilibre seront encore
P = ^[Mf^dy, ■• ■»•
Ces trois équations, où Ton devra remplacer R par sa valeur (1), permettront de déterminer les trois inconnues M, N^ Q; le facteur variable E reste sous le signe {[.
Cette recherche n'a qu'on intérêt théorique. Il est impossible de connaître à priori la répartition de réiasticitc entre les diverses régions de la section AB^ et d'un autre eôté, il y aurait de graves inconvénients pratiques à unir ensemble des flbres solides d'élasticités différentes. Un tel assemblage est toujours défectueux.
EXEMPLES SIMPLES
39. Répartition (F une pression normale sur une base rectangulaire ABCD. On donne les dimensions AB = aa, AD = aA.
Nous pourrions traiter c§ problème par nos formules générales ; Fig. 17. mais il est préférable d'avoir recours au prin- .
s 'k cîpe de la superposition des effets des forces. "* I ! De cette manière, un certain nombre de cas particuliers donnent la solution générale,
,' 21_.i_J!Lj4 sans qu'il soit nécessaire de faire aucune in-
! ! ; tégration.
". ôi — G 't ^"T Le centre de gravité de la section AB est
î _ • [ J situé au point 0, point de rencontre des dia-
^' ^ ^ gonales. Par ce point menons des parallèles
! PV
.ir, RÉPARTITION DES PRESSIONS
aux côtés ()X,OY. Examinons maintenant différents cas particuliers. 1° Supposons d'abord la force P appliquée au point 0. Dans ce
cas, la pression sera également répartie sur toute la section ABCD,
et elle sera égale en tous points ^ tt» û étant la surface du rec-
langle. (^eci est tout à fait général, comme nous l'avons remarqué (§ 34).
2" Sui)posons ensuite que le point d'application de la force P soit le point G, situé sur la droite OX, et que la distance OG soit égale au tiers de la distance OX, de sorte que GX soit le tiers de la dimension AB du rectangle.
Le plan dont les ordonnées verticales représentent la pression R doit être, en vertu de la symétrie, perpendiculaire au plan vertical conduit par XX', et sa trace sur le plan vertical est une droite HK telle, que le centre de gravité du trapèze HEFK soit situé sur la droite GP. Mais la droite GP divisant les côtés EF, HK de ce trapèze en parties dans le rapport de 2 à i , on reconnaît immédiatement que ce trapèze se réduit à un triangle, et que le point H coïncide avec le point E. La pression en un point quelconque est donc représentée par les ordonnées de la droite EK, menée par le point E.
La pression au point 0 est, comme on sait, égale à la pression
p moyenne, -; donc la pression sur l'arête Al), double de la pression
au point 0 puisque FQ est double de IL, est égale à — . Les lignes
d'égale pression dans lasection ABCD, projections des lignes horizontales du plan profilé en EK, sont des cfroites parallèles au côté AD. Si l'on veut la pression R en un point quelconque d'une ligne MN définie par son abscisse OT = x, cette pression est proportionnelle à l'ordonnée RS de la droite; par suite elle est donnée par la proportion
K RS ER a-fx
In)
LI ~ El a
.fou l'on tire
SUR UNE SECTION RECTANGULAIRE
On a en effet
pour î/ = 0, R = jj»
pour X pour X
Hf
G'i Pi !c •1 \ ! ■'^P
-JK
Bi — -: — -
5"* Nous allons supposer que le point d'application de la force P F>g- *«• est un point quelconque, V, de la médiane
XX'. Le point V est défini par son abscisse OV = p. Ce cas se ramène au précédent, en appliquant le principe de la superposition des effets.
Soient G, G' les deux points qui divisent XX' Îtô'v^ ti T ^^ ^^^^* parties égales. Nous pouvons décomposer la force P en deux forces parallèles P^, F,, appliquées aux points G et G'.
Si la force P^ agissait seule, nous aurions en un point quelconque défini par son abscisse x^ la pression
Si la force P', agissait seule, nous aurions de même en ce point la pression
«■. = ï(-5-0=-^(=-)- On change le signe de a, parce que le point d'application de la force
a pour abscisse — -= au lieu de + t- Pour î^voîr la pression R qui correspond à la force P, il suffit d'ajouter R, et R', , ce qui donnera
Maison peut remplacer P^ et P\ par leurs valeurs en fonction de P; on a, en effet, en prenant les moments par rapport au point G\ ,
et en les prenant par rapport au point G',,
Donc
^><f=pxg_.).
P -p'i—L-pl±l!L-^(i + ^\
substituant, il vient Téquation finale :
On remarquera que si /) =o, B est paitout égal à —, et que si » = =, R devient égal à
Ce sont les formules trouvées pour le premier et pour le second cas particulier.
Le cas que nous venons de traiter est représenté sur la figure par le trapèze EFKII, et la méthode (lue nous avons suivie revient à décomposer ce trapèze en deux triangles par une diagonale EK; chacun de ces triangles correspond à une des composantes de la force P.
4* Nous pouvons enfin passer au cas général, celui où la force P ^'8* *^- est appliquée en un point quelconque V de
B . _Ti' 1 la base, défini par l'abscisse OZ = X, et
'' ,J l'ordonnée ZV=Yj.
- V o z v" \ ~ Par ce point menons une droite VV" telle,
!_ que le point V soit le milieu de la partie
' I " comprise entre les deux axes OX, OY. Le
SUR UNE SECTIOiN RECTANGULAIRE. ot>
point V aura pour abscisse 0V' = OZ x 2 = aX, ; le point V" aura pour ordonnée OY" = VZ x 2 = aYj.
Nous pouvons décomposer la force P en deux forces parallèles,
appliquées en V et V", et égales chacune à -. Considérons-les indivi-
dueliement.
La pression en tout point défini par son abscisse x sera donnée,
relativement à la force - appliquée au point V, par l'équation
»' = iEA4.:
La pression en tout point défini par son ordonnée y sera donnée,
p relativement à la force - appliquée en V", par l'équation
Donc la pression totale R qui correspond à la force P sera donnée pour le point {x, y) par la somme R' + R", ou par l'équation
formule générale que nous aurions trouvée directement en nous servant des équations (5), (6) et (7), ou des équations plus simples (8), (9) et (10), après avoir fait Ip9.|i|iégrations indiquées. Notre méthode de superposition des effets ii^l^> permis d'éviter ces opérations. Comparant cette équaâàiii^f équation (1 1), on en déduit
Ce sont les rayons de giration du rectangle dont les dimensions sont «a et 2A par rapport aux droites 0¥, OX, menées par son centre de gravité parallèlement aux côtés.
Fig. 20.
iO. Répartition des pressions sur une base circulaire ou elliptique.
Soit ABA'B' une section elliptique, définie par ses axes AA' = sa et BB' = 26.
Nous supposons que la résultante P passe en un point G de Taxe AA', à une distance OC du centre égale à p.
A cause de la symétrie, le plan représentatif des pressions R sera normal au plan vertical conduit par A A', et se projettera sur le plan vertical suivant sa trace EE'.
Considérons un élément de surface infiniment petit, compris entre deux droites FG, HK, infiniment voisines, et appelons x l'abscisse 01 de la première de ces droites; l'abscisse de la seconde sera a? + dx, et la surface de Télément aura pour mesure
y étant l'ordonnée positive, 16, qui correspond dans l'ellipse à l'abscisse X.
L'équation du plan profilé en E'E sera
û représentant l'aire de Fellipse, ou nab, eto^ le rayon de giratioift par rapport à l'axe OB.
Pour déterminer p^ , cherchons te moment d'inertie l de l'ellipse par rapport à l'axe OB; il sera donné par l'intégrale
1 = 2 V ydx X x\
Considérons le cercle décrit sur AA' comme diamètre ; les ordonnées de ce cercle sont aux ordonnées correspondantes de l'ellipse
SUR UNE BASE ELLIPTIQUE. 6i
dans le rapport de a à £, et par suite, le moment d'inertie V du cercle par rapport à l'axe OB est au moment I dans le même rapport ; on a donc
La question est ramenée à déterminer le mopient d'inertie 1 duceccle par rapport à l'un quelconque de ses diamètres; or on a à la fois, en appelant dco un élément de surface et en étendant les intégrations au cercle entier t
De plus
Pour faire cette dernière intégration, partageons le cercle en éléments infiniment petits, compris entre des droites menées par le centre et des circonférences concentriques au cercle donné ; 0 et r désignant les coordonnées polaires, on aura a:'+y'=r* et rfa)=rrfrrf8. Les limites de l'angle 0 seront o et 27c ; celles du rayon r seront o et a. Nous aurons donc
Donc
et enfin
, Ka*b ^ cfl I = — =Ûx 4-,
ou bien
L'équation qui donne la répartition des pressions locales est nunenée à la forme très-simple
r.2 HKPARTITION DES PRESSIONS
Si la force P, au lieu de passer par ua point de Taxe AA', passait en un point quelconque (X^ Y,) de la section, nous pourrions généraliser notre formule en suivant la même marche que pour le rectangle : il faudrait décomposer la force P appliquée au point (X, YJ
en deux forces — appliquées, Tune au point (aX,) de Taxe dea ar, et
l'autre au point (2YJ de Taxe des y, puis calculer, au moyen de la formule précédente, les valeurs de R correspondantes à chaque composante, et ajouter. On parvient ainsi à la formule générale :
Autre méthode. — Le moment d'inertie polaire \\{x* + l/^)d^dy
du cercle par rapport à son centre est le double du moment d'inertie du cercle par rapport à un diamètre quelconque; 1' étant le premier de ces moments d'inerlie et T^c le moment cherché, on aura
Soit a le rayon du cercle. V sera homogène à a\ puisque le produit x^dxdy a quatre dimensions, et l'on pourra poser
r = Aa*,
/ étant un coefficient constant qui reste à déterminer. DilTérentions ; nous aurons
dV = kka^da, .
Or, d\ est le moment d'inertie polaire de la couronne qui s'ajoute au cercle de rayon a quand on augmente le rayon de da\ on a donc
dV = ÎJcada x a* = 'irMHa,
SUK UNE BASE LOSANGE. H
Comparant ces deux équations, il vient successivement
Le rayon de giration p« est donc égal à -, On en déduit sur-le
champ la formule
Al . Répartition des pressions sur la surface dun losange ABA^B',
défini par ses demi-diagonales OA = o, g OB = 6, la force P étant appliquée en
^ ^ un point G de Tune de ces diagonales.
;^^ ^ La distanceOG sera représentée par;>.
' * ,. Soient encore j: et y les coordonnées
<i^ " d'un point quelconque du contour ABA',
correspondant aux ordonnées positives.
Comme dans l'exemple précédent, l'inconnue à déterminer sera le coeflicient a, dans l'équation
et on le déterminera au moyen de l'équation des moments, pris par rapport à Taxe OB ; cette équation prendra d'abord la forme
Or, à cause de la symétrie par rapport à l'axe BB', l'intégrale
OA
Donc
\x^ydx = b \x*dx \«*(lx = à -r r-.
L'intégrale doit être prise entre les limites o et a, ce qui donne
L'aire û du quadrilatère ABA'B' est égale au demi-produit des diagonales AA'xBB', multiplié par le sinus de l'angle qu'elles font entre elles *, ici cet angle est droit, et son sinus est l'unité. Donc
Substituant toutes ces valeurs, on trouve définitivement
C0I1PAR4I50N DES SECTIONS SYHËTRIQUES. S
_ p X iab __ tip " ~ , ba*~ a'*
L'équalion Tinale de la répartition devient
A2. En général, les solides qui entrent dans les jMDBtructions ont un plan de symétrie, et les forces qui leur sont appncpiées sont distribuées symétriquement par rappaii, k ce plan^ U en résulte que ies déformations s'opèrent parallèlemeni à ce plan de syméuie. S'il en est ainsi, le point de passage C de la résultante toiaLe sur l'axe de symétrie des sections. Dans cette liypothèse, les ^uations particulières auxquelles nous sommes parvenus pour les sections géométriques qui viennent d'être examinées, sont toutes de la (orme
K étant un c<KtStâ<iil\qny i^lfiffod de la figure de la section. On a
. ^pour le rectangle K = S |
!^^|>our le cercle ou l'ellipse K = A I sections pleines, •^^jpur le losange K = 6 )
La répartition des pressions est donc plus égale j)our„le rectangle que pour le cercle, et plus égale '[jefi'ir le cercle que pour le losange.
43. Le cas des sections évidées se traite par les mêmes procédés de calcul ; mais les sommes, au lieu de s'étendre à toute la superficie du contour extérieur, doivent ««eulentent s'étendre h la couronne comprise entre le contour extérieur et le contour intérieur. Nous prendrons pour exemple la cou-
Fig. Î3.
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ronne comprise entre deux cercles concentriques dont les rayons
sont a et d.
La force P étant appliquée en un point C du rayon OX, le plan représentatif de la pression R se projettera sur le plan vertical parallèle à OX suivant sa trace GH, et R sera donné encore par l'équation
dans laquelle û désigne la surface annulaire comprise entre les deux cercles.
Prenons les momoBte par rapport à l'axe 08, il viendra
— \xyàx + -j^ \x^y(ix = Vp ;
y désigne ici l'ordonnée positive de la circonférence extérieure entre les points A et D, A' et D', et la différence des ordonnées des deux circonférences entre les points D et D'. Les limites sont — a et + a.
La première intégrale est nulle à cause de la double symétrie de la figure par rapport aux axes OX et OY. Pour la seconde , qu'il faut calculer, il est plus simple de changer de variable.
Cette intégrale est la somme des produits des élôipeais de surface
Fig. 24.
de la couronne par le carré de leur distance à Taxe OY. Au lieu de prendre les coordonnées rectangles, nous prendrons, comme tout à l'heure, les coordonnées polaires r et •, et nous considérerons les éléments infiniment petits compris entre les cercles de rayons r et r + rfr, et les directions définies par les angles 8 et 0 4- rf9 ; il faudra d'abord multiplier la surface rdrd^ de chaque élément par le carré r* cos' 0 de la distance de cet élément à l'axe OY; puis intégrer le produit par rapport à r entre les limites
SECTIONS ËViDËES. 67
à et a ; enfin, intégrer le résultat par rapport à 0 entre les limites o et TT. On aura ainsi le résultat cherché. On a donc à trouver l'intégrale double
\ \ r*cos*OdrdO.
00 Oa'
La première intégration donne
CO8*0(Z
et, entre les limites a' et a,
cos*0d6.
La seconde conduit à intimer cos' Q^ffi ; on trouve pour l'intégrale générale
SA a
cos'OdO = - + - sin 20.
Prise entre ks: limites o et «^ cette intégrale se réduit à - ; donc, en définitive, l'intégrale cberchée a pour valeur
On aurait pu trouver ce résultat en retranchant le moment d'inerile du cercle intérieur du moment d'inertie du cercle AA'.
Substituons dans l'équation qui doit nous donner a, en observant que û = 7c(«' — «'*) , et nous aurons pour résultat final
LIMITE DES PRESSIONS TOTALES POUR LE RECTANGLE
Si Ton fait a' = o, on retrouve la loi de la répartition sur la surface du cercle.
Si Ton faisait d = a, on aurait
Mais dans cetW' expression, Q serait égal à zéro, et R serait par conséquent infini, ce mi doit être, puisque a = a' réduit à zéro la largeur de la courooiift.
àà. Problème. — woposons-nous, étant donné un rectangle ABCI), ^'*^*^" de trouver, en fonction de X, et Y., les
|1 I valeurs de la force P qui donnent une
I \ I pression constante , R, au point le plus
1 \m chargé de la section.
I - — }-_ Nous traiterons la question pour la
j^' région comprise dans langle des par* ~ 1 ^ ties positives des axes ; la solution obte-
. i_^^ J . nue pour cette région devra ensuite
! être symétriquement reproduite dans les u trois régions voisines.
X, et \\ étant positifs, il est facile de voir que le poiiil lé ' plus pressé est toujours le sommet A, dont les coordonnées sont x = a^y=b, lorsque le point d'application de la force P est dans l'angle YOX; que tous les points de l'arête AB subissent l'effort maximum si la force P est appliquée sur le côté OX de cet angle ; qu'il en est de même de tous les points de l'arête AD si la force? est appliquée sur le côté OY. Dans tous les cas, il n'y a aucun point de la section qui soit plus pressé que le point A. Nous ferons donc x = af y = by dans la formule générale
où il convient aussi de substituer —à p^ et— à p,. Il vient après ces substitutions
RECHERCHE DU NOYAU CENTRAL. ^o
Dana cette équation, R est une constante, et P, Xjt Y, sont des variables : on peut considérer P comme Tordon^^tj^, ifiormale au plan de la section, d'un point dont les coordonnées wgpt X^ et Y^. Le lieu des points ainsi obtenus est une surfape cyUoârique du second degré, dont les génératrices sont parallèles à la droite.
— i + -Y-* + 4 = constante,
ou à la droite ¥X qui joint les milieux des côtés du rectangle abou- Uasaot au point A.
Les plans normaux menés par les axes OX, OY, coupent ce cylindre suivant deux hyperboles : l'une d'elles, celle qui est contenue dans le plan OX, est représentée en LNN suàla figure. Elle est asymptote à la droite E'E'', menée par le point K, tiers de la médiane, perpendiculairement au plan de la section ; elle est asymptote à l'axe OX ; enfin j au point 0 elle a pour ordonnée P=Rû, et au point X,
P=^Rû. On obtiendrait;;;^!!!^ sl^on analogue dans le plan 0 Y.
^^'uBc quelconque de ces deux hypi^;lrtes peut servir de directrice à fïik^roiie mobile qui engendre la snzface cylindrique en restant i parallèle à XY.
l|;){iortion de la surface comprise dans le dièdre formé par les It^SViaux OX^lBi^ répond seule au problème. Elle doit être
rl^MHc symétriquMlMtaf^dans les dièdres adjacents et dans le dièdre opp^ par Tarête.
RECHEaCHES DES POSITIONS DE LA FORCE P QUI DONNENT EN TOUT POINT DE LA SECTION UNE PRESSION POSITIVE.
Méthode générale.
&5. La pression est donnée en un point :zr et i/ par l'équation
lO
R = Aa5 -f By + C.
Si Ton fait U = o, on a l'équation, Ax + By + C = o, de la droite qui sépare la région où R est positif de celle où R est négatif. A, B, G sont des fonctions àes coordonnées X, et Y, du point de passage de la force P. Suivant la position de ce point, la droite Ax + By + C = o peut être extérieure à la section, toucher le contour de la section sans y pénétrer, ou enfin, traverser la section. Dans le premier cas, toutes les pressions R seront positives; dans le troisième, il y aura des pressions négatives ; le second cas est un cas limite entre les deux autres, celui où il y a au moins un point de la section pour lequel la pression est nulle, sans que la pression soit négative nulle part. Supposons que le contour GH de la section soit de forme
convexe. Menons arbitrairement une droite MN qui ait au moins un point L commun avec le contour sans y pénétrer. Nous regarderons cette droite comme la droite de Téquation
Ax -f By + C = 0,
ce qui déterminera les rapports de coefficients A , B et G. Ges rapports définissent complètement les coordonnées X,, T^ du point d'application de la force P. A chaque droite MN correspond donc dans la section un point G. Faisons rouler la droite MN autour du contour GH, sans la laisser jamais pénétrer dans son intérieur. Le point correspondant G se déplacera en général, et tracera dans la section un contour G'ir, dont la forme dépend de la forme du contour GH. Si la force P passe en un point G du périmètre de ce nouveau contour, la droite MN des pressions nulles touchera le contoui* de la section sans l'entamer, et aucune pression ne sera négative. Si la force P perce le plan de la section en un point D intérieur au contour G' H', la droite MN qui y correspond sera tout entière en dehors de la
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section, et les pressions seront partout positives. Enfin, si la force P
passe en un point E extérieur au contour G' H', la droite MN pénètre
dans la section, et il y a une région de cette section où les pressions
sont négatives. La surface comprise en dedans da contour G'H' prend
le nom de noyau central de la section donnée. La détermination de ce contour au moyen du contour 611 se
rattache à la théorie géométrique des polaires réciproques dans les
courbes du second ordre. Nous donnerons tout à rbetire un résumé
de cette théorie. Il nous suffit ici d'annoncer sans démonstration :
Qu'à chaque sommet d'angle du contour GH correspond une droite dans le contour G' H'; '
Qu'à chaoue droite du contour GH correspond un point du contour GH';
Qu'à chaque arc de courbe du second ordre* du contour GH correspond un arc de com*be du second ordre du contour G' H'.
Ces théorèmes, que nous démontrerons dans le chapitre suivant, nous seront utiles pour achever le tracé du contour G'IF, lorsque nous en aurons déterminé quelques éléments.
46. Exemples. — !• Section rectangulaire. — Si la force P est Fig. 17. appliquée en un point G de l'une des mé-
dianes XX', à une distance p du centre 0, la valeur de H est donnée par Téquation
3pi\
V *^«^. donc égal à léroJe long de la droite
et pour que cette droite touche le contour sans y pénétrer, il faut qu'elle coïncide avec le côté A'A", ou avec la droite ^ = — a. Ce qui exige qu'on ait
Le point G du contour G'H' chercbé est donc au tiers de la dîs- ■ tance OX ; ce point correspond au cdté A' A".
Par raison de symétrie, on aura de même des points du contour cherché «D^ÈRiÙMJlt les tiers G', C, G"' des distances Oï, OX', OY'; ce seront m points correspondants aux droites A"A"', AA'", AA' du contour donbé.
Les BOBUMlftÀ, A', A", A"' du contour donné devant correspondre à des droite^w contour cherché, on aura ce contour en joignant les sommets G, v. G", G'", ce qui donne en définitive un losange.
il. Losange ABGD. — L'équadon à employer sera
On prendra donc
OC = 0C = gV 0C'=0C" = j6,
et comme aux sommets A, A', A", A**, doirontcorréépoiidre des droites dans le contour cherché, on ànra' h mener ptr ^es'^atres points C, G', G"j C'", des droites qu'on dirigera, péqieaâiculainnent aux diagonales AA", A' A'" à cause de la syflftétrie tle la figoMLLe rectangle UHIK ainsi construit sera le onitoor correspondant at^^ pressions positives. Les sommets G, H, I, K, correspondent respet>( * tivement aux côtés du losange donné A" A'", A"'A, AA', A'A". ,\
m. Cercle ou ellipse. — Le contour cherché se déduira du con- Fig. s». tour donné en réduisant au
quart les rayons issus du centre 0.
IV. Section circulaire évide'e. — Soient acto'les rayons de deux cercles qui limitent
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extérieurement et intérieurement la section donnée; supposons
La pression en chaque point est donnée par la formule ($ 4 3)
p étant la distance du point G au centre. ^
Si la droite R == o touche le cercle au point dont 1 abscisse x-^^a^ l'équation
doit se réduire à la' forme
et l'on a
pour le rayon du noyau central.
Si, au lieu d'un anneau circulaire, il s'agit d'un anneau elliptique compris entre deux ellipses concentriques semblables, dont les demi-axes sont a, ô, pour Tune, et a', h\ pour l'autre, le noyau central Cit de même une ellipse dont les demi-axes /^ et ç sont
> P= —7—, q = — jrr-
CHAPITRE IV
ELLIPSE DINERTIE. TRACÉ DU NOYAU CENTRAL. POLAIRES RftiPROQUES. CENTRES DE PERCUSSION.
â7. Définition de V ellipse centrale d'inertie. — Par le centre de gravité 0 de la section donnée GH, menons deux axes rectangulaires OX, OY, puis formons les sommes
** ~ \W*^^^y» ^ = W^^dxdy,
y**^' ^^' en les étendant à tous les éléments de
Taire de la section. Ces sommes sont les \ . moments d'inertie de la section par
^\"^'^\ ' rapport aux axes OX, OY; si on les di- 0! ""' ~) ^^' vise par Taire totale û de la section, I on obtient pour quotient les quantités
p% et p%, carrés des rayons de giration de la surface par rapport aux mêmes axes.
Par le point 0 menons, dans le plan de la section, une droite OL faisant avec OX un angle a> quelconque, et appelons 1 le moment d'inertie de la section par rapport à cette droite OL. La distance MB d'un point M à la droite OL est donnée par la valeur absolue de Texpression
ycosco — xsinto,
dans laquelle y = BIP, .r = 0P, sont les coordonnées du point M.
D'INERTIE
Le carré de cette distance est
y*co8*co 4- x*sin*o) — 2xy coswsino).
Si Ton multiplie par dxdy et qu'on intègre dans l'intérieur de toute la section, on aura I, c'est-à-dire
1 = cos*w Viy^dxdy 4- sin'wUx'dxdy — 2coso)sinfo\\jydx(/y,
OU bien
I = ljcCOs'tt)+ |^sin*to — 2sinco costo\\xy(fjd//.
On peut donc exprimer le moment d'inertie de la section autour d'une droite quelconque OL menée par le point 0, en fonction des moments d'inertie par rapport à deux axes rectangulaires, de
l'intégrale yu:ydxdy^ que nous représenterons pour abréger par M,
enfin de* l'angle co que fait la droite OL avec Tun des axes.
Nous pouvons construire une courbe qui nous aidera à nous représenter les moments d'inerlie autour de différents axes conduits par le point 0. Prenons sur chaque droite OL une quantité telle, que le produit de cette quantité par le rayon de giration autour de OL soit égal à une quantité constante X% prise arbitrairement. Pour introduire les rayons de giration dans notre équation, appelons p 4e rayon de giration qui correspond à la ligne OL ; nous aurons
Nous poserons de même
M = Qc*,
c représentant, non plus un rayon de giration, mais une longueur analogue, longueur connue, puisque la somme M est entièrement déterminée par le choix des axes. Introduisons ces nouvelles exprès* sions dans l'équation qui donne 1; il viendra, en supprimant Q qui est facteur commun ,
p* = p*jfCOS*w 4- p%sin'o> — 2c*sina) cosfo.
Prenons ensuite des longueurs ;•, /•,, r,, c\ liées aux précédentes par les équations
c* est-à-dire opérons la transformation connue en géométrie sous le nom de transformation par rayons vecteurs réciproques. Le lieu des points (r, co) ainsi obtenus permettra de trouver les valeurs des . rayons de giration pour une direction OL quelconque/ Remplaçons p, p,, c^ et c par leurs valeurs
et nous aurons l'équation en coordonnées polaires, r et (o, du lieu cherché :
XV \\ X* X
-i = -r- cos*a) 4- -r- sin*ci) — 2cos<')sinw-7y.
Le facteur X* peut être supprimé; si Ton multiplie ensuite par r% et qu'on l'em place rcoso) pai* x et rsino) par y, on aura en définitive pour l'équation du lieu en coordonnées rectangles
équation d'uncr t^onrbe du seâ^nd, ordre, qui est nécessairement fermée, puisqm M nyoQ» r ne peuvent être infinis (i). C'est donc une ellipse. Si, jfxmun^- ra Ta supposé, l'origine 0 est le oeâtre de gravité de la sectkû, on appellera cette ellipse VelUpse centrale d'inertie de la seetion. Les dimetisions en sont encore indéterminées, car elles dépendent de la quantité X qui est arbitraire.
(1) Sauf dans le cas où la section se réduirait à une droite sans épaisseur^ cas inadmissible dans les applications.
On peut simplifier l'équation en prenant pour axes des x et des y les axes principaux âe l'ellipse ; elle devient alors de la forme
Dans cette équation, a est iiivei'seinent proportionnel au rayon de giration de la section aulour du nouvel axe OX, et />, inversement proportionnel au rayon de giralîon autour du nouvel axe 0¥. Les
'fuaulilés — , -^ sont les rayons de tjiration principaux de la surface. Avec cette orîeniation particulière des axes, la somme M = \\rydx(li/
est égale à zéro : nous avions déjà reconnu (§ 54. "O'e) qu'il était toujours possible, en faisant un choix convenable d'axes, de satisfiilre à cette condition.
Ces résultats sont tout à fait analogues à ceux que l'on obtient
dans la dynamique des solides invariables pour l'ellipsoïde d'inerte.
48, Remarque sur fa axes de symétrie. — Si l'aire donnée a
F}j. 31. un !ixe de symétrie XX', cet axe passe par
» .. son centre de gravité 0, et de plus il est l'un
\ des îixes principaux de l'ellipse centrale. En
o eflét, l'intégrale y.'^ydxdy, prise relative-
^ ineiit ù cet axe considéré comme aie des x,
,^. / ''l^ est nulle ii cause de la r-yriiétriû, piiigtju'i'i
tf tu^di^febt 'mpWpciel drdij situé d'un cOlé de l'axu, cuii'es|iniii]
""^Jmc'iit Vj;:d (/*//«/. .lyanl mêpne JT, niais ayaoff ■ 'yl 1,11 -soniiiir des i'Ii'mi'juIs êyhjèlrique» xydxUy ;jprîs'deux à deux étant mille, il en psi de mO^uie de l'HiK^^M-aliî lotalu. Si la surface donnée a deux axes de symétrie, faisant entre eux un angle différant d'un angle droit (auquel cfis faisurface a nécessairement encore d'autres axes dti symétrie, qu'il est facile de déduire dés deux premiers), leliipsf d'inerlie aura deux axes principuux non rectangulaires, cr qui indiqui- qu'elle >r nhliiit à un cerclt: II résulte de là, conuiif corollaire, (|iie \'e//i/>se (Finertie d'un
polygone régulier quelconque est une circonférence^ et que le moment d'inertie de la surface est le même autour de toute droite menée dans son plan par son centre de gravité. On voit aussi que le moment d'inertie polaire du polygone, par rapport à un axe mené par son centre de gravité perpendiculairement à son plan, est double du moment d'inertie par rapport à toute droite menée par le centre de gravité dans le plan de la figure.
Jusqu'ici, nous avons défini l'ellipse d'inertie de forme, et non de grandeur. 11 est utile de faire une convention relativement à la quantité arbitraire X; nous ferons X' = p,p^, c'est-à-dire X* égal au produit des rayons de giration de la section donnée autour de ses axes principaux d'inertie ; on a alors
Px
Fig. 3i.
Le rayon de giration p de la section autour d'une droite ON sera donné par l'ex-
pression on =7^^ = ô\F* ^^^^^ *^*°' ^^~
' - ,r h-x "^ ON - OiN - ON
lipse le rectangle des axes est équivalent au parallélogramme construit sur un système de diamètres conjugués ; menant donc OM, diamètre conjugué à ON, nous aurons
. ON xOMx sinNOM =; OAx OB = a6.
yDjOBC
^ = p = OMsinNOM = MP,
distance du point M à la droite ON. Le choix de cette ellipse particulière d'inertie permet donc de poser la règle suivante : Le rayon de giration de la section autour dune droite quelconque passant par le point 0 est égal à la distance de cette droite à I extrémité du diamètre conjugué à sa direction.
MOMENTS DINERTIE.
49. Théorème. Le moment d'inertie I autour d'une droite AB,qui
ne passe pas par le centre de gravité de la
section^ s'obtient en ajoutant au moment
d'inertie autour d'une droite CD, menée
par le centre de gravité parallèlement à
AB, le produit de l'aire û de la section par
le carré de la distance OE des deux droites.
Ce théorème, analogue à celui qu'on établit en dynamique pour
la relation entre les moments d'inertie d'un solide pris autour d'axes
parallèles, se démontre exactement de même pour les surfaces. Le
moment d'inertie d'un élément F par rapport à AB est
rr ;
dxdy X FL* = dxdi/ (FR* + 2FK x RI. + RL*).
Pour avoir le moment d'inertie par rapport à AB, on fera donc les trois sommes des produits dxdyxYïJ^ 2dxdi/x¥iLxKL^ dxdyxîJ?. La première somme, étendue à tous les éléments de la section, est le moment d'inertie de cette section par rapport à CD ; la troisième, dans laquelle le facteur KL^ = OE^ est le même pour tous les éléments, donne le produit par OE^ de la surface totale Û de la section. Enfin la seconde somme est nulle; car, en faisant sortir de la somme le facteur commun 2 KL, on doit étendre à toute la sariace la somuie des moments élémentaires, dxdi/ x FK, par rapport à la droite CD ; la quantité FK doit être prise positivement pour les points situés au-dessus de CD, et négativement pour les points âtués au-dessous. Le résultat de la sommation est le pnoduit de la surface entière par la distance à CD du centre de gravité 0 de la sarface.x'jip^t-à-dixe par zéro, et le théorème est démontré.
50. Recherche du moment d'inertie du triangk équilatéral ABC par rapport à une droite passant par son centre de gravité 0. La figure ABC étant un polygone régulier, le moment d'inertie cherché est le même, quelle que soit la droite par rapport à laquelle on le prenne. 11 suffit donc de con-
TRIANGLE ÉQUILATÉRAL
sidérer la droite FA, médiane du triangle. Le point 0 se trouvera au tiers de FA à partir du point F, milieu de la base BG.
Soient E, 6, les milieux des autres côtés; nous décomposons, en joignant EN, EF, F6, le triangle donné en quatre triangles équilatéraux égaux entre eux, et dans lesquels les centres de gravité sont aux points 0, 0', 0", 0'". Soit I le moment d'inertie cherché, V le moment d'inertie d'un des petits triangles par rapport à sa médiane. Nous aurons, en appliquant le théorème précédent,
il' étant la surface de l'un des petits triangles.
FH est égal au quart du côté c du triangle donné ; Q' est aussi le quart de la surface Q de ce triangle. Donc enfin
Mais les petits triangles sont semblables au grand, et comme les sommes I ont quatre dimensions linéaires iy^dxdy) , I est à V comme l'unité est à la quatrième puissance du rapport de similitude, qui est
ici -; donc
r = i = l Remplaçant dans Téquation, il vient
Le rayon de giration du triangle éqtinatëral autour de toute droite
menée par son centre de g&vité est donc égal à
Cet exemple montre qu'on peut quelquefois éviter l'emploi du calcul intégral dans la recherche des moments d'inertie.
Moment d inertie d'un polygone régulier. — Le moment
d'inertie d'un polygone régulier est le même par rapport à toute droite menée dans son c _B- plan par son centre 0 : c'est la moitié du
/» N moment d'inertie polaire du polygone par
rapport à ce point 0.
■ Soient
.VB = a le côté du poly^ne, OC = h Tapothème, n le nombre des côtés.
La surface û du polygone sera égale à - na/i.
Soit I le moment d'inertie polaire. Si au polygone donné nous substituons uu polygone semblable concentrique, dans lequel les dimensions a et A deviennent respectivement a + da^ h + rfA, le moment d'inertie I par rapport au centre s'accroîtra de la somme des moments d'inertie, par rapport au même point, des bandes additionnelles ABB'A', qui s'ajoutent à chaque triangle OAB. Ces bandes sont assimilables à des rectttlglM qui auraient pour base AB = // et pour hauteur CC = dh. Leur surface est donc adh, et leur moment d'inertie par rapport à leur centre de gravité, qui est infiniment voisin du point C, est
adn X —T.
Ajoutant le produit adh x h* de la surface par le carré de la distance de son centre de gravité au point 0, on a le moment d'inertie de la même surface par rapport au centre 0 du polygone.
Donc
dl = nadk X
Mais les deux variables a et h sont dans un rapport constant, et uous pouvons remplacer a par kh^ k étant une constante. On en
MOMENT D'INERTIE
déduit
d'où résulte, en intégrant, ou bien
Prenant la moitié de cette somme, on aura le moment d'inertie cherché
En fonction du rayon R du cercle circonscrit et du nombre îi de côtés, on aurait
h = Rcos -,
a = 2Rsin-, n
et
I, = -/iR*sm— (-cos*-4-73sni*-).
2 71 \4 71 12 nj
Applications parficulièrps.
Triangle équilatéral :
a côté,
h apothème =
Carré
a côté,
DES POLYGONES RÉGULIERS
Hexagone régulier :
a côté.
Cercle :
52. Comparaison des polygones réguliers d* égale superficie^ au point de vue de r inégalité des pressions locales développées par une force normale P.
Soient û, Taire commune à tous les polygones considérés ;
c, le rayon de giralion de cette aire par rapport à une droite quelconque menée par son centre dans son plan ; jD, la distance du centre au point d'application de la force P.
La pression par unité de surface R, au point dont l'abscisse est /-, est donnée par la formule
p est une fonction de Û et du nombre de côtés du polygone. L'inégalité de la distribution des pressions peut être évaluée de deux façons : 1* par l'inclinaison plus ou moins grande du plan dont les
ordonnées représentent les valeurs de R ; 2* par l'écart entre la pres-
p sion moyenne ~ et la pression au point le plus chargé.
Ces deux méthodes de comparaison conduisent à des résultats différents, comme il résulte des tableaux suivants.
fM
||eo
COLON
Cercle.
COLONMB 8.
Si Ton adopte le premier point de vue, on pourra représenter l'inégalité par les nombres
10^38 pour le triangle équilatéral, 12 pour le carré, 12,45 pour rhexagone, 12,50 pour le cercle.
L'inégalité s'accentue de plus en plus à mesure que le nombre de côtés du polygone augmente.
Si l'on adopte la seconde définition, il y a lieu de distinguer deux cas : lorsque la force P est appliquée en un point d*une droite menée du centre du polygone à l'un de ses sommets, l'inégalité cherchée
est représentée par les coefficients
9^12 pour le triangle équilatéral, 8,46 pour le carré, 7,72 pour riiexagone, 7,03 pour le cercle.
Lorsque P est appliquée en un point de 1* apothème, l'inégalité est au contraire représentée par les coefficients
6 pour le carré, 6,69 pour rhexagone, 7,03 pour le cercle,
. qui varient dans le même sens que les coefficients d'inclinaison du plan représentatif des pressions R.
Pour un cercle évîdé concentriquement, si a et o' sont les rayons de la circonférence extérieure et de l'intérieure, on aura
et, au point le plus chargé x^=a^
Le coefficient d'inégalité est représenté, dans la première défij nition, par le nombre
/2a«__iy
et dans la seconde par le nombre
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nombres qui peuvent être reodus chacun aussi petit qu'on voudra eD prenant le rayon a sufGsamtnent grand.
MÉTHODE GRAPHIQUE POUR TBODTER, PAR QB^ QUADRATURES, LES MOMENTS ET LES MOMENTS d'IKERTIE DES AIRES PLANES PAR RAPPORT A DES DROITES MENÉES DANS LEUR PLAN.
â3. Soit W l'axe par rapport auquel on prend les mODients ; GH le contour donné. Menons arbitiairemenl '^' une droite 00', perpendiculaire à XX,
p^ une droite CD parallèle à XX, à . me^â^nce arbitraire 00' = a. Soit JuHj^ un élément de la surface considérée, limité entre deux droites infiniment voisines, AB, A'B', menées parallèlement à l'axe XX.
Faisons GV=x, W=dx, AB=y.
Le moment de ABB'A' par rapport à XX est xydx% te moment d'inertie est x^yilx.
Joignons OB. Par le point A menons AE parallèle à OB, jusqu'à la rencontre de la droite CD. Joignons EO : cetie droite coupe AB en F; soit FB = y'. Par le point F, menons FE' parallèle à OB jusqu'à la rencontre en E' avec CD, et joignons OE'; cette droite détermine sur AB un point F'; faisons FB =y".
On déduit par cette construction une courbe (y) de la courbe donnée (a); puis une courbe (y") de la courbe (y).
Les triangles AEF, FOB sont semblables, de même que,les triangles FE'F, F'OB'; on en déduit les proportions
FB_W_OP FB_Or_ OP AB OE 00" FB OK' ~~ 00"
et par suite, en multipliant.
Donc
ay'dx = xydx,
a^y"dx = x*ydx.
et, intégrant entre les limites du contour,
a Wdx = \xydx, a* W'dx = \x*ydx. <
Le moment de l'aire donnée, comprise entre les lignes (a) et (^), est donc égal au produit par la constante a de l'aire comprise entre la courbe (p) et la courbe (y) , que l'on déduit de (a) par la construction indiquée pour le point F ; et le moment dMnertie de la même aire est égal au produit par a* de l'aire comprise entre (p) et la courbe (Y), déduite de (y) par la même opération. En répétant l'opération pour le point F\ on ramènerait de même k de simples quadratures la recherche des
intégrales Xx^ydxy yc^yda:^ etc.
Construction graphique de t intégrale double sXxydxdy
Soient MN, le contour donné;
OX, OY, les axes rectangulaires;
OP = a:, l'abscisse, et PC =y^, PD=y^, les ordonnées corres-
V pondantes du contour.
En faisant d'abord varier y seul , V on a à faire l'intégrale
Fig. 37.
xdx\ ydij = - xdx [y,^ — y^^j .
Il reste à prendre l'intégrale de - xy^dx le long de la courbe MDN,
GRAPHIQUES
et l'iotégrale de - xy^dx le long de MGN. Menons à distance ai-
bitraire OY = a une parallèle YX' à l'axe OX. Prolongeons PD jusqu'à la rencontre en E avec YX', joignons OE, puis menons DF parallèle; joignons EF, et menons DG parallèle ; enfin prenons PD' = PG sur l'ordonnée PD. Cette construction, appliquée à tous les points du contour MDN, conduira à tracer le contour mD'n ; je dis que les aires
de ce nouveau contour sont proportionnelles à l'intégrale \ y^xdx prise
le long du premier.
En effet, les parallèles OE et FD, EF et DG, donnent
PG_py PF PD PF ~" PE' PO "" PE'
ou, eo faisant PG = y' et en multipliant membre à membre,
Donc
et par suite
Construisons de même un contour mG'n, déduit de la ligne inférieure MCN; il suffira pour trouver \\xydxdy d'évaluer l'aire comprise à l'intérieur du contour fermé mD'nC'm, et de la multiplier par - a*.
Si l'axe OY traverse la figure, il faudra se rappeler que chaque élément - xy^dx a le signe de x ; l'ordonnée auxiliaire y' doit donc avoir aussi le signe de l'abscisse (i).
(1) V. jissociation française pour ravaneement des sciences, coRgrès de Lille, 187 1, p. 1193.
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PLANIMÈTRE d'aMSLER (l).
55. Le planimëtre de M. Amsler, ingénieur à Schaffouse, a poar
objet l'évaluation des aires planes.
^^*' ^^* L'appareil repose sur le principe sui-
' S: V , vaut :
\ /*• r^ i; ^ Soit AB le contour fermé, tracé dans
\/^' un plan, dont on se propose d'évaluer
\ la surface.
,y è^ ^ Imaginons qu'une droite CD de lon-
gueur constante se meuve en conservant ses deux extrémités C et D, Tune sur une courbe fixe LL', l'autre sur le contour AB.
Considérons deux positions CE, CD' infiniment voisines de la droite mobile ; évaluons l'aire GG DD' engendrée par le mouvement de la droite quand elle passe de la première position à la seconde. Elle Se compose de deux parties : l'une CC'ED est un parallélogramme engendré par la translation de la droite CD, qui l'amène à passer au point G. L'autre est im triangle GED\ engendré par la rotation de CE autour du point C\ rotation qui ramène l'oixtrémitéE de la droite au point D' qu'elle doit définitivement occuperi Soit CD = L; appelons dh la distance des parallèles CE, CD, ^ jlai rabgle EC'D'. L'aire flftmen taire d(o = GDD'C aura pour mesure
Supposons qu'on fixe sur CD, dans un plan perpendiculaire à cette droite, une roulette F, qui, dans le déplacement de la droite, roule sur le plan de la figure quand le point F se meut perpendiculairement à CD, et qui glisse au contraire sans tourner lorsque le point F se déplace dans la direction de CD. Un compteur porté
(1) Voir aussi dans les Annales des ponts et chaussées, année 1872, t. III, p. 223, la description des appareils de M. Marcel Deprez^ donnant à volonté Taire, le moment et le moment d'inertie des surfaces planes.
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par riûstniment permet d'évaluer les arcs décrits par la roulette. Soit dQ l'angle dont elle tourne autour de son axe en passant de la position F à la position F ; si R est son rayon, R(/B est la longueur de Tare qu'elle applique sur le plan du papier. Or cette longueur est égale à dA, dans le passage de la position F à la position G sur la droite CE ; la composante du glissement parallèle à la droite CD ne contribue pas, en effet, à faire tourner là roulette, et la rotation correspond exclusivement au déplacement normal, qui est é^ à dh. Dans le second mouvement, qui amène le point G au point F, la roulette applique sur le papier un arc égal à Xda, 1 étant la distance CF = CF. Donc
(«j Rd0 = dA-fXda.
Eotre les relations (1) et (2), éliminons dh; il viendra
(3) dto — RLcZO = (l L« — \l\ da.
L'intégrale nous donne par conséquent
(4) co = RLO + ^fiL«-XL^
dot.
Or, si Ton fait parcourir au point D tout le contour de la figure At les éléments dco étant pris positivement quand ils augmentent Tdire déjà balayée par la droite mobile, et négativement quand ils
la diminuent, la somme algébrique xdco sera la différence entre les
sommes positives et les sommes négatives, c'est-à-dire l'aire cherchée.
Quant à \da,c'estrangletotaldécrîtparla droite CD;c'estdonczéro si
la droite CD est revenue à sa position primitive, sans avoir fait le tour entier du point C. Ceci suppose le point G extérieur à Taire qu'on veut évaluer. Si, 9d contraire, le point G se mouvait intérieurement à Taire AB, la droite CD ferait un tour entier pour revenir à sa position primitive , et alors Vda serait égal à 2?:. On aura donc, suivant les cas,
(5) w = RLO,
OU
(6) 10 = RLO + ^i-L» — >.L^ X 27C,
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formules .qui donnent la somme algébrique de? aires comprises entre la courbe directrice LU et le contour donné.
M. Amsler prend, en général, pour courbe directrice un cercle décrit d'un point fixe comme centre , ce qui revient à attacher le point C à une tige rigide pivotant autour du point 0. Dans ce cas, si le point 0 est intérieur au contour {/ig. 4o) » il faut avoir soin d'ajouter à l'aire o, donnée par l'équation (6) , l'aire du cercle décrit par la branche OC de l'appareil •
FIg. 39.
Fig. 40.
RÉSUMÉ DE LA THÉORIE DES POLAIRES RÉCIPROQUES
56. Étant donnés dans un plan un point P et une courbe du se- Fig. 4t. cond ordre A, on appelle polaire du point
par rapport à la courbe le lieu des points de rencontre M des deux tangentes HB^.MC, menées à la courbe aux points' $vO$ G, où elle est coupée par une transversale quelconque PQ, menée par le point P {fig. 4i et 4«)«
Ce lieu est une droite lllî,-qui passe pai* les points de contact de la courbe avec les tangentes issues du point P.
La droite MN et le diamètre PO, passant par le point P, sont parallèles à un système de diamètres conjugués de la courbe.
Le point P est appelé Pâle de la droite MN. — A chaque point P correspond une polaire; à toute droite MN correspond un pôle.
Les principales propriétés des pôles et polaires sont les suivantes :
PB PC
IB îc'
en d'autres termes, les points P et 1 seront conjugués harmoniques par rapport aux extrémités B et G de la corde BG. 2* Toute droite menée par un point P
a pour pôle un point de la polaire du point P, et tout point pris
sur une droite MN a pour polaire une droite passant par le pôle P de
la droite MN.
Ces théorèmes sont très-faciles à démontrer pour le cercle; on peut
les étendre ensuite aux courbes du second ordre par la méthode des
projections coniques.
57. Supposons que le point P soit mobile, et qu'on lui fasse décrire
une certaine courbe EF. A chaque position du point P correspondra une polaire partitulière MN, et quand le point P décrira la
; courbe EF d'un mouvement continu, la droite MN enveloppera une courbe E'F, lieu des intersections de ses positions successives. Ces courbes EF, E'F', sont dîit^polaires réciproques par rapport à la courbe 0 ; elles sont réciproques, parce que si l'on faisait décrire la courbe E'F par un point mobile, la polaire de ce point envelopperait la courbe EF.
Si la courbe donnée e^MM ellipse ayant pour équation
l'équation de la polaire correspondante à un point (Xp YJ sera
Si le point (X,, YJ est pris sur la courbe elle-même, la polaire correspondante est la tangente à la courbe en ce point.
Ff
antipolaire.
Fit'. 44.
59. Rappelons enfin la propriété suivante; Si 0 est le centre d'une
courbe du second ordre, P un point quelconque, et MN la polaire de ce point par rapport à la courbe, la droite PO coupe
/^, la courbe et la polaire en deux points Set R vérifiant l'égalité :
POxRO=ÔS*.
Si la courbe du second ordre n'a pas de centre, le point S est le milieu de la distance PR, comptée sur le diamètre mené par le point P.
Ces propositions sont de simples corollaires des théorèmes que nous venons de rappeler.
60. On appelle antipolaire d'un point P par rapport à une courbe du second ordre, la droite M'N', symétrique de la polaire MN du point P, par rapport au centre de la courbe-, le point P est Yantipdle de la droite M'N'.
APPLICATION DE LA THÉORIE DES POLAIRES RÉCIPROQUES A LA RECHERCHE
DU NOYAU CENTRAL d'uNE SECTION DONNÉE.
61. Nous supposons la section donnée, GH, limitée à un contour convexe. Soit 0 le centré de gravité, OX, OY la cfirection des axes principaux d'inertie de la section. L'équation de l'ellipse d'inertie AB sera
Mn
X aet'b sont liés aux rayons de giration principaux par les relations
p,a = X« et p,6 = X«,
X étant une longueur arbitraire, que nous prendrons égale à y^p^py ,ou à y/ab.
RECHERCHE DU NOYAU CENTRAL. l>>
Soient X^, Yj, les coordonnées du point de passage C de la résultante P. La pression locale sera donnée par l'équation
et la droite lieu des points pour lesquels la pression est nulle auia pour équation
Remplaçons dans cette équation p^, p, par leurs valeurs 7- » - ♦
puis disposons de l'arbitraire 1, comme nous l'avons dit tout à
Fheure, de manière à avoir t = «» ce qui donne aussi — =b. I/é-
quation
deviendra
XjX
lif + Xl^ .1. i - 0
Or cette équation représente , dans r ellipse particulière qui correspond à\^=:ab^ la polaire du point dont les coordonnées sont — X, et — Yj, ou l'antipolaire du point d'application de la force P.
La droite le long de laquelle R = o, correspondante au point de passage C de la force P, est donc lantipolaire iMN de ce point C par rapport à l'ellipse d'inertie.
RECHERCHE DU NOYAU CENTRAL
Pour trouver le contour cherché G'H', on fera rouler une droite Fig. 46. MN sur le contour GH de la secticn
sans l'y laisser pénétrer, et on construira le lieu décrit par le point G, antipôle de la droite MN, Cela revient à construire d'abord le point Cp pôle de la droite MN, et à construire ensuite le lieu du point G, symétrique de G.
parrapport au point 0. Le lieu du point Gj est la polaire réciproque du contour GH; le lieu du point G, qui est le contour cherché, est par consé* quent F antipolaire réciproque du contour de la section donnée.
Si le contour GH est symétrique car i-apport aux axes OX,OY, le lieu des points G, coïncidera avec son symétrique. G' est ce qui arrive pour le losange, le rectangle, le cercle ou l'ellipse.
Ainsi se trouvent justifiées les règles posées au § 4o pour le tracé du contour G'H'.
ANALOGIE AVEC LA THÉORIE DES CENTRES DE PERCUSSION
(V2. On sait que lorsqu'un corps solide libre reçoit une percussion P, dirigée suivant une droite PG quelconque, son mouvement initial comprend :
1 ° Une translation générale, dont la vitesse est parallèle à la perçus-
Fiq. 47.
sion P, et est égale à ^tj, M étant la masse totale
du corps;
2» Une rotation autour d'une droite OF passant par le centre de gravité 0; cette droite est, dans relllpsoïde central d'inertie, le diamètre conjugué du plan POG, conduit par le centre de gravité 0 et la direction de la force P.
• Supposons que les droites PG et OF soient rectangulaires.
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V Les deux mouvements i^l ameutai les du solide peuvent alors se
composer en un senl; pour cela, ruenoçig par la droite OF un plan FOC peq)eDdiculaire h. la percus3io(tP, ou à I& vitesse de translation; les deux plmis FOC, OPG, se coupent suivant une droite OC; prolongeons cette droite, et cherchons sur son prolongement un j^ point H qui reste immobile lorsqu'on îiïi fait subir & la fois les deux n' aiouvements élémentaires communiqués au système. Si v est la vitesse de translation, et u la vitesse angulaire de rotation autour . de OF, on voit que le point H sera défini par l'équation
f L étant 1« pied de la perpendiculaire abaissée du point H sur l'axe OF.
' Du pointe abaissons CM perpendiculaire sur OF, et appelons MK'
le moment d'inertie du solide par rapport à l'axe OF; nous aurons,
en prenant 1k momeots des quantités de mouvement par rapport à
l'axe OFt
et par conséquent HL x MG = K' , ou encore HO X OC X sin» FOC = S,
relation géométrique qui lie les points conjugués H et C.
La droite HK est l'axe autour duquel le solide commence à tourtUT, comme si cet axe était fixe ; le point C , qui lui correspond , est (q)pdé le centre de percussion du corps par rapport à cet axe. Si l'axe HK était réellement fixe, la percussion P, appliquée au pointC, perpendiculairement au plan HCK.ne produirait sur l'axe HK aucune pression, car le monvement naturel du corps serait, dans les premiers instants, une rotation autour de cette droite HK.
CENTRE DE PERCUSSION
Fig. 47.
L'ellipsoïde d'inertie est coupé par le plan RHG (fig. 4^) siiiYant
une ellipse ABA'F (fig, .47)»*âaiis laquelle les droites OV^^^^ fc^a^a^ ^ksystème de diamètres^xwp]gt}$t«: .
63. Cela étant, reveqoiiMkiyiiiF^j^ bution des pressions daga^ l'étendue '^ d'une section donnée; Té^fation de la ligne pour laquelle on, a R ={p e&i
Xi^ ^ Y,y ^ , _
pV
Elle est, dans l'ellipse centrale (fig. 47)9 parallèle au dtamètre.OF,« conjugué de la droite OC.
Soit HK cette droite.
Nous pouvons regarder la section donnée comme un solide infiniment mince, ayant une masse égale à l'unité pour chaque unité de surface ; l'ellipsoïde d'inertie correspondant à ce système invariable a pour plan principal le plan de la section, et si l'on applique au point C une percussion P normale à ce plan, la direction P sera bien perpendiculaire au diamètre OF conjugué du plan OPG dans l'ellipsoïde d'inertie. Prenons encore pour cette ellipse centrale l'ellipse particulière dans laquelle le demi-axe OA = py, et le demi-axe OB = p,; la droite HK est alors la polaire du point C, symétrique du point G» et le produit HO X OC, ou HO X OC, est égal à ÔP.
Multipliant par sin' FOC, il vient
HO X OC X sin« FOC = Ôï' x sin« FOC.
Mais (S 51)01xsinF0G, distance du point 1 de l'ellipse à la direction OF du di.amètre conjugué de 01, est égal au rayon de giration K de la surface par rapport à OF.
Donc
01 X sin FOC = K,
et par suite
HOxOGxsin«FOC = K«,
D'UNE SURFACE
relation qui lie la position de l'axe HK à celle du centre de pression correspondant.
Le point G est donc le centre de percussion de la section donnée par rapport à la droite HK, pour laquelle la pression est nulle.
On reconnaîtrait facilement aussi que le point G est le centre de pression de la paroi plane formée par la section donnée, si on la suppose baignée par un liquide homogène pesant, dont la surface libre passe par la droite HK.
RÉPARTITION DES PRESSIONS SUR LES SECTIONS HORIZONTALES
D'UN SOLIDE QUI NE PEUT RÉSISTER A AUCUN EFFORT D'EXTENSION (MASSIF DE MAÇONNERIE).,
6A. Nous avons vu (S 35) que, pour un massif de cette nature, rhypothèse qu'on doit adopter cûDsiBie à admettre que les pressions locales sont en chaque point, ou nulles, ou représentées par les ordonnées positives d'un plan R = Ao: + By + C. La fonction R ne peut plus être alors donnée par une seule et même expression analytique.
Supposons donc la force P appliquée en dehors du contour-limite qui correspond aux pressions positives (§ 45). Pour trouver les valeurs de A, B, G, il faudra reprendre les équations (5), (6) et (7) du § 32, dans lesquelles les intégrales doubles seront étendues seulement à la portion de la section qui se termine à la droite A2: -f- By -f G = o.
Il résulte de là que les inconnues A,B,G entrent non-seulement dans les coefficients des équations (5) (6) et (7) , mais encore dans les limites des intégrales indiquées. Aussi le problème est-il beaucoup plus complexe» et conduit-il , dans la plupart des cas, h poser des équations transcendantes qu'on ne sait résoudre que par ta tonnements.
Nous traiterons d'abord le problème pour la section rectangulaire, lorsque la force P passe en un point G de l'une des médianes FG. C'est le cas qui se présente le plus fréquemment dans les applications (i).
Soit 0 le centre de gravité du rectangle, au milieu de la médiane F6.
Soient OG = p, et AB = aa.
Si p est moindre que ^ , la section entière subira une compres-
Fig, 48.
sion.
Si j9 = =, il en sera encore de même, mais
la compression sur l'arête BD sera nulle ; le point G est alors, au tiers de la médiane GF.
Si enfin/) > « la formule R= - f
donnerait sur l'arête BD une compression négative, ou une tension, résultat que nous supposons inadmissible.
Posons
FG = g =a^p;
P étant > ^, q sera < j.
(1) On s'exposerait à de graves erreurs, en youlant traiter cette question au moyen do principe de la superposition des effets des forces. Ce principe n'est applicable qu'aui systèmes élastiques, où i'eiïet d'une force est proportionnel à cette force^ et change de sens en même temps qu'elle. Ici, au contraire, refTct n'est produit que dans un seul sens , et il est constamment nul pour le sens contraire. La proporUonnalité entre la force et l'effet n'est donc plus traie d'une manière absolue.
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Prenons sur la médiane, à partir du point F» une longueur FH = FG X 3 = 3^, et par le point H menons la drdUe IL, parallèle au cdté AE du rectangle. Supposons actueU^gient qu'on supprime la portion BLID de la section donnée, de *i^&âm à la réduire au rectangle AEIL Ce nouveau reotangle, traité à jiArt, est sollicité par la force P en un pomt G, qui est, par construction, au tiers de sa aièdiane FH. Donc les formules appliquée» à ce rectangle donnmnt sur l'arête IL une pression nulle «^ et en tous les autres points une pression positive. La Q^oo supprimée ILBD n'intervenant pour rien dans le développement des forces moléculaires qoi équilibrent la force P, ne 8ul)^t en aucun point ni tension, ni pression.
■■ lia iaobtion du problème consiste par conséquent à construire un redtan^Ieayaiâ pour côté 3^, et à appliquer la formule à ce rectangle réduit» âails i^oçeaper de la portion retranchée.
Le rectangle réduit a peut centre de gravité le point O', milieu de HP, et la quantité p à inti'oduire dans la formule de répartition est maintenant CVG. Or
^^ 0'C = OT-FC=|!-g=ig.
e demf-côté du rectangle AL eàt égal à - 9, et c'est cette quantité qui doit remplacer a.
La section de ce rectangle est
et enfin, en compâint les â? à partir du point (X, la répartition des ^ipressions sera donnéfiij^r l'équation
iOS RÉPARTITION DES PRESSIONS
Si on Mt,x = - ^, on a ^ = 'Fr'X ^ i ^'^^ 1^ maximum de là
pression sur Tarète AE la plus voisine de la force, maximum égal au
double de la pression moyenne ; et x = q donne R = o, pour
l'arête fictive IL La formule ne doit pas être étendue à des abscisses
négatives plus grandes en valeur absolue que - q.
La déformation du solide s'opère alors seulement sur la région ALIE ; la partie située au-dessus du plan de la section tourne, par suite delà déformation, autour de la droite IL, et les joints dû', massif s'ouvrent dans l'intervalle des deux droites IL et BD*
Cet effet est i-endu sensible dans les voûtes, par les lézardes qui se produisent souvent à travers les tympans, aux environs du joint de rupture, c'est-à-dire aux environs du point où la pression mur tuelle des voussoirs se rapproche le plus de la courbe d'intrados.
65. Nous résumerons comme il suit les règles à suivre pour trouver la pression en un point quelconque d'une section rectangulaire dans un massif en maçonnerie, lorsque la force F est contenue dans le plan de symétrie FG du massif. Soit G le point de passage de la force P. On mesurera la distance
FC du point G à la plus voidne des deux;, ''^- *'• arêtes AE,BD. *
On prendra le triple de cette distance, i*" Si 3FC est égal ou supérieur à FG, toute la
section est comprimée; la pression moyenne est
donc égale à ^ , et la pression maximum, qui a lieu dans tous les cas sur l'arête
AE, est au plus égale au double de la pression moyenne. «• Si 3FC est inférieur à FG, on prendra FH = 3FC, et on ne
tiendra compte que du rectangle limité à la droite IL. La pression
moyenne est alors égale à
FH X AE "~ 3 X FC X AE
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irij^ marimnin de la pression, ou la pression sur l'arête AE, est
^dtfoUe dèiBL pression moyenne, ou égaleà-x^r^ — r^.
est donc complète. On a pu la trouver sans difficulté, l^ïùroite IL, qui limite la zone à retrancher de la section, laisse àhi dèetion sa forme de rectangle, de sorte qu'on connaît d'avance la formule à employer.
On. peut remarquer que la dimension AE |du rectangle n'influe paà sur là. détermination de la droite limite IL. Les résultats obtenus jiaRe rectangle peuvent donc s'appliquer sans modification à un*; mur droit indéfini dans le sens AE, dans la longueur duquel les forces seraient uniformément distribuées. Pour faire la recherche des pressions locales, il suffirait de couper le mur par deux plans perpendiculaires à sa direction , et écartés l'un de l'autre d'une quantité arbitraire, par exemple, de l'unité de Iongueur. Les forces P doivent être alors rapportées à cette même unité de longueur, et les formules du rectangle sont applicables en y fai- .sant AE=i.
66. Pboblèiie. Trouver la valeur à assigner à la force P, appli-^ quée en un point G pris sur la médiane 6F du rectangle ABDE, pour que l'arête la plus chargée supporte une pression donnée, de R unités de poids par unité de surface.
Nous avons traité dans le § Ai un problème analogue pour les
sections où les eflbrts développés peuvent être positifs ou négatifs ; la solution est donnée dans ce cas par l'arc MNL d'une hyperbole, asymptote à l'axeO'X ainsi qu'à la droite T'H, menée perpendiculairement à la section par le point V au tiers de la médiane. Les ordonnées de cette hyperbole donnent, pour chaque point G situé à droite du point 0, la valeur convenable G'G" de la pression P qui produit sur l'arête AE la charge R par unité de surface. Au point 0 la force P
ISSiONS TOTAUBS >..2r^
point I', tiers de ta médiane F6, eHe est égale à r"Q= - MCf. U
courbe MCL', symétrique par rapport à MC, ^niio les raèraea indications relativemeat aux positioQB ^-poiat C à gauche du centre 0. Cela posé, tant que le point G reste compris entre les points 1 et 1', c'est-à-dire dans le tiers centrât de la médiane , la surface enT du rectangle est comprimée, et tes arcs d'hyperbole MQ eta résolvent encore la question, comme si la section' pouvait développer des eflbrts négatifs. La solution ne doit être modifia que pour les régions IF, l'G en detiors du tiers central. Prenons donc un point G entre I et F. La presùon produite par^U force P Impliquée en ce poiqt s'étend à une suriace ayant pour largeur AË, et pour longueur te triple de CF ; ta pression moyenne est alors
la pression maximum, laquelle s'exerce sur l'arëie AE, est double de ta pression moyenne, c'est-à-dire est égale à
3AExCF' L'équaUOQ du problème est donc, pour cette région,
JAExCF"""'
OU bien
CF-l"
I R X AIÎ,
quantité constante.
Kép/Mi^im Aïs pitESsioKs dans le cercle. m
";CeneéqBittioB'l«préaeD{e «ne droite qui, projetée sur le plan ver- ;^fiGB}, pane par. les points A' et Q. Il faudra donc substituer là ^ ^Ibite QA' à l'are indéfiui QNL d'hyperbole. La droite QA.' prolongée jos^n'à la seconde asymptote l'H de l'hyperbole ^IQL, est coupée aBppfntQ'en deux parties égales: olle esl donc laugente à l'hypeibole en ce point. La modification à apporter au tracé de la courbe (loM ies ordonnées représentent les valeurs successives de la force r "^ 'S^^an résumé, b. prolonger les arcs MQ, MQ' par des droites QA', s à ces arcsaux pftints OeiQ" (i).
atFAHTmo:! des pamn^s daks le cercle quand on n'adhJEt pas
-IMi PBESSIO^S ?JÉCATITES.
*!«■ '*'■ 67. Soit OA = 1 1r rayon du cercle donné;
^^-^l" OG^p, la distance du centre au point d'ap-
— ''~-ç, ',"— plîcatîon de la force 1*, distance supérieure k
-;—-!— j'p— ^TT-i central.
\ , / Supposons que la portion pressée de la sec-
rî--- ^ tion se termine à la droite FF, perpendiculaire
à la droite OC à cause de la symétrie. Soit OE = a.
Prenons pour axes la droite OC prolongée et la perpendiculaire OY. L'équation de la ré|)artition seia
R = A (x + a\ à droite de FP',
et
R = 0, â gauche.
Les quantités A et a sunt inconnues. Pour les déteruuner, on a les deux équations des forces et des moments, savoir,
\iRijdx = P et fsRyxdï = \*p;
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ces intégrales doivent être prises entre les limites x = — a et ar = + 1.
Substituant, il vient
2A r \ o^ydx H- a ^ ydx\ = P, 2A ( \ x^ydx + a \ xydx\ = Pp.
Pour faire les intégrations, il convient de changer de variabld;^^?r% Faisons jr = cos8; il en résulte yi=sm8, rir== — sinWB;'Xîlt'^' droite-limite FF' sera définie par une valeur 8' de l'angle 8, et l'on aura a = — cosO'. Les équations précédentes ^deviennent donc, en observant que la limite inférieure correspond à Q = 0' et la supérieure à 0 = 0,
2An^,(— cosOsin'OdO) — cosO'^ (— sin'OdO)] = P, 2A V (— cos'O sin«OdO) — ces 0' V (—ces 0 sin*OdO) = Vp ;
OU bien, en changeant l'ordre des limites et le signe des intégrales,
2A ^f\in»OcosOdO— cosO'f®'sin»Odo'\ = P,
iA n sin*Ocos'OdO— cosO'V sin*ecosOdOj = Pp.
Les quadratures indiquées se font aisément, et donnent
r^' • sn^n f^V^— COS20\ ,. 0' sin20'
\ sin»OcosOrfO = — - — ,
\®'sin*Ocos«OdO=C® jsln«20(iO= iV°'sin«20d(20) = i ^0'— ^^Y
Substituons dans les deux équations, puis divisons l'une par l'autre; A s'élimine, et il vient pour déterminer ^ Téquation
DÀiNS LE CERCLE.
6' siniO' ^,sîn»e'
sin»8'
rr = P-
« C'est une équation transcendante qu'on ne peut résoudre que par tâtonnemento
On sait d'avance que /> = j donne 0' = ic, tout le cercle subissant
alors une pression. On voit aussi que p = i donne ¥ = o, la région utile se réduisant à zéro quand la force P passe en un point du périmètre du cercle.
Pour rendre les calculs plus simples, on pourra remplacer sin* 6'
par ysinSO — ysinO. On obtient facilement le tracé de la courbe
suivante, dont les ordonnées p correspondent aux abscisses V :
ABçle 6* ^n «3egrés (^
Taïcnr corre!«pondinte de a en cenli«me£ du rayon — 100
Fig. 52.
ÏO*
fji
Vî:
RÉPARTITION DES PRESSIONS DANS LE TRIANGLE
Mêm$ problème pour une section triangulaire isocèle^ pressée en un point de sa hauteur.
68. Soit ABB' la section donnée, présentant la forme d'un triangle
isoscèle.
^ Cherclions la pasition qu'il faut donner au point de passage. G, de la force F sur la hauteur AD» pour que la base Blf soit la ligne de pression nulle.
Soit, en élévation, da la trace du plan de la base; v la trace du plan représentatif des pressions locales sera une droite de quelconque, menée par le point d. La force P doit passer par le centre de gravité g du volume compris entre la base ABK, le plan de^ et "^ les plaps latéraux; AB^AV, élevés perpendiculaire-
ment à la base. Go yoluvie est UD tétr&Mre, et son centre de gravité est le milieu de la droite qui joint les milieux de deux arêtes opposées. Prenons pour arêtes la droite (A, ae) et la droite (Bff ,ï2).J4a ^ droite di joint en projection verticale le point (D, <t) au milieu t de Tarète ae\ son point milieu, g^ est la projection verticale du centre de gravité, et, par conséquent, il sulDBra de projeter le point g sur ^^ la hauteur DA pour avoir le point de passage G de la force P cor-^* respondante.
De cette construction résulte que G est le milieu de AD. Le centre de gravité 0 de la section est au tiers de AD à partir du point D; la
distance OC est le sixième de la longueur AD.
p La pression moyenne — est celle qui a lieu au point 0 ; elle est repré-
mm
^'^* '^*" sentée sur l'élévation par oo. Donc la près-"
r v^b, sion maximuni a lieu au sommet A, et elle est
1 ^-^. . égale a —-.
\^y^ Si le point de passage G est compris entre
b' • le point A et le milieu 1 de la hauteur AD, la
section entière n'est pas pressée, et pour
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avoir la limite qui sépare les pressions positives des pressions nulles, il suffira de prendre CD, =:CA, et de mener B^B^ par le point Dj perpendiculairement à AI),. La pression maximum sera égale , 3P
surf. AB^B'j'
INUIGATION DUNE OBJECTION FAITE CONTEE LES IIVPOTHÈSES QUI SERVENT DE BASE A L\ SOLUTION GÉNÉRALE.
60. Soit (fig. 55) ABCI) un massif pesant, de forme prismatique,
,. ayant pour base AB un rectangle, et dans lequel
jj les masses sont distribuées de telle sorte, que
'" ^ la résultante P des forces verticales passe au
point E, au tiers de la dimension AB. Ce massif porte sur le sol MN.
E D N Supposons de plus que la dimension de la
base perpendiculaire au plan de la figure soit
égale à l'unité de longueur.
p La pression moyenne sur la base sera donnée par l'expression -j^,
et la pression sur l'arête B la plus chargée, sera double de la pres-
, »P àion moyenne, on égale à-rr^.
Considérons le même massif ABGD (fig. 5(5) ; mais imaginons que,
Kig. 50. sans modifier sensiblement les poids, on refouille
1, c la base sur le tiers AF de sa largeur, de manière
j ] que la partie portante de la base soit limitée à la
! région FB,.' et que la région AF ne soit plus en
I contact avec le sol. La base eflbctive sera ré-
M al_-/ e l'ii N duite à la dimension FB; la pression moyenne
sera donc égale à ^, et comme le point E tombe au centre de gravité de la nouvelle base, les pressions locales y
HO OBJECTIONS
seront unirorménient réparties. La modification opérée sur le mas^
a ainsi pour résultat de réduire la surface de la base, et d'augmenter
la pression moyenne, mais en même temps de rendre égales les
pressions en tous les points de la nouvelle base, de sorte que la
V 3P pression n'est nulle part supérieure à = ou à —^ tandis que
âP
dans le premier cas elle atteignait -^ sur l'arête B.
La réduction de la base entraîne donc comme conséquence une diminution de la pression maximum. La matière est mieux employée, d'après les formules, dans le second cas que dans le premier.
Certains auteurs regardent ce résultat comme paradoxal : le massif ayant une plus grande base dans la figure 55 que dans la figure 56, ils trouvent contradictoire d'admettre que la matière soit dans de meilleures conditions dans la seconde figure que dans la première.
Nous ne partageons point cette opinion. L'étendue des surfaces n*est une garantie de résistance que lorsque la répartition des pressions y est à peu près égale. Une plus grande surface peut donc être dans de moins bonnes conditions qu'une moindre, si la moindre surface est plus également pressée que la plus grande.
On a un exemple frappant de cette influence de l'inégalité des pressions, dans les enveloppes de chaudières ; lorsqu'elles ont une grande épaisseur, elles tendent à se déchirer sous une moindre pression intérieure qu'une chaudière de même diamètre et d'épaisseur plus petite, parce que l'inégalité des pressions développées dans le métal est d'autant plus grande que l'épaisseur est plus gi'ande par rapport au diamètre.
La remarque donnée comme une objection aux principes hypothétiques de la théorie ne suffit donc pas pour renverser ces prin-. cipes; mais elle montre par un exemple simple que l'intelligence des dispositions est pour les ouvrages une meilleure garantie de résistance que Texagération des dimensions, ce qui est confirmé par l'expérience de tous les constructeurs.
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70. Autre objection. — Dupuit, dans son Traité de F équilibre et de la stabilité des voûtes^ indique Tobjection suivante à rhypothëse de la répartition des pressions suivant la loi linéaire
pjp 57 Sur une base rectangulaire AB on élève
r. un massif auquel on donne en élévation
/ la forme ABC d'un triangle rectangle en
■ \^ B. Le poids P du massif est appliqué en
, ' • son centre de gravité G. Les pressions se
j^:y^-^y^ répartissent sur la base AB suivant la loi
pv vp. connue : la pression est nulle sur l'arête
A; elle est maximum sur Tarête B, et double de la pression moyenne — .
Cela fait, on élève un massif A'BG, symétrique du premier par
rapport au plan CB, de telle sorte que ces deux massifs se joignent
exactement suivant le plan BG, et qu'ils ne forment qu'un seul et
mâme massif.
^Si Ton prend le massif A'BG à part, les pressions se répartissent
sur le rectangle A'B comme sur le rectangle AB. En A', ou a une
pression nulle, et en B une pression double de la pression moyenne ;
la répartition sur la base totale AA' est donc représentée par les
aP ordoniiées du contour polygonal AlA', dans lequel IB = — •
Si, au contraire, on considère les deux massifs réunis en un seul, le poids 2P passe par le centre de gravité B de la base totale AA', et par suite la pression est également répartie ; de sorte que la ligne représentative des pressions est une parallèle an! à la base, menée à
p la distance Aa = -.
L'hypothèse du plan conduirait ainsi, suivant la manière de considérer le problème, à une solution ou à une autre.
Nous ferons remarquer que l'hypothèse de la construction après coup d'un massif A'BG faisant corps avec le massif ABC, de manière à réaliser les conditions d'homogénéité du massif total AA'G, construit
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par assises, est tout à fait inadmissible. Pour nous en assurer, imaginons qu'on ait construit le premier massif ABC sur un terrain couipressible, dont le tassement soit en chaque point propoii.ionnel à la pression qu'il subit. Sous l'iniluence de ce tassement, le massif prendra une certaine inclinaison vers la droite, et occupera la posi- „. ,, tion déviée AB'C, par rotation autour de Tarôte A.
( Il en serait d^ même du second massif Â'UC cousî- 1 ' déré seul ; il tendrait à prendre, s'il était isolé, une ' // >; inclinaison vers la gauche par i-olation autour de l'a- . rête A'. Pour ramener ces deux massifs à l'état où ils seraient s'ils avaient été construits ensemble, il fm* * ' " ■ 'b' drait rapprocher les faces voisines, et les ramener &
la position verticale, en détruisant leur incliiudson; les pressions mutuelles développées entre ces deux fsiç08» pendant l'opération du rapprochement, auraient pour effet de faii'e tourner les deux triangles en sens contraire des tassements pnmitiis, c'est- &-djire d'augmenter les pressions sur les arêtes éloignées A et K\ et de les diminuer sur les arêtes çontiguës B. Il est rare que dans les constructions on développe ainsi après coup des efforts oprreotifs de cette nature. On peut donc admettre que l'hypothàiSQ de Dupuit donne deux massifs juxtaposés, au lieu d'unmassif bomogàpe ; en définitive, la contradiction signalée n'existe pas, car deux p|tH positions ne peuvent être contradictoires que A elles ont rapppj;t à an seul et même objet.
L'exemple n'en est pas moins bon i>our faire voir, qu'en madère de construction, il y a lieu de tenir grand compte des procédés employés pour obtenir les systèmes matéiûels soumis aux calculs, de même qu'en dynauïique la solution des problèmes dépend des circonstances initiales.
A UNE TENSION
71, En général, on doit éviter d'exposer un massif en maçonnerie à des tractions qui tendent à séparer les pierres, à ouvrir les joints, et qui sont équilibrées seulement par la résistance des mortiers. Cependant l'emploi des mortiers de ciment permet, jusqu'à un certain point, de former des massifs capables de résister à des tensions. Le renchérissement des fontes (1873) a amené, par exemple, la ville de Paris h exécuter en maçonnerie des tuyaux de grands diamètres, où l'on admet Teau sous des pressions qui peuvent s'élever jusqu'à la limite de 10 mètres au maximum. Taàtôt le tube est fait en maçonnerie de meulière et ciment, tantôt en béton de ciment moulé sur place. La haute température dégagée pendant la prise des matières équivaut, pour ainsi dire, à une cuisson, et transforme le tube de maçonnerie en une sorte de tuyau de poterie, capable de résister sans se disjoindre à un effort intérieur modéré.
Les fortes épaisseurs nécessaires pour ce genre de tuyaux entraînent une grande inégalité dans la répartition des tensions. Cette localité s'accuse de plus en plus à mesure que l'épaisseur augmente, et ne permettrait pas d'étendre indéfiniment cette solution à des charges extérieures quelconques.
EN MAÇONNERIE
72. Reportons-nous au problème général de la répartition des pressions dans un massif pesant.
Les sections horizontales AB, que nous avons considérées dans le solide MN, peuvent être des sections idéales ou des plans de joint effectifs. Dans un massif de maçonnerie soumis seulement à des actions verticales, les plans de joint doivent être horizontaux. Si
Fig. 89.
il4 FROTTEMENT, COHÉSION.
en eflet on les dirigeait sous une certaine inclinaison CD, le poids
de la partie MGD du massif tendrait à faire glisser cette partie le long du plan CD ; le frottement est la seule résistance qui puisse s'opposer à cet effort, et le glissement se produirait dès que le plan CD ferait avec Thorizon un angle un peu plus grand que l'angle du frottement de pierre sur pierre. Cette tendance au ^ glissement n'existe pas lorsque les joints sont
horizontaux. Plus généralement, dans un massif soumis à des forces quelconques, on doit, autant que possible, diriger les joints perpendiculairement aux résultantes P des réactions mutuelles des parties voisines, et, sinon, leur faire faire avec ces résultantes des angles aussi peu différents de l'angle droit qu'on le pourra. La limite extrême inférieure de ces angles est le complément 'de l'angle du frottement.
Si le massif est exposé à des ébranlements, on devra adopter pour angle du frottement celui qui est relatif aux corps en mouvement» et qui est un peu moindre que celui qui s'applique aux corps en repos. Cette règle est suivie dans les constructions da génie militaire, qui ont à subir pendant les sièges les ébranlements causés par le tir du canon.
Un plan de joint fictif, au contraire, peut être dirigé comme on voudra. Nous pouvons imaginer qu'on coupe le massif par un plan CD complètement arbitraire ; il faudra encore que l'équilibre existe entre les forces sollicitant la partie MGD, et les forces moléculaires développées dans le plan sécant. Le poids de la partie MDC tend, comme tout à l'heure, à faire glisser cette partie le long de la section; mais si ce plan n'est pas une surface de séparation réelle des assises du massif, la résistance au glissement n'est plus seulement le frottement mutuel des deux parties en contact, c'est aussi la cohésion des matériaux, force avec laquelle le frotteinent ne saurait être confondu. En effet, le frottement entre solides est proportionnel à la pression qui s'exerce entre les corps en contact, et indépendant des surfaces sur lesquelles cette pression est répartie;
DIRECTION DES JOINTS
au contraire, la cohésion entre deux parties d'un même solide est proportionnelle à Tétendue de la surface de jonction de ces deux parties, et elle parait indépendante de la pression. Cetle distinction entre les deux forces permet d'apprécier la véritable influence de la direction des plans de joint sur l'équilibre intérieur d'un massif. Les plans de joint menés à travers un massif supposé primitivement continu sont des surfaces suivant lesquelles on supprime la cohésion naturelle des matériaux pour ne laisser subsister que leur frottement mutuel. On comprend d'après cette remarque que le tracé des surfaces de joint réelles n'est pas indifférent, qu'il peut modifier Téquilibre moléculaire d'un massif en maçonnerie, et que dans certains cas un tracé défectueux peut compromettre la stabilité des ouvrages. L'introduction des mortiers et des ciments dans les joints a, il est vrai, pour effet de créer une sorte de cohésion artificielle entre les assise; mais cette liaison ne se produit qu'au bout d'un certain temps, et il serait imprudent d'y compter d'une manière absolue. Le mortier donne un surcroît de résistance, répartit les pressions avec plus d'égalité, et empêche les porte-à-faux ; néanmoins un ouvrage en maçonnerie est mal construit si l'équilibre n'est pas assuré par la coupe même des pierres. On jugera de l'influence des mortiers sur la stabilité d'un massif en observant ce qui se passe quand on décintre une voûte. Lorsqu'elle est bien construite et qu'elle est restée longtemps sur son cintre, elle n'éprouve au décintrement aucun tassement appréciable, tandis que la même voûte, décintrée aussitôt après qu elle est terminée, subit une déformation qui porte tout entière sur le mortier contenu dans les joints.
Nous aurons à revenir, du reste, sur ces principes, dans la partie du cours consacrée à l'équilibre des maçonneries soumises à des efforts transversaux, telles que les pieds-droits des voûtes et les murs de soutènement.
TOUS BONDE D'ÉGALE RÉSISTANCE {t).
7S. On propose de trouver la foin
ik donnei
méridien AD
d'une tour pleine ABCD, pour que la pression développée dans cette tour soit la même en tous les points. Pour que le problème soit possible, il faut admettre que le haut de la tour, CD, porte une surcharge donnée N , également répartie sur le plan du cercle projeté suivant CD.
Prenons pour axes les droites OZ, OB; sur la première, nous compterons les abscisses s des diiïérents points E du méridien cherché, et parallèlement à OB, nous compterons les ordonnées E6 = r, rayons des parallèles engendrées par les points E sur la surface de révolution.
La hauteur de la tour 01 est une donnée de la question. Nous la représenterons par la lettre h. Soit ït la pression de la matière par unité de surface, et p le poids spécifique des matériaux.
Menons un plan horizontal EF, défini par son abscisse z. Ce plan supporte tout le poids de la partie du massif située au-dessus de lui, et en outre la surchai^e N. Si l'on divise celte charge totale par nr', on aura la pression moyenne dans la section EF; elle est la même en tous les points de cette section, pui:4que la résultante des actions exercées sur le solide GDFE passe par le centre de gravité G de cette section, et elle doit être égale à la pression donnée, B. L'équation du méridien cherché est donc
(i; PoDcelet, lairodmtion à la .Vieaniqiie inrluslriellf, p. SUS.
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OU bien
«r«R = N-hpvol.(CDEF).
DifTérentions cette équation, et observons que, quand la variable z s'accroît de sa différentielle dz = GG', le volume indiqué diminue de la tranche comprise entre les plans EF, ET', laquelle a pour mesure dz X T^r* ; la différentiation donne ainsi
ii:rRdr = — p x i:r*dZj
équation dans laquelle les variables se séparent ; écartant la solution idéale r = o, il vient poui* l'équation différentielle du méridien cherché
Intégrant, nous avons 1* équation en termes finis
lognép.I = -^r, ou enfin
Cette équation représente une logarithmique asymptote à Taxe OZ (i) . La quantité r^ est une constante arbitraire qui représente le rayon de la tour à sa base. Pour Féliminer, observons qu'au sommet
(I) Poocelet arrife au même résultat en montrant, par la simple géométrie, que la foofl-tangente de la courbe cherchée est constante. La section EF supporte le poids N + p (Toi. CDEF); la section E'F' supporte seulement le poids N + pvoL (CDET'). Comme elles sont toutes deux également pressées, la différence des deux secUons supporte, à. raison de R unDés de poids par unité de surface, le poids du volume compris entre les deux sections. On a donc l'équation
RXic(ëg' — Ë^*) =pxitÈG'xGG'.
Projetons le point E' en K sur le rayon EG; remplaçons ÊG* — TG'* par (EG — E'G') X (EG + E'G') ou par EK X (EC -f E'G'), ou enfin par EK x 2EG, en
TOUR RONDE
N de la tour, pour ^ = A, on a — j- = R, r^ étant le rayon Cl ; donc
Tir i
et par suite
VN -^h.
L'arbitraire r^ disparaît par la division des deux équations Tune par l'autre, et il vient
Proposons-nous de trouver le volume total V de la tour ; il faudra faire l'intégrale V Tzr^dz entre les limites 0 et A; mais
et
Trr'az = — rdr
L'intégrale est donc
V = !^(ro«-r,«),
r^ et Tj étant les rayons de la tour à la base et au sommet.
Ce résultat pouvait s'obtenir sans intégration; en effet, la base de la tour a une surface égale à iirj^ ; si on la multiplie par R, on aura la pression qu'elle supporte; or cette pression se compose du
remarquant que E'G' diffère inflniment peu de EG. Il viendra
EK X 2EG = ^ EG'xGG' = ^iG* X E'K.
EG '>c E'K 2R
Donc — =:= — = — . Menons la droite EE', qui à la limite sera tangente à la mé- EK p
ridienne, et prolongcons-Ia 'jusqu'au point T où elle rencontre l'axe OZ; les triangles
FP "^ E'K semblables EKE-, EGT donnent GT =^ — . Donc la sous-tangente A la méridienne
est constante et égale à — .
D'ÉGALE RÉSISTANCE
poicte de la colonne, c'est-à-dire du volume total V multiplié par p, ' de la pression N, qui est égale à n7-,'R. Donc
et par suite
y =^lr\-~r
Comme OD suppose N donné, le rayon r, s'en déduit; daosces conditions, le rayon à la base r, grandit indéfiniment à. mesure que h augmente, et le volume V de la tour croît indéfiniment avec h.
Si l'on fait N = o, oa pourra supposer A = oo , )a tour ne portant que son poids propre; r^, étant alore le rayon donné de la base, l'équation du,|aâridien sera
et le volume total de la tour, qui a une liauteur infinie, sera fmi et
^1 h ^. Ce.cas particulier n'est évidemment pas réalisable en
pratique.
•''B- •'■ 74. Cherchons à résoudre le même pro-
blème pour une tour creuse.
Nous supposerons que la partie creuse de la tour Foit un cylindre droit à base circulaire, HKLM, de rayon donné, OL.
La solution peut être obtenue directement; elle peut aussi se déduire de la solution relative à la tour pleine.
Considérons une section horizontale quelconque EF; elle' coupera le solide suivant une couronne annulaire projetée horizontalement entre les circonférences de rayon O'E' et de rayon O'K'.
Im^inons une tour pleine d'égale résistance, qui ait la même hauteur h que la tour creuse, avec la même surchai^e N au sommet, et qui soit
de remplacer le rayon r de la tour pleine par l'expression v^r" — a% où r' est le rayon extérieur ^e la tour creuse, et a le rayon constant du cylindre vide ménagé à l'intérieur. L'équation
TOUR RONDE
enfin soumise en tout point à la pression R. Le problème sera résolu pour la tour. creuse, si les sections pleines des doux tours, pour une même hauteur du plan sécant, sont équivalentes; car alors les poids seront les mêmes de part et d'autre, ainsi que les surfaces sur lesquelles ces poids se répartissent également. Or, la section pleine dé la tour creuse à la hauteur du plan EF est l'anneau compris entre « les circonférences O'E', O'K'; elle e^t mesurée par la^différe»^^
^(Ô^«_Ô'*T) , as et O'T étant les rayons de ces deux qk«>P*ére?<^^ Menons en un point T du petit cerçlft ÔK une topgente TS h ce cerçlç^ jusqu'à la rencontre en S avec le cercle ext^peur. La, défère O'S- — Ôî* sera égale à ST*; donc ST est le rayon du parallèle la section pleine à la hauteur du plan EF. Si, 1& l^g d'uB$ ar quelconque (T, OZ) du cylindre droit qui lîiaile-.4ntérieuremeût l'épaisseur de la tour, on mène un plan tangent à ce cylindre, it coupera la surface extérieure de la tour suivant une courbe qui sera te méridien delà tour pleine équivalente. En prenant pour le point T le pied de Tarête antérieure du cylindre, la courbe d'intersection se projettera en vraie grandeur sur le plan* vertical suivant le tracé B^S'G^. Cette courbe est la méridienne déterminée dans le problème précédent; on la construira comme si la droite (T, OZ) était l'axd d'une tour pleine. Puis on la fera tourner autour de la droite (0', OZ), et l'on déterminera l'intersection de la surface ainsi engendrée avec le plan vertical dont la trace est B'A'; cette intersection sera le méridien cherché. C'est de la même manière qu'on construit la surface de Thyperboloïde de révolution par la rotation autour de l'axe d'une droite non contenue dans un plan méridien.
Pour avoir l'équation du méridien de la tour creuse, il suffit, dans Téquation de la courbe B^C^,
D'ÉGALE RÉSISTANCE
oabien 7»
représentera la courbe BG cherchée.
Les formes que nous avons trouvées dans ces deux probli&ines pré-
.>MDCènt un empatemeitt vers la base. Ponoelet observe que cet empa- .^temoit contribué i donner àià: massifs dâ la résistance aux actions ^yii iversales, tel1âl^4ue l'action du vent. C'est la foriiM^^ptée pour
jes phares en mer ; elle se dessine aussi naturelljÉà^^Ri pied des
arbres, oh elle accroît la résistance du tronc aux eufira exercés par le vent
Considérons une pièce prismatique MN, en équilibre sous
pig. ^2, l'action de forces normales
-F> Jt. à sa direction, données de
Mj-z/y,. // ^^ .-/ vjll fi t Hw grandeur et de position, et
ûi toutes situées dans un même
plan, qui sera pour la pièce un plan de symétrie. Coupons-la pai* un plan PQ perpendiculaire à sa longueur.
Le plan PQ partage la pièce en deux tronçons, qui sont en équilibre chacun, sous l'action des forces extérieures qui y sont spécialement appliquées et des forces moléculaires développées dans la section PQ. Ces forces molécuhiires font donc équilibre aux forces extérieures qui sollicitent l'un quelconque des deux tronçons.
Prenons en particulier le tronçon PQN ; soient F, F, F.... les forces
DÉFINITIONS
rlipqiâde9-5a^4|lMB«.t sur Im: soient de plus /, f, /".... les distances de CCS forces à la section PQ, ou les liras de levier de ces foice» par rapport à un point quelconque de cette section. Les forces moléculaires dans le plan PQ se ré^biseot donc pour l'équilibre :
1* à une force A, égal«''et '«tiposée à la somme algébrique F-l-F + F"^^;:-- ;■■ ''' 5
fi' fr un te4||4e^^ égal et opposé i Ift' ««une des moments n^f^Tf'^..,, i,
Gmi posé, on appelle :
Effort tranchant dans là section VQîh résultante F + F + P'+... des forces qui tendent à faire glisser & liOrtioii PQN sur la portion PQM, en cisaillant la pièce suivant le plan PQ;
Résistance à (effort tranchant la force moléculaire A, égale et contraire à l'elFort trancbuit;
Moment fléchissant ou moment de rupture, le couple résultant F/+F/'-|-F'/"4-"-. des moments des forces extérieures qui tendent à courber la pièce dans la section PQ ;
Moment dilastmté, le couple résultant H des actions moléculaires développées dans la section PQ, égal et opposé au moment fléchissant Nous adoptons cett« définition du moment d'élasticité, conformément à l'usage adopté par plusieurs auteurs, notamment par Bélanger (i) et par Delauuay (a). M;ûs nous verruns plus loin que d'autrrâ auteurs donnent à l'expression moment délasticilé une signification différente. Pour éviter toute confusion on pourrait appeler le moment d'élasticité, tel que nous l'avons défini, moment du couple résultant des forces élastiques. La confusion n'est du i-eate pas jt craindre (3).
ÈxpREsnons ntvtRSES DV uovEtÎT d'élasticité.
76. Soient AB, A'B', deui sections transversales infiniment voisines faites dans la pièce, et parallèles dans l'état naturel. Après la
(!) Counda rfieole det poott et chauiséM.
(3) Micatiiipie rationnelle, llT. Ht, p. SU.
(3) H. Brease ■ donné i ce moment de* forças élaitlquea le nom da moment (Tinflexibilili, pour montrer qu'il a'aglt dci forces qui rétlatent â la DexloD, et qui tquiilbrent le moment fUehittmt.
* mûnan délastigité. ■ ' - . las
défi)rii]iaËoii*^'|ir^^ on peut concevoir qne la position nodveile
de Ja 4ecU(^ AB soit ramenée à coïncider avec sa
poâtion primiUve, et alors les molécule» .de la
section A'B' prennent une certaine position à!V\
différente de MB!. L'hypothèse de Jacques Ber-
noolli revient à admettre qu'après la déformation,
les moIécoleB primitivement situées dans le pbo
normal kV i^partiennent encore à un plan A^B".
perpendiculaire au plan de symétrie, et normal à
la pièce fléchie. Ces deux plans M'B' et A'F se
coupent suivant une dr<nte projetée en 6.
Considérons le jHisme élémentaire ayant pour
base l'élément de section projeté en nm dans la section AB ; hê^pù^ù»
avait avant la déformation la longueur mm! ; après la définr6fl&NÎ#.
sa longueur devient mm". Désignant par co la section de la teée
projetée en mn^ l'extension du prisme élémentaire représente une
^ . . , . Eco X m'm"
tension égale à ; — •
mm
Ce sont toutes les forces analogues qui doivent se réduire à un couple, dont le moment doit être égal au moment d'élasticité de la pièce dans la section AB. ^fé*ViCi îir,v^-/*
Pour cela, il faut et il suffit que la somme algébliqlH^^j^Mites ces forces parallèles soit égale à zéro, ce que Ton expriiB^èni'9|MR
^1 Eco X m'm" iw mm
La somme S doit être étendue à toute la section A'B'. Cette équation se réduit à £ (co x m'm") = o,en faisant sortir du signe 1 les facteurs
constants E et —--;.
mm
Mais dans le triangle Gnirri\ niml' est proportionnel à 6m\ de sorte que l'équation précédente revient à celle-ci
2](»xG7n') = 0;
EXPRESSIONS DIVERSES
cette équation indique que le centre de gravité de la section A'B se projette au point G aur le plan de symétrie. La fibre IG, qui passe par ce point, ne change pas de longueur par suite de la déformation: c'est la fibre neutre. L'axe neutre d'une pièce droite sollicitée par des forces normales est le lieu géométrique des centres de gravité des sections transversales.
Le moment d' élasticité estégal à la somme des moments des forces EwXm'm" , , , .
— — — ; — par rapport a la droite projetée en G ; nbiis aurons donc
à faire la somme
en l'étraidant à tous les éléments de la section MB.
Prolongeons le plan A"B" jusqu'à la rencontre en 0 avec le plan AR Les ti'iangtes semblables OIG, Gm'm" donnent la proportion
ISticlléest par conséquent égal h
La somme £ (u xGm") est le moment dinertie de la section A'ff, ou de la section AB, par rapport à la droite menée par le centre de gravité de cette section perpendiculairement au plan de symétrie. Mous le représenterons par la lettre I.
Le point 0, point de rencontre des deux normales AB, A"B" à l'axe neutre après la flexion, est le centre de courbure de cette ligne une fois fléchie. Le dénominateur 01 est donc le rayon de courbure p de l'axe neqtre déformé.
DU MOMENT D ÉLASTICITÉ. i%l
La première expression du moment d'élasticité est en défini-
tive — .
M étant le moment fléchissant dû aux forces extérieures qui agissent SOT le prisme entre la section considérée et l'une des extrémités de la pièce, moment pris avec le signe convenable, l'équation
dëimit la courbe affectée par l'axe neutre après la déformation. On admet en général que la déformation est assez petite pour ne pas altérer sensiblement les valeurs et les positions des forces extérieures.
77. Si l'on prend l'axe neutre avant la déformation pour axe des abscisses,et que y représente après la déformation l'ordonnée du point de l'axe neutre défini par son abcisse x, on aura pour le rayon de courbure •
Or la petitesse des déformations permet de négliger i^) vis-àfis de l'unité; on a donc approximativement
et l'équation
dx* t
est l'équation différentielle de Taxe neutre déformé.
78. Proposons-nous enfin de trouver en un point m de la section AB la tension ou la compression de la matière. Pour y parvenir, posons
Gin' = 9, et appelons R la tension par unité de surface delà fibœ miii.
i%B MOMENT D'ÉLASTICITÉ.
Nous aurons, en divisant la force -, — par la section élé-
nientaire co,
..^ _ E xm'm'' _ExGm' _Ev ■ "^ mm' ■" 01 p'
Donc . .
RI
et par suite le moment d'élasticité — est aussi représenté par — .
C'est la troisième expression du moment d'élasticité, et c'est une expression rigoureuse.
Ed résumé on a Ja série d'équations
Si = Elg = «i = li.
RI
La dernière — = M donnera la charge R par unité de surfiu^e en
un point pris arbitrairement dans une section quelconque. En attribuant à t; la plus grande valeur absolue qu'il puisse avoir, on trouvera pour R la plus grande charge à laquelle la matière soit soumise dans la section considérée. ^^-
REMARQUE SDR LES SIGNES A ADOPTER POUR LES MOMENTS FLÊGdlMfflltS
ET POUR LES EFFORTS TRANCHANTS
79 . Toute section transversale PQ partage la poutre MN en deux tron- Fig 64. çons, et suivant que l'on considère l'un
\' de ces tronçons ou l'autre, Jes forces
moléculaires à introduire dans les calculs sont dirigées dans un sens ou en sens opposé.
Ainsi considérons le tronçon PQN, situé à droite du plan sécant. La résistance à l'effort tranchant développée
SIGNES
dans le plan PQ sera égale et contraire à la somme algébrique F-I-F+... des forces appliquées au tronçon PQN pris isolément. Ce sera une certaine force A, qui a un sens parfaitement déterminé, et qui représente l'action tangentielle au plan PQ, exercée par le tronçon MPQ sur le tronçon PQN . Si au contraire, on étudie ce qui se passe dans le tronçon MPQ, à gauche de PQ, on trouvera pour ré- ^stance à Teffort tranchant une force A', égale et contraire à A, et qui sera l'action tangentielle exercée par PQN sur MPQ, ou la réaction égale et contraire à l'action A.
Pour définir entièrement Tefiort tranchant en un point donné, il est donc nécessaire de dire à quel côté du plan PQ on le suppose appliqué ; car il change de signe d'un côté à l'autre de ce plan. Le moment fléchissant et le moment d'élasticité donnent lieu à des
observations de même nature. On attribue *** en mécanique aux moments des forces les
signes + ou — , savoir, le signe +,si les forces tendent à faire tourner leurs points d'application de gauche à droite autour de l'axe des moments, et le signe — si elles tendent à les faire tourner de droite à gauche; avec cette convention, les signes du moment fléchissant et du moment des forces élastiques n'ont plus rien d'arbitraire, pourvu qu'on indique auquel des deux tronçons MPQ, PQN on suppose les forces appliquées.
Nous rapporterons la courbe formée par l'axe neutre après la déformation, à deux axes rectangulaires, OX, OY, dont l'un OX coïncide à peu près (i) avec l'axe neutre avant la déformation. La partie positive de l'axe OY étant dirigée au-dessus de l'axe OX,
l'analyse donnera une valeur positive à la seconde dérivée -7-^ , le
long de tout arc de courbe AB qui a ses centres de courbure G audessus de sa direction, c'est-à-dire le long de tout arc AB concave
(1) A peu pr^f, pareç que raxe neutre peut, dans Tétat natarelj n*étre pas rigoureucaent une ligne droite.
SIGNES
du côté des ordonnées positives, et une valeur négative à la seconde dérivée le long d'un arc Â'B' concave vers les ordonnées négatives.
rf*v L'expression trouvée pour le moment d'élasticité, El j^, a toujours le signe de -j^, lequel ne dépend par conséquent que de la
forme prise par la fibre neutre.
Le moment d'élasticité pris avec le signe que lui attribue la statique, est donc égal, suivant le tronçon considéré, à
OU à
Mais la règle suivante permet d'éviter cette distinction, moyennant une nouvelle convention sur le signe des moments des forces. Quel que soit le tronçon considéré, on peut employer l'équation
ElS = M,
en prenant positivement les moments des forces qui tendent à augmenter algébriquement la courbure du tronçon dans la section PQ, et négativement les moments des forces qui tendent à la diminuer algébriquement^ Rappelons qu'une augmentation algébrique peut consister dans la pig, ^9. diminution de la valeur absolue d'une quan-
tité négative.
Ainsi des deux courbes AB, AjB^ qui toutes deux ont des courbures négatives, la courbe la moins pronoiicèe,AB,esl celle qui algébriquement a la plus grande courbure, parce qu'en valeur absolue, sa courbure est la moindre.
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OBSERVATIONS SUK LES FORMULES I1=E1^ = ^ = 1I
80. — 1" Plusieurs auteurs, entre autres Navier, appellent moment d'élasticité, non pas le moment des forces élastiques égal et contraire au moment M des forces extérieures, mais le produit El du moment d'inertie de la section par le coefficient d'élasticité. C'est une définition que nous n'emploierons pas, mais qu'il est utile de connaître.
2* Des équations
El y,
El 3;^ = M,
la première seule est rigoureusement conforme à l'hypothèse; la seconde n'est qu'approximative, car elle ae déduit de la première
par la suppression du facteur h^ + (;^) 1 qui» dans les applications aux poutres droites, est très-voisin de l'unité.
Ces deux équations sont des équations différentielles du second ordre; l'intégration introduira deux constantes arbitraires, qu'il faudra déterminer dans chaque cas particulier. Par exemple, supposons qu'une pièce MN de section uniforme soit
solKcitée par deux couples (P, — P) , (F, — F), se faisant équilibre. Il est facile de voir qu'entre les points I et K où s'appliquent les forces P et F les plus voisines, la courbe formée par l'axe neutre sera un arc de cercle.
'F 'En effet, coupons la poutre en un poiuiG
de cet intervalle; nous aurons en ce point
El
H étant la somme algébrique des moments des forces F, —F par rap-
REMARQUES GÉNÉRALES
port au point G, c'est-à-dire le moment du couple donné (F, — F). L'équation précédente montre que le rayon de courbure p est constant dans tout l'intervalle IK, ou que l'arc IK appartient à une circonférence dont elle fait connaître le rayon. Restent deux constantes à déterminer pour définir la position de l'arc (i).
3* L'équation — =M donne dans chaque section les valeurs de
la pression de la matière, aux points éloignés de la quantité v de l'axe neutre.
Le moment d'élasticité est regardé comme positif quand la courbure est positive; si l'on compte positivement les quantités v audessus de l'axe neutre, les valeurs positives de R indiqueront une pression, et les valeurs négatives prises en valeur absolue, une
tension.
El &*" L'équation — = M, qui conduit à déterminer la forme prise
P par la fibre neutre, renferme le coeflicient d'élasticité E.
RI L'équation — = M, qui donne la répartition des pressions dans lés
sections transversales, ne renferme pas ce coefficient.
AUTRE MANIÈRE D* EXPOSER LA THÉORIE
Si. Soit AB une section transversale faite dans la poutre ;
G, le centre de gravité de cette section;
GX, un axe îÀormal à la section, mené par le centre de gravité ;
VGX, le plan de symétrie dans lequel agissent les forces appliquée» aux différents points de la pièce ;
El (1) si au lieu de la formule — =M, on employait la formule approximative
cPt/ El 3-^= M, on trouverait pour la courbé IK un arc de parabole, très-TOiain de l'are
de cercle donné par l'équation rigoureuse, pourTu que rinclinalson -— des tangenka à
aX
cet arcs reste très-petite.
AUTRE EXPOSITION DE LA THÉORIE
GD, UD axe uxaé par le point G dans le plan de la section, perpendicnltùrenieDt au plan de symétrie ;
GV, un troisième axe, mené par le point G perpendicultùremenl aux deux premiers.
Considérons en H an élément de section ayant pour aire dudv ; la force moléculaire développée sur cet élément, et rapportée à l'unité de surface, peut être décomposée parallèlement aux trois axes ; appelons R la composante parallèle à GX, T. la composante parallèle à l'aie GÇ, et T, la composante parallèle k GV. La force R représentera l'elfort de compression ou d'extension subi par la fibre qui passe au point M ; les forces T,, T, seront les efforts de glissement parallèles aux axes GD, GV, aulquels la jnème fibre est appelée & résister.
Écrivons les àx équations d'équilibre du tronçon de poutre limité au plan AB; appelons A l'efTort tranchant, H le moment Qécliissant, tlTimdra,pDur les équations
& dosconponntes parallèles à GX, JJ Rducte = 0 ,
Wl — parallèles à GU, JJ T.dudr = 0 .
— parallèles à GV. JJ T^dudu = A,
et pour les équations des moments
âutourde GX, % (T.u— T.i.-)xdu(/t) = 0,
— deGV, SS R""*^" = <•'
— dcGD, SS Ertiurfu = M.
Les doubles sommes sont étendues à tous les éléments de la section AB.
De ces six équations, il y en a trois qui contiennent la force B, et les trois autres contiennent les forces tangentielles T. et T,. Laissons provisoirement ces trois dernières de côté. 11 viendra pour détermiucf la fonction inconnue R les U'ois relations
SJ Viu.ludc=Q S5 Mxdmio =: SJ,
AUTRE EXPOSITION
Ncms ferons une hypothèse sur la forme de la fonction R ; elle ^ consistera à poser
a, 6, € étant des fonctions de .r, indépendantes de u et de v. Substituant cette expression» on a les trois équations
y ududv -f 6 JJ vdudv + c JJ dudv = 0 , 55 u^dudv + ft SS uvdudv + c ^^ ududv = 0 , a 5J uvdudv 4- 6 JJ vHudv + c ^^ vdudv = M.
Si les forces extérieures avaient des composantes parallèles à la pièce, il suffirait de remplacer dans la première équation le zéro du second membre par la somme de ces composantes.
Le point 6 étant le centre de gravité de la section, on a identi- ' /■: quement
JJ ududv = 0, JJ vdudv = 0.
De plus, la section est supposée symétrique par rapport au plan VGX ; la droite GV est donc un des axes principaux de Tellipse d'inertie, et par suite
5J uvdudv = 0.
Les équations se réduisent donc à
c 55 dudv = 0, a 55 uvdudv =0, b 55 v^dudv = M.
D'où Ton déduit
DE LÀ THÉORIE
car ^Iv^duèù est le moment d'inertie, I, de la section par rapport à la droite GV.
On voit en même temps que si la section n'était pas symétrique par rapport au plan moyen YGX, les coeiScients a et 6 se détermineraient par les équations
a JJ uMttdv + 6 JJ uvdudv = 0, a JJ uvdudv + 6 JJ tj'dwdb = M,
ce qui donnerait
M S^ uvdudv
(SS uvdudvY — SS u^dudc x JJ v^dudv* MJS uvdudv
(SS urdud»)" — (SS uvdudv) (SSr'dwd»)'
Le coefficient a ne serait pa^nuK et la déformation de la pièce ne
s'opérerait pas parallèlement à son plan moyen.
M Dans l'hypothèse où nous nous plaçons, a est nul, et b égal à y
Donc R = — , formule à laquelle on est déjà parvenu. Notre
nouvelle analyse a l'avantage de mettre en évidence l'importance de la symétrie de la pièce par rapport à son plan moyen.
Nous pouvons passer facilement de là à la recherche de la déformation.
Soit dx la longueur d'un élément G6' pris sur la fibre neutre (fig. 69^. Cet élément ne change pas de longueur par suite de la déformation. Un élément parallèle MAT, défini par la distance v =:GM| acquiert par suite de la défohnation une longueur daf^ et se raccourcit par conséquetit de la quantité dx — àx'i la compression correspondante de l'élément est
Donc
^_E{dx — dx^ ~" dx
Eidx—dx') _ Mo dx ■" i •
Les deux sections M6, M'G', primitivemeot parallèles, Tiennent Pig. 69. converger en un point 0, qui est le centre de courbure de la fibre moyenne ,. et les triangles semblables OMM', 0G6', donnent la proportion -g^ = ^; appelant p le rayon de courbure OG, on a OM = p — v,
MM' = dx\ GG' = cte, et ^ = 2^^, ou bien
dx p
dx — dsx! v -. E« Mv ^ ^ El „
= = -. Donc — = -r-» et enfin — = M.
oo; p p 1 p
APPLICATIONS
Détermination des efforts tranchants et des moments fléchissants dans une poutre droite posée sur deux appuis de niveau.
82. Les forces extérieures qui agirent sur la poutre sont» d'une
Fig. 70 .
part, les poids qu'elle porte et qu'on suppose donnés, et, d'autre part, les réactions des appuis.
i" CAS. — Les poids donnés se réduisent à une charge également répartie sur la longueur de la pièce.
Soient AB la poutre, A et B les appuis; soit enfin p le poids uni* formément réparti par unité de longueur.
Les réactions des appuis seront verticales et égales à — •
Prenons le point A pour origine et AB pour axe des abscisses , puis considérons un point M défini par son abscisse AM = x. Le moment fléchissant M des forces extérieures agiijsant sur la pièce entre la section M et Tune des extrémités A sera égal à la différence
pa xi
^ xx — pxx j = 2?î(ax — a:*) = M.
L'effort tranchant A dans la section M est égal à la différence
pa .
— — px= A.
On reconnaît sur le champ
1* Que le moment fléchissant M est proportionnel à l'ordonnée d'une parabole dont l'équation seridt
le facteur m étant introduit pour rendre l'équation homogène et dépendant seulement du choix de l'échelle des hauteurs ;
Que M est nul au point A etau point B pour a; = o et pour â? = a,
et qu'il est maximum au point G, milieu de la portée, pom* a; = ^ ; il est alors égal à - pa} ;
2* Que Teffort tranchant A est proportionnel à l'ordonnée d'une droite représentée par l'équation
pa
n étant de même un facteur dépendant du choix de l'échelle des hauteurs ;
Que A est nul au point G ; si on le prend positivement dans la régioD CA, il acquiert une valeur négative dans la région GB ; il atteint sa valeur absolue maximum aux deux points A et B ; il est alors égal
Si l'on compare les deux équations
M = 2 p{ax — x\ A=2Pci — px.
on voit que A = ;t^, c'esl-à-dire que l'effort tranchant est la dérivée du moment fléchissant par rapport à l'abscisse.
La parabole ADB, qui passe par les points A et B et qui a pour axe la verticale CD menée par le milieu G de la portée, représente par ses ordonnées les valeurs du moment fléchissant en un point quelconque M» Si l'ordonnée maximum CD représente le moment de rupture maximum,
-joa', l'ordonnée MF élevée au point M représentera à la même
échelle le moment fléchissant en M. Si l'on prend de même à une
échelle arbitraire AE = ^ et qu'on joigne EC, l'ordonnée MH repré-
sentera, à cette seconde échelle, la valeur de TelTort tranchant au point M.
Il est facile de trouver la charge de la matière par unité de surface dans une section M quelconque.
Soient Q l'aire totale de la section ;
I, le moment d'inertie de la section par rapport à une horizontale menée dans son plan par son centre de gravité ; R, la charge par unité de surface en un point de la section
défmi par sa distance t> à la fibre neutre ; R', la résistance moyenne à l' effort tranchant par unité de surface.
On aura en un point quelconque
d'où Ton lire A=R'Û '
Si l'on cherche, au contraire, la forme de l'axe neutre après la déformation, on prendra l'équation :
'''S="=ip(""-"'>'
tfoù l'on tire, en intégrant deux fois, '. .' ;- '. -f ^^ ^
El(g-tang9) = lpax«-ipx», El (y — xlang5>j = j-paa:»— Ipx»
et Ton déterminera la valeur de la constante tang <p en observant que pour â; = 2 on doit avoir ^ = o ; œ qui donne
tang 9 = —
L'angle f est l'angle que fait au point A avec Thorizon Taxe neutre déformé.
Substituant cette valeur dans la dernière équation et faisant,. :]
x = ^,ona
- ïv's
y = -Er^384^-
La valeur absolue de y est la flèche prise par la poutre. 83. a' Cas. Pièce posée sur deux appuis et sollicitée par un poids
"■ unique^ P, donné de position et de gran^ dé».
Soît
ay
et par suite
BE = a — 6.
La réaction X au point A sera déterminée par l'équation des moments autour du point B; on aura
donc
et de même
Xxa=:PX(a — 6),
Du point A au point E, le moment fléchissant en un point M quelconque, est égal à X x, ou à — ' x^ x étant la distance va-
riable AM. Du point E au point B, le moment fléchissant en un point
N, est représenté parX x — P {x — i) = — ^ P {x — 4),
X étant encore Tabscisse AN du point N.
Le moment fléchissant M varie donc du point A au point E proportionnellement aux ordonnées d'une droite AF, dont la plus grande
ordonnée, EF, représente la valeur ^ "^ ' — du moment fléchis-
Cw
saut pour x = b. De E en 6, le moment fléchissant est représenté par les ordonnées de la droite PB.
L'effort tranchant entre A et F est partout égal à X = ^ ' ,
Pô et entre E et B, partout égal à — Y ou à ; la différence de ces deux
valeurs est égale à P, et chacune d'elles est la dérivée de la valeur correspondante.de M prise par rapport à l'abscisse.
Pour trouver l'équation de la fibre neutre déforméie, nous emploierons la formule
Entre les points A et E, cette équation donne
et entre A et B,
Elg=(X-P)i + P».
Intégrons deux fois chaque équation, ce qui introduira deux constantes pour chacune ; nous pouvons écrire comme il suit les équations obtenues par l'intégration : \/ ' , *'''
Tronçon AE ^ ^ « /i» »
EI(y + Cx + C') = |X^£--6«xl ,, .. ^„ .... r^«'»
El f^ + C'A = i(X~P)(x«-.fc«J + P6(a:-6) Tronçon EB { ^^ ^ \ ^
EI(y + C^x + C-')=|cX-P)^~Wxj+Pfc(|~6xj
Nous avons donc 4 constantes à déterminer ; nous le ferons en remarquant que poura;= o< y doit être nul ;
que pour x = a, y doit être nul également ; *
que pour x = fr, les deux tronçons de la courbe déformée doivent se raccorder tangentiellement, c'est-à-dire que les deux équations
doivent donner pour x=^b \q même y et le même-^ • En tout
4 équations du i*' degré par rapport aux constantes, ce qui permet d'en trouver les valeurs.
On aura d'abord
C = 0, et C = C^ pais
EI(C"a + C'^-.l(X-P)^j-6»a)-P6(~6a)=0.
Enfin, en retranchant la seconde équation de la quatriëme,après y avoir fait a; = 6, et en observant que G = G",
EIC*' = i P6> — i P6»= - i P6'.
Conn^ûssant G'", G" s'en déduit; toutes les arbitraires sont déternûnées, et la question est entièrement résolue.
SA. Si au lieu d'un poids F unique, il en avait plusieurs, on pourrait suivre une marche analogue et tracer le polygone des moments fléchissants ; on pourrait aussi traiter séparément la question pour chacun des poids, et composer ensuite par voie d'addition algébrique les ordonnées des contom-s obtenus pour chacun.
EXEMPLE DE SUPERPOSITION
Prenons pour exemple le cas pai-ticuUer d'une poutre AB posée
sur deux appuis A et B, et supportant deux poids égaux P, V en des points G et D également distants des extrémités de la pièce.
Les réactions des appuis seront égales à P.
Soit
BA = a et AC = 6.
On aura, en prenant AB pour axe des a: et A pour origine ,
de A en G
M = Px et A = P,
de G en D
M=Px — Pfx— 6) = P6 et A = P — P = 0,
de D en B
M-Px— P(x 6) P[x (a 6)]-P(a x).
et
Prenant donc sur la verticale du point G une longueur GE = P4 et une longueur égale DF, sur la verticale du point D, on obtient, en joignant AE, EF, FB, le polygone dont les ordonnées représentent les moments fléchissants aux différents points de la portée.
De même si Ton mène une droite HK parallèle à AB, à une distance AH = P, et, au-dessous de AB, une droite LN parallèle à AB et à une distance de AB égale aussi à P, les ordonnées du contour discontinu HK, GD, LN, donneront en chaque point de la portée la valeur de TelTort tranchant
On peut encore vérifier sur ces deux exemples que l'effort tranchant A est la dérivée du moment fléchissant M par rapport à Tabscisse. Cette relation est un fait général, quelle que soit la distribution des forces.
Reprenons le problème, pour le traiter par la méthode de la superposition des efibi-ts des forces. Pour cela, nous chercherons successivement les effets des deux poids P, F, et nous composerons ensuite les résultats partiels obtenus.
DES EFFETS DES FORGES
Considérons d'abord celui des deux poids qui est appliqué au
point G, les réactions des appuis qui
y correspondent sont P x ' en A et
B P X - en B, et si l'on porte sur la ver-
ticale CE une longueur GR = P X A,
Cw
le contour polygonal représentatif des moments fléchissants sera formé des deux droites AR, BR.
La force P appliquée en D, considérée isolément, donnera de même un polygone des moments formé des deux droites AS, SB, qui se coupent sur la verticale du point D, à la distance DS = GR ; car il y a symétrie de la poutre et des forces par rapport au plan qui la coupe en deux parties égales.
Il suffit alors de composer par voie d'addition les ordonnées qui correspondent à une même abscisse, ce qui donnera le contour polygonal AEFB, que nous avions déjà obtenu. L'ordonnée CE, qui s'applique sans variation à tous les points compris entre G et D, est double de l'ordonnée IK commune aux deux contours partiels. Or
IK
Donc CE, double de IK, est égal à P6, ce que nous avîona trouvé directement. G* est l'application pure et simple des règle» de la composition des«forces parallèles. On vérifierait de même que les valeurs des pressions R en un point quelconque sont les sommes algébriques des valeurs afférentes à chaque force considérée seule.
85. 3« Cas. — Les poids qui agissent sur la poutre se réduisent à une charge p^ également répartie par unité de longueur sur la portion AC, et à une charge p\ également répartie par onité de longueur sur le reste CB de la portée.
FIg. 74.
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CIJARCES I.NCOMl'LKÎBS.
AB = a et kC = l>.
Le théorème des moments donne encore ]es réactions des appuis. On a, en prenant les moments par rapport au point B,
Xxa=p6x(a-i&) + p'(a-6)xi=i={p-p')aft + lp'a*-|(i.-p')6«, puis,ea les prenant par rapport au point A ,
Yxa = p6x5 + p'(a.
Le moment de rupture M est donné, entre les points A ,- par l'équation
'C. - S .. ' -\ ll = Xï-|pr».
et, entre C et B, par l'autre équation
M = Xjc-p6x (*-l6)-p'(z-6)î^.
Ces équations représentent deux pai-aboles à axes verticaux dont
coode. Elles ont un point commun pour jc = 6, et elles s'y raccordent tangentiellement l'une à l'autre.
L'effort tranchant sera donné par les équations
A = X — px, entre A et C, et A = X— p6— p'(x— 6), entre C et B,
équations qui représentent deux droites. ' ,
Il est facile de reconnaître que, si p est plus grand que p*, le moment fléchissant M, donné par les équations que nous venons de poser, est en tous points inférieur & ta valeur -^jt [a x — x*) qu'il aurait
LIMITE DES EFFORTS TRANCHANTS. i45
û la charge p était répandue sur toute la portée ; et comme ce qu'on cherche avant tout, ce sont les limites extrêmes des efforts subis par la matière, on volt qu'il est inutile pour cette recherche de considérer les charges incomplètement réparties dans la portée.
Il n'en est pas de même des efforts tranchants ; car si la chaîne p est répartie sur toute la portée, 1* effort tranchant A est nul au milieu de la poutre, tandis qu'il a en ce point une valeur différente de zéro lorsque la charge p n'est appliquée qu'à une longueur b moindre que a (i).
Pour prévoir tous les cas possibles de distribution des efforts tranchaoïts, il faut fah'e varier i de o à a, et imaginer que l'on construise la série des contours polygonaux formés, pour chaque valeur de i t des deux droites :
A = X — pac, entre AetC et A = X— p6— p'(a: — 6), entre C et B.
Le sommet de l'angle de ces deux droites décrit une parabole lorsqu'on fait varier la position du point G le long de la portée AB. Pour trouver l'équation de cette courbe, remarquons qu'au point G, Fig. 75. l'effort tranchant A est égal à X — pb.
Le sommet G de l'angle formé parles deux droites EG, GF, dont les ordonnées sont proportionnelles aux efforts tranchants dans chaque tronçon AC, GB, peut être considéré comme ayant X — pb=y pour ordonnée CG, et b pour abscisse AC = ar; on aura donc l'équation du lieu décrit par le point G, en remplaçant, dans l'équation
y = X— px, X par sa valeur déduite de l'équation
(1) L'effort tranchant ao milien de la portée diminue donc en valeur absolue quand Ml complète la charge réparUe anr la poutre. L'égalité dana la répartiUon compense, et au delà, an point de vue de l'effort tranchant, l'excès d'elTort développé. Comparer eelte remarque à cellea du § 69.
CHARGES INCOMPLÈTES
OÙ Ton aurait changé en même temps b en x. Il vient en réduisant
équation d'une parabole à axe vertical, dont le paramètre est
Si Ton fait
a:=:0, on a y = ^pa,
x=za y = — j
et enfin
af = 5, y = — «-(P — P')a-
Fig. 76.
Ces ordonnées suffisent pour construire la courbe.
Au point A, élevons, dans le sens positif, une ordonnée AE = ^ p'a ;
au point B, dans le sens négatif, une
ordonnée BF égale k -pa\ prenons
le milieu I de la portée AB,. et joignons lE, IF : ces droites toucheront la courbe cherchée aux points E et F. Pour avoir l'ordonnée au mi- ^^ lieu de la portée, nous joindrons EF, et au point 1 nous élèverons une verticale indéfinie, qui coupe EF en un point K ; le milieu H de l'intervalle IK sera un point de la courbe. En effet on a
III = I IK = J(nF- AE) = l{p-'P')c.
La tangente à la courbe en II est parallèle à la corde EF.
Cette courbe étant tracée, si l'on veut avoir le polygone représentatif des efforts tranchants pour une surcharge s'étendant du point A à un point G quelconque, on prendra sur la courbe le point G dont l'abscisse est AC, puis par ce point on mènera une parallèle GL à IF, et une parallèle GM à El. La première représentera, par ses ordonnées, les valeurs de l'effort tranchant en chaque point du tronçon le plus
DÉFORMATION DE LA POUTRE
chaîné, AG; la seconde, les efforts tranchants dans le tronçon le moins chargé, CB.
La plus grande valeur possible pour l'effort tranchant au point A est donnée par l'ordonnée AN, que l'on obtient en prolongeant la droite FI*, elle correspond au cas où la surcharge s'étend sur toute la portée.
La courbe EF a été tracée en supposant que la plus grande charge s'étende à partir du point A. Si la surcharge partait du point B, il faudrait renverser la figure, ce qui donnerait une courbe FP'E', symétrique de la première par rapport à la verticale IK. Enfm, si Ton cherche seulement les valeurs absolues de l'effort tranchant, ce qui suffit pour l'évaluation des limites des efforts développés dans la matière, on pourra replier autour de AB Tune des portions de l'épure située d'un même côté de cette droite, de manière à la rabattre sur l'autre portion. Faisant cette opération pour la portion située audessus de AB, nous ranSènerons Ja courbe PE en PE', la courbe P'F en PT". Mais ces arcs restent en deçà des arcs E'H, FH; la portion utile de l'épure se réduit donc aux arcs E'H et FH, et par suite les ordonnées de ces arcs, prises en valeur absolue, donnent pour chaque section le maximum de la valeur que l'effort tranchant puisse atteindre.
Pour trouver la forme de la fibre neutre après la déformation, potf une valeur donnée de la longueur b sur laquelle s'étend la soFcbarge, on appliquera de A en G l'équation
•et de G en B l'équation
La double intégration introduira 4 constantes arbitraires ; mais on a 4 équations de condition « savoir
y = 0 pour X = 0 i y = 0 pour x = a;
PROBLÈME
enfin pour a: = 6» les équations de chaque tronçon doivent donner le
même y et le même -M-^ pour que les deux tronçons se raccordent
tangentiellement De là, quatre équations du premier degré qui suffisent pour déterminer te arbitraires.
PfiOBLÈME.
86. Une locomotive à quatre essieux 0, 0\ (^ , 0"' est placée sur une
p. y^ poutre AB , portée sur
deux appuis de niveau m ^-^ ^! "^ -^ -^^^w A', B, dont la distance
'^t ><^N /^^ PT.^N /^\^ est a. On connaît les
Vt
B poidsP,. P'pP,,P',qui j portent sur chacune des roues, les distances mutuelles des essieux, et la position 6 du centre de gravité de la machine, où s'applique le poids total Q = Pj + 1^1 + Pf + P'f On 'demande quelle position il faut donner à la machine sur le tablier du pont pour rendre le plus grand, possible le moment fléchissant maximum. Nous empruntons la.MK lution de ce problème à un travail de M. Barré, ingénieur civil* ^^;^. .
Les moments fléchissants sont représentés, pour chaque podâidÉ particulière de la charge, par des ordonnées d'un contour poly^ gonal \mm'm"m'"B^ dont les sommets sont situés à l'aplomb des points d'application des forces P^, P\, etc. Il en résulte que le moment fléchissant maximum correspondant à une position donnée de la charge a lieu en l'un de ces points d'application , sauf le cas où le polygone des moments aurait un côté horizontal; alors le maximum du moment fléchissant aurait lieu pour tout l'intervalle compris entre les points d'appUcation de deux forces consécutives» et il n'y aurait par conséquent aucune erreur à admettre qu'il a lieu pour un des sommets qui terminent ce côté. Nous chercherons donc le maximum du moment fléchissant aux
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points de contact des roues avec la poutre ; commb il y a quatre roues, il y a quatre points à essayer.
Soit G un de ces quatre points. Cherchons le moment fléchissant de la poutre en ce point.
Soit I le milieu de la poutre ; G' la projection sur la poutre du centre de gravité G de la machine ; nous définirons la position de la locomotive par la distance, positive ou négative, IG' = :; de son centre de gravité projeté au milieu de la portée, lia distance GG'= d, du même point au point G que nous essayons, est une donnée de la question.
Le poids total Q appliqué en G' donne sur l'appui une près-
sion X= — ^ ^. Le moment fléchissant M au point G est
^al au moment de la réaction X, diminué de la somme pi des moments des forces P, et P*, comprises entre T appui A et le point G. Noos aurons donc
Il 8*agit de trouver la valeur de z qui rend M maximum; or pi est iodëpendant de z , car le déplacement de la locomotive laisse constantes les forces Pj , F, et leurs distances au point G. Donc le maximum de M correspond au maximum du premier terme de sa valeur,
c'est-à-dire au maximum d'un produit de deux facteurs — [- z,
- + b — z. dont la somme a + b est constante ; le maximum cher-
ché correspond donc à l'égalité {des deux facteurs, ou à z = - b.
On devra par conséquent amener la locomotive dans la position ou le point I, milieu de la poutre, divise en deux parties égales la distance horizontale CG' du centre de gravité au point de contact G de la roue.
Apres avoir opéré ainsi pour l'une des roues, on opérera de même
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pour les trois autreft; on calculera les moments fléchissants correspondants pour chacune, et l'on retiendra seulement le plus grand des quatre moments fléchissants ainsi calculés.
La même méthode est applicable au cas où l'on voudrait tenir compte du poids propre pa de la poutre, supposé réparti uniformément. Âlorâ on aurait
et
(jL ne varie pas avec z ; le maximum de M s'obtiendra en égalant à o la dérivée du second membre, ce qui donne
ou bien
équation qui se réduit à
On voit que le rapport t est toujours compris entre - et l'unité,
et qu'il est voisin de la première ou de la seconde limite, suivant que le poids propre pa est très-petit ou très-grand par rapport à la surcharge Q.
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Fig.78. Soient P,, P,, P^,
n poids distribués sur -^-- ^^ la portée ÂB=/, .àdes
îjT; jïïT^f distances invaiûables les
I uns des autres.
Soient a,9 a,, a^y
ces distances, comptées à partir du premier P^ de ces poids.
La position de l'ensemble sur la poutre est définie par la distance X = AM^ du premier poids à l'appui A; cette quantité est positive et moindre que / — a„, sans quoi un des poids au moins sortirait de la travée.
Le centre de gravité G du poids- P sera défini, par rapport à leur ensemble, à l'aide de l'équation des moments. Appelant v la distance H,G, on aura
i^\ + P, + ... + P») t? = P,a, + P^a, + ... + PnOn.
La réaction X de l'appui A sera donnée par l'équation des moments par rapport au point B :
= (P, + Pt+.. +POMPi+Pt+..+ P»)-r— (Pf«t+Pia3+ • +P*a")
= (P, + P,+ ... + PJ(i-x-u),
ou bien
en appelant Q le poids total, P, + P^ + + P«, engagé sur la
travée.
Le maximum de la portion du moment fléchissant dû aux surcharges a lieu en un des points d'application des forces, au point d'application du poids Pa, par exemple. Le caractère auquel on reconnaîtra
ce point est que l'effort tranchant, A = — -, change de signe d'un
côté à l'autre de la force P^; il faut donc que la différence
X — (Pi + Pi 4%.. + Pk-i) soit positive,
et que la différence
X ~ (P, + P,+ ....Pi-, + P,)Boitii*gaUve.
Or la force X est comprise entre deux limites qui correspondent, l'une à x = o, l'autre à x = l~a^. SubsUtuant ces deux limites dans les difTérences précédentes, on saura, à l'inspection des ùgnes, en quels points d'application des forces le moment Hécbissant peut acquérir la plus grande valeur.
Pour déterminer ensuite le maximum de ce moment fléchissant, il faut fare varier x de manière à-rendre le moment M lé plus grand possible. Soit k le niiméro du point d'application où le moment ûécbîssant est le plus grand de tous. On aura en ce point
, M=X(j: + a,) — P,£n— P,(ai— Œ,) — P,(«t — o,).^..-Pi_,[a( — ai-,),
fonction dont le premier terme varie seul avec x. Il suffit donc de cbercber le maximum du produit
X{x+ ai) = Q (l -.^) (X + a») = ^(l-v-x){x + a,).
La somme des deux facteurs variables étant constante, le maximum
répondàl'égalité des facteurs, c'est-à-dire à x = -^ -. Si cette
valeur de x tombe entre o et / — a,, elle donne bien le maximum cberché, et l'on peut vérifier que le milieu de la distance du poids P* au centre de gravité G coïncide avec le milieu de la portée. Si au contraire la valeur de x ne tombe pas entre les limites o et / — a,, le produit X(^ + a,,) varie toujours clans le même sens pour x croissant entre ces limites, et le maximum a lieu soit pour x = o, soit pour X = / — a,.
DANS UNE POUTRE DROITE ENCASTRÉE
88. Quand une poutre est simplement posée sur un appuiy sa liaison avec fappui est telle, que la poutre, en se déformant, peut prendre une inclinaison quelconque sur sa direction primitive.
On dit qu'une poutre est encastrée sur un appuis lorsque sa liaison avec l'appui tend à réduire en ce point la déviation de la fibre neutre. L'encastrement est parfait quand la tléviation de la fibre neutre sur l'appui est rigoureusement nulle. Il y a encastrement incomplet, si la déviation de la fibre neutre, sans être nulle, est gênée par la liaison et limitée à une valeur inférieure à celle qu'elle prendrait si la poutre était posée sur l'appui.
Nous ne nous occuperons dans ce paragraphe que des encastrements parfaits.
On a une image de l'encastrement, en considérant une tige soli-
Fig. 79.
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dément pincée dans les mâchoires d'un étau, ou bien une poutre engagée par son extrémité dans un massif de maçonnerie suffisamment résistant. Un appui A, sur lequel la poutre MN serait simplement posée, ne fournirait qu'une réaction unique P. Un encastrement B, complet ou incomplet, développe au contraire à la fois deux forces Q, R, dans deux directions opposées, et équivaut par conséquent à une force R — Q et à un couple (Q, — Q); il résulte de là qu'une poutre chargée de poids peut être en équilibre en D* ayant qu'un appui unique, pourvu qu'il y ait encastrement sur
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cet appui, tandis qu'elle aurait besoin de deux appuis au moins» si elle était simplement posée.
C'est en cherchant les conditions de l'équilibre intérieur des solides encastrés que Galilée a créé, il y a deux siècles, la science de la résistance des matériaux. L'hypothèse qu il proposait était, il est vrai, inadmissible; car il plaçait la fibre neutre au point le plus bas de la section, et il supposait que les tensions développées dans tous les points de la section se composaient en une setile force appliquée au centre de gravité. L'hypothèse qu'on emploie aujourd'hui satisfait aux équations de la statique, et paraît d'ailleurs beaucoup plus voisine de la vraie loi des déformations.
Nous allons résoudre quelques problèmes sur l'équilibre intérieur des pièces encastrées.
89. 1" CAS. -^ La pièce BA est encastrée au point B dans le Fig. 80. mur CD; F extrémité A est libre et porte un
poids P donné.
La longueur libre BA de la pièce est donnée et égale à a.
Prenons un point M de la fibre neutre, et
considérons le tronçon MA. Soit 0 l'origine des
I abscisses comptées le long de OA, et soit
OM = X, On aura MA = a — x. Le moment
fléchissant au point M sera égal à- — V[a — x)^ avec le signe —
parce que la force P tend à donner à la pièce une courbure négative.
L'effort tranchant au point M sera égal à P; il est constant pour
tous les points de la portée.
Les forces dont l'encastrement tient lieu sont donc
1* Une force verticale égale à P,
2* Un couple, dont le moment est égal à Va.
Les moments fléchissants seront représentés par les ordonnées d'une droite AE, menée par le point A, et coupant la verticale en un point E, pour lequel!' ordonnée OE est égale à P«, pris à une échelle arbitraire; les efforts tranchants, par les ordonnées constantes d'une horizontale FK, menée à la distance OF = P de Taxe des abscisses.
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Cherchons la forme de la fibre neutre après la déforinatîoû. Pour cela, prenons l'équation
EI0= — P(a— x) = -Pa + Px- Intégrons cette première équation, qui nous donne
nous n'ajoutons pas de constante, parce que, l'encastrement étant supposé parfait, il n'y a aucune déviation de la fibre neutie au £oint
O; donc a? = o doit donner ^^ = o.
dx
Intégrons de nouveau :
Eïy = - I Fax» + i Pa:»,
sans constante, parce qub pour x = o, y est égal à o.
Si nous faisons x=a^ nous aurons l'ordonnée du bout de la pièce, ou, en valeur absolue, la flèche quelle prend sous la charge P. On trouve
Ely = P«.(î-i)=-lp«».
La flèche de l'extrémité A est donc égale à
ÎPa»
ET
Le cas d'une pièce encastrée par un bout et libre à l'autre,
peut se ramener au cas d'une pièce posée sur deux appuis : nous pouvons considérer notre poutre encastrée comme la moitié, O'A', d'une poutre A'A" de longueur égale à 2a, posée sur deux appuis en A' et en A'', et chargée en son milieu 0 d'un poids égal à 2?. ^
Fig. 81.
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: En effet la.ipharge 2P se partagera également entre les deux appuis» ^et y donnera une réaction égale à P. Le moment fléchissant au point 0' sera égal à F x A'O = Pa ; enfin la poutre A' A" conserve après la déformation, en vertu de la symétrie, une tangente horizontale au point 0'. Donc chacune des demi-poutres (XA', O'A" est dans les mêmes con(Utions qu'une pièce qui. serait encastrée au point 0', qui serait libre à son autre extrémité, et qui serait sollicitée en ce point par une force égale à P, agissant de bas en haut Le moment d encastremetit est, dans le cas considéré, égal à Po.
Ce moment est produit en général par l'arc-boutement aux points B et H, du prolongement de la poutre au dedans de la cavité N SBB, qu on ménage dans le mur CD pour recevoir Tabout de la pièce. On aura doiiG^pour T équilibre Pa = Q6, en appelant Q les forces du couple développées par les points B et H, et 6 la distance de ces forces, ou approximativement la longueur BI engagée dans le mur. Cette relation nous apprend que Q est d'autant plus grand que 6 est plus petit : que, par conséquent, la difficulté de réaliser l'encastrement parfait est d'autant plus grande que cet encastrement doit s'opérer sur une moindre longueur de poutre. Outre la force Q, le point B subit, comme on l'a vu, la réaction verticale de l'appui, égale à P. Les forces Q et P + Q étant développées par la maçonnerie du mur, il faudra vérifier dans chaque cas particulier que ces forces n'excèdent pas la résistance du massif, et n'en compromettent pas la stabilité.
90. 2« CAS. — Poutre encastrée à une extrémité^ libre à t autre ^ et uniformément chargée de poids.
Soit a la longueur libre, OA, de la poutre, et p le poids qu'elle porte par unité de longueur. Soit X = OM l'abscisse d'une section quelconque. L'équation de la courbe des moments sera
ll = -^p{a--x)^
Fig. 83.
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et le moment d'encastremeot sera égal en valeur absolue à - joa ■ , L'effort tranchant sera donné par la formule :
La courbe des valeurs de M est une parabole AE, et la ligne dont les ordonnées représentent les valeurs de A, est une droite AF. L*équation de la fibre moyenne, après la déformation, est
D'où résulte,en intégrant,
El ^ = - ^ pa*x + - pax*'-' - pi»,
Ely = — j poV + g pox»— ~ px*.
On n'ajoute aucune constante, parce que x = o donne y = o et
Faisant x =a dans la dernière équation, et changeant les signes, on a la valeur absolue de la flèche / à l'extrémité :
•^■" El " El ^ §•
Un poids P, concentré à l'extrémité de la pièce encastrée, lui ferait prendre une flèche
•^ ■" El ^3'
tandis que le même poids P, uniformément réparti sur la longueur
P de la pièce, à raison d'une charge - par unité de longueur, lui fait
prendre une flèche
PIÈCE ENCASTRÉE
P , ^"" El ^8" El ^8*
Le rapport des flèches ^ est égal à
PI
OU à ^ ; c'est-à-dîre que la I 5
concentration de la charge au bout de la pièce augmente la flèche à peu près dans le rapport de i à 3.
Oi. 3* Cas. — Pièce encastrée à ses deux extrémités^ et chargée de poids également répartis.
Nous savons que l'encastrement équivaut à la fois à un couple et Fig. 84. à une force ; la force représente la
valeur de l'eflort tranchant sur Tappui, et le couple, la valeur du _ moment fléchissant au point où * la pièces engage dans son encastrement.
Soit AB la pièce droite dans son état naturel ; posons AB = a^ soit jo le poids également réparti par unité de longueur \ prenons ar- . bitraireraent un point G sur la portée AB, et soit x = AC l'abscisse de ce point.
Le poids total de la poutre chargée est joa-, ce poids se partage également entre les deux appuis, et y donne une réaction verticale
égale k-pa^ comme si la poutre était seulement posée. Le moment
fléchissant dans la section G se compose
1° du moment positif de la réaction verticale^ de l'appui A;
2^ du moment négatif des poids répartis de A en G ;
3* du moment inconnu du couple développé dans l'encastrement; nous en représenterons la valeur absolue par la lettre [/; il est facile de voir que ce moment est négatif.
Â SES DEUX EXTRÉMITÉS
Nous pouvons donc poser. l'équation différentielle
dans laquelle \l estune inconnue à déterminer.
Intégrons une première fois, en remarquant que « = 0 donne
^ == o, puisque l'encastrement est supposé parfait :
dy Si dans cette équation nous faisons j? = a, nous aurons le ^
du point B ; or il est aussi égal à zéro à cause du second encastrement; de là résulte T équation
qui donne
j/)o»— ^pa»— t*a=0,
l^ = ~pa'.
Telle est la valeur absolue du moment d'encastrement, ou du moment fléchissant au point A, et par suite aussi au point B.
Introduisons cette valeur de a dans Téqualion différentielle, il Tiendra :
Enfin, intégrant encore une fois,
Cette équation très -simple montre que y est nul pour a; = o et pour ar = a, c'est-à-dire sur les appuis, et qu'il atteint sa valeur ab-
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8oIue maximum au point où a: = ~ , c'est-à-dire au milieu de la portée ;
on trouve pour la flèche en ce point :
•^- 24ËÏ ^ Ï6 - ET ^ 384 ~ ET ^ ^'''^®*-
Lorsque la poutre est simplement posée sur ses appuis, la flèche
fi/»* h
(§ 82) est égale à^r-x^ôr- L© double encastrement a donc
pour eflet de réduire la flèche au cinquième de la valeur qu'elle prend quand la pièce est seulement posée.
La courbe des moments fléchissants est représentée par l'équation :
C*est une parabole dont Taxe est vertical, et dont le paramètre est égal à -; pour construire cette courbe, faisons dans l'équation a: = o
puis a; = a; nous trouverons M= />«*, valeur du moment fléchissant développé par Tencastrement sur les appuis. Prenons donc au-dessous de AB (fig. 85) deux ordonnées AD, BE, égales en valeur
absolue à — oa*, mesuré à l'échelle arbitraire des moments. Les points D et E appartiendront à la courbe. Si l'on fait ensuite â; = -,on aie maximum de M: on trouve
M= -Tj^a*, c'est-à-dire la moitié, en valeur absolue, du moment «4
trouvé sur les appuis. On prendra donc au milieu F de la portée, et dans le sens positif, une ordonnée F6 égale à la moitié de AD ; le point 6 sera un troisième point de la courbe. L'axe de la courbe sera d'ailleurs la droite GF elle même. On achèvera cette courbé en la faisant passer par les trois points D, 6, E, ce qui suflit pour la déterminer, puisque la direction de l'axe est connue.
La paraboje DGE coupe l'axe AB en deux points I et K, pour le8«>
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quels le moment fléchissant M est égal à zéro ; on a les abscisses de ces points eu résolvant Téquatiôn
pax
_ipx«— ^pa«=0, ou X* — ax + ^a* = 0.
iS
Fig. 85.
ce qui donne
Le signe + correspondàrabscisseAK=axO,7887...; le signe— ,
à Fabscisse AI = a x 0,2118...
d'v En ces points le moment fléchissant est nul ; par suite le ^ est
aussi nul; ce sont donc les points à' inflexion de la fibre neutre, suivant la définition géométrique de l'inflexion ; ce sont aussi les points de non-flexion de la fibre neutre, c'est-à-dire les points où le moment fléchissant est nul, et où la fibre neutre ne reçoit aucune courbure par l'eiTet des forces. La pièce entre les points I et K se compojte comme une pièce simplement posée en ces points sur des appuis. La distance AI est égale à peu près au cinquième de la portée. Si la pièce était posée sur les appuis A et B, au lieu d'y être encasti'ée, la parabole des moments aurait toujours la même forme,
car elle aurait - pour paramètre ; mais elle serait déplacée parallèlement à elle-même, de manière a passer par les appuis A et B, et elle occuperait la position ponctuée AG'B. Comme les dimensions nécessaires des pièces sont réglées sur les valeurs absolues des mo-
ments fléchissants, rencastrement, à égalité de résistance, conduit à une économie de matière ; car la plus grande ordonnée, en valeur absolue, du contour DGE est égale à AD, ou à — pd^\ tandis que la plus grande ordonnée de la courbe AG'B est égale à C/F ou à
Pour les efforts tranchants, ils sont les mêmes dans les deux cas, et on les représentera, à une échelle arbitraire, par les ordonnées d'une droite HL, passant par le point F, milieu de la portée.
02, Comparaison avec la poutre posée sur ses appuis. —
La courbe des moments fléchissants de la poutre posée est la parabole [AG'B, dont l'ordonnée maximum FG' = - pa^.
La courbe des moments fléchissants de la poutre doublement encastrée est la même parabole déplacée verticalement de la quantité
GG' = AD = BE =:: — y;a' ; ce qui réduit la nouvelle ordonnée du
milieu FG au tiers de FG'.
On peut mesurer la quantité de matière nécessaire pour construire la poutre, par Taire comprise entre la droite AB et la courbe des moments. En admettant cette règle approximative, qui sera justifiée plus tard, le mérite relatif de l'encastrement est mesuré par le rapport des surfaces ADI + IGK + KBE et \GU
Soit EGD (fig. 87) une parabole ayant pour sommet le point G, pour axe la droite GX; menons les ordonnées FK, FE, et soit GF' = GF X 3. Dans la parabole les ordonnées sont proportion-
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nelles aux racines carrées des abscisses ; on aura donc EF= FK x v^. L'aire GFK est les deux tiers du rectangle GFKL; Taire GEM est le tiers du rectangle GFEM.
Fig. 87. Faisons GF=j!>, FK = q;
1 on aura
l!J,"' j Surf. GFK = | />9,
Surf. GLK = Ipq,
Surf. GME = ^ (p X 3) X (g V'â) = pq >/%
Surf. MLKB = iJX (^ V^3 — ç) = p(7 v^3 - pq.
Or
Surf. GME = GLK + surf. MLKB + BKE.
Il en résulte
Surf. BKE = pq s/^—'^pg — PQ s/^ + PÇ =^ ^pq = Surf. GFK.
-Revenons à la question principale. La somme des surfaces ADI+IGK+KBE sera égale au double de la surface IGK, c'est-à-diro à
~ X IK X FG , et le rapport cherché sera égal à
flKxFG ^ ,^ IaBxF'G ^^'^^'
Or jK = "7=. Le rapport cherché est donc égal à — = = 0,09, ou
environ a 7— •
L'économie due à l'encastrement serait environ des -.
93. 4* Cas. — Pièce posée à textré7nité B, encastrée à Pextré-
mité A, et chargée uniformément dun poids p par unité de
longueur.
Kil KQUILIBRE
Appelons encore [x la valeur absolue du moment d'encastrement. k:-. ss. La charge totale pa ne se divisera
plus également entre les deux appuis,
ay car il n'y a pas symétrie; appelons
^ j^ X la réaction de l'appui A. Nous au-
El
X rons
Intégrons, et observons que pour x = o, -^ est nul:
Intégrons une seconde fois, en observant que y = o pour x=o:
Pour déterminer jx et X, nous remarquerons que la pièce étant simplement posée en B, le moment fléchissant est nul en ce point; que de plus on doit avoir
y = 0 pour X = a.
De là les derx ('équations *
Xa — -/}a*-{x = 0.
Divisons la seconde par - «'; il vient
On tue de celle-ci et de la première
5 Xa = j^ pa«, donc X = g pa.
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Par conséquent, la réaction Y de l'appui B est égale k-pa. On a enfin pour le moment d'encastrement, pris positivement,
Les points d'inflexion de la fibre neutre sont donnés par i'équa tion
0 = \X — -px»— a,
ou bien
X* 7 (ÏX + -r- = 0.
Les racines de ces équations sont x = a, ce qui correspond au point B, où la flexion est en effet nulle, bien qu'il n'y ait pas là, à
proprement parler, d'inflexion géométrique, et x=ja^ pour le
{Toint où la courbure de la fibre neutre change de signe.
L'encastrement a pour efiet, dans ce cas, de modifier la répartition des pressions de la poutre sur ses appuis ; au lieu d'une répariiiion
égale, l'appui sur lequel a lieu l'encastrement est chargé des - de la
pression totale.
Pour avoir la plus grande flèche prise par la poutre, on cherchera le point où la tangente est horizontale; l'abscisse en sera donnée par l'équation
On trouve d'abord j: = o, ce qui correspond au point A ; cette solution écartée, on a à résoudre l'équation du second degré
-XX — gp2«— {X= 0.
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OU bien
ou enfin
X» — — ax+-a*= 0,
ce qui donne
15 ± JTs
X = ax — T-r — •
De ces deux valeurs, Tune, celle qui correspond au signe +1 donne un point situé au delà du point B, qui ne peut convenir au problème. L'autre donne un point D situé entre le point G et le point B, et qui est la vraie solution cherchée : AD = ffX 0,5785.
Ce point n'est pas au milieu I de l'intervalle GB; il ne coïncide Pjg gg donc pas avec le maximum de la
valeur du moment fléchissant.
' Al étant égal à o,625a, le point D
B est k gauche du point I.
, y La courbe des moments a dans
, !/ ce cas la position EGFB. Les ef-
forts tranchants sont représentés par les ordonnées de la droite GH, passant au point I, milieu de l'intervalle GB.
94. Poutre continue posée sur trois appuis de niveau^ et portant dans chaque travée une charge également répartie,
Fig. 90. Soient A, B, G, les trois appuis,
^ I qu'on suppose de niveau ;
x^ ,y AB=fl, BC = A, les deux
portées ; p^ la charge par unité de longueur dans la première, et q la charge par unité de longueur dans la seconde.
>I îi N ç
SUR TROIS APPUIS
Appelons X la réaction verticale du premier appui, que la statique ne suffit pas à déterminer, puisqu'il y a trois appuis en ligne droite, et cherchons la valeur du moment fléchissant sur l'appui B intermédiaire.
Occupons-nous d'abord de la première travée AB. Prenons la droite \C pour axe des x^ et lé point A pour origine; en un point M de la première travée, défini par son abscisse AM = j:, nous aurons l'équation des moments
et par suite, en intégrant,
El(g-tg,)=:iXx«-lpxS
(3) El fy-xtg?) = lxj»-^px*;
f est l'angle de la fibre neutre avec l'axe AB, au point A, après la déformation. On n'ajoute pas de constante à l'équation (3) parce que ,r = o doit donner y = o.
Dans l'équation (i) faisons x = a^ et appelons [x le moment fléchissant sur l'appui B; nous aurons
(4) ji = Xa — - pa».
Faisons de même x=^a dans l'équation (3); elle donnera y = o. D'où résulte, en supprimant le facteur a , l'équation
(5) EItg9 + gXa«-lpa»=0.
Entre ces deux dernières équations, nous pouvons éliminer X ; pour cela, multiplions la première par ^/i, et ajoutons: il viendra, en
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supprimant le i^rme -rXa', commun aux deux membres,
(6) î i^a + El tg? - gTTpa» = - ^^pa\
OU l)ien
ltia + Eltg? + ^pa^ = 0.
Faisons ensuite x=a dans l'équation (9) ;' et appelons i l'angle que fait la fibre moyenne, après la déformation, avec Taxe des .r au point B; nous aurons
Entre les équations (7) et (4), nous pouvons encore éliminer X, et il viendra
Enfin, entre les équations (6) et (8), éliminons tgç en les ajoutant ensemble; nous aurons pour résultat final une relation linéaire entre UL et tg •} :
(9) El Ig.}- i|fcx- i(xa+ ^/ia'=ijK,
OU bien
Eïtg'i=juri + ^pa'.
Passons à la seconde travée BC ; elle nous donnera un résultat analogue. Il faudra seulement faire commencer la travée au point C,
Fig. 91.
_ '__ ^J^'Jf
et compter de G en B les x positifs. Nous trouverons sur l'appui B un moment égal à |ji. De plus les deux travées se raccordent tangentiellement en ce point; mais l'angle de la fibr« neutre avec le nou
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vel axe des x, GB, (fig. 91) sera le supplément de l'angle '^ consi* déré tout à l'heure ; ce qui fait changer tg^}' de signe, de sorte qu'on obtient pour l'équation relative à la travée GB, *
EItg* = i|x6 + ^g6».
Ajoutons les équations (g) et (lo) ; l'angle <{/ sera éliminé, et on aura pour déterminer [a l'équation
d'où l'on tire
5l*(a + 6)4-5j(pa»4-9^») = 0,
_ 1 pg» 4- qb* " 8 a + 6 '
Cette équation n'est qu'un cas particulier d'un théorème que nous démontrerons plus tard, le théorème des trois moments.
L'équation (i s) fait connaître tout ce qui est nécessaire pour tracer les paraboles des moments et les droites représentatives des efforts tranchants.
Les moments fléchissants seront représentés dans la travée AB par les ordonnées d'une paiabole AED, passant par le point A,
et venant couper en D, au-dessous de Taxe des abscisses, la verticale menée par l'appui B; la distance BD est donnée par l'équa^ tioQ
Fig. 9t.
BD
««u=iP?-±3ÈÎ
L'équation de la courbe AED est
M = Xa:— rpA
PIÈCE POSEE
Mais X n'est pas encore déterminé ; nous l'obtiendrons en remarquant que pour a; = a, on a M = [x. Donc
Substituant cette valeur, on aura 1* équation de la courbe AEB. On a de plus la valeur X de l'effort tranchant au point A.
La droite GI, qui représente l'effort tranchant dans la travée AB, a pour équation
A = X — px.
L'effort tranchant au point B, dans la travée AB, est donc égal à
B = X — pa = — -pa+ t.
Cette valeur est négative, et est représentée sur l'épure par la longueur BI.
Dans la travée BG, les moments fléchissants sont représentés par une parabole qui passe par les points D et G ; elle a un axe vertical, et son paramètre est -•
L'équation de cette parabole est donc de la forme
en comptant cette fois les abscisses x à partir du point B dans le sens BG; B' est une constante à déterminer. Si on fait aj= o, on a M = pi, ce qui indique que la courbe passe en D ; si on fait â?= 6, on doit avoir M = o. Donc
et par suite
srn TROIS Ai'pi is. m
On pourra tracer la courbe DFC. Les deux paraboles coupent Taxe des abscisses aux points B et N, qui sont les points d'inflexion de l'axe neutre. Les maxima E et F correspondent aux points H et L, où l'effort tranchant est nul.
Cette quantité B' est la valeur de l'effort tranchant sur l'appui B dans la travée BG. On trouve ainsi deux efforts tranchants sur cet appui; l'un négatif, et représenté sur l'épure par l'ordonnée Bl; l'autre
positif et égal à - yô — ^ , représenté sur la figure par l'ordonnée BK.
Le premier est l'effort tranchant en B dans la travée AB ; le second, l'effort tranchant en B dans la travée BG ; et leur différence B' — B est la réaction totale! de l'appui commun ; c'est cette force Y, finie, isolée, qui produit une différence fmie entre les deux efforts tranchants consécutifs. Le polygone des efforts tranchants est la ligne discontinue 6IKM.
Au point G l'effort tranchant est donné par l'équation
quantité représentée par l'ordonnée négative GM. Réunissant les valeurs trouvées pour les efforts tranchants, le moment fléchissant en B, et les réactions des appuis X, Y, Z, on forme le tableau suivant :
Efforts tranchantB. Réaction des appols. Au point A A= -pa+^ . . . . X = A=gpa+ ^
Ad point B ^ M . . . Y=B'-B = 5(pa + g6)-ix 1 +î)
An point C C = — gg6-| Z= — C = |g6+g
172 PRESSIONS wSUR LES APPUIS.
Si l'on coupait la poutre sur Fappui B, les efforts tranchants deviendraient :
En A - pa,
dans la travée AB — ^ pa,
dans la travée BG ^ qb^ En C -içô,
et les réactions totales des appuis seraient
En A I pa,
En B gpa + ^qb.
En C |.g6,
La continuité de la poutre au-dessus de Tappiû moyen a donc pour effet de soulager les appuis extrêmes, en reportant un excès de pression sur l'appui moyen.
Faisons a = 6, et jd = 9, nous trouverons les formules suivantes, qui sont très-employées :
ix = --.gpa«, X = Z = - pa, Y=-3-pa.
On remarquera que, dans ce cas particulier, chaque travée peut être considérée, à cause de la symétrie, comme formant une poutre
^'«- •'• encastrée sur Tappui B, po-
^ sée sur l'appui extrême , et
, chargée d'un poids p également réparti : cas examiné
"^ précédemment (S 93) .
Il serait facile, dans le cas général, de trouver la forme de la fibre neutre. Les constantes à employer, tg<p, tg^, sont déterminées par
va
TABLEAU RËSUH
I. Pontre potte lar àtta ippnli «t pori tbugt égilemeol Téputle.(g il.)
Fl«. Ttt.
fa pait, - pu.
ABsd.
P, cbiTge, par uoltc de lungueur.
C, milieu de AB.
KDXÊRiqDaS ZT OSSSKVATIOKS.
lapuulre au inUieu, f
polut C,- fu>.
AIGUILLE VERTICALE SOUTENANT UNE CHARGE D'EAU
Tanalysemêmedu problème, telle que nous venons de l'exposer (i).
95. — Exemple de charges continues non également réparties. Problème de t aiguille soutenant une charge deau.
Soit AB l'aiguille verticale d'un barrage qui soutient Teau à un niveau CD, sur une de ses faces, tandis que, sui' l'autre face, le niveau de Teau atteint seulement la hauteur EF« L'aiguille est appuyée en deux points A et B.
On donne la hauteur AB=:a, la distance AD = i, enfin la distance AE = c.
L'aiguille a une section rectangulaire : ses i" fi ^ dimensions sont m parallèlement au plan de
la figure, et n perpendiculairement à ce plan.
On demande les charges supportées par la matière de l'aiguille, et la forme prise par la fibre neutre.
Appelons n le poids de l'unité de volume d'eau. Prenons pour axe des X la droite AB, le point A pour origine, et comptons" les y positifs vers la gauche de l'axe des abscisses.
Soit Y la réaction du point A sur l'aiguille, et X la réaction du point B ; ces deux forces sont horizontales. La statique suffit pour les déterminer.
La poussée de l'eau sur la face d'amont de l'aiguille est mesurée par le produit - n x DB x n; elle est appliquée en un point
«tué à une hauteur égale à^ DB au-dessus du point B.
La poussée de l'eau sur la face d'aval est dirigée en sens contraire ; elle est égale à - n x EB x n, et son point d'application est
fitué à la distance ;; EB du point B.
On a d'ailleurs
DB = a— &, EB = a — c.
(ULetprlneipaueu extininès jusqu'ici dans ce chapitre sont résumés dans le tableau A.
AIGUILLE VERTICALE
Prenant les moments par rapport au point B, il vient
Yo = I nM(a— 6)»— ^ IIn{a— c)\
équation qui fait connattre Y.
On déduit ensuite X de l'équation
X + Y = lnn(a-6)«- î IIn(a-c)«.
Les moments fléchissants seront déterminés de A en D par Téquation M := Yx^ qui représente une droite AM (limites d'application, a: = 0 et a? = ô) ;
De D en E, par l'équation M = Ya? — ^Dn (a? — ô)', qui représente
une certaine courbe MN (limites, a? = ô, a? = c) ; Enfin de E en B, par l'équation
M = Ya;-inxn(a;— 6)»4-2nn(x— c)»,
qui représente un arc de courbe NB (limites, a? =c, a? = a). Les efforts tranchants seront donnés par les équations suivantes :
De A en D, ou de x=0 à x=6, De D en E, ou de x=b à a;=c,
De E en B, ou de x=c à a;=0,
Ar^Y,
A = Y - I nw(x— 6)»,
A = Y - i nn(x- 6)»+ 1 nn(x— c)\
La première représente une droite PQ parallèle à AB ; les deux autres représentent deux arcs de parabole QR, RS; l'ordonnée PA est égale à Y; l'ordonnée BS est égale en valeur absolue à X.
Ces déterminations permettent de trouver en chaque point la charge de la matière ; appelons R la pression par unité de surface, dans une section définie par son abscisse x^ en un point situé à la distance v de la fibre moyenne ; nous appliquerons l'équation
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Hais m étant la dimension de l'aiguille dans le sens de la poussée de Feau, on a
et la plus grande valeur de t; est égale en valeur absolue à - m ; donc
le minimum absolu de - est 77 m* n, et par suite le maximum absolu
de Rest
formule dans laquelle on fera entrer le maximum de M, ou le moment correspondant à la section K de l'aiguille.
La résistance moyenne à l'effort tranchant, R\ sera de même égale
à — ; on la déterminera pour la plus grande valeur absolue de A,
laquelle correspond au point B.
Pour résoudre la seconde partie du problème, on intégrera deux fois les trois équations des moments, ce qui introduira deux constantes pour chacune, en tout six constantes, et l'on aura six équations pour les déterminer, savoir : deux équations pour exprimer que la courbe passe aux points A et B, et quatre, pour exprimer que les tronçons AD , DE , E6 , se raccordent tangentiellement aux points D et E. Voici comment on peut diriger les opérations.
On a à intégrer les trois équations différentielles :
El -Pk^ Tx, entre les limites x=:0 et x^h\ ax*
EI^ = Yx— inn(x-.6)*, entre x=6 et x = c;
dx* 6
enfin
El2^=:Yx--nn(«— ôj'+^nnte — cy, entre «=c et x = a; az" o o
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ce qui fournit les six équations suivantes :
) tronçon AD, El(y + C,x + CJ = YÇ
El(g-fC.)=Y^^-ln.(x-6r
[ DE, EI(y+C>+Cy = Y~j|5nn(x-6)» j
El(y+C'VT + C'',)=Y~-~5nn(x-6)»+^n7i(x-c)»
La courbe passant au point A« on a d'abord
Quand on fait or = 6 , les deux tronçons AD et DE ont le même y
et le même -^ ; donc dx
C, = C', et C', = C, = 0.
Quand on fait x = c^ on doit avoir de même pour les deux tron-
cifi çons DE, EB, le même y et le même ^ ; ce qui donne encore
C', = C", et C", = C',= 0.
Il ne reste plus qu à trouver la valeur de C^ ; laisant x^== a dans la dernière équation, on doit avoir y = 0; donc
C,xEla=v|'-i^[(a-6)»-(a-c)«l,
et le pioblèine est entièrement résolu.
ff4
MOMENTS D'INERTIE DXS SECTIONS USUELLES
Otf, — Recherche des moments d inertie dvf sections usuelles de jûp&ifêm . iin Wèi'é^gk )ikén. — Le rectangle ÂBCD étaj^t donné, le centre de Kig. 95. ^ gravité de la figure est le point G de rencontre des y^th d^ux diagonal»; par ce point menons une droite XX, parallèle aux côtés AB, CD, et proposons^nous X de trouver le moment d'inertie I de la section par rapport à cette droite. Soit AB =i a, AD = i. Considérons un rectangle infiniment petit mnpq^ et appelons x la distance Gr du côté mn de ce rectangle au centre ée gravité 6 ; Itf «hjÀÙteur mq du rectangle élémentaire sera représentéie par dx, et ê(Sù moment d'inertie par rapport à XX sera égal à adx X x^ Le moment d'inertie total I est I^> somme des éléments ax^dx étendue à toute la section ABCD, c'est-à-dire prise entre
les limites x = eta? = +-- ,cequi donne en définitive — ;
on a donc
Le maximum de la distance v dans la section rectangulaire ABCD est égal à -, de sorte que la valeur minimum de - est égale à j aU^.
La formule I = — aô' peut se mettre sous la forme
i = ah X .0 ^'.
Ovab est Taire û du rcciangle ABCD; — // est le carré d'une
longueur — -b, qui est le rayon de giration de la surface consi-
dérée.
Nous avions déjà trouvé ce résultat par une autre méiho.le, g 'xj.
MOMENTS D'INERTIE
Losange.
Fig. «6.
Gb^chons de mètcé^t moment d'inertie dç ia surface ABGD par rapport à la diagoisald JBD , qui contient le centre de gra?iié 0. SoPr
DB=a, AC = 6,
En suivanfnne méthode analogue
ra
La section û est ici égale à - ab ; le carré du H^Ji^ de giration est donc
ga6
et le rayon de giration
Le maximum de v est -, et le minimum de - est par conséquent égal à -7 ab^.
Rectangle évidé ou double T. — Le moment I de la section com- Fig. 97. prise ejj^re les deux rectangles ABGD, A'B'GTX,
dont les côtés sont parallèles et dont les centres de gravité coïncident au point G, s'obtient en X retranchant du moment d'inertie relatif au premier rectangle le moment d'inertie relatif au second.
Soit donc
nous aurons
AB=:o, BC = 6, A'B' = o', B'C = 6';
\^j^(ab^-a!b%
Le maximum de v est égal k- b.
Tï
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La même formule donne le moment d'inertie de la section double T,
qui se rencontre si souvent dans les constructions 'j; I 1" en tôle ; on voit en effet que si Ton coupe la figure •^Tnlra p MNPQRSTLKIHO par ladroiteYY, quila partage en
deux portions égales, on peut transporter la portion située adroite de cette ligne YY de manièrequ'elle se joigne en MO et KL, par les côtés NP et ST, avec la {»Â1ion de gauche. On fime. ainsi un rectangle évidé, sans altéfif^V^îles éléments de la section /ni leurs distances à l'axe XX des moments d'inertie; le moment cherché I n'est donc pas changé.
La formule I = — (ad' -^ db'^) donne le moment de la section
jâouble T, si l'on pose a = MN, ô = ML, rf = PQ + OH et V = HI. Moment d'inertie du rectangle ABCD, par rapport à une droite ZZ
parallèle au côté AB , mais ne passant pas par le centre de gravité G du rectangle, — Soit AB = a, BG = ô, enfin GO = h.
Nous aurons à prendre la somme des éléments ax^dx entre les limites h et A + -,
ce qui donnera :
Pig. W.
Le moment d'inertie I par rapport à ZZ, se compose donc de deux parties : Tune ab x A', est le produit de l'aire de la figure ABCD par le carré A* de la distance du centre de gravité G de cette figure à
la droite ZZ; l'autre, — «6\ n'est autre chose que le moment d'i-
nertie de la figure par rapport à une droite XX menée parallèlement à ZZ par le centre de gravité G. On sait que cette loi est générale pour une figure quelconque (§'49) •
Il arrive fréquemment que, dans les sections des poutres en tôle, r épaisseur b d'une feuille soit très-petite par rapport à la distance A du centre de gravité de la feuille à l'axe neutre. Alors on peut sup-
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primer le terme — ad* dans la valeur de 1, et poser par app^()xiipj|tiQp
Gela revient à prendre pour rayon de giration de la sectifÀ par rapport à ZZ la quantité A, au lieu de
''tri"-' V-
97. — Détermination du moment et inertie I dune section de poutre en tôle.
!• Méthode exacte applicable aux petites poutres. . - ^
Les poutres en tôle sont en général composées comme il suit : ""'^z * Les deux fables ou semelles AB, CD sont ig^unies à une âme EF au
Fignoo. ^ moyen desquatrecor- ^
lY ne^re5P,Q,R,S, etla ^
il — ■• ^v — ' Ib
^ — lEÎrffj-;:^] — ' section est symétri-
L I - ! -^ — 'i;i_j^'.7Zj que à la fois par rap-
port aux deux di'oites rectangulaires XX ,
fi \ 1 i 1 ! i i YY, passant par son
Si ■ ■■ ?. ^ ^ -.y
'" . "^ |i> ^ centre de gravité G.
T^ On n'a alors à s'oc-
cuper que d'une moitié de la section, celle qui est située au-dessous de XX, par exemple, sauf à doubler ensuite le résultat. On trouvera la formule :
ou bien
I = I Tac» - (a — a')c'^ — (a'— a'Y'^ — (a"— a^c'^^l.
Cette formule s'emploie pour le calcul des moments d'inertie des
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pontrtt de&ible hauteur. L'usage d'une table de cubes en simplilie
l'amMflÉÉhu.
• .y^ Méthode t^iproximalive pour les sections des grandes poutres.
Pig. iti.
Nous supposerons, pour plus cir généralité, la section non symi^trique par rapport à la droite \X menée par son centre de gravité, de sorte que la position du centre de gravité ijfi soit pas connue d'avance.
On prendra pour axe provisoire des moments une droite ZZ, perpendiculaire au plan desymétrieYY.
On mesurera sur l'épure de la section toutes les dimensions a, b, a*, ^ des rectangles élémentaires dans lesquels la section se
décompose, et ]|s distances h, h' des centres de gravité de ces
rectangles à la droite ZZ.
Au moyen de ces données, on formera le tableau suivant :
»<»iuTn.
UU
-OKWrs D» ..-M
..tEO«*PRmn.*T„E
du
do
larripport
«tl»ngb..
retlanglH.
iZZ.
de> ilrn pirtiellt».
Dix A
nùhx./i
a'xf
n'i-xA'
o'6'A'xA'
o"'xi"'
a"'4"'A"'xA"'
tf'Xti'
a"A"xA"
aii4iv/,i^X/'i'
a'/,»xA»
n»4'ATxA'
TOTiDI
anxi-n
o"4'ixA"
an^tiAo X A"
On divisera la somme S des moments des dires par la somme Q qui représente l'aire totale de la section ; le quotient II sera la dis-
ijt»
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tance du centre de gratté 6 de la section à la droite ZZ; La somme T est, approximativement, le moment d'inertie de la section p4|||feapport à ZZ ; pom* en déduire le moment d'inertie I par rapport à là drmte XX menée parallèlement à ZZ par le point 6, il faudra retrancher de T le produit de l'aire totale O par le carré de la di^^ce S, ce qui revient à retrancher de T le produit SH. On a donc à faire la série d'opérations : '
H=|r;^I = T-ûH*=T—
SH
FiR- lOi.
Cette méthode donne pour I une valeur un peu au-dessous de la valeur exacte.
8* Méthode simplifiée pour les grandes sections symétriques par rapport à la droite XX.
On néglige le moment d^inertie de l'âme ; on ajoute la section des cornières à la section de la table voisine ; soit û la section résultantQj et I la distance du centre de gravité de la table supérieure A au centre de gravité de la table inférieure B. On a, avec une approxiqption généralement sufiisante i
Dans ce cas, on peut prendre aussi pour valeur maximum de v la
quantité **« de sorte que - a pour valeur minimum û/. Le moment
d'élasticité a pour expression RQ/, ce qui est évident » pmsque Rû représente la somme des forces moléculaires développées en sens différents dans chacune des sections A et B, et / le bras de levier du couple formé par ces deux groupes de forces.
OBSERVATIONS SUR LES ÉQUATIONS DE L'fi^UIUBRE INTÉRIEUR DES POUTRES DROITES SOLLICITÉES PAR DES FORGES NORMALES.
Homogénéité des formules.
98. Il n'est pas inutile de faire ressortir l'homogénéité des équations obtenues dans le courant de ce chapitre.
DES FORMULES
Prenons pour exen^ile Téguation des moments fféchissants
Pour feîre voir qu'elle est homo|gène,il suffit d'observer que le moment M est le produit d'une force par une longueur ; que le coefficient d'élasticité est une force rapportée à l'unité de surface, c'est-à-dire le quotient de la dbrision d'une forcéjpar le carré d'une ligne; enfin que û est une lol^ji||Bar et qu^ I est un prodoit de quatre dimensions linéaires. On peut donc poser
M = f;, F et F' représentant des forces, E = ^ /, l\ v\ r, des longueurs.
L'équation se réduit à la f(»rmule suivante i
ou bien
f; II" n
équation où n'entrent plus que des rapports numériques entre quantités de même nature.
Prenons encore les équations qui nous donnent les flèches prises par une poutre sous l'action de certaines forces.
Pa' Nous avons trouvé la formule /= -==- x 0, où P est un poids ou
une force, 0 un coefficient numérique, a une longueur; E et I ont les mêmes significations que dans l'exemple précédent. Faisons les substitutions comme tout à l'heure, et nous aurons
/ = w^, X 0 = -s; X rjj X 8,
p €^XP
= et 0 sont deux nombres; la fraction — ^j — ayant au numéra-
SIMILITUDE
teur cinq dimensions, et seulement quatre au dénominateur, se réduit à une simple longueur, de même nature que l^â|bohe^.
Si la charge était uniformément répartie, la isiitm la (lëcbe deviendrait
et le résultat serait le même ; «ar alors p serait une force rapportée à une longueur j en sorte que le produit pa serait une force, et entrerait dans le calcul au même titre que le poids P.
On n'éprouvera donc jamais d'embarras quand on voudra faire les applications numériques des formules.
Dans ces sortes de questions on n'a à considérer, en dernière analyse, que des forces et des dimensions linéaires. Les formules de la dynamique contiennent en outre le temps et les masses ; elles sont un peu plus compliquées, mais elles peuvent s'interpréter d'une manière analogue.
Soit a la portée d'une poutre
P, P', V\ ... les forces normales qui y sont appliquées, en des points dont les abscisses, mesurées sur la poutre, sont p, p', p",..;
û, la section transversale de la poutre;
I, le moment d'inertie de cette section par rapport à la droite menée par son centre de gravité perpendiculairement au plan de symétrie.
Considérons une seconde poutre dont la section ait la même forme que la première, et supposons qu'on puisse passer de l'une à l'autre en multipliant
Toutes les longueurs «,/>,/>',/?", ... par un même coefTicient a ; Les dimensions en largeur de là section par un coefficient P; Les dimensions en hauteur de la section, par un coefficient y \ Les forces par un coefficient c.
SopposoBft enfin que le coefficient d*élastlcité soit E pour la première poatre et V pour la secoim
Lu jfcfefe,. jpoutre aura une portée a% ; elle sera eouxnU^- à de&4fmÊ^^^ Pe, Fe, V%.., appliquées en des pialîyi dontlé*? abdcisw^ aeront pa, j^é^ p"«, • .. la section sera ^ale à 0:^ty jj le moment d'inertie de cette sectiovi^^somme de produits dans lesquels entrent trois dimensions en haiittMii\ et une dimension en largeur, sera égal à I x Py*.
Les moments fléchissants M de la première |Kmtre deviendront
El -^ Mxae pour la seconde. Or on ap=Tjr; les rayons de courbure
seront donc multipliés, quand on passe de la première poutre à la seconde, par
La résistance par unité de surface, R = ^,sera multipliée par le produit
XY
-^, ou par p.
La résistance moyenne à Teffort tranchant est donnée pour cha*
SP que section par une expression de la forme -^ ; elle sera donc multipliée par
L'angle très-petit,^, qui mesure la déviation de la fibre neutre est donné par l'équation
El(|-tg?)=jM<to.
Cet angle est donc homogène à
i86 SIMILITUDE
'ijj^F tiîKfl^ià^^ultipIié dans la seconde pontre j>ar leAÉffltbre ^^^^
Enfin, leà J^cbes. y sont données par l'équation
EI(y-aîtg<p) = J^Mdx«;
elles sont donc multipliées par
M X a' Ea*e
KV'
Quand on a étudié la déformation et la répartition des pressions dans la première poutre, on peut en déduire par de simples multiplications les résultats relatifs à la seconde.
Nous donnerons deux exemples de l'emploi de cette méthode.
i^ Cherchons à quelles conditions les coefficients a, p, y, e, doiyent satisfaire pour que les deux poutres, supposées formées de la même matière, subissent les mêmes pressions aux points homologues.
Il faut et il suffit pour cela que R et R' soient respectivement les
mêmes, et par conséquent que les multiplicateurs ^ et g- soient égaux à l'unité. On aura donc
Si ces conditions sont rempUes, les flèches prises par les deux poutres seront entre elles dans le rapport exprimé par le nombre a.
On a, en effet, pour le rapport des flèches le nombne r-| , puisque E
est supposé égal à E'; or
donc
2* Une poutre de sec^ redaagulaire, ABGD, chargée de poids, Fig. 103. repose sur le côté CD; on bd donne quartier sans A rien changer aux chaiigéa- iju'eilé snpuprlêfc'est^- , /: iSté on la couche sur le côté AD ; on demande les modUications qui en résultent dans la distributira des pressions et dans les flèches -^^rises par la ^poutre. •.<-.^. ' ' ; .-^
Les longueniç^attittesmèmesdansles deux poutres, ainsi que l€i$ Çoirdes ér ijue les coefficients d'élasticité.
a = 4, esai^wet E = E'/
Donc '
La dimension horizontale CD de la première poutre devient égale
AD à AD dans la seconde; le rapport ^ est donc égal au rapport ^^
Ou
CD des côtés du rectangle. Le rapport y est au contraire j^r ; donc
Y = g. n en résulte que les chaînes R, qui correspondent à la
.«do., «mt ni^lUpHéc par le rapport ^ , ou par lo facteor ?;
Que les charges R', qui correspondent à Teffort tranchant sont multipliées par ^ , c'est-à-dire par Tunité;
Que les flèches sont multipliées par |^,, ou par -,, ou enfm par ^^
DÉFINITION DE LÀ RAIDEUR d'uNE POUTRE.
100. La flèche /, prise par une poutre sous Faction d'une force unique P ou d'une charge également répartie pa^ est donnée par les formules
^-^ El ^384 ^^ El ^384'
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suivant qu elle •est simplement JStoée où encastrée à ses deux bouts, ou bien
si elle est encaatrée par im*libut.
Là raideur est raesui-ée pa^. le rapport, -7 ou W, de la force à la
flèche qu'elle produit. ' ' .v
On voit que, toutes choses égales d*aiileurs, la raideur est propar-
El ♦^
tionnelle au' produit -j. Or I est proportionnel au produit AV, A
désignant la dimension verticale de la section et c la dimension horizontale; I s'exprime par ce produit multiplié par un iacteur numérique qui dépend de la forme de la section. La raideur d'une poutre est donc proportionnelle au rapport
ou a h
-X (rt)'-
Si E et c restent les mêmes, elle est proportionnelle au cube (lu rapport de -, qui mcsuie pour ainsi dire le surhaissement de la
poutre en élévation.
De là, rutililô ([u'il y a à augmenter la hauteur de la poutre proportionnellement h sa portée. Le rapport - ne descend guère audessous de — , et il atteint cfuelquefois --•
PIÈCES LÉGÈREMENT C0Un«ÉES.
101. Tous les problèmes que nous avons traités supposent que la pièce considérée est droite dans son état naturel. xMais cette hypo-
THÉORÈMES SUR LES POUTÛià DftOiTES. ISii
tbfiqPesmfiBs indisperfsabMÎI te sait que Îq principe général de la sàj^q^kosition des effets des forces consiste eiMII'jÇtt'un nouveau grraj^ de forces appliqué à une pièce déjà ifj^é*, y produit un èflët partiel qui s'ajoute algébriquement aux effets déjà produits. Si la pièce a natureiledtent une légère courbure, les forces qu'on y appliquera feront subir de même aux ordonnées de la pièce des variations égales à celles qu'elles produiraient sur lafoutre supposée rectiligne , et les mêmes équations subsisteront pour ces deux pièces, pourvu que Ton compte les abscisses sur ^ la fibre neutre dtiis son état naturel, ou sur un axe rectilignç parallèle à sa direction 9^11^!!^^ et les ordonnées parallèlement aux forces i partir de la^Sra^Utre non fléchie. a>«^^
•Â' RBIIABQUB GÉNÉRALE*
102. Dans les problèmes relatifs à la flexion des poutres droites, on suppose en généfkl que la déformation reste assez pey|j^ pour n'altérer sensiblement ni les forées, ni ]es coordonnées de leurs points d application. *f
C'est pour cela qu'on pi'ênd les moments des forces comme si la pièce était dans son état naturel, tandis qu'en toute rigueur, il faudrait les prendre dans l'état de flexion, puisque l'équilibre élastif[ue suppose cet état réalisé. Comme on ne peut prétendre à une solution tout à fait rigoureuse, on suit cette méthode approximative, qui a l'avantage de rendre les calculs beaucoup plus faciles.
. > is verrons un peu plus loin (§ io4) un exemple dans lequel on lie j)eut se contenter de cette approximation.
THÉORÈMES SUR LA FLEXION DES POUTRES DROITES
J 03, — Quand une poutre droite est sollicitée par des forces normales^ t effort tranchant en un point donné est égal à la dérivée du marnent fléchissant en ce point par rapport à [abscisse.
ife-?
l'EFFORT TRANCHANT
Nous allons d&nontrer d'uoe mnière générale cette propAifioD,
que jusqu'à pr4pralLfiOus aifona seulement vérifiée dans diws cas
particuliers.
Considérons une poutre NN'; couponsla par deux plans transversaux PQ, PQ', définis par leurs abscisses, x^ oi^ et supposons la distance PF, ou td — x, infiniment petite*
Soit M le moment des forces élastiques développées sur la section PQ dans le tronçon PF ; il est égal» en grandeur et en signe, au moment fléchissant des forces extérieures appliquées au tronçon NPQ.
Soit de même M' le moment des forces élastiques développées dans la section FQ', et dans ce même tronçon PF ; il est égal en valeur absolue, mais de signe contraire, au moment fléchissant des forces extérieures appliquées au tronçon FQ^N.
Soit A la résistance à Tefiort tranchant dans la section PQ prise sur l'élément de poutre PP' ; elle est égale en grandeur et en signe à l'efiort tranchant dû aux forces appliquées au tronçon PQN.
Soit A' la résistance à l'effort tranchant dans la section FC^, et sur l'élément PF ; elle est égale en valeur absolue, mais de signe contraire, à l'effort tranchant dû aux forces appliquées à la partie FQ'N.
Appelons enfin F la résultante des forces extérieures qui agissent sur la poutre dans T intervalle PP' ; cette force pourra être considérée comme appliquée en un point I de cet intervalle, si l'intervalle PF est suffisamment petit. Soit x'' l'abscisse du point L
L'élément de poutre PQQ'F est en équilibre sous l'action de la force extérieure F, des forces moléculaires A, A', et des deux couples de forces élastiques M et M'. Les conditions d'équilibre se réduisent à deux, celles des forces et celles des moments.
L'équation des forces montre que
A=F' + A', ou que A' — A = — F,
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^Btl'éqnation des momêûts, pris par rapport à un point de la section FQ', noQ9 donne : '
Ces équa^ons ont lieu quelle que soit la lougmlP PF de l'élément considéré. Supposons-la infiniment petite; Il peut arriver deux cas, suivant ou'eii faisant décroître indéf^ment la distance -^^¥^ la force F reste fiq|i^ap devient infiniment petite. i^.lp^d^ lorsque fF^,4^ti^ petit, la force F est aussi iâ^-\
' *'ï\ )^\ ^ *' .-^^'^ *"\ . F '*"■' '^'Hj^^
nJent petite, de telle sorte que le rapport r^^ i^di&un nombre Jm»
on peut assimiler la force F à un poids également réparti de P en F« à raison de p unités de poids par unité de longueur. On aura donc dans ce cas, F = p x PP'. £•
Remplaçons donc af — a? par dx^ MP -^ll'par rfM, A' — Apap dk, et F par pdx. Observons de plus que af — a/' est mdwhie que a/ — jp ou que dxy de sorte que le produit ¥ (a/ — af') s* réduit à un infiniment petit du second ordHè, plus petit que pclx*. Supprimant ce terme dans notre seconde équation, nous aurons en définitive
dA. = — pdx, (2M = Adr.
De cette dernière équation, on tire^= A, ce qui. démontre le
théorème.
On a de plus
dA et enfm
dx
Si p est une cpnstante, Tintégration de ces équations donnera pour A une équation linéaire, A = — jox + G , et pour M l'équation d'une parabole,
W* . L'EFFORT TBANCHAHT.
M = — ^ pi* + CX'i- C- ï
résultats déjà obtenus dans les exemples gue o<hi|| aVons ezaif^Dés. Si p, au lieu <ï6tr<i constant, est une tmêÈou&'x, l'iittégratioD donnera les esprRsions .analytique» de A effle M> ^ " ■
2° Supposons qu'au point P, la poutre f^t à suKr l'action d'une force fmio et isolée. Alors F n'est plus iafinioient petite, et la différence A' — A est finie et égale/v— F. La fonction A n*Mt ëoBC ;^pli^ continue pour la valeur de i çôrrèlpondante à la secti(j|M^. "IJqpr celte secUoç, iï y a, en réalité, deux i^brts iranchants, l'àik-âi^ un peu avant, l'autre un peu après la fwpe F. Mais on a toujoum
,1» pdcn^re équation nou^ apprend que A — F est égal à A' ; substituatitimns la seconde, it vient
Cette expression montre encore que l'effort tranchant est la dérivée du moment fléchissant par rapport à l'abscisse; seulement, pour les valeurs positives de dx, il faut introduire dans la formule celui des deux efforts trancliants qui correspond aux points situés un peu !i droite de la force F. La relation
est donc générale, k la condition de tenir compte de la discontinuité de la fonction A, due à l'action des forces isolées.
Lorsqu'une poutre portant des charges réparties également ou inégalement, est sollicitée en outre par des forces isolées, si l'on appelle p le poids, constant ou variable, qui s'y applique par unité de longueur en un point défini par son abscisse ,r, on devra, pour le trace des efforts tranchants, se servir de l'équation
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dX
dans tous les interyalles compris entre deux forces isolées consécntîves ; puis, au passage de Tun de ces intervalles au suivant, on emploiera la formule
qui donnera la rariation briisque subie par la fonction k.'nn moment où la variable x atteint et Repasse l'abscisie du point d'application de la force isolée F. Le contour représentatif des valeurs de A sera donc entièrement défini par ces équations, à une constante près, qu'il faudra déterminer dans chaque cas particulier.
Pour en déduire les valeurs des moments fléchissants, on se servira de l'équation
dM = KdXf
laquelle est vraie en mettant pour A ses valeurs successives, continues ou discontinues. La courbe des valeurs de Ma donc pour ordonnées des longueurs proportionnelles aux aires,SA(ir,du contour représentatif des efforts tranchants ; aux points où A change brusquement de valeur, la courbe des M a un point anguleux, mais ses ordonnées varient toujours d'une manière continue.
Nous avons constaté un tracé de cette nature en étudiant le problème de la poutre droite posée sur trois appuis de niveair(§ g4).
L'équation -^ :s^ A défifiit le signe de A, puisque nous avons fait
une convention sur le signe de M. On iMt que l'effort tranchant doit être considéré comme positif quand Ujlbd à faire glisser de bas en haut le tronçon ^tué àgaucbe du plàn^sécant sur le tronçon de droite. Si Ton faisait u||S convention contraire, il faudrait changer de signe
de A dans la formule -7- = A«
dx
lOA. Ce théorème permet de résoudre la question suivante : Étant
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donnée une pièce droite^ de section constante et de longueur /, posée sur deux appuis de niveau^ trouver les charges à lui appliquer pour faire prendre à la fibre moyenne une forme déterminée.
On suppose donnée l'équation y = f {x) de la courbe que doit reproduire la fibre moyenne par suite de la déformation ; l'ordonnée y est supposée très-petite pour toute valeur de l'abscissse comprise entre a? = oet2:==/;il faut en outre que les tangentes à la courbe domsôe, menées entre ces deux limites, fassent un angle très-petit avec Taxe des x^ de telle sorte que la longueur de la courbe soit sensiblement égale à /; qu'enfin pour a? = o, et pour a? = ï, la courbe donnée ait ime courbure nulle, et passe par les points d'appuis.
Appelons p la charge par unité de longueur à répartir en un point X ; nous aurons en multipliant y par £1, produit connu puisque la matière et la section de la poutre sont supposées données :
Ely = El/lx) 5= F(x), fonction connue; Donc
El g = F'(x) > ^ = F"(x)=-p.
Cette dernière équation donne la loi de la répartition cherchée. Pour que le problème soit possible dans les conditions de l'énoncé, il faut que o soit'^artout positif.
Le poids par unité de longueur étant ainsi déterminé en chaqw ^ point, on en déduit l'effort tranchant A, en observant que
A*X— \ pdx.
X étant la réaction de l'appuTebïTespondant à X = o. ^
Or cette réaction est déterminée en fonction des poids par l'équation des moments par rapport à l'autre appui,
X/ = \ p[l — x)dx = / \ pdx — \ pTtJr.
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Substituant cette valeur de X, il vient
A = \ pdx — j\ pxdx — \ pdx^
équadoa.ûft Hi ne reste plus rien d'arbitraire.
Mais 'M = \ \flx; le choix des limites annule M pour x = o. 11
faut de plus que M soit nul pour x=: L On doit donc avoir, pour satisfaire à toutes les conditions,
Or cette équation est satisfaite. Posons en effet
\ pdx=^q.
JO
L'intégrale double \ dx\ pdx revient à l'intégrale simple \ qdx.
Jo JO Jo
Intégrons par parties, nous aurons
et, entre les limites o et /,
\ qdx = lQ— \ xdq,
JO JO
en appelant Q la charge totale \ pdx. Mais dq :=ipdx^ de sorte que
VO
l'équation précédente se change en
\ qdx = ZQ — \ pxdx = / \ pdx— \ pxdx,
JO JO JO Jo
Enfin V Xdx = X/, puisque X est constant. L'équation de condition revient donc à la suivante*
X/ — / \ pdx + \ pxdx = o,
Jo Jo
ou à r équation des moments, qui détermine X.
TRAVAIL DE LA FLEXION
105. Nous avons vu (§ i4) que, lorsqu'une tige de longueur L et de section o) subit un allongement ou un raccourcissement égal à X , le
travail des actions moléculaires a pour valeur — r — .
Là
Considérons (fig. 63, p. ijfb) la fibre mm', dont la longueur, primitivement égale à lG = dx, est devenue égale à 7ïim" par suite de la flexion du prisme; le travail correspondant subi parla fibre est donc
- Efa) X ' ... .
•j IG
Gî7l'
Remplaçons fnm" par sa valeur IG x-rry-, et faisons la somme des
expressions semblables pour tous les éléments 'de la section AB; il viendra pour le travail total de Jjfjrjjdtfortîation de Télément prismatique ABA'B',
- E(u X 777 — - =-EX7rn y*^x Gm'* = - El ^ .
Tel est le travail moléculaire dû à la déformation pour une longueur infiniment petite dx de prisme.
L'intégrale de cette expression, prise entre deux limites, donnera le travail moléculaire accompli entre les deux sections correspondantes. Ce travail diffère de la somme des travaux des forces extérieures appliquées dans le même intervalle; la différence est la demiforce vive acquise par la masse de la poutre quand elle passe de sa position naturelle à sa position d'équilibre après la déformation.
Cherchons à calculer ce travail total.
Soit M le moment fléchissant des forces appliquées sur la poutre
DE LA FLEXION
entre le point a:= o et le point dont l'abscisse est x. Nous aurons l'équation
ou bien
1 M p""EP
et par suite
El M«
P« ~ El*
Donc Intégrons par partie la différentielle Wdx. Il vient
Or \ yidx est égal au produit de El par la variation de Tin-
clinaison -^ de la fibre neutre déformée, entre les deux extrémités ax
du ironçon que Ton considère ; nous pouvons donc poser Par suite
î«J.,,.= E,S.«[|-(|)J = E,Jg..-E,J(|),..
= E.5Adi,-El(|)/.
Donc enfin
S>«x = EI»[|-(|)J-E,J:*^+E,.(|);'
Si Ton prend la poutre entière, posée ou encastrée sur ses appuis
4ÎI8 GLISSEMENT LONGITUDINAL
extrêmes, on aura pour la limile a: = /, soit M = o, soit -^^ = o, et alors
C MVx= — ElTAcfy.
Le travail de la déformation est donc égal à
-i^Ady.
Les limites de l'intégrale sont relatives à l'abscisse x. 106. Exemple. Prenons une poutre droite de longueur /, posée sur deux appuis de niveau, et chargée d'un poids Q en son milieu.
On aura A = — depuis ^ = o jusqu'à j:=-, et A = depuis
w = - jusqu'à x — l.k est donc constant dans tcpte l'étendue de
chaque demi-poutre.
Or soit / la flèche. L'intégrale indiquée devient
^X=o Jx=o 2 Jx-- 2
et le travail des forces élastiques est par conséquent négatif et égal
à Q/*, moitié du travail du poids Q s'abaissant de la quantité /;
résultat analogue à celui que Ton constate dans l'allongement d'un prisme élastique sous l'action d'un poids Q.
RÉPARTITION DE l'eFFORT TRANCHANT ET GLISSEMENT LONGITUDINAL
DES FIRRES.
107. La théorie de la résistance au glissement longitudinal des fibres n'a été introduite dans l'enseignement élémentaire qu'à la suite d'une série d'expériences faites en Russie, par M. le colonel Jourafski, sur
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la flexioD de pièces formées de planches superposées (i). Voici comment on peut se rendre compte de ce nouvel eflet.
Coupons la poutre par deux plans normaux infiniment voisins, PQ,
Pig ^Q^ P'Q', définis par leurs abscisses x et
p p, x-^-dx] soit G G' le plan de la fibre
|, /^— N neutre. Menons, parallèlement , à ce
[^ " ^ plan, deux plans infiniment^^nllB
\ y mm\ nn\ définis par leursjSBSn-
nées Gm = v, et Gn =r. v -\- dt\ Ces
deux plans taitercepteront dans l'élément de hi poutre PQQ'P'^tme
tranche ou fibre particulière, projetée en mrrivln,
La pression R développée par là flexion srtir l'unité de surface au point m est donnée par l'équation
— = M , d'où Ton tire R = îîî^.
Appelons u la largeur de la section de la poutre au point m. La section transversale de la fibre mrdrin est égale à udv\ et, par suite, la fibre reçoit sur sa face mn une pression totale égale à Ycudv.
Sur sa face rriri^ la fibre reçoit en sens contraire une pression totale égale à R'wrfr, en appelant R' la valeur que prend R dans la section niri ; en somme, la fibre mrri est sollicitée par une pression totale égale à la difl*érence (R' — R)wrft;. Mais R' — R est la diflérentielle partielle de R relativement à a:, et nous pouvons ^remplacer, suiramt
rfR la notation consacrée, R' — R par — ctr; la poussée subie par la
fibre est donc mesurée par l'expression analytique
ax
Cette force horizontale est équilibrée par les actions moléculaires développées par la cohéstl^n de la matière dans les plans mrri^ nri.
(1) Annales des ponts et chaussées^ 1856.
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Désignons par S la mesure de cette force de cohésion, rapportée à r unité de surface, dans le plan mm!. S sera, dans l'intervalle des plans PQ, FQ', une fonction de r, et nous retrouverons cette force dans le plan nn', augmentée de sa différentielle partielle relative à v, et dirigée en sens contraire.
La surface d'application de la première force est égale à t^; la
surUce d'application de la seconde est ( w + -j- rft; )<fe, et prenant
la différence de ces actions contraires, il vient, en effaçant les infiniment petits du second ordre,
= -y- udvdx + S -7- dvdx dv dv
as.' \ ' dvdx, dv
L'équation des forces projetées sur un axe parallèle à la poutre est donc simplement
ou bien
u T- dxdv = \ ■ dvdx, dx dv
dK d(Su) u — = — ^ — dx dv
Supposons que la section de la pièce soit la même en tous les points de la portée. De l'équation R == — , dans laquelle I sera constant, on déduira, en prenant la dérivée par rapport à or.
et
dR v dM clr "~ I dx
Av I '
d(Su) Aifv dv ~ I
L'effort tranchant total, A, est une foncl^pa de x seul; on aura donc, en intégrant sans faire varier a:,
DES FIBRES
H étant une constante arbitraire par rapport à v, c'est-à-dire une fonction de x seul.
Â et I peuvent sortir du signe J, puisqu'ils sont indépendants de v; posons
\ tevdv = <p(r);
la fonction <f est déterminée par la forme même de la section ; c'est une fonction continue quelle que soit cette forme, et elle s'annule pour t; = o, c'est-à-dire pour la fibre moyenne ; elle exprime la somme des moments des éléments de sections par rapport à la ligne neutre. On a en définitiYe ;
Si l'on fait v =? o, et qu'on appelle u^ la valeur correspondante de u^ ou la largeur de la pièce dans le plan de la fibre moyenne, il vient H = u«S«. Le produit t^S est la mesure de la résistance totale au glissement des fibres, rapportée à l'unité de longueur de la poutre, pour une fibre définie par la quantité v; H est cette même mesure pour le plan de la fibre neutre.
Pour trouver la valeur de H, faisons v = v\ valeur extrême de v ; nous devrons trouver S r o, puisqu'il n'y a plus de cohésion sur la fibre extrême de la jfiBfiii. Donc
(t/), et j»r conséquent wS = y [?(«) — f Wt
108. La considération du glissensèd^ngitudinal coppit' à la répartition de l'efibrt tranchant total/À^ mtre les difiré]:flM8v|x>iiits de la section PQ.
Appelons T la résistance à l'effort tranchant rapportée à l'unité de
surface, telle qu elle existe dans la fibre mn. La résistance totale développée en mn sera ir Tiudv. Dans la section m'n', nous ^rons de même une résistance TWt;, et T' ne différera de T que d'une quantité infiniment petite, égale à la difiérentielle partielle de T par rapport à àE
Pig. 106.
0™ ti^
De même les résistances au glissement étant S et S' par unité de surface, les résistances totales sont Sudx, et S'w'rfx, S' et t/ différant respectivement de S et de m, de quantités infiniment petites, égales à leurs différentielles partielles par rapport à w.
La fibre est encore sollicitée par des forces, Rwrfr, RWr,qui s'exercent dans le sens de la longueur et suivant la ligne moyenne de la fibre, et par une force /i qu'on peut supposer appliquée en un point 0 de cette ligne moyenne, et qui représente la part des forces extérieures appliquée directement à cette fibre.
Prenons par rapport au point 0, le moment de toutes ces forces qui se font équilibre. Les moments des forces R, R' et / seront nuls, puisque ces forces passent par le centre des moments. Restent donc les moments des forces S, S', T, T, qui sur la figure tendent toutes à faire tourner dans le' même sens leurs points d'application. Ces forces, différant infiniment peu deux à deux, se réduisent à la Umite à deux couples, et la somme des moments de ces couples dcHtrêtre égale à zéro : on a donc
Siidx xdv-\- Tudv^ dx= 0, éi par suite S + T = 0, ou T = — S,
à*où résulte le théorème suivant : En un point quelconque^ la résistance au glissement longitudinal des fibres est égale ^ en vakuf ttftsolue, à la résistance locale à f effort tranchant, rappQrÊé$ à t unité de surface (i).
. 109. Application au reuè^î/k axb.
Fig. 107 ■■ ''%)0%,:, ■
On aura
Uir= a,.
(1) Cette ëgalitâ^n'est qu'an cas particulier d'une proposition beaucoup plus générale de ia ttiéorie de i'élasUcité. En un point donné d'un corps solide, menons trois plans rectangulaires; évaluons les foices élastiques rapportées à Tunité de surface qui s'exer-
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uvdv = \ avdv = ^ aw*
L* équation deviendra
Sa =
s« = j(?(»)-«Ko'))
-^ajj, ou 8=5^(^-35— 5J.
3 /A\ Pour r = o, onaS = f-7|;la résistance au glissement longitudinal est donc égale, en valeur absolue, à une fois et demie l'effort tranchant moyen -v.
Pour r = zi: -, on a S = o, pour les faces horizontales de la pièce.
110. Application à la poutre dtnible T. — §oit b la hauteur de la Tfdtfte ; b' la hauteur de Tâme ; a la largeur des tables ; /t, celle
de l'âme ; et soit c l'épaisseur des tables en sorte que 6 = 6' + 2c.
Nous aurons de plus u = ky pour les valeurs de v
Fig. 108.
il—,
te
comprises entre
~ et H — , et î/ fc « pour les
valeurs de V comprises entre et , d'une
part, et entre A — et + -> de l'autre. * 22
eent en ce point sur chacun d'eux; décomposons-les ensuite parallèlement aux trois axes fonnés par les intersections mutelles de ces plans; nous aurons ainsi pour chaque phn trois composantes, l'une normale au plan, et les deux autres situées dans le plan. Nout appellerons celles-ci imposantes tangenlielles. Cela posé, deux composantes tangentlelies normales à rintersection des deux plans où elles sont contenues chacune, siMit telles entre elles, et par suite les six composantes tangentielles sont .égales deux k éma. Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante : « Si, en un même point d'an milien solide, E et E' sont les forces élastiques oui s'exercent sur deux éléments nlaot w et tù', avant respecUvement pour normales les droites L et L', la projection « E sar L' est ^ale à la proJecUon de £' sur L. » V. Lamé, Leçons sur rélasticité, Tp* leçon.
Donc
rv i'*r |;t
\ uvdv = V kvdv = fc —. ,
si t? < — est en valeur absolue ; et
si u est, en valeur absolue, supérieur à cette limite. On a donc •
?W = ^2- de t? = 0 a v = ^
et
ri (*t> ijt fft 5' ^
9(1?) = \ ttrir + \ wrrff = 0 — — (a— /r)— de r = 3- à r = ô-
Jo Jfr' Z o 35 *
Mais
Donc
et enfin, substituant dans l'équation
on aura
si 17 est compris entre
et
„ A/ r» , ,,6'« a6« , , .,6'«\ Aa/, fc»\
si V est en dehors de ces limites. Mais ces résultats sont en défaut
U pour les fibres ± - , où la largeur u de la section varie d^une ma"
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niére brusque; car notre analyse suppose expressément que u est une fonction continue de v.
111. L'effort tranchant et le moment fléchissant se répartissent dans rétendue d'une section transversale suivant des lois inverses, pour ainsi dire. La résistance à l'effort tranchant est nulle sur les fibres les plus écartées de l'axe neutre, et elle est la plus grande dans le plan de cet axe. La résistance au moment fléchissant est la plus grande aux points les plus éloignés de la fibre neutre, et elle est nulle dans le plan de cette fibre. Ces circonstances justifient l'usage adopté par les constructeurs, d'attribuer exclusivement la résistance au moment fléchissant aux tables hautes et basses d'une, poutre, et la résistance à l'effort tranchant à la paroi verticale ^(^ks réunit l'une à l'autre.
112. Reportons-nous à la question traitée au § 8 1 ; nous avions laissé de côté la détermination des efforts de glissement T„ , T^ , parallèles aux axes GU, GV {fig. 68). Connaissant la loi de répartition de l'effort trv\nchant, nous pouvons en fixer leè valeurs.
Observons d'abord que dans l'analyse du § 8i , la variable u n'a paS' la même signification que dans le calcul du § 107. Dans c&r dernier paragraphe, u représente la largeur totale de la section à la distance v de la fibre neutre 5 dans le § 8 1 , m est une ordonnée conjptée à partir de Taxe de symétrie GV, perpendiculairement à cet axe. Revenons, à cette notatioàt'iuras aurons à satisfaire aux trois équations 'ï^^t
Tududv = 0,
fi' fi fi
Tvdudv = Ai
(T„u — T„r) dudv = 0.
Les doubles sommes sont étendues à tous les éléments de la section. On voit sur-le-champ qu'on satisfait à ces équations en posant T«= 0, et en prenant pour T^ une fonction de v seul. Les équations se réduisent alors à deux, savoir
fi
Tududv = A
et
fi
et pour la simplicité de l'écriture nous supprimerons Tindice de T,» . la confusion avec T„ n'étant plus possible, puisque ce dernier effort est supposé nul et disparaît des équatioijs.
La dernière équation est satisfaite d'elle-même, à cause de la symétrie de la section par rapport à son plan moyen VGX {fig. 68).
L'intégrale \ Hiidudv prise par rapport à u est nulle pour une bande
entière de la section à la hauteur définie par la quantité u, puisque T, fonction de v seul, est constapt pour tous les points de celte bande, et que le centre de gravité est sur Taxe GV. Reste à vérifier l'équation
Wldudv = A,
lorsqu'on y fait T = — S, en continuant d'appeler S la résistance par
unité de surface au glissement longitudinal. La largeur totale de la
section à la distance v de la fibre neutre n'est plus exprimée par
w, mais bien par *2ii^ ti étant l'ordonnée positive du contour de la
section. Intégrons d'abord la différentielle du entre les limites — m
et -\'Uy nous aurons *. '^ •
\ ^ 2Twdi; = A; "^
nous prenons l'intégrale entre les lio&îl^' v' et v'\ qui correspondent aux points de la section les plus éloignés de la fibre neutre. Mais (S 107)
Sx2tf = \ V X 2tttîa» = t\ ^uvdv.
Soit donc
^^%uvdv = F(t),
fonction qui s'annule pour v = v' Qi pour v = v\ Nous aurons
. *■ 2TMdu==— 2SMrfu = -^F(t;),
et par suite
Intégrons par parties, il viendra
\, F {v)dv = rF(t') - \ v¥' (i) dv = vF (v) — [ Uv^dv,
Aux limites, ¥{v) est nulle; donc
Donc .enfin
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F{v)dv= -\ 2uv^dv = -
%Tudv = Y X 1 = A,
et la vérification est opérée.
s \tn
RECTANGULAIRE
lis. Soient PQ, PQ' deux sections transversales infiniment voisines, faites dans une poutre droite de section rectangulaire; appelons dx leur distance PF.
Considérons dans la poutre un plan m7i\ perpendiculaire au plan moyen, défini par sa base mm' = cte et sa hauteur ?ww = rfy, ou par Tangle n'mm' = cp; et cherchons à déterminer les actions développées sur la partie mn' de ce plan comprise entre les deux sections PQ et P'Q'.
Pour cela, exprimons l'équilibre du volume mn7i\ compris sous les plans mn, nn! et mn\ Appelons R la compression positive ou n^ative qui s'exerce sur le plan mn;
S la résistance au glissement longitudinal le long de la face n//, résistance égale à Tefibrt tangentiel qui s'exerce sur la face reciangnlaire wm; .».
Ces forces étant toutes rapportées à l'unité de surface, abstraction faite de la portion de force extérieure spécialement appliquée au morceau mnn'. Il y aura équilibre entre les forces Réfo (on suppose, pour simplifier, que la dimension de la poutre perpendiculairement au plan de la figure est égale à T unité) ,^..8^, Sdv, et la résultante des forces développées dans le plan mn*. Dffflpmposons la résultante en deux- jS^ces : Tune normale X,
l'autre Y, dirigée'dans le plan m/?'. On aura, en projetant toutes les forces sur une normale à mn', puis sur la droite m?i' elle-même, et en appelant ds la longueur mn\
\ds = Sdx sin <? + Sdv ces o -f Rdv sin o, Yds = Sdjc ces ? — ScZr sin ? + Rc?y ces 9,
K.lr
OU, en observant que
âx =. ds ces 9
et •
dv = ds sin o,
et en divisant par cfe,
X = S cos 9 si n o + S sin ç ces 9 + R sin' 9 = S sin 29 + ^ R( 1 — cos 29),
Y = Scos' 9 — S' sin* 9 4- R sin 9 cos o =Scos29+ 3 R sin 29.
Ces équations font connaître la compression X et la tendance au glissement Y qui existent dans un élément plan mn' quelconque. Elles permettent de résoudre certains problèmes. Proposons-nous, par exemple, de trouver les directions sur lesquelles la compression X
est maximum. On fera -r- = o, ce qui conduit à l'équation
lang29 = — -g.,
et ce qui donne pour *X
X = i(RzFV^4S« + R'j.
Les directions de glissement maximum sont celles pour lesquelles
de sorte que les angles acp et 29' diffèrent de 90% et-qpiei les directions définies par (p et f' se coupent sous dés Ugles^m /^b''. Le maximum du glissement Y est donné par Téqualion ■ ■
Dans une poutre à section rectangulaire, les lignes de plus grande pression normale coupent à 45** la fibre neutre; elles touchent et coupent à angle droit alternativement les fibres extrêmes.
Fig. 111.
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Les lignes de plus grand glissement coupent à 45* les fibres extrêmes et touchent la Tibre moyenne.
ii .'CHAPITRE II.
FLEXlOs'pLANE DES POUTHrS DROITES SOLUCITÉfes
PAR DES FORCES OBLIQUES A I.Eril DIRECTIOX, MAIS DIRIGÉES
DANS LE PLAN DE SYMÉTRIE
414. Les loU de l'f'quilibrc intérieur des pièces droites sollicitées pardes forces quclionques conienues dans le plan de symétrie se déduisent, en appliquant le principe général de la superposition des effets des forcer, des lois trouvées dans les cas particuliers où les forces agissent dans laUâirection %ënie de la pièce, ou perpendiculairement h cette direction .
Soit MN une poutre droite, et soient F, F* les forces qui sol-
F)g. m. licitent cette pièce et qui sont toutes
situées, par hypothèse, dans son plan
-J ^tL^,j.^i .— |- jg symétrie. Menons un plan PQ, per-
\f " pendiculaire à sa direction, et considérons spécialement te tronçon PQN, sollicité par les forces F, F'.... H y aurJ^quWbre entre ces forces extérieures, et les forces moléculaires développées dans la section PQ.
Appelons a, a' les angles desforcesF, F' avec la direction de la poutre ; nous pouvons décomposer chacune de ces forces en deux composantes, l'une, Fcos s, parallèle à la pièce; l'autre, FàDiL, perpendiculaire.
La somme F cos a + F cos a' + sera l'effort d'extension ou
de compression exercé par les forces sur la section PQ ;
La somme F sin a + F sin a' + sera l'effort tranchant de la.
poutre dans cette sectioçj
Et la sommé tos in<^^ipits^ sbi a x / + F sîn a x /" + fdes
composantes noriil^s .par rapport à un point de la section PQ, est le moment fléchiasant dè^*jpouti*e.
Chacun de ces trois Q$al^.jpi*oduit sur la pièce la même déformation que gll 4k^S8aitf0li|l,iéCâ6 problème de la flexion est ramené à la composition de ces eflN!&. *
On peut admettre qa£'1^6omposantes.para11èlesFcosa, Fcosa',... sont toutes appliquées en ûti point de la fibre moyenne ; dans ces conditions, Y eîïort4ilB/xX€Ê$on ou de compressioa^froave uniformément réparti dans chaque âtemon.
Convenons de preiiflre positivement lès codipressîons, et négativement les extensions, ce que nous avions déjà fait dans les exemples précédents; cela revient à prendre pour a l'angle formé^pv la dimotion d'une force F, avec la partie de la fibre neutre qui 3ft£l£riçf Vfvs la section PQ, en tournant toujours dans un même sens. 'V
La force F cos a + F cos cn'aj^, .... = P, se répartissant égalâment dans toute sec^on Û, y donne une compression par unité de surface
égale à -.
L'effort tranchant F sin a + F sin a' -[- ... . = A, ne se répartit pas également, ainsi qu'on Ta vu, dans la section û, mais il y déve-
loppe un effort moyen, —, tangentiel au plan PQ. L'effort tfanchaat
ne produit d'ailleurs qu'une déformation négligeable.
Le moment fléchissant F/ sin a + F'/"' sin a' + = M, considéré seul, donnera dans la section PQ«une distribution d'dfiforts nor-
maux à ce plan PQ,- définie par la formule R= -r-.
Réunissant ensemble le premier effort et le tr6isième,qui sont tous deux normaux au plan PQ, on aura la distribution définitive des compressions dans cette section par la formule
SOUMISES Â DES FORCES OBLIQUES
Les moments M sont toujours pris par rapport à la perpendiçi^re au plan de symétrie, menée par le centre de gravité G de la section PQ. On remarquera que le moment M des forces normales,? sin a, est égal au moment des forces F elles-mêmes ; car les composantes F cos a, passant par le point G, ont un moment nul.
115. Il reste à chercher la forme prise par la fibre moyenne. Si les composantes normales agissaient seules» la fibre moyenne Fig. ii4. GG' prendrait une courbure dont le rayon p satis-
^ ferait à F équation
Soit 0 le centre de courbure de l'arc GG' dans
ç, ^jg, cette hypothèse.
L'effet des forces P, qu'on CiOii ajoutera celui
* ^' des forces normales, produira une déformation
^;ale sur toutes les fibres perpendiculaires au. plan PQ.
Appelons dx la longueur de l'arc GG' dans siçn..état naturel. L'effet
de la force P sera de raccourcir cet arc d'unér%iaiUité donnée par
Vdx ^
la formule / = -:=— , de sorte que l'arc dx deviendfa, après cette
•JLe résultat de rapplication de la force P est donc de transporter le plan P'Q' parallèlement à lui-même en F'Q", d'une quantité
K %t rayon de courbure p = OG, pris par la fibre moyenne sous Facnon des forces normales, est réduit, par l'effet des forces longi« tudinales, à O'G =zfk, et l'on a la proportion /
O^G __ GG^^ _ V "" mr^ _ P
OG "" GG' "" dx "" EU*
iil2 POUTRES DROITES
donc \r ,
El P =
et enfin
Or le non[ibre E esUoujours beaucoup plus grand que le rapport ^«
et comme il n'est pas exactement connu, il serait tout à fait illusoire
dfebonserver le terme - dans la parenthèse ; pour le fer par exemple
EM/iomt la valeur de se milliards, tandis que la pression moyenne,
- , e|||ljL^itée à 6 ou 7 millions au maximum ; or on est foin d'avoir déterminé la valeur numérique de E avec une approximation lyflllli d*un millième. Supprimant donc le terme - , il vient la fornqp^ ^ëduite
p-ir- -
ou, en effaçant IWttlit,
la suppiÉMoa.de - devant le nombre E revient à confondre le
point 0 avec le point 0\ et la déformation se retrouve la mme que si les composantes parallèles à la pièce n'existaientpsir, . En résumé, on calculera pour les diverses sectionsles efforts normaux par unité de surface aii;||aioyen de la formule 'JE^
R-^ + ME
et on trouvera la forme prise par la fibre moyenne à l'aide de la formule
SOUMISES A DES FORCES OBLIQUES. 2ia
fonnule identique à celle que Ton a établie pour le cas des forces normales.
L'eObrt tranchant A est toujours égal h la somme algébrique des composantes normales , et la résistance moyenne par unité de sur-
A face dans la section PQ est égale à -. Les forces P n'influent ff
sur la distribution de FelToit tranchant, ni sur le glissement longitudinal des fibres.
Les composantes longitudinales n'entrant ni dans le moment M, lii dans TefTort tranchant A, on peut dire encore que TeiTort tranchant est la dérivée du moment fléchifgant par rapport à l'abscisse.
La fibre qui conserve sa longueur n'est plus la fibre moyenne; c'est la fibre pour laquelle R = o» ou celle qui est donnée paBÉQkmatiQa
__PI^__PK« • ^
^ - Mû •" ' TT»
K étant le rayon de giration de la section.
APPLIGATIOffS
116. Soit AB une pièce droite inclinée, comme par kômple Tarba* w«« **». ^^^ létrier d'une toiture. Nous supposons
qa'aux poinUlA et B, la poutre soî^ coupée de telle sorte qu elle pose par une surface horizontale sur les murs C et D qui lui serventa^' appui.
Oa pourra donc admettre qu'il n'y a ai^ne tendance au glissement, et que les réactions des appuis sont yerticales. Appelons a la projection horizontale AE de la poutre, a l'angle BAE qu'eUe fait avec l'horizon, et / la longueur AB.
Soit p le poids réparti uniformément sur la pièce ^ar chaque unité de longueur prise sur la projection horizontale AE. Le poids
total de la pièce sera pa ; il se partagera également entre les deux
appuis, qui supporteront chacun — .
Prenons la fibre moyenne AB pour axe des or, et le point A pour ori|;ine. Considérons un point quelconque M, à une distance AH= a;. Les poids répartis de A en If donnent une charge totale égale à pXkH=pXxcosaLi d'où résultent les équations :
P = ^ sin « — px cos a X sin a (compression), A = ^ ces a— pae cos « X cos « (effort tranchant),
M = ^ X a? cos « — px cos a X — 5 — (moment fléchissant).
CfcerrtoMjÉÉ forme de la fibre moyenne, en intégrant lljjkraàtion
ce qui conduit aux équationa
ft f^y * \ pacosa - 1 -,
Faisons x = 4^ans la deroiëre équation, et nous devrons avoir
Eing, + £2ig5i5^-JLpi*co8««=o.
et;
. _ pg C08 g y , pi* cos* •
On peut remplacer /cos a par a, et*/ par ; il viendra
% cos ex
ur^- V^ , ixi' _ i pg»
^^ laEIcosa^îiEIcos»^ 24EIcosa*
Tout est alors déterminé dans l'équation de la fibre neutre.
D'L'N ARBALËTRIEI^br ^IS
La Hëchc / de la poutre, prise posïtiVedaeut, et rapportée à l'axe AX, sera donnée par la formule
On calculera enfin les ellorts auxquels la matière est soumise par la formule
117. Pour la discus^(m,âe cette formule, on pourra construire (%. 116} destignes dont les ordonnées représentdlF les valeurs de et -|-. La section étant supputée partout la même, Q et I sont des
constantes; on prendra pour v les valeurs qui correspondent aux points : 1|^ plus fatigués de la section, c'est-â-ffire aux points les plus éloigmS 'âé la fibre neutre ; ce qui donnera pour v deux valeurs constantes. Tune podlÎ¥e, l'autre ni^gative. 1) y aura donc deux courbes à construire pour représenter les valeurs qu'on doit attribuer à ^ , l'une
pour la face rfl^[flfféttre , l'autre pour la face inférieure de l'arbalétrier; chacune de ces courbes sera une parabole, comme on. le voit par l'expression analytique de M. On ajoutera ensuite algébriquement
Mu ^T =
ce qui cotfduira au tracé de deux nouveaux arcs paraboliques, dont on cberchera les pins grandes ordonnées prises en valeur absolue ; les abscisses corr^ondanfcs indiqueront les sections où la maUëre supporte les plus grandes charges.
Épure des valeurs m^es de R pour UDe section rectangulaire RST.
fig.ti«. FGH, Ugne droite,
passant au milieu G de la portée AB. Les ordon- * nées de cette ligne représentent les valeurs
de - • û
ÂIB, parabole des vab
leurs de -:=- , pour v égal à^Jîmîte positive, H —
AIE, la même parabole repliée au-dessous de la droite AB, et représentant par 4r^rdonnées négatives les valeurs de — , pour t;
égal à sa limite négative, •
FLINH périeure de l'arbalétrier)
Uv
, parabole des valeur* •& br + -r POur t) = + - (face sumÀ
de l'arbalétrier). ^ff' :Mr S^'
HLTN'F, parabole des valcMB de ^ ^^^ po^r «i^pig J (faœ
inférieure de l'arbalétrier). ^^V^^ :> .^^
Ces deux paraboles sont sfitmfffiltujie de l'aittre par rapport an point G. ' J^- ^ ^
Les abscisses des points où la fonction ^r + -y- atteint son maxi-
mum, peuvent se déterminer sur Tépure ; mais on peut aussi les chercher directement en observant qu*eiles sont données par la relation [^
î'3x Qdx
OU bien % \
— pcosasina , V /pa ^ , \ .
— i- — g h t(^C08« — pxCOS'aj = 0.
Supprimant le facteur p cos a, et remplaçant t; par A- ^ il vient en
définitive
--xco8a = ± — sm«.
xcos« = i:— g
Le signe supérieur correspond à la face supérieure de Tarbalétrier, le signe inférieur à la face opposée.
Pour constiiiire les points cherchés, prenons sur AB une longueur
Fig. 118. ^ Aa = jr ; du point a, abaissons la verti-
cale aj3, jusqu'à la rencontre de Thorizontale AE; projetons de même le point '. 6« milieu de AB,en K sur la droite AE, et prenons de part et d'autre du point K, A p TTT -K deux longueurs K'K = rK = aP; puis
menons K'H, K'^H', parallèles à GK. Les points H et H' seront les points cherchés. En effet, on a
AK'=AHcos« et KK'=AK— AK'=ja— AHcosa=r:a?=Aasîna=i6sina.
Donc AH est fubscisse qui correspond à la détermination positive doiV-:^ second membre de la formule.
Pont$ ^netutrés de Çlapeyron
Clapeyron' jjr^^iag^ dé Sonner à une poutre droite une sorte
Fig. il».
^'encastrement sur ses appuis, au moyen d'une pression hâiîsbntale ^ui s'exerce sur un retour d*équerre adapté à la poutre. Soit ^tS^OSH^ là poutre; elle est droite entre les sections MN, M'N', et uniforâéttent chargée de poids ; elle est ensuite prolongée par les parties MAFEN, HiyCDN', dont le talon vient poser sur les assises horizontales CD , EF
PONTS ENCASTRÉS
des culées; des coins K.et K', enfoncés entre les extrémités AF, BG de la poutre et les faces verticales voisines LL', II' des culées, développent des poussées égales T, T, qui s'exercent horizontalement sur les retours d'équerre. On peut régler à volonté cette poussée en donnanf aux coins une épaisseur convenable.
Coupons la poutre suivant les plans MN, M'N' ; appelons A l'effort tranchant dans Tune de ces sections et [x le moment fléchissant; en tout point H de la fibre moyenne défini par son abscisse OH=a:, on aura par conséquent
étant le poids réparti uniformément par unité' de longueur; la pièce sera dans les mêmes conditions qu'une pièce encastrée dans les sections MN, M'N', si l'on a (§ gi)
en désignant par / la distance dos deux sections MN, M'N'. Or, et^ primons l'équilibre du retour' d'équerre AMNEF; cette pièce est j^pQmise aux forces suivantes :
Son poids Q, appliqué au centre de gravité G (la surcharge répandue de A en M étant comprise dans le poids (^ ; ,.
La réaction verticale S de l'appui ;
La poussée horizontale T du cdn K;
L'effort tranchant — A dans la section MN ;
Le couple [x des forces élastiques dans la même VKtion ;
Enfin, une force égale à T, appliquée au point 0, et égale et contraire à la compression développée dans la poutrS"
Oi^aura donc pour équations d'équilibre, d'abord
Q = S — A, A = ip/,
DE CLAPEYRON
Od en déduit
ce qui fait connaître la réaction S ; ensuite
équation des moments des forces par rapport au point 0. On suppose les bras de levier ^ et ^ connus, au moins par approximation. On a déterminé S^ l'équation des moments fait connaître T :
On saura donc quelle force doit développer le coin K pour que là ^j*'- >. poutre soit dans les mêmes conditions qu'une poutre encastrée entre les secdons MN et M'N'. Mais il ne faut pas perdre de vue qu'alors la
compression T règne dans toute la pièce, et ^[u'à la charge -y par
unité de surfaceen un p6int d'une sectioil quelconque, il faut ajouter la
T charge - , correspondante à cet efiortidA compression.
PIÈGB PRESSÉE PAB SES ABOUTS.
119. Piêce^iliieyamprimée dans k sens de sa longueur par une fis. 120. 'forcé constante F.
Une jj^utre droite OA, comprimtte dans le «ens de sa Immeur par une force constante F, . peut se troamc:dans un état d'équilibre instable ; si un
accident quelconque vient la dénu|pr de cet 'étàk<t
en y produisant uneiAgère courbure, la flexion cootimence, et en général, une fois commeJÂtée, elle ne s'arrête aucune limite. Nous nous proposons d'étudier en détail ce cas jparticulier.
Prenons poiu: axe des x la droite OA elle-même ;
pour axe des y, une perpendiculaire à OA menée dans le plan où la flexion s'est produite, et supposons que les deux extrémités 0 et A de la tige soient assujetties à rester sur Taxe OX ; Tune est fixée au point 0, l'autre est mobile le long de la droite AO. Considérons une section transversale M. Cette section supporte
une compression - par unité de surface. Quant au moment fléchis-
sant, il est nul dans l'état naturel de la pièce, et il ne commence à avoir une valeur différente dç zéro que quand la pièce est déjà fléchie. On ne peut donc pas ici faire entrer dans Téquation les moments des forces prises dans l'état natui*el, comme nous l'avons fsdt dans tous les problèmes précédemment traités.
Admettons donc que la poutre ait pris une certaine courbure AM'O, assez faible pour que la corde kO = a soit sensiblement égale à l'arc AM'O. Le moment fléchissant au point M' sera le produit de la force F par le bras de levier MM' de la force, lequel bras de levier est égal à l'ordonnée de la courbe AM'O prise positivement, c'està-dire à— jy. L'équation de la fibre neutre sera donc
OU bien
Cette équation est une équation difl'érentielle liaéaire du ordre. A un coefficient constant près, la seconde dérivée de y par rapport à x doit être égale à y changé de signe; on voit immédiatement que y peut 36tre exprimé par une fonction linéaire du sinus et du cosinus 4'un arc proportionnel à a:, et-^^iiiMne l'intégrale gé> . nérale que nous cherchons doit renfermer Mieux constantes arbi-l tqdres, nous poserons '-^
^ y == A èoéli» + B ftiniTur,
en appelant A et B ces deux ocmstantes, et m un facteur com]^^
tement déterminé. "^^
Prenant en effet la seconde dérivéetle y par rapport k x/il vieBt
-t4 = —A™' f^os mx — Bm' siii mx = — m'y, et comparant à l'équation
on Toit que l'on doit prendre
Adoptons le signe sopérïeur, et substituons dans l'intégrale générale j elle deviendra
y = A GOS \
■«""Vh'
Dans cette équation, il y a deux arbitraires A et B qu'on doit cibéCr cher à déterminer d'après les conditions particulières du problème. Si l'on fait 9== Ot.on doit avoir y = o. Or l'intégrale générale dunne alors y = A. .fiÉÉL^F^o, et l'équation de la OQOrbe se rùduit à
misant ensuite a; = a, on devra avoir aussi y = o. Donc, ou bien lÀoitauquei eu la pièce reste complètement rectiligne, ou bien
ce qui exige que l'afc a X \/pj .Boit uo multiple qoelconqne de la
^mi-circonférence ie; K étant ddfM^iir entiei^^[u(;j|tooque, on doit
avoir ' »
d ou 1 on tu«
L'analyse nous conduit donc à trouver une infinité de valeurs pour F, toutes comprises dans la formule
EW
et dont la moindre correspond à la moindre valeur admissible pour l'entier K, c'est-à-dire à K = i. On trouve, pour cette valeur de K,
El;:'
Telle est la moindre valeur qui puisse faire fléchir latéralement la poutre. Si F est au-dessous de cette limite, l'équilibre exige que B soit nul, et la flexion latérale est impossible ; dans ce cas, la com- {Mression ne compromet pas la stabilité de l'équilibre.
120. Si la pièce était assujettie à passer par un point fixe G
au milieu de sa longueur, l'ordonnée y devrait
Fig. lil.
X s'annaler pour j: = - et pour x =:'a. Il faudrait dona
que l'on eût
et par suite
OU enfin
El
F = Elx
4KV
La moindre valeur de FASepût donc alors J^ -^-, c'est-à-dijEe
qu'elle serait quadruple de celle qui suffirait pour produire la flexion ^ le poin^ n'était pasi'iixé ; résultat facile à prévoir, car en réalité, ch^pne des moitiés AM'G, GM"0 de la pièce peut être considérée
commtune pièce isolée, ce qui revient à remplacer a par - dans la
PRESSÉE PArR SES ABOUTS.
EW
Tormule F = — j-- , relative au cas où il n'y a aucun point fixe entre
les extrémités de la poutre.
Fig. 122. On reconnaîtrait de la même manière que, si la
pièce avait deux points fixes, l'un au tiers, D, et l'autre aux deux tiers, E, de sa longueur, la moindre force F qui pût la faii-e fléchir serait égale à neuf fois la limite qui déterminerait la flexion si la poutre n'avait aucun point fixe entre A et 0.
L'équilibre d'une pièce comprimée est donc stable
lorsque la compression est moindre qu'une force
—— F lie'
^ ® ~~~ égale à — 5- x (n + 1)% w étant le nombre de points
équidistants, ou de nœuds, qui, d'après les liaison* auxquelles la pièce est assujettie, doivent rester fixes entre ses deux extrémités.
121. Dans cette formule, figure le moment d'inertie I de la section par rapport à une droite menée dans son plan par son centre de gravi té^ perpeiidkujairement au plan suivant lequel la flexion tend à se
produire. Pour appliquer la formule à la recherche de la limite inférieure de F, il faudra prendre celui de tous les moments d'inertie qui a la moindre valeur. Par exemple, si la
rig. m.?
section est rectangulaire, et si* éès dimensions sont c et 6, on devra
prendre pour I le moment d'inertie I = — cô% par rapport à la
droite U\ la dimension b étant supposée plus petite que la dimension c.
Soit I = Ox p*» p étant le nîQiildre rayon de^ ^ace ; on wppour la^â^ bassèr limite de F #
"on de la sur-
if
d'où l'on tire
F = Eûp«x-^.
Fa ËQ
Qr i:;^est le raccourcissement total de
e la vgi
e OA sous l'action de la force F (§ 12). 11 faut donc que le raccourcissement de la tige soit
moindre que la quantité— *- pour que la flexion ne soit pasàci^aindre.
Si la force F est égale à sa liooiite, l'équation y = B sin i/=Y donne
pour forme d'équilibre une sinusoïde indéterminée ; car le coeiB-ii^;, cient B reste arbitraire. Dans ce cas, l'équilibre est indifférent, et, ' ' chose remarquable, les points fixes A et 0, et les points Intermédiaires, sil y en a, ne subissent, malgré la flexion, aucune tendance latérale.
Si F est supérieure à sa limite, l'équilibre a lieu lorsque B = o, mais il est instable, et si la flexion commence, non-seulement l'analyse ne détermine pas le coelBcient B, mais elle montre que l'équilibre est impossible, quelque courbure que la pièce prenne. A mesure que la pièce fléchit, les ordonnées y augmentent en valeur absolue, et par conséquent les moments fléchissants Yy croissent
aussi en valeur absolue, de sorte que la tendance à la déformation s'accroit en vertu de la déformation même. Lorsqu'une poutre droite
fléchit sous Taction de forces normales , la déformatioD ne Ipl^P^ varier sensiblement les moments des forces ; la poutre quitte doni son état naturel pour marcher vers un nouvel état d'équilibre, qu'i atteint, parce qu'il est à peu près fixe, et qu'il ne se modifie mesure que la déformation 8*accu90. davantage. Ici, au contraire, là' déformation a pour conséquence l'augmentation des momenta fléchissants, et les moments d'élasticité ne s'accroissent pas assez vite pour les rejoindre.
£n résumé, les pièces chargées par leurs abouts sont dans des Fig. 134. conditieqs de résistance tt^-défeciueuses, dès qu*elles ^pnt { expbàeeilià une flexion latérale ^i^^ite d'uiïfi compression trop gi-ande: elles sont en danger de rupture. Nous ajouterons que cette conclusion suppose que la force F soit une force donnée^ constante: car si la force F était variable avec la corde OA, de maippre à diminuer quand OA diminue, Tanalyse pouqpit assigner rigoureusement la forme OMA • prise par la lame flexible, les produits ¥y ne s' accroissant plus alors indéfiniment avec y.
L'étude expérimentale des conditions d'équilibre des piètes chargées par leurs abouts a conduit à des formules empiriques trèsfréquemment employées par les constructeurs. Nous citerons plus loin les principales.
122. L'équation de la pièce fléchie est y = Bsin mx^ en faisant
Si la force F n'est pas constante, et «elle varie avec la corde OA de la pièce fléchie, on peut déterminer le coefiicient B, qui autrement resta inconnu.
La moindre valeur de la for^e F qui fasse fléchir la pièce est donnée par l'équation
où a est la distance OA de deux points fixes consécutifs.
Si F. est exprimée en fonction de a, on aura F = y(«), et la distance a s'obtiendra en résolvant l'équation
• a*o(a) = EIt;*;
= -• et îrne reste nlus
Fig. 125.
qu'à déterminer la constante B.
Nous y parviendrons en cherchant la longueur de la pièce déformée, i.
Chaque élément ds = /wm' de la fibre moyenne subit un raccourcissement dû à la compression produite par la force F. Menons la tangente mT, et soit 0 l'angle qu'elle fait avec l'axe OX. La force de compression due à F est ^ale à FcosO; elle produit sur l'arc m^ri un raccourcissement orf!s donné par l'équation
_, . Eco8dj FcosO =-—3 — , ds
(0 désignant la section.
Donc
FcosO(2j Fdx
Eco Eco
Faisaitt la somme de tous ces raccourcissements, on aura la variation totale, tsj de la longueur de la pièce :
rx=« F , F El7:«a I k»
Jj:=o ~
Eco Efo Ecoa* o) a
La longueur S de l'arc OA de la sinusoïde dessinée par la fibre moyenne est donnée par l'intégrale
'WIX
1 H r- COS' — .
L*arc S est une fonction elliptique de seconde espèce, qu'on ne peut exprimer en termes finis ; mais ici, le coefficient cherché B étant très-petit, on peut se contenter d'une approximation; on développera le radical par la formule du binômoi et Ton en prendra les deux premiers termes :
a + -r— \ ces' — d — .
2a Jo a a
Faisant — = v, on transforme l'intégrale indiquée en
\ cos'r cZf = -' ; Jo *
donc Soit L la longueur primitive de la pièce. Nous avons calculé son
raccourcissement ; la difiérence donne la longueur nouvelle
d'où l'on tire
tua ka *
On peut observer que - est le rayon de giration de la section par
rapport à l'axe mené par le centre de gravîâf^jd&ns son plan, perpendiculairement au plan de flexion. ^ *
Les mêmes formules permettent de déterminer la force F qui correspond à une corde a donnée.
123. Si Ton voulait traiter la question avec plus d'exactitude, il faudrait intégrer l'équation rigoureuse
El— J^îL^=-Fy.
Faisons d'abord -^ = jo ; il vient
d'y _ dp ___ V^V cte* ~" dx "" dy '
et substituant, nous aurons
. EI^E^=-Fydy,
équation dont l'intégrale est, en appelant C une constante,
El— ^ = C-|Fy'.
On résoudrait par rappoili^^?, puis, remplaçant /? par -p, on
aurait à intégrer une nouvelle équation où les variables se séparent. * On obtiendrait ainsi l'équation de*îa courbe par une intégrale elliptique, qu'on pourrait calculer par les méthodes de quadrature. Le reste du problème s'achèverait comme nous l'avons indiqué. .
REGLE DE RONDELET
RÈGLE |>E BONOëLKT PO DR LES ROIS.
12/i. Rondelet a donné la règle suivante, qu'il n'a pas cherché à réduire en formule.
Le rapport de la longueur à la moindre dimension transversale étant l'un des nombres ^
la limite extrême de la charge que peut supporter sans fléchir latéralement ou sans s'écraser une pièce de chêne ou de sapin est, en kilo-' grammes par centimètre carré,
la limite pratique à adopter dans les constructions doit èt|e réduite au septième de la limite extrême, ce qui donne par centimètre carré
60, 50, 30, 20, :M» 5, 1^^ kilogrammes.
On emploiera un procédé quelconque d'interpolation pour trouver la résistance limite, si le rapport de la longueur à la moindre dimension transversale est compris entre deux nombres du tableau.
FORMULE DE HODCRINSON.
125. La théorie donne en général, comme limite de la force F,-
F lit* F = — Î-; pour un carré de côté égal à c, I == — c\ de sorte que la a 12
limité correspondante de F est
En»
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Et:*
Les facteurs constants — forment un produit A,qu*on peut mettre à
part, et qui dépend de la^oaatière dont la dEtee est composée. Ce coefficient peut être détera^ié par expénwja*
Hodgkinson, en étudiantïâ flexion et la rujîture par écrasement de pièces de chêne comprimées par leurs abouts, a déterminé pour chaque cas particulier les valeurs du coefficient A ; il a reconnu que ce coefficient n*est pas constant d'une manière absolue, mais qu'il varie entre des limites peu écartées.
L'équation qui donne le maximum de la force F est donc
.-if^. - a
"Y est la compression de la matière par unité de surface ; - est l'inverse du rapport de dimensions qui entre dans le tableau de Rondelet. Si.l'on prend le mitat pour unité des dimensions linéaires, et le ki|ii|nunme pour umté des forces, on devrait avoir d'après la règle de Reflet :
^=:42Mp^ pour •= 1, ce qui correspondrait A= 4200 000
;le de Jtondelet ne s'accorde donc pas avec les résultats de la théorie.
Les expériences de Hodgkinson ont donné pour le nombre A relatif au bois de chêne des valeurs variables de 2, 3oo, 000,000 à s,6oo,ooo,ooo. Dans la pratique, il convient de réduire au dixième ks limites fournies par ces formules.
On réijparquera d'ailleurs que pour les très-courtes pièces, - de-
i530 " PIÈCES CREUSES.
venant très-grand, la limite -| s'accroît indéfiniment d'après la for-
mule, tandis que la charge par unité tle surface ne peut ^dépasser la charge de rupture ; la formule n'est donc pas applicable aux grandes
valeurs du rapport -• La règle de Rondelet tient compte du douUe
mode de destruction possible pour la pièce, en substituant pour les
petites valeurs de ^ la charge de rupture par écrasement à la
charge qui produit une flexion latérale.
SECTIONS ÉVIDÉES
12(5. Supposons que la section de la pièce cooiprimée soit une couronne circulaire ; soit r le rayon ultérieur, r^ le rayon intérieur; nous aurons:
et par suite, la limite de F sera
Divisons par n (r' — r"), surface de l'anneau :
ti
Comparons ce résultat à celui qu'on obtiendrsût pour une pièce cylindrique pleine,de longueur a et de section égale à celle de la ji^ëce creuse ; /' étant le rayon de cette section pleine, nous aurons pour la limite correspondante de la force
jçr"»"" 4 \aj •
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et par suite
ff
On voit donc qu'à égalité de section, la lUAte F peut être notablement augmentée en remplaçant la pièce pleine par une pièce creuse renfermant la même quantité de matière.
On sait que les os des animaux sont ainsi formés : ce sont des tubes creux où la matière résistante forme une couronne autour de la moelle.
EZVÉBIENGES DE HODGKINSON SUR LES COLONNES MÉTALLIQUEES.
127. D'après la théorie, la limite de la force F pour une colonne creuse est donnée par la formule 0
Un appelaïKjwet d' les diamètres ar et ar^,
6^ression dft la forme
Le coefficient B peut être déterminé par expérience. Mais Hodgkinson, en opérant sur des colonnes de fonte, a reconnu que ce coefficient n'est pas constant ; pour trouver im coefficient B sensiblement coDstantf il faut modifirf'les exposants de la formule, et déterminer par une série d'exifcériences, non-seulement le coefficient B, mais encore les'exposants m et n de la formule
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Si Ton exprime la longueur a en décimètres,
les diamètres d en centimètres, la fori^ F en kilogrammes,
on trouve pour les quantîJès.B, m et n, les valeurs numériques suivantes, qui soij^ relatives à la fonte :
wi = 3,6
(au lieu de 4) (au lieu de 2).
La formule donne alors la limite extrême de F, et pour assurer la résistance, on réduit cette limite au septième de sa valeur.
Les deux tables suivantes renferment les valeurs des puissances (P»» et a*'%entre les limites d = i et d = i2, et a = i et a = «4«
Table L — Puissances des diamètres.
d»fi
j^mw^! '
lé
ii.o|
Eieio.t
U\fh
FORMULES DE M. LOYE.
Table II.
— Puissances des longueurs.
ql.T
al'
(Extrait d]
1 mémoire de M. I
Pirely ÂniuUes ûei pont» et chausiées^ 1855.
128. Les expériences de Hodgkinson ont montré l'influence de la fixité des extrémités des colonnes sur leur résistance ; ainsi une colonne dont les bases extrêmes sont plates, est beaucoup plus résistante qu'une colonne de mêmes dimensions dont les e|b*émités seraient arrondies,et seraient libres de faire un angle quelconque a?ec leur axe primitif. Les expériences ont aussi montré Tinfluence du renflemept des colonnà|.vers le milieu de leur longueur. Cette dernière observation justifie le tracé adopté pour le galbe des codonnes dans l'architecture ancienne.
^^^29. M. Love, ingénieur civil, a substitué aux formules de
tlOdglinson des formules plus faciles à manier ; elles sont relatives
aux^^iflÉnes pleines en fonte ou en fer. * A
Soient a la longueur de la colonne, et d son diamètre, expripés
tous deux en centimètres;
F, la charge qui détermine la rupture, e{i^ kilogrammes j|^n a sensiblement
poijr
la %
Dte
jPdSk^
pour le fer
La discussion de ces formula fait voir qu'au delà d'une hauteur
DISTANCE AB DE CETTE PIÈCE
BB
130. On supposeque la pièce OA est enfoncée dans le sol, au point 0, Fig. 126. de manière qu'il y ait encastrement parfait en
ce point ; la déformation de la pièce n' entraîne donc aucune déviation de la fibre moyenne dans les éléments voisins de l'origine.
Sdt OA ^ ^1 la longueur âe la pièce ; AB = ô, la (fistance à laquelle agit la force P, par l'intermédiaire'd'un bras rigide AB, qu'on suppose fixé à angle droit sur OA.
On peut traiter le problème soit en prenant
les moments dans l'état naturel de la pièce, soit en prenant les moments dans l'état déformé : cette dernière méthode est la plus exacte, et nous l'emploierons ici. €r
Prenons pour axe des x la direction même de la pièce jians am état naturel, et pour axe des y, une perpendiculaire à OX , meuAe Ai côté vers* lequel la flexion s'opère. f*'
/" Nous appellerons f la déviation latérale AA' de l'extrémité A de la pièce, par suite de la flexion ; cette quantité /est la valeur de l'ordonnée ^^x bout de la pièce quand elle est déformée. Le poids P est déplacé par la flexion d'une quantfté BB',sensiblement égale à /ou èJ^'.
Le moment de la force P par rapport à un point M de la tbre moy4|àe déformée sera donné ^r le produit
Px(B'A— MM')
Px{AB + AA'— MMO,
J ou
ou enfin
PAR UN POIDS AGISSANT EN DEHORS DE SON AXE
11 faut prendre ce moment avec le signe +» car il tend à donner à la pièce une courbure pofidtive.
L'équation différentielle de la courbe OA' sera
C'est une équation linéaire du second ordre. On peut l'intégrer au moyen de la méthode de la variation des arbitres, en supprimant d'abord le terme constant V{b + f). Msds il est plus simple de changer de variable.
Posons
on en déduit
3?"'dx"' dy*
Donc
EIp(ip = P(6 + /— îf)(ïy.
Cette équation est in(^grable et donne
iEip» = P(6+y)y-|py';
1.0 fsdt /? = O) ce qui a lieu au point 0, puisque la courbe OA' tangente à Taxe OX. Il n'y a donc pas de constante à ajouter. Oq tire de cette équation
et par soite
Zd,= ^y ^
Intégrant de nouveau, il vient
y = o donneur = o, et par suite il n'y a wcune constante à ajouter.
L'équation de la fibre moyenne est ainsi
^=-('\/ii)-
Dans cette équation la flèche / est encore inconnue ; pour la déterminer, faisons x = a ; nous devons avoir y = /. Donc
et par suite A-''
CCS a
La flèche / est donc proportionnelle au bras de levier b du poids P.
La répartition des pressions dans les sections sera donnée par la formule
qjO^ >ifiDB ce cas particulier, prend la forme
RÉPARTITION fkft PBESSIONS ET DES TENSIONS DANS UNE GHARP
MÉTALLIQUE A LA POLONGEAU.
131 . Soit ABC le profil du comble. On suppose que les arbalétriers
^»«**'- AB, BG, sont égaux en lon-
gueur et également inclinés silr rhorizon; ils sont soutenus, en leurs milieux H et 6,
^^^^^^^^;;^]^_ !lL— -- Illlrrr^^4, par deux contre-fiches EG,FH,
rattachées aux extrémités des w" arbalétriers par les tirants BE, EA, BF, FC. Un cinquième tirant, EF, complète la liaison en-
P0L0NCEAU.1
tre les points A et G, et a pour objet d'équilibrer la poussée latérale de la ferme, en empêchant cette poussée de s'exercer sur les murs M et N, qui portent les pieds des arbalétriers. Les réactions des murs sur la ferme sont donc verticales.
Les charges de la charpente sont réparties uniformément sur retendue du profil, à raison de p unités de pends par unité de longueur mesurée sur l'horizontale AC.
Du point B abaissons la verticale BI, qui divise AG en deux parties égales au point 1 ; soit AI = a, la demi-portée de la ferme,
IB = *, la flèche.
Appelons a l'angle BAI, et / la longueur de l'arbalétrier, qui est
égale à ou à i/a*4-6*.
^^ COStt ^ '
Coupons la ferme par le plan 61, perpendiculaire au plan de la figure , et considérons l'équilibre d'une moitié seulement du comble, ce qui suffit, à cause de la symétrie du comble et des charges.
En supprimant la p^tie située à droite du plan Bl, nous devons introduire la réaction de cette partie contre la partie conservée; cette réaction est horizontale à cause de là symétrie. Nous la représenterons par X. Nous devrons aussi introduire la tension du tirant EF que nous coupons au point K; et comme toutes les forces extérieures l^liquées à la demi -ferme, sauf la réaction X et la tension du tirant 0t sont verticales, l'équilibre des composantes horizontales exige tpiè cette tension soit égale à X.
La réaction du mur M est verticale et égale H^o.
Fig. 128.
\ak«»0»-a
^38 Cil \H PENTE
Noos avons donc à chercher les conditions de l'équilibre du système ABE, sous l'action des forces X, — X, pa^ et enfin des poids uniformément répartis de A en B.
Ces poids se composent en un seul égal à pa^ et appliqué au milieu G de l'arbalétrier; l'équilibre des forces extérieures est exprimé par l'égalité des couples:
paxAL=Xx BK.
AL est égal à - a ; BK est une donnée de la construction du comble ;
nous la représenterons par la différence b — b\ en appelant b' la quantité IK dont le tirant £F est relevé au-dessus de l'horizontale AG.
Donc
et
|pa« = X(6-6'),
Y — 1 Pg*
Les forces extérieures sont toutes connues ; cherchons les conditions de l'équilibre élastique. Pour traiter cette question, il est nécessaire de faire une hypothèse sur le règlement des tensions des pièces AE, EB. Nous supposerons qu'elles sont déterminées par la condition que le poiort G soit maintenu par la jambe de force £G sur la ligne droite qui joint les points A et B. L'arbalétrier pourra alors être considéré, eu égard aux forces qui le pressent norujJilement, cogime une pièce droite posée sur trois appuis de niveau \ l'équilibre élastique d'une telle pièce est un problème que nous savons résoudre (§ 94) .
Le poids par unité de longueur réparti sur l'arbalétrier n'est pas égal kp; c'est un poids/?' tel,que produit/?'/ soit égal au produit/?a; donc
p' = p j = p CCS a.
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Ce poids se décompose en deux forces; l'une normale à l'arbalétrier et égale à p cos* a ; l'autre longitudinale et égale à pcosasina.
Considérons d'abord l'arbalétrier pris isolément. Appelons T,, T, les tensions des tirants AE, EB, et soit G la compression de la contre-fiche 6E, qui s'exerce normalement à l'arbalétrier au point G. L'arbalétrier est soumis aux forces suivantes :
la force X et la force T,, appliquées au point B ;
la force normale G, appliquée au point G ;
les forces j9a et T^, appliquées au point A;
la composante normale p cos' a , du poids également réparti par unité de longueur, qui produit en tout une charge normale égale àj9/cos*a,
et la composante parallèle à l'arbalétrier, /? cos a sin a.
Faisons abstraction des composantes parallèles à la pièce ; nous sommes ramenés au cas d'une pièce chargée uniformément d'un poids jocos'a, et posée sur trois appuis ; les réactions normales des appuis, Yj, Y,, Y„ sont donc
au point A , Y| = tt p/ cos* a,
au point G , ^« ~ Î6 ^' ^^®' *'
au point B, ^« ~ Ta P' ^®*' *•
!^' Hab au point A la fflrce normale Y^ qui agit sur l'arbalétrier est I égale à la composante normale de la résultante des forces pa^i et T^; de même en B, la force normale Y, appliquée à l'arbalétrier est égale à la composante normale de la résultante des forces X et T,. Enfin en G, la force normale Y, est égale à la compression G développée dans la contre-fiche. Appelons ^ l'angle EAG, qui est donné par l'épure de l'élévation du comble. Nous retrouvons cet angle en EBG, et par suite nous ayons les trcûs équations :
Y| = Tg p/ cos* a = pa cos a — T, sin p = ~ pacos a,
Y, = — p/ cos' a = C = ^pa cos a,
Yj = — p/ cos' a = X sin a — T, sin 3 = 7g po cos «.
Ces équations donnent, la première T^ la seconde G, la troisième T,, puisque X a été précédemment déterminé:
lA Xsîna — T^pacosft
-, 13 cos a n ^^ T ^^
* 16 '^ sm p' 16^ ' smp
132. Nous connaissons les efforts développés dans toutes les pièces Fig. 129. qui aboutissent au point E. Ces efforts
y^T. doivent se faire équilibrer autour de ce
point. On doit donc avoir deux identités eV X en projetant toutes ces forces sur la di-
c^ rection de EG, et sur une direction per-
pendiculaire ; ces opérations donnent en effet
(T, + T,) sin p — X sin a — C = 0, (T, — Ti)cosP + Xcosa = 0.
Substituons à G, ^!^ et Tj leurs valeurs dans la première équittion ; il vient
pa cos a — Yj -f X sin a — Y, ^ X sin « — Y, = pacosa — (Yj 4-Y, 4-Y,^^pacosa — pacosa=0,
ce qui vérifie la première condition.
Puis on déduit des valeurs de T, et T,
(T, — Tj) sin p = Xsin a — pa cos a.
Donc
/T T \ o Xsin a cos p cos a cos 0 ,-- . »cosô
T, — T,) cosp = r— T — ~^pa — ■ Q • == Xsm a— pacos a) -?— J,
* ' *' "^ sm p '^ nn p ^ ^ ' sm p
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L*équation à vérifier se réduit donc à
(X sm a — pa COS a} -r— ^ + X COS a = 0,
Ipa* ou, en remplaçant X par sa valeur 7 r;,
sin a -, — ^ + COS
sin p
BK = BI — IK
Par le point G, milieu de Tarba- N létrier, menons GN parallèle à AI ; nous aurons
BGN = a,
et
BN = GN tanga = gtanga.
Il reste donc à montrer que NK est égal à
|tangp.
NK est la projection sur BI de la droite GE, laquelle est égale à
Donc
AGtangp.
NK = AGtangp x cosa = AG cos a x tangp et l'égalité est ainsi entièrement vérifiée.
ftangp,
La compression de l'arbalétrier est due aux composantes longitudinales des forces. Au point A, elle est égale à la force pa sin a -f T^ cos p ; au point B elle est égale à la force X cos a + T, cos p. La différence entre ces deux forces est égale à la somme pi cos a sin a^ ou pa sin a, des composantes de la charge parallèles à l'arbalétrier. On doit donc avoir
pa sin a + T| cos p = pa sin a + X cos a + T, cos p,
ou bien
(Tj — T,) cosp=Xcosa,
équation déjà vérifiée.
133. Cherchons à construire les courbes qui représentent les valeurs de la compression, des moments fléchissants et des efforts tranchants aux différents points de l'arbalétrier.
Du point A au point 6, la valeur du moment fléchissant est donnée par l'équation
M = YjX — 5 p COS'ax* = — p/cos'ax— - pcos'ax»,
les abscisses x étant mesurées sur la droite AG à partir du point A dans
le sens AB.
Si l'on fait
il vient
M==— ^p^COS^a:
Prenons sur GE, au-dessous de AB, une longueur
GM = ^pa«;
la parabole des moments passera par le point M. Elle passe d'ailleurs par le point A ; on pourra donc tracer cette courbe APM, puisqu'on en connaît deux points , qu'elle a un paramètre connu et qu'enfin son axe est normal à AG.
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Elle se répétera symétriquement en MQB dans la seconde moitié de l'arbalétrier*
L'effort tranchant sera égal à Y^ au point A, et à — Y, au point B; il a deux valeurs au point G, et la différence de ces deux valeurs est égale à Y,; en résumé, il est représenté par les ordonnées de la double droite, Y,HR, STD, qui coupe Taxe AB aux points H et T, projections dès points P et Q où la courbe des moments a sa tangente parallèle à AB.
La compression au point A est /^â^sina-j-T^cos^; en un point quelconque, dont la distance au point A est x^ elle sera donnée par la formule
« . .' 13 cosacosg
P=pasm a+ rrpa : — r— ^— P2:8macosa,
'^ 16' sinp ^
équation qui représente une ligne droite NV.
La charge la plus grande de la matière sera ensuite calculée par la formule
qu'on peut construire, comme nous l'avons déjà fait (§ 117), au moyen de deux arcs paraboliques, l'un correspondant à la face supérieure. Vautre à la face inférieure de Tarbalétrier.
Il est à remarquer que la plus grande valeur du moment fléchissant a lieu au point G, appui central de Tarbalétrier, et qu'elle est
égale en ce point à ^ p^f*, quantité qui dépend de la portée horizontale de la ferme et du poids également réparti suivant l'horizontale, mais qui ne dépend pas de Tangle a. Au contraire, la plus grande compression dans Tarbalétrier a lieu au point A, et elle a pour valeur
/ . . 13 CCS a CO8 p\
elle dépend donc de l'angle a,ou de l'inclinaison du comble. Les dimensions de Tarbalétrier peuvent être calculées d'après le
maximum du moment fléchissant, 5- J»a*f ou d'après le maximum de la compression, qui est
(. 13 CCS a C08p\ sm a + -- — ; — = — 1 .
16 smp /
Cette dernière expression seule est fonction de l'angle <x. Supposons, pour plus de simplicité, que ^ = a, ce qui n'est jamais bien loin de la vérité. Pour choisir l'angle a qm convijBnt à l'arbalétrier le plus léger, on observera que la section de cette pièce doit
être proportionnelle à [sina-f — colgacosaKet que sa longueur est égale à ; le volume est donc proportionnel au produit
cos a
CCS
ou à
( Sin a + -- COtg a COSa )
IS a \ '16 ° y
tg a + |g COtg a.
On aura par suite à égaler à zéro la dérivée de cette fonction par rapport à a, ce qui donnera
cos* a 16 sin* a
équation d'où l'on pourra tirer la valeur de tga = i-— .
En général, on n'a pas à résoudre ce dernier problème, car les inclinaisons des toits ne sont pas entièrement arbitraires : les habitudes locales et le caractère de Tarchitecture ne permettent pas de s'écarter notablement de certains angles consacrés.
Solution géométrique du même problème.
134. Les forces extérieures appliquées à la demi-ferme sont : La poussée au sommet, BX; la tension du lien EK; le poids pa de la demi-ferme, appliqué dans la verticale du milieu G de l'arba-
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létrier, enfin la réaction verticale du mur sur lequel s'appuie la demi-ferme en A. On connaît une de ces forces, le poids pa\ les
Fig. 132.
autres ne sont connues qu'en direction. Les forces pa et BX prolongées se coupent en 0 ; la force E et la réaction du mur en A se coupent en (y. L'équilibre exige que les résultantes de ces deux groupes soient égales *et directement contraires. Donc elles sont situées toutes deux dans la direction 0(y. Connaissant Tune, OP =/>«, de ces forces, il suffira d'achever les rectangles PRSO, RT'0'S\ en prenant O'R' = OR , pour avoir la poussée à la clef X = OS, égale à la tension du lien EK , et la réaction du mur en A , O'F = OP = pa. Il reste à déterminer les tensions T^ et T,, puis la compression C. Pour cela, on s'appuiera sur le résultat obtenu au § 94 *, la charge normale subie par l'arbalétrier est égale à pa cos a; elle se partage de la manière suivante entre les trois appuis A, G, B :
^ au point A, — au point C, et — au point D.
Si l'on projette sur une normale à l'arbalétrier la force /?a = 0'P
g et la force Tj , la diflérence des projections est égale à -g /?« cos a ;
donc la projection de T^ est égale aux -^ de pa cos a. 11 suflit donc
de prendre sur la normale AH une longueur AH = -^ OX = -^ /?a cos a ,
et d'élever une perpendiculaire HL jusqu'à la rencontre du ten-
deur AE; AL sera la tension T,. On trouvera par la même méthode la
tension T,. Quant à la compression G, elle est égale aux — de pa cos a.
Comme vérification, les quatre forces T^, T,, G et X se font équilibre autour du point E.
Enfin la compression de l'arbalétrier au point A est la somme des projections sur sa direction des forces T^ et pa =0'F; au point B, ce sera la somme des projections de X et de !,•
La même méthode peut s'appliquer à une ferme à trois contrefiches, pourvu qu'on connaisse d'avance la répartition de la charge normale sur les cinq appuis de l'arbalétrier.
RECHERCHE DU POIDS PROPRE DE LA FERME
135. Le poids p contient deux parties ; l'une/) correspond au poids propre de l'ossature de la ferme, et l'autre /?", au poids de la surcharge qu'elle est appelée à supporter. Posons donc p=p +/>"» et proposons-nous de déterminer p' en fonction de /?", de telle sorte que le point le plus chargé de l'arbalétrier supporte une charge déterminée R.
Le poids propre de la ferme est à peu de chose près proportionnel au poids de l'arbalétrier; nous admettrons donc, à titre d'approximation, que le poids p' peut être calculé en multipliant le volume de l'arbalétrier par un nombre donné, supérieur au poids spécifique delà matière dont l'arbalétrier est composé; l'excès de ce nombre sur le poids spécifique étant destiné à tenir compte du poids des pièces accessoires que l'on néglige. Désignant par ^ruf le poids spécifique ainsi grossi, et par û la section droite de l'arbalétrier, on
aura pour valeur approximative du poids p' ; donc
Q _ gp' _ p' cos g
La charge par unité de surface au point le plus fatigué de Tarba-
létrier se déterminera en appliquant la formule
Or la plus grande valeur de P est égale à
^ / . . 13 cosa cos3\
ou à />aX[x, \L étant un facteur numérique qui dépend des angles a et ^, et qu'on peut calculer quand on a fait l'épure de la ferme.
Le maximum de M est ^ pa*.
Pour déterminer y, imaginons qu'on ait construit, à une échelle
Fip. 133. ai-bitraire , une section bcdefghkUK ^ f édl éb\
^ \ semblable à celle* que l'on veut donner à l'arba-
c^— gp) c jr~'c létrier. Ayant déterminé le centre de gravité G
•tTÎ
de cette section, sa surface Û', son moment d'i- L nertie I' par rapport à l'horizontale XX menée
\ par son centre de gravité, et enfin la distance
■ GH = t;', de la fibre la plus éloignée à la fibre
moyenne, nous savons, par le principe de la similitude, que pour passer de cette* section auxiliaire à la section réelle, qui lui est semblable, il suffit de multiplier respectivement
par
Donc
OU bien
û' Vu'
* ï' 008 a v^cosa X p' yjp'
Substituons dans l'équation (i) les valeurs de 12 et de j; remplaçons-y
en même temps la lettre R par la limite donnée de résistance ; nous aurons en définitive l'équation
"" p' COS a 32 ^ 1' ^ COS a VcÔTâ X j>' sjp'
ou bien, en mettant pour p sa valeur ;>' +p\
ces a
\ pv 321' ces s v^cos a \v^' pVp''
équation où tout est connu, excepté p'. Elle est du troisième degré en —=, et peut être résolue par tâtonnements. Une fois p' déterminé,
on en déduit Û, et, par suite, le rapport de similitude de la section cherchée à la section auxiliaire.'
FLEXION d'une LAME ÉLASTIQUE.
136. Lorsque la pièce soumise à l'action d'une force a une trèsfaible raideur, comme cela arrive pour les ^^^' * *' ressorts et les lames minces, la courbure
'' prise par la pièce est très-grande, et il
n'est plus permis de négliger le terme
- * devant Tunité.
^•i "^ B X Voici alors comment on peut diriger
l'intégration.
1° Soit OA une lame élastique, homogène et de section constante, encastrée au point 0 tangentiellement à la droite OX ; nous supposerons d'abord cette lame sollicitée à son extrémité A par une force unique AP, perpendiculaire à la direction OX de l'encastrement.
Soient OB=a:', BA=i/' les coordonnées du point A après la déformation; ON =j:, NM=y les coordonnées d'un point quelconque M.
L'équatioD du problème est
Ei ^ rfx«
5 = PxXB= ?x{x'-x].
Posons ^1 =p, d'où Ton déduit i^ = ^. II vient, en multipliant par dxj
El ^P ^=Pix'^x)dx,
équation oii les variables p et x sont séparées. Intégrons ; nous aurons
El P
v/i+jf>'
sans ajouter de constante, car ^ = o doit donner /? = o, à cause de l'encastrement au point 0.
Élevant au carré et résolvant Téquation par rapport à /?*, puis extrayant la racine, il vient
^ = IÏ
et par suite, remplaçant p par -^, on a pour la valeur de l'ordonnée y en fonction de l'abscisse x.
dx
La fonction sous le radical carré étant du quatrième degré, la solution dépend des fonctions elliptiques.
L'abscisse x' n'est pas connue d'avance, et la détermination de
cette constante, qui figure sous le signe \, est la principale difficulté
de la question. Si l'on prend a! pour limite supérieure de l'intégration, la valeur correspondante de y est la flèche %/ prise par la lame. Pour achever le problème, on pourra exprimer, par exemple, que la longueur de la lame fléchie est égale à la longueur primitive / de cette lame, ce qui est sensiblement vrai si la force P n'est pas trop grande. Alors on a une seconde équation ,
qui permet de trouver a!. Mais la présence de cette inconnue sous le signe \ ne permet guère de traiter la question autrement que par
tâtonnements.
y** Supposons en second lieu que la force appliquée au point A ait une direction quelconque; on pourra la décomposer en deux forces parallèles aux axes OX, OY.
Soient P et Q ces deux composantes. L'équation de la lame fléchie sera alors
El
[' * mi
Fig. 135.
équation plus compliquée que la précédente, à cause de la présence
dans le second membre des deux coordonnées x et y.
Voici comment Poisson procède à l'intégration :
Posons P [x — x) — Q: y' — y) ) = m, u étant une variable auxiliaire.
On en déduit en diflérentiant
(iM=: — Pdx + Qdy.
Donc rfy = -TT- + 7v rfvC.
Nous prendrons toujours x pour variable indépendante, et nous regarderons en conséquence dx comme constant. Différentiant une seconde fois, il viendra
et substituant dans l'équation différentielle, elle deviendra
El dx*
ftil
équation d'où Ton peut chasser dx en posant -j- = y. On a alors -^ = ^, et l'équation devient
dq El dx
Multiplions ce premier membre par qdx, le second par du qui lui est égal ; il vient
El qdq
^ ' = udu ,
équation intégrable par quadrature, qui fait connaître q en fonction de u. On aura ensuite x en fonction de u par l'équation
X = \ — ; enfin y est connu en fonction de u et x^ en supposant
toutefois que x' et y' soient préalablement déterminés.
3** *En troisième lieu, examinons le cas où la lame élastique est fléchie par un couple P, F.
Dans ce cas, la fibre neutre dessine un arc de cercle commen-
Fig. J36.
çant au point 0 et finissant au point A, premier point d'application des forces du couple (S 80, 2°). Le rayon p de ce cercle est donné par l'équation
M étant le moment constant du couple (P, P'). En faisant varier l'intensité du couple, on fait varier le rayon p du cercle; la longueur OA ne change pas, car les deux forces P, P', égales, parallèles et contraires, ont une projection nulle sur tout élément de la fibre neutre. Cherchons le lieu du point A.
• Ce sera le lieu de l'extrémité des arcs de cercle de longueur a constante, tangents au point 0 à une droite OX donnée. Du point 0 comme centre, avec OB = a pour rayon, décrivons
un cercle BBC.
Considérons sur ce cercle des arcs BB' commençant au point B; soit A le centre de gravité de l'un de ces arcs. Le lieu BAGO des points A sera la courbe cherchée'.
^ «. ^» sîn8
On a en effet OA = a — r— , en appelant 8 la moitié lOB de l'angle B'OB correspondant à Tare BB' considéré. Soit OA = ;•.
Au milieu K de la distance OA élevons une perpendiculaire KC; le point 0', où elle coupe la droite OY perpendiculaire à OB, est le centre d'un cercle passant par les points 0 et A, et tangent en 0 à la droite OB.
Je dis que l'arc OA est égal à OB.
En effet, on a
Fig. 137.
OR
OR
ces O'OR ~ sin lOB 2 sine'
I. 'angle OO'A est double de O'OK, c'est-à^iire égal à
arc OA =
2 sin 0 sin 0
Le lieu décrit par le point A de la lame élastique OAA', pliée par un couple (PP') d'intensité variable, est donc la courbe lieu des centres de gravité des arcs de cercle BB' décrits du point 0 comme centre avec la longueur OA rectifiée.
Sur les propriétés de cette courbe, voir le tome H de notre TraiU» de Mécanique (Hachette, 1878), pages 279 et suivantes. Nous ajouterons ici l'énoncé d'un théorème facile à démontrer.
Soit A le centre de gravité d'un arc de cercle commençant au
point B, et décrit avec la longueur OB pour rayon. Du point 0 comme centre avec OA pour rayon, décrivons l'arc AG. Joignons AB. Le triangle OAB sera équivalent au secteur OAG.
Fig. 138.
<: li
DES PARABOLES
137. Le tracé de l'épure des moments fléchissants exige généralement la construction d'un ou de plusieurs arcs de parabole. On connaît les équations de ces paraboles, mais il est plus simple et plus rapide de les construire par la géométrie. Nous rappellerons quelques propriétés qui sont utiles pour effectuer ces constructions.
Soit BG une courbe du second ordre et A un point extérieur. Du
point A, on mène à la courbe deux tangentes AD, AE, et Ton trace la corde de contact ED. Puis on mène la droite FG qui coupe en deux parties égales les droites AD, AE, et qui, par suite, est parallèle à DE. Gela posé;
1° Si la courbe BG est une ellipse, la droite FG n'a avec elle aucun point commun (fig. 1 09) ;
Fig. 139.
TRACÉ
Fig. 140.
2<» Si la courbe BG est une parabole (fig. i4o), la droite FG touche la courbe BC en un point II, et la droite AH est un diamètre de la
courbe; elle a donc mi parallélisme défini, quel que soit le point A ;
5* Si la courbe BG est une hyperbole (fig. 1 4 1 ) » la droite FG la coupe en deux points I et K, et les droites AI , AK sont parallèles à ses asymptotes. Nous ferons usage, pour construire les paraboles des moments, de la propriété que nous venons de rappeler pour cette courbe.
Supposons connus (fig. i A2) les deux points E et D de la courbe, Fig. 141. et lés tangentes EA, AD, qui se coupent au
point A. Joignons ED, prenons le milieu L de cette droite et joignons LA. Prenons le milieu H de la droite AL. Ge sera un troisième point de la courbe, et la tangente en ce point sera parallèle à ED. Elle coupera les droites AD, AE, en F et G; on pourra répéter sur les contours HGE, HFD, la construction qu'on a faite pour le contour primitif
Fig. U2.
EAD, puis la répéter encore pour les contours qui s'en déduisent, et ainsi de suite; chaque construction nouvelle fournit un point et la tangente en ce point, et donne de plus le moyen de trouver deux points nouveaux et les tangentes en ces points. On aura donc en quelques instants assez de points pour tracer la courbe avec une grande exactitude.
Ge procédé de tracé de la parabole est très-anciennement connu ;
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il a été appliqué par Aichimède à la quadrature de la courbe, par la sommation d'une progression géométrique décroissante à l'infini, la première série dont on ait trouvé la somme.
138. On a quelquefois à construire une parabole dont le paramètre
soit donné, dont Taxe soit perpendiculaire à une droite AB, et qui passe par deux points donnés C et D, projetés sur cette droite en A et B.
Prenons pour axe des x la droite AB, et pour axe des y la droite G A prolongée. On pourra commencer par construire une parabole du paramètre donné, mais passant par les points A et B; T équation de cette parabole sera
en appelant a la distance AB, et - le paramètre de la courbe. Si l'on fait a: = -a, on a y = -^poi^ ; on portera donc une ordonnée lE égale à ^ oa*, au milieu de la droite AB. On prfepdra en-
suite IF = lEx 2, et joignant FA, FB, on aura les tangentes à la courbe aux points A et B. On retombe donc sur le problème précédent.
La courbe AEB étant tracée, il suffira d'en composer algébriquement les ordonnées avec celles de la droite CD pour résoudre le problème.
En effet, soit y = mjc + w l'équation de la droite CD ; l'équation de la courbe obtenue en composant algébriquement les ordonnées des deux courbes sera
Elle représente une parabole dont le paramètre est -, dont l'axe est parallèle à l'axe des y, et qui passe enfin aux points C et D -, car
TRACE DES PARABOLES
pour ces points, x = o ou x = ay et le terme - px{a — x) est nul ,
et l'ordonnée de la courbe se réduit aux ordonnées de la droite.
On obtiendra par ce procédé un arc CGD, qui appartient à la même parabole que AEB, mais à cette parabole déplacée de manière à passer par les points G et D, sans que son axe cesse d'être perpendiculaire à la direction donnée AB.
Cette méthode contient au fond la solution du problème de tinterpolation parabolique^ qui consiste à tracer une parabole du second degré, à axe vertical, passant par trois points donnés, G, G, D, équidistants en projection sur l'axe des abscisses.
CHAPITEE \\\.
SOLIDES D'ÉGALE RÉSISTANCE
139. Dans tous les problèmes des chapitres précédents, nous avons admis que la pièce avait partout la même section transversale, ei que le moment d'inertie 1 était une des données de la question. La théorie générale ne suppose pas nécessairement cette uniformité; il sufiit pour qu'on puisse l'appliquer que la section, si elle est variable d'un point à l'autre, soit variable d*une manière continue (i);
(1) On peut aussi appliquer^ à titre d'approximation^ les formule? de la flexion des prismes droits aux pièces dont la section varie brusquement en certains points de leur longueur, à la condition d'efTacer ces variations brusques par la substitution d'un profil continu fictif au profil réel, et de n'appliquer les formules de lépartition des cHorts locaux qu'à des sections sufilsammont distantes des points où la conlinuitJ est ainsi interrompue {Cf. § 1 10, in fine).
SOLIDE» DÉGALE Rf!SISTANCE. 257
Nous allons traiter dans ce chapitre des problèmes dans lesquels la section est Tinoonnue S déterminer; on demande, par exemple, les dimenabos à attribuer en chaqne point à la section d'une poutre sollicitée par des forces donnéelbfï pour que la plus grande charge par unité de surface soit flArtoiift' égale à uoe limite R fixée d'avance. Un solide satisfaisaal à celle coifllition porte le nom de solide et égale résistance. G^b^pretsion n'est pas parfaitement justifiée pour les poutres droite^imcltéespar desforces normales; carl'égalerésistance semble iDdiqiM|^rà4^ charge de la matière doit être la même en tous les points ^hééUMie; or, l'axe neutre d'un prisme sollicité par des forces normales ne peut #(|e soumis aux mômes efforts que les fibres qui en sont plus ou màils éloignées. Néanmoins, l'expression de solide d'égale résistance étant consacrée par Tusage, nous n'essayeroqs pas d'en trouver une plus fidèle. 11 suffit d'ailleurs d'être prévenu du sens restreint qu'on y attribue.
Un solide qui a/ôfîlfÈ' soumis en ÎDus ses points à la limite supérieure des efforts qu'il peut supporter serait évidemment dans les mplleores ^n^tions d'écooomieet de résistance ; la résistance veut qpe C|tte limite ne soit dépassée nulle part (i) ; l'économie demande soit atteinte partout; car s'il y a insuffisance d'effort en un ^int, on peut affirmer qu'une partie de la matière placée aupoionpurait être retranchée sans péril pour la solidité du fme, et atlec avantage au point de vue de l'économie. ^G^st cette considération qui a conduit les constructeurs à remplacer pour les profils transversaux les formes quadrangulaires par des formes à double T, où la matière est mieux répartie, puisqu'on l'enlève' ^a région .voisine de la fibre neutre, où elle serait peu utile, ^ur la reporter vers les extrémités de la section où elle participe aux grandes charges.
Nous tndterons quelques problèmes sur les formes d'égale résis tancet en commençant par supposer les sections rectangulaires.
(1) V. JmuUes des minet ^ 4* série, t. XX, p. 462. Article de M. Couche, Analyse des nouveUtB expériences faitei en Angleterre sur la résistance de la fonte et du fer;
POUTRE D*ËGAtB;B<SI§^.CE
- 1. Une poutre AB est posée sur deux ^puis, A et B, et cbar- ' Fig. m. ^' gée (Je poîgn égal«|^t répartis, i
î ^ jl, Taiwan depunitésœpoidspiirunité
w — À* dejftjgueur. La distance AB = / est
mtre doit avoir une dont la dimâbàotniMlKMtale est représentée par a, et la dimension verticale par b. On demande de déternûper ces dimensions ea tous pointa de îa portée, de telle manière que les points les plité chargés sntùsenC
une pression ou une tension constanti
unité de surface. -i^
Nous emploierons la formule j^y.
e à B unités de pwds par
RI
M est ici égal à
Pour avoir la pression aux points les plus chargés, il faut
= -; on a de plus
d'où résulte l'équation
-pi.
Cette équation lie les deux indéterminées a et b k l'^l^isse x. Toute section rectangulùre variable dont les dimensions aâtisferclk àcette équation, assureraau solide l'égale ré^stance, telle qua nous l'entendons ici.
Le problème est indéterminé. Pour en achever la solution, on "penj s'imposer une condition nouvelle .
I* Soit d'abord a constant; l'équation nous donnera entre 6 et x une équation à laquelle le profil longitudinal de la pièce doit satis- Taire.
Si, par exemple, on veut que le dessons de la pièce soit une drAie ^' ***• horizontale, b sera Tordonnée de la
courbe formant le profil de la face supé-
jL ! ^B rienre ; ce profil est une ellipse qui a
pour grand axe AB, ou /, et dont le
demi petit axe est égal à la valeur de b pour a? = - > *
Si l'on veut au contraire que la droite AB soit l'axe neutre lui- *
même, il faudra prendre ifc-A pour
*j^~ -^* ordonnées du profil; appelant v la
L_^ — } moitié de i, on aura l'équation du
profil, en remplaçant b par *àv dans Féquation générale, ce qui donne :
équation représente une ellipse, dont le grand axe est égal à AB ,
et dont le demi petit axe est égal à la valeur de v pour x=-<t
c'est-à-dire à
iV^R- t
Cette ellipse (fig. li^G) a pour ordonnées les moitiés des ordonnées de l'ellipse précédente (6g. 147).
ProposoD&-nous de cbercfaer IMécbe prise par la poutre d'égale résistance sous l'a^etfoçrafe la charge qu'dle supporte.
Pour la trouver, ndus remarquerons JfRt Ton a
El _ EldH/ _ RI
Donc
et si l'on attribue à v sa plus grande valeur - , R sera la limite de
charge donnée ; on trouvera donc les valeurs de y en intégrant l'équation
dans laquelle b doit être remplacé par une fonction connue de x. L'équation du profil nous donne
et l'équation diiTérentielle de la fibre neutre déformée est par conséquent
dx* ■" E ^ V 3p -^ ^S=â?*
; . Pour intégrer cette équation, mettons le polynôme sur lequel porte le radical sous la forme
nous aurons à intégrer la différentielle
dx '^(î'^j \ S
v/©*-GH' v/ttRTT
DE LA FLÈCHE
DoDc enfin, en appelant G une constante,
Pour déterminer la constante, faisons a: = -. Nous devrons avoir
donc
G = ^ arc ces 0 = — 5.
Il reste à intégrer l'équalion
dy 2R 4 /ÔR (. %x\ 2R 4 /aR ^ %
ou bien
-^ 2R t /oR / . 2x\ , 2R 4 /ÔR « ,
Posons
d'où Ton déduit
4— y= tt;
àx:=—^du^
et
arc ces (i — r-) dx = — 5 arcco8udii« L'intégration par parties donne
• \ arc ces uâu = u arc ces u — lux . ^
f d(l-u«) = u arc CO8 u — \ — 7===
= u arc cos u — ^1 — u* .
CALCUL DE LÀ FLËCHC
Remplaçons u par sa valeur; mais observons qQex=:o fiedl y=o;oràj: = o correspond w = i , ce qui annule l'intégrale que nous venons de former ; il n'y a donc pas de nouvelle constante à ajouter, et 1* équation de la fibre neutre déformée est
■ il
Faisons 2: = -; la^^eur dé y« égale à la flèche prise négativement, est ^«^
a . /ÔR / H,* /5R l R i /Sr ^^ I „ .
La flèche est donc
Si on avait donné à la poutre une section constante, ^;afe à la section maximum que nous avons trouvée pour le milieu de la portée» la flèche /' serait (§ 82)1^
•^ "" 384 El '
Dans cette formule
et par suite
^, __ _5_ pl^ 5xi2x8 R 4 MR ; _ _5^ R 4 /ôR .
^^*r, i 3p4/3p /»"" 384x3 EVSp 12EV3p.•
' La poutre d'égale résistance prend donc une plus grande flèche qu'une poutre dont la section serait constante et égale à la section
C- ' ^ PifiOB d*ëgâlb Résistance encastrée
iBJftwteih ae la première. Le rapport est à peu près égal à ^
poutre d'égale ré^^^ce est, en d'autres termes» beaucoup m raM^^que l'autre ^utre.
jHp Ton veut que h soit constant, l'équation
% **t"'ii'"
= ôl4to — a;*)
donne la
(^ Kg.
ablea par les ordonnées d'une parabole pasaux points A et B. Les moitiés de ces ordwnées seront les ordonnées du contour latéral de la poutre, en projection horizontale.
S"" Enfin, si Ton voulsdt que la section ab fût partout constante, et égale à û, quantité donnée, userait exprimé par les^données d'une parabole, et une fois b connu, on ^À^éduirait a par l'équation ab = Û. Cette distribution de la ni|flHKrait très-défectueuse, car, sur la culée, on aurait 6 = o et a démît être infini.
lAl. — II. Cherchons encore la forme d'égale résistance pour un Fjg. 148. solide encastré par une extrémité B,et
portant un poids P à son extrémité A.
L'équation sera
en appelant x la distance d'un point M à l'extrémité A. Si la section est rectangulaire, on fera
jet supposant a constant, on devra déterminer b par l'équation
qui représente une parabole.
Pour donner à la pièce une forme symétrique par rapport à l'axe
PIÈGE WÈGkLE RÉSISTANCE
neutre OA, on fera £ = 2 v, et on aura l'équation du contour lique de la pièce eu élévation : t ,^
3 Px *
^* "" 2 aR-
«iL
C'est à peu près cette forme que l'on donne auX|b|J4Dders en fonte Fig. 149. des machines à vapeur ; cep4i||ilant, on soDstitue eqJÉpéral au rectangle un profil où la matièrQUkt rç|Krt4e dnœntie au haut et au bas delà section, sau^ne T^^^jÊÈt qu*m ri^ serve le long de l'axe neutre, poiu* nournr la régim 01^ s'attachent les tiges articulées du parallélogramme, H bielle, l'arbre tournant du balancier, BÊfta les tiges pompes mises en mouvement par la nciachine. On donne encore une forme parabolique aux manivelles qui mettent à un arbre tournant l'eiTort exercé par une bielle à leur extrémité, ^m ^
La forme légèrement effilée que doivent recevoir les deiftS'crengrenage pour satisfaire aux conditions géométriques de la jtransmission du mouvement, est aussi assimilable par approximation à la forme des solides d'égale résistance à sections rectangulaires.
On trouve dans tous les aide-mémoire des formules dues à Navier, à Duleau, à Tredgold, et qui assignent les dimensions à attribuer dans la pratique à ces différents organes de machines. 142. Cherchons la flèche de la poutre encastrée. L'équation différentielle de la fibre neutre déformée sera
Fig. 180.
Elg = P(/-x).
/ désignant la longueur OA de la poutre, et X la distance OM.
I est égal à — ab*^ expression dans laquelle b est variablOf et égal à
6P XMA Ra
OU a
6Px(/ — X) Ra
ENCASTRÉE
âne ramené à ioU^jrer' l'équaUoD
'd'y ' V(l—X) " P{t— aj^Bay^ _^j^\/R^ <_
Intégrant une première fois, il vient
MB*i une seconde fois, '^■^''
Les constantdHEIfetermiDées de manièr^àiura tf ^ ;±: Q^K =0 ; la flèche sera la valeur de y ^tfx= h il vient doiie 'i^
. 4 R . /RÔ , /y
Si la poutre avait une section constante, égale à celle qu'elle a dans l'encastrement, la flèche f à l'extrémité ^ 89) serût>^ale à
3 ËI'
Dan3 cette expreawon I est la valeur que prend — ah* pour œ = o, c'est-à-dire
On aurait donc
■'3 1 6Pi ./6Pi~3EV6P^
En d'autres termes /est double de /*.
POUTRES EN BOIS
^ttt..
1&3. — III. Les poutres en bois d'un seul morceau ne reçohattt:
pas ordinairement une forme d* égale résistance. Les bois sont un produit naturel; leurs fibres ne sont pas des assemblages fictifs de molécules, mais bien des fibres réelles, et c'est suivant leur longueur qu'elles résistent le mieux aux efforts développés dans la matière. Une fibre coupée ne subit plus les actions des aatres fibres que par
l'intermédiaire de la cohésion qui les réunit en im seul fais elle n'a plus la résistance qu'elle possédait lorsqu'elle était nue. D'ailleurs on ne gagne pour ainsi dire rien, comme éconoi à enlever de la matière latéralement à une pièce de bds de charpenl car les déchets n'ont pas de valeur. Aussi emploie-t-on les poutiés sans modifier sensiblement leurs formes naturelles, si ce n'est quelquefois pour leur donner de la courbure. "^ ^^^
lAÂ. — IV. Poutres en fer lamiiié. — Propij|||Ëjj^ de dresser le projet d'une poutre en tdle, d'égale résistàMS^-ijèsiinée à franchir :iliie portée donnée I, et à supporter une charge de p kilogrammes par mètre courant
Le problème est indéterminé, mais il y en a deux solutions principales; l'une consiste à faire varier la hauteur de la poutre, de manière à dessiner en élévation les formes courbes que nous venons de déterminer pour les poutres à sections rectangulaires ; l'autre, à laisser la hauteur constante, en faisant varier en conséquence les épaisseurs des tôles. Nous développerons succcessivement ces deux solutions.
Première solution. — Hauteur variable. — La poutre en tôle,
dans les deux solutions, sera supposée avoir pour . section une foime de fer à double T. Appelons a la largeur des tables, c leur épaisseur,
// la distance des centres de gravité des deux tables, égale à peu près à la hauteur totale de la poutre. Négligeons dans le moment d'inertie l'âme verticale et les cornières qui la rattachent aux tables.
Fig. 151.
izrrji
Le moment d'inertie I est égal kacx — , et la
POUTRES EN FER LÂMlNÉ.
tel
distance de la fibre la plus fatiguée à Taxe neutre étant sensiblement égale à -, le rapport — est égal à ach.
Appelons x l'abscisse d'un point M de la portée, mesurée à par- Fig. 151. tir de l'appui A ; le moment de rupture
en M est égal à - pte — - px^y et l'é-
"b , quation à laquelle la section devra sa-
Rach = 5 plx — 5 pxK
R et a sont des données^ c et A peuvent être variables. Dans la première 3^|iition, on rappose c constant, et la variation porte seulement sur A, On voit qôè le dessus de la poutre d(4t poor cela dessiner \
une parabole AGB (fig. i52), dont Fordonnée mairiimim, pour â;=: -t '1!^ ''^ est égale à -v -^ %.>w
Hs:
Roc*
i : Le volume des bandes est mei^tté approximativement par le double nih produit de la section constante, ac, par la longueur / de la portée ; f' Qùh donc sensiblement .
L ' V = 2ac/.
F ♦ Seconde solution. — Supposons qu'on laisse h constant, et égal à la plus grande valeur, H, qu'il ait dans la solution précédente; alors c sera variable, et devra satisfaire à l'équation
RH ax c = 3 p/x— px*.
La poutre sera tout aussi bien un solide d'égale résistance. Cherchons quel sera le volume V des bandes de cette nouvelle poutre, et comparons-le au volume V correspondant à la première solution.
S6B COMPARAISON DE L'ÉLÉVATION PARABOLIQUE
Pour la loDgueur ix, le volume élémeotûre sera :
T'=«of'cdr,
intégrale où l'on dmt remplacer e par sa valeor variais
*^^ BHo
Il ^nt donc :
Hfds nous «.yoDft.âsnB l'autre poutre
Roc'
e désîgwiA ici l'épaisseur constante des bandes de cette premièie poutre. Tirons de cette équation la valeur deV, et sutatîtuoDS dans l'expression du volume V; il viendl%
V = aaci = aâlx
RaH ~4 RH'
La poutre où ta hauteur reste constante est donc équivalente, comme volume ou comme poids des bandes, aux = de la poutre wi la hauteur a été supposée variable.
La seconde solution est donc à ce point de vue préférable à Ik première.
ET DE L'ÉLÉVATION RECTILIGNE
Elle est également préférable eo ce quelle assure plus de raideur & la poutre.
En effet, on a toujonrs, dans une section quelconque,
P est proportionnel à v, et comme dans l'exemple qui nous occupe,
V est égal à - , p est proportionnel à A. Les rayons de courbure sont
donc d'autant plus grands, et la pièce reste d'autant plus voisine de la ligne droite, que la hauteur h est plus grande ; et la diminution graduelle de hauteur vers les culées a l'inconvénient d'augmenter très-notablement la flèche que la poutre tend à prendre.
En d'autres termes, la hauteur d'une poutre est un des grands élé- -ments de sa résistance et de sa raideur; et cela a lieu pour toutes les sections, au milieu comme aux extrémités de la portée. Cela posé, il est rationnel de donner partout à la poutre la plus grande hauteur qo'elle puisse avoir, et si la hauteur H est admissible au o^eu, il est utile de la conserver dans toute l'étendue de l'ouvrage.
Des considérations arcbitectoniques peuvent conduire à modifier Ktte règle, parce qu'alors l'économie n'est pas le seul guide à suivre ; mais il importe de bien se rappeler que pour les poutres en fer où l'on peut faire varier les épaisseurs, l'égale résistance ne demande pas des variations de hauteur, comme pour les poutres en [ fintie coulées d'un seul morceau. Bien des ingénieurs font cette confuMon, et ils préfèrent pour l'élévation d'une poutre la forme parabolique à la forme rectîligne, croyant que la première seule satisfit aux conditions d'égale résistance, tandis que la seconde y satisfùt aussi, en réalisant de plus une certaine économie de matière, tout en donnant à l'ouvrage une plus grande rigidité (t). — tf I . ., ■ S ■
j (Il La iorme poraholiqui' est préWrBblei au contrairf, à la forme reclillgne,lorBqu'on veut danaer à la pièce la ptn? grande DexUAlUé pofsilile. C'est ce qui a lieu, par e\ciii[j1e, poor'lea lame» élaïUques du d)DKioii:t;tre île VoiiLticL
POUTRES D'ÉGALE RÉSISTANCE
La considération des parois pleines ne modifie en rien nos conclusions. Les parois pleines doivent être déterminées de manière à résister à l'effort tranchant ; les constmcteors négligent en effet la résistance des tables à cet effort, de même qu'ils négligent la résistance de l'âme d'une poutre au moment de rupture (§ 111). Si donc
h est la hauteur et c' l'épaisseur de l'âme, R' la résistance moyenne à l'effort tranchavt par unité de surface, on devra avoir en tous points :
La section hc' de l'âme pleine est par conséquent la même dans les deux solutions ; une réduction du facteur h entraine une augmentation du facteur c', et la poutre à élévation parabolique a besoin d'une âme aussi volumineuse et aussi lourde que la poutre à élévation rectiligne..
Toutefois, A les nécessités de la construction demandaient une épaisseur d beaucoup plus grande que celle que le calcul assigne» la paroi de la poutre parabolique pourrait être plus légère que k paroi de la poutre rectiligne, parce que cette épaisseur d se trouvent la même dans les deux poutres. II en est ainsi pour les petites pouMf en fer ; l'épaisseur de l'âme y surpasse toujours de beaucoup la limita ^^ indiquée par le calcul de l'effort tranchant; mais même dans ce càst >* la forme parabolique ne présente aucun avantage qui doive la faire préférer à la forme droite.
SÏÏÏPLEIIEKT AU LIVIiE II.
NOTE S
\ STATIOll
IIIIJl'E.
Hh, Nuusn'avonipMrintemlott d'eipoTcr ici les méthddei nouvelles connuei boub le nom dp lîntiqur graphique, mrthndet qui ont pnurottletde réwudre bu nioyrn decoiistTUctiont géiimélrlquM toua I» problËmPB de l'équilibre. Nous renverrons les lecteurs mrleuT d'éiudter cette branche de ta science aux ouiraftei dn «éateur de cette doctrine, H. Culmsim, professeur i l'Ëcole poljrtrchiilqucde Zurieb, i ceux de H. Cremons, (I enfin nu traite de M. Maurice Lëry. N'ou» noue conienterons \e\ de démoDtrer quelques propositions qui T'eurent donner une Idée des noiirelles méttiode*.
La Etatique graphique fait un emploi très- fréquent du poljpoiie funiculaire, ïoit
P, ,., comme mojeD de composer des forces,
soit comme moyen de représenter les
'V -i _ „ H moments. Le théortme sulTaot rat-
' "'" '" 1 I tache Ih théorie des courtws de mo-
*M'-^--if.' n' jM' E' r K JB , meoit fléchissant* i celle des courbes "\ : \/ t, tuQleulalres.
xL ! I J^ Soit AB une pontre posée sur deux
appuis A et B, et chargi^o de poids P,, P„...P,. appliqués aux points C',D',...
G'. Appelons X la résctian de l'appui A, Y la réacllon de K. ConitinliOQs le le des moments ACUICFGII; eut» point U' de la poutre, le moment Qéchlasant H .é parl'Drdontiëe MM' = ^.
r knaglnona un polygone funiculaire ICDEFGG coïncidant avec le polygone des mo- '^iWÊÊHm, et sUaeU en A et B i des pointa fixes. Je dis que le polygone sera en équilibre Wn l'action dan brcea P|, Pt, ... Pj, appliquées à sei lomnietB, et des tenrloiis exercées vnrx pointa A tf B daiu la direction dea e/iiés extrême»; bps tensions peuvent se détomposer «n danx fbreee : l'une vertleale, X et Y, et l'autre borlwnlale. Tg, égale i
Coniidéroni an' «Ast I'6qnillbre d'une poTllon qnelconque ACDM de 01. Li tendon tu M sera ddcasqMMbla an deux forces : l'une liorisontale, égale ù T,, l'autre verticale ipie l'un raprémtMK pw Z, et l'équilibre sera dëBnl par les deux équallons des eompotantes lenicalei, ' '•
X=:F, + Pi+Z, ouengéDtnl X=Z+i:P,
tl dt) moments par rapport k H,
On en dédolt z=X — lP = i'é(rort tranchant A,
h plui, U résulUnte de Z et de TiCn U est dirigée suivant le cAlé DE; car —, ou Z, pnliijne T|| = l, est égal I l'eBOrt tranchant, qui mesure rinclInalBon du ciSté DE du pol'xone des moments. On prouverait de même que la résultante de X et de To en A ««Idir^e suivant le cdté CA prolongé.
Si les forces P,, P»,... au lieu d'élre diicontlnnes, sont réparties suivant une loi quel-
STATIQUE
conque, le théorème subsiste encore, et la courbe des moroeots peut être contidérée comme une courbe funiculaire construite en introduisant une tension horixontile égale à l'unité des forces.
C'est ainsi qu'on retroaye la parabole pour le cas des charges également réparties. 146. TnitoRÈiiE. Quand deux polygones funiculaires plans tiennent en équilibre les mêmes forces, les côtés homologues de ces deux polygones se coupent mutuellement sur une droite,.
Il suffit de démontrer la proposition pour deux contours polygonaux de trois côtés chacun, tenant en équilibre denx ^•8- i 54. . forces P et Q ; car si elle est vraie
pour deux forces, elle sera Traie pour troiSy pour quatre, ... pom' un nombre quelconque.
Soient P et Q deux forces tenues eu équilibre, d'une part an moyen des Ûls BA, BG, CD déTeloppant les tensions T, T|, T^; d'autre part, au moyen des fils B'A, B'C, CD, développant les tensions T', T'| , T'^ Les côtés homologues BA^ B'A se coupent en A ; les côtés homologues GD« C'O se coupeut en 0. Gela posé, je dis que les côtés homologues * \ \ / CB, G'B' se coupent en un |Milit
Il ^ • I
Il . . •
H situé sur la droite AD.
^,, Exprimons en effet qoê
^\i' forces T et T| font équil
i *^. \ la force P ; il viendra^ en
'Vr nant les moments par
' .'-''^V" au point A,
^, (I) TiXAE = PxAF;
.:'^/'f. de même,
fi^ m r,xAE' = PXAF,
puisque T', T'i et P se font aussi équilibre.
Prenant ensuite les moments des forces '\\, Tjet Q, pulsT'n T'iet Q, par rapport au point D^ on aura les deux équations :
(3) TiXl)L = QxDK,
(4) riXDL'=QxDK.
Divisant Téquatlon (1) par l'équation (3), rèqaalion (l)jpar Téquation (4), puis divisant encore le premier quotient par le second, il vient la proportion
GRAPHIQUE
CD un aatre point V de la même droite. On retrouve ainsi ce théorème de géométrie, du à Deiargoés : Quami une transversale HBC pivote autour dun point fixe H^ les transversales AB, DC pivotant autour aes points fixes A, et h eti ligne droite avec le premiery et coupant la première transversale sur des droites fixes OB, OC, se coupent mutuellement sur une droite fix^ passant par un point 0. Construisons les polygones de Varignon correspondants aui deux contours funiculai-
Fig. 155.
res ABCO. AB'CD. Pour cela par un point S (fig. 155) menons des parallèles SM , SN^ SV aux côtés AB^ BC, CD , et prenons sur ces parallèles des longueurs égales aux tensions T, T,, T,; les côtés MN, NV seront égaux respectivement à M et Q. Pour le second polygone funiculaire, on se servira des mêmes forces extérieures P=IIN, Q=NV; mais le point S sera changé en un autre point S' tel, que S'M, S'N, S'Y soient respectivement parallèles à AB', B'C, CD. Les nouvelles tensions T\ T\, T\ se déduisent donc des anciennes en composant celles-ci avec une même force, égale à SS% et agissant dans le sens S'S. Or il est ûicile de voir que SS' est parallèle à la droite pA.
En effet, les tensions Tj et T', sont respectivement égales à — -— — et à - ;
AL Aei
dlea sont donc inversement proportionnelles aux distances AE, AË', et si l'on prend deox longueurs Ae, Ae' inversement proportionnelles à AE, A'E, on pourra regarder cet longueurs comme représentant les tensions Tj et TV Les points E et E' appartiennent à la demi-circonférence décrite sur AH comme diamètre; donc les points e, i' .appartiennent à 1^ transformée par rayons vecteurs réciproques de cette circonférence ffv rapport au point A, c'est-à-dire à une droite perpendiculaire au diamètre AH. K' Le triangle Ae'e, dont les côtés Ac, Ac' sont proportionnels à T, et à T'j, et dont ^ TÊÊifie en A est égal à l'angle que fait BC avec B'C, est semblable au triangle SNS' du pélygeat de Varignon. Seulement il est placé perpendiculairement à ce dernier triangle, pnlg|iiB As est perpendiculaire à T, ou à SN, et Ae' à T'| ou à S'N. Donc SS' est ptMMlieaklre à ce', c'est-à-dire parallèle à la droite HAD. Ctê réMitats s'étendent sans difliculté à autant de forces extérieures qu*on voudra.
CHAPITRE UNIQUE
TORSION DES PRISMES
1Â7. La torsion se produit lorsqu'une pièce prismatique, fixée invaiiablement par une de ses extrémités, est soumise à des forces réductibles à un couple, dans un plan perpendiculaire à la direction du prisme. Ce couple tend à faire tourner dans leur plan les sections transversales, et à dévier les fibres rectilignes pour leur faire prendre une forme hélicoïdale.
Les lois de la torsion des fils métalliques ont été étudiées expérimentalement par Coulomb (i); il a reconnu que la quantité angulaire dont une section transversale tourne par rapport à une autre section, éloignée delà première de l'unité de longueur, est proportionnelle au nwment du couple appliqué au fil, et inversement proportionnelle à 1& quatrième puissance de son diamètre; plus généralement, si Ton
(1) Recherches théoriquei et expérimentales sur la force de torsion et sur Celas- ^U des fils de mitai, 1184.
Î76 TORSION DES CYLINDRES
opère sur un cylindre dont la longueur totale soit égale à L, et dont le rayon soit r, et qu'on appelled l'angle total dont la torsion déplace la section transversale à Textréofiitê libre de cecylindre par rapport à l'autre extrémité, laquelle reste fixe par hypothèse, qu'enfin Vp soit le moment du couple appliqué dans le plan de la section mobile, on aura Téquation
A désignant un coefficient constant, qui dépend seulement de la matière dont se compose le cylindre considéré.
Au rapport y on peut substituer l'angle 8, qui mesure la déviation rapportée à l'unité de longueur, ainsi que nous Yavons définie dans l'énoncé de la loi de Coulomb.
Si le cylindre était creux, et que r' fût le rayon du vide intérieur, on aurait l'équation
Ces lois ont servi à Coulomb à l'étude de divers problèmes de physique : sa balance de torsion est l'instrument le plus commode pour la recherche des lois des attractions magnétiques ou électriques. Il s'en est servi aussi pour évaluer les actions mutuelles des fluides et des solides dans le mouvement relatif.
On suppose d'ailleurs que le rapport y-, ou que l'arc 9, soit très-petit;
au delà d'un certaine limite, la proportionnalité de 0 au couple Vp n'est plus en effet vérifiée par l'expérience.
1A8. Voici comment on peut justifier par un raisonnement de statique les lois que Coulomb a déduites de lobservation directe.
LOIS DE COULOHB. S;;
Coupons le cylindre MN par un plau AB perpendiculaire à la direction de 363 arâies, et éloigné de son extrémité libre — ■ N d'une quantité X quelconque. La portion de cylindre ABN est en équilibre sous l'action du couple eitérieur Pp agissant dans le plan N, et des forces moléculaires développées dans le plan sécant AB. 'Y~ Ces dernières forces sont réductibles à un couple da {1 même moment que Pp,mais dirigé en sens contraire. j_ La déviation angulaire totale de ta section N par rapport à !a secUon AB étant représentée par ©, la déviation par unité de longueur du cylindre est mesurée par le rapport ^ = 0-
Appelons p et u les coordonnées polaires d'un point C quelconque de la section AB, rapportées au centre 0 de cette secUon, et à un axe OX arbitraire. Prenons au point C un élément de surface, dont l'aire sera mesurée par ^dutd^ ; nous admettrons que cet élément développe, perpendiculairement au rayon OC, une résistance proportionnelle à l'aire ^wda de l'élément, proportionnelle k l'angle 0 de déviation par unité de longueur, et enfin proportionnelle à la distance p. Le produit de ces derniers facteurs, pet 6, mesure en effet le déplacement relatif que subit dans la torùon l'élément considéré par rapport à l'élément correspondant pris dans la section voisine ; et la direction de k force, perpendiculaire à OG, a la direction même de ce déplacement relatif. Appelons donc G une nouvelle constante spécifique. La réûstance totale de l'élément à la torsion sera exprimée par leproduit
GOp X pdudp = GOfMuiiip,
et son moment par rapport à l'axe projeté en 0 sera
GBpMudp.
Prenons la somme de tons ces moments, en l'étendant à toute la section, que nous supposons limitée extérieurement à un cercle de rayon r, et intérieurement à un cercle de rayon r' ; nous devrons trouver un moment égal au couple Vp. Nous aurons ûnsi l'équation
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GO STdbi V p^dp=z?p^
OU bien
ou enfin
2nG8 ^ /"* = 5 GO (r*—r'*) = Pp,
La constante A est liée à la nouvelle constante G par la relation
qui permet de passer de Tune à l'autre.
La résistance à la torsion par unité de surface est représentée par GOp, et par suite, à une distance du point 0 égale à Tunité, elle est égale à G8.
Les forces moléculaires, dans cet exemple, se font équilibre en projection sur un axe quelconque et se réduisent par suite à un couple ; car deux éléments symétriquement placés par rapport au point 0 développent, d'après nos hypothèses, des forces égales, parallèles et de sens contraires.
1A9. La constante G a été déterminée par expérience (i).
En prenant pour unité de force le kilogramme, et pour unité de surface le mètre carré, on a trouvé pour G les valeurs suivantes :
Acier fondu. . . . 10 000 000 000
Acier 6 000 000 000
^ (de 6000 000 000
Cui\Te 4366 000 000
Fonte 2200 000 000
Bronze 1066000 000
Sapin 433 000 000
Chêne 400 000 000
On a pu de même déterminer par Tobservation la limite d'élasti-
(1) Il est facile de Tolr que l'homogenéitc de la formule
8^2 Pp
ou de la formule plus générale qu*on établira plus loin
e_IPp
exige que la constante G représente une force rapportée à l'unité de surface.
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cité des corps à la torsion. Pour le fer forgé, on Ta trouvée égale à 14,000,000 de kilogrammes par mètre carré.
150. Nous venons de voir qu'en un point éloigné du centre 0 d'une quantité égale à c, l'effort développé dans la matière par unité de surface est égal à GOp ; il est maximum pour le maximum de p, c'està-dire pour p = r, et si l'on suppose que le cylindre soit plein, on aura par conséquent
Cette quantité doit rester au-dessous de la limite d'élasticité ; d'où résulte cette règle pratique : les arbres cylindriques pleins^ soumis à des efforts de torsion^ doivent recevoir des diamètres proportion-nelsj pour une mênie matière^ à la racine cubique du moment du couple de torsion.
Les formules que l'on trouve dans les aide -mémoire pour le calcul des dimensions des arbres tournants, des tourillons, et des autres pièces de machines qui doivent résister à la torsion, dérivent de l'équation précédente. On se sert habituellement de l'équation
dans laquelle T exprime en kilogrammètres le travail transmis par minute à l'arbre tournant, n le nombre de tours que fait l'arbre en une minute, K un coefficient empirique qui varie avec la destination de l'arbre et la matière dont il est formé, et d le diamètre de l'arbre,
T en centimètres. Il est facile de reconnaître que - est proportionnel
au couple appliqué à l'arbre.
151. On a cherché à étendre aux prismes quelconques les lois de la torsion des cylindres.
Soit AB la section du prisùie, supposée la même eil tous les points
de sa longueur. Par le centre de gravité 0 menons deux axes rectangulaires OX , OY. Puis considérons au point G un élément de surface compris entre deux rayons vecteurs menés sous les angles u) et co 4- «ico, et deui circonférences tracées autour du point 0,
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aux distances p etp+e^. Admettons que dans la torsion» Télément G se déplace par rapport à l'élément correspondant de la section infr niment voisine, d'une quantité proportionnelle àpB, dans une direc« tion CD normale à OG. La résistance à la torsion développée par ce déplacement relatif est donc dirigée dans le sens GD, et on peut l'exprimer par le produit 6 x pO X pckado ; décomposons-la parallèlement aux axes OX, OY ; il suffit pour cela de multiplier ce {MtMlnit par 'cosci) et sinci),ce qui donnera, en appelant xety les coordonnées rectangles du point Cy
GzO X pdcodp parallèlement k Taxe des y«
et
GyO X pdcûdp parallèlement k Taxe des x.
Pour l'équilibre de toutes ces forces moléculaires et du couple Pp, on doit donc avoir, en étendant les sommations à toute la section t
G6 U 2 X pdcodp = Ot
GO UyXpda)dp = 0, G6 \ \ p" X pdwdp = Pp.
Or la première équation et la seconde sont satisfaites d'ellesmêmes ; car les doubles sommes expriment les sommes des moments des éléments de surface par rapport aux axes OY, OX ; et ces moments sont nuls, puisqu'on a pris pour Origine le centre de gravité de la section.
La troisième équation contient une double somme qui est la somme des produits des éléments de section par le carré de leur distance à Taxe mené perpendiculairement à la section en son centre de gravité 0. C'est le moment d'inertie de la section par rapport à ïaxe central de la pièce prismatique. Représentons-le par I, et nous aurons Téquation
L'effort par unité de surface à une distance p du point 0 sera encore donné par Texpression
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et Ton devra faire p égal à son maximum pour avoir le plus grand effort développé dans la matière.
Par exemple, prenons pour section droite du prisme un carré de
côté c = AB.
Pour avoir le moment d'inertie par rapport à Taxe projeté en 0, on peut prendre les moments d'inertie par rapport aux axes OX, OY» puis faire la somme ; on aura donc
et la plus grande valeur de p sera égale &
JV
le
OA=^cv^;
- a donc pour valeur limite
"Jo-vS,
et la charge par QXiité de surface aux points les plus fatigués est égale à
6Pp
152. Cette théorie suppose que, dans un prisme de forme quelconque, la torsion dévie de quantités angulaires égales àtous les rayons vecteurs menés dans chat]ue section par le centre de gravité, et sans •les faire sortir de leur plan. Si la section est très-voisine du cercle, cette hypothèse est encore admissible; mais elle ne l'est plus du tout si la section a des rayons vecteurs de dimensions très-différentes ; il serait tout à fait faux, par exemple, d'appliquer la formule générale
GI
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à une section rectangulaire longue et mince. L'expérience est d'ac^ cord avec la théorie générale de l'élasticité pour montrer combien est grossière dans ces cas généraux la théorie élémentaire de la torsion des pnsmes. De savants calculs, dus à M. Barré de Saint- Venant, ont commencé à combler cette lacune, en tenant compte du gauchissement des sections planes (i). Mais ce sujet est étranger au plan de notre cours.
Remarquons d'ailleurs que, lorsqu'une pièce est destinée à subir des efforts de torsion, on est instinctivement conduit à lui donner une formé voisine de la forme circulaire, et qu'alors la théorîfSéft^ mentaire de la torsion fait connaître les limites de sa déformatidD* avec une suffisante exactitude.
Les lacunes de la théorie ont donc plus d'importance au point de vue scientifique qu'au point de vue des applications.
153. La torsion est la dernière déformation élémentaire que nous ayons à étudier, et nous pouvons résumer comme il suit l'ensemble des opérations à faire pour trouver la répartition principale des efforts dans un solide soumis à des forces quelconques, et les déformations élémentaires que ce corps a à subir.
Soit ABGD une pièce prismatique en équilibre. Coupons-la par im
plan transversal AB, et soit A'B' la section de la pièce par ce plan rabattue sur le papier. Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires, l'un OZ, mené par le centre de gravité 0 de la section perpendiculairement à son plan, les autres O'X, CKY, menés par le centre de gravité dans le plan de la section, suivant la direction des axes principaux de l'ellipse d'inertie. Les forces extérieures appliquées à la portion du corps située au-dessus du plan AB, sont tenues en équilibre par les forces moléculaires développées dans ce plan AB. Nous pouvons réduire les forces exté-
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(1) De la torsion des prismes, t. XIV des Mémoires des Savants étrangers. — Navier, Résumé des leçons de l'Ecole des ponts et chaussées ^ 3* édition, 1. 1 ; art. V. Notes,
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rienres à trois forcés X, Y, Z, appliquées au point 0 et dirigées suivant les trois axes, et à trois couples L, M, N, situés respectivement dans les plans coordonnés, YOZ, ZOX, XOY. Nous n'avons considéré jusqu'à présent que deux espëees 4e forces moléculaires développées dans une section plane: Tune est une résistance à FeiTort tranchant, qui se développe danslepla^delasectionparallèlementàunedirection définie ; l'autre est une ioité provenant de l'extension ou de la compreAîon des fibres* et '«m l'introduit dans le calcul en admettant qu'elle est en chisqne point une fonction linéaire des coordonnées de ce point.
Décomposons les résistances à l'effort tranchant développées par chaque élément de section, en deux forces parallèles aux axes OX et OY, et appelons T. la somme des composantes dirigées suivant l'axe OX, et Ty kt'-MElIbine des composantes dirigées suivant l'axe OY.
La résistance^ par unité de surface, normale à la section AB, est par hypothèse exprimable par une fonction linéaire des coordonnées du point d'application, et nous poserons par conséquent
R = Ax+Ry + C,
A, B, G étant des coeflScients indéterminés.
Écrivons les six équations d'équilibre entre les forces extérieures et les forces moléculaires :
T« = X équation des composantes parallèles à Taxe des x, T» = Y ' id. des y,
5J.Rcia:dy = Z id. des x,
llRydxdy= L équations des moments autocrr de Taxe OX, SjRxdidy = M id. de l'axe OY,
Vi— T.yi = N id. de Taxe OZ.
Les coordonnées y^, z^ sont celles de l'un des points de passage de la résultante des efforts tranchants.
Les cinq premières équations nous donnent les composantes de l'effort tranchant total, et les trois coefficients A, 6, et G de la pres- ÛOQ normale par unité de surface. La sixième est l'équation de la
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droite suivant laquelle agit la résultante de tous les eQorts traa« chants ; si le moment des forces par rapport à l'axe OZ est miU de telle sorte qu'il n'y ait pas torsion, la résistance à l'effort tranchant, ou la résultante des forces T., T,, passe par le centre de gravité Ode la section. ^
Si N n'est pas nul, il y a torsion ; dans ce cas les forces T«, ^t * J0!( lieu d'être appliquées au point 0, sont appliquées en un point x,, y^, et en les transportant au point 0 parallèlement à elles*-mêiarippn donne naissance & deux couples, qui se composent en un seul
TyX| — T^yj ,
faisant équilibre au couple N.
Inti:Oduisons la valeur de R dans nos équations. Nos hypothèses sur la positiiop et la direction des axes OX, OY, nous donnent:
\\xdxdy=zO, \\ydxdy = Of \[xydxdy = 0.
Posons de plus :
Qc/xiy = Û, ÇJy'dxrfy = 1., ÇÇx«dxJy = V
II viendra pour déterminer nos inconnues les six équations réduites :
CÛ = Z
D*UN PRISME
Cherchons la déformation subie par le solide. Pour cela, considérons, dans le prisme à l'état naturel, la tranche comprise entre le plan de la section AB et un plan k"V\ parallèle et infiniment voisin. Les forces X et Y tendent simplement à faire glis;8er la tranche sur le plan AB. On admet que ce déplacement est négligeable.
La force Z produit une compression ou une extension , c'est-àdire rapproche ou éloigne le plan A''B" du plan AB. k Les couples L et M donnent chacun une flexion particulière, et ces deux déformations élémentaires se composent pour faire basculer autour d'une certaine droite le plan A''B''.
Le couple N produit une torsion autour de l'axe du prisme, et tend à changer Torieutation de la section A''B'' par rapport à la secdon AB, en lui faisant décrire dans son plan un petit angle autour dé son centre de gravité.
Hou avons montré comment on pouvait, à l'aide des deux coeflideiit#-4SHÉMicité E et G, calculer les déformations élémentaires provenanr de ces efforts de compression, de flexion et Ae torsion \ après les ajiHr/déterminées séparément, on les composera ensemble par les r^lee ch^la cinématique ; le calcul intégral permettra ensuite de trouver la forme d'une portion finie du solide. On peut remarquer que la jc[éformation.40irpiibces courbes se prêterait à une décompo* ûtioD tout à fait ideÉRqie.
SUPPLÉMENT AU LIVRE lU.
NOTE SUR l'Écoulement des corps solides.
1 54. La théorie de Véconlement des corps solides, récemment fondée par les recbeRftte de M. Tresca, parait étrangère à la résistance des matériaux, pui8qa*eHe a flb vue des déformations permanentes, qui s'opèrent en dehors des limites de relasticité. Ilcon- Yient toutefois dVn dire un mot ici, parce qu'elle jette un grand jour sur les pbWomènes observés dans diverses opérations, telles que le cisaillement, le poinçoDDtgB, la préparation des métaux à la forge ou au laminoir, le passage à la fllière (ji^S), el que de plus elle conduit à la déierminntiun précise de certaines constantes spécifiques qu'on ne pourrait pas définir exactement en considérant seulement les déformations infiniment petites.
Si Ton imagine un corps solide dont la surface est soumise à des pressions graduellement croissantes, la limite d'élasticité est bientôt dépassée, et lecoefllcient d'élaa> ticité, qui s'était jusque-là maintenu sensiblement constant, décroît de plus en plus rapidement à mesure que ta pressiun extérieure s'élève. Le corps entre alors dans une période d'élasticité imparfaite.. Si Ton augmente encore la pression, Télastici té disparaît entièrement, et, sous l'influence des pressions qu'il subit, le solidcr se comporte comme un véritable liquide : il devient susceptible de couler. M. Tresca a donné le nom ^% période de fluidité à cet état moléculaire, dans lequel te comblent d'élasticité est rédolt à léro, et où toute trace d'élasticité a eiït^clivement disphi. La pression dé fluidité est la plus petite pression par unité de surface nécessaire pour produire un tel résultat.
Le principe général de la théorie de l'écoulement des solides peut être formulé en Ces termes:
Toutet les fois qu'une pression est exercée sur un C9tps solide, celle pression tend à déterminer un écoulement relatif des inolé'ules, qui doivent se mouvoir chacune dans la direction oit la résistance à son mouvement est la moindre.
155. Pour donner un exemple de raj'plication de cette théorie, nous traiterons le probli^me suivant, que nous empruntons au cours de M. Tresca à l'Écoie centrale des arts et manufactures.
Soit AA'B'lî un cylindre tn>s-résistant, dans lequel se meut un piston P. Sous le piston ou place un bloc de plomb remplissant exactement le cylindre-, une ouverture
Fig. 160.
fi roula ire CDfest pratiquée au centre de la paroi inféticure A A, de' sorte que le piston P, en refoulant le bloc de plomb, force les molérules à s'échapper par cet orKice CD, sous forme d'un jet cylindrique ODEF, concentrique au cylindre AA'B'B.
Désignons par a le rayon du cylindre AA'; , b le rayon de l'orifice circulaire CD; H la distance de la face inférieure BB' du piston au fond AA', quand on commence à comprimer le bloc de plomb; X la distance de la même face au fond AA' quand
i^le piston a parcouru un certain chemin;
y la longueur CE du jet qui correspond à cet esi pace décrit par le piston.
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L'expérience montre que le poids spécifique de la matière comprimée reste constant malgré la compression subie, grâce à l'écoulement incessant qui s'opère par l'orifice CD. Si donc le pUton descend de la quantité Bb=z—dx, le jet doit s'allonger d'une quantité Ee = dy, telle qae Ton ait l'équation
Tch^dy -f TuAix ^=^ 0.
Mais 11 est clair que le mouvement des molécules s*est opéré de prof^he en proche : les molécules de la tranche BB'66' n'ont pas traversé la masse entière pour aller se ranger dan» la tranche EFe/". En réalité, l'abaissement B6 du piston fait rentrer dans le bloc les molécules de la tranche BB^ft^'; ces molécules y exercent une compression qui se transmi-tau pourtour du cylindre central CGHD^ c'est-à-dire du cylindre obtenu en prolongeant à l'intérieur du bloc le cylindre formé par le jet; et, conformément au principe ci-deMus posé^ la compression subie par le cylindre central fait jaillir au dehors, par Toriice libre, un volume de matière égal au volume qu'elle lui fait perdre par TédQctioo de son rayon. L'abaissement B6 produit donc la transformation du cylindre GCDH dans le cylindre plus petit gcdh, et l^vacuation d'une tranche CDc'^' de volume égal à l'anneau cylindrique compris entre les doux cylindres. La condition de constance du poids spériflqne donne, en appelant — db la diminution Gg du rayon du cylindre central, l'équation
iiMb xx=i ic(a* — b*)dx.
Or le cylindre central peut être considéré comme formé dune infinité de cylindres de même axe, qui subissent tous une compression latérale transmise de proche en proche. Désignons par r le rayon d'un de ces cylindres; ce rayon subira une diminution représentée par — dr, et l'on est conduit à admettre que la contraction s muiiunée de tous les rayons concentriques n'altère pas les rapports de leurs rayons, ce qui revient à eiprUDer que la diminution de chaque rayon est proportionnelle au rayon lui-même. On a dan9 cette hypothèse
dr__db 7""" b'
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1S6. Ces équations permettent de résoudre le problème suifant, fal servira à vérifier par des observations directes les hypothèses sur lesquelles la solullon est établie : Que devient dons le jet^ arrêté à un instatti quelconque^ le cylindre central qu'on pouvait concevoir dans le bloc au commencement de l'expérience ?
Au commencement de Texpérience, la longueur du jet est nulle^ et le cylindre centrai primitif est projeté sur la figure entre les lignes CG, I)H. Lorsque le piston et^t de^-ccndu
en B|B'|, ce cylindre primitif CGHD s'est transforme en un volume ECiG,HiD|P, dont une partie, GiHjDiGi, encore comprise dans l'intérieur du bloc, a conserve la forme cylindrique, tandi!> qua^jQlj^Ire, GjDiKE, comprise dans le jet, a des diamètrttâr^duelicmenl croissants de l'orifice au bout du jet EF, |)omt où le diamètre variable est égal hu diamètre de l'oriflce. Soit r le ravon de la partie cylmdrique; x étant la distance ABf, on pourra appliquer au cylindre CiGiHiDi et au cylindre central actuel, GG'H'D les équations ('2) et (3); il viendra, en éliminant db entre ces deux équations, la relation
ou bien
(fl* — b^)dx = 2fc« — X X,
dx dr
S ÉCOULEMENT
dont Tintëgration donne
en ebserrant que^ pour Ji; = H, on a r = 6.
a* — b* Donc r=6g) -** . (4)
Cette équation fait connaître la position de la génératrice droite CiG|.
Pour trouver l'équation de la courbe Cfi qoi y fait suite, observons que chaque déplacement — cfx du piston accroît le jet d'une longueur dy donnée par l'équation (1). Or dans ce Jet élémentaire le transformé du cylindre central primitif fournit un petit cylindre de rayon r et de longueur '</i/. Rapportons la courbe ECi aux axes 00' et OE, le premier servant à compter les abscisses y = OL, le second les ordonnées r := LC^. II sufilra pour avoir l'équation cherchée d'exprimer r en fonction de y, ou de remplacer dans l'équation (4) x par sa valeur en y déduite de l'équation (I). il vient, en effet, en intégrant l'équation (1), sous la condition que l'on ait à la fois y = 0 et x = H,
Éliminant x entre (4) et (5), il vient
pour l'équation de la méridienne ECi-
On peut aller plus loin, et, en exprimant l'égalité des volumes, trouver quelle forme EFMN prend dans le jet une tranche quelconque Cbmn du cylindre central primitif. .
Pour vérlûer ces résultats, on se servira d'un bloc de plomb découpé d'avance suivant la forme extérieure du cylindre central primitif; l'expérience justifie le calcul en faisant retrouver au centre du jet la matière de ce cylindre déformée suivant la surface de révolution indiquée par la théorie.
M. Tresca a varié ces expériences de bien des manières. 11 a opéré sur des jets creux^ et a reconnu la formation de vides comme ceux que produit Tentrainement de Pair dans l'écoulement des liquides par des trompes catalanes. L'écoulement des solides, sous des pressions assez grandes pour le provoquer, est en résumé tout à fait analogue à l'écoulement des fluides ; on y retrouve toutes les circonstances accessoires, jusqu'au phénomène de hi contraction de la veine.
157. L'application du principe de la moindre résistance rend compte de certaines particularités. Par exempte, si l'on perce avec un poinçon une plaque de plomb prise entre deux surfaces résistantes, qui laissent seulement libre le passage de l'ouHl perforateur, la débouchure obtenue n'aura pas i'epal*seur de la plaque; les molécules supérieures, refoulées directement par le poinçon, renconflknt la résistance des molécules situées au-dessous; elles tendent à glisser latéralement, et à rentrer dans le bloc; les molécules inférieures, au contraire, n'ont pas à vaincre la même résistance et sont chassées directement à l'extérieur. Aussi lorsqu'on substitue au bloc une pile de plaques d'égale épaisseur et de même épaisseur totale, la débouchure se compose d'un égal nombre de disques, dont les supérieurs sont très-amincis par la compression, tandis que les inférieurs conservent sensiblement leur épaisseur primitive. Il faut tenir compte de ce phénomène quand on veut mesurer la résistance d'un métal au cisaillement. Si Ton enfonce, par exemple, un poinçon dans une pièce métallique, la première résistance rencontrée par l'outil est uniquement due à la compression de la matière* La résistance
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an eisaillement ne commence à intervenir que lorsqu'une déboucbore commence à ap]»anitre lur la face inférieure de la pièce,et elle a pour mesure le produit de la surface réellement cisaillée au pourtour de la débouchure par une constante spécifique, qui n'est autre que la pression de fluidité.
On choisit le plomb de préférence aux autres métaux pour cette série d'expériences, parce que c'est de tous les métaux usuels celui qui a la pression de fluidité ia plus basse aux températures ordinaires. Elle est égale à 2 x 10* kilogrammes par mètre carré, soit 2 kilogrammes par millimètre carré.
POUR LE RÉSOUDRE
158. Les méthodes exposées dans notre livre second permettent à la rigueur de résoudre tous les problèmes relatifs à l'équilibre et à la flexion d'une poutre droite posée sur plusieurs appuis. Mais elles conduisent à des calculs extrêmement pénibles lorsque le nombre des appuis est très-grand. On possède aujourd'hui, poar résoudre les questions de ce genre, qui se rencontrent très-fréquemment dans la pratique des grands travaux, une méthode beaucoup plus élégante et beaucoup plus rapide, dont les principes ont été posés par Clapeyron, et qui a reçu de M. Bertot, ingénieur civil,
une transformation des plus heureuses, adoptée immédiatement et développée par Clapeyron lui-même.
Rappelons d'abord l'ancienne méthode.
Considérons une poutre droite de n travées, c'est-à-dire posée sur n -H 1 appuis sensiblement de niveau, et sollicitée dans chaque
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travée par une charge également répartie. Les réactions des appuis sont inconnues; elles sont au nombre de n + i* On partagera la poutre en autant de tronçons qu'il y a de travées, et l'on aura pour chacune une équation différentielle définissant la forme de la fibre neutre après la déformation. L'intégration de ces n équations différentielles, qui sont du second ordre, introduira 2n constantes arbitraires, qui restent à déterminer. Le nombre total des inconnues est donc :
Réactions n + 1
Constantes arbitraires 2 n
En tout. , . 3n+ i
Pour trouver les valeurs de ces 3;e + i inconnues, on a 3n + i équations. En effet, dans chaque travée la fibre neutre, après la déformation, doit passer par les deux appuis qui limitent la travée; cette double condition à laquelle chaque travée est assujettie, fournit deux équations par travées, ce qui fait 271 équations pour la poutre entière. De plus, deux travées consécutives se raccordent tangentiellement sur l'appui commun, ce qui introduit encore n — 1 équations de condition. Enfin il faut joindre les deux équations fournies par la statique, et qui expriment que la somme des réactions des appuis est égale à la somme des charges de la poutre, et qu il y a égalité entre les moments de ces deux groupes de forces. On a ainsi:
Pour les points connus de Taxe neutre 2 n équations
Pour le raccordement sur les appuis intermédiaires. . . 71 — 1 Pour réquilibre des forces extérieures 2
En tout. . • 3 n + 1
Le problème est donc déterminé ; on peut observer de plus qne les équations sont du premier degré par rapport à toutes les inconnues, de sorte que la détermination de leurs valeurs rentix; dans les problèmes que l'algèbre élémentaire permet de résoudre. Mais ce qui rend inapplicable celte utétbode si simple au point de vue
A RÉSOUDRE. S
abstrait, c'est le nombre des équations à résoudre. Par exemple pour n ^ 7, nombre qui n*est pas bien grand, 5n-f i est égal à »2 ; de sorte que, pour Mre le projet d*une poutre de sept travées, on serait conduit à résoudre vingt-deux équations du premier degré à vingt-deux inconnues, opération extrêmement laborieuse.
Parmi les travaux faits pour simplifier cttte méthode, on doit mentionner une étude très-remarquable de M. Piarron de Mondésir, ingénieur en chef des ponts et chaussées, qui est parvenu à poser des formules générales donnant directement les valeurs des réactions des appuis ( i ) •
Les méthodes de Glapeyron réduisent de beaucoup, par un choix convenable des inconnues, le nombre des équations simultanées à résoudre. Son ancienne méthode consistait à prendre pour inconnues les moments fléchissants sur les appuis, et les angles trèspetits formés aux mêmes points par la fibre neutre, après sa déformation, avec Taxe neutre primitif. Les angles sont au nombre de n + i, tandis que les moments fléchissants sur les appuis sont seulement au nombre de n — i , car les moments fléchissants sont nuls sur les appuis extrêmes. Le nombre des inconnues s'abaisse ainsi de 3n -f- i à 2n. Les équations prennent dans ce système une forme simple, qui se prête à une résolution facile.
Le théorème des trois moments ^ découvert par M. Bertot en i855, a fait faire un nouveau progrès à la méthode, en éliminant les angles de déviation de la fibre neutre sur les appuis, et en réduisant le. nombre des inconnues, et le nombre des équations, au nombre n — i des moments fléchissants sur les appuis intermédiaires. Ce théorème est d'ailleurs susceptible de généralisation et peut s'appliquer à une distribution quelconque de charges dans Tétendue des travées. • Mous assimilerons quelquefois dans ce qui suit la poutre droite continue à un pont jeté sur une rivière, et par suite, nous donnerons le nom de culées aux deux appuis extrêmes, et le nom de piles aux appuis intermédiaires. Le nombre des travées étant égal à n, il y a n -f- 1 appuis ; nous les numéroterons de i à n + i , en allant du
(1) L*ouTraga.40 M. de Mondésir a été publié en 1860, chei Dunod. Une seconde édition a para en 1873^ cbex GauthieNVIliars,
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gauche à droite sur l'élévation de la poutre ; de sorte que Tappui
n"" 1 sera la première culée, les appuis n*" 2, n"" 3, n* (n) seront
les n — 1 piles successives, et enfin l'appui u? {n + i) sera la dernière culée. Nous conviendrons de donner à la travée le même numéro qu'à son appui de gauche, ce qui donnera aux n travées les numéros de 1 à n. Les deux travées extrêmes n*" (1) et n* (n) sont
appelées les travées dérive; les autres, n» 2, n* 5, n* (n — i),
Bont les travées intermédiaires^ ou travées centi^ales.
LE THÉORÈME DES TROIS MOMENTS
159. Le théorème des trois moments peut s'énoncer comme il suit :
Si l'on considère trois appuis consécutifs A, B, G, et qu'on appelle Fig. 162. /, ^, les portées AB, BG comprises entre
^ ^ le premier appui et le second, entre le
^ * ^ second et le troisième;
M, M', M" les valeurs des moments fléchissants sur les appuis A, B, G-,
Enfin p, p' les charges par unité de longueur supposées réparties également dans les deux travées AB, BG; Les moments M, M', M'' sont liés par la relation linéaire
Ce théorème donne autant d'équations qu'il en faut pour déterminer dans chaque cas particulier les valeurs des moments fléchissants sur les appuis, d'après l'hypothèse faite sur la distribution des charges entre les diverses travées. On remarquera que les longueurs / et f entrent seules dans les coefficients des moments inconnus M, M', W.
LEMME DE CLAPEYRON. '^î>">
Avant de démontrer le théorème, il est utile de poser un lemme préliminaire plus général, qui peut être regardé comme la base de la première méthode de Glapeyron.
Nous suivrons la marche qui nous a déjà servi à résoudre le problème de la flexion d'une poutre droite sur trois appuis (§ 94). 160. Considérons une travée quelconque AB, comprise entre deux ^ ^ Fig. 163. appuis A et B; nous supposons que les forces
i extérieures et les réactions des appuis sont
J ^ verticales. Après avoir coupé la poutre sur
Al ig l'appui A, on rétablira l'équilibre en appli-
quant à la poutre dans la section A un couple égal au moment fléchissant M qui existait avant la coupure. Appelons A la portion de la réaction de l'appui A qui s'exerce sur la travée AB, enfin représentons par une lettre, ix,|la somme des moments des forces extérieures données qui s'exercent sur la poutre du point A à un certain point C, défini par son abscisse j?, cette abscisse étant mesurée sur l'axe neutre de la poutre AB à partir du point A pris pour origine; (jl est donc une fonction connue de x.
Le moment fléchissant de la poutre au point C sera donné par l'équation
Soit <p l'angle que fait en A avec l'horizon l'axe neutre déformé ; nous aurons, en intégrant une première fois l'équation qui précède,
El (^ - tang o^ = Ma; + JVx + i Ax\
L'intégrale T [ulx est une nouvelle fonction de x que nous représenterons par p ; et nous aurons par suite, en intégrant une seconde fois ,
EI(y — X tang9) = | Mx« + C* pdx + ^ Ax».
Dans ces équations, faisons x = I, et appelons N, Q, S, les valeurs
LEMME
^e prennent pour cette valeur particulière de la variable les fonctions [A, p = \ y.dx, et \ pdx ; pour cette même valeur x = I, on a
y = A, et El j^ = M', M' désignant le moment fléchissant au point B,
et h la hauteur de ce point au-dessus du point A ; soit encore f' l'angle que fait l'axe neutre déformé avec l'horizon au point B, de
sorte que,pour x = /, on ait -^ = tang ^ ' ; il viendra les trois équations :
M'=M + N + A/, El (tang 9'- tang 9) = M/+ Q + ^ AP,
Elh — Ell lang9 = 5 M/» + S + ^ A/».
Éliminons A entre la première de ces équations et la troisième, puis entre la seconde et la troisième ; il vient
M' ^ + EH tang 9 = — i M/« + | N/« - S + EIA, o 00
EI^Ung9' + |El/tang? = -iM/«+iû/~S + EI^.
Les quantités N, Q, S, qui dépendent des forces extérieures, sont connues; au contraire M, M', tg(p, tgcp' sont inconnues, et ces deux équations font voir que M' et tgy^ sofit des fonctions linéaires connues de M et tangcp', quelle que soit d'ailleurs la distribution des forces extérieures.
Pour revenir au cas ordinaire où les forces extérieures données se
réduisent à des poids uniformément répartis par unité de longueur,
i raison de p kilogrammes par mètre courant, il suflit d'observer
qu'on a alors :
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et pat* suite, en faisant x = / ,
D*où résultent enfin les deux équations
Mt omi 6^1 à ^ ^ !• . 6EIA
' = — 2M ^ langç — ^p/«+ -^ ,
tang9' = -«2tang?--g^M-^^H--^.
Les angles ? et ç', étant très-petits, peuvent être pris pour leurs tangentes, et Ton parvient ainsi au lemme Stiivant :
« Le moment fléchissant sur un appui quelconque, et l'angle « très-petit que forme en ce point avec l'horizon la tangente à l'axe « neutre déformé, sont exprimables par des fonctions linéaires du « moment fléchissant sur l'appui précédent, et de l'angle de la tan- « gente à l'axe neutre avec l'horizon sur ce même appui précétt dent. »
Ce lemme fournit une méthode générale pour trouver les moments fléchissants sur les appuis d'une poutre posée sur tant d'appuis qu'on voudra. En effet, appliqué au second appui, il conduit à exprimer le moment sur cet appui et l'angle d'inclinaison de l'axe neutre déformé, par des fonctions linéaires du seul angle cp, de l'axe neutre avec l'horizon sur le premier appui.; car le moment fléchissant sur le premier appui est nul. Passant au troisième appui, on pourra, par de simples substitutions, exprimer aussi les deux inconnues M et cp, correspondantes à cet appui^par des fonctions linéaires de f ,; et opérant de la même manière pour tous les appuis successifs, on finira par exprimer le moment fléchissant sur le dernier appui par une fonction linéaire de f ^. Or ce moment doit être nul. 11 suflira donc d'égaler à zéro la fonction qui le représente pour avoir la valeur de 7^ qui.
DÉMONSTRATION
substituée dans toutes les expressions précédemment trouTées» donnera la valeur de chacune des inconnues.
161. Le théorème des trois moments se déduit facilement, par Télimination des angles <p, du lemme que nous venons d'établir. Soient A,B,C, trois appuis consécutifs, et M,M',M" les moments flé- Pig. 164. chissants sur ces appuis; appelons
^. l ^ p ^ (f' l'angle de Taxe neutre avec l'ho-
A '■ B c rizon sur Y appui intermédiaire B. En
vertu' du lemme, on pourra exprimer M" par une fonction linéaire de M' et de ç' ; par la même radson, on pourra exprimer M par une fonction linéaire de M' et de y', car il suffit pour cela de prendre les travées dans l'ordre inverse; le même angle <f' se retrouve, avec un signe contraire, pour les deux travées qui aboutissent au point B, parce qu'elles se raccordent tangentiellement sur cet appui. Entre les deux équations résultantes, on éliminera (f\ et l'équation final» sera une relation linéaire entre M,M',M". Appliquons cette méthode à une poutre continue posée sur des appuis de niveau, et sollicitée dans chacune de ses travées par des poids uniformément répartis ; p,p' sont les charges par unité de longueur dans chaque travée ; pour la seconde BG, nous n'avons qu'à appliquer la relation trouvée plus haut :
Pour la première travée, on devra changer ç' en — y', puisque pour exprimer M en fonction de M', on prend les appuis dans l'ordre rétrograde ; au lieu de l'angle que fait avec l'horizon la tangente à l'axe neutre dans la travée BG, on doit prendre l'angle que fait avec l'horizon le prolongement de cette tangente, angle qui est égal au premier changé de signe; on aura donc la seconde équation :
Multiplions la première par f, la seconde par { et ajoutons ; l'angle f' s'élimine, nous obtenons l'équation
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H/ + 2M'(I + /') + M"/' + I pf» + j p'/'* = 0 , (1)
et le théorème des trois moments est démontré.
On trouverait une relation linéaire de forme analogue entre les trois moments M, M', M'', dans le cas général où les forces seraient réparties d'une manière quelconque, et où il y aurait de petites différences de niveau entre les divers appuis (i). Mais nous nous bornerons à examiner dans ce qui suit le cas de la répartition uniforme des charges dans chacune des travées.
162. Au lieu d'éliminer les angles <p, on pourrait chercher une relation linéaire entre ces angles pris sur trois appuis consécutifs. Pour cela appliquons la formule
d'abord à la travée BC, puis à la travée AB prise dans le sens BA; nous trouverons les deux équations
ç» —2? - g gj M - ij -g|- + -p.
Divisant la première par (', la seconde par I, et retranchant, on obtient la relation cherchée :.
! + «(l+f)''-^ï=éi""--'«'i-^K^S)-
Lorsque les deux travées sont égales et également chargées, et que
(1) Soit h' la hautenr de Tappui B aa-dessus de l'appui A^ et h" lahautear de l'appui G au-dessus de l'appui B.La seule modiflcatiOD à introduire dans l'équatioD (1) consiste* rtit à remplacer dans le second membre léro par le terme
oe tenne devient nul quand les trois points A^ B^ G sont en ligne droite.
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les trois appuis sont de niveau, on a
/ = /', p = p' et h'^h^s^O; TéquatioD prend alors la forme très-simple
RÉSOLUTION DU SYSTÈME d' ÉQUATIONS AUQUEL CONDUrT LE THÉORÈME
DES TROIS MOMENTS
163. Considérons une poutre droite continue de n travées, reposant sur n 4- I appuis du niveau.
Appelons ^i, /tf In les longueurs de chaque travée, et p^,
Pf 9-** pu les poids par unité de longueur dans chacune d'elles.
Le numéro d'une travée sert d*indiceà la fois à la longueur /de cette travée, et au poids p iqui y est uniformément réparti ; il est égal au numéro de l'appui de gauche de la travée.
Appelons enfin M,, M,, M, les n — i moments fléchissants
inconnus sur les appuis n°' 2, 5, n; nous omettons le moment
fléchissant sur Tappui n*" 1 , ou sur la première culée, et le moment fléchissant sur Tappui n** (n -f 0 ^^ ^^ ^^ seconde culée, parce que ces moments sont nuls, la poutre reposant sans encastrement sur ses appuis extrêmes.
Ou aura pour déterminer les n — » moments inconnus, le groupe suivant de n — 1 équations du premier degré, qui ne sont que l'application de l'équation (1) à trois appuis consécutifs quelconques:
2(^ + /.)M, + Z.M, = - 1 (p,/,> + p,V). /,M, + 2(/, + /,)M, H- /,M, = - [ (p,/,» + p. V), /.M, + 2(/, + /OM, + /,M, = - J (p,V + p,V)»
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Nous poserons, pour abréger ,
P3 = |(PlV + P»V),'
P»=Î(P-A-l + Pn/A
les équations deviendront :
/»_, U^, + 2(/n_, + /n) Mn = - Pn-
Soit proposé de trouver M, ; on y parviendra en appliquant la méthode connue sous le nom de méthode de Bezout, et qui consiste à faire disparaître toutes les inconnues, moins une, en multipliant les équations par des coefficients indéterminés. Ici nous multiplierons la dernière équation par runité. Pavant-dernière par un coefficient indéterminé a, , la précédente par un autre coefficient indéterminé a,, et ainsi de suite jusqu'à la première équation, qui sera multipliée par un coefficient a^^.
Faisons ensuite la somme de toutes les équations ainsi transformées, et égalons à zéro les coefficients de Mj, M^..., M^ dans l'équation résultante. 11 viendra, pour déterminer M,, l'équation
et pour déterminer les n — a coefficients inconnus (a), le groupe suivant de n — a équations :
On^/, + 2an_3(/, + /g) + dn^l^ = 0,
«n-a/, + 23tn^4;/, + /J + a^^l^ = 0 ,
Or ces équations sont immédiatement résolubles ; on tire a^ de la dernière; cette valeur de a^, substituée dans la précédente» donne a, ; l'antéprécédente donne a, au moyen de o^ et de a^ * et ainsi de suite, chaque coefficient se déduisant des deux précédents» ajoutés ensemble après avoir été multipliés par des nombres connus. L'analogie conduit à poser
et l'introduction de ce nouveau coefficient o^.^ permet d'exprimer H, par la formule
On remarquera que si l'on écrit en tète du groupe (A) Téquation qui définit a^^, on obtient un groupe qui ne diffère du groupe (U) qu'en ce que les moments inconnus
sont remplacés par les coefficients et les quantités connues
*1» * 8» ••••• P»-li ■»» •
sont toutes remplacées par zéro, sauf la première, P„ qui est remplacée par an-iv't*
Les coefficients (a) sont donnés par les équations
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n est facile de s'assurer que les coe£Gicients a^, a,, a,,..« a^,, a^^ ont des valeurs absolues qui sont croissantes, à partir du premier a^, dont la valeur absolue excède le nombre 2, et qu'ils sont alternativement positifs ou négatifs, à partir de a^, qui est toujours négatif.
On obtient donc M, par la formule
l'indice t recevant dans cette somme toutes les valeurs entières de 2 à tivpour que cette expression soit générale, il faut admettre que a^ est égal à l'unité ; c'est un premier coefficient constant qu'on peut mettre en tète de la suite des coefficients (a) .
La même marche sert à déterminer M,,. On calculera une série Yt» Ti» ••• Ta^t»^^™'™'® on calcule la série a^, •.. a^_j, mais en commençant pai* l'autre bout de la poutre ; on trouvera de cette manière :
et H. sera donné par l'équation
Noos verrons plus loin qu'au moyen des deux séries (a) et (y), on peut calculer directement un moment fléchissant quelconque. Observons d'ailleurs que,quand la poutre est symétrique par rapport à
son milieu, les deux séries (a) et (y) sont composées respectivement des mêmes nombres.
CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE DES MOMENTS SUR LES APPUB
Fig. 163.
16A. Connaissant M,, on en déduira successivement H,, H^,... M^;
cette recherche se fait aisément par des constructions géométiiques. Lorsqu'une poutre repose sur un certain nombre d'appuis, les
moments fléchissants sur les appuis intermédiaires sont tous négatifs. Sur les verticales Aa, B6, Ce passant par les appuis A, B, G, dont les numéros sont k — i, A, A+ i, prenons des longueurs Aa, B6 ; Ce, égales aux valeurs absolues de Mj^i, M»»
Mj^^i; doublons la longueur intermédiaire en prenant B^=aB6; joignons
11^, c^; nous formons ainsi deux trapèzes dont la surface totale est
égale à
AB X 7^ — =- + BC X — r — = — lk-\ s «» s
= - i [/»-,M4-i + 2(/k_, + h) Mk + /»M*+,1 = i P».
Le théorème des trois moments donne donc la mesure de Taire formée par la somme de deux trapèzes AB^a, BGcp, dont les bases sont égales aux longueurs des travées, et dont les hauteurs ont des rapports simples avec les moments fléchissants sur les appuis. On peut se servir de cette propriété pour construire géométriquement la valeur absolue de M^^.^, au moyen des valeurs absolues de Mà_i et de Mj.
Soit en valeur absolue (fig. i66)
Aa = M*.i, B6=Mk;
GËOMËTRIQUE.
prenons
n s*agit de construire !a valeur absolue Ce de H^^.!. Supposons
'»«• **<^- le problème résolu, et pre-
nons les milieux, 8 et c, des côtés a^, ^; par ces deux points menons la droite Se, qui, prolongée, rencontre en p et y les
*■• . * i ^ *+' verUcales Aa, Ce; le tra-
Pb-.i Pi pëze kpqG est égal à la
eomme des trapèzes A^B, B^G, et par suite il a pour mesure
- Vu. Par le milieu I de la distance AG, menons la verticale IK, qui
coupe pqenR; le trapèze hpqG a aussi pour mesure le produit
IH
AC
on peut Tobtenur par une construction géométrique. Sur les verticales DD', £E' élevées au milieu des portées AB, BC, prenons des
quantités Dd, respectivement égales à
gPk-i/*k-i et gPàPi»
c'est-à-dire aux valeurs des moments fléchissants qui existeraient au milieu des portées AB, BG, si elles étaient coupées sur leurs appuis; par les points d et e, menons la droite mn^ qui, prolongée, forme le trapèze ÂmnG ; ce trapèze a pour surface
ou bien
AB X Dd + BG X Ee,
Donc il est équivalent au trapèze ^qC^ et la droite mn passe par le point H comme la droite 8e.
En résumé, voici la suite des constructions à faire pour trouver Mjfc+i connaissant M^ et Mj^^.
Sur les verticales Aa^ B&, passant par les appuis Â et B, pre-
^^s- *6". nons Aa égale à la valeur
P «^î absolue de Mt_,,et B^ égale
au double de la valeur abc solue de M^^ ; joignons o^ et prenons le point 8 milieu de A^. Par les points D, E, I, milieux de AB, de BC et de AG, élevons sur AG des perpendiculaires indéfinies, et prenons
Dd = g pt_i Ih^i , ^* = 8 ^*'** '
joignons cfe, qui coupe IK en H, joignons 8H,qui, prolongée, coupe E'E en c: enfin joignons Pe,qui, prolongée, coupe en c la verticale pas*
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sut par le point G. La longueur Gc sera la valeur absolue du moment fléchissant Vlt+^.
On pouira appliquer cette construction aux deux premières tra- Tées, en observant que le moment sur le premier appui est nul; on connaît M, par le calcul; on peut donc en déduire M,. La même construction appliquée à la seconde et à la troisième travée donnera M,, et tûnsi de stûte jusqu'aux dernières travées. Appliquée aux deux dernières travées, la construction devra donner zéro pour le moment sur le dernier appui ; c'est une vérification.
MËinOOE DE M. FOUBET.
16&. M. Fouret a donné, dans les Annales des ponts et chaussées (avril 1876, n*ai], deux méthodes entièrement graphiques pour la
détermination des moments M,, H, M,. Ces méthodes reposent
Sur l'emploi du lemme suivant :
Soient donnés, sur deux droites parallèles BX, AY, deux points Sa ta A"^** A c/ B, à partir desquels on compte sur
chacune des longueurs AM = a: , "ft^ = y. Cela posé, sil'on fait varier laposition des points M et îi de telle sorte, qu'il existe constamment entre x et y une relation linéaire
w + Py = T. (0
a, p c( Y ^tf'"^ ^^^ nombres donnés constants, la droite mobile MN pivote autour Sun point fixe. Cette proposition est très-facile à démontrer géométriquement On peut aussi l'établir par des considérations mécaniques. Attribnons au point M une masse « et au point N une masse p, et soit D le centre de gravité des deux masses M et N. Ce point sera situé or la droite MN , et si l'on mène par le point D une parallèle aux droites AX, Bî, elle partagera la distance AB en deux segments AC,
€6, tels qu'on ait
AC_
cb""ï;'
Pour avoir l'ordonnée GD:=z du point D, on appliquera le théorème des moments, en prenant les moments des masses a, ^ et oL+p, situées respectivement en M, N et D, par rapport au plan projeté en AB. On aura donc
et comme
a en résulte
z = —--r, quantité constante.
Donc le point D est fixe, et la droite MiN pivote autour de ce point. Remarque. Si Ton prend sur la droite AX, à partir du point A, une quantité AM' = AM x 0 , 0 étant un nombre constant, donné ou pris arbitrairement, et qu'on appelle x' la nouvelle ordonnée AM', on aura, entre les segments AM' = x' et BN = y, une relation linéaire
qu'on déduit de la relation (i) en y remplaçant x par -r-, ce qui donne
îx' + Py = Y, (a)
équation de même forme que l'équation (i), et qui ne diffère de celle-ci que par l'altération d'un ties coefficients donnés. Donc, en vertu du lemme, la droite M'N pivote autour d'un certain point fixe
AC \l
i , défini par le rapport t^ = -^, et par la distance G'J =
Or ce point J est le centre de gravité du système formé par une masse ^ placée, en M', et une masse p placée en N. Pour passer du
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point J ainsi défini au point D, pivot de la droite MN, remarquons qu'à la masse a, placée en M , on peut .substituer, sans altérer les
centres de gravité, une masse -r placée en M', et une masse ^ ~
placée en A; caria somme de ces masses équivaut à a, et le rap-
^. A . MM' . , . (9 — i)AM .
port des segments -gj- est égal à ^ — ^ — = 0 — i , rapport m-
verse des masses adjacentes. Connaissant le centre de gravité J des masses en M' et N, on aura le centre de gravité D des masses .M et N
en composant la masse r+ P, placée en J, avec la masse ^ ^ -^
placée en A. Donc les trois points A, D, J sont en ligne droite.
AT â
Remarque 2. Le rapport -^ est égal à -, c'est-à-dire égal, au
signe près, à la limite vers laquelle tend le rapport - lorsque a: et ^
grandissent indéfiniment. Pour trouver la position de la parallèle CD sur laquelle se trouve le pivot de la droite MN , il suffit donc de supposer X ti y infinis dans Téquation (1), et de chercher la ilimite de leur rapport. On aura en efiet -^
** Ni
lîni. - = - ^,
relation qu'il est aisé d'interpréter sur la figure.
166. Première méthode de M. Fouret. — De ces considérations^ M. Fouret a déduit une méthode graphique pour résoudre un système quelconque d'équations linéaires (1). Cette méthode se simplifie quand il s'agit du système des équations M. Comme on commence dans la méthode par attribuer une valeur arbitraire à M,, les équations (M) ne seront satisfaites qu'à la condition de compléter la dernière par une inconnue de plus, M^^.!, qui doit être nulle pour que l'on ait les valeurs exactes cherchées. Nous considérerons donc d'abord
(1) Association française pour f avancement des sciences^ congrès de Nantes, 18TS*
le système
2(/i + /5)M, + /jM, = — P, /,M, + 2(/, + /alMs + ^sM* = - Pj
/n-|Mn— i + 2(/»— j + /n) Mn + /»Mn+i = -" P«i
et Ton voit clairement que ce système, dans lequel les M sont des variables, impose des relations linéaires de la forme
à deux moments consécutifs quelconques. Les coefficients a et ^ ne
dépendent que des rapports des travées, et la distribution des charges
influe seulement sur le terme tout connu y. Donc si l'on construit
sur l'épure les moments fléchissants de la poutre sur ses appuis, en
partant d'une valeur quelconque attribuée à M,, chaque droite
M^M^t^.! pivote autour d'im point fixe Dj^, dont la position est donnée
w AG M
dans la travée n** ft par le rapport -r^ = lim. ^j^, laquelle limite
est facile à déduire du groupe M' en y supposant tous les M infinis; cerapipBRne dépend que des longueurs des travées /j, /,, ... /,. AyanI onstruit dans chaque travée la verticale qui contient le pivot, on dél|^pv&era la position du pivot sur cette verticale en construisant le polygone
0 M2M3 ... MnM„4.j,
en partant d'une valeur arbitraire pour M,. Puis, les pivots une fois* déterminés, on construira le vrai polygone des moments en partant d'une valeur nulle attribuée à M^^., , et en faisant passer par les pivots successifs les divers côtés de ce nouveau polygone.
167. Seconde méthode. — La seconde méthode de M. Fouret est un perfectionnement de la méthode géométrique exposée tout à l'heure (§ 164). Elle consiste à observer que, quand on fait varier M^^, le groupe (M) étant toujours complété par l'adoption d'une variable nouvelle M^t+j, et devenant ainsi le groupe (M') , les droites a% ^ des fig. i65, 166, 167, pivotent dans chaque travée autour de points fixes.
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La droite a^ est définie de position par les ordonnées ka = lA^-^ et B^ = aM» On déduit donc la droite a^ de la droite abj qui, comme CD vient de le voir, pivote autour d'un point fixe Dk-ii en doublant l'ordonnée M^ = Bd ; donc, en vertu de la première remarque et en supposant 0= 3, o^ pivote autour d'im point fixe Ij^^. De même la droite ^ pivote autour d'un point fixe Ji^. Il existe sdnsi dans chaque travée deux pivots I et J, le premier qui correspond à la droite joi« gnant le point M» au point aM^^.!, le second, à celle qui joint le poidt aM* au point M^^+j. On voit de plus que les droites AJ, BI se coupent mutuellement au point D, pivot de la droite M^ Mj^.^. Cette dernière remarque est due à M. Sacheri, de Turin.
Lorsqu'on fait varier M,, les autres variables M,, ... M„+i varient; mais les droites a^, ^ de la construction graphique passent con* stanunent l'une par le point It_i, l'autre par le point I^. En même temps la droite 8s passe constamment par le point fixe H, dont la poffllion ne dépend que des surcharges et des longueurs des travées. Le triangle variable c^e a ses trois sommets assujettis à parcourir trois droites parallèles. DD', BB, EE', et sesnrois côtés pivotent autour de trois points fixes, l^^^^ H, J^. Donc, en vertu dttihéorème de Desargues (1) , les trois points Ij_j, II ^/ J^ sont en ligne^roite»
La recherche des moments inconnus consiste, en cEèûàitive, à construire les verticales des pivots I et J dans chaque travée ; puis à constiiiire les points H relatifs à deux travées consécutives ; à appliquer ensuite la construction du § 164 en partant d'une valeur arbitraire de M,, ce qui achève de déterminer les pivots, et ce qui conduit à un moment M„+j sur le dernier appui ; enfin à refaire cette même construction dans l'ordre inverse, en réduisant à zéro le moment M^,, et en s* aidant des pivots. Les propriétés des points I, J, D dans chaque Gravée donnent de nombreuses vérifications.
(1) Lorsque deux triangles ont leurs sommets respectif s situés deux à deux sur trois droites concourantes ou parallèles^ les points de rencontre des côtés correspondants sont en ligne droite. Ce théorème est évideDt s*il s'agit d'une figure dans Tespace; quant ila figure plane, on peut la regarder eomme la perspective d'an tétraèdre on d'un prisme triangulaire coupé par un plan, ce qui démontre la propoposition. — La réciproque est naie. Voir plus baut^ § 146.
On trouvera dans le mémoire de M. Fouret les développements de cette méthode, et Tapplication qu'il en a faite à un projet de pont métallique de quatre travées.
On peut consulter aussi sur le même sujet une note insérée par M. Maurice Lévy dans les Comptes rendus de t Académie des sciences^ t. LXIII, p. 7A9 ; la solution géométrique qui y est donnée est fondée sur les méthodes de la statique graphique.
PARABOLES DES MOMENTS
168. Supposons que tous les moments fléchissants sur les appuis soient déterminés; et proposons -nous d'en déduire le moment fléchissant dans une section quelconque de la poutre.
La section donnée est' située dans une travée AB, comprise entre le (A — !)"• etleA'"' appui; elle est définie dans cette travée par son abscisse AN = ar.
Nous aurons en ce point, en appelant M le moment fléchissant va-
riable avec a:,
M = Mà_, -f Ax— - Pk^iX*'
A est Tefibrt tranchant en A dans la travée AB; faisant x = Z^^,, M devient égal à M^, et par suite
Entre ces deux équations éliminons A, nous obtiendrons T équation finale
ou bien
M/fc^— MikX = Mà-i(/k-, — x) -f z Pk-Jk-.iX(lk-i^x),
Le moment M en un point quelconque de AB se compose donc de deux parties; Tune,
-p» jX(/»»,-x),
DKS MOMENTS DANS LES TRAVÉES
est la valeur qu'aurait le moment fléchissant au point défini par l'abscisse a?, A la travée AB était coupée sur ses deux appuis ; cette portion est représentée par les ordonnées d'une parabole ACB, dont l'axe coïncide avec la droite élevée perpendiculairement au milieu de AB (fig. i69). L'autre partie,
Mt.,(/fc^t — x)4-MfcX
est représentée par les ordonnées d'une droite, passant par le point
et par le point
x = Of M = Mjt«jt
encl*autrestermeâ, parles ordonnées d'une droite a6 (fig. 1 70) joignant
les extrémités des longueurs Aa, B6, proportionnelles aux moments fléchissants en A et en B; M^^i, M^^ sont des nombres négatifs, et l'addition des deux portions de la valeur de M revient à soustraire de la première partie la seconde partie prise positivement. Prenons donc sur les verticales Aa, B&, passant par les appms, des quantités Aa, B6 égales aux Tifeurs absolues de M*.!, Mi^, et joignons ab ; nous aurons le nouvel tte par rapport auquel il faut prendre les ordonnées de la parabole AGBpour avoir la valeur complète de M. Ainsi, au point A, M est égal à— Aa; M est nul en D', projection du point D où la droite ab coupe h parabole; M est maximum au point (/, projection du point C où la tangente à la parabole AGB est parallèle à ab ; il se retrouve nul en F, projection du point E ; enfin, en B il est égal à — B6 ; la courbe des moments àD'CE'b' s'obtient ainsi (§ i38) en prenant pour ordonoées la différence des ordonnées des deux contours AGB et ab. C'est la parabole AGB elle-même, déplacée de manière que son axe reste toujours vertical et qu'elle passe par les deux points donnés a' et b\ On peut remarquer que, des deux lignes AGB, ad, qui concourent
DÉTERMINATION DIRECTE DU MOMENT
à former la courbe définitive ciCtlf des moments, rnne, ACB, est entièrement définie par la longuem* 4.1 et le poids p^-it tandis que la position de la droite ab dépend des charges uniformément réparties dans toutes les travées, y compris la travée AB elle-même. Gbacjue travée doit être considérée successivement comme pleine et comme vide; on n'aura donc à admettre pour chacune que deux contours paraboliques, ACB, l'un correspondant au poids de la travée pleine, l'autre à son poids propre sans addition de surcharge ; il y a au contraire autant de droites ab à considérer, qu'il y a d'hypothèses distinctes à faire sur la distribution des surcharges entre les diverses travées.
DÉTERMINATION DIRECTE DU MOMENT PLÉGHISSAnT SUR UN APPUI QUELCONQUE.
169. Une méthode analogue à celle que nous avons indiquée pour déterminer M, ou M^, conduit à la détermination directe d'un moment Mj quelconque. Avant de l'exposer, il est bon de former avec toutes les quantités qui entrent dans le problème, connues, inconnues et coefficients auxiliaires, un diagramme où chacune soit attribuée sans ambiguïté à une travée ou à un appui. C'est l'objet de la figure suivante :
Fig. Mi,
Noméros des travées. • ( 2 k—ik »— 1 n
NoméroB des appuis. . | j 3 A_i * k-\-\ i*— 1 « 1^4
Jx :: 3 z: 3 s 3: A A
Momenls inconnu.. ... : M, M, M».i M|k M»+i ... M,»-^ M^ \
Longueur de. travée,...: /^ :/^ ; : /j_^:/^ : \K-^\ U,l
Pold. répartis p«r unité \ \ \ \ \ \ * l l Z
de longueur '- Vi '- Vt ' l P*-| î Pk '. ''P^-\î Pml
S*rl« (a) «n-i a»-j «n-a «»*-*"H «i»-» «li-k-i... «| «o=l 0
s*^« M 0 To=4 Ti T*-s T*-, TW ••• T-t T— iT— 1
FoneUeudescharre.. P, P, P»^ P^ P^^.^ ... p^^ p^
FLÉCHISSANT SUR UN APPUI QUELCONQUE
On voit par ce tableau qu'à chaque appui, correspondent un coef* fident (a) et un coefficient (y) , et que la somme des indices de ces deux coefficients est constante et égale an — s.
Revenons aux équations (M).
Le moment inconnu. M», se trouve dans la (A — a)"* équation de ce groupe avec le coefficient 4_ „ dans la (A — i)""* avec le coefficient 2 (4 - 1 + 4)» ®^ dans la A"' avec le coefficient 4. Multiplions la première des équations M par a„_;t, la seconde par a„_fc y^, la troisième par *„-* y, .... jusqu'à la (A — i)"-* que nous multiplierons par oL^^k Y*-«î P^^ continuons, en multipliant la A"* par
fl^l_fc-.l yik-i; la (A + 1)"* par cf^^it-% y*-ïi ®^ ^^^^^ d® ^^^^^ jusqu'à la (n — i)"* et dernière, qui sera multipliée par y*. 2; faisons la somme des équations ainsi préparées, et tous les moments inconnus disparaîtront, sauf M»; nous trouverons comme résultat final :
Le dénominateur du second membre peut se simplifier, en observant que l'on a entre les trois coefficients consécutifs
T»-it T*-î> ï*-«»
la relation
MolUpliant par 0^4, il vient
et,par suite,le dénominateur M» se transforme en
ou, avec la suppression du signe — devant le second nombre,
C'est le produit de ta longueur 4 de la A"* travée, par la différence
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des produits en croix des coefficients (a) et (y) qui correspondent aux appuis sur lesquels porte cette travée. Le dénominateur de la valeur de M» est ainsi relatif à Tune des deux travées qui aboutissent à Tappui auquel s'applique le moment Vl^ ; le numérateur, au contraire, ne contient que des termes relatifs aux divers appuis. De cette simple remarque il est permis de conclure que le dénominateur pourrait aussi bien se représenter par le produit
formé au moyen de la longueur i^_^ de la travée précédente et des coefficients (a) et (y) pris dans cette travée, que par le produit
auquel nous sommes parvenu ; et de là résulte ce théorème : Le produit de la longueur dune travée par la différence des praduiU en croix des coefficients (a) et (y) qui correspondent aux cqnpms comprenant cette travée^ est constant dans toute t étendue de la poutre.
On démontre directement cette proposition en se reportant aux équations
qui établissent la relation entre y».,» y^,,, y».!, d'une part, et entre
«H-Hi' *^»» *»-»-« » d® l'autre.
Si l'on multiplie la première de ces équations par a^^^^ la seconde
par yfc_, , et qu'on retranche, il vient
Appelons L ce produit constant; pris dans la première travée, il est égal à /^ a^^ ; dans la dernière , à /.y^.j. On a en définitiTe Ua formule générale
«*-* yi P.T*-« + Y*-t "S f***^'
U = =2 , =ii!
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Le dénominateur commun L a le signe a^, ; il est positif si le nombre n des travées est impair, et négatif dans le cas contraire.
PBOPRIÉTÉS DES NOMBRES (a) ET (y).
Propriétés générales.
170. Les nombres (a) et (y) ont quelques propriétés intéressantes que nous allons indiquer. On vient de reconnaître que le produit de la longueur / d'une travée par le déterminant^ ol'^ — a'y,
(a a' ] des coefficients | , | qui correspondent à ses appuis, est
une quantité constante, quelle que soit la travée considérée. On
peut aussi poser entre trois coefficients (a) consécutifs, et les trois
coefficients (y) relatifs aux mêmes appuis, une équation dans laquelle
n'entre aucune longueur de travée ; il suffit pour cela d'éliminer le
rapport —- entre les deux équations qui lient
d*une part, et
de Tautre.
Pour cela on donnera à ces équations la forme
et la divi^on éliminera les longueurs de travées :
171. Les nombres o^,, y»» sont positifs ou négatifs, suivant que n est
PROPRIÉTÉS
pair ou impair, et ils ont une valeur absolue d'autant plus graode que n est plus grand. Il résulte de là :
!• Que la somme ou la différence a^ ri: a^,, de deux termes consécutifs d'une même série (a) a toujours le signe de celui des deux termes qui a le plus grand indice, c'est-à-dire le signe de a., et que la valeur absolue de la somme, a^-f <^n.i9 ^^^ moindre que celle de a^ , tandis que la valeur absolue de la différence, a^ — a„_j, est plus, grande;
2* Que les produits a^ a^^, ou a^ y* ^^ ^^ termes pris comme on voudra dans une des séries (a) , (y) , ou dans les deux, sont positifs si les indices n et â: sont tous deux piûrs ou tous deux impairs, et négatifs si l'un des indices est pair et I autre impair; ce qui revient à dire que les produits a^ a^, ou a^ y* ^^^^ positifs ou négatifs, suivant que la somme n-f Ar des indices est psdre ou impaire, ou encore qu'ils ont toujours le signe de ( — i)***.
Il en est de même des quotients
-= ou —,
et plus généralement encore, le nombre
«tiT»
a„rir*f
est positif OU négatif, suivant que la somme n+A:-t-w'+A'+ ••• ^es indices des facteurs du numérateur et du dénominateur est paire ou impaire.
Propriétés particulières quand les travées sont égales,
172. Supposons que toutes les travées soient égales et qu'elles soient en nombre indéfini. Les deux séries (a) et (y) se réduiront à une seule et même série, savoir :
DES NOMBRES (a) ET (r).
Chaque terme se forme du précédent en multipliant celui-ci par le nombre négatif — 4* et en retranchant du produit le terme antéprécédent ; en d'autres termes, la série (a) est une série récurrente dont técheUe de relation est ( — 4i — 0* U est facile d'en déduire la forme générale du terme a^.
On a généralement, quel que soit A;,
ct^ar suite
Avec les nombres
«1 = — 4ajk_| — »»_,,
ttk + kdk-x + «4-î = 0.
formons le polynôme indéfini
et multiplions-le par le trinôme
H viendra pour le produit
Les coeflBcients des termes en aî%a;',...a?*, étant tous nuls, le produit se réduit à ses deux premiers termes
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et après la substitution pour a^ et a^ de leurs valeurs numériques, 1 et — 4» on obtient pour résultat final Tunité. La série
s'obtient donc en divisant Tunité par le trinôme
Pour avoir le terme général de la série, décomposons en fractions simples la fraction rationnelle
Pour cela, égalons à zéro le trinôme ; nous aurons pour ses racines
X = - 2 dt V 3 »
et nous poserons
H et N étant des nombres à déterminer. On en déduit
Cette équiition, devant avoir lieu pour toute valeur de x, donne
M + N = 0 et •
Donc
DE LA SÉRIE
et Ton a identiquement
Chacune des fractions simples se développe, par la division, en une progression géométrique, et par suite
Les termes des deux séries sont alternativement positifs et négatifs, et le signe da coefficient de w'' est donné par l'expression ( — i)*. Le coefficient de os* est donc égal à
V«v/3(2— \/3)*+* îN/âCa + vl)»^'
ou bien à
et l'on a par conséquent d'une manière générale
nombre qui est nécessairement rationnel et entier.
On obtiendrait des résultats analogues ^ les longueurs des travées successives, /jf /,, /, , au lieu d'être égales, formaient les
termes d'une progression géométrique.
173. On démontre en arithmétique (i) que,si x =jo, y = y,for-
(l) V. Lfgpndre, Théorie desnamhres, première partie, §VI. L'équation x«— A^*= 1 e£t toujoors résoluble en nombres entiers, quand A est un entier non carré; celte proposition, connue de Fermât, a été démontrée pour la pl%mière fois par Lagrange (Mém. de Berlin, 1767).
PROPRIÉTÉS
^ ment la moindre solution en nombres entiers de l'équation indéterminée X* — Ay* = 1, A étant un entier donné non carré (la solution 0? = 1 , y = o étant écartée), on obtient toutes les autres solutions au moyen des formules générales
Si Ton fait A = 3, la moindre solution en nombres entiers de l'équation ^ — 3y' --= 1 est j7 = s, q^=z i , et substituant ces valeurs dans l'expression précédente de y^ il vient
Comparons ce résultat à la valeur générale des termes de la série (a) ; nous voyons qu'on a en valeur absolue
donc les valeurs successives de a sont respectivement égales aux valeurs successives de y , et par suite i + 3a*j^^ est toujours un carré. Exemples :
1 + 3 X A» = 49 = 7% 1 + 3XÏ?= 676 = 26*, 1 +3x56* =9409 = 97*.
I 17&. Lorsque toutes les travées sont égales, si n est leur nombre, , la série (a) se termine au terme a^^ ; et la série (y) comprend les nombres a eux-mêmes, de telle sorte que
Donc le produit • ^
DBS NOMBRES (a). 3»
deviem daaa ce cas ^al à
et,laissant de côté le facteur 4 qui est constadt, on Yoit queipour une valeur donnée de n, le produit
est le même, quelle que soit la valeur de k.
En d'autres termes, si on écrit sur une ligne horizontale tant de termes successifs qu'on voudra de la série (a) , puis au-dessous les mêmes termes dans l'ordre rétrograde, les déterminants des groupes de quatre termes voisins pris dans les deux lignes sont constants, quel que soit le groupe considéré. Exemple :
1, —4, +15, —56, +209, —780, — 780, +209, —56, + i5, —4, +1, \ X 209 —(—4 X —780)= (— 4 x — 56) — 15 x 209 =Î5*— 66* = — 29iî.
On peut supposer que dans la série (a) l'unité soit précédée du terme o (i) ; si on prolongeait la série d'un terme» on trouverait donc -f- 291 1 ; car le déterminant du groupe
doit être égal au déterminant constant des autres groupes de 4 termes; or il se réduit au terme — (a) . Donc^) = 391 1 ; ce qui est vérifié par le calcul direct.
On peut tirer de là une omclusion intéressante pour les termes a^ dans lesquels l'indice k est pair; prenons les séries
Oi, «fc_i, «»^^ «*-ti «*f •*— 1^ *' *•
(1) L'équation générale *fc+4aj_j+afc^,=0 permet, en effet, de prolonger la série dans le lena rétrograde; «4=— 4, et «i„i=l font aj^,=0.
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Le déterminant du premier groupe est égal à — a^; et le déterminant du groupe central
est égal à
Donc on a l'égalité
c'est-à-dire tout terme a^ d'indice pair (ou tout terme impair) est égal à la différence des carrés de deux termes consécutifs de la même série.
Nous avions déjà trouvé
on aurait de même
175. Nous terminerons par la remarque suivante* On a en même temps les deux équations
et
Multiplions la première par a^^^ , la seconde par a», et retranchons; il viendra
c'est-à-dire que l'excès du carré d'un terme de la suite (a) sur le produit du terme précédent et du terme suivant, est constant pour tous les termes; et,en faisant le calcul pour le terme a^ = — 4» on voit que cet excès est partout égal à l'unité. On a en effet :
66*— 16 X 209 = 3136 — 3136 = 1, etc.
FORMULES APPROXIMATIVES
On théorème analogue a lieu pour toutes les séries récurrentes dont l'échelle de relation est (a, — i), quelque soit a.
FORMULES APPROXIMAnVBS» i
176. La méthode fondée sur remploi du théorème des moments est trës-simple,et l'application en est facile; cependant, lorsque le nombre de travées est un peu grand, il est préférable d'employer des for. mules approximatives,qui font connaître les moments demandés avec une précision bien suffisante pour la pratique des constructions. En général, les poutres que Ton a à traiter ont des travées centrales toutes égales entre elles ; les travées extrêmes, un peu moindres que les travées centrales, sont aussi égales l'une à l'autre. On a donc
/j = /,, et /, = /, = /,^_,. Dans ce cas la poutre est symétrique
par rapport au milieu de sa longueur, et les séries (a) et (y) sont composées des mêmes nombres. Les valeurs absolues des coefficients a^ croissent rapidement avec l'indice A, de sorte qu'on peut se borner à prendre dans les formules complètes les termes du numérateur dont les coefficients ont les plus forts indices. Nous n'en conserverons ici que trois.
11 y a alors trois cas à distinguer.
r S'il s'agit de déterminer M,, nous n'admettrons dans la for« mule que les termes en ?,, P, et P^.
Reprenons les formules générales
Négligeons «»_,, et remplaçons ^4 , ^ par l'unité, il viendra
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e^ par 8uke, le fâctear commun ot,^ disparait aux deux termes de
la fraction qui donne M, :
La même formule s'appliquerait à M« :
Nous pouvons remplacer dans ces équations * en désignant d'upe manière générale par R|^ le produit
il irient après cqsjMliililiilioas :
_ ISRt + ilR,— 3R,-hR4 "" 341/^4- «S/,
^ i5(Rn + Ri>-i) - 4(R«-i + R,H^) + (Rn-t + Ri.^) .
_ lSR, + ilR^-,>-3R^ + R^
a* Proposons-nous de déterminer approximathrement M,, en ne conservant de même que les termes en P^, P^et P^. La formule réduite sera
M - "-«P» + Tin*»"-! + p*«- 1)
W««-jT»— «—«To) '
et Ton aura,co0mie tout à l'heure,
avec
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et
To = *•
Donc ou bien
• "" /il«6/i + 30/ J
4Rt(/i + 2g -f 6Rs</^ + ^ - iR,h - 2R4(/t + ^i )
3* EcfiI^ 80ÎI proposé de titmver une vdeor apprazii^ en n'employant que Pk.^ Pk et Pfc«.^, k étant > 5 et < n — i. Dans retendue de la poatre qui correspond i ces trois valeurs de P, toutes les trarées sont égales. On a, en effitçant tons les autres ternies de la fomuile générale ,
Mais
enfin
/ étant IgL longueur dTune travée centrale qnelconque.
Substituant ces valeurs approximatives, et supprimant le facteur commun a^k.,XYk-i» îl ^f^t
^ ^4P>^+i6Pk-4P>4, ^ -4p*-(p»^ +p*ti;,
Cette équation peut se mettre sous la forme
If _ 4(Rk^4-»i)— (R>-fl-Rti-fRt-l-R»4i)
_ 3(R»-t -h Ri) — (Rfc-i -I- Rk+i)
Si, an lieu de calculer M, par la formule exacte
2Pa
on détermine M, par une formule approximative, ou mème> si Ton prend pour M, une valeur arbiti'aire M',, et qu'on s'en serve pour
calculer les valeurs successives de M,, M^, M^, au moyen des
équations (M) , il arrivera généralement que la dernière équation de ce groupe ne sera pas satisfaite, et que, pour la rendre identique,on . devra ajouter à son premier membre un terme e/^, dans lequel e représenterait le moment d'encastrement de la poutre sur le (n+ 1)"** appui, qui assurerait au moment fléchissant la valeur M', sur la première pile.
Appelons M',, M',, M\, M'., les valeurs trouvées pour les moments fléchissants par cette méthode, itt S,, S,, S^ les cori^c-
tions qu'il faut y ajouter pour obtenir les vraies valeurs ; nous aurons à la fois les deux groupes suivants d'équations, savoir :
M'^,/^, + iWn{l,-t+ln) + «/« = - P.
8(M', + y (i. + /,) + (M', + 6J/, = _ P. (M', + 8,)/, + 8(M', 4- 8,) (/, + g + (ll\ + 8J/, = - P,
(M'»., + t^ln-i + 8(M'« + 8,) (/,_, + /«) = - Pn .
On tire de là, en retranchant le premier groupe du second, un troisième groupe <{ui ne contient plus que les S : *
DE FAUSSE POSITION
8^/^ + 28n(/— 1 + In) = 6/n.
Ce groupe (A) n'est autre chose que le groupe (M) où Ton aurait remplacé les M par les S de même indice, où l'on aurait mis 0 à
la place de P,, P, Pn-u et e/^ au lieu de — P». On aura donc, en
appliquant la formule :
Cette correction est rigoureuse, quelque valeur qu'on ait prise pour 11'^, et l'on a toujours exactement
Une valeur arbitraire quelconque attribuée à M, conduit ainsi à la valeur exacte de cette inconnue. Connaissant M,, les valeurs exactes de M,, M^,...., M» se tireront des équations (M), ou se construiront géométriquement comme on l'a indiqué.
Si le nombre des travées est très-grand, a^, a une très-grande valeur absolue, et par suite une faible erreur S,, commise sur M,, peut entraîner dans la suite du calcul un écart £ très-considérable ; mais cet écart, si grand qu'il soit, peut servir à trouver les véritables valeurs des inconnues.
On pourrait aussi calculer directement la correction 8^ à faii*e su- Inr à M\; en effet, dans la formule
il suffiMÛt de remplacer P,, P,, Pn-i par zéro, et P„par — el^.
On trouverait
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de sorte qae la valeur exacte de Mj^ est donnée par la formule
EFFORTS TRANGHAirrS ET RÉACTIONS DES APPUIS.
178. Soit Ak l'effort tranchant qui s'exerce sur l'appui n* k dans la travée de mâne numéro ; A est la longueur de cette travée, pk son poids par mètre courant ; pour déteiminer ku * nous ferons usage de la formule
qui devient^pour x = l^^
Donc
Mè+i = m + kkh — s p» V.
A* = jM+ r
Si l'on voulait l'effort tranchant B^^ sur l'appui n* (Jb+ 1) dans la travée n" k^ on l'obtiendrait facileilient en &isant d? =4 dans Tôt-
pression de la dérivée -j- du moment fléchissant par rapport à
l'abscisse ; on aurait ainsi
de sorte que la difiGêrence
A» — Bft4«
si
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est égale au poids />» /| de la travée ; substituant la valeur de A», on trouve
Bi+i = — j pkh + ^jj .
Pour avoir la charge totale de Tappui n* k^ on remarquera qu'elle est égale à A^ — B,i, de sorte qu'il faut, dans la seconde équation, changer il en il — i, puis retrancher V6qua1i(m ainsi iFaasfomiée de Téquation qui donne Ai; il viendra
F» = A» — Bk = U Pk-i/fc-i + ^ Pklkj
La première parenthèse est la charge que supporterait Tappui, si b poatre, m tien d'être continue, était coupée sur les appuis ; la seconde reofisrine les moments fléchissants, et représente l'influence di la oontininlé des travées.
La réaction du premier appui, ou première cuMOi est dcmnée par la formule
eu Uan^ «ibstitaant la valeur générale de M^ ,
. 1 . ^ ZPa
Se Hitaie,la réaction du denier appui, ou seconde culée, est égale i — lt«^fOa à
la détermination de l'effort tranchant en un point donné résulte donc entièrement de la connaissance des moments fléchissants sur les appuis.
DES CHARGES
179. Quand on éludie le projet d'une poutre métallique posée sur plu» de deux appuis, chaque travée peut être successivement supposée vide ou surchargée^ dans le premier cas, elle porte uniquement son poids propre; dans le second, au poids propre s'ajoute une surcharge que l'on suppose également répartie dans la longueur de la travée.
Il est facile de déterminer le nombre total des hypothèses que l'on peut faire sur la distribution des surcharges pour un nombre n de travées.
Si d'abord on suppose qu'une travée seulement reçoive la surcharge, on doit compter n hypothèses distinctes, chaque travée pouvant être successivement celle à laquelle la surcharge est attribuée. Si l'on suppose ensuite deux travées chargées, le nombre d'hypothèses correspondantes est égal au nombre de manières distinctes qu'il y a de prendre deux objets sur une collection de n objets, c'està-dire au nombre des combinaisons de n objets deux à deux, ou enGu à
— ^—^ — '-; de même, pour trois travées chargées, le nombre cl'hyjjo-
thèses est égal au nombre — ^ ^-^— = — ' des combinaisons de n
objets pris trois à trois, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on suppose ks
n travées chargées, ce qui ne peut se faire que d'une seule manière. Le nombre total des hypothèses distinctes est donc égal à la somme
^ . n(n~i) . nin^i){n-%) .
ou à s" — 1 ; l'unité qu'on retranche de 2" correspond à l'hypothèse dans laquelle toutes les travées seraient vides, hypothèse écartée à priori,
180. Lorsque la poutre est symétrique par rapport au milieu de sa longueur totale, un certain nombre d'hypothèses se groupent deux à deux symétriquement, et l'une n'est que la reproduction de l'autre. Il y a ^lors une réduction du nombre des hypothèses réellement distinctes au point de vue du constructeur.
Voici comment on peut déterminer ce nombre réduit.
Soit N = îj* — 1 le nombre total d'hypothèses à faire sur les n travées d'une poutre symétrique, lorsqu'on ne tient pas compte de la symétrie. Ces N hypothèses se partagent en deux classes. La première comprend N' hypothèses non symétriques^ et la seconde N" hypothèses symétriques. Chaque hypothèse de la première classe a, en vertu de la symétrie de la poutre, une hypothèse symétrique distincte d!elle-mème; par suite les N' hypothèses de la première
classe ne donnent que - N' hypothèses réellement distinctes quand
on tient compte de la symétrie. Au contraire, la seconde classe ne subit aucune réduction par suite de la symétrie de la poutre ; car chaque hypothèse étant symétrique d'elle-même, ne se groupe avec aucune autre qui soit comptée séparément dans le nombre N".
Si donc nous représentons par N, le nombre des hypothèses distinctes lorsqu'on tient compte de la symétrie y nous aurons à la fois:
et
d'où l'on tire, en éliminant N' ,
3a4 INFLUENCE DE Lk SYMÉTRIE.
N est coDnu ; il suffit donc de déterminer N". Deux cas doiteot être distingués ici^ suivant que n est impair ou pur.
i* Si n est impair, la poutre a une travée centrale,de chaque côté
de laquelle sont —^ — travées.
Soit |& le nombre de travées chargées* Pour que la distribution soit
symétrique, il faudra, si |x est pair, qu'il y ait ^ travées chargées
de chaque côté de la travée centrale ; le nombre d'hypothèses symétriques est donc égal» dans ce cas particulier, au nombre descombinai-
sons de objets pris ^ à ^. Si (a est impair, il fiiudra que la
travée centrale soit chargée, et qu'en outre il y ait ^- travées
chargées dans chaque moitié de la poutre ; le nombre d'hypothèses symétriques est donc alors égal au nombre descombinaisons de
objets pris ^ à ^ >
Ainsi, pour une valeur paire de jx, le nombre d'hypothèses symétriques est donné par la formule
— 1 n — 3 n — 5 ^^ n — pi-h f
"!"• î Ix2x3x..-Xj
et pour une valeur impaire de [x, il est donné par la formule
t"' "HT" 1 x2x3x... xi--s—
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Pour obtenir le nombre total N" d'hypotbèses symétriques, on fera
successivement pi^ 2, 4* ^v ^ — 1 d^ns I& première formule, et [JL = 1, 3, 5,.- n dans la seconde, et Ton ajoutera les résultats. On remarquera que la seconde formule donnera, pour
les mêmes résultats que la première pour
En définitiye^on aura :
= 4 + \2 * — ljx2 = 2 * —4.
Donc enfin
j 2* Si n est pair, il n'y a pas de travée centrale,* mais il y a -
, travées symétriques par rapport à l'appui du milieu de la poutre. Dans ce cas, toute hypothèse comprenant un nombre impair de travées chargées est nécessairement non symétrique. On doit donc chercher les diverses parties dont la somme forme le nombre N", en attribuant seulement à [jl des valeurs paires. Le nombre d'hypothë*
NOMBRE D'HYPOTHÈSES DISTINCTES
ses syaiéirîques pouu une valeur particulière de pi est égal au nombre
descombindsoDS de - objets ^ à ^, ou bien à l'expression
N" s'obtiendra donc en faisant la somme des valeurs successives que prend cette expression quand on y fait
jx = 2, p = 4,..., [x = n.
On trouve ainsi
et par suite
On peut donc former le tableau suivant :
NOMBRB
de trarées.
MAXIMUM DU MOMENT FLÉCHISSANT SUR UN APPUI
Les deux formules qui donnent N« peuvent se fondre en une seule,
en (dnervant que , quand n est impair, et — ^ï—, quand n est
pair, sont les valeurs entières les plus tigoprochées par défaut de la moitié de n — i ; la notation connue, É ^jp), désignant le plus grand entier contenu dans le nombre dp, on ponrra poser d'une manière générale:
181 . Les hypothèses distinctes à Isatù àor la distribution des surcharges sont encore, après laréductiondue & la symétrie de la poutre, en très-grand nombre pour une valeur de n médiocrement grande. Mais i\ n*est pas nécessaire de les faire toutes pour déterminer le» plus grands efforts auxquels la matière sera soumise dans les diverses sections de la pièce. On est amené ainsi à se poser cette question : parmi les diverses hypothèses distinctes que ton peut faire sur la distribution des surcharges entre les n travées dune poutre ^ quelle est celle qui corresponde la plus grande valeur absolue du moment fléchissant dans telle section de telle travée?
Noos chercherons la solution de cette question en commençant par en traiter un cas particulier important.
DÉTERMINÉ
182. Pour distinguer dans l'équation qui donne M^ les charges de chaque travée prise individuellement, nous poserons, comme nous
l'avons déjà fait {% 176), R* = -j pi^ P^^ ce qui permettra de substi-
tuer aux expressions
33S MAXIIUll W. MOMENT FLÉCilISSiNT
Pf» Pfr P^f ••* **f ••• P»!
les sommes •
Rj + Rf 1 Rj + Rj , Rj + R4 >••• R»— i + Rk > ••• Rn-i + Rnt
dans lesquelles les quantités R représentent des fonctions connues des charges des diverses travées. Il vient, en introduisant cette notation dans la formule qui fait connaître M» ,
a,_4R, + R,(i+yJ + R3(y, + T,;+...-hR»-i(T»-s + T»-f)] +
w _ + T*-ï [Rk(an-k + a»-fc-,) + Rk-U, (On-k-i + «n-k-t) -h-^'-h Rnl *k— = ■ j
Or nous avons observé (§ 171 , i«) que les coeffidents des R dans shaque grande parenthèse,
ont respectivement les mêmes ^gnes que les nombres
»» Tf Yi>-* T*-it «!»_»,... flE|y i,
et par suite les coefficients des R dans la valeur de M* ont le signe des nombres
Tl «»-k
Tî«n-k
Yjk_,an_jk
«.»-kTfc-ï
«iT*-f
c'est-à-dire, le signe + ou le signe — , suivant que la fjfijtTnf des
indices
2n— fc— 1, 2n— A:, 2n— A: + l,... 2n— 3, 2n— 3,... n + A?— 2, n + A— 3,
est paire ou impaire.
On voit sur-le-champ que R^^^ et R^ auront tous deux des coefficients négatifs ; que R^., et R^^j auront des coefficients positifs, puis Bk.» 6^ ^k^t ^^ coefficients négatifs, et ainsi de suite altemaUyemeot
SUR UN APPUI
jusqu'aux deux bouts de la poutre. La série des signes des doefficîents des R dans la formule qui donne M* présente une suite de variations jusqu'au coefficient de R^^.^ » qui est toujours négatif, une permanence de R^^ à R*; puis une suite de variations jusqu'ao'^coefficient deR.. . . .
Mj^ est généralement négatif. Le maximum de sa valeur absolue correspond donc à l'hypothèse dans laquelle on suppose chargées les travées dont les poids sont pris négativement dans la formule, et vides les autres travées ; en d'autres termes, le maximum de la valeur absolue de M* correspond à l'hypothèse dans laquelle on charge les travées n* (k — i) etn* (A) qui portent toutes deux sur l'içpui considéré, puis toutes les travées de deux en deux à partir de celles-là, c'est-àdire les travées n* (k — 3), n* {k — 5),... d'un côté de l'appui n» A, et n* (A + t), n* (Jfc+4)»--* de l'autre côté, les travées n* (A— 2).
D* (A — 4)» et n* (*+i), n" (A+3), ne recevant pas de
surcharge.
On voit du môme coup que le minimum de M, en valeur absolue, correspond à l'hypothèse inverse. Soit, par exemple, le fragment suivant de la distribution des appuis sous une poutre continue indéfinie :
Flg. 172.
A k-hl
Ic^
k^Fs
L'hypothèse qui donnera le maximum du moment fléchissant, en valeur absolue, sur l'appui n* {k) , sera représentée par le diagramme:
fif. 172.
"rA/x^/r^yA^
ZBZSBZ
f^gyyéVyyj'AVXKr^ryj'y'y'jryx^yyv
ipS2SZZaZ2jgL
et l'hypothèse correspondante au minimum par le diagramme 1
ng. 174.
'jyyyyz/yA/y/i'^
•XA<yyjyyiMAA^-
Ces deux hypothèses sont complémentaires l'une de Tautre ; si Tob additionne les deux valeurs du moment fléchissant en un même point, qui correspondent à chacune de ces deux hypothèses, on obtient la v-aleur qu'aurait le moment fléchissant en ce point, si chaque travée recevait une surcharge égale à la somme de la surcharge admise et de son poids propre.
a£GH£RCH£ DE l'iNFLUENGE DE LA CHARGE d'UNE TRAVÉE SUR LE MOMENT FLÉCHISSANT EN UN POINT QUELCONQUE DE LA POU^TRE.
183. On connaît par le théorème précédent les hypothèses qui conduisent aux maxima et aux minima des moments sur les appuis pris en valeur absolue. II reste à étudier ce qui se passe dans une travée quelconque, définie par son numéro, k.
Nous reprendrons la formule
= L- -f. -pi^a: (/» — «),
au moyen de laquelle on peut tracer la parabole des moments dans la travée considérée ; mais pour en faire l'application, nous remar* querons qu'il suffit, en appliquant le principe de la superpoation des effets des forces, de supposer successivement nulles les charges de toutes les travées moins une, et de faire la somme algébrique des moments partiels qui correspondent pour un même point donné à chacune de ces hypothèses. Ce procédé fera connaître l'influence de la charge de chaque travée sur la répartition des moments dans une travée déterminée.
Soit t le numéro de la travée qui demeure seule pesante, toutes les autres étant réduites par la pensée à avoir un poids nul. Trois cas sont à distinguer, suivant que t est inférieur, égal ou supérieur à k.
184. — 1*' CAS. t<k. — La travée dont on conserve le poids dans
DES TRAVÉES À GAUCHE. 34i
les formules qui font connaître M,^ et M|^p étant à gauche des appuis n* {k) et n* {k+}) pour lesquels on demande les moments. le terme en R, se trouvera dans la première grande parenthèse des valeurs générales de ces moments, et effaçant tous les autres R, on aura
et
Substituons dans la formule qui donne M^ét observons quejOi^ est supposé égal à zéro. Il vient pour le moment partiel correspondant à la travée n* t seule chargée :
Le moment partiel dû à la charge de la travée n*" [t) est donc représenté parles ordonnées d'une droite,qui coupe Taxe des abscisses en un point G appartenant à la travée n"" {k) -, en effet 1* équation
donné
résultat positif et moindre que 4,puisquea^^ — *«-*_i a le signe de a^^
avec une valeur absolue plus grande, et de plus, résultat indépendant
du numéro t de la travée dont on cherche l'influence ; toutes les droites
qui représentent les moments partiels dus aux poids des travées
situées à gauche de la travée n* (k) coupent donc Taxe des abscisses
en ce même point G. Par suite, le moment partiel change de signe
Fig. 175. de part et d'autre de ce point. A gauche,
^ , l il a le même signe que pour x= o, c'est-
* *"*^* à-dire le signe du produit
Tj-î -^ T«-
INFLUENCE DE LA CHiUftGE
leqad est poshif si la somme
est paire, et négatif si elle est impaire. Le moment partiel à gauche du point G est donc négatif si h — i est impair, et positif dans le cas contraire. Les signes contraires ont lieu à droite du point G. Gonvenons d'appeler travées positives relativement à un tronçon quelconque, AG, de la travée AB. les travées dont les charges donnent des moments partiels positifs dans ce tronçon. Nous pourrons résumer dans un tableau très-simple les résultats de Tanalyse du prenûer cas.
Influence des travées à gauche de l appui n^ (fc).
AC
Fig. rr..
TIONÇON AC
TKOMÇON CB
tentées potifltes.
TrtTéet négittret.
186. — 9* Gàii / >4:. — On devra coBserver encore dans les formules qui donnent M» et Ji^ le seul terme en B^ et ce terme se trouvera dans la seconde grande parenthèse ; il viendra, par un calcul tout semblable à celui qui vient d'être développé.
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L'éqniition du moment partiel représente encore une droite, qui coupe Taxe des abscisses en un point D défini par l'équation
. Tfc-f ^ + (T»-i — Tt-«) X = 0,
ce qui donne
Le résultat est positif et moindre que 4, de sorte que le point D Fig 177. appartient à la travée ABj(^;g||^peut faire
^ voir de plus qu'il est situé fiptjite le point G
^ " et le point A, ce qui vient à démontrer
l'inégalité
Supposons d'abord n impair; o^» — a^j_j et Yk_i — Yk-i ayant respectivement les signes de a^^* et de yj.i, le produit
a le signe du produit an_fc7k_i, c'est-à-dire le signe +, puisque la somme n — i des indices est paire. Donc on n'altère pas l'inégalité en en multipliant les deux membres par le produit des dénominateurs, ce qui donne
OU bien, en supprimant les terme — a,»-iY»-f commun aux deux membres :
OU enfin
«»-kY*-i — «n-*-iTk-t > 0,
jn^g^iî*^ évidente, car on a toujours
nombre positif si » est impair.
Si n est pair, il faudrait renverser l'inégalité à vérifier en même temps qu'on chasse les dénominateurs, parce que leur produit serait négatif; mais On^i serait aussi négatif, et par suite la conclusion définitive serait la même*
La position du point D est, comme celle du point C, indépendante du numéro de la travée à laquelle on attribue la charge. On peutremarquer que la distaoce DC est égale à
(««-»— a„_4_,) (Tk-t— T*-i)'
c'est-à-dire k% quotient de la division du dénominateur commun des valeurs des moments sur les appuis, par les produits des différences des deux termes des séries (a) et (y) qui correspondent aux deux appuis comprenant la travée ; le résultat est toujours positif.
Les travées à droite de l'appui n* {k'\- i) seront négatives de deux en deux par rapport au tronçon BD, à partir de la travée iV" [k + i), et positives de deux en deux par rapport au même tronçon à partir de la travée n" (A + «) ; et nous pouvons former comme il suit le tableau qui résume le second cas.
TRONÇON BD
Travées p/Ssitives.
Travées négatives.
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186. — 3* CAS. t=k. — Nous n'avons à conserver ici que le terme en R* dans les valeurs générales de M» et de M»4.i ; ce terme se trouvera dans la seconde grande parenthèse pour M*, et dans la première pour Mt_,; enfin, nous pouvons remplacer R» par sa valeur
-/?*/**; îl viendra :
™»+i — rP»* * Tz •
Le moment partiel M se compose dans la travée n* k de deux parties : Tune est donnée par les ordonnées négatives de la droite
l'autre par les ordonnées positives de la parabole
Pour X =0, on a j: = 0 et y = M^, quantité négative. M est donc négatif au point A.
Faisons ensuite
1 = AD= ^^^ h,
Tk-i — Y*-t
il viendra
TPkl\-t
et
Donc
quantité toujours positive, car y».! + y*., a le signe de yj.!, et le produit — Y^_^ vj.j est toujours positif.
•M passe donc du négatif au positif quand x passe de zéro à la valeur AD ; on prouverait de même que M passe du positif au négatif quand x passe de la valeur AC à la valeur A6. La parabole qui représente, dans la travée n** A, le moment partiel Fig. 179. correspondant à la charge de la travée
-:^ n"* A:elle:même9 coupe par conséquent l'axe des abscisses en deux points E et F, l'un compris entre A et D. Fautre entre G et B.
La travée n"" k est négative relativement aux tronçons extrêmes ÂE, FB, et positive relativement au tronçon central EF.
Ou trouvera les abscisses AF, AF, des points E et F en résolvant Téquation
ou bien
i,.,..-„^ip....---i^_+'-'i
■f Ifi-.^-'";-' +•--''''' 7 "=0.
équation du second degré qui, d'après ce qu'on vient de démontrer, a se^ deux radnes réelles, positives et moindres que 4* L'influence de la travée n"" k sur elle-même est donc représentée Fig. 180. par leur parabole aEFô, qui coupe la
droite ÀB en E et en F. M. de Alzola,
iB
dans un mémoire espagnol sur la théorie '^ des poutres droites, a fait connaître les théorèmes suivants, qui lient entre eux les quatre points E, D,
D*UNE TRAVEE SUR ELLE MÊME
bole ûEFô, det c les points de la même parabole qui correspondent aux points D et G ; cela posé :
1* Les points d ei c sont situés respectivement sur deux paraboles Adl, IcB, égales entre elles et à la première, mais passant par le milieu de la portée et par Fun des appuis;
2" Les trois points «, D, î, dune part, et les trois points ô, G, i^ d autre part sont en ligne droite.
Gonnaîssant les points G et D, il sera facile, diaprés ces théorèmes, de tracer la parabole aEFd,et de trouver par conséquent les points E et F. (Voir les démonstrations dans le supplément au livre IV.)
187. Réunissons dans un même tableau l'indication des influences positives ou négatives des charges des travées sur les cinq tronçons AE, ED, DG, CF, FB, dans lesquels nous venons de partager la travée AB.
La fig. i8i, qui fait suite à ce tableau, résume au contraire Tinfluence de la chaîne de la travée n* k sur cette même travée et les travées voisines.
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SUR CHACUN DES CINQ TRONÇONS
Pour résumer le tableau précédent, observons
(lue Jes travées { , , , . . ^ } sont toujours iieatf-
tives relativement au tronçon AE voisin de l'extrémité A ;
In* k — 2, k — 4» k — 6,... j ri' k \ sont toujours posit-
if k+i, A+4i k+6,... I tives relativement au tronçon central DC ;
qu enfin les travées < ^ • l ^ l e. \ ^°^ toujours n^-
gatives relativement au tronçon FB voisin de l'extrémité B.
Le tronçon ED smt une loi inverse du tronçon FB, et le tronçon GF une loi inverse du tronçon AE.
Les moments fléchissants totaux, négatifs près des appuis A et B, deviennent généralement positifs vers le centre de la travée, à moins qu'elle ne soit extrêmement courte par rapport aux autres, ce qui serait un vice de construction qu'on doit éviter dans la pratique. Pour tous les autres points de la portée, on ne connaît pas d'avance les signes des moments fléchissants. Dans ces conditions, on obtiendra leurs plus grandes valeurs absolues en attribuant successivement la surcharge aux travées i||||atives seules, puis aux travées positives seules ; car le moment total M en un point donné étant la somme algébrique des moments partiels afférents à toutes les charges, sa plus grande valeur absolue, dans un quelconque des tronçons, correspond à Thypothèse qui attribue la plus grande charge aux travées dont l'influence a le même signe que M, et la moindre charge aux travées qui ont une influence contraire.
188. Nous pouvons maintenant déterminer le nombre d'hypothèses à faire pour trouver les maxima des moments fléchissants en tout point de la poutre.
Considérons une travée centrale AB. Deux hypothèses, complémentaires l'une de l'autre, feront connaître les maxima dans le tronçon AE; ce sont les hypothèses qui correspondent au maximum et au minimum du moment sur l'appui A. Les mêmes hypothèses font connaître les maxima dans le tronçon GF.
NOMBRE D HYPOTHESES UTILES
Il y a de même deux hypothèses complémentaires, distinctes des , premières, à admettre à la fois pour le tronçon FB et pour le: tronçon ED.
Enfin deux hypothèses complémentaireSt distinctes des préc^ dentés, doivent être faites pour le tronçon central DC ;
En tout six hypothèses par travée centrale.
Mais sur ces six hypothèses, les quatre premières sont communes à la travée considérée et à Tune ou à l'autre des deux travées voisines ; elles appartiennent en réalité aux appuis communs. Les deux dernières s'appliquent à la fois à toutes les travées.
Soit donc n le nombre des travées, n — i est le nombre des appuis communs à deux travées successives; le nombre total d'hypothèses utiles est donc égal à 2 4-« (w — 1) = 2n.
Cette formule suppose n > 2 ; car, pour n= a» il n'y a pas de travée centrale.
Si la poutre est symétrique, ce nombre %n se réduit encore. En effet, si n est impair, les 2 (n — 1) hypothèses correspondantes au maximum et au minimum du moment sur les appuis sont toutes non symétriques : elles se réduisent donc à n — 1 hypothèses distinctes, quand on tient compte de la symétrie; il faut y ajouter les deux hypothèses qui donnent à la fois k maximum et le minimum dans le tronçon central de chaque travW, et qui, étant chacune symétrique, ne comportent pas une semblable réduction; cela fait en tout n — 1 + « = w + 1 hypothèses.
Si n est pair, parmi les 2 (n — 1) premières hypothèses, il y em a deux symétriques : ce sont celles qui sont relatives à l'appui du centre de la poutre; les autres sont non symétriques, et doivent se réduire à moitié ; enfin les deux hypothèses communes à toutes les travées sont non symétriques, et l'une n'est que la répétition de l'autre. Le nombre réduit d'hypothèses est donc égal i
ou à n + 19 comme si n était impair.
Nous verrons plus loin qu'on peut encore réduire ce nombre en introduisant une hypothèse auxiliaire.
LIMITES DES RÉACTIONS DBS APPUIS
uimcATiON d'une méthode approximatiye plus rapide.
189. Les hypothèses auxquelles nous avons été conduit par les re^ cbercbes qui précèdent correspondent à des charges discontinues. Or, il est rare que dans la pratique il y ait discontinuité dans la distribution des surcharges. Aussi certains constructeurs se contentent-ils de faire les hypothèses suivantes : ils supposent d'abord une surcharge coDtinue appliquée à toute l'étendue de la poutre, et cette suppoMtion leur fait connaître les plus grandes valeurs admissibles pour les moments fléchissants sur les appuis ; puis ils chargent successivement chaque travée k l'exclusion de toutes les autres, et ils prennent le résultat pour le maximum correspondant au moment fléchissant dans la travée. On applique au calcul de ces moments les formules apfNDûzimatives.
LIMITES DES RÉACTIONS
L'équation devient, après ces substitutions «
ip,/S+(R. + R,)^ + (R.+ RJ^ + ... + ^5î!^±^
Nous pouvons remplacer -p^ l* par sR^, et il yiendra, en multipliant par l* ,
Dans cette équation, on voit clairement que les coefficients de B^ R,, Rg, et ainsi de suite de deux en deux, sont positifs, tandis que les coefficients de R,, R^, R^... sont négatifs.
La plus grande valeur de A^ correspond -donc à la surcharge des travées de rang impair , et la moindre valeur de A, à la surcharge des travées de rang pair. Ce sont les mêmes hypothèses qui correspondent aux maxima et aux minima des moments fléchissants dans le tronçon central des travées.
191. Cherchons de même le maximum de la réaction F^ de l'appui n'» A\
Nous avons trouvé (§ 178) la formule
Nous supposerons, comme nous l'avons déjà fait pour les moments, que toutes les travées soient réduites à un poids nul, sauf la travée dont le numéro est t; nous aurons plusieurs cas à examiner, suivant que
L'examen des deux premiers cas suffit, l- Soit
DES APPUIS
Nous auroDS, en appliquant les formules ,
** ~ zT •
On a d'ailleurs dans cette hypothèse
Pi-i = 0, Pk=0,
6t la valeur partielle de F^ est
La quantité entre parenthèses a le signe de «,,.^1» ou le signe de (—!)*"**•*; le coe£Bcient en dehors de la parenthèse a le signe de
Donc la valeur partielle de Fj^ a le signe de
Si k-^t est pair, la valeur partielle de ¥j^ est n^ative, et si A — / est impair, elle est positive ; ce qui veut dire que les charges des travées n* {k — »), n" (k — 4)... soulagent l'appui n* k^ tandis que les charges des travées k — 3, k — 5, k — 7,... augmentent la pression de la poutre sur cet appui.
On en peut conclure immédiatement que les charges des travées n*A+i9 ^+3, k+5^... soulagent l'appui n* k^ tandis que les charges des travées n" A + 9, A: + 4» A + 6»«v pèsent sur cet appui.
2* Reste à examiner le cas de t = k — 1, ou de t = k. On pourrait le faire en employant les formules et en discutant les signes. Mais cette discussion, qui serait assez laborieuse» est inutile, car il
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est bien certain que la charge des travées adjacentes à Tappui n* k pèse sur cet appui, et qu'on soulage f appui, au contraire, en enlevant la charge de Tune ou de Tautre de ces travées.
Donc, en définitive, le maximum de Vu correspond à l'hypothèse dans laquelle les travées
n'Ar, n*A; + «, ffAr + 4,...
et
n'Ar — 1, n'Ar — 3, n*fc — 6,«.
sont chargées, les autres travées restant vides; le mmimum de Y^ correspond à l'hypothèse inverse ou complémentaire.
On peut remarquer que le maximum et le minimum de F^ ont lieu dans les mêmes circonstances que le maximum et le minimum de M».
RÉDUCTION DÉFINITIVE DU NOMBRE d'hYPOTHÈSES A FAIRI SUl
LA DISTRIBUTION DES SURCHARGES
192 . Nous avons reconnu que les hypothèses à faire sur la distribution des surcharges, pour déterminer les valeurs limites des moments fléchissants, sont deux à deux complémentaires, c'est-à-dire qu'à une hypothèse dans laquelle plusieurs travées sont chargées et les autres vides, correspond une hypothèse dans laquelle les premières travées restent vides, et les autres reçoivent la surcharge. Appelons p^ le poids par unité de longueur de la travée vide, pi' le poids par unité de longueur de la surcharge. Dans Tune des deux hypothèses complémentaires, la travée sera supposée avoir le poids p\ et dans l'autre le poids/? = y+y. Si Ton ajoute les deux moments fléchissants obtenus pour un point quelconque dans chacune de ces deux hypothèses, on obtiendra le moment auquel conduirait le calcul pour une charge totale égale à /> -f />', ou à ajo' -f p'\ également répartie dans toute la longueur de la poutre.
Si donc on a calculé les moments fléchissants pour une hypothèse particulière, on pourra obtenir les moments correspondants à l'hypo-
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dièse complémentaire, en retranchant les moments obtenus des moments correspondants à la charge p +p\ également répartie dans x>ute la longueur de la poutre.
Or, 2 n est le nombre d'hypothèses utiles pour une poutre non symétrique de n travées ; elles se groupent deux à deux en hypothèses complémentaires. On pourra, en appliquant la remarque précédente, calculer seulement les moments pour n hypothèses distinctes, et calculer ensuite les moments qui correspondent à l'hypothèse auxiliaire où la charge est partout égale k p-\-p\ Des soustractions donneront les moments pour les hypothèses complémentaires. Le nombre d'hypothèses distinctes est donc réduit à ti -f i.
Si la poutre est symétrique, le nombre d'hypothèses utiles est réduit à n + !• L'introduction de l'hypothèse auxiliaire p-\-p' permet de réduire encore ce nombre ; mais il y a lieu distinguer le cas de n impair, et le cas de n pair.
i* Si n est impair, le nombre n-j- 1 est pair, et les n+ i hypothèses sont complémentaires Tune de l'autre. Elles peuvent donc se réduire à moitié, pourvu qu'on ajoute l'hypothèse auxiliaire p+p'i
ce qui fait en tout — i-^ + i ou hypothèses distinctes.
2* Si n est pair, le nombre n + i est impair, et de ces w + i hypothèses il y en a une qui est symétrique de son hypothèse complémentaire ;. celle-ci ne peut donc pas être supprimée, car elle l'est déjà par la réduction due à la symétrie, de sorte que Ton ne peut réduire
à moitié que les n autres hypothèses ; il en reste donc — f- i dis-
tinctes, plus l'hypothèse auxiliaire p + /?', ce qui fait en tout - + a
hypothèses, ou —7-^.
Ces deux formules rentrent l'une dans l'autre en prenant pour le
nombre cherché le plus grand entier contenu dans , ou dans
En résumé, on trouve pour le nombre d'hypothèses à faire sur la distribution des surcharges les résultats suivants :
Poutres quelconques de n travées.
Nombre total d*hypothèses distinctes. .... â** — 1 »
Nombre d'hypothèses utiles 2n, (n>2).
Nombre réduit d'hypothèses utiles, en introduisant rhypothèse auxiliaire p + p'* • . . n + 1 « (n > S)*
Poutres symétriques de n travées.
Nombre total d'hypothèses distinctes 8*-* + 2 v * /— i.
Nombre d'hypothèses utiles n + i i (n > 2) ,
Nombre réduit d'hypothèses utiles en introduisant l'hypothèse auxiliaire p + p\ . , . « + E (rj, (n > 9).
Par exemple, une poutre de i o travées peut donner lieu à i oaS hypothèses distinctes, si elle est non symétrique, et à 627 si elle est symétrique. Ces nombreuses hypothèses peuvent être ramenées à 1 1 utiles dans le premier cas, et à 7 dans le second.
CONSTRUCTIOn OE l'ÉPURE DES MOMENTS FLÉCHISSANTS ET DES EFFORTS
TRANCHANTS
493. On représentera sur le dessin, à une échelle quelconque, les longueurs des travées successives dont se compose la poutre donnée. Si elle est symétrique, on pourra se borner à en représenter une moitié.
On prendra une échelle arbitraire pour représenter les moments fléchissants par des ordonnées verticales, et une troisième échelle pour représenter les eflbrts tranchants.
^Aprés avoir déterminé les hypothèses utiles à la construction des contours-limites, on formera les quantités P,, P,,... P^, dans chacune de ces hypothèses, d'après les poids connus des charges et les longueurs des travées.
DE L'ÉPURE
On calculera les nombres des séries (a) et (y) , qui se réduisent à une seule et même série dans le cas où la poutre est symétrique.
On appliquera les formules à la recherche des moments sur les appuis M,, M,,... M«; on pourra par exemple calculer M, et déduire les autres moments des équations (M) ; on peut aussi remplacer ce calcul par des constructions géométriques; enfin, on peut prendre arbitrairement M, , et calculer le moment d erreur e, qui sert, comme nous l'avons montré, à corriger rigoureusement la valeur arbitraire attribuée à M,.
Gonnaissaut M,, M,,... M^, on déduira des formules connues les valeurs des eiïorts tranchants aux extrémités de chaque travée, A,, B,, A,, B3,... A^, B^^.j, puis les différences A, — B,, A, — B,,..., A. — B„ ; ces différences et les efforts A, et — B^, seront les réactions des appuis.
Pour une hypothèse quelconque, la somme
Al + (A,— B,) + (A,— B,) + . . . + (A*— En) — B^+i ,
ou bien
Ai+ F^f+F, + + Fn-Bn+i,
doit être égale à la somme des poids des travées ; cette vérification ne porte pas sur le calcul des moments ; car elle réussirait en employant des moments quelconques.
On aura alors tous les éléments de la construction de l'épure.
On tracera donc les paraboles des moments fléchissants et les droites des efforts tranchants dans chacune des hypothèses exami- * nées. Puis on repliera toutes les paraboles d'un côié de Taxe des abscisses, et toutes les droites du côté opposé, pour n'avoir plus à considérer que les valeurs absolues des moments et des efforts tranchants.
L'épure étant ainsi tracée, on peut avoir à résoudre deux problèmes principaux.
194. !•' Problème. Si la poutre qu'il s'agit d'étudier a une section constante, il sera facile de déduire des résultats de l'épure la charge-
DEUX PROBLÈMES
limite à laquelle la matière est soumise. En eflfet, on déterminera facilement sur le dessin la plus grande valeur absolue M du moment fléchissant ; la section étant donnée, on pourra calculer son moment d'inertie I, et la plus grande distance v des fibres à la fibre neutre ; la plus grande pression ou tension par unité de surface sera donnée par l'équation
RI M w> Mo .
— = M, ou R = -j-
De même on pourra déterminer, par la seule inspection du dessin, la plus grande valeur absolue A de l'effort tranchant, et divisant
cette plus grande valeur par la section û, on aura la limite ^ de
l'effort tranchant moyen par unité de surface. On pourrait aussi, en appliquant la théorie que nous avons fait connaître, déterminer Jsl loi de répartition de cet effort tranchant entre les divers éléments de la section transversale.
On pourra donc déterminer avec précision si la poutre donnée a ou non la résistance nëcessadre pour supporter avec sécurité les
charges qui y sont appliquées. f
La solution de ce premier problème est rigoureuse.
195. 2* Problème. Le second problème n'offre qu'une solution approximative. Il consiste à déterminer les formes de la section, supposée variable d'un point à l'autre, de manière que les efforts développés dans la matière soient à peu près égaux en tous les points de la poutre.
.Ce problème est très-fréquent dans la pratique des travaux publics; il s'agit, par exemple, de construire un pont métallique à poutres droites continues, franchissant une rivière sur un certain nombre d'appuis, et l'on cherche quel est le meilleur emploi du métal pour assurer économiquement la résistance de l'ouvrage.
Voici la méthode que l'on suit habituellement : elle est très-âmple; mais, comme nous le verrons tout à l'heure, elle est peu rigoureuse.
La hauteur H de la poutre, comptée entre les centres de gravité
PRINCIPAUX
de la bande inférieure et de la bande supérieuFe, peut être considérée oomme une donnée de la question.
Qo réduit le moment d'inertie I de la' section à celui des deux Fit. 181. bandes A et B» gui s'exprime approximativement a par le produit
B La largeur a des tables est prise arbitrairement ; l'expression I est proportionnelle à A, seule quantité qu'on fasse varier d'une section à l'autre.
r i IV I
•i — ' Le rapport - est égal, par approximation, à abE.
On cherche à rendre constante la résistance R, laquelle est liée aux moments variables M par l'équation
' R-=Ra6H = M.
On en déduit
RaH*
Donc b doit être proportionnel à M.
* Les plus grandes valeurs absolues de M sont données par les ordonnées du contour-limite ; il suffirait donc, pour résoudre la question, de donner à b des valeurs variables proportionnelles aux ordonnées de ce contour. On ne peut pas adopter dans la pratique cette loi de variation continue ; car les tables A et B sont formées par la superposition de tôles d'égale épaisseur ; la dimension b n'est donc susceptible de recevoir qu'un nombre limité de valeurs, multiples de Tépaisseiu: commune à toutes les feuilles de tôles admises dans la construction.
Hais on peut attribuer à b des valeurs plus grandes que celles que donne l'équation
RaH'
augmenter b revient à diminuer R , de sorte que Texcès d*épai8<
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seur admis pour la table en un point de la portée n'a d'autre effet que de réduire reffort-limite développé dans le métal.
L'épure donne' les valeurs du moment H; mffis si l'on divise le
«inoment M par le bras de levier H, on aura une force, |t, qui pourra
être représentée sur l'épure par la même ordonnée que M. Il suffit pour cela de prendre une échelle des forces dont l'unité corresponde
à l'unité des moments divisée par la quantité donnée H. La force -rr
sera la pression ou la tension totale développée par la flexion dans les tables A et B.
De même, la résistance-limite R étant une quantité donnée, si l'on
divise -^ par R, on aura pour résultat la section correspondante à
cette résistance ; on pourra encore choisir une échelle des sections telle, que l'ordonnée M, prise sur l'épure, représente la section nécessaire; pour cela, il faut que l'unité de l'échelle des sections corresponde à l'unité de l'échelle des forces divisée par la quantité donnée R.
M Enfin, si l'on divise la section rj^ par la largeur a, qui est don-
HK
née, on aura pour quotient l'épaisseur b, et l'on peut encore s'arranger de telle sorte, que l'épaisseur b soit mesurée par l'ordonnée M, à Téchelle des épaisseurs. Ajoutons que l'échelle des moments étant arbitraire, on peut la choisir de manière que les épaisseurs b soient données sur l'épure en vraie grandeur.
Par exemple, supposons que, dans un projet particulier, H soit égal à 5 mètres, a à i"*,20, et que la limite de résistance R soit
fixée à 6 kilogrammes par millimètre carré, ce qui correspond à R == G 000 000 de kilogrammes par mètre carré. Si Ton veut que
les épaisseurs b soient données en vraie grandeur sur l'épure, on observera qu'une valeur d'un millimètre pour b correspond à une section de ix 1200 = 1200 millimètres carrés; que cette section, à raison de 6 kilogrammes par millimètre carré, correspond i we (oTQfi totale de 1200x6 = 7200 kilogrammes»
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et que cette force, au bout d'un bras de levier de 5 mètits, correspond à 7 s 00 X 5 = 36 000 kilogrammëtres.
Le problème sera résolu, par conséquent, en adoptant les échelles aairantes:
Échelle des moments fléchissants.
Échelle des forces totales développées dans les bandes
Échelle des sections
Échelle des épaisseurs b
i millimètre pour 36000 kilogr.
pour 7200 kilogr.
pour i 200 mill. qu.
pour 1 millimètre.
Fig. 183.
L'épure de la distribution des tôles sera ensuite tracée comme il
suit pour chaque travée. MNPQRST étant le contour-limite, on prendra, à l'échelle des épaisseurs, des quantités Aa, ai, bc^
égales à l'épaisseur commune des feuilles
de tôle, et l'on mènera parles poîntsde division des parallèles à AB; ces
droites aa', bb\ ce',... représenteront les feuillesde tôle successives;
on interrompra par des traits verticaux celles qui passeront au delà
du contour-limite; de sorte que la ligne en escalier
ff e" d" d' <f h" h'" c»^ c^ d!" d'^ c" C» 6»» 6^ c'»" C» d' eTf^f,
qui lafisse partout au-dessous d'elle le contour-limite MNPQRST, en le suivant cependant de près, donne la loi de la distribution des lAles dans les tables A et B de la section. Il y a deux tôles qui régnent dans toute l'étendue de la portée; il y en a quatre au milieu de la portée et six sur les appuis. L'aire de la ligné en escalier fait connaître le métré de la poutre réduite à ses bandes.
L'épure des efforts tranchants donne lieu à des questions toutes semblables ; seulement il faudra faire entrer dans le calcul l'âme au lieu des bandes de la poutre. Gela revient à admettre entre les par-
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ties de la poutre une sorte de division du travail. On suppose que les moments fléchissants sont équilibrés par les tables seules, et les efforts tranchants par la paroi qui les unit (^lii)* L'inconnue à déterminer est l'épaisseur de la paroi. On commencera par déduire de l'échelle des efforts tranchants l'échelle des sections de l'âme, en divisant l'effort par la résistance-limite R' ; puis on divisera la section par la hauteur de l'âme, et le quotient sera l'épaisseur^ on en déduira une échelle des épaisseurs , et l'on pourra s'arranger pour qu'elles soient représentées en vraie grandeur sur l'épure.
Si, par exemple, la hauteur de l'âme est de 4"99^ ^t la limite de résistance à l'effort tranchant de 5 kilogranmies par millimètre carré, l'épaisseur d'un millimètre correspondra à une section de 4 9^0 millimètres canâl,et à un effort tranchant de 4 9^0 x 5 = a4 7^o ^ogrammes. On prendra donc les échelles suivantes :
Échelle des efforts tranchants . . i millimètre pour 24 760 kilogr. , Échelle des sections de rame . • i — pour 4 950 milligj|v, Échelle des épaisseurs. ..... I — pourimillim.
L'épure présenterait la, disposition suivante :
Fig. 184.
MNPQ , contourlimite des efforts tranchants;
ffgg' rr^ contour représentatif de
la distribution des
efiorts de l'âme; la
résistance moyenne à l'effort tranchant sera partout infériel|j:e à R',
puisque l'épaisseur excède partout la limite indiquée par le premier
contour.
196. Voilà la méthode. Voici maintenant quelle objection on peut y faire.
Les équations fondamentales sur lesquelles repose le calcul des poutres continues sont établies dans la supposition que la poutre a une section uniforme d'un bout à l'autre de sa longueur. Lorsqu'on a construit l'épure des moments fléchissants et des efforts trancbantSt
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ét^qo'oD s'en sert pour faire varier les dimensions de la section de la pontre, de manière à serrer de près les contours-limites, la poutre ooDStruite d'après les indications de l'épure n'est pas dans les conditions de la poutre idéale soumise aux calculs; la flexion qo^elle prend suit d'autres lois, et par suite les efforts se distribuent dans
la poutre réelle d'une autre manière que celle qui a été prévue*
La méthode que nous venons d'exposer peut être considérée c^mme le premier pas d'une règle de fausse position. Pour la rendre rigovreuse, il faudrsdt chercher quelle est la distribution d'efforts correspondante à la forme attribuée à la poutre, puis corriger cette forme pour ramener les efforts aux limites assignées, et recommencer un certain nombre de fois les mêmes opérations, jusqu'à ce que les corrections fussent insignifiantes. Mais, dans ces nouveaux calculs, on aurait à traiter le problème d'une poutre de forme variable, ce qui complique singulièrement les équations (i ) • Aussi on ne cherche pas à rectifier cette erreur, et l'on se contente de la grossière approximation fournie par kt méthode que nous venons d'exposer. La faiblesse des limites R et R' permet de se contenter de cet à peu près; l'expérience a d'ailleurs montré qu'il n'y a aucun danger à suivre cette marche expéditive.
PARTAGE DU DÉBOUCHÉ TOTAL EN TRAVÉES
107. En général, on donne une même longueur aux portées centrales d'une poutre continue ; les travées de rive reçoivent une longueur un peu moindre ; le rapport de ^ , pour les portées des tra-
(1) On peut consulter sor ee sujet nn mémoire de M. Albtret, Intitulé : Étude des ptmt* méiaUiqmes à poutres droites reposant sur plus de deux appuis (Annales des ponts et cbâussées, t. XII, 1866. — Depuis, dlTers auteurs ont étudié le même sujet; nous ren-
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vées de rive comparées aux portées centrales, est très-convenable pour l'œiL Ce rapport est voisin du nombre
qui donne l'abscisse de l'un des points d'inflexion d'une poutre encastrée à ses deux extrémités (§91). Étant donnée une suite de portées égales, toutes encastrées sur leurs appuis, et toutes également chargées, on en ferait en effet une poutre continue à extrémités libres, en coupant la première et la dernière travée en leurs points d'inflexion extrêmes ; les moments fléchissants sont nuls en ces points d'inflexion, et de plus, les culées qu'on y placerait exerceraient de haut en bas un effort égal à l'effort tranchant.
Pour retrouver rigoureusement sur les appuis intermédiaires, les moments fléchissants d'une suite de poutres encastrées, il faut remarquer, comme l'a fait observer M. de Mondésir (1), que les culées doivent être tenues à uii niveau inférieur à celui des piles, d'une
»/* quantité égale à -^^7^: cette quantité représente l'ordonnée du
point d'inflexion H de la poutre AB, encastrée à ses deux extrémités A et B, et chargée d'un poids uniformément réparti par unité de longueur.
Fi?, is:;. ^ *
fl«l n''2
mTb compte, dans le siipplémenl au présent livre, des résultats obtenus dans cette voie par M. Renoust des Orgeries. M. nresse a donné, en 1871, une formule élégante, qui peut être considérée comme l'extension du théorème des trois moments aux poutres à section vorlable. M. Kleitz a publié en 1875 un mémoire sur la même question. \\ a reconnu que l'hypotlièsc de l'uniformité conduit à des valeurs trop fortes pour les moments fléchissants au centre des portées, et à des valeurs trop faibles sur les ap Mais les exemples qu'il a examinés lui ont montré que Terreur ne dépassait pas 9 p. lOO sur les appuis, et 14 p. 100 au milieu des portées. La distribution de la matière, dans rhypothèsc de l'uniformité, entraîne donc un léger excès de poids au milieu et, au contraire, sur les appuis, un Ic^er excès de tension, qui grossit au plus d'un dixième la limite de résistance; de 6 kilogrammes par millimètre carré, elle passerait à C^G, re qui n'a rien d'excessir.
(1) Ponis métailiques à poutres droites, pages 02 et suivantes.
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On trouvera dans l'ouvrage de M. de Mondésir des formules établies pour les poutres ainsi tracées, qu'il a appelées poutres équilibrées.
Cet exemple fait sentir l'influence des différences de niveau sur la distribution des moments (i). La discussion de cette influence est donnée avec beaucoup de détails par M. Bresse, dans le 3® volume de son Cours de mécanique appliquée.
On trouve aussi dans le même ouvrage la discussion de Tinfluence du rapport des travées extrêmes aux travées centrales, et Tappréciation de l'influence de la déformation des appuis.
Les épures de moments fléchissants dressées par M. Bresse, et réunies par lui dans un atlas joint au 3* volume de son Cours, pré- ' sentent en réalité deux contours-limites, formés chacun d'arcs de parabole. Le contour inférieur correspond à l'effet de la charge propre considérée seule; le contour supérieur correspond à l'effet de la surcharge. L'effet total est représenté en chaque point par la somme des ordonnées des deux contours de l'épure. Ce qui rend le travail de AL Bresse fort utile aux ingénieurs, c'est qu'il l'a fait suivre d'un formulaire analytique très- développé, qui conduit immédiatement au tracé des contours-limites pour des surcharges données,
et pour des valeurs déterminées du rapport 5 = ^ des portées cen-
traies aux portées de rive .
(1) On peut admettre, comme règle générale, que l'abaissement de Tun des appuis d'une poutre continue tend à diminuer en valeur absolue ie moment fléchissant sur cet appui, en même temps que la charge qu'il supporU; une surélévation produit des effets inverses. Du reste, rabaissement et la suréiévatlon admissibles pour un appui en parUcuiier sont essentiellement limités; car si Too descend l'appui B uu-dessous d'an certain niveau, la poutre cessera de porttr sur cet appui, et les deux travées qui ^'s* i»^* s'y rejoignaient se réuniront pour former une travée
j^ g unique AC (fig. 186). Si au contraire on élève succès-
"ZS .^- — — 2r sivement l'appui B, Il arrivera un moment où la poutre
^A abandonnera l'un des deux appuis voisins, l'appui C,
par exemple, pour franchir rintervalle total BO d'une seuje porté* (Og. 187). Ces
Fig. Ts7. conclusions seraient dilTérenies si la pou-
tre était liée aux appuis, de telle sorte ^ 2- qu'ils pussent développer des réactions
4 c D négatives.
RAPPORT DES TRAVÉES
M. de Mondésir, appliquant ses formules à un pont métallique construit sur TAllier, pour le passage du chemin de fer de Moulins à Montluçon, a mis en évidence les inconvénients que peut entraîner un trop faible rapport des travées de rive aux travées centrales. Le pont de r Allier a neuf travées symétriques; les travées centrales ont 40 mètres, et les travées de rive ont seulement iS^^aS. Le calcul démontre que, dans Thypothèse où Ton charge les travées n» 2, n* 4» n* 6 et n* 8, à T exclusion des autres, la réaction de la première culée a une valeur négative ; ce qui indique que l'extrémité de la poutre, au lieu de poser sur l'appui, tendrait à se soulever, et aurait besoin, pour réaliser l'équilibre prévu, d'être liée invariablement à la culée.
Dans une seconde édition du même ouvrage (1873, Gauthier- Villars), M. de Mondésir a donné des tableaux très-commodes des résultats obtenus ; il y a résumé le calcul des poutres équilibrées et des poutres à travées égales jusqu'à 1 2 travées.
Le rapport v = ^, ou ^ = 1.25 paraît satisfaisant à tousT les égards. D'autres Recommandent le rapport ^ = i/- = 1.2247.
COMPARAISON DE DEUX POUTRES DE MÊME LONGUEUR TOTALE ET PARTAGÉES DE LA MÊME MANIÈRE EN TRAVÉES, MAIS l'uNE CONTINUE, l'aUTRE COUPÉE SUR TOUS LES APPUIS.
198. Si l'on compare deux poutres, l'une continue, l'autre conpée sur les appuis, franchissant les mêmes portées avec les mêmes surcharges, on reconnaît en général que la poutre continue, à égalité d'efforts dans le métal, a un poids moindre que la poutre à travées indépendantes, mais que les pressions exercées sur les appuis intermédiaires^ ou sur les piles, sont moindres pour la poutre à travées indépendantes que pour la poutre continue.
199. Demi-continuité. — Une poutre peut-être continue par rapport aux surcharges, et non continue par rapport à son poids propre. Cela a lieu pour un pont métallique de plusieurs ouvertures, dont les
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travées» posées séparément sur les culées et les piles, ont été réunies ensuite par des panneaux rapportés, qui ne subissent d'efforts que 8011S Faction des surcharges.
Pour calculer les efforts développés par la surcharge, il faudrait donc supposer nul le poids propre, puis additionner algébriquement dans chaque section les efforts dus aux poids propres, lorsque les travées sont supposées coupées, aux efforts dus aux surcharges seules, lorsque les travées sont supposées continues. Les épures de M. Bresse, où Ton isole l'effet du poids propre et l'effet de la surcharge, se prêtent très-bien à ce mode de calcul dans le cas de la demi-continuité.
OBSERVATIONS DIVERSES
200. Les efforts développés dans certaines régions des travées des poutres continues s'exercent, tantôt dans un sens, tantôt en sens contraire, et cette inversion d'efforts n'est pas favorable à la résistance du métal. Gela n'a pas lieu dans les poutres coupées sur les appuis.
201. Par ces divers motifs, il y a des constructeurs qui préfèrent les travées discontinues aux poutres continues sur plusieurs appuis. Ils partagent alors en parties égales l'ouverture totale à franchir. Ils ont, il est vrai, un peu plus de matière dans les fermes, mais, par contre, ils produisent des efforts un peu moindres sur les piles, et ils sont sûrs qu'il n'y a pas de renversement dans le travail des différentes parties de la construction. Enfin les ponts à travées indépen-
s subissent sans inconvénient les petits tassements auxquels
les culées et les piles sont exposées.
Cette solution est appliquée principalement aux ponts qu'un intérêt militaire peut amener à couper un jour. Il importe en effet alors que les travées soient indépendantes, pour que la destruction de l'une n' entraine pas la chute des travées voisines.
202. On trouve des exemples de ponts métalliques de plusieurs travées coupés sur certains appuis sans l'être sur tous. Parmi les plus re-
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marquables nous citerons le pont de Dirschau, sur la Vistule (i), comprenant six travées de i Ss'^fS i , coupées sur les appuis de numéro impair ; le pont de Varsovie /sur le même fleuve, comprenant six travées de 80 mètres de portée, coupées sur les appuis de deux en deux (2); et le pont Victoria (3), sur le Saint-Laurent, à Montréal, composé de vingt-cinq travées, dont la travée centrale, longue de ioo",58, est indépendante, et les vingt-quatre autres, longues chacune de 70'",07, sont coupées sur les appuis de deux en deux, et forment douze poutres continues de deux travées, réparties symétriquement de chaque coté de la travée centrale. Cette solution mixte paraît peu recommandablo) en ce qu'elle réunit les inconvénients des travées continues et des travées discontinues Sâns avantage spécial ; elle conduit à une grande inégalité dans les eflbrts sur les piles ; elle n'économise pas beaucoup de métal dans la construction des travées ; enfin elle donne lieu à des renversements d'eflbrts dans certaines régions des poutres, quand la surcharge se déplace.
(]> Chemin de fer de TEst prussien.
(2) Ce pont n'est pas destiné jusqu'ici k porter un chemin de fer.
(3) Grand trunk Canada railway.
SliPPLÉMENT AU LIVRE IV.
203. M. de Alzola^ ingénieur espagnol, a publié en ]869, à Madrid, un irémoire sur la théorie des poutres droites (i). Nous extrayons ce qui suit de cet important travail.
I. Méthode directe de calcul des réactions des appuis quand les travées sont toutes
égales,
GoDSidérous un appui intermédiaire, portant le n" k. Nous aurons pour la réaction totale, Fkf de cet appui (§ 178),
Supposons égales les deux travées A; et A: — 1, en sorte qu'on ait lk~i = lk. il viendra, en appelant / la longueur commune aux deux travées^
Le théorèose des trois moments, appliqué aux trois appuis k — \, k, k-\-\, donne d'autre part, en divisant par /,
Cette équation permet d'éliminer la somme Mi^-t + M^+i^ et de ramener Yh à la forma oo
(1) »*A=jCf>A-I+PA)^ ^.
Cette équation ne s'applique qu'au cas où les deux travées k — 1 et k sont égales; elle suppose de plus que k est au moins égal à 2, et au plus égal au nombre n des travées de la poutre.
De l'équation (i) M. de Alzola tire une relation linéaire entre les réactions sur trois appuis consécutife^ dans le cas particulier où les deux travées interuiédiaireit, et les deux travées contiguês à ces deux-là, ont la mémo longueur.
Soient A — ?, k— 1, fc. ^+ 1» les numéros des quatre travées consécutives de Ion-
M) Teoria M cdlCMlo de las vigasrfclasj por duu Pabio de Alzola, ingeniero de caminos, cauales j puerlos (afio 1869).
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guear /; nous aarons, en appliquant la formule (1) aux appuis it*— 1, A; et A+ 1>
V ^/ . w ^M*-i. F*-i = j {Pk-i + P;t-i)' j— ;
„ 1 . i , ,, 6MAf
Ffc-1 =-(Pk+ Pk+i)i j— ;
quations qui supposent k>2 et <n. Multiplions l'équation du milieu par 4, ajoutons, et remplaçons Mik-i + 4Mjk+4MA4.i
par sa valeur — - (p^^i +p*)^- H viendra
Cette équation n'est applicable- ni à & = 2, ni à k^=n. Pour traiter ces cas particuliers, observons que l'équation (i) peut s'appliquer à la première pile et à la seconde^ ce qui donne
CM
et le théorème des trois moments, appliqué aux appuis 1, 2 et 3, donne entre M^ et Mg la relation
4M, + M,= ^î(Pi4-p,)/«.
Multipliant donc la première équation par 4, et ajoutant à la seconde, il viendra
(3) 4F, + F5=(p, + Jp, + Jps)'+j(Pi+P,)/=(^Pi + jPj + Jp8)/.
De même, considérant les appuis n*> i — i, n, n-\-\,otï aurait l'équation symétrique
(4) Fn-l+4Fn=(yPn+Y^n-l-f-^Pn-2J/. f^''
De là résulte le tableau suivant de /t — 2 équations :
F,+ 4F,+Ft= (^p,+ Hp, + ^p, + J-p») l. (S) ; F, + 4Ft+F,= (ip, + iip, + ^/)4 + J-p,)/,
F,_, + 4F,_, + F, = (j P„_, + jp^+ î^p,^! + {-P. ) ^ F,., + 4F, = (i p^, + ^P»-i + JP-) '•
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Cm n» 2 àinatlons ne contiennent ni Fi, ni Fn+i ; elles ne renfènnent que les n — i réaetions des piles. Pour déterminer les réactions de la première cnlée, appliquons Vé" qaation (l) à Tappui n*» 2; il Tient
F8=-(Pi-4-p,)/ f.
Qr Mf est la somme des moments, par rapport à l'appui n*> 2, des forces Fj et pil qui sollicitent la première travée; donc
6M, y=6Fi-3M
et enfin
(6) 6F1+F, = i (Pi + Pt) / + W = ( j-pi + J Pî) /.
De méme^ la relation symétrique nous donnera, entre les forces Fn et Fn4-u
En toôt, nous avons n équations entre n + 1 ineonnues. Mais on peut y joindre les deux équations de la statique, savoir l'équation des forces £F=£p/, et l*équation des moments, pris^ par exemple, par rapport au premier appui. La première est satisfaite d'elle-même, car si on ajoute ensemble les équations (5), (6) et (7), on trouve, dans le premier membre^ six fois la somme de toutes les réactions, et dans le second, six fois la lomma des poids des travées. La dernière équation à joindre aux équations (5), (6), (7), est donc Téquation des moments, à laquelle on donne la forme suivante en divisant par / :
F, + 2F,+3F4 + ...+^flF„«l==p,/X2-+P«/X^^-ps/XJ + ... + P«/[n-i^
= J^ [Pi + 3p,+ 6p, + ... + (2»-l)p„].
La résolution de ce système d'équations est extrêmement facile, et conduit directement à la détermination des réactions des appuis, sans passer par la recherche des moments fléchissants.
II. Propriétés de la parabole des moments qui représente, dans la travée «• k, Pinfluence de la charge de cette travée elle-même.
204. Cette parabole aE</cF6(§ 186, flg. 180) coupe la travée AB en deux points Ë et F. Soit donc
Afl = — Mj, B6 = — Mj^.^.
Les points D et C sont ceux où l'influence, sur la travée AB, des autres travées considérées seules change de signe (§§ 184 et 185). Nous avons déterminé l'ordonnée "Dt/ de la parabole pour le premier de ces points, et nous connaissons par conséquent les coordonnées de ce point d, savoir :
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De même, pour l'aotre points C, on trooTerait
Ce = lp,l,* X -^ "^^' ^^'^ + ^*-'> , AC = ^*^* .
1* Considérons en particulier le premier point d. De la formule
AD = ïtî— /.,
7*-i — T*-j •o déduit ^•
DB = /-AD = ^^ /j et DB-AD~ ï»iiL±IiL:2/.
T»-i — Yk-j Y»-i — T*-8
Prenons le milieu I de la travée; nous aurons
DB=IB+1D = AI+1D, a AD = A1 — ID.
Donc
DB-AD=ÎID,
et enfin
ID = ]^'i+tk-^ /,.
* Multiplions ID par AD, il viendra
IDxAD =- T^«(n-i+T.^.^ /^. = ^±L • 2(T*-i— Y*-î* /'*
ou autremen t
D(/ = r ;>tXlDxAD.
Sous cette forme on reconnait que D^ est rordonnéc d'une parabole à axe vertical kdl^
qui passerait par les points A et I, et qui aurait pour paramètre — , comme la parabole
des moments elle-même; l'équation de cette parabole est
y — -^Pk^ (l'*"*^)*
On trouvera le point d k l'intersection de cette parabole avec la verticale élevée ao point D.
De même le point c est à Tintersectlon de la verticale élevée au point C, avec une parabole éuale, IcB, menée par les points I et B, de manière à avoir son axe vertical.
2* Les droites aJ), bC, coupent la verticale du point I en un même point i, qui appartient à la parabole aEdicFb,
Nous avons en effet
. Aa =--M> = -- ip,^»^*-^(y_^-*--»), B6 = - M,^. = - lp,l,^ «.,J(,J, + ,,,,)^
Multiplions la première équation par i-^ ^ , la seconde par . «-*-r «n-fc-i ^^
Y*-s oin-*-l
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retnaehoos : il viendra
(I) Ag X ^*"''^^*-' = B6x «n-* + «^-^-i,
Mail des équations
1D= ^*-''^X*~»,/u er AD= ïi:il h,
on tire
Le premier membre de l'équation (1) devient par cette substitution, en changeant le signe et en divisant par 3,
quantité égale à li, à canse des triangles semblables aAD^ IDt.
On prouverait de même que le second membre repréf ente la distance du point 1 an point où la droite hC coupe la verticale li. Ces deux distances étant les mémes^ les trois droites Ii , aD, bC, concourent en un même point.
Je dis de plus que ce point appartient à la parabole adeb.
On B, en elTet,
AD _ fk-i 2Ya-,
On aurait de même »
Rempla^ns VLk et M;^4.i par leurs valeurs, et observons qu'au milieu I de la portée, le moment fléchissant M est donné par la formule
Il viendra, après ces substitutions,
et
* «n-JkY*-! «n-k-iTf*-!
= Ip^/^ FTi^-» («n-i^ -f gn-t-i) + «n-t-i (Tfc-1 4- Tfc~i) _!_ ,1
= 1 pfc V rf«n-/r-h«.-;c-t)frfc-.4-TA-tn ^ I,-.
Ces propriétés làciUteDt, comme nous l'aTOOS dit ($ 186), le tracé de la parabole oEiFb, et le partage de la travée en cioq tronçons.
FOOTRES D'iGALE I^ISTANCC POSlCSS SUR PLUSIEURS APPUIS (1).
205. Nous supposerons qa'ane poatre eontinne, posée sur plusieurs appuis de niveau, ait une même hauteur dans toute son étendue, f e sera, par exemple, une poutre à double T, dont l'épaisseur des tables^ haute et basse, varie d'un point à l'autre, sous la condition suivante : un poids p étant uniformément réparti par unité de longueur dans toute rétendue de la poutre, les pressions et tensions développées dans les fibres les plus éloignées de Taxe neutre doivent toutes être égales à une limite R donnée. Une poutre ainsi définie est un solide d'égale résistance par rapport à cette hypothèse de distribution des surcharges^ et il satisfait aux conditions indiquées dans le § 144 (seconde solution).
Nous allons chercher les moments fléchissants, et la forme prise par la fibre neutre.
Soit V la distance^ supposée constante, entre la fibre neutre et les points les plus fatigués d'une section quelconque ;
I, le moment d'inertie de la section par rapport à lliorixontale menée dans son plan par son centre de gravité. Cette quantité 1 est variable d'un point à l'autre de la portée totale;
p, le rayon de courbure en un point quelconque de la fibre neutre déformée;
É, le coefilcient d'élasticité;
M, le moment fléchissant en un point quelconque.
Nous aurons toujours la série.d'égftlltés
On déduit de là
= 5! = ÏÏ=E1^.
V p dx*'
RE . ., Er
^ = — , etparsuite * 0 = —-
Les nombres E, v, R sont constants pour toutes les sections.
Donc p est aussi constant en valeur absolue, et la forme de la fibre neutre après déformation se compose d'une série d'ares de cercle de même rayon, raccordés bout à bout. Le rayon p, dont on connaît ainsi tout de suite la valeur absolue, est d^lleurs positif ou négatif : positif, si la région comprimée de la section correspondante est audessus de la fibre neutre ; négatif, si elle est au-dessous.
Négligeant, comme à Tordinaire, (-r-) devant ruoité^, nous transformons
proximation les atcs de cercle en arcs de parabole, et l'équation difirérentielle fibre neutre devient ^
dx'* p'
le signe + devant être pris pour tous les arcs dont la convexité est tournée vers le bas, le signe — pour tous ceux qui sont convexes vers le haut. ^
Les points d'inflexion, ou de non-flexion, de la fibre moyenne sont ceux où la courbure ^
change brusquement de signe, et passe de la valeur d= - à !& valeur q: - • En général^
(i) Voir le mémoire n* SO da tome II (5* série) des Amêlet 4cs ponts et dtsmssies (IS71), par M. Renonst dei Orgi^es, ingénieur det ponts et chaaasées.
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dans une travée AB^ 11 y a deux points d'Inflexion C et D, et la fibre moyenne comprend
trois arcs de cercle : AC, décrit du point 0 comme centre avec 0A= p pour rayon ; CD', qui a pour centre le poinl (y, et enfin D'B, qui a son centre en 0".
Nous appellerons d'une manière générale, pour la travée n« k, t/j^, l'abscisse AG du premier point d'inflexion, et Vj, l'abscisse AD du second.
Nous conserverons d'ailleurs toutes les notations adoptées dans nos précédents calculs, relativement aux poutres de section constante. Nous allons yoir qu'on peut exprimer toutes les inconnues, moments fléchissants, eÎTorts tranchants, déviations angulaires de la fibre neutre, flèches prises par les divers points de la poutre, épaisseurs des tables du double T, en fonction PI» |gg^ de ces abscisses u et v.
Rechtrche des moments fléchissants et des efforts tranchants en fonction de Uk et Yk.
206. L'équation des moments fléchissants dans la travée AB est, pour une charge p^ paiement repartie,
M = Mfr -f Aax — - pfcj:'.
Les abscisses des points de non-flexion sont données en égalant M a 0 : ce sont les racines de l'équation
pk pk ~
Donc
On en déduit
Uk + Vk =
2Aa Pk
et
Ul,Vk=:~~
2Uk
Pk
' Pk
Ak=---{uk + Vk),
Le^moment fléchissant sur l'appui B, qui a \en* k-\-\, se déduit de l'équation (1) en y faisant x=zlj^; mais on peut aussi observer que la seconde des équations (2) le
fait connaître ; car si le moment en A est égal à — ^ x ACx AD, le moment en B est, par la même raison, égal à — ^xBG x BD, et on a par conséquent
Pk
Mj^j = — j- (^ - «*)(/» - Vk).
On aurait, par une transformation semblable de la première des équations (2), l'effort tranchant en B dans la travée AB ; toutefois, il y aurait lieu de changer le signe de la formule ainsi obtenue, pour tenir compte des conventions relatives aux signes des efforts tranchants. On retrouverait alors la valeur connue Ak—pktk*
Gonaidérons le moment fléclilssant sur un appui intermédiaire n* Ac-|-1. Ce moment appartient aux deux travées qui se raccordent sur cet appui ; relativement à la travée
n" k, Bltuëe A gauche, nous avons l'équation (3); relaUfenieDi A la tniTée n* Ac + 1, située à droite, nous pourrons appliquer la seconde dea équations (2), en y changeant k en ÂE + 1. Noua aurons donc alpsi
et par suite, nous avons l'équation générale
relation qui suppose seulement la distribution égale des poids p^ et pi^^ dans chacune des travées.
Équations de la fibre neutre déformée,
Les équations différentielles de la fibre neutre sont
— =— -, de x = 0 a x=i/fc (6) { ^ = +., dex=i/fcàa: = i;k,
dx* p
<5^= — -, de x = i;fc à ar=/t.
Intégrons ces équations : soit ^^^ l'angle que fait la fibre neutre avec Tborlion sur
& valeur dans les deux tronçons voisins, aux points xz=.uk et sl=.v^,
l'appui k\ Il viendra, en déterminant les constantes de manière que -r ait une même
dx
du X
-- = hIangÇj, pour le premier tronçon,
, du X "Mfc
(7) { -7^ = h tang©4, pour le second,
^ fix p p '*
du X 2(Ufc — Wfc)
-T^ = H h tang9|L, pour le troisième.
dx p p
Intégrons une seconde fois, et déterminons les constantes de telle sorte, que y soit nul pour x=:0, et que les deux tronçons qui se réunissent aux points d'inflexion aient en ces points le même y. Il viendra en défini livc
x^ y= l-xtangSj, pour le premier tronçon,
(8) / y — x-\ l-xtangÇj, pour le second,
y = 1 ar— i-a;tang9v.pour le troisième.
On déterminera tang?» en faisant x=f,, eiy=0 dans la dernière des équations (8). II viendra
(9) tangcp, = - _i + — ,-^ = ;(j-2(.,-«,)+__j.
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La troitième des équations (7), dans laquelle on ferait «=/*, donnerait de même *»ng9*-i ; on peut ainsi déduire Ung9fc-).i <*« '«"« 9*. «n changeant, dans (9), «* et Uk rcspeclifement en {ih-vk) et (/*-«»), et en ctiangcaiit le signe de la formule.
Ces deux méthodes conduisent l'une et l'autre à l'équation
Les deox travées se raccordant tangentieilement sur Tappul commun, on peut aiprimer tang^t+i de deux manières: par l'équation (10), en fonction des abscisses ut et Vu prises dans la travée précédente, et par l'équation (9), où i*on aurait changé k en A+lt en fonction des abscisses des points d'inflexion dans la travée o" A;+ 1. On a donc,
en supprimant le facteur - , Tégalité
II
Détermination des abscisses n et j dans toute la poutre.
208. Leséquations(5)et(ll)peuYentF'appliquer à tous les appuis intermédiaires. Valsant successivement dans ces équation?, ik=J, * = 2....ilf = «4-l, on obtiendra le tooleau suivant de 2«— 2 équations : dans les équatioits (6). nou« avona supprimé les neleorsp, qui sont égaox entre eux. De plus nous avons fait Mt=0 et »n=/«, puisque m extrémités libres de la poutre, posées sur les appuis, sont des pointa de nan-flexion,
f Équations (5).
^('i — ï'l) = MlVi,
(/,— i/,X/i— i;,) = w,i;j, ('s — «',)(/j— r,) = ir^t,^, «
Équations (11).
^-2y,-ttj4-
Le nombre des inconnuep, u et v, est de deux par chaque travée intermédiaire, et d'un seulement pour les travées de rive, dans Icsqufîlles on a tii = o et Vn = fn; II y a donc «n tout 2{n — 2) 4-2, ou 2w — 2 inconnues, nombre égal au nombre des équations (l2).
L.esdeux premières équations du tableau font connaître u, et v^ en fonction det'i; les deux suivantes donnent de même u^ et v^ en fonction de u^ et de v^, et, par suite, en fonction de V|. ft ainsi de suite Jusqu'aux deux dernières équations : l'une fait connaître Un en fonction de v^. L'autre doit se rqduirc à une identité, et fournit une équation qui fait connaître v^. Biais ces équations »oiit du second degré. Les valeàrs algébriques de u^4.| et r^^.| en fonction de Uk et de v^ sont donc compliquées de radicaux carrés» et le degré de l'équation finale monte de plus en plus, à mesure que le nombre n des travées est plus grand. Le problème ainsi envisagé n'est pas susceptible d'une solution algébrique générale. Il faut bien remarquer au^si que la méthode que nous avons Indiquée suppose expressément que les points d'inflexion G et D Font des points réels de la travée AD, de sorte qu'elle serait en défaut si les valeurs fournies pour uj^ et v^ étaient imaginaires, ou négatives, ou supérieures à la longueur /^ de la travée.
Une fois les u et les t; détermines pour chaque travée, on pourra connaître les moments et les elTorts tranchants sur chaqae appui par les équations (3), et tracer les paraboles des moments dans chaque travée au moyen de Téquation (1], où les coefficients sont déterminés.
Recherche de la section en chaque point de la portée, La valeur du moment d'inertie est donnée en chaque point par l'équation
Mt; ou bieq I = — , M étant pris en valeur absolue. R
La poutre étant supposée un double T de hauteur H constante^ a étant la largeur et h
Tépaisseur variable fes tables, on aura approximativement
et par suite
RHa*
L'épais^ur b^ en toute rigueur, devrait s'annuler aoi points d'inflexion pour ietqnels M:«0. B|d pratique, cette détermination n'est pas admissible ; car elle suppotèraft l'uniforinlté «baplue de la distribution des chargea, qm n*eat qu'une hypothèse trétrarement réalllée. Une inc^alité dans la distrlbutloi^dai lureliarges, en déplaçant les points d'inflexion, exigerait aux points C et D des sections capables d'une certaine résistance. On devra donc se contenter de réduire en ces points les épaisseurs 6, sans descendre aa-deasons d'une limite pratique convenable.
L.e8 équationa (9) font connailre les valeurs de tang cpi^ sur chaque appui. Ces valeurs, substituées dans (8), permettent de tracer les arcs paraboliques dont l'ensemble constitue la nouvelle forme de la fibre moyenne.
209. Appliquons cette théorie à la poutre à deux travées égales et également chargées.
A, A', A" étant les trois appuis également espacés^ on 4lra
i/j = Oj t'j = AD,
de sorte qu'en appelant / la longueur commune deikileux travées, on aura pour Téquatlon (5)
/(/ — t;i) = /tij, ou ti,4-t;i = /,
et pour l'équation (11],
équation qui se réduit à
tij— 2iit/+t;î=0; et, remplaçant u^ par /— V|, il vient en définitive
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La même théorie s'applique à la poutre d'égale résistance encastrée sur deux appuis A et B.
^ ç I) B ^*^ ^ ^^ moment d'encastrement sur les appuis A
•- • • • et B; soient C et D les points d'inflexion; on aura, en
▼ertu de l'équation (5), appliquée successivement aux Fig. 189. deux appuis,
ii=-^acxad=-Çbcxbd.
La symétrie exige qne AC=BD.
L'équation (9) doit donner tang<p = 0 au point A, et^ par conséquent,
Or et eofln
AB
— — 2CD4-CD = 0, ou bien CD = -AB.
Donc le point G est au quart, et D aux trois quarts de la portée.
Lafldche prise par la poutre an ptint C nous est donnée par la première des équt-
nous (8), en y faisant tang^ =0 et*s= - AB. Il vient donc, en prenant les flèches en
talaor absolue,
/ r* 16 _ 1 AB XR_ R/«
]r^^ .:• '— 2p ""32 Et; ""32Ev'
Le moment flédiiesant dans l'encastrement aux points A et B est
Enfin, de même qu'on déduit un ajstèaate de poutres équilibrées (§ 197^ en coupant au point d'inflexion le plus éloigné, dans les deux travées de rive, une série de poutres ^les encastrées bout à bout sur des appuis de làivean, on pourra setlahiie aux mêmes conditions avec une poutre continue d'égale résistance, en donnant attirfr^vées
de rive les ^ de la portée / des travées centrales, et en abaissant les culées de la quantité --^ au-dessoos du nivean commun des plies.
32uV
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CONDITIONS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE INTÉRIEUR
DES PIÈCES COURBES
HTTRODUCTIOIf.
210. Les pièces courbes que Ton emploie dans les constructions ont €n général un plan de symétrie dans lequel agissent les forces extérieures qui leur sont appliquées. Par exemple, les fermes en bois ou en métal d'un pont en arc de cercle sont symétriques par rapport à leur plan moyen verticri , et c'est dans ce plan que s'exercent les résultantes des actions de la pesanteur et les réactions des appuis.
La déformation de la pièce s'opère aussi dans ce plan de symétrie.
Le problème de l'équilibre intérieur et de la flexion d'une pièce courbe placée dans ces conditions, ne diifère pas essentiellement du problème de l'équilibre intérieur et de la flexion des pièces droites ; il est seulement plus compliqué. La flexion des lames élastiques a été
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étudiée» dès le siècle dernier» par les plus grands analystes. Euler le premier donna en 1744» ^ans un supplément à son célèbre ouvrage : Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gatidentes^ une classification des courbes élastiques planes» dans laquelle il fait voir que la forme d'équilibre, c'est-à-dire celle pour laquelle la courbure prise par la fibre moyenne est en tous points proportionnelle au moment fléchissant, satisfait à une condition de minimum : parmi toutes les courbes de longueur donnée AB,
qu'on peut tracer entre deux points A et B Fig. t9o. ^^^^ courbe élastique en équilibre MN, sous
^ ^ la condition de les raccorder tangentiellement avec cette courbe aux points A et B, la courbe élastique e^t celle qui rend minimum Tinté-
Jds -Y prise entre les limites A et B (1). Euler examina, dans le P
même mémoire, quelques cas de flexion de lames primitivement courbes. Lagrange donna, dans les Mémoires de BerUriy année 1769, un mémoire sur la force des ressorts plies.
La question avait été ainsi étudiée à plusieurs reprises au point de vue analytique; il restait à compléter ces recherches pour en rendre les résultats utiles aux constructeurs ; c'est ce que fit Navier dans son cours de mécanique à l'École des ponts et chaussées; le mérite de sa méthode consiste principalement dans un choix heureux de coordonnées. Son analyse laissait de côté certains termes, qui la plupart du temps sont en effet négligeables. M. Bresse a montré plus tard que l'on pouvait achever le calcul sans supprimer les termes négligés par Navier, ce qui assure une rigueur plus grande aux formules, et il a fait voir que dans certains cas particuliers, la suppression de ces termes ne serait pas sans influence sur l'exactitude pratique des résultats.
Avant de commencer l'étude de la flexion des pièces courbes, nous rappellerons les principes suivants.
(1) Cette intégrale mesare, A un facteur constant près, le travail de la flexion de \BL lame ($ 93).
COORDONNÉES PARTICULIÈRES
Fig. 191 .
Jd
211. Cne courbe plane MN est définie de grandeur et de position,
à deux constantes près, par une relation entre son rayon de courbure, p =AG, en un point A ' quelconque, et l'angle 0 de la normale AH avec un axe OY, que l'on supposera vertical, par exemple.
Traçons dans le plan de la courbe MN deux axes rectangulaires OX, OY ; je dis que l'on peut déduire de l'équation donnée p = /* (9), l'équation de la courbe MN en coordonnées rectangles X, y.
Appelons, en effet, ds l'arc infiniment petit AA', pris sur la courbe ; nous aurons ds = pc^. Mais dx = t^cosO^,
et dy = ds sin 0 ; donc
dx = pcosOdO,
. dyspsinOdO;
d'où résulte, en intégrant,
x = Xo + JpcosOdO,
y = yo + 5 p sine de.
y^^ Ces intégrations introduisent deux constantes x^^ y^, qu'on pourra
oiterminer dans chaque cas particulier, connaissant un point de la % courbft et la valeur correspondante de l'angle 0. *'■' ^ 11 serait d'ailleurs facilede faire voir, par la simple géométrie, que
relation p = / (8) définit complètement la forme et la position de la ,-, courbe MN, pourvu qu'on donne un de ses points, et la direction de •-» lâ^ngente en ce point. ^
S, au contraire, on voulait passer ocs coordonnées rectangles x
et y aux coordonnées p et 0, on appliquerait les formules connues
du calcul différentiel :
tee = ^
^^ dx'
['-mi
DÉFORMATION ÉLÉMENTAIRE
Fig. 192.
^1*2. Ces préliminaires posés, passons à la recherche de la déformation plane cl* une pièce courbe.
Soit MN une pièce courbe terminée à deux sections MM\ NN', et reposant en A et B sur deux appuis fixes. Soit AB la fibre moyenne, c'est-à-dire le lieu géométrique des centres de gravité des sections transversales. On pourra concevoir la pièce comme engendrée par le mouvement d'une figure fermée, tracée dans le plan normal à la courbe AB, et qui se déplacerait de manière que son centre de gravité coïncidât toujours avec un point de la courbe directrice. Cette figure est con- .
étante de forme et d'orientation , ou si elle change^ elle change par degrés insensibles. Nous supposerons ici qu'elle est invariable, et de plus, qu'elle est symétrique par rapport à une droite menée dans le plan du papier, pour donner à la pièce la symétrie que nous admettons par rapport à son plan moyen ; les appuis A et B sont supposés réduits chacun à un point situé à l'extrémité de la fibre moyenne, ce qui revient à regarder les pressions exercées par la pièce sur les plans MM', NN', comme uniformément réparties dans l'étendue de ces sections.
Coupons la pièce par un plan normal PQ. Les forces extérieures qui agissent sur la portion PQNN' de la pièce, sont tenues en équilibre par les forces moléculaires développées dans la sectioi^PQ. t Nous pouvons transporter toutes les forces extérieures au point G, et là, les décomposer suivant les directions rectangulaires, GG' et GC. Appelons A la somme des composantes parallèles à la section ; F, la somme des composantes perpendiculaires à la section ; M, la somme des moments des forces par rapport au point G.
Nous appellerons encore la force A e/)^ort tranchant^ la force P e/)^ort de compression (positif s'il y a réellement compression, négatif dans le cas contraire) , et le moment M moment fléchissant ou moment de rupture.
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L'effort tranchant n'a qu'une influence insensible sur la flexion delà fibre moyenne ÂB; l'effort P tend à raccourcir lesaj^éments de cette fibre» ou à les allonger; enfin M tend à en modifier la courbure. Nous admettrons, conformément à nos conventions, que M est positif s'il tend à augmenter la courbure, et qu'il est négatif s'il tend à la diminuer.
Cherchons d'abord quel sera l'effet du moment fléchissant sur la courbuk'e de la fibre neutre, en faisant abstraction de l'effort P, ou en le supposant nul.
Considérons dans l'état naturel de la pièce la section normale P Q*, infiniment voisine de la section PQ. Le point C, où se coupent les deux normales infiniment rapprochées PQ, P'Q', est le centre de courbure de la courbe AB dans la région GG'.
Afcès la déformation, nous pouvons imaginer qu'on déplace la nouvelle position du tronçon PQN , de manière que la section PQ coîûdde avec sa position primitive. La flexion n'altère pas l'angle droit des^'^tN'es avec les plans des diverses sections transversales; la section F Q' prendra donc une certaine position F'Q", et nous admettrons qpe les molécules situées à l'origine dans le plan P'Q' seront, après la déformation, dans un nouveau plan F'Q", normal à la nouvelle fibre moyenne. Cette hypothèse est identique à celle qui nous a set^i pour l'étude de la flexion des pièces droites et de la loi (ie répartition des efforts dans l'étendue des sections transversales. La normale déviée, P"Q", prolongée, va couper en G h normale voisine PQ; C est donc le nouveau centre de courbure de la fibre déformée.
La fibre mm', prise dans l'état naturel, acquiert par suite de la flexion la longueur m'm'\ et la force moléculaire développée par rallongement de cette fibre est mesurée par l'expression
Eo) X fn'm'^ _ Eu> X m'm'^
mm' "" GG' ' .
où fi> représente l'aire transversale de la fibre projetée en m; on peut, sans erreur sensible, confondre mm' avec GG', si l'épaisseur PQ de la pièce est ane petite fraction du rayon de courbure CG. En
•jC
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définitive, l'équilibre exige que l'on ait à la fois les deux équations
2à GG' = ^' 2é GG'— ^^^=^*
les sommes étant étendues à tous les éléments de la section PQ ou P'Q'.
La première équation donne
Sci)xm'm"=0,
OU bien
en observant que dans le triangle m'm"G\ m'G est proportionnel h m' m".
Cette équation est satisfaite d'elle-même, puisque le point 6 est le centre de gravité de la section P'Q*.
Reste à transformer la seconde équation.
Considérons le triangle mm'C, dont les trois côtés sont rencontrés par la droite m" G' G. Le Théorème de Camot nous donnera l'égalité :
m' m" X G'C X Cm = mmT x G' m' X CC' (i).
Remplaçons G'C par le rayon de courbure p de la fibre moyenne avant la déformation. ' *
Le facteur CC est la diiférence p — p' des rayons de courbure avant et après la déformation.
Le facteur G m est égal à la somme p'+ Gm ou à p'+ G'm'; et Ton peut négliger Gw! vis-à-vis de p', à cause des petites dimensions transversales attribuées à la pièce. On remplacera donc Gm par p'.
On peut de même remplacer mrn!' par mm! -Y m^ nil\ ou par
(1) Le Théorème de Camot, connu aussi sous le nom de Théorème de Ptolémée, consiste en ce que, quand les trois côtés d'un triangle ABC sont coupés par une transversale droite abc, le produit des trois segments qui n*ont aucune extrémité commune est égal an produit des trois autres :
A6 X Ca X Bc = Ac X C6 X Bo.
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GG' + m'm", et négliger ni ni* vis-à-vis de GG'; car rallongement relatif -777^- est nécessairement très-petit. Introdaisoi^dans l'équation toutes ces simplifications , il viendra
GG' pxp' \p' p/'
Multiplions par Eco x m' 6', et faisons la somme pour tousies él6«* ments de la'isection PQ; nous aurons, en définitive,
La somme ^((oxG'm'*) est le moment d'inertie I de la section, par rapport à une droite menée dans son plan par son centre de gravité perpendiculairement au plan de symétrie.
Nous trouvons donc l'équation
El
L'équation de la flexion des poutres droites était
A la courbure - prise par la poutre droite , il faut simplement , pour passer à l'équation des pièces courbes, substituer X augmentation de courbure, -, , prise par la pièce courbe. Cette règle a été
indiquée pour la première fois par Euler.
Nous avons supposé Tefiort P égal à zéro. Si cet effort n'est pas nul, il a pour effet de déplacer le plan P"Q" parallèlement à luimême; mais ce déplacement du plan P'Q" n'entraîne jamais pour le point C qu'un déplacement insignifiant; l'incertitude qui règne sur la valeur du nombre E ne permet pas d'ailleurs de l'évaluer avec exactitude. La démonstration est tout à fait semblable à celle que
nous avons donnée en traitant le problème de la flexion des pièces droites sollicitées par des forces obliques (§116). .*_
Nous verrons cependant que la forc^P pei^ modii)^r Xnw^ manière appréciable la forme de la pièce fléchie, pai^«félleV.ffi(% longueur de l'élément GG'. *^
213. Pour avoir la répartition des pressions danai la section PQ, on observera que la force P, appliquée au centre de gravité G, perpendiculairement à la section , donne partout une pression uniforme
de Y) P^"' ""^^^ ^® surface (§ 34). Le moment fléchissant M pro-
duit, en tout point situé à la distance Gm' = v de la fibre moyenne, une pression par îinilé de sni-race éj^ale à
Mais
Donc
comme dans une poutre droite, et par suite
Ajoutant les pressions partielles dues à la force P et au couple M« il vient pour la pression totale
formule tout« semblable à celle des poutres droites sollicitées par des forces obliques.
Pour que cette formule soit vraie, il faut regarder R comme positif quand il représente une compression, et comme négatif quand il représente une extension ; v est compté comme positif au-dessous de la fibre neutre, et comme négatif au-dessus.
ÉQUATION DE LA FIDRË MOYENNE
Bt-CHERCHE DE L'ÉQUâTIGN DE LA FIBBE ftlOYENNE DÉFORMÉE.
2] A. L'équation
El
représente, dans un système particulier de coordonnées, la forme de la fibreuDtf^tre. Il faut ramener cette équation à une relation entre les cdâpw rectangles x et y. On voit que, le rayon de courbure entrant^ans l'équation (i), la relation générale entre a: et y qui s en déduit devra contenir deux constantes arbitraires.
Le moment M est exprimé en fonction de a: et de y , et Ton peut se borner à le prendre dans l'état naturel de la pièce, à cause de la petitesse des déformations. Nous admettrons donc que le moment M n'est pas sensiblement altéré par les déformations produites. Nous avons opéré de même dans la pIUDart des problèmes examinés précédemment.
Appelons x^ y, les coordonnées d'un point de la fibre neutre dans l'état naturel; x!^ y' les coordonnées du même point, après la déformation.
Les différentielles dx^ dy^ ds^ prises dans l'état naturel, se changeront en doé^ dtj ^ dsl après la flexion.
Appelons encore 6 l'angle du plan PQ, normal à la courbe au point
(or, y), avec l'axe fixe YO; cet angle étant mesuré dans l'état primitif de la pièce.
^ représentera l'angle de la position nouvelle prise par le plan PQ, par suite de la flexion, avec le même axe YO.
11 résulte de ces notations que le rayon de courbure p, avant la flexion, est égal
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ds ds
au rapport -j= , tandis qu'après la flexion il est égal au nypport -^,,
La simplification admise par Navier consiste à regarder ds et d^l comme égaux entre eux ; ce qui revient à négliger le raccourcissement produit sur la fibre moyenne par les efforts P normaux aux sections transversales, hypothèse déjà admise pour établir l'équation (i).
Nous avons donc
D'où résulte, en intégrant, l'expression suivante
(3) v-eziz J |jd* + (0'.-e.).
L'intégrale indiquée a un sens parfaitement précis ; car M peut s'exprimer en fonction de s^ et le second membre représente une quadratme, prise entre l'extrémité A de la pièce et un point quelconque, le long de la courbe moyenne non déforiùée AB. Le premier membre donne la quantité angulaire dont chaque section normale bascule pour passer de sa première à sa dernière position. La constante (O'o — 8J est la variation de l'inclinaison de la tangente à l'extrémité définie par l'arc 5^, c'est-à-dire au point A.
215. Nous allons déduire de l'éqyAtion (2) les différences ai — a?, }/ — y, c'est-à-dire les déplacements parallèles aux axes des différents points de la fibre moyenne. Pour cela, observons que l'on a approximativement
CO8 6' = ces 6 — (ô' — 6) sin 6, sin 6' = sin e + (0' — 6) ces 6.
Ces formules sont suffisamment exactes, quand la différence ^ — 0 est très-petite, ce que l'on sut)pose ici. Mais
dx* dx
.s. A' _ ^y' .in n — ^y
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Navier« conformément h la simplification déjà mentionnée, continuait à confondre dsf avec ds. M. Bresse a niontré qu'on pouvait tenir compte cette fois de la variation de longueur des éléments de la fibre moyenne (i). La force P produit sur la longueur ds un raccourcis-
Vds sèment égal à r— ; nous sommes convenus de regarder comme positives les forces P quand elles compriment les fibres ; la fibre ds acquerra donc» par suite de la compression» une longueur ds^ donnée par l'équation :
Nous supposerons, de plus, avec M. Bresse, que la température ait varié d*un nombre t de degrés depuis la pose de Tare; a étant le coefficient de dilatation linéaire de la matière dont se compose la pièce, Télément de Tare devra encore être multiplié approximativement par le binôme {i +cf.x).
De sorte qu'en définitive on a
ds' = ds{i^^){i-^<^).
Introduisons cette expression de ds' dans les équations (5) , puis remplaçons dans (4) les cosinus et sinus par leurs valeurs données par les équations (5) ; nous aurons, en multipliant par (&',
dy'=dy (i - ^) (1 + «) + (e'-e)(ix (i " ^) (1 + «).
ou bien a) ix' = (i-(e'-e) g) (i - 1^) (1 + «T)cte
dy'= (i+(0'-6) I) (i - ^) (1 + ^)dy.
Les équations (7) peuvent se simplifier, en observant que les trois
(1) Becherches analytiques sur la flexion et la résistance des pièces cawrbes. Mallet- Bachelier, 1851.
39i INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE
binômes entre parenthèses ont pour premier terme Tunité, et que les seconds termes sont, avec le signe -f ou le signe — , des nombi*e3 très-petits en valeur absolue; on a donc avec une grande approximation, en supprimant les produits des seconds termes,
et par suite, retranchant Tunité, il vient
(8) dj' — <ix = — (y— 6% — ^dx+ «irfx,
(9) dy'-dy=: + (e'_6)dx— ^dy + atdy.
L'équation (3j nous a donné V — 0 par une quadrature ; cette équation contient une constante arbitraire (V^ — 0 J ; substituant dans les équations (8) et (g), on trouvera, par de nouvelles quafj^ures» les valeurs de af — x et j/ — y : zV-
(10) «'-«x=- J(0'-6)dy- J^dx+J]«<ix,
sans nouvelles constantes arbitraires, car 5 == 5^ correspond à l'extrémité de la pièce , c'est-à-dire à l'un des appuis A, où les coordonnées sont supposées invariables.
Navier obtenait seulement le premier terme du second membre de ces deux équations. C'est le terme qui correspond à la flexion. Le second correspond aux variations de longueur de la fibre moyenne ; le troisième, aux variations de la température. La somme de ces termes indique que ces petits eflets partiels se composent algébriquement pour former l'eflet total. Le principe de la superposition des eflets des forces aurait pu conduire directement à poser les équations ( i o) et ( 1 1 ) . ^
DE LA FIBRE MOYENNE. 39J
Ces équations renferment la constante introduite par l'intégi^tion dans l'équation (5) ; cette constante est généralement inconnue. De plus, on doit regarder comme inconnue l'une des composantes de la réaction de l'un des appuis. En effet, décomposons les réactions des appuis A et B en deux composantes, l'une horizontale, l'autre verticale. L'équilibre extérieur de la pièce exige trois équations, qui sont fournies par la statique ; trois des composantes peuvent donc s'exprimer en fonction de la quatrième, qui restera dans les questions, et entrera dans l'expression du moment M et de la force P. Il y a, eni ' résumé, deux inconouetà-déterminer.
On les déterminera au moyen des équations (lo) et (ii), en exprimant que la courbe après la déformation passe encore par son second appui fixe B. Si l'on fait s égal à sa plus grande valeur AB » on devra donc trouver
«'— x = o et y'— y = 0.
FORMULES USUELLES. — TABLES DE M. BRESSE
21 fî. Nous avons trouvé dans le chapitre précédent les équations :
Uds
El
flO) (11)
y' — y = + ^] (0 — Û)(fa:— y^ ^dy + ^ «t/y.
39 k DÉTERMINATION
La constante ^, introduite par l'intégration dans l'équation (3), est égale à la variation, tf^ — 0^, de Tangle 9 correspondant à l'extrémité de la poutre, ou à ^ = 5^. Cette constante se retrouve dans les deux équations (lo) et (ii). Les intégrales J (0' — 6) rfy, S (tf — 6)(ir sont des intégrales doubles ; car il faut y remplacer 0' — 0 par sa valeur déduite de l'équation (3) » laquelle est donnée par une intégrale
\ -|^. Mais l'intégration par parties permet de ramener ces inté-
ii^rales doubles à des intégrales simples.
Outre cette constante ^, il y a à détenniner»^une force inconnue,
savoir Tune des composantes de la réaction mit un des deux appuis.
Soit AGB la fibre moyenne d'une pièce courbe contenue dans le
Fiff. m. plan vertical et posée en A et B sur deux
appuis invariables. Les forces appliquées à l'arc ACB sont données de grandeur et de position; elles sont toutes dirigées dans le plan de la figure.
Les réactions des points A et B sont inconnues : mais on peut les décomposer chacune suivant deux directions, l'une verticale, l'autre horizontale. Appelons V, V les composantes verticales, Q, Q' les composantes horizontales.
Soit X la somme des composantes des forces données projetées sur l'horizontale; Y, la somme de leurs composantes projetées sur la verticale, et pi^ la somme des moments de ces forces par rapport au point A; la statique nous fomnit entre les quatre forces inconnues les trois relations
Y — V-V'=0, J*i — V/+Qm = 0.
Les longueurs /et m représentent, dans la dernière équation, les bras de levier des forces V et Q par rapport au pomt A, ou les coordonnées du point B par rapport à deux axes, l'un horizontal, l'autre vertical, menés par le même point.
DES CONSTANTES
Ces équations permettent d'exprimer trois des quatre inconnues en fonction de la quatrième, qui restera seule en évidence dans l'expression du moment fléchissant M et de la force de compression P. Il y a donc fD définitive deux inconnues à détapniner : la constante K^t rùflé des quatre forces V, V; Q, Q'; ces deux inconnues entrerom au premier degré dans les équations (lo) et (ii), et on les déterminera en exprimant que le second appui B de la pièce ^conserve, après la déformation, la position qu'il occupait avant, ce qui annule à la fois les deux différences x' — a:, j/ — y.
217 • On peut introduire explicitement dans les équations les composantes V et Q de la réaction de l'un B des appuis. Soient en effet x^^y^ les coordonnées du point B; a?, y désigneront p. j^g toujours les coordonnées du point M
dans Tétat naturel, et 6 l'angle de la tangente MT avec l'axe des x; enfin ;jl sera le moment par rapport à M des forces extérieures appliquées sur l'arc MB, et N la somme des composantes de ces mêmes forces projetées sur la tangente MT.
Nous aurons pour le moment fléchissant au point M
M = f* + Q(yi-y)-V(xi-x), et pour la pression exercée tangentîellement à l'arc au même point,
p = N+ûcos8 + Vsine;
t/i — y 9 ^1 — ^» |A etN sont des fonctions connues de l'angle 6; Q et V sont des constantes inconnues» mais on peut exprimer Y en fonction de Q, par l'équation
qui donne
La substitution de cette valeur donnera pour M et P des expressions de la forme :
U — a + bQ,
OÙ a, b, d^ d'%|lfirésentent des fondions connues dju^anglét, et lear équations (3) (Wj et (i i) oeviendront : r^ ^'\;j
Posons, pour simplifier récriture,
XËr=^' 3..^"^' J..W=^»
J./EÛ -"' J.."ÊÛ -^» 3.^ Eu -'•
et convenons de représenter par les mêmes lettres avec l'indice i, les valeurs prises par ces fonctions quand on étend les quadratures à l'arc total AB, ou quand on fait s=:s^. Observons de plus que
sont égaux
ou à
\ ordx et \ fxzdy 9x\ dx et «tV dify
«T(x— xo) «t «(y— yo)-
Les intégrales S^dij ou \^dx donnent des résultats analogues. Nous pourrons donc poser
îC — ap = — r Ady — Q Ij* Brfy — P(y — yo) — C — QD + «(ar— x^), y'-.y = +Ç* Adx+Or Bdx + P(x— x.) — E-QF + aT(y— y.).
DES CONSTANTES
et faisant s=5j, ce qui rend nulles les dilTérences a! — a? et y' — y, il vient pour déterminer Q et ^ les deax équations du premier degré
OfCl' Bdx - F,) +?(«,— ij = — «(y,— y,— r* Adx+ E,.
ARCS SYM&TRTQUES ET STMÉTRIQUEIICirr JVABGÊS.
Dans la plèpart des applications» l'arc que Ton veufl ^se sur deux appuis de niveau» A et B, et est Jf métrique {iair rapport à la verticale OY menée à égale distance des àâ^. Les équations se simplifient alors notablement, surtout si tenDrces appliquées à la pièce sont aussi distribuées symétriqueniéil^g^ rapport à la même droite OY.
Supposons donc une poutre A6, symétrique et s^pétriquement
chargée» par rapport à \f, verticale OY menée à égale distance des appuis A et 6. Nous pourrons nous borner à considérer la moitié CB de la pièce. Les forces V et V seront égales, comme aussi les forces Q, (y ; donc on pourra déterminer les forces V par Téquation :
Fig. 197.
qui se réduit alors à
av = Y.
Au lieu de prendre les intégrales à partir de la limite s^ » qui correspond à l'extrémité A de la pièce, on pourra les faire commencer au [ point C ; et comme la pièce est symétrique et symétriquement chargée, on sera sûr qu'il n'y aura pas de constante à ajouter à Téqua-
ARC STMETRIQUB.^
tion (3) ; car la tangente au point le plus haut de Tare doit rester horizontale malgré la déformation. v^ ^
Appliquons cette méthode à un arc de cercle ACB
sollicité par deux forces verti- '^ cales égales à n, appliquées en deux points D, D', symétriquement placés par lapport à ll^rticale CO. '^
Soit 0 le centre, et OG = OB = p, le rayon de Tare de cercle ACB.
La composante verticale dç réaction de Tappui B sera h lî : la composante horizon!
paint D, où
krc«GB un point E, compris entre le point G et le ;ndu le poids n. L'angle GOE sera ce que nous 's^jtl^ CODy qui correspond au point D, est une valeur particulière de 6, que nous désignerons par la notation 6, ; enfin représentons par <p l'angle total GOB. Les angles 6^^ et ç sont des données, tandis que 0 est un angle variable. Formons pour l^oint E les valeurs du moment M et de la force P. Le moment M se compose du moment positif de la force Q, et du moment négatif du couple (D, — D) ; ce qui donne
M = Qp{cos 6 — CCS 9) — np(sin 9 — sin OJ.
La force P s'obtient en projetant sur la tangente en E la force Q et le couple n et — D. Le couple ne donnant rien en proje<;tion, il reste seulement la projection de la force Q sur la droite ET, laquelle fait avec la direction BI de la force Q un angle égal à GOE ou à 0. Donc
P == Q CCS 0.
Ges équations ont lieu pour tout point E compris entre le point G et le point D^ c'est-à-dire pour toutes valeurs de Q comprises entre o et 6j.
ET SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉ. 3M
Au delà du point D, les valeurs de M ei de P changent* et l'on a« pour 9 > 6j et < f ,
f M = Qp(co8 6 — cos 9) — np(8În 9 — sîn 6),
P = Q cos e + n sin e. j^
L'expression de M substituée dans (3) permet de déterminer la variation de l'angle 8. ^ . >.iV
Pour cela remplaçons, sous le signe sommes ds par pt/O, et faison^ ^(^'^
l'intégrale \— ^7 — entre les limites o et 0; il y aura deux cas à dis«
tinguer, suivant que la limite supérieure 6 de l'intégration est înfé- t Heure ou supérieure à la valeur 6,, pour laquelle le moment M , change d'expression analytique. V,
On aura d'abord entre o et 0^, en laissant décote les factçu»
constants =^, ,. >
El J^-i:^^
\ Mda = ûp \ (cos 6dô — ÇO8 çdO) — IIp yiêin ^ — sin 6 JdO,
ou bien
,Jb^ \ MdO = Qpfsin 0 —6 cos 9) — npO(8in 9 — sin OJ.
Au delà, c'est-à-dire pour 6 compris entre 6, et y, l'intégrale doit se décomposer en deux parties :
C^Md8= C^*Mde-f Ç*Mde.
Jo Jo JOj
La première partie n'est autre chose que la valeur de l'intégrale précédente, quand on y fait 6= 0,. La seconde donne
Qp \ (cos Odô — cos çd6) — Hp \ (sin çdO — sin OdÔ).
Jo, Je^
400 ARC STMÉTRIQUB
L'intégrale générale est
Qp (8În e — 0 cos f ) — np(6 sin f + C08 6)1
si l'on y faut 0 = 0., elle devient
i; Op (sin e, — Oj C08 f) — np(ej sin f + C08 6j),
^ •;■ -^t il faut retraachbr cette fonction de l'intégrale générale; on aura ^ * *' donc, pour 0 > 6, ,
^ f* MdO as 0{<8in Oi — e^ ces ?) — HpOiCsin f — 8În 6,),
— Ûi^sin e, — 0j C08 •) + npCOj sin ç + C08 Oj) + Qp(8in • — 6 C08 ç) — np(e sin ç 4- ces 0)
jce qtiî se réduit, en définitive, à l'expression
4> V Md6 = np(cos 01 + 0| 8În OJ + Qp(sin 0 — 6 ces ?) — np(0 sin ç + cos •).
Les valeurs des Intégrales obtenues doivent être, multipliées par jfaoteur^ que nous avons laissé 'ée côté tout à l'heure, et nous
pour valeur ^^ la déviation angulaire dei normales, V — 0 •
•'-e=|^(sinô-0cos9)-^(8!n>-8in6J ^
pour toutes valeurs de 0 comprises entre o et 0, , et
•' — 0 = ^1- (sine — e cos <p) + -^(cosei + 9,8inOi — esînf-.C08 6)
pour toutes les valeurs de 0 comprises entre e, et f.
ET S
IQUEMENT CHARGÉ.
Fig. m.
Si Ton fait &r=o dans la première de ces équations, on a V — 0=o,
parce qu'au point C, à cause de la symétrie, l'arc s'élève ou s'abaisse sans éprouver de déviation angulaire ; et si l'on fait 0 = 6, dans les deux formules , elles donnent la même valeur pour 6 — tf , ce qui doit être, puisque les deux tronçons de la pièce doivent, après comme avant la déformation, se raccorder tangentiellement au point D.
Il faut maintenant chercher la poussée horizontale Q; pour cela, nous calculerons sf — x au moyen de l'équation (lo), en y remplaçant
rfy, ou E'E", par psinOrfû, et dx, ou EE', par pcos6rf6^ de sorte
qu'il' viendra
z' — x = — p y (6' — 6) sin Odô - p 1^ =^ cosOdO + p \^«t ces Ode.
Nous n'avons pas de constante à ajouter, parce que, bien que l'origine C des intégrales ne soit pas fixe, nous savons qu'elle se déplace le long de l'axe GY, ce qui n'altère pas l'a; du point de départ.
Il faudra, comme précédemment, distinguer deux cas : celui de ft<8,, et celui de 8 > 6,.
Dans les deux cas, le terme p \ axcosOr/O qui correspond à la
variation de température, donne pour résultat paTsinO. Le calcul est ramené aux quadratures suivantes : !• Poure<e,,
" eT 1 ^^^^ 6 — 0 cos 9) sin OdO -f -rj \ 6 (sin 9 — sin 6j) sin OdO
Op r«
— -^ \ ces' OdO -f paT sin 0.
Si, dans cette expression, on fait 0 = 6,, on aura pour af — x une certaine valeur 6, qui sera la valeur de passage du premier au second tronçon; de sorte que l'intégrale relative à ce second tronçon doit donner cette même valeur 6^ pour 6 = 9^.
iOÎ ARC SYMÉTRIQlSs
2" Pour 8 > 61 et < (p, on aura donc :
QpSfO
«* — X = — ^ \ (sin e — 6 cos <p) 6in OcW
iip'fe -*
"" eT 1 '^®® ^* "^ ^* "° 6j — e sin 9 — co86)sin M9
-|£5;co8.6do-gjsineco8ede^
+ fax sin 6 + 81 — par sin 6, .
Toutes les intégrations indiquées peuvent se faire facilement^ et donnent la valeur générale de a/ — x pour un point quelconque de l'arc CB. On remarquera que, dans ces formules, l'inconnue Q entre au premier degré. Si dans la seconde formule on fait 8 = ç, on devra trouver la variation a! — x correspondante au point B qui est apposé fixe. On égalera donc cette variation à zéro, et l'on aura une équation du premier degré qui donnera la poussée horizontale Q.
Le calcul est long, mais il ne présente aucune difficulté; nous nous bornerons à cette indication, en renvoyant à l'ouvrage de M. Bresse pour le développement des opérations.
Connaissant la poussée Q, on aura toutes les forces qui agissent sur l'arc donné; on pourra donc calculer numériquement les valeurs des efforts A, P, et du couple M; et par suite déterminer en chaque point la charge supportée par la matière, ce qui est le point le plus intéressant pour le constructeur.
220. La même méthode est applicable au cas où Tare serait sollicité par deux forces horizontales H, H' égales, contraires, et appliquées en deux points D, D', symétriques l'un de l'autre. On pourra donc touj,. ^^ jours trouver les valeurs de la poussée Q,
r dans Je cas d'un arc symétrique et symé-
^^_.çl_^^^ triquement chargé; car il suffit de dé-
""u"" \B composer les charges, quelles qu'en soient les directions, en deux composantes, l'une verticale, D, l'autre horizontale H ; ces composantes seront deux à deux groupées symétriquement , et si Ton calcule, [)ar les formules convenables, les poussées partielles dues
SOUMIS A DES ACTIONS HORIZONTALES
à chaque groupe de deux forces n, et les pousséeit partielles dues à chaque groupe de deux forces H, la poussée totale s'obtiendra en faisant la somme algébrique des poussées partielles ainsi obtenues. Il est bien entendu que le termç relatif à la variation de température ne doit figurer qu'une fois dans cette suite d'ojtërations.
Nous n'ayons pas fait usage de Téquation qui donne la variation y — y' ; ^^^^ équation nous ferait connaître la variation de la flèche de l'arc, ou l'abaissement positif ou négatif du point G.
ARCS SYMÊTBIQUES NON SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉS
Fig. SOI.
221. Supposons que la symétrie existe dans l'arc, msus non dans la répartition des charges ; alors la méthode que nous venons d'esquisser ne semble plus applicable. On peut cependant y ramener le problème.
Soit F une force appliquée en un point D ; appelons Q la poussée
horizontale au point B , (^ la poussée horizontale au point A, qui résultent de l'action de cette force. A cause de la nonsymétrie, ces deux'J)oussées seront généralement diiftrentes.
Imaginons qu'au point D\ symétrique de D, on applique une force F, égale à F et dirigée symétriquement ; cette force F développera au point B une poussée horizontale égale à Q', et au point A une poussée égale à Q.
L'ensemble symétrique des forces F et F agissant simultanément produira donc en A et B deux poussées égales à la somme Q + 0^9 et les formules des charges symétriques nous font connaître par suite cette force Q -}- (y.
Mais la statique nous donne la différence entre Q et Q'; en effet, projetons la force F sur l'axe AB et soit X sa projection ; nous aurons l'équation
404 ARC SYMÉTRIQUE NON SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉ. Donc
On connaît donc la différence (^ — Q, et la somme Q + Q^ ; et par suite il est aisé de calculer Q et (y*
FORMULES APPBOXIIIATITES DONNANT LA TALEUB DI LA POUSSÉE HORJZONTALE DANS LES CAS LES PLUS USUELS.
222. On trouvera, dans l'ouvrage de M. Bresse, une étude analytique complète des problèmes dont nous nous bornons ici à indiquer la solution. Après avoir obtenu les formules exactes, M. Bresse les a réduites à des formes simples et d'une facile application ; il a en* suite construit des tables numériques qui dispensent de recourir aux formules. Nous allons résuoder les pkiDcipaux résultats obtenus dans cette partie de son travail.
L'arc ACB est un arc de cercle dont le centre est au point 0. Les
deux appuis A et B sont de niveau. Les ' données de la question sont :
Flg. 202.
la corde AB = 2 a, i la flèche IG = f.
On en déduit le rayon OC=OA=OB=p.
L'angle GOB, moitié de l'angle au centre correspondant à l'arc entier, éBtf' représenté par la lettre op.
223. — !•' Cas. — L'arc est sollicité par un poids unique II, donné de grandeur, et appliqué en un point E , défini par l'angle COE = 6^.
On demande quelle poussée horizontale Q le poids n considéré seul produit sur l'appui B ou sur l'appui A ; ces deux poussées sont égales, car leur différence est égale c^ la composante horizontale de la force n, laquelle est nulle, puisque cette force est verticale.
i-2f cos'? — 3sm9C089 + -|8in*?(9 + 8in®co
. La quantité r est le rayon de giration de la section transversale
de l'arc; en d'autres termes r' = — .
224. — 2* Cas. — Poussée Q et Q' produite^ aux points A et B, Fig. i03. P^^ ^^^ force horizontale S appliquée en E
à rarckCAi
C'OE =5^ e^.
^ On calculera les poussées Q et (^ par les formules :
Q + Q' = Qi,
Qj est la poussée correspondante à un groupe symétrique de deux forces égales à S, appliquées aux points E et E'. On trouve (2) pour Q, la valeur suivante
iOi—iejSinDiCOseï— sine,cos<p+6iCO8ejCO89 + 2^8in«9(0,+^n0iCO8ej
9 + 2<p ces* 9 — 3 sin 9 ces 9 + -|- sin* 9(9 + sin 9 ces 9)
225. — 3* Cas. — Poussée due à un, changement de température. Cette poussée est d'autant plus importante que l'arc est plus surbaissé (3).
2EÛaTsin*9 -?
9 + 29 cos*9 — 3 sin 9 C0S9 + -5 sin'9(9 + sin 9COS9)
(1) Recherches analytiques sur la flexion et la résistance des pièces courbes^ cha^ pitre IV, i>age 160, formule (13;.
(2) llnd. page 161^ formule (14).
(3) Ihid. page 163, formule (16). Au lieu du produit Eu, M. Bresse introduit dans la formule une lettrée qui représente la somme lEca, étendue à tous les éléments de la section, pour comprendre le cas où l'élasticité Yarierait d'un point à l'autre.
FORMULES ET TABLES
a est le coeffioi^t de dilatation, x le nombre de degrés qui mesure la variation dé température, E est le coefficient d'élasticité. La même formule s'applique à toute autre variation de longueur de la pièce, produite, par exemple, par le calage ; il suffirait d'y remplacer le produit aT par l'allongement relatif de la fibre moyenne.
226. — 4* Cas. — Poussée due à une charge continue^ répartie uniformément suivant la longueur de F arc (i)*
Soit p le poids appliqué à l'unité de longueur de la fibre moyenne. La poussée correspondante Q sera donnée par la formule
T-— çcos*?— ®8in9C089.+ j— J^co8o--5-,8in«9(8in«?— 5+5— ^cosf)
0) Q=2ppçt_i LJ ^ îLJLl
^ + 2ç C08' © — 3 sin 9 ces ç + "î sin* 9(9 + sin 9 cosf]
227. — 8* Cas. — Poussée produite par une charge également répartie en projection horizontale (»)•
j9, poids également réparti.
-î + ^sin«9 + i^C089--i98in9C089-|g8În*y
W û= 2po pi \ .
9 + 29 008* 9 — 3 sin 9 cos 9 + -7 sin' 9(9 + 8in 9 ces 9)
228* M. Bresse a repris ces diverses formules, ^our les réduire à une forme pratique; le § III du chapitre iv de ses Recherches analytigues est consacré à ces réductions, dont nous ne pouvons ici que faire connaître les résultats définitifs.
Formule [a) .
La formule {a) , relative à la poussée due à un poids isolé, peut se mettre sous la forme : '
Q=njx ^,
(1) Recherches analytiques sur la flexion et la résistance des pièces cotirbe#, eha* pitre iT, p. 167, formule (17).
(3) Ibid, p. 168, formule (18).
DE M. BRESSE
en posant
A = i (sin* 9 — 8În* 6j) + cos <p(co8 ô^ + \ «in d| — cog f — f sin 9)1
MÎ = 9 + 2? C08* 9 — 3 sin 9 cos 9,
^ __ 4 siïi*9(sin*9 — 8in*6|)
^, _ sin* 0(9 + sin 9 cos 9)
Cette dernière expression est nne fonction de la variable unique o. Le rapport —, étant toujours très-petit, on regardera l'équation
comme donnant la portion principale de la force Q, et l'autre facteur comme un coefficient de correction d'une importance secondaire*
M. Bresse a développé en série diverses valeurs du rapport ^^ et
a construit une table à double entrée, donnant les valeurs de ce
rapport, pour les valeurs du rapport --^ , de centièmes en centièmes,
depuis 0,12 jusqu'à l'unité; et pour les valeurs du rapport -' , de
o,o5 en o,o5, depuis 0 jusqu'à l'unité; le rapport^ s'annule pour
Le résultat donné par l'équation approximative Q = Q x g« doit
être multiplié par la fraction
(1) Nous doDDODS, planche I, flg. 1, un tableau graphique qui peut tenir lieu de cette table.
FORMULES ET TAB
La discussion des valeurs de X et de V a conduit M. Bresse à reconnaître :
l"" Que Ton pouvait substituer au numérateur de la fraction la différence
ou, plus simplement encore, l'unité; 2* Que la valeur moyenne du dénominateur
est égale &
et que cette valeur moyenne diffère peu des valeurs extrêmes. II résulte de là que la formule pratique peut être ramenée à la forme simple :
Q=nxèx
L*omission du dernier facteur pourrait, dans certains cas, entraîner à des erreurs sensibles.
La table III de M. Bresse, donne d'ailleurs des valeurs approximatives des coefficients \ et X' pour les diverses valeurs du rapport — (i). Le coefficient \ contenant l'angle 0^, on n'a pu introduire dans la table que la moyenne des valeurs de \ correspondante à chaque angle <p. Ce coefficient est d'ailleui-s toujours très-petit, et il est loin d'avoir l'importance du coefficient X' qui entre dans le dé-
(1) Voir planche \\ , courbes des X et des X',
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Dominateur. Une autre table, la table IV (i), donne les valeurs cKi rapport
en fonction àe^ rapports -^ et -|.
Formule (Jb). — Cette formule, qui est relative aux actions horizontales, est peu utile dans les applications, et M. Bresse ne Ta pas réduite en table.
Forfnuk (c). — La formule (c) donne la poussée partielle due à un0 variation de température de x degrés centigrades, a étant le coeflicient de dilatation de la matière de Farc*
M. Bresse Ta réduite à la forme très-simple
orEûr»
L'emploi de cette formule approximative, pour des arcs en fer ou en fonte, ne i>ftit entraîner une erreur plus grande que o"^ ,02 par millimètre carré, ce qui est négligeable.
On remarquera que cette formule contient le coeiBclent d'élasticité E.
L'emploi des tables peut suppléer à cette formule. La quatrième
colonne de la table II fournit, en fonction du rapport —, une va-
leur que M. Bresse appelle le coefficient F de la partie principale
de la poussée (2) ; on doit multiplier ce coefficient par le produit
r* 1 EûaTX -j, puis ensuite par la fraction 1, que la table III
(1) Le tableau graphique figure 3 de la planche I peut en tenir lieu. (3) Voir planche II , courbe des F.
FORMULES ET TABLES
permet de calculer, ou que la table IV fait approximativement connaître.
Formule {d). — Poids également réparti suivant la longueur de l'arc.
La formule oeut se mettre sous la forme :
û = 2ppç X m = 2pp9 X F' X 2. .
La fraction
qui peut se réduire approximativement à
peut aussi se calculer, soit au moyen de la table III, soit à l'aide de la table IV.
Le facteur F, réduit en série par M. Bresse, a été calculé et introduit dans la seconde colonne de la table II (i).
Formule {e). — Poids également réparti suivant l'horizontale. On peut mettre la formule sous la forme :
û = 2pa X n = %pa x F" x j.
et le facteur F' se trouve calculé en fonction du rapport -^ dans la
seconde colonne de la table II (3).
M. Bresse a calculé en tout cinq tables. Nous avons défini les trois
(1) Planche 11, courbe des F'.
(S) Planche H, courbe des F".
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premières; la tablé IV donne, comme nous l'avons vu, les coei&cients de correction
en fonction du rapport —, et des valeurs de — | ; celles-ci varient
1C Cl
de o,ooo5 à o,oo*i5.
La dernière table, ou la table V, donne les- éléments du calcul de la pression maximum dans un arc circulaire à section constante, uniformément chargé suivant l'horizontale. Elle est à double entrée;
les arguments de la table sont le rapport -^ , et le rapport - de
TZ Cl
la hauteur de la section à la demi-portée de l'arc. . Les formules {d) et {é) sont les' plus utiles de toutes; on peut les
raaûener à une forme très-simple» qui donne des résultats suffisam
f ment approximatifs pour de petites valeurs du rapport '-.
{dy Poussée produite par une charge également répartie le long de la fibre moyenne :
{e) Poussée produite par une charge également répartie en pro* jection horizontale :
_ pa^ 7 g*
Abstraction faite du second facteur, cette formule est celle qui donne la tension horizontale dans la chaîne d'un pont suspendu, ayant une portée égale à sa et une flèche égale à /. La poussée horizontale d'un arc rigide est donc moindre que la tension horizontale d'une chaîne flexible dans les mêmes conditions de poids, de flèche et de portée totale.
il 2 DETERMINATION
229. Les formules qu'on vient de poser permettent de déterminer les valeurs de la poussée horizontale d'un arc courbe» et celte donnée suffit pour achever l'étude de la distribution des efforts dans la matière. On peut en effet déterminer pour chaque point de la fibre moyenne les valeurs des forces P, A, et du couple M ; la chai*ge de la matière sera donnée ensuite, en un point quelconque de la section correspondante, par les foimules
RI
en désignant par R la pression normale à la section transversale, et par R' la résistance moyenne à l'effort tranchant.
Ces formules se prêtent à une représentation géométrique. Pour cela, on développera en ligne droite la fibre moyenne da^'arc à ëtudier; on prendra cette droite pour axe des abscisses, et on élèvera perpendiculairement des ordonnées proportionnelles aux valeurs correspondantes de R; il convient d'attribuer à v ses deux valeurs extrêmes, l'une positixe, l'autre négative. Si de plus #n em*
ploie la valeur t; = o, on aura la courbe des valeurs de - , ou la
courbe des pressions moyennes réalisées tout le long de la fibre neutre. Une quatrième courbe donnera les valeurs de -.
Ces courbes tracées, on y découvrira sans peine les points où les ordonnées senties plus grandes ; les abscisses de ces points donneront les positions des sections transversales où les efforts atteignent leurs plus hautes valeurs.
On peut aussi traiter la question par le calcul, en étudiant dans les limites convenables les variations des fonctions R et R', qui sont exprimées au moyen de l'angle 0 ou de l'arc s. Dans cette discussion il ne. faut pas perdre de vue que les valeurs limites cherchées ne correspondent pas nécessakement à des maxima ou des minima analytiques des fonctions R et R', lesquelles ne sont définies, en effet, qu'entre des valeurs déterminées de la vaiiable indépen-
DES POINTS LES PLUS FATIGUÉS
dan te, et ne sont pas nécessairement continues dans ces intei'valles. Pour un arc symétrique, par exemple, les limites de B sont — ç et + <p, et tout ce que donne l'analyse en dehors de ces limites est étranger H la question particulière qu'on veut traiter. Il résulte de là que les maxima ou les minima des R peuvent correspondre aux valeurs extrêmes de 0, ou bien à des points anguleux de la ligne qui en représente les valeurs successives, c'est-à-dire à des points où la tangente à la courbe de R n'est pas parallèle à l'axe des abscisses. La construction des courbes met, du reste, en évidence toutes ces particularités (i).
Le dernier chapitre des Recherches analytiques de M. Bresse est consacré à la détermination des sections les plus fatiguées dans un arc circulaire. La table V facilite les calculs à faire pour résoudre la question.
Enfin, connaissant la force Q et la constante p, on aura tout ce qu'il laut pour calculer les différences 0' — 6, cd — a:, y' — y, c'està-dire pour chercher la déformation de l'arc sous l'action de|^lèrces données.
RÉSUMÉ DES MÉMOIRES DE M. ALBARET
230. Dans un mémoire inséré au tome II des Annales des ponts et chaussées, année i86i, M. Albaret a étudié avec beaucoup de soin Finfluence de la variation de section des arcs métalliques. Voici les principales conclusions de son travail.
1° Dans7é6 arcs à section constante, le point le plus fatigué est
situé à l'extrados à la clef, toutes les fois que le rapport, -^, de la llèche à Fouverture, est inférieur à -^ ; il est situé, soit à l'extrados à la
/ clef, soit à l'intrados vers les reins, lorsque le rapport-^- est com-
(1) Sur la recherche des tensions maxima produites dans un arc métallique par un poids uniformément réparti suivant la corde, V. dans les Annales des ponts et chaussées^ septembre 1876, arUcle n» 41, une note de M. Yigan^ ingénieur des ponts et chaussées.
m RÉSULTATS OBTENUS
pris entre 0 et ? ; enfin, il est toujours situé à l'intrados vers les
reins lorsque — est supérieur à ^.
2* L'emploi de sections variables d'un point à l'autre de Tare permet, à l'égalité de résistance , d'économiser un certain poids de métal. Pour les arcs surbaissés, il y a lieu de reporter vers 1 extrados une partie du métal de l'intrados, en détruisant la symétrie de la section par rapport à l'horizontale menée par son centre de gravité ; Texcès de matière doit être au contraire porté vers l'intrados pour les arcs se rapprochant du plein cintre. Du reste, les applications numériques montrent que l'économie réalisée par la substitution de sections variables aux sections constantes est moins importante pour les poutres en arc que pour les poutres droites; résultai qui doit être attribué à ce que la forme en arc répartit les efforts dans les diverses sections de la poutre plus également que ne le fkit la fornifi droite. ...
8^ H. Albaret a comparé entre eux trois types principaux d'arcs métalfiques : le premier est un arc dont la hauteur est constante et la section partout la même ; le second a la même hauteur pai'tout, mais la section est renforcée des naissances vers la clef; le troisième a une hauteur graduellement décroissante des naissances à la clei, avec une section croissante. Le second type est le plus avantageux
pour les arcs dans lesquels le rapport — est inférieur à ^ ; le troisième convient particulièrement aux arcs dans lesquels ■4|^t plus
grand que ^ , et l'adoption de ce type peut conduire alors à une économie d'une certaine importance. Enfin, pour les arcs dont le surbaissement -^ est compris entre ^ et -r, la forme de l'arc parait
à peu près indifliérente.
Tous ces résultats supposent que les charges qui pèsent sur l'arc sont également réparties dans toute l'étendue de la portée. M. Al-
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baret ne s'est pas contenté de cette première hypothèse : il a publié, dans le tome IV des Annales (année 1862), un second mémoire où il apprécie l'influence des charges incomplètement réparties. Nous ne pouvons que renvoyer ici à cet important travail. Les résultats sont très-significatifs ; les surcharges appliquées à la totalité de la portée ne correspondent pas au plus grand effort subi par la matière, et, pour prévoir les cas les plus défavorables, il faut calculer les valeurs de R en différents points de l'arc pour des surcharges incomplètement réparties. Dans la pratique, on peut supposer ordinairement que ces surcharges incomplètes s'étendent à toute une moitié de la portée. L'emploi des sections variables, loin de corriger les inégalités d'efforts produites par la distribution des charges, peut, dans certains cas, accroître ces inégalités. A ce point de vue, l'uniformité de la section paraît une règle assez sage à' suivre.
Une fois la section calculée dans l'hypothèse d'une charge complète, on l'augmentera de i5 à 20 p. 100, pour tenir compte de l'influôiice des charges inégales, sauf à vérifier ensuite, par le calcul et la construction des épures, si la section ainsi amplifiée suffit aux efforts qu'elle peut être appelée à supporter.
Dans un troisième mémoire, qui a paru dans le cahier des Annales de décembre 1870, M. Albaret a rendu compte des études auxquelles il s'était livré à l'occasion des ponts en arcs surbaissés construits sur la ligne d'Alger à Oran. Les conclusions de ce dernier travail font ressortir la grande influence de la hauteur de la section de l\irc sur la raideur de la construction, et l'influfence non moins considérable de la rigidité des tympans. M. Albaret conseille d'observer les déformations des arcs sous les charges d'épreuve plutôt aux reins qu'à la clef : méthode déjà proposée par M. Darcel. Enfin le mémou-e contient une comparaison instructive des arcs en fer avec les arcs en fonte. Contrairement à l'opinion qui dominait il y a une trentaine d'années, M. Albaret n'hésite pas à préférer le fer, qui donne plus de raideur que la fonte, même à poids plus faible.
Ce mémoire contient des formules empiriques qui font connaître le poids propre des divers ponts étudiés par l'auteur. Ces for-
SIMPLIFICATION
mules rentrent toutes dans là forme
P étant le poids total du pont en kilogrammes, / la portée en mètres, et A, B, G, D, des coefficients variables suivant les cas. Voici le résumé de cette partie du travail de M. Albaret :
Iii-deutis de 4 met, P= 950/ + 700, de 4 à 10 met., P=120/«4- 650/, de 10 à 23 met., P = 103/*4-820/, de 25 a 80 met., P = 0,32/* + 40/» + 2200/,
travées solidaires, de 25 à SOmèl, P= 0,30/» + 37/» + 2200/, (/, portée moyerme)\
I ai-dessous di 4 met , P=: 540/ + 410, de 4 k 10 met., P=68/* + 370^ de 10 a 25 met., P = 61/' + 440/, de 25 à 80 met., P = 0,1 9/* + 37/* + 930/,
travées solidaires, de 25 à 80 met., P = 0,17/' + 35/* + 930/, (/, portée moyenne], ^
II. Ponts en arc de i en fer, de 45 à 50 met., P=33/* + 790/. cercU, à une voie, ( en fonte, idem P = 44/* + 1330/.
MÉTHODE RAPIDE POUR LE CALCUL DES PifXES COURBES.
234. Supposons qu'il s'agisse de construire un arc qui franchisse Fig. 204. "^ débouché AB, et qu'on veuille donner à la
fibre moyenne une forme ACB déterminée. On simplifiera le problème en admettant que, dans la section transversale moyenne, c'est-à-dire dans la section faite par le plan vertical OY, mené perpendiculairement à la courbe ACB, le moment fléchissant soit nul. Cette hypothèse revient à admettre que les deux parties AC, CB de l'arc reposent l'une sur l'autre au point C, en se comprimant mutuellement, et sont comme articulées l'une avec l'autre (i). La relation mutuelle des deux parties AC, CB, sera donc
(1) DaD8 certains ponts récemment construits, on a introduit une articulation à la
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une force dirigée suivant une certaine droite passant par le point C; les réactions des appuis sont des forces passant par les points A et B; si Ton connaît la distributian des forces appliquées à l'arc, de A en C et de C en B, on peut déterminer par la simple géométrie les réactions inconnues.
Nous supposons ici, pour plus de généralité, qu'il n'y ait symétrie ni dans le tracé de l'arc, ni dans l'application des surcharges. Par le point G menons une droite DE , pour représenter la direction des réactions mutuelles des deux parties de la pièce
-iz~'=^ courbe. La direction
DE est jusqu'ici inconnue.
^ j Considérons les for-
^j ces données appli-
quées sur la partie AC de l'arc; l^s moments de ces forces, pris par rapport au point A, donneront une certaine somme connue, M; et comme il y a équilibre par hypothèse entre les forces extérieures de A en C , la réaction de la seconde partie de l'arc, dirigée suivant CD, et la réaction de Tappui A, qui passe en ce point A, on a, en appelant F la force inconnue dirigée sdivant CD, et en abaissant la perpendiculaire AD du point A
sur la droite DE,
FxAD = M.
Appelons M' la somme des moments des forces appliquées sur la partie CD . par rapport au point B ; nous aurons de même, en abaissant du point B une perpendiculaire BE sur CE,
AD _M_ BE~M
clef; de manière à supprimer toat moment fléchUsant dans cette section. On en voit des exemples sur le chemin du Nord, et sur la rigole d'alimentation du canal de 1* Aisne à la Marne.
lis SIMPLIFICATION
La question est donc ramenée à mener par le point G une droite telle,que le rapport de ses distances AD, BE, à deux points donnés A
et 6, soit égal à un rapport donné ^jr^'.
Il suffit, pour résoudre le problème, de mener la droite AB, et de
prendre sur son prolongement un point P tel que pn = nr 9 P^ ^^
joindre PC, qui sera la droite cherchée. Mads cette construction sera en général peu commode, parce que le point P est trop éloigné. Il faut alors recourir à la construction suivante*
Joignons AG, puis déterminons sur cette droite un point H, tel qu'on ait la proportion
CH __ m;
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au plan vertical OY, les moments M, M' étant égaux, et les droites
CB, CA égales, le point H coïncide avec le point A, et la réaction à
la clef de Tare est horizontale. «
Dans ce cas, si on ajoute que les charges se réduisent à des poids
p. ^^ également répartis suivant Thorizon-
f. taie, à raison de p unités de poids
par unité de longueur, la force F sera
égale à ^ , en appelant 2 a la portée AB, et f la flèche de l'arc , ou la quantité CL C'est la tension horizontale dans la chaîne des ponts suspendus. Nous avons vu que l'analyse conduisait pour les arcs surbaissés à la formule
La méthode rapide que nous venons d'indiquer, et qui consiste à admettre qu'il n'y a pas de moment fléchissant pour le point C, nous
donne le facteur ^ , en laissant de côté le facteur correctif
En donnant à un arc surbaissé la forme parabolique, on peut faire
• en sorte que le moment fléchissant soit nul en tout point, pour une
charge également répartie par unité de longueur horizontale. La
résistance à la flexion n'est alors mise en jeu que pour des charges
incomplètes ou discontinues.
La méthode de recherche que nous venons d'employer nous ser« vira plus lard à l'étude de l'équilibre des voûtes.
GALGtJL SOMMAIRE DE LA SECTION D*UN ARC STMÉTRIQUB
ET SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉ
232 . Le calcul de l'établissement d'un arc métallique suppose connu le poids propre de cet arc, tandis que ce poids ne peut être déterminé avec exactitude que lorsqu'on a fixé la section de la pièce d'après les efforts auxquels elle est soumise. Après avoir pris arbitrairement une première valeur de la section, et en avoir déduit le poids de l'arc, qu'on fait entrer dans le calcul de la poussée, on applique les formules de répartition des efforts, et on reconnaît si la section doit être modifiée en plus ou en moins. On abrège ces tâtonnements en partant d'une valeur de la section voisine de sa valeur définitive. Pour trouver cette valeur, voici quelle marche on peut suivre.
Soit Û la surface de la section, supposée uniforme; occupons-nous seulement de la compression produite dans les diverses sections par la composante P normale à leur plan ; le maximum de cette compression a lieu aux naissances. Appelons y le demi-angle au centre (le la pièce courbe. La réaction de l'appui se décompose en deux forces : l'une, Q, est la poussée horizontale, qui fait, avec la normale à la section d'appui, un angle égal à ç; l'autre, /7a, est verticale et égale au poids du demi-arc ; elle fait avec la normale à la section
d'appui un angle égal à cp. La compression normale sur Tappui .
est donc
Q CCS 9 4- 'pa sin 9 ,
et, par suite, la pression moyenne sur l'unité de surface correspondante à cette action a pour valeur
Cette quantité R" peut être fixée d'avance; en effet, elle s*ajoule
algébriquement dans les diverses sections à la pression variable -r- ,
produite par le moment fléchissant; mais l'influence de ce second terme peut être réduite à volonté, en disposant convenablement de la forme de la section, d'où dépend le dénominateur I, sans altérer d'ailleurs la surface û.
On peut donc admettre, au moins à titre provisoire, que l'arc sera dans de bonnes conditions de résistance, si l'on fixe d'avance la
limite R", à une certaine fraction , les - , par exemple , de la li-
mite R; on fera donc R" = 4000000, si R = 6000000 est la limite adoptée pour la résistance du métal. On aura alors pour déterminer Û l'équation
R"Û == QCO89 -f pa sin9,
dans laquelle R" est supposé connu.
Pour trouver la valeur de Q, on prendra la formule approximative
Q = v~ , qui correspond à une charge p uniformément répartie le
lopg de la corde, et cette hypothèse donnera
R"Q ^vax r.r ^•
Une reste plus qu'à évaluer le poids /?, ou plutôt le poids 2/w, qui représente la charge complète.
Or ce poids comprend : i* le poids de l'arc, qu'on peut représenter par le produit Û x 2S x y, en appelant 2S la longueur de la fibre moyenne et q le poids spécifique du métal ; à la vérité, ce poids n'est pas réparti également suivant la corde, comme le suppose la formule Q =: ^^ ; mais l'erreur qui résulte de cette fausse supposition est peu importante , surtout si le rapport — est très-petit.
2° le poids des accessoires de l'arc, tympans, contreventement,
EMPLOI DES TENDEURS
entretoisement, tablier, qu'on pent supposer connu d'avance. En général le poids des tympans est sensiblement proportionnel à Taire comprise entre la fibre moyenne, la tangente menée en son sommet, et les verticales passant par les points d'appui;
S"" Le poids de la surcharge accidentelle, qu'on évaluera, par exemple, à 4^000 kilogrammes par mètre courant de voie simple, s'il s'agit d'un pont de chemin de fer de grande ouverture, ou à 400 kilogrammes par mètre carré de tablier, s'il s'agit d'un pont pour route.
Ces deux derniers poids donnent en bloc un poids p', qu'on supposera également réparti par unité de longueur horizontale , et qui est connu d'avance ; le poids total correspondant est p'a. On pourra donc remplacer pa par
p'a + ûSg, et l'on aura pour déterminer û l'équation
. R»0 = (p'a + ÛS,)2£2îl±i£SiHI.
D'où l'on déduit
ocosf-fVsin?
u=-^!ill — ^ —
acos<p + 2/sincp' R"--Sgx ^^^ 1
valeur de la section qui peut servir de point de départ aux calculs* En la multipliant par 2 S^, on aura le poids propre de l'arc.
DES ARCS
233. Un arc ACB chargé de poids et reposant sur deux appuis A et B, exerce sur ces appuis des poussées horizontales qui peuvent en
Fig. 207.
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cortains cas nuire à leur stabilité propre. On empêche cet effet en les
réunissant par un tirant métallique ÂB, dont la tension tient en équilibre la poussée de l'arct de manière qut les appuis n'aient plus à supporter que des actions verticales. C'est le même artifice ^'on emploie pour détruire les actions latérales d'une toiture sur les murs qui lÉ«ûpportent.
Le calcul rigouf^B^ de la poussée d'un arc muni d'un tendeur subit alors une légère modification. Supposons qu'il y ait symétrie âaOiS l'arc etdans les charges. On reprendra les deux équations qui donnent V — 0 et a/ — x, en faisant commencer les intégrales définies à partir de 0 = o; La constante ^ sera encore nulle. Mais pour déterminer la force Q, on ne peut pîus supposer que af — x soit nul au point 6; car le point B se déplace latéralement d'une quantité égale à la moitié de l'allongement pris par le tendeur AB sous l'action de la force Q; a a repré^ntant la portée totale AB, cet allonge-
Qa ment est égal à ^ , E étant le coefficient d'élasticité du tendeur,
et fa> sa section, supposée constante. On aura donc â/ — jt = ^ pour
le point B, au lieu dexf — x=ro.
L'équation qui détermine la force Q est encore du premier degré,
mus elle contient un terme de plus, relatif à l'élasticitédutendeur (i).. 23âr On ne place pas toujours le tendeur à la hauteur de la corde
de l'arc AB ; cette position serait inadmissible, en général, dans un pont, jeté sur une rivière, parce qu'elle réduirait l'espace libre laissé entre l'intrados de l'arc et le niveau de l'eau. Dans ce cas, on peut reporter le tendeur au-
Fig. 208.
(1) En tonte riguenr, un terme pareil defralt loujonn figurer dans les ëqnaUons générales; car U est Impossible d'admettre la fixité absolue des appuis ▲ et B, qui subissent néoessaireidlnt un tassement latéral tariable avec la force Q.
Fig. 209«
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cressus de l'arc. Tantôt on le formera d'une ou de plusieurs tiges métalliques, DE (fig. 9o8), entretoisant les piliers verticaux DF, EG, sur lesquels l'arc AGB vient, aux points A et B, exercer une action latérale. Le pilier doit être alors considéré comme une pièce droite, sollicitée en B par une force égale à Q, et en E par une force égale et contraire, qui représente la tension de la tige DE. Cette disposition a été adoptée pour la toiture de la galerie des machines au Palais de l'Exposition de 1867 (fig. 209) (i). TaoMt l'arc métallique se
réagit à son point le plus haut à un longeron horizontal, avec lequel il est entre toisé par les divers pièces entrant dans la composition des tympans , et c'est le prolongement du longeron qui s'attache aux massifs sur lesquels l'arc repose. Cette solu»tion, applicable aux ponts en arc de cercle, a été adoptée dans plusieurs cas, et notamment au pont de la Theiss à Szégédin (Hongrie) ; dans ce pont, les arcs métalliques reposent sur des piles tubulaires (a).
235- Enfin, les types Bow-strings, imaginés par Brunel et appliqués par lui aux ponls de Chepstow et de Saltash, constituent une application sur très-grande échelle des tendeurs destinés à équilibrer la poussée horizontale des arcs. Nous nous arrêterons à décrire sommairement ces deux grands ouvrages.
Le pont de Chepstow^ construit sur la Wye, à son embouchure
(1) V. Mémoire sur les épreuves des arcs métalliques de la galerie des machines, faites par ordre de la commission impériale, par G. Eiffel. 18C7. — Ces expérience», faites dans les ateliers de MM. Ernest Goain,à Paris, par MM. Fouqaet et Eiffel, ont confirmé très-sensiblement les résultats de rappllcaUon des formules de H. Bresse.
(2) V. Annales des ponts et chaussées, 1859, mémoire n* 241, par E. Cé:^ne.
DE BRUNEL
daDsIa Severn, sur la ligne du sud du pays de Galles, a une portée de 92"*,95 (fig. 210). La poutre pleine qui supporte le tablier repose sur les deux culées; de plus, en deux points de sa longueur, elle est soutenue par des haubans attachés à une poutre tubulaire cylindrique franchissant la même ouverture. Cette poutre tubulaire a une légère courbure dans le plan vertical. Elle pose sur deux appuis, à l'aplomb des deux culées, et elle y exercerait une certaine poussée horizontale, sans les haubans inclinés qui, des extrémités du tube, vont rejoindre le tiers de la portée totale de la poutre inférieure, et dont
p. jj^ la tension fait équilibre à
la poussée de l'arc tubulaire. Le pont de Chepstow n'est en définitive qu'ime poutre droite armée d'une m an ière particulière ; la grande hauteur de 1* armature suffit pour expliquer la raideur que cette construction possède. Le pont pèse plus de 5 tonnes par mètre courant.
236. Le Pont de Saltash (Royal Albert) (fig. 211), a deux portées de ] 38"*,68/| chacune; la distance du tube elliptique à la chaîne, au centre de la portée, est d'axe en axe, de ly^'ji^S.
Dimensionsde l'ellipse formant la section du tube
grand axe (horizontal) 5", 102 petit axe 3"»,657
Il existe un montant vertical au milieu de la portée; les autres sont distribués symétriquement à des distances qui varient de 11™, 963a i2"*,o39; ilyenacinqde chaque côté du montant central.
Le poids total du pont est d'environ 10 tonnes par'mètre courant de simple voie.
BOW-STRINGS DE BRUNRI-
Fimi.
\jt pont de Saltafib, jelé sur un bru iAq mer qui sépan)|'|B(éomtA de Comouailles du Devonsbire, est le type du véritable IxA^ittriiig, tel que nous l'entendons ici (i). 11 se compose de deux travées de iSq mètres cbacune; elles portent toutes deux sur un appui central pour la construction duquel on a employé un caisson à ùr comprimé. Le tablier est à plus de 3o mètres au-dessus des hautes mers. Un arc tubulure en tâle, à section elliptique, a sa poussée équilibrée par la tension d'un polygone funiculaire analogue à la chaîne des ponts suspendus. Ces deux parties forment une poutre armée, solidement entretoisée par des liens diagonaux.
Le tablier est une poutre droite, pleine, formant garde-corps sur la voie ; il est soutenu par un certùn nombre de tiges accrochées les unes au câble, les autres à l'arc tabulaire. L'assemblage d'une même Uge avec les deux parUes principales de la construction, tube et câble, ne permet pas de savoir exactement comment se répartit ta tension des tiges entre les deux pièces qui contribuent à les soutenir.
Le calcul des efforts développés dans uue construction de cette forme serait très-diSicile, m l'on voulait tenir compte de la résistance de l'arc métallique à la flexion. Ordinairement on en faitabstraction* et l'on considère les divers éléments de la poutre conune réunÏB
(I) Le nom de bow-ilrinD (corde de l'itc) l'eppllque, eD Angleterre, ai droite, lortque l'arNe mtiérleure dei pontrei ■ la (orme d'un aie de cer< Intérieure deasine la corda de cet arc
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les una aux autres par des afticulations sans raideur. Le problème se simplifie alors et rentre dans les questions relaUves aux systèmes articulés, que nous esaminerons plus tard.
237. Les ponts du système Pauli, dont on voit de nombreuses applications en Allemagne, appartiennent à la même classe d'ouvrages. Ou a depuis perfectionné ce type, en y introduisant une disposition qui permet de réaliser l'encastrement de la travée sur ses appuis, et de faire profiter les poutres à plusieurs travées des avantages de la continoitë au-dessus des piles : l'artifice à employer consiste à croiser les courbes inférieures et supérieures, comme l'indique la figure 181 (i). Ces systèmes se résument dans laréunioD.enuDseul ' et même ouvrage, d'une pièce courbe avec un câble de pont suspendu : la composante horizontale de la pression dans l'arc, et celle delà tension dans le câble étant sensiblement constantes et égales en tous les points, l'ensemble peut être assimilé k une poutre droite, de hauteur variable; la forme de la poutre est donnée par les para-.
boles des moments fléchissants dans l'hypotkèse d'une surcharge paiement répartie sur toute son étendue.
COMPlRAISOn DES POETTS EN ABC AVEC LES PONTS A POUTRES DROITES ET LES PONTS SUSPENDUS.
238. Les divers systèmes de ponts métalliques peuvent se ramener i trois types généraux :
(IJ \ojtt Nouveau syiUmt i» ponli m^MIIiqiMf de grandei porliti, par Cbarlei de Rpppert. Vlenu, I8ST, cbet J. Barlelmna. L« même Bjitème m prâtt à l'ëtaUliM. ■MOI dw ponirci d'ans leule traTëe eDCoitiia na leur* ippoi*.
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Ponts à poutre di-oite,
Ponts en arc courbe.
Ponts suspendus.
Dans les ponts à poutie droite, le tablier est porté par deux ou plusieurs fermes, posées sur un certain nombre de points d'appui, culées et piles, sur lesquels elles exercent des efforts à peu près verticaux. Toute section transversale de la pojitre se décompose en deux régions , l'une où les fibres métalliques sont étendues, l'autre où elles sont comprimées.
Les ponts en arc de cercle reposent sur des arcs en fer ou en fonte, qui exercent sur leui^ appuis une poussée horizontale en même temps qu'une pression verticale. Autant que possible, la section entière des arcs doit être .soumise partout à un effort de compression.
Les ponts suspendus sont ceux où le tablier est attaché par des tiges à un certain nombre de câbles portés directement par les appuis. Généralementles câbles exercent une traction sur des points fixes eiâérilbra.à la construction. Les ponts bow-striîigs , dont nous ve^ nous de donner une description sommaire, ont, avec les ponts suspendus une grande analogie, en ce que le tablier est soutenu par l'intermédiaire d'un câble-, mais la traction du câble est contre-balancée parla compression de l'arc métallique ; en réalité, le tablier est suspendu en plusieurs points, mais le système de suspension repose sur ses appuis sans y exercer d'effort latéral.
Les ponts en arc et les ponts suspendus sont les seuls systèmes dans lequels le métal subisse ou puisse subir partout un effort de même nature, une pression dans les uns, une tension dans les autres, et les seuls où l'on emprunte à des points fixes extérieurs la réaction nécessaire pour équilibrer une poussée horizontale. Il résulte de là que, de tous les systèmes, ce sont ceux qui permettent d'économiser le plus de matière, et ceux qui se prêtent le mieux à la construction d'un ouvrage de peu de valeur. Cette économie, propre au type en lui-même, est encore accrue par l'emploi de la fonte pour les ponts en arc, et du fil de fer pour les ponts suspendus. La fonte, à la compression, a autant et plus de résistance que le fer, 6 à 7 kilogrammes par millimètre carré, et elle s'obtient à un prix bien infé-
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rieur; le fil de fer peut, dans un pool suspendu, supporter sans danger une tension de 1 2 kilogrammes par millimètre carré, à cause <le l'excès de résistance que possède toujours, relativement à une pièce plus grosse, un fil de petit diamètre. Parfois on a porté la limite à 1 8 kilogrammes ; mais cette extension parait peu prudente. Les avantages des ponts en arc et des ponts suspendus sont d'ailleurs rachetés par des inconvénients qui restreignent beaucoup l'application de ces types.
l"" Ils commandent une position particulière pour le tablier, au haut de la construction pour les ponts en arc, au-dessous des câbles dans les ponts suspendus (1). Dans certaines situations, les naissances des arcs pourront donc être baignées par les hautes eaux (3). D'un autre côté, la construction d'un pont suspendu exige la plupart du temps l'érection de points d'appui en maçonnerie d'une hauteur à peu près proportionnelle à l'ouverture des travées.
2" Les poussées ou les tractions horizontales, lorsqu'elles ne sont pas reportées sur des points suffisamment résistants, peuvent compromettre la stabilité de l'ouvrage. Ainsi, dans un pont en arc à plusieurs ouvertures, les charges en se déplaçant poussent successivement en sens opposés les divers appuis intermédiaires. Pour prévenir les oscillations des piles sous ces efforts alternatifs, on peut, comme on l'a fait au pont de la Theiss, relier lune à l'autre deux piles consécutives par un longeron droit qui touche en son sommet l'extrados de l'arc compris entre ces deux appuis. Les piles tubulaires se prêtent parfaitement à cette addition; mais en même temps le pont perd son caractère de pont en arc, car tout le métal ne travaille plus à la compression.
L'inconvénient des actions horizontales est plus grave encore dans les ponts suspendus. Ici deux effets sont à craindre : la culée peut
(1) H y a cependant des eicepUons. A Newcastle-on-Tyne, on a placé au-dessous des arcs du pont sur lequel passe le chemin de fer, un pont pour route de terre. A Genève, le pont qui traverse le Rhdne en touchant Tlle Jean-Jacques-Rousseau est un pont suspendu k petites portées : te tablier est posé sur des câbles qui n*ont qu'une faible flèche.
(2) cela arrive, par exemple, au pont d'Arcole à ParISi dans les crues de la Seine.
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être insuffisante pour équilibrer la traction qui s'exerce sur «lie, et Toxydation du métal, dans les régions humides où s'enfoncent les câbles, peut aller jusqu'à la destruction des fils et à la chute du pont tout entier.
L'attache des câbles est en effet une difficulté des plus sérieuses ; c'est par là qu'un grand nombre de ponts suspendus ont péri.
Il est utile qu'on puisse visiter le câble dans les puits où il est amarré; cette Condition, qui est loin d'être remplie dans la plupart des ponts suspendus construits avec trop de parcimonie à une certaine époque, n'a pas été négligée pour les grands ponts établis plus tard. Dans le pont Saint-Christophe, sur le Scorf, à Lorient, par exemple, les câbles, au lieu d'être attachés, font partie d'un seul et même écheveau; un seul fil, non interrompu, suit chaque câble en particulier, et fait le tour de chaque culée, en passant dans des galeries d'un facile accès.
S*" Les trépidations sont nuisibles à la résistance de la fonte ; aussi convient-il, dans les projets d'arcs destinés aux passages des trains et des charges en mouvement, de remplir les tympans de manière à contrarier les oscillations que tend à prendre l'arc métallique ( 1 ) . La masse du pont est à cet égard une garantie de stabilité. Néanmoins le fer est aujourd'hui généralement préféré à la fonte pour la construction des arcs, bien qu'il conduise à des ouvrages moins lourds.
Les ponts suspendus, tels qu'on les construisait encore il y a peu d'années, constituent un système très-déformable. Les charges agissent sur un point unique des câbles, qui ont, dans des directions normales à leur longueur, une résistance inâgnifiante. La forme parabolique qu'ils prennent ne permet pas de les réunir au tablier par des liens diagonaux. On peut gêner un peu les oscillations en plaçant de biais les poutrelles ; les deux extrémités d'une
(1) Comme exemple de rigidité, on peut étudier, à Paris, le pont de Solferino sur la Seine. Voyez Annales des ponts chaussées, les Ponts de Paris, par M. Féline Romany, t864. — Annales des conducteurs des ponts et chaussées. 1860-61, Compte rendu wmmaire des épreuves et dessins du pont. — Dans les ponts de Grenelle et de l'Ile-Saint^ Louis (ponts Sully), construits en 1875, on a employé des fers Zorès pour entretoises, et obtenu une très-grande rigidité, en évitant les assemblages à queue d'aronde du pont de Solferino, qui avaient souffert de nombreuses avaries.
DK PONTS MÉTALLIQUES. 431
même poutrelle n'agissent plus alors à la fois sur des points dont les oscillations soient entièrement concordantes. On obtient aussi par ce moyen une répartition des charges locales sur une longueur un peu plus grande de tablier (i). Les garde-corps en croix de Saint-André sont destinés de même à donner au tablier une certaine raideur ; mais généralement les assemblages à mi-bois pratiqués dans les croix de Saint-André réduisent beaucoup l'utilité de cette addition. Pour lui donner toute son efficacité, il faudrait pour ainsi dire doubler le pont suspendu d'une véritable poutre amérioûne. On a imaginé récemment de donner de la rigidité aux câbles eux-mêmes. Pour cela on emploieriez fer en barres au lieu du fil de fer, et l'on pose deux câbles parallèles que Ton entretoise l'un avec l'autre par des barres découpant leur intervalle en triangles à peu près égaux. Ce système est appliqué à Vienne pour le passage de la voie qui joint la gare du Nord aux gares des lignes de Raab et de Trieste.
Les ponts suspendus sont, en somme, des ouvrages qu'il importe de supféiller très-attentivement, et sur lesquels le passage des charges doit se faire à très-petite vitesse. L'économie de la construction est donc rachetée par, un très-grave inconvénient, et malgré quelques exceptions, plutôt apparentes que réelles, ils ne conviennent point aux chemins de fer (a).
4"" Les variations de tempâçBtore altèrent la poussée des arcs en même temps que leurs flèches, et dans certains cas elles peuvent amener les arcs à ne plus poser sur leurs appuis que par une a.rête de \k surface des naissances ; la construction chargée 'par en haut peut n'avoir plus alors toute l'assiette qui lui est nécessaire.
Dans les ponts suspendus, la température fait varier la longueur des câbles, les fait glisser sur leurs appuis, et déforme le tablier, tant par suite des variations de longueur des câbles que par suite des altérations iqégales de la longueur des tiges de suspension.
(1) Voyez Annales des ponts et chaussées ^ 1859, mémoire n* 250, par M. Noyon.
(2) Quelques ponts suspendus que l'on trouve en Angleterre doivent leur rigidité à un excès de matière. Le système n'a pins alors le mérite de l'économie, le seul qu'on puisse lui accorder. Il est juste d'observer pourtant que le système des ponts suspendus est celui qui permet de franchir les plus grandes portées. Le pont de Brooklyn, aux États- Unis, a une portée de 493 mètres.
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5** Le montage d'un pont en arc de cercle se fait généralement de la manière suivante : les arcs* assemblés à plat sur le chantier, sont transportés à proximité des appuis, enlevés et déposés à leur place. Le montage des ponts à poutre droite se fait d'un plus grand nombie de manières, et laisse plus de latitude au constructeur pour profiter de toutes les circonstances locales.
Le montage d'un pont suspendu se fait, soit en composant le câble sur place, soit en le formant dans un chantier spécial pour le poser ensuite. Dans l'un et l'autre cas, c'est une opération délicate, dans laquelle il y a toujours lieu de craindre des malfaçons.
RECHERCHE DE LA DÉFORMATION D*ONE PIÈCE COURBE
239. Les équations générales de la déformation sont an nombre de deux :
El
Le moment M est po«itif quand il tend à augmenter la courbure; la force P est positive qpand elle tend à raccourcir la flbre moyenne.
La première équation fait connaître les cliangements de courbure de la flbre moyenne produits par le moment fléchissant M; la seconde donne les raccourcissements produits par la compression P.
Les fonctions M et P contiennent, outre les forces données directement, les composantes et les moments de la réaction de l'un des appuis de la pièce. Les réactions des deux appuis sont généralement inconnues. On peut les décomposer en deux composantes, Tune Terticale et l'autre horizontale; chaque réaction sera déterminée par ses deux composantes, de sorte que le problème renferme quatre inconnues. Mais la statique établit entre ces quatre inconnues les trois équations de réquillbre extérieur, savoir: les deux équations des composantes et l'équation des moments, de sorte qu'oa peut en général exprimer trois inconnues en fonction de la quatrième. Les fonctions M et P renferment, en définitive, une force qui ne sera connue qu'à la fln du calcul.
Nous supposerons M et P exprimés en fonction de s, ou de tonte antre variable liée avec l'arc *.
Si la pièce était soumise à une variation de température, il faudrait modifier en conséquence la seconde équation^ et, au lieu de poser
ds — ds' = — — .
Eo> •
écrire l'éqoation
en appelant a le coefficient de dilatation et t la difTérenre de température. Dans tous les cas nous supposerons que M et le coefficient de ds dans le second membre de cette dernière équation sont des fonctions connues, F(«) e^. f{s), de l'arc s, ces fonctions contenant d'ailleurs explicitement la composante inconnue de l'une des réactions des appuis.
Pour simplifier la notation^ nous ferons usage de la caractéristique 6, empruntée au calcul des Tariations, pour exprimer d'une manière brève la différence entre les deux valeurs successives d'une même quantité quand la pièce passe de l'état naturel à l'état déformé. Soit u une quantité quelconque relative & l'état naturel de la pièce, u' la valeur que
prend cette quantité dans l'état déformé. Nous poserons, d'après cette notation,
tt' — u = 8m ;
Bu représentera une quantité finie, mais généralement très-petite, et dont on pourra négliger les puissances. La caractéristique S peut s'appliquer aux dilTérentielles comme aux quantité finies. On aura, par exemple,
Wtt = du' — du = d{u' — m) r= d8tf ,
équation qui montre qu'on peut permuter les deux caractéristiques d et 6. L'opération représentée par la nouyelle caractéristique est une sorte de dl£férentiation analogue à celle que Leibnitx appelait diffàrentiatio de curvâ in curvam; seulement nos 6 sont des quantités finies que nous proposons de calculer, tandis que les $ du calcul des variations sont des quantités auxiliaires InGniment petites, que la suite du calcul doit forcément éliminer, et dont la solution définitive du problème ne conserve plus aucune trace. Au lieu*des équations
El
ds — ds' =
Pds iiQ'
noQS poserons donc, en employant notre nouvelle notation, et en faisant
et
( Bds = --fls)ds.
De cette seconde équation on tire
àds = rfS* = — Mds,
puis, en intégrant , (2)
Bs=^S^f{s)ds,
l'intégrale étant prise depuis l'extrémité A de la pièce jusqu'au point M défini par une valeur particulière de l'arc s.
Soit 0 l'angle que fait la tangente BIT à la courbe au point M avec l'axe OX ; nous
Fig. 2i3.
Ti
aurons
e-Hdo
ds
et, par suite, donc
P "^ ds'
p ds
Nous pouvons appliquer ici par approximalion les règles de la différentiation ; cela revient en effet à négliger des termea infiniment plus petits que ceux que l'on conserve; il viendra alors
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(^> '-p = 5ii = ^('^-
RésolTODS cette équation par rapport à 6c?6; il Tient •
W6 = d» = FMrf* + - W* = ( F(*) - - f{s)\ dt,
équation qui, intégrée entre les points A et M , nous donne
(4) 36 = ^FWrf*-^^A*)d*+P.
Nous ajoutons une constante h Qui représente l'angle dont tourne la section extrême autour de son point d'appui A par suite do la déformation. On peut donner une autre forme à Téquation (4). Reprenons l'équation précédente
dfi rfÔ8 = ¥is)ds -f -T- «dî, •
as
et intégrons sans remplacer Ms par sa yaleur déduite de la seconde équation (1); il viendra
88 = V F(s)ds + ^ ^ Wy.
Le second terme peut être intégré par parties :
ou bien, en feisant commencer les intégrales au point A, et en observant que as est nul en ce point,
(*»_ . , dB ^ fM^ rfe
(S) «• = P + !)lFWrf.+ ^,&-\^w-.
Toutes les intégrales indiquées pourront être prises le long de la fibre moyenne dans
son état naturel. On voit que la formule (5) se prête à une simplification lorsque Tare AB
d^ 1 db
est circulaire. On a alors, en eiTet, — - = - = constante. Donc d -;- = 0 , et le second
a* p ds
membre de l'équation (5) se réduit à
{bbis) W = p4-\ F(*)d*-.h-.
Dans cette équation (5), entre une nouvelle constante ^, qui, Jointe à la composante inconnue, porte à deux le nombre des quantités qui restent à déterminer. 240. Cherchons les variations &r et 6y des coordonnées des points de la fibre moyenne. Nous avons à la fois
W { etarcteng^ = e, car tange=^.
Différentions par 6 ces deux équations. Il vient
^'^ • \ dxMy—dyBdx = d^*^,
cette dernière étant multipliée par c/f*. Résolvons les équations (7) par rapport & ^dx et My, Nous aurons
dx Wx= -— Bds^dy^,
My^-^^ds + dx^.
Intégrons à partir du point A. Les premiers termes du second membre s'intègrent par parties :
dx fM dx C^
8»=-T-6* — \ Bsd \ rfwSe,
ds JA ds Ja
6y = ^ 6« - \^sd ^ + S^dxm.
ds .lA ds .\
dx du
On n'ajoute pas de constantes, puisque --r-^s et -p^ ^s s'annulent tous deux au
ds as
point A.
Le facteur Bs est connu par l'équation (2), $0 est donné par l'équation (5), et les équations (9) indiquent pour chaque point les composantes, 6a; et 6y, du déplacement subi par ce point ; tx ei By sont exprimés en fonction de la composante de la réactiou et de la constante p. On déterminera ces deux inconnues en exprimant que pour « =#1, longueur primitive de l'arc AB^ le $x et le 6y sont nuls à la fois, car l'appui B est supposé fixe. Cela fournira deux équations qui feront connaître ces inconnues.
Si la pièce était encastrée en A, on aurait une Inconnue de plus^ à savoir, le moment d'encastrement en ce point. Mais la constante p serait alors nulle^ de sorte que le problème n'aurait pas un plus grand nombre d'inconnues.
Si elle était encastiée en A et en B, on aurait une inconnue de plus, le couple d'en« castrement en B; mais on aurait en même temps une relation de plus^ car 69 devrait être nul au point B.
Posons pour abréger
Les équations (9) prendront la forme très-simple
Les fonctions U et V vont se retrouver dans la détermination de certaines quantités qu'il peut être utile de connaître.
DE LA DÉFORMATION
La déformation de la pièce transporte le point M en M', le point M| en M/^ etc. Faisons
MM'=t<, cette quantité u étant supposée très- ^'S* ^'^' petite. Au point M menons la tangente MT, et
projetons le point M' en S- sur cette droite. Faisons
SM'=ii;
B t et n seront les composantes, tangentielle et normale, du déplacement MM'=ti. Soit encore M'MT= a l'angle que fait le déplacement total avec la tangente à la fibre moyenne dans «on état naturel. Nous aurons
^ = ucosa, n = usina.
dy \ji direction MT a pour coefficient angulaire ^; la direction MM' a de même pour
Bu coefficient angulaire r^; et par suite
Sx
dx 6x Bxdu — dxBu tanga= = ■»
, ^ ôy dxBx-\-dyBy
dx Bx De là on déduit
dx^ + dyôy dxtx + dyty âxlx -t dyBy
On aurait de même
Bxdy—dxBu
glna= — 2— 1.
uds
Donc
dx ^ dy ^ < = „c08.= -6x + -3y,
^y * dy ^
« = M8ina = — i ex r^ow.
ds ds
Remplaçant enfin Sx et By par leurs valeurs, il viendra
"= Ts —
On peut remarquer que nds représente l'aire MMjM'iM' engendrée par l'élément MM. dans son déplacement, de sorte qu'en appelant co l'aire comprise entre les deux courbes, somirc algébrique de tous ces éléments, on aura cfco = nds=:—{\]dy + Ve/xJ.
CO
as dy
dx:
dy
ds
dy
ds
Rcosd<]re, :Rsin6<fe,
— slnOrfO, :cos6dO.
U = Y* (R sin 0deô8 — «* sin erf 6) = y* (R8e — «*) sin We, V = \^ (R cos 0deô6 — fi* cos 6d8) = ^ (RW — 8*) ces 6d6.
Ces deux intégrales se fondent en une seule si l'on introduit les exposants Imaginaires. On a, en effet, V+U v^ = V (R«0 - fis)e®*^rf8. La fonction Rfi6— ^; est donnée par l'équation (5 bis). Nous avons, en faisant p=R,
R» - fi* = R^P + W(i)(f* V
Soit H cette fonction de l'angle 0. Nous aurons à intégrer la fonction He^^d6 entre les limites —ç et 6; on peut intégrer par parties, ce qui donne pour l'intégrale indéfinie
et entre les limites, en appelant Hq la valeur particulière de H au point A, ou pour
Or
et enfin
H.«^a= (5f!fî^l!fï) _ _1- J^e«^rfH.
CALCUL DE LA POUSSÉE
Calcul de la poussée dans un cas particuliet\
342. Prenons^ par exemple^ un arc de cercle symétrique par rapport à la verticale, et chargé de poids uniformément répartis suivant sa corde AB=2a.
^ Les réactions verticales des appuis sont con-
'^' " ' nues et égaies à pa; les réactions horizontales
' sont égaleF^ mais inconnues: nous les repré-^
*^r^>. \ senterons par X.
P^^ ^^^^ i^j — ""^^^^T^x^ ♦^^ ^^ somme des moments des forces réparties
^'^_^ J /_^^_Sv" - *^" P**'"^ K 8" point M, par rapport à ce
A ^ »' / X /B ^ point M, est donc
M = X X R(cos 8— cos ç) — pa X II (sin ç—sln 6)
,,^9 /' 4-lpR*(dn(p-8ine)«
r ^''' / = RX cos 0 + Rpci sin 0
1/ — pR« sin 9 sin 8 4- - pR«8ln«6 — RX cos 9
tI — Rpa sin ? + - pR* sin* 9.
La compression se calcule de même :
P = XcosO-t-pasinO — pR(8in(p — 8in8)sin6. On en déduit
EÛ«5 = — RX^__- cosOrfe— Rpa\__ sinWô+pRtsinçV sinecfe-pR«\_ 8in«»r/«
*/» VT 1/T l^T
= — RX (sinO 4- 8ln(p)-f Rpo(cos0 — cos?) —pR* sin 9(003 6— cos 9)
-j^ - -(sin 29+ Sin 20) J.
** = P + K+Ëii-
_ X(sin6+8in9) , pa , ^ v i^I^ . , «
= P ^^ — gô ^ +^ (cos 8- cos 9) -|^ sin 9 (cos 8 -cos 9)
sin6 + sin9^ , pa , . , pU . * . ^"R
= p ^^ — ïX+g^(cos8-cos9) — |^sm9Cose+^sm9COS9
+ — / sin8 + sin9 — co8?(8+.9) ^ cosft — cos9 + sin9(8 + 9)
+ '^^in9[co88-coa9 +^8109(8+9)] +i^' [iii-i (sin 2Ç+9in29)^^
La fonction U est égale à \ (R«0 — ô») slnOcW
Or
=PR-h— |;,|^«in6+Binç— C089(6 + 9)J ^ fcose — cosç + sinçCe + ç)!
Multiplions par 8ln6(/6, et Intégrons entre les limites — 9 et 6: il vient U=Pr\^ »jn6</e+— f l8ln«ed6 + 8in9Sinerf6— co89(0 + 9)sin6d6)l
R»Ar8 •^"'^
ET V- ^^'^*®®*"^^"-<^*9 8inO(W + sin9(6 + 9)8in6rfe)]
*ï"?\_ rcosOsinÔd'ô — cos9SinOrfe + 7 8in9(0 + 9)8lnOûfO)l + 2 gj- 1 V -«-^«inedO — .(8in2e + 8in29) sinOrfô ,
OU bien
U = - PR (cosO— COS9) + — [-j^— j (8in2e+8in29) j- ^ 8in9(co8 6— CO89) R'X Rïna 1
— — C08? (slu8 + 8ln9 — e cosO — 9CO80) ^ - (8in2ô-,8in29)
rr*^*9(C086 — CO89) j^8in9(8in6+8ln9— 8cos8— 9CO89)
RV« pR* 1
+ T7-98in?(co88 — 008?) -h^ sin 9-(8in28 — 8in29)
+ — sin 9 cos 9 (CO88 — CO89)
1 pB* 1 ;)R*
+ -— 8ino(sin6+8ln9 — 8cos6 — 9CO89) — 7'— ^ 9Sin9(cos8— COS9)
•iwR^ri . 1 1
"^ 2 ET U^**"^ "^ 8in9— 8co80— 9CO89+ -9tco88— CO89) ~8 ETLâ^ ''~3 Ëï S'" 2? (ces 0- cos 9)1.
Les deux inconnues p et X se détermineront en exprimant que SO = 0 pour 6 = 0^
h cause de la symétrie de la pièce et de la distribution des charges, et que or =. 0 au
ffx point B, c'cst-à-dire que — 5* — U = 0 pour 0 z= 9.
On aura donc ii la fois les deux équations : « o 8in9^ . pa ^ pR . . pR . pR /? Pin29\
' R«X , RV, . X ;>R' / oslnsX
+ — (sln9-9C089) ^(1 — c0S3+98in9)4- — 8in9M — cos 3 + ^-j-^j
2 El V2 4 '^"
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et
" "ET L^**"^"?^^®'?) \ j4«in9 J - - sln» ç J — (sin ç— ç cos ç) sin ? — ggcosç ( <p
* 2co8ç8iii(9 . R« / sln2ç . ^ • • \
# — j^— + gj ^9--2^+2çc08ç-2?cos«9)
Cette dernière éqaation fait coDDaltre la poussée borixontale de l'arc, et la valeu aiosi trouvée, aubstitaée dans réquatlon précédente, donne la valeur de la constante f
Comparaison avec les équations de M, Bresse,
243. L'équation (S) coïncide avec celle de M. Bresse et celle de Navier, en néglignai tous les termes contenant Bs. Il vient alors simplement
on bien, si l*on rétablit la notation ordinaire,
e'-0=P4-\--rf* (équation (3) du § 2 14).
Les équations (8) se ramènent aux équations qui donnent x'~- x, t/ — y. Pour cel remplaçons dans les équations (8) le rapport — par —/*(«) = — — f ax, 11 viend
Wj: = (/x/— — -f aTJ - rfyôe, àdx = cfy |- ^ + axj + dxôe,
d'oùf'on tire, en intégrant,
fM fM p fM
8x = — \ rfyôe-^ — dx ■\- \ atdx ,
;a /a Eu ;a
*M rM p fM
5y z= +\ dj^f^--\ —dy +\ axdx,
ou bien
Ci Cs P V *
a:' — x=— \ dy{e' — 0)-.\ --(/a: + \ axdx,
Çs r* P c* ,
y'-y=4.\ rfa:(e'-e)-\ -^dy+X axdx,
équations identiques aux équations (10) et (11) du S 215. En résumé, la seule modi cation introduite par la nouvelle méthode est celle qui consiste à compléter la vale
de e' - e par Tiiitégrale V t- d{s' — s).
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PIÈCES COURBES. —MÉTHODE DE M. BELL (l).
244. Soit AB la fibre moyenne d*un arc élastique, que nous supposerons posé en A et
pj 2f^ en B sur deux appuis. Appelons X et Y les
composantes 9 Tune horizontale, l'autre
o L T i> \ verticale, de la réaction du point A, et
; ~ " - - - considérons sur Tare un second point M
J[ quelconque. L'arc AM sera en équilibre
K|- — - -î sous Taction des forces X et Y, des forces
\y données réparties de A en M, et des forces
^^ , \ développées dans la section M. Ces der-
I ^ '^ N nières forces sont équivalentes à la résul-
' ^' - -^ j 'J^ tante changée de sens des premières. Nous
' pouvons les réduire en général à une force
^ unique^ appliquée en un point M' situé sur
la verticale du point M, et telle que Ton ait, en décomposant cette force suivant Thori-
sontale et la verticale,
Q X MM' = X X MI - Y X MK + jA,
H étant la somme des composantes horizontales des forces données,
V la somme des composantes verticales^ positives quand elles agissent de haut en bas ,
et |i la somme de leurs moments par rapport au point M.
Soient OP = ar, PM=y, PM' = y',
et soient OL = m, LA = fi, les coordonnées du point A. On aura les trois équations :
X^ Y, sont des constantes, ainsi que m et n. H, V, {i sont des fonctions de x et de y. D'ailleurs» y et a; sont liés entre eux par l'équation de la courbe AMB. Éliminons y et Q entre Téquation (1), l'équation (3) et réquation de la courbe. L^cqaation finale entre y' et y sera l'équation du lieu du point M'. Le tracé de cette courbe auxiliaire, que M. Bell appelle courbe d'équilibre^ aidera à trouver le moment fléchissant en un point quelconque de Tare. Il sudlra, en effet, de faire le produit de la force Q, composante horizontale de la poussée au point M, par l'intervalle MM' compris sur la verticale entre les deux courbes.
It y a un cas particulier très-important pour la pratique, celui où toutes les forces extérieures appliquées à l'arc sont verticales. Dans ce cas, H = 0, et Q est une quantité constante. Alors le moment fléchissant est proportionnel à l'intervalle des deux courbes.
La courbe d'équilibre passe par les points A et B si l'arc est simplement posé sur ses appuis; car en ces points le moment fléchissant doit être nul.
M. Bell a déduit de cette remarque une méthode de calcul des pièces courbes. Dans les formules qui donnent SO, Sx, 6y, certains termes contiennent les variations de lon-
(*) 0» the ttrutes of rigid archet^ Hc., by William Bell (Institutioa des iDgénieurs civils de Londres séance da 5 décembre 1871, toI. XXXIII, n* 1507).
MÉTHODE DE M. BELL
goeur as de l'arc moyen, et expriment l'effet du racconrcissement ou de rallongement de la fibre moyenne, dû à la force P normale à la section, ou à la yariation do la température; d'autres termes, et ce sont les plus importants, expriment Teffet dû au moment fléchissant. M. Bell ne conserve que ces derniers dans ses calculs. Les formules se réduisent alors aux suivantes :
&r = — V ô6rfy, 1^
ay = + \ Ô6dx.
Les deux dernières équations se prêtent à l'intégration par parties. On a, en effet,
Mais </66 = -- ds, en vertu de la première équation dififérentiée.
Donc et de m6g|9
Appliquons ces équations i l'arc entier AB, nous aurons
r 1» c» Mx
JA
Ces équations se simplifient dans les cas particuliers suivants. ^ 1** Si l'arc est encastré en Â, on aura en ce point 26= 0 ; donc la constante p est nulle ;
2** Si, eu ontre, l'arc est encastré on B, la valeur de 60 est aussi zéro pour le point p, et, par suite, on a la relation
^ Md* = 0.
en faisant sortir le facteur constant r-r du signe somme.
El
3* Les termes Uso 1 etlxM 1 sont nuls quand la pièce est encastrée sur ses deux appuis, car alors 60 est nul aux limites.
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Dans ce cas^ on a les deux relations
Uyds = 0,
Mxds = 0.
4* Dans le cas particulier où l'arc est symétrique par rapport à une verticale^ les ordonnées n des deux points A et B étant les mêmes,
et la seconde équation prend la forme
Dans toutes ces formules, où nous supposons 1 constant, entrent les intégrales suivantes :
y&dSt XMydSf yixds, %/ %/ %)
dont l'interprétation est immédiate. Supposons qu'on attribue à l'arc tf« de la fibre moyenne un poids spécifique, positif ou négatif, égal à M. La somme VMcf^.iAl le poids
d'un arc fini, et ^Myrf*, ^xds seront les moments de ce poids par rapport aux axes
coordonnés.
Dans le cas des arcs encastrés sur les deux appuis, les poids (positifs ou négatifs) des divers éléments de la fibre moyenne se font équilibre.
Dans le cas d'un arc symétrique par rapport à la verticale, le centre de gravité des poids (positifs et négatifs) des divers éléments de la fibre moyenne est situé sur la corde AB.
Or, si l'on se reporte au tracé de la courbe d'équilibre, on verra que le poids spécifique M est représenté en chaque point par l'intervalle vertical MM' compris entre les deux seules courbes, dans l'hypothèse où la pièce n'est sollicitée que par des poids.
Ces remarques ont conduit M. Bell à une méthode graphique très-simple pour la recherche des moments iléchissants dans les pièces courbes. Ayant déterminé la poussée d'une manière arbitraire, on en déduit une courbe auxiliaire AM', au moyen ^e laquelle on essaye de vérifier les équations de condition; on modifie la poussée de manière que ces conditions soient satisfaites, et l'on arrive au résultat cherché après un petit nombre d'essais, que l'emploi du compas de proportion peut éviter, ainsi que l'a fait ubserver M. le major Brown (page 35 du mémoire précité).
Nous renverrons au mémoire de M Bell pour le développement de cette méthode, et l'application qu'on peut en faire à divers cas particuliers.
ARCS PARABOLIQUES
245. Supposons an arc rigide AOB, posé en A et B sor deux appuis, et symétrique par
rapport & la Tçrticaie OY qui passe à égale distance de ces deux appuis. Supposons d'abord que cet arc soit uniformément chargé, en projection horizontale, à raison de p unités de poids par unité de longueur. Soit 2a la portée AB, / la flèche 10. Proposons-nous de déterminer la forme à donner à cet arc pour que le mompqt ^ ' fléchissant M soit nul en tout point de la
fibre moyenne.
Soient â:=:ON, y=NM les coordonnées d'un point quelconque JH.
Appelons Q la poussée horizontale^ qui est la même aux points A et B, puisque l'arc n'est sollicité que par la pesanteur.
La composante verticale 'des réactions des appuis sera égale à pa.
On aura donc pour le moment fléchissant en M
NL
M = Qx(LB-NM)-paxLN4-?xNLx— ,
ou bien
M = Q(/'-y)-pa(a-x) + p
Pour que M soit nul en tous points^ Il faut qu'on ait identiquement
0/^-Qyf ^*-Ç=o.
On satisfait à ces équations en posant
et
pa* yv pà*
Qy=4-- ou l>ien 7 = -;,
équation d'une parabole à axe yertical, passant par les trois points A, 0, B.
La poussée horizontale, ^ est égale en valeur absolue à la tension horizontale d'un
câble parabolique de pont suspendu.
Dans ces conditions le moment fléchissant est nul en tous points, et la résultante des forces, y compris la réaction de l'on des appuis, est la force P de compression tangente à la
fibre neutre; elle est égale à ^QM-p^îË*. Sa valeur maximum a lieu au point B. Elle est alors égale à v'Q* + p'û'«
Le rayon de courbure au point 0 est égal à -^.
Les moments fléchissants ne prennent une valenr dilTérente de zéro que quand les charges sont inégalement réparties. Cherchons, par exemple, ce que deviennent les moments lorsqu'on enlève la charge sur la moitié de la portée.
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Dans ce cas. les deax poosiés horizontales Q'^ Q' des appols A et B sont encore
égales^ et conformément à une remarque faite par M. Bresse sur les charges non symétriques (§ ?21), Q' est la moitié de la poussée Q correspondante A la charge complète. On a donc
0 = ^ . Les réactions Terticales Af
des appuis sont inégal<*s. Leur
somme est pa, et comme le centre
de gravité de la charge est situé sur
la verticale du milieu de la deml-
corde AI, l'appui A porte jpa,
et Tappui B^ - pa.
Nous pouvons donc tracer sans t&tonnement la courbe dVquilibre de M. Bell. Cette courbe se composera de deux lignes distinctes. Do point B au point 0^ portion où l'on suppose qu'il n'y a aucune charge appliquée, la courbe ne sera autre chose que la direction da la résultante des forces Q' et - pa. Ce sera donc une droite, et cette droite
- pCL
passera au point 0'; car le rapport des composantes — r est égal au rapport - = 7-.
Le moment fléchissant est donc nul encore au point 0.
Du point 0 au point B, la courbe est une parabobe tangente en 0 à la direction DO prolongée. Prenons, en effet, un point M quelconque, défini par ses coordonnées
ir = — OP, y = PM.
Le moment M, par rapport à ce point, des forces qui agissent sur l'arc MOB, est égal à la somme algébrique
M = Q'x(/*-y)--/>ax(û-a-)+ ^pxK
pa,^ Divisant par Q'= ^, on aura, en grandeur et en signe, la longueur MM' de l'inter-
▼aile compris entre la courbe d'équilibre et la fibre neutre. Appelons 1/ l'ordonnée de la courbe d'équilibre. Nous aurons, en divisant par Q',
équation qui se réduit à
C'est l'équation d'une parabole tangente en 0 à la direction - = - , c'est-à-dire à OB;
REMARQUES DIVERSES
«lie passe au point A^ car x-rza donne y'=A Enfin elle coupe le prolongement de l'axe OX en K^ an quart de la portée.
Le moment fléchissant est positif de B en 0, et négatif de 0 en A. Il 'est nul aux trois points A, 0, B. Il est maximum en valeur absolue en deux points, l'un situé dans la moitié de droite, Taotre dans la moitié de gauche. Conformément à la théorie de M. Bell, les valeurs des moments fléchissants sont représentées sur l'épure par les intervalles des deux courbes AMOfi, AKOB, et la recherche du plus grand moment revient àcelle do plus grand Intervalle des deux lignes. Pour la moitié de droite^ le point cherché est celui où la tangente à Tare donné est parallèle à la corde BO. Prenons sur 10 proloofée une quantité OH =01, et Joignons HB. Cette droite sera tangente en B à la parabole. Elle coupe OX au point R, au quart de la portée; menant par ce point RR' parallèle à OY, on obtient sur la parabole un point S où la tangente est parallèle à la corde OB. Donc S est le point cherché; Il se trouve sur la verticale du quart de la portée, au milieu de la moitié non chargée. L'intervalle SS' est le quart de OH, c'està-dire le quart de la flèche f] donc le maximum des moments positifs, Q' x SS', est
Du côté gauche, le maximum s'obtiendra en égalant à zéro la dérivée de y— y', ou de
On aura donc au point cherché
On a d'ailleurs
y=— et f/y= — dx;
divisant membre à membre, il vient
€t enfin, x = — 7, ce qui correspond au point K.
En ce pomt, l'ordonnée y' est nulle, et l'interyalle entre les deux courbes prend la
l pa*
valeur KL = -- A ce qui donne encore ^ pour la valeur absolue maximum du mo- 4 16
ment fléchissant négatif dans la moitié chargée.
Dû'
On peut regarder ^ comme la limite pratique des moments fléchissants dans un arc
parabolique reposant sur deux appuis.
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Fig. 220.
DANS LES PIÈCES COURBES
246. Exprimons les conditions d'équilibre d'an fragment NQQ'N' de la pièce, compris
entre deux plans transfersaux perpendiculaires à la fibre moyenne MM'. Soit d^ Tangle des deux plans qui se coupent suivant l'arête C.
La force extérieure appliquée A l'élément considéré est du même ordre de grandeur que cet élément; nous pouvons la décomposer en deux forces, l'une pds, tangente à la fibre moyenne, l'autre qds, dirigée vers le centre de courbure. Les forces moléculaires dans le plan NQ se réduisent à une composante A dans le plan de la section, à une autre P, normale à ce plan, enfin à un couple M.
Les mêmes foices se rencontrent en A', P' et M' dans la section N'Q', changées de sens et augmentées de leurs dlQTérent telles.
Les équations d'équilibre sont au nombre de trois :
1* Composantes suivant la direction CM :
Appelons do l'angle de la direction gds avec CM. Nous aurons :
A + P' sin c/e = A' cos cfe -f pds sin 9 + qds cos </ç,
équation qui, en remplaçant sin rfO par rfO, cos</e et cosc/opar l'unité. A' par A + cfA et P' par P + cfP, et en supprimant les infiniment petits du second ordre, se réduit à
(1) rfA = Prf8 — ^rff.
2**. Composantes suivant une direction normale à CM :
P 4- pds cos cTO = P' cos c/e + A sin «/6 -f qdi sin d^;
cette équation se réduit de même à
(2) c/P = pds — AflfO.
a*" Moments par rapport à l'axe C. Appelons p le rayon de courbure CM ; nous aurons
M' - M -f (P - P' + pds) p = 0,
ou bien
dii — {d? — pds) p = 0.
Remplaçons dP par sa valeur (7); il vient
(3) c/M -f Aptfe = cfM -f kds = 0.
dJA Celte dernière équation montre que — - = — A, c'est -à-dIre qu'en valeur absolue,
l'efTort tranchant est la dérivée du moment fléchissant par rapport à l'arc. On a ensuite
^ dX ^ ds Idk , \ / rf«M\
Ces équations s'étendraient sans difliculté au cas où il y aurait des forces discontinues.
-■.if
CHAPITRE PREMIER
RÉSiSTitNëE DES ENVELOPPES DE CHAUDIÈRES.
2A7« Après avoir étudié les lois de la flexion et de la torsion des
pièces prismatiques, droites ou courbes, c'est-à-dire des solides dont
les dimensiois transversales sont petites par rapport à la longueur, et qu'à certains égards on peut assimiler aux lignes géométriques, il
conviendrait d'étudier l'équilibre élastique des solides analogues aux surfaces dont l'épaisseur seule est petite, et qui ont de grandes dimensions dans les deux sens. Le problème de. la déformation des surfaces élastiques a depuis longtemps attiré l'attention des physiciens et des géomètres, et nous pouvons citer les travaux analytiques d'Euler, de Lagrange d'un Jacques BernouUi, petit-fils du célèbre Jean de BernouUi, de M"' Sophie Germain, de Poisson, les recherclies expérimentales de Chiadni, les études plus récentes de Navier, de Gauchy, de Lamé (i), de M. Kirchhoff..... Tous ces travaux ont pour but principal la recherche des lois de la vibration des
(1) Leçons deVétasticUé, li»», lô"*, IG""» leçon.
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plaques et des membranes élastiques. Les équations générales contieïinent à la fois les deux courbures de la surface vibrante; ce sont des équations aux différences partielles, qui ne peuvent s'intégrer que dans quelques cas particuliers.
Le problème de la résistance des enveloppes de chaudières est beaucoup plus élémentaire, et c'est la seule question que ringéiiieur \it à étudier. En général, les chaudières ont une forme cylindrique ; elles sont terminées dans la longueur par des parois de forme courbe, et il s'agit de déterminer quelle tension se développe dans le métal lorsque la pression de la vapeur contenue dans V enveloppe atteint sa limité extrême. Nous examinerons successivement les cas principaux qui peuvent se présenter» en nous bornant aux plus siipples.
248. 1*' Cas; — Enveloppe cylindrique indéfinie à profil drcU'' laire^ soumise à df^ pressions normales unifojfiniiément réparties.
Par l'axe 0 du cylindre, faisons passer un plan quelconque MN Fig. 221. qui coupe l'enveloppe suivant deux géné-
ratrices A et B. Les efforts développés dans la matière suivant ces deux génératrices sont égaux entre eux, et indépendants de la direction du plan MN, à cause de la symétrie du profil et de l'égale répartition des pressions.
Supposons d'abord l'enveloppe soumise à une pression intérieure égale à p unités de poids par unité de surface ; appelons p le rayon de la surface intérieure de l'enveloppe et e l'épaisseur du métal. Soit enfin R l'effort moyen par unité de surface développé dans le métal.
En ne considérant qu'une longueur de cylindre égale à l'unité, on voit sur-le-champ que les sections faites par le plan MN suivant les deux génératrices A et B doivent développer une résistance totale sRe, égale à la résultante des pressions exercées sur Tune des moitiés du cylindre. Or la somme de ces composantes est égale au produit de la pression p par le diamètre intérieur ap de la chaudière. On a donc Re = ;?p, équation qui détermine la tension R.
Si la pression j9 s'exerce à l'extérieur de la chaudière, la même équation détermine encore la compression R de la matière par unité de surface, en ayant soin de prendre pour p le rayon extérieur de l'enveloppe, parce que c'est sur la surface extérieure que s'exerce la pression.
Si la pression p existe à l'intérieur, et qu'une pression /)' existe k l'extérieur, on aura, en appelant p le rayon de la surface interne et p' le rayon de la surface externe,
éqiâtfion où les valeurs positives de R correspondent à des tensions» et les valeurs négatives à des pressions dans la matière de l'enve* loppe.
En général, la différence p' — p est assez petite par rapport à p pour que l'on puisse remplacer p' par p dans le second membre de l'équation, ce qui donne :
(«) Htf = p(p-P').
Ce résultat suppose que la lension R est également répartie dans l'épaisseur des parois A et B de l'enveloppe. Il est facile de remarquer que cette répartition égale n'est admissible qu'approximativement, et seulement lorsque l'épaisseur e est très-petite. En effet, chaque arc infiniment petitycb, pris sur une circonférence
quelconque A' G' F, se trouvant soumis à une tension égale à R par unité de section, subit
ds un allongement égal à Rx ^. L'allonge-
Fig. 222.
. ment total pris par la circonférence exté- "' ^ ^ " '' rieure A'G'B' est donc égal à ^^ x |,
et l'allongement total pris par la circonférence intérieure est d^ même égal à stcp x ^. Les deux circonférences, dont les rayons sont p et p' dans l'état naturel, doivent donc, par suite de l'ex-
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tension, prendre des rayons respectivement égaux à on +#)}
(R \ 1 + 5 ) » et Tépaisseur primitive p' — p devient égale à
(p' — p) ( 1 4- u j , c'est-à-dire qu'elle augmente dans le même rap-
port que les éléments de fibi*e.
^ Or nous avons vu (§ i5) qu'une tige, tirée par une force dans le sens de sa longueur, subit, en même temps qu une extension, une contraction latérale. La paroi entière de la chaudière, étant soumise à un tel effort, doit diminuer d*épaisseur, tandis que l'hypothèse de la répartition égale des pressions sur toute l'épaisseur a pour conséquence géométrique et nécessaire un accroissement d'épaisseur.: cette hypothèse conduit donc à une contradiction.
Lorsque l'épaisseur p' — p est très-petite par rapport au rayon, rinégalité des tensions dans les diverses fibres de la paroi est peu accentuée, et Ton peut sans erreur considérer la tension en un point quelconque comme sensiblement égale à la pression moyenne. Il n'en est plus de même lorsque l'épaisseur est trèsforte; alors l'inégalité devient plus grande, et les fibres intérieures subissent une tension beaucoup plus élevée que les fibres extérieures. La paroi tend à se déchirer eu commençant par les fibres du dedans.
Cet exemple nous montre que la solidité des chaudières ne croît pas proportionnellement aux épaisseurs ou aux quantités de matière. Si Ton double la pression de la vapeur dans une chaudière, il ne suffit pas, pour assurer la môme résislance à l'enveloppe, d'en doubler l'épaisseur; il vaudrait mieux changer la matière de la paroi et adopter des matéi iaux plus résistants, pour avoir toujours une épaisseur moindre, et pour produire la répartitioji de tension la plus égale possible (i).
249. Répartition des efforts dans les chaudières cylindriques
(I) Of s*'«.
indéfinies à base circulaire. — Un prisme soumis à une extension subît une contracHon latérale dont le coefficient peut être déterminé, soit par la théorie mathématique de l'élasticité, soit par Texpériétfce. Supposons iei ce coefficient connu.
Soit, par exemple, un prisme rectangulaire de longueur égale à Tunité, d'épaisseur très-petitQ et de largeur indéfinie; s*il est sollicité par une . force uniformément répartie sur sa base, à raison de R unités de poids par unité de surface, sa longueur primitive, i , de-
viendra sous cet effort i + p» ^^ son épaisseur décroîtra de la frac-
lion m/rp de sa valeur primitive, E étant le coefficient d'élasticité de
la matière, m le coefficient de contractibn, égal à - , d'après M. de Saint*Venant; d'autres auteurs, Wertheim, par exemple, le font égal à ^; d'autres encore le font égal à j (Cf. §16).
Appliquons ces données à une chaudière indéfinie, cylindrique, à Fig. 223. base circulaire et infiniment mince; soient jo
et y ;=jo + dp^ les pressions par unité de surface à l'intérieur et à l'extérieur; r le rayon intérieur OA , t^ = r '\-dr le rayon extérieur OA'; soii enfin R la tension par unité de surface, développée dans la matière suivant les sections diamétrales AA', BB'.
La tension R nous seia donnée par l'équation d'équilibre de la demi-chaudière :
%Kdr = ^pr — gpV = 'ipr — 2(p + dp) (r + dr) = — 2d(pr},
donc
dr
La circonférence de la chaudière, subissant cette tension en tous
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points, s'allonge dans le rapport de i à i -f- pr» ce qui donne an rayon r un allongement
(2) or = rXg;
maïs en même temps la contraction s'opère, et Tépaîsseur ér varie de la quantité Mr^
(3) Sdr = — mdrxrr.
Ces résultats sont applicables à chacun des anneaux concentriques
infiniment petits dans lesquels on peut concevoir décomposée la
couronne annulaire formant la section transvei*saie d'une chau^ère
d'épaisseur finie AB (fig. 224).
Soient OC = r, OD = r -f dr^ le rayon intérieur et le rayon exté-
Fig. 2ii. rieur d'un tel anneau CD. Appelons p la près-
sion (rapportée à l'unité de surface) des anneaux intérieurs sur l'anneau CD; ;> + ^ !& pression des anneaux extérieurs.
Les équations (i), (2), (3) seront applicables.
Différentions l'équation (2) ; il viendra
mais
dorzizdrx g + ^X^;
dZr = 8Jr = — mdr =; ,
donc
(4) (i + 7n)Rdr -h rdR = o ,
et par suite
dR , ^ ,dr
eu bien
A l^) ^ == JaT»' ^ désignant une constante arbitraire
Substituant cette valeur de R da|É|hréquation (i), il viendra une équation qui fera connaître p en fonction de R. On a en effet
d(pr)= — Rdr = - ^^^
yi+m'
d'où l'on déduit, en intégrant,
et
r mr"*+*
G étant une nouvelle constante.
Les constantes A et C se détermineront en exprimant que, pour r = OA = r^, rayon intérieur de la chaudière, Jd=/?^, pression intérieure, et que, pour r = OB = r, rayon extérieur, p =/?j.
On a donc à la fois
Po = r +
donc
et la répartition des tensions sera donnée par la formule (5), où l'on mettra pour A la valeur (7) :
R est nul lorsqtfon a à la fois />o = o, /?, = 0,. et plus généralement, quand pjr^ =Pi^x' On voit qu'il n'est pas nul A Ton a simplement p^=p^- Si pj''^>p^r^, R décroît de l'intérieur à Textérieur. La pression ;>, exercée par un anneau sur l'anneau voiôn» est donnée
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par r équation (6}, qui devient», en substituant à A et à G leurs va* leurs définitives,
Si l'on fait m = -, la formule (8) devient .
«(v^rj — v^ ryfr'
Ces formules supposent que Tenveloppe est en équilibre; elles seraient fausses si on les appliquait à des enveloppes soumises à des vibrations faisant intervenir les forces d'inertie. On ne doit pas, par exemple, les employer pour calculer la tension du métal d'une pièce de canon pendant le tir.
On trouvera dans les Annales des ponts et chaussées (septembre 1876, n"" 4o), un article de M. Brune où la même question est traitée d*unè manière un peu différente (1).
250. 2* Cas — Enveloppe q/lindrique à profil circulaire^ limitie dans la longueur à deux couvercles de forme indéterminée. Recherche de la tension ou pression longitudinale.
Appelons encore p la pression intérieure, p' la pression extérieure par mètre carré de surface ; R' étant l'effort développé dans la matière suivant les génératrices du cylindre, on a pour l'équilibre l'équation
R' X in (^^) X tf = îcpV -- «p'«p'.
Cette équation se simplifie lorsque la petitesse de Tépaisseur par rapport à p permet de confondre p et p', et elle devient
(i) Cet article renferme aussi une théorie de la. plaque circulaire symétriquement chargée, et une solution du problème de la plaque circulaire d'égale ràlstance.
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En comparant l'équation (a) à l'équation (i), on voit que R'=-R,
c'est-à-dire que dans une chaudière cylindrique la tension longitudinale est la moitié de la tension transversale.
Nous chercherons plus loin quelle forme il est préférable de donner aux couvercles d'une chaudière cylindrique à section circulaire.
CALCUL DE l'épaisseur DES CHAUDIÈRES.
251. On calcule en France l'épaisseur à donner à une chaudière cylindrique de machine à vapeur, par une formule contenue dans Tordonnance royale du as mai i843:
tf = 0,0018 nd + 0*,003.
Cette formule s'applique seulement aux chaudières à pression intérieure ; e est, en mètres, l'épaisseur à donner à la paroi ; d est, en mètres, le diamètre de la chaudière, et n le nombre net d'atmosphères auquel la pression intérieure peut s'élever. Ce nombre s'obtient en retranchant une unité du nombre d'atmosphères indiquant la pression totale de la vapeur dans la chaudière. Une atmosphère équivaut, comme on sait, au poids d'une colonne de mercure de 760 millimètres, soit à environ i^.o3 par centimètre carré. Pour les chaudières h basse pression, le premier terme de la formule est nul ou négligeable ; dans ce cas, on peut donner telle foime qu'on voudra au profil de l'enveloppe, elle sera toujours en équilibre entre les pressions exercées sur ses deux faces. Le tracé du profil s'exécute alors d'après d'autres considérations. Le terme o".oo3 de la formule est destiné à donner un surcroit de garantie pour la résistance et la durée de la chaudière. Le calcul des tensions qui correspondent aux épaisseurs assignées par cette formule démontre que la tension transversale s'élève au plus à sSSo par millimètre carré. Cette faible limite se justifie en observant que les fortes pressions ne s'obtiennent dans les chaudières que sous de hautes températures,
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et que l'élévation de la température réduit la résistance du métal. Pour les chaudières des locomotives» qui reçoivent le feu intérieurement, on diminqe d'un tiers les résultats fournis par la formule.
Lorsque la chaudière doit supporter une pression extérieure, l'ordonnance du 22 mai i843, complétée par une instruction ministérielle du 17 décembre 1848, prescrivait d'ajouter moitié en sus à l'épaisseur indiquée par la formule, et en outre de consolider le profil par des anneaux en fer forgé destinés à prévenir les déformations. Cette précaution est nécessaire lorsque la pression est extérieure, parce que les moindres déformations du profil tendent à s'accroître sous Faction des forces qui compriment l'enveloppe; elle est entièrement inutile lorsque la pression est intérieure, ces (Jéformations tendant au contraire à s'effacer. En d*autres termes, la forme circulaire est pour les enveloppes une forme d'équilibre; mais r équilibre est stable si la plus grande pression est intérieure à l'enveloppe, et il est instable dans le cas contraire.
L'ordonnance de i843 est aujourd'hui remplacée par un décret du 25 janvier i865, qui supprime toutes les mesures préventives, saut répreuve préalable de la chaudière. Cette épreuve se fait avec la presse hydraulique ; la piession d'épreuve, autrefois fixée au triple de la pression nette de la vapeur dans la chaudière en service, a été réduite au double par le même décret (1).
Les chaudières à basse pression n'ont pas besoin de recevoir une forme particulière d'équilibre, et en général, on leur donne le profil qui leur assure le contact le plus étendu avec le feu. Aussi, lorsque la pression augmente accidentellement, l'enveloppe est exposée à se déchirer. Contrairement à un préjugé fort répandu, les chaudières à basse pression présentent en somme moins de sécurité que les chaudières à haute pression ou à pression moyenne; la forme d'équilibre et les épreuves donnent pour celles-ci de précieuses garan-
(1) Voir dans les Annales des ponts et chaussées, juin 1876, Mémoire n<* 29, la circulaire du Board of trade, contenant les instructions pour les contrôleurs chargés de Tinspection des chaudières en Angleterre.
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lies, et d'ailleurs les augmentations subites de tension y sont beaucoup moins à «raindre.
Une surface métallique^ mince et plane, soumise à un excès de pression sur l'une de ses faces, fléchirait nécessairement si Ton ne lui donnait de la rigidité transversale au moyen d'armatures. Ainsi les parois de la boite à feu d'une locomotive, lesquelles sont planes et soumises à une pression extérieure de 8 à i o atmosphères, doivent être renforcées, en haut, par des barres fixées de champ, et latéralement, par un entretoisement qu'on opère à l'aide de boulons, pour les réunir invariablement aux parois voisines de la chaudière.
On comprend d'après tous ces détails quelles difficultés on rencontre pour augmenter notablement la pression de la vapeur dans les chaudières des locomotives. Il serait tout à fait conforme à la théorie mécanique de la chaleur de pousser plus loin la pression, jusqu'à 16 atmosphères par exemple ; mais pour y parvenir, |i faudrait changer la matière de l'enveloppe, substituer à la tôle de fer un métal plus résistant, comme la tôle d'acier. On l'a essayé, mais les expériences n'ont pas encore donné de résultats bien satisfsdsants (1).
Cas. — Enveloppe spliérique
Appelons toujours e l'épaisseur uniforme de l'enveloppe, petp'les rayons des faces internes et externes, p et p* les pressions par unité de surface à l'intérieur et à l'extérieur. Nous aurons
ou, en négligeant e par rapport à p,
(1) On commence à employer racler pour les parois des chaudières des machines marines, mais on limite en général cet emploi aux parties qui ne sont pas Tues directement par le feu.
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La tension dans une enveloppe sphérique est donc la moitié de la tension transversale d'une enveloppe cylindrique de m^e diamètre : elle est égale à la tension longitudinale (§ aSo).
Répartition des tensions dans répaisseur des chaudières
aphériques. Nous admettrons comme un fait d'expérience qu'une
plaque élastique d'épaisseur e, soumise dans tous les sens à une
tension B pai* unité de section» subisse une réduction d'épaisseur
eR Se proportionnelle au produit -=-, E étant le coefficient d'élasticité
de la matière, de sorte qu'on puisse poser
sR
m étant un coefficient constant, positif et moindre que Tunité. Cette loi étaqt admise, on peut appliquer aux surfaces sphériques soumises à une pression intérieure la méthode que nous avons iftiivie pour les tuyaux cylindriques indéfinis.
Considérons d'abord une enveloppe sphérique infiniment mince; soient r et r + ^r les rayons des surfaces qui la limitent à l'intérieur et à l'extérieur; p et p + dp les pressions par unité de surface exercées normalement sur toute l'étendue de ces deux surfaces.
L'équation d'équilibre de l'hémisphère nous donne
(1) R X ^Tvrdr = p x wr* — (p + dp) x r(r + dr)* = — îtd(pr*),
donc
^__ djpr^) 2rdr
La tension R par unité de section produit un allongement pro-
portionnel r= sur tous les éléments de longueur tracés sur la sphère;
le rayon r subit aussi cet allongement ; donc
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DMÛs en 'même temps l'épùaseiir '^ «pUtMUffi contraction dorinSe par l'équation r ..
Si de là nous passons à une épaisseur finie, en appelant p la pression exercée par la couche de rayon f sur la couche de rayon r-\-dr, r^ et i\ le rayon interne et le rayon externe, ;j, ei ^, les pressions correspondanles, nous aurons d'abord, comme pour une cbaadïAie cylindii^oe, ^'_ '-. jj^^ji*
K éunt une ^iuM&Ui{f^(te équation se dëtiuit Àes équations (i) et (5). Substituant danil*égualion (i),ilviei)t ,. ^
el, en intégrant,
Pour déterminer les constantes, nous exprimerons que pour r= pz^p^, et que pour r = r,, p^^p^.
Il vient
ENVELOPPES SPHÉRIQUES
et enfin
'^ 2 i i ^pîTî
rJ^-^ r
254. Pour târàûner les chaudières cylindriques dans le sens â^LU^^loôgnenr, il serait rationnel de placer à chaque extrémité éfégx. enveloppes demi-sphériques se raccordant suivant un grand CO^ à la surface convexe du cylindre. La tension dans chaque Ifeémisphëre lierait la même que la tension longitudinale'^du reste % W chaudière. L'usage est de substituer à ces deux demisj(didres des calottes sphériques d'un rayon plus grand , qui , au lieu dé se raccorder avec la chaudière, en coupent ia paroi sons un certîûn angle. Cet angle est soumis à des variations d'amplitude, par suite, de l'extension du métal sous Taction des pressions supportées par l'enveloppe. Mais la cornière qui assemble les deux surfaces nourrit assez l'angle pour restreindre ces variations entre de faibles limites.
Le danger des couvercles plats a été mis en évidence par un accident arrivé pendant le levage du pont de Britannia au moyen de presses hydrauliques (i).
Un cylindre en fonte, de o".559 de diamètre intérieur, de a". 748 de hauteur totale, de o"*.254 trépaisseur, pesant i3 tonnes 1/2, servait de corps de pompe à un piston plongeur de o",5o8 de diamètre et de i"",83 de course. Le fond du cylindre, au lieu d'être profilé suivant une courbe circulaire raccordée avec les parois latérales, était à peu près plat. Les tensions moyennes n'étaient pas trèsgrandes, bien que le poids soulevé par le piston fût de 1 . 164 tonnes : mais l'inégalité de distribution des tensions due à la grande épaisseur de la fonte, et l'incompatibilité des déformations simultanées du fond presque plat et des parois latérales, causèrent un accident qui
(!) Voyez Annales des ruines, 1851, t. XX, p. 433, article de M. Ch. Couche.
DANGER DES COUVERCLES PLATS
fsdUit avoir de très-graves conséquences; On levait avec cette presse une travée du pont tubulaire, qui a 167 mètres de longueur; elle était arrivée à 7".3o de hauteur, quand le fond du cylindre se détacha tout à coup ; la travée abandonnée par le piston qui devait la soutenir, fut heureusement retenue sur ses appuis de sûreté.
Pour continuer le levage on modifia la forme du oorpa de pompe et Ton substitua aux fonds plats des fonds ayant la forme ellipsoîdiile ' co/nman^ée par la théorie. . \,
Vorma du eylindrt «Tant l'iecidenU
(Fig. ».)
Forme da %tînéfo .tpièf 11 modiflwtioa d« foui»
866. — 4* Cas. — Enveloppe cylindrique à profil faiblement elRptique.
Dans les profils circulaires, nous n'avons eu à constater que des tensions, soit longitudinales, soit transversales, msds toujours tangentes à la surface. Ici se développent non-seulement des tensions, mais ertcore des moments fléchissants, comme dans une poutre soumise à l'action de forces transversales. Pour que ce phénomène puisse se produire, il est nécessaire que l'enveloppe ait une certaine raideur, car si elle était éminemment flexible, le profil circulaire conviendrait seul pour l'équilibre; de plus, l'équilibre serait instable si la pression s'exerçait de dehors en dedans.
La recherche delà déformation d'une enveloppe à profil elliptique est une application des formules de la flexion des pièces courbes ; le calcul se simplifie quand on suppose à l'ellipse une faible excentricité.
ffif. m.
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Soit ABA'B' la fibre taoyenne de Tenveloppe ) nous suj^oseroDS
que le cylindre ait» perpendiculairemeùt au plan de la figurefi une longeur égale à Funité. Menons par le centre 0 de l'ellipse les axes A'A, Bff.
.Soit p la pression nette qui s'exerot intérieurement au vase» c'est-àrdire Fezces de la pression intérieure sur la pression extérieure.
-à^-'r Golipoiis le vase par le plao AA'; les résultantes des forces élastiques développées dans chacune des deux sections A et^A' font équilibre à la résultante des pressions exercées sur tout le périmètre intérieur de PeHipse ; ^r cette Fésûltante est aussi la résultante des pressions exercées aqr le diamètre AA', qui pris aVec^ Y sec A'BA, lusfaève de fermer le^^ootopr A'BA ; il f:ésulte de là, et de fat syniétrie d&'-la figuoe par mppôrt au plan AA\ que la somme des fi^^rces élastiques dévelbppées dans la section A est égale à pa, si l'on désigne ptf die demi grand axe OA. La résultante, d^dUeurs, ne pftsse pas D'éé^iiairement an point A lui-même ; appelons k la distance du point A à son point d'application G. Nous compterons' la distance k positivement de A vers 0, négativement en sens contiaire. On voU que les actions moléculaires développées au sommet A de l'ellipse se réduisent en définitive à une force appliquée en A, perpendiculairement à AA\ et à un couple, dont le moment est égal au |1i*oduit de cette force par la distance AC.
Considérons une section transversale M, et cherchons le moment fléchissant qui s'exerce dans cette section.
Soient a:, y les coordonnées du point M. La somme des moments des pressions exercées de A en M est égale à la somme des moments des pressions exercées sur les deux droites PM, PA qui forment avec Tare AM un contour fermé; il y a de plus à tenir compte du moment, par rapport à M, de la réaction mutuelle des deux parties de Tenveloppe qui se réunissent au point A. Le moment de la force iw, appliquée en G, est positif, puisque cette force tend à augmenter la courbure de Tare au point M -, les moments des pressions élémen-
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laires réparties le long de MA, ou réparties le long des droites MP,
' PA, tendent à redresser l'arc tl sont négatifs. Nous aurons donc
OU bien
M=:paxPC — ipxMP' — ^px PA'
M =pa X (a^x^ k) - |p[y« + (a— ac)*].
Si l'on fait dans cette équation ilTiem
M = — pak^
de sorte que pak est la valeur changée de signe du moment fléchis* sant au point A ; appelons ce moment Mo , et nous aurons
lf = M. + pa(a-:r)^lp(a~rr)«-|pif« = Mo4-5P(a«-««-y«),
On peut chasser y de cette équation au moyen de l'équation de Tellipse ,
où b désigné le demi petit axe OB.
On en déduit
Substituant et réduisant, il viendra
Dans cette équation, on ne connaît pas encore Mo; pour !e déterminer considérons Tare AB comme une pièce courbe, soumise en chacun de ses points au moment fléchissant M.
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La loi de déformation de l'arc sera exprimée par Téquation
.-.=st+^
où E désigne le coefficient d'élasticité, I le moment d'inertie, ds l'élément de l'arc, p une constante [§ 2i4i éq. (3)]. Prenons l'intégrale entre les points A et B, et observons qu'en ces points extrêmes, la déviation angulaire des normales est nulle à cause de la double symétrie de la figure ; on en conclut
p = 0 et Ç'"'M(I* = 0.
Cette équation achève de déterminer le moment inconnu &Io. Nous avons donc l'équation
La première intégrale représente la longueur S de l'arc AB, qu'on peut supposer connue.
La seconde se décompose en deux termes, dont le premier est
le second.
il>(a«-6«)xS;
— ôP
peut s'obtenir approximativement lorsque l'excentricité de Tellipse
est très-petite. En effet, / x^ds est la somme des moments d'inertie
de l'arc AB par rapport i l'axe des y. Si cet arc AB appartenait à une circonférence de rayon égal à a, on aurait
Lorsque les demi-axes a et b sont peu différents l'un de l'autre.
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onr peut continuer à fadre usage de cette formule» dans laquelle S repréàente le quart du périmètre de Fellipse AB» L'équation précédente devient ainsi
MoS + I p(d^— 6») S— j pia^-^b^) S = 0,
Suj^rimons le facteur S et réduisons ; il viradrà
M. = -.ip(a«--6«).
Par suite» le moment fléchisswt en un point quelconque M, défîni par son abscisse x» est dokiné par la relation
M = Jp^^(a«^2x«),
■Jf
Skqdft'b^ ou si le profil était circulaire, on aurait en tous points H =: o/' Si a est différent de d, M change de signe au point
On petit se servir de cette valeur de M pour calculer les limites de la charge de la matière» en appliquant la formula générale
ii, «-Û + T*
dans laquelle P doit recevoir une valeur négative, parce que cette force représente un effort d'extension ; P varie d'ailleurs en valeur absolue entre deux limites assez étroites, />a au point A, pb au point B. Soft e l'épaisseur de l'enveloppe; nous aurons pour une longueui égale h TuDité
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es limites de t; seront
et ia plua grande valeur absolue de la tension s'obUendra eu faisant
Appliquons cette formule au point A; nom aèirons
Donc» en prenant R en valeur absolue,
Pour employer cette formule, on doit y introduire les valeurs des demi-axes a et 6 pris après la déformation. On les trouvera en fonction des demi-axes dans l'état naturel, en appliquant aux points A et B les formules de la déformation des pièces courbes, c^est àdire en calculant au moyen des formules (lo) et (i i) de la page 3g q, les valeurs des variations af — a:, i/ — y, relatives à Tare tytal AB. Nous nous bornerons ici à donner les résultats approximal^É^ ces calculs, qui ne présentent aucune difficulté, H;i^' '
Appelons a, d, les valeurs des demi-axes après les dëJfbrmations, a», ' n les valeurs primitives de ces mêmes demi-axes ; nous
auroi'S
La somme a + b eai sensiblement égale à a^ + *o» et mesure le diamètre moyen de la chaudière, qui reste à peu près constant.
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La discussion de ces formules démontre :
1* Que sous Faction d'une pression intérieure, rexceotricité tend à diminuer, tandis gue sous Taction d'une pression extérieure, elle tend au contraire à augmenter; .
SI* Que la tension R au sommet du grand axe augmente très-rapidement avec l'excentricité du profil.
Enfin, dans le cas où la pression est extérieure, l'analyse assigne une limite inférieure à l'épaisseur e, pour que l'enveloppe ait par elle-même une raideur suflSsante. Pour obtenir cette limite, cherchons le rapport de l'excentricité de TeHipse après la déformation à Texcen-
tricité primitive^ c'est-à-dire le rapport dei/^^^à l/^^~ %
puisque l'on confond ensemble a + b etao+ bo. Ce rapport est sensiblement égal à
Il sera réel ou imaginaire suivant que le dénominateur sera positif ou négatif. Lorsque p est positif, c'est-à-dire lorsque la pression est intérieure, le dénominateur est aussi positif, et Texcentricité nouvelle est réelle comme Texcentricité primitive; dans ce cas, les formulos sont applicables, et si l'on a ^o > 609 on aura aussi a > d, bien que a soit < a^ et 6 > b^. Lorsque p est. négatif, il faut pour que le rapport des excentricités soit réel, que l'on ait l'inégalité
2Ee» + p(a4-6)»> 0;
autrement la déformation du profil n'est pas limitée à une figure voisine de la figure primitive, et l'enveloppe, à moins qu'on ne la renforce par des armatures, s'écrase sous la pression qu'elle supporte de dehora en dedans (i).
Bélanger, dans le § 12 de sa Théorie de la résistance
(1) V. Bresse^ Cours de mécanique appliqués, P* parUe, cbap. v^ S 183.
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et la flexion plane des solides (i), donne un exemple du calcul de la résistance d'une chaudière elliptique, qui montre bien l'influence de l'excentricité.
Dne chaudière à foyer intérieur, dont le diamètre moyen est d'un mètre, supporte du dehors en dedans une pression de 4 atmosphères, ou d'environ 4o 000 kilogr. par mètre carré. L'épaisseur est de i5 millimètres. On trouve que la chaudière ayant pour demi-axes primitifs» j||Gf quantités
Oo = 0";507, 6« = 0* 493,
prend par suite de la déformation les demi-axes
de sorte que son excentricité augmente ; la pression maximum, qui a lieu au sommet du grand axe, a pour valeur
Si le profil de la chaudière était rigoureusement circulaire, la pression s'élèverait seulement à i^,36 par mill. carré ; la faible excentricité qui lui a été donnée rend quintuple la pression-limite. Si l'on avait déduit R des valeurs o"',5o7 et o°',493 des demi-axes primitifs, on aiuait trouvé
R = 1352000 (1 + 2,T7) = 5 097 040 klL,
résultat trop faible d'un tiers environ. Lorsqu'au contraire la pression agit de dedans en dehors, l'excentricité diminuant, on peut employer dans la formule les valeurs primitives des demiaxes, ûo et ôoi et elle donnera une limite supérieure de la résistance par unité de surface.
(1) Paris, Mallet-Bachelier, 1868.
RÉSISTANCE DES PORTES D ÉCLUSE
2â^, Aux problèmes sur la résistance des surfaces, on peut annexer certaines questions relatives aux planchers, aux toitures, aux portes d'écluse. Nous choisissons les portes d'écluse comme un des exemples les plus intéressants d'une étude de cette nature. Le problème est extrêmement complexe quand on veut le traiter en toute rigueur ( i ) ; mais la méthode que nous allons exposer est une méthode simplifiée, que l'on peut suivre dans les applications.
Les écluses sont, en général, munies d'une paire de portes symé* triques et symétriquement placées, qui, mobiles autour de leurs poteaux- tourillons^ ferment le passage en s'arc-boutant Tune contre l'autre, ou bien le laissent libre en s' effaçant dans les enclaves réservées dans les bajoyers. Chaque porte consiste essentiellement en un cadre rectangulaire ; les côtés verticaux de ce cadre sont formés par le poteau-tourillon et le poteau busqué^ et les côtés horizontaux par la traverse supérieure et la traverse inférieure. Les portes fermées dessinent en plan un chevron; leurs traverses inférieures portent sur la saillie du buscj leurs poteauxtourillons sur la maçonnerie du chardonnet^ enfin leurs poteaux busqués sont en contact, et se fournissent un mutuel appui. L'intérieur du cadre est garni de pièces horizontales appelées entretoises^ ou bien de pièces verticales appelées aiguilles; les premières* rattachent le poteau-tourillon au poteau busqué; les secondes rattachent la traverse haute à la traverse basse ; d'autres pièces, que nous indiquerons plus loin, sont destinées à donner de la rigidité aux assemblages des éléments principaux de l'ossature ; enfin le bor-
(1) Voir Annales des ponts et chaussées, année 1867, n» 152, t. XIII, un mémoire do M. Lavoinne sur la flexion des entretoises et du bordage dans les portes décluse.
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daffe recouvre toute cette charpente » et reçoit diredtement ]a pêA* sion de l'eau.
On peut considérer la porte d'ècIuse'daoB deux situations prind pales, quand elle est fermée, et quand elle est ouverte. Quand elle M est fermée, elle supporte sur la faee d'amont une pression supérieure à la pression qui s'exerce sur la face d*aval; *et elle .se trouve dans les conditions les plus défavorables de résiflUpW torique I|Adiflérence du niveau de Teau dans les deux biefs est lapl^ gpail||^l0S:^ sible. Lorsque la porte est ouverte, elle n'est plus soumise qu*& l'action delà pcsanteuPi qui tend à la fois à la renverser autour#B la.crapaudine du poteau-tourillon en arrachant le collier, et à défoncer le cadre rectangulaire en faisant tasser d'une certaine quantité le poteau busqué. Nous examinerons successivement ces deux* situations.
258, Considérons d'abord l'équilibre de la porte fermée. Soit ABC le buse, donné par la largeur AC du pertuis libre, et pai* la ^*«- ^^^ flèche BF du chevron au milieu
de cette ouverture.
AE, CD sont les enclaves où les portes s'engagent, en retraite sur le parement des bajoyers. A et C sont les deux chardonnets voisins des axes de rotation. Nous représenterons par 2a la distance AC des points d'appui latéraux des portes, et par f la llèclie FB. Il en résulte que la longueur AB ou BC de chaque vîujtnil est égale à y^a' -j- /"', quantilé que nous représeiileron^
Coupons le vantail par un plan vertical normal à sa direction, e soit MN sa hauteur (fig. aà8) ; soit PQ le niveau de l'eau sur la face d'amont. FQ' le niveau de Teau sur la face d'aval. Pour trouver la pression totale exercée par la porte sur chaque vantail, menons par le point M une horizgntale indéfinie sur laquelle nous pren-
Fig. M8.
J ■^•rti =.
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ditms les longueurs MS = MP, MT = MQ'; joignant PS et QT,
nous aurons des triangles ^^sqcëles rectangles PMS, Q'MT, dont les ordonnées horizontales mesurerput en chaque point la pression- p^^i té de surraoe exercée en ce point ^*r l'oau, et dont les aiiw' mesureront les pressions totales. Betrancbant du grand triangle PMS la'surfàce du petit, HRS = TMQ', sans altérer les hauteurs des ordonnées représentatives des pressions locales, nous obtenons en définitive un contour polygonal, PHR, dont les ordonnées représentent les poussées nettes subies par la porte; elles croissent de P en Q' parce que, sur cette région, Tune des faces de la poite est seule soumise à Faction de Teau, et elles restent constantes de (y en M, région où l'eau agit sur les deux faces.
La pression totale est donc proportionnelle à Taire du trapèze PHRII, dans laquelle les bases PM et RH sont les hauteurs d'eau, h et h' de chaque côté de la porte, comptées à partir du seuil M ou de la traverse basise, et la hauteur MR=Q'H=PQ' mi la différence, h — h\
de ces deux hauteurs d'eau. L'aire est donc égale à- (A* — A'*j, et
si Ton appelle n le poids du mètre cube d'eau, la poussée totale
subie par la porte sera égale, par mètre de largeur, à —(A* — A'*), et
à — (A* — Al* pour la largeur /. Appelant P cette poussée , nons aurons
P=|'(At-.A'«).
Le point d'application de la force P est situé sur la verticale moyenne, I, du cadre fonné par le vantail (fig. 237), à la hauteur du centre de gravité 6 du trapèze PMRH (flg. 228) ; pour^ouver le point G, on observera qu'il est à la fois sur la droite SL, menée du point S au milieu de la droite PM, et sur le droite gg' qui
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joint les centres de gravité g^ g' des deux triangles PBM, PRH. La même poussée s'exerce en 1\ à la même hauteur, sur le second vantail. Les forces P et F sont équilibrées par les réactions des appuis des deux portes, c'est-à-difè par les réactions du bûsc et dèi^^ deux chardonnets ; les deux portes exercent de plus une poupée l'une sur l'autre par l'interMIdiaire de leurs poteaux busqués. Si l'on connaissait exactement la loi ^Ûfant laquelle la charpente des portes fléchit sous l'action des foilqir qui y sont appliquées, on prorraîf déterminer avec précision. la portion d'efibrt qui se transmet en chacun des points' d'appui. Maiv^* le problème ainsi envisagé est d'une complication qui en rend la solution presque impossible. On simplifiera la question en admettant que la poussée de l'eau sur chaque vantail se partage seulement entre le chardonnet et le poteau busqué, ce qui revient à négliger la réaction du buse et de la traverse basse. Il est certain qu'on pourrait disposer du iracé de la traverse basse et de la piècfe de bois qui garnit le buse de telle sorte, que la réaction de ces deux pièces fût aussi petite qu'on le voudrait. On peut donc à la rigueur la considérer comme nulle. La réaction mutuelle R, R' des deux vantaux devant être normale à la ligne d'axe BF de l'écluse, à cause de la symétrie, on mènera par le point B la droite BR perpendiculaire à BF, ,et on la prolongera jusqu'à la rencontre, au point K, de la direction IP. Joignant KA, on aura la direction de la réaction R du chardonnet, et Ton trouvera ensuite les forces R et R^ en décomposant la force donnée P, transportée au point K, suivant les directions connues KA, KB ; ces deux forces R et R^ seront égales. Ce que l'on fait ainsi pour la poussée totale à la hauteur du centre de gravité G, on peut le faire à toute hauteur comprise entre le point M et le point P pour la pression locale qui s'exerce à cette hauteur et qui est donnée par l'ordonnée correspondante du contour PHR; on saura donc, pour chaque tranche horizontale, quelle pression s'exerce entre le poteau-tourillon et^ chardonnet, d'une part, entre les deux poteaux busqués, de l'autre. La traverse basse, dans cette hypothèse, est en contact avec le buse, sans y développer aucun effort. On peut remarquer que les forces égales R, R^, projetées sur I^ direction de P, donnent par leur
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somme une force égale à P ; donc
P=2RcosB&I = tEcosABF = 2R^ = 2R(,
et par suite
259, lia direction de la force Rj, ou plutôt celirde la force R,, ^eàctif n égale et contraire de la porte sur la maçonnerie de l'écluse, indique quelle position il faut donner aux massifs de maçonnerie destinés à cdntjre-buter cette force. Le tracé du potetu-tourillon et du chardonnet doit aussi être tel qu'au moment où la porte se ferme, ces deux surfaces se touchent suivant un élément normal à la direction, AR,, de la pression mutuelle. Si le contact n'était pas ainsi assuré, le poteau-tourijjpn ne serait pas soutenu sur toute sa longueur contre Faction de l'une des composantes de. la force R,, et les réactions de la crapaudine et du collier devraient équilibrer à elles seules cette coiriposante; la rupture du poteau-tourillon est la conséqiynce ordinaire d'une erreur commise à cet égard. On peut éviter ce danger en adaptant au poteau-tourillon, d'une part, une pièce de charpente plaquée sur la face d'aval du vantail, et qui sert de matelas entre la porte et la maçonnerie, et, d'autre part, des saillies métalliques discontinues, prolQpgeant chaque entretoise extérieurement AU cadre et venant buter, quand la porte se ferme, sur le fond de la
courbe du cbardonnet. Cette solution est particuliërcment indiquée pour les portes en tôle qui sont passées depuis quelques années
dans les usages de la construction. Elle revient
à proprement parler à décomposer la force R^
en deux forces, l'une normale, l'autre parallèle à
la direction de la porte, et à offrir à chacune une
surface d'appui. La force normale sera égale à
rr
et la force parallèle à
i Pa
2C0. Revenorn à là distribution des pressions de Teau. Pour tant' point compris entre les niveaux P et Q' (fig. 228), à la profondeur ç au-dessous du bief d*aniont, la pression de Teau par unité df;surfafie est égale à Ux; au point Q' ello^devient égale U{h — //;,%tconserYe cette valeur entre les niviltux Q' et M.
Supposons que le cadre de la porte soit garni d'entrefdi^ lior^ Fig, Ï30. zontales. La poussée de l'eau su^jine ro-
I tretoise m sera représentée approximative-
ment ^fig. s3o) paV l'aire comprise êritre la ligne des pressions PHR et les ordonnées IK , TR', menées à moitié dç l'intervalle des deux entretoîses voisines m\ m". Cette charge s'applique à chaque unité de longueur de la pièce.
Cette détermination est purem^tapproximative; pour trouver jes réactions exactes, il faudrait appliquer au bordage, qui s'appuie sur les entret^èises successives, les équations fournies par le théorème des trois n^oœents; on sait d'ailleurs (§ 197) que de petits déplacements des appuis entraînent de grandes variations dans les moments fléchissants et dans les pressions que ces appuis ont à supporter. Il est donc permis d'admettre que la position exacte des appuis a été réglée de manière à assurer la répartition d'efforts qui vient d'être définie.
On détermine ainsi une valeur approchée de la poussée horizontale qui s'exerce sur chaque entretoise en particulier, et qui est répartie uniformément dans sa longueur. On assimilera l'entretoise à une pièce posée sur deux appuis, représentés ici par les assemblages avec les poteaux verticaux du vantail, et sollicitée par une charge normale uniformément distribuée; les formules connues permettront de calculer les flèches prises par la pièce, et les pressions locales développées en différents points des sections. H^
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l'entretoise ne subit pas seulement cette poussée normale; elle est encore soumise aux réactions obliques du cbardonnet et du poteau busqué; projetant ces réactions ssr Taxe longitudinal de la pièce, on aura la valeur de la coag|^n9|Sfaion qui s'y développe. Le calcul de cette force de compressicii est fittiBe, lorsqu'on aW&termln'; la réaction R des deux vantaux; eii effet, si p est la poussée exercée par Teau sur l'unité de longueur de l'entretoise, pi est la poussée subie par Tentretoise entière; elle se d^popp^se de la m|me' manière que la poussée totale P » et donne pl^ ccftiséquen sur le poteau busqué, parallèleiœiit aux iorçes R, une îçd' égale à ^ .j.
ou bien à
la comprMsion de l'entretoise esNdrojection de cette force sur la direction de la pièce ; c'est donc le prj^^ de^ par le cosinus de l'angle KBA (fig. 227), ou de l'angle ^plpqgûtt enfin par le rapport
la cotnpressi<>n dé l'entretoise est donc égale à é
pla >î
Le moment fléchissant au milieu de l'entretoise est ii^k
Appelons m et n les dimensions de la section de l'entretoise, supposée rectangulaire, m étant la dimension horixonUle et n la dimension vcriicalc ; nous aurons
ESPACEMENT
m plus grandes valeurs absolues de v sont égales à —, et les charges extrêmes de la matière dans la section du riiUieu sont données
par l'équation
p/* m pla .T^J_pP (a 3\
'^jfjl^ signe supérieur corresjpoQ^ à la face antérieure de la pièce, ffi compression et la flexira^s' ajoutant sur cette face pour raccourcir les fibres, et le signe inférieur à là-face postérieure, la compression générale des fibres y étant au contraire soulagée par la flexion et par l'extension qui en est la suite. .^
En réalité, l'entretoise n'est pas simplement posée cooire le potefOr tourillon et le poteau busqué ; elle y est réunie par des assemblages qui constituent une sorte d'encastrement imparfait; le mènent fléchissant limite en est un peu diminué, et la pression maximum est par conséquent un peu nlcÀldré que la pression calculée.
261. Cherchons quel esÎMttJement il faut donner aux entretoises poi|r que les poussées qu'elles subissent soient sensiblement égales. Au-dessous du niveau P'Q', l'espacement uniforme assure à peu près cette égalité des poussées, puisque la pression de l'eaudevient constante. Nous n'avons donc à nous occuper que de l'intervalle PQ'où la pression varie avec la profondeur.
Nous supposerons qu'il y ait une entretoise à la hauteur du bief *^*^*' d'aval Q',et une autre à la hauteur
du bief d'amont, P.
D'après notre hypothèse, si nws partageons en deux parties égales les inter-
•» \ valles Pm, mw, np^ pQ' et que, par les
Jp \ points de division I, r, I", r", nous me-|
> 'J. \^ nionslesliorizontales IK, l'K', I''K", TK'", *
r " jusqu'à la rencontre de la droite PH,
inclinée à 45*, l'entretoise P subira une poussée représentée par
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lire du triangle PIK; l'entretoise m, une poussée représentife .î ir Taire du trapèze IKKT, et ainsi de suiSle, jusqu'à l'entre-
■faî par
toise (y qui subira une poussée représentée ptrM'aire du trapèze r^K'^HQ' d'une part, et de Vautre^ pai- IHfire d'un rectangle Q'HH'^, qui complète la pbussée en y i||outant la pression due au ^
liquide situé au-dessous da niveau Q. Laissons de côté ce fectangle complémentainB ; la •^striMttion sera sensiblement égale si les surfaces '^^
PIK, IKKT, l'RK"l", I"ii^K'l^
sont équivalentes^ et si l'aire rK'"HQ' est U moitié de leur valeur commune; on espacera ensuite les entretolses inférieures à Q\ de manière que le^recfangle Q'qB!U, ajouté au trapèze l'^K'^HQ', complète la valeur commune des aires des trapèzes précédents, ^''u^en est ainsi, les airie^ cumulées
* PIK,. PIK', PI*R% PrK^ PÛ'H,
seront proportionnelles aux nodbûreé
OU aux nombres
et, plus généralement, si n est le nombre d' entretoises du point P^au point Q\ y compris les entretoises placées aux niveaux extrêmes, les triangles successifs qui représentent' les charges dumulées seront entre eux comme les nombres,
2, 4, 6, 2n — 2, Sn — I.
Or tous ces triangles sont semblables ; leurs côtés homologues, c'est-à-dire les distances du point P aux points I, F, I", T', Q', sont dans le rapport des racines carrées des surfaces, ou comme les nombres
od aara donc
PI = PQ' >i
PI' = Pff X
pr=Pû'x
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ce qui permtAra de placer les points hT,T',.., sur !t veiUcaïc PQ*. On placera ensuite les points m,n,p, de manière qtte Im jioiiits 1 I', r, r", soient les milieux des intervalles 0aàlààh '
Pbi, nui, np, p(f, ' .*
La constmcUon des points I peut se faire gtoJlîMtjgpemênt. Partageoosla distance PQ'en sn — i parties égales^'fliNnArquoflK ]^k ~~ "* points de division a, p^y^... correspoBdantsniiDx
nombres purs a^4i €>•■• :<» — s ; surPQ' cotnoie diamètre décrirons un demi-4*cle ; |i^ les points a, p, Y) ••■ menons des perpendiculaires sur le j \ -^ ^\f' ^i^mètre de ce cercle. Soient a', p', v', ... les "" \ V'''] points de rencontre de ces perpendiculaires avec ,.;:^''___V la circonférence; nous aurons, enjoignant P»', PP-. Pt',... :
Vi* = P« X Pu' = Pu'' X j^ ,
Pp!* = Pp X PQ' = PQ^ X =- i-T ,
Il suffit donc de rabattre sur la verticale les distances Px', P^, ... poui- trouver les points cherchés, 1, 1', l""...
RESISTANCE DES AIGUILLES
Ce tracé donne des entretoise? très-serrées, dans le bas de la porte et trës-écartées dans le haut. Ou ne s'astreint pas, dans la pratique, à suivre cette répartition.
26?. Si le cadre de la porte est garni d^aiguilles verticales au lieu d'entretoises horizontales, il faut en outre introduire à différentes hauteurs, dans le sens horizontal, des pièces capables d'équilibrer la compression due à la réaction mutuelle des deux poteaux busqués. On peut employer à cet eflet une série de manchons cylindriques creux, en fonte ou en bronze, ayant pour longueur exacte la distance libre entre deux aiguilles voisines; on les enfile sur une même tige métallique traversant la porte horizontalement, et perçant les aiguilles en divers points de leur axe neutre. Le serrage d'un écrou adapté à cette tige fournit un excellent moyen de donner de la rigidité à tous les assemblages. Ce système introduit pour ainsi dire une sorte de divi' siondu travail enive les éléments de l'ossature ; les pièces verticales résistent à la poussée de l'eau, et la partagent entre la traverse basse et la traverse haute; la traverse basse transmet la poussée qu'elle reçoit à la saillie du buse (i) ; la traverse haute la reporte sur le chardonnet et le poteau busqué. Enfin les différents cours de manchons, et les tiges qui les traversent, s'opposent à toute variation de l'écartement des aiguilles et des montants verticaux du cadœ : les aiguilles ne travaillent qu'à la flexion, les manchons qu'à la compression. Les entre toises an contraire subissaient à la fois les deux genres d'efforts.
Nous avons traité (§ c)5) le problème de la répartition des efforts dans une aiguille verticale soumise sur ses deux faces à la poussée de l'eau ; on admet dans ce calcul que l'aiguille est posée sur ses appuis ; lencastrement incomplet qui la réunit aux deux traverses.
(*} Ceci semble en contradiction avec l'hypothèse que nous avons faite en commençant^ à savoir, qu'il n'y avait pas de pression an contact de la saillie du husc et de la traverse basse. Mais il ne faut pas perdre de vue que cette hypothèse n'a rien de réel. On l'a faite pour se placer tout d'abord dans le cas le pins défavorable. On caicnle les dimensions des pièces d'après cette sapposiUon ; la résistance en sera à fortiori assurée, ai la porte troave nn Doavel appui.
soulage la pièce et réduit la valeur extrême des moments fléchissants.
La disposition par aiguilles parait plus avantageuse, au point de vue de la raideur, à la disposition par entretoises horizontales, lorsque le vantail a une largeur plus grande que sa hauteur , ce qui aiiive fréquemment pour les écluses à la mer; le rapport de l'épaisseur d'une pièce à sa portée est un des éléments qui influent le plus sur sa rigidité. Si donc la hauteur de la porte est moindre que sa largeur, on pourra, pour une même épaisseur de porte , avoir des pièces plus rigides en les plaçant verticalement qu'en les plaçant horizontalement.
263. Considérons enfin la porte ABGD dans son enclave, ou pendant ^^' 233. sa rotation autour du poteau-touril-
lon. Le poids Q^e la porte, diminué, s'il y a lieu, de la poussée que l'eau exerce de bas en haut sur ce système en partie plongé, est équilibré par ut réaction verticale de la crapaudine E, laquelle est égale à Q, et par un .--Xj! couple (X,-X) de deux forces hori- ,^ ^zontales, développées en E par la crapaudine, en F par le collier. Les forces X seront donc déterminées par l'équation des moments
û X GH = X X EF.
On devra s'assurer tout d'abord que la force Q ne menace pas d'écraser le poteau-tourillon AD ou la crapaudine E , et que les forces X ne sont capables d'arracher ni la crapaudine, ni le collier, ni les liens qui attachent le collier à la maçonnerie, ni enfin les assises de maçonnerie qui servent à cet amarrage. Le poids de la porte tend en outre à déformer le quadrilatère ABCD , en faisant descendre le côtéBC, et en faisant varier les angles de la figure. On prévient cette déformation en réunissant les sommets opposés du quadrilatère par des liens diagonaux, savoir, par un bracon^ DB, pièce qui travaillera à la compression, ou par une icharpe Ad qui aura à résister à l'ex*
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tension. Le bracon, pièce de bois interrompue à chaque entretoise, paraît moins efficace que l'écharpe, qu'on peut tendre à volonté sur les deux faces de la porte. Pour calculer la section de récbarpe,
on imaginera que le poids - Q soit suspendu au point G , Tautre
moitié du poids Q étant supposée appliquée au poteau-tourillon, et on décomposera ce poids suivant les directions CD, et AG prolongée; on trouvera ainsi une force GL, qui sera la compression produite par l'écharpe dans la traverse basse, et une force GN, qui sera la tension développée dans l'écharpe. Gonnaissant cette tension, on déterminera la section de l'écharpe de telle sorte, quel'effort par millimètre carré n'y excède pas une faible limite, et n'y corresponde qu'à un allongement insensible.
La force GN se transmet par Técharpe au point A ; là elle se décompose en deux : la force AS = -, tend à comprimer le poteau-tourillon, la force AK = GL tend à le fléchir; la force GL qui comprime la traverse basse se transmet de même en D et tend à fléchir le poteau-tourillon dans la direction DI. Nous retrouvons encore ici un couple (AK, DI) qui fait équilibre au couple (X,-X) des réactions
des appuis extérieurs ; la force Q, somme des forces - et AS, est
équilibrée, nous l'avons vu déjà, par la réaction verticale de la crapaudine.
On peut aussi donner aux portes d'écluse de la résistance aux actions de leur propre poids en assurant par des équerres les angles des entretoises et du cadre, ou en boulonnant les pièces de charpente qui en composent l'ossature de manière à prévenir tout écartement, ou enfin en couvrant toute la porte d'un bordage rigide. Il existe enfin des portes courbes dont la convexité est dirigée vers le bief d'amont. Gette disposition a pour effet de rendre plus égales les pressions développées aux différents points des entretoises. Les calculs de résistance pourront se faire dans ces différents cas en suivant une marche analogue à ceUe que nous venons d'indiquer.
LIVRE SEPTIÈME
l^UILIBRE ET STABILITÉ DES MASSIFS.
26li. La stabilité dont il sera question dans ce livre n'a pas la même définition que la stabilité étudiée dans la statique rationnelle. En statique, on dit qu'un système en équilibre est dans une position stable, lorsqu'il tend à revenir dans cette position quand on l'en écarte infiniment peu. Dans la théorie de la résistance d'un massif, on dit de l'équilibre qu'il est stable, lorsqu'il persiste, sans déformations sensibles, après qu'on a fait subir aux forces de légères variations de direction et de grandeur. En un mot, l'éqmlibre d'un ouvrage ne doit pas être un équilibre strict, dans lequel les forces soient invariablement déterminées ; les efforts extérieurs sont variables au contraire entre certaines limites : et ces variations ne doivent point altérer d'une manière sensible la forme de l'ouvrage ; elles doivent seulement produire des variations dans les réactions de ses appuis et daiis les tensions et pressions intérieures.
Nous avons déjà étudié» au moyen d'une hypothèse, la répartition des pressions sur les différentes sections horizontales d'un massif pesant, ou plus généralement la répartition d'une pression dirigée
I^OIS
comme on voudra sur un plan perpendiculaire à sa direction. Nous aurons à -employer dans ce qui suit les résultats obtenus dans notre premier livre. Outre les efforts normaux aux plans de joints, que nous savons répartir, il y a lieu de considérer aussi des efforts tangentiels, ou parallèles aux mêmes plans. Ce sont les efforts tran^ chants du mçiâsif. Lorsque le plan du joint est réel, les efforts parallèles doivent être équilibrés par le frottement des deux parties solides qui se touchent par cette surface. Mais on peut aussi étudier l'équilibre d'une portion de massif terminé à un plan quelconque, qui devient en quelque sorte un plan de joint fictif (§72). Alors les efforts tranchants sont équilibrés non- seulement par le frottement des parties en contact, mais encore par la cohésion qui s'exerce entre les molécules appartenant à un seul et même solide rencontrées pa;* le plan sécant.
265. Les lois du frottement de glissement sont assez bien connues depuis les recherches de Coulomb (1); les études plus récentes sur le même sujet ont généralement confirmé les résultats qu'il avait obtenus. On sait que le frottement entre solides au repos a pour limite une force dirigée en sens inverse du sens dans lequel le déplacement relatif tend à s'opérer, et égale en intensité au produit de la pression normale par un nombre appelé coefficient du frottement^ qui dépend de la nature des corps en contact. Lorsqu'il y a glissement mutuel des deux solides, le frottement est égal à sa limite; il est dirigé en sens contraire du mouvement relatif; il est proportionnel à la pres^ sion, et le coeflBcient, une fois le mouvement commencé, devient un peu moindre qu'au moment du départ. Enfin le coefficient du frottement des solides est indépendant de la vitesse relative, du moiis entre des limites de vitesse assez étendues, et comme le frottement total est proportionnel à la pression totale qui s'exerce entre les deux corps, le coeflBcient du frottement est indépendant de l'aire des surfaces de contact (2).
(1) Théorie des machines simples, 1781.
(2) Des expériences récentes, dues à MM. Sella^ Bochet, Him, Jules Poirée, et plu récemment à M. le colonel Pietro Gonti, ont montré que ces lois n'étaient pas exaetei d'une manière absolue, et qne notamment le coefficient de frottement yarle sensiblemaot
DU FROTTEMENT
L* angle de frottement est l'angle dont la tangente trigonométrique est égale au coefficient du frottement.
Le coefficient du frottement des matériaux entrant dans les maçonneries a été déterminé par divers expérimentateurs. Nous empruntons à ï Introduction à la Mécanique industrielle de Poncelet les tableaux suivants.
R sisiance au départ après un certain temps de repos (I).
RÀTUILB DBS CORPS R ENDUITS.
Expériences de M, Morin,
Calcaire tendre bien dressé sur calcaire tendre
CalcAire dur —
Brique ordinaire —
Chêne debout —
Fer forgé. —
Calcaire dur bien dressé sur calcaire dur
Calcaire tendre —
Brique ordinaire —
Chêne debout —
Fer forgé —
Calcaire tendre sur calcaire tendre avec mortier frais en sahle fin.
Expériences de divers.
Grès uni sur grès uni à sec (Rennie)
avec mortier frais (id.).
Calcaire dur poli sur calcaire dur poli (Rondelet)
— bouchardésur calcaire bouchardë (Boistard)
Granit bien dressé sur granit bouchardé (Rennie]
— avec mortier frais sur granit bouchardé (id.)
Caisse en bois sur pavé (Régnier)
— la terre battue (Hubert) •
Pierre de libage sur un lit d'argile sèche (Lesbros)
— , rarglle étant humide et ramollie
— , l'argile étant pareillement humide^ mais recou-
Terte de grosse grève
&ÂPPOftT
da frottement
à la
pression.
avec les vitesses relatives. Les conséquences de ce changement sont surtout graves pour la théorie des machines en mouvement. Quant aux problèmes de stabilité, le coefficient de frottement à considérer reste toujours, soit le coefficient relatif au repos, soit le coefficient relatif au départ.
(1) Page 448.
iHH
LOIS
Frottement pendant le glinement (*}•
mUCATION B£g tUlPAOt.
Calcaire tendre bien dressé, sur calcaire tendre
Calcaire dur —
Brique ordinaire — ,
Ctiéne debout —
Fer forgé. —
Calcaire dur bien dressé sur calcaire dur
Calcaire tendre —
Brique ordinaire —
Cliéne debout —
Fer forgé (en long). ... —
Fer forgé — , les surf.ico8 étant mouil-
Ijcs
EAPPOtT
du frottement
àU
pression.
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2(>C. Les lois de la cohésioii sont moins connues que celles du fit>ttement de glissement On admet que la cohésion est proportionnelle à l'étendue de la surface de jonction des deux parties du solide entre lesquelles elle s'exerce, et qu'elle est indépendante de la pression mutuelle. Des expériences de Boislard et de M. Morin, dont les principaux résultats sont rapportés dans Vlnlroduciion à la mécanique industrielle de Poncelet, p. 489, ont conduit à une évaluation approximative de la cohésion ou de l'adhérence des pierres et des mortiers ou enduits interposés entre elles ; la rupture des massifs de maçonnerie soumis aux expériences s'est toujours opérée suivant les plans de joint; mais, avec le mortier, la rupture divise la couche placée entre les pierres, tandis qu'avec le plâtre, la rupture ne divise pas l'enduit, et le sépare de l'une des pièces voisines. Dans le premier cas, il y a cohésion propiement dite; dans le second, il y a adhérence. La cohésion et l'adhérence des mortiers et autres enduits croissent avec le temps jusqu'à la parfaite solidification des matières. La cohésion dans l'intérieur des pierres a été l'objet
(*} Page 491.
DE LA COHÉSION. iS9
d'un très-petit nombre d'expériences; Coulomb en rapporte trois ou quatre dans son Es$ai sur les voûtes. En résumé, on ne possède pas de données bien positives sur les valeurs de la cohésion ; ces données seraient d'ailleurs peu utiles, car généralement on n'a pas à en faire usage. Il ne serait pas prudent de compter sur la cohésion des mortiers pour assurer l'équilibre d'un massif en maçonnerie; le frottement doit suffire.
Des principes analogues s'appliquent aux terres et aux corps qui peuvent se présenter à l'état semi-fluide. Il y a entre les molécules terreuses des forces qui proviennent du frottement, et qui permettent à une terre fraîchement remuée de se tenir en équilibre sous un talus incliné d'un certain angle à l'horizon. S'il n'y avait pas de frottement, les terres seraient dans les mêmes conditions qu'un liquide, et la surface libre devrait être pour l'équilibre un plan horizontal. L'existence du frottement est démontrée par l'inclinaison du talus naturel. De plus, la terre pilonnée, ou même la terre qui a été exposée longtemps aux actions atmosphériques, acquiert une cohésion qui lui donne à certains égards les propriétés d'un solide.
Ce livre a pour objet l'étude de l'équilibre intérieur et de la stabilité des massifs ; nous nous occuperons d'abord des voûtes ; puis nous passerons aux murs soumis à des poussées latérales.
THÉORIE DE COULOMB
équilibre. La plus ancienne méthode de vérification de Téquilibre d'une voûte est attribuée au célèbre géomètre De La Hire, qui mourut en 1 7 1 8 ; malgré les défauts de cette méthode, elle fut longtemps suivie, et est encore recommandée dans les ouvrages de Bélidor (mort en 1761); c'est seulement Coulomb qui la compléta, en faisant paraître, Vers la fin du siècle dernier, son Essai sur une application des règks de maximis et de minimis à quelques problèmes de statique relatifs à ^architecture. Coulomb étudie dans ce mémoire les lois de la résistance des piliers, des murs de revêtement et des voûtes, en tenant compte du frottement et de la cohésion des diverses parties de ces massifs. Jusqu'alors, lorsqu'on avait décomposé les voûtes en plusieurs fragments pour s'assurer de l'équilibre particulier de chacun d'eux, on avait opéré arbitrairement ces décompositions; Coulomb employa les méthodes analytiques pour chercher les décompositions les plus importantes à considérer, c'est-à-dire celles qui mettent en évidence les points les plus faibles de l'ouvrage. Ses recherches sont rationnelles, et ont servi de point de dépai*t aux études plus récentes.
268. Lorsqu'on fait abstraction du frottement, une voûte infiniment mince peut être assimilée à une courbe funiculaire en équilibre. C'est ce qu'avait observé Grégory dans les Transactions philosophiques. La chaînette étant la courbe d'équilibre d'un fil soumis à l'action de la pesanteur, lorsque son poids par unité de longueur est constant dans toute son étendue, il suffit pour avoir une voûte /en équilibre de supposer la chaînette renversée, et le fil remplacé par une série de voussoirs infiniment petits, tous égaux entre eux etayant leurs joints normaux à la chaînette qui leur sert de ligne moyenne ; la réaction mutuelle des voussoirs remplacera la tension du fil, et l'équilibre subsistera encore. Coulomb, qui rapporte cette remarque de Gregory, la généralise, et démontre que, s'il n'y a pas de frottement entre les voussoirs, l'équilibre d'une voûte infiniment mince, soumise à des forces quelconques, est assuré en donnant à la ligne moyenne delà, voûte la forme d'équilibre d'un fil sollicité par les mêmes forces prises en sens contraire. Soit AB la courbe moyenne; menons dans son plan deux axes OX, OY, de coordonnées rectangulaires; consi-
ANALOGIE AVEC L^ÉQUILIBKE D'UN FIL. i91
dérons un arc infiniment petit MN; puisque, par hypothèse, il n'y a
pas de frottement, la réaction des deux voussoirs
Fig. 234. . ,
. qui se touchent en M est tangente à la courbe AM
£ au point M; et si Ton appelle S cette réaction,
dx elle aura S ^ pour composante suivant OX, et
dy S -^ pour composante suivant OY. De même la
réaction mutuelle dans le plan de joint N aura pour composantes suivant les axes
-(s|+..si) .. -(s|w.s§).
Si donc on désigne par Xcb, Yc&, les valeurs de la force appliquée à L'arc MN, laquelle est du même ordre de grandeur que cet arc iiû^ même, on aura pour équations d'équilibre
Yds.
Or si Ton supposait que la courbe AB fût la figure d'équilibre d'un fil soumis aux forces — Xcfe, — ïcfej on trouverait pour l'équilibre deux équations toutes semblables, où la pression, S, des voussoirs serait remplacée par la tension, T, de la courbe funiculaire. II y a donc entre les deux problèmes une complète analogie.
Hais cette analogie n'est plus aussi évidente lorsque les voussoirs exercent les uns sur les autres des actions obliques, c'est-à-dire lorsqu'il y a lieu de faire intervenir le frottement.
260. Après les recherches analytiques de Coulomb, vinrent les recherches expérimentales de Boistard, qui s'attacha surtout à mettre en évidence le mode suivant lequel une voûte se déforme et tend à se rompre. L'observation des voûtes construites a montré que généralement une voûte en plein cintre ou en anse de panier tend à
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s'ouvrir vers Tintrados à la clef, et vers l'extrados 2mx joints de rupture^ lesquels sont situés à peu près à 30 degrés d'inclinaison sur l'horizon ; elles se partagent donc en quatre morceaux : les deux morceanx du centre tendent à s'abaisser, tandis que les deux extrêmes tendent à s'écarter latéralement. Dans les voûtes en arc de cercle, la clef tend encore à s'abaisser, et les joints des naissances tendent à s'ouvrir en lézardant la maçonnerie des tympans. Des effets inverses se manifestent dans les voûtes en ogive.
270. La théorie des voûtes a reçu de M. Méry, ingénieur des ponts et chaussées, un perfectionnement des plus importants (*) ; M. Méry est l'auteur d'une méthode géométrique exclusivement suivie aujourd'hui, et connue sous le nom de Méthode de la courbe des pressions. C'est une sorte de traduction graphique, d'une clarté parfaite, des diverses opérations que l'on a à faire pour vérifier Téquilibre, quand on suit la marche tracée par Coulomb. Elle a l'avantage de mettre en évidence les points où la théorie demande de nouveaux perfectionnements. Enfin elle se prête à la résolution de tous les problèmes qu'on peut se proposer sur les voûtes.
La théorie de la courbe des pressions a été exposée par M. Méry dans les Annales des ponts et chaussées^ année i84o.
EXPOSITION DE LA MÉTHODE DE LA COURBE DES PRESSIONS
271. Proposons-nous de chercher les efforts auxquels les matériaux sont soumis dans une voûte en berceau, droite, à axe horizontal» sous l'action de forces déterminées de grandeur et de position, et également réparties sur la longueur de la voûte.
Coupons-la par deux plans parallèles aux têtes, et écartés l'un de l'autre de l'unité de longueur, et cherchons les conditions d'équilibre et de résistance de ce fragment.
(*) L'Idée de la courbe des pressions se trouve déjà indiquée dans les ouyrages de Gnuthey et de Nayier.
COURBK DES PRESSIONS.
Pig- Î3S.
Soient ABGLHDEFGHKA le profil de la voûte et de ses pieds-droits. ABC est Vinlrados, A et C sont les naissances, FED est Yextrados.
Le point te plus haut B de l'intrados est la clef. Le premier problème qu'on doit se poser consiste à déterminer en grandeur et en direction la poussée à la clef ,on1a réacUoa mutuelle des deux parties de voûtes qui se touchent suivant le plan BE Ce problème est indéterminé tant qu'on ne tient pas compte des déformations de la matière; pour le résoudre, il est nécessaire de faire des bypothèses sur les points d'application des réactions des diverses parties de la voûte dans trois joints différents. Supposons, par exemple, que l'on admette que la poussée à la clef est appliquée au point B, et que les réactions des naissances soient appliquées en S et en T ; je dis que la poussée en R, ou la réaction mutuelle des deux portions de voûte séparées par le joint BE, s'en déduit immédiatement. Nous répéterons le raisonnement fait pour déterminer la poussée horizontale d'une pièce courbe, lorsqu'on suppose nul le moment fléchissant dans la section transversale & la clef de l'arc (S «3.). .
Soit X la résultante des actions exercées sur la porUon de voûte BEDG , et du poids propre de cette portion de voûte; ¥ la résultante des actions exercées sur l'autre portion BEFGA, et du poids de . cette portion ; ces forces étant connues de portion et d'intensité, appelons x la distance de X au point T, et y la distance deT au point S ; appelons P la poussée à la clef, p la distance de P au point T,p' la distance de la force P au point S : nous aurons pour l'équilibre, en appliquant le théorème des moments à chaque demi- TOÛte par rapport aux points S et T ,
Pp = Xx et Pp'=Yy.
i94 RE€HER€HE DE LA POUSSÉE
Entre ces deux équations, éliminons P par la division. Il yient
P' " Vy-
La direction PP est donc donnée par le rapport de ses distances à deux points fixes S et T.
Menons la droite SR, et prenons sur cette droite un point \ tel, qu'on ait la proportion
RV __Xx
RS ~ Yy'
Puis des points S et V abaissons sur la direction RP des perpen- , diculaires S$ , Vv ; nous aurons
y» RV _Xx __p.
Sj ~ RS ~ Yy ~ p''
mais
Sj — p\ donc V» = p,
et par suite la droite PP est à égale distance des deux points T et Y, ou bien est parallèle à la droite TV.
La distance p étant connue, on a
Cette construction donne donc la poussée en grandeur et en direction, pourvu que Ton connaisse la position des points R, S, T.
En général, les voûtes sont symétriques par rapport au plan de joint à la clef, et symétriquement chargées. Alors Xa?=Yy, le point S et }e point T étant pris semblablement sur les joints des naissances, et la poussée P est horizontale. Dans ce cas, l'étude de la résistance d'une demi-voûte suffit.
La position des points R et S reste arbitraire : les constructeurs admettent ordinairement que l'on doit prendre pour R le tiers supérieur du joint à la clef, et pour S, le milieu du joint aux naissances.
A LA CLEF
Connaissant P, on n'a qu'à composer P et Y pour avoir la réaction de la portion GABEF de la voûte sur le pied-droit; la résultante passe par le point S.
272. Décomposons la portion de voûte GABEF en fragments aussi petits qu'on voudra, par des plans soit convergents, soit parallèles; nous pourrons composer successivement la poussée P avec les forces qui agissent sur le premier fragment, la résultante avec les forces qui agissent sur le second, la nouvelle résultante avec les forces qui agissent sur le troisième, et ainsi de suite. Nous formerons ainsi un polygone dont les côtés peuvent être rendus moindres que toute grandeur donnée, en multipliant les éléments de la voûte, et qui devient à la limite la courbe des pressions^ lorsque le nombre des éléments est supposé poussé à l'infini. En décomposant de même en éléments le profil GAKH du pied-droit, nous pourrons composer successivement la réaction en S avec les forces qui agissent sur le premier élément, la résultante avec les forces qui agissent sur le second, et ainsi de suite, et prolonger la courbe des pressions jusqu'à la base du pied-droit.
La courbe des pressions doit être contenue dans r épaisseur de la voûte et du pied-droit : c'est la première condition d'équilibre. Autrement, la résultante des actions d'une portion de la voûte sur la portion contiguë s'exercerait en dehors de la surface du joint ; pour que cela fût possible, il faudrait que les réactions mutuelles des diverses parties du plan de joint fussent les unes des compressions, les autres des tensions ; or un massif de maçonnerie ne peut subir d'efforts d'extension sans se disjoindre. Les efforts locaux sont donc ou nuls, ou positifs; ils ne peuvent être négatifs, et leur résultante traverse la région comprimée.
273. La seconde condition d'équilibre est relative à l'angle du plan de joint avec la direction de la réaction mutuelle.
Fig. M6. Considérons par exemple la portion de
i voûte limitée par la clef BA, et un joint ' CD : soit R le point d'application, et OP l'intensité et la direction de la poussée à la clef, OT la résultante des actions qui s'exer-
CONDITIONS
cent sur la portion de la voûte considérée. La résultante des forces OP, OT, est la diagonale OH du parallélogramme construit sur ces deux forces. Or, la droite OH coupe le joint CD en M. Le point de passage de la réaction sur ce joint est donc le point M, où Ton peut concevoir «ippliquée une force MN=OH. Cette force se décompose en deux autres, Tune MQ, normale à CD, l'autre égale à NQ, et agissant dans le plan CD. Cette dernière force tend à faire glisser la portion de voûte suivant le plan de joint CD ; elle est contre-balancée par le frottement qui s'exerce entre les deux portions de voûte con* tiguês, et dont la limite est MQ X /, / étant le coefficient du frottement de pierre sur pierre. Pour qu'il y ait équilibre, il est donc nécessaire que NQ soit au plus égal à MQx/, c'est-à-dire que l'angle NMQ de la réaction OH avec la normale au joint CD soit au plus égal à l'angle dont la tangente est /. En général, cette condition est satisfaite quand on mène les joints normalement à la «courbe d'intrados.
Par conséquent il faut et il suffit^ pour quil riy ait pas glisse* ment suivant un plan de joint quelconque^ que la réaction mutuelle fasse avec la normale à ce plan de joint un angle moindre que F angle du frottement de pierre sur pierre.
27 à. Enfin, pour la troisième et demiëre condition d'équilibre, il faut qu*aux points les plus fatigués ^ la charge de la matière par unité de surface soit inférieure à la limite pratique de résistance. Cette vérification se fait généralement à l'aide de la composante normale MQ de la réaction mutuelle.
Nous avons posé dans notre premier livre (§ 64) la règle qui sert à répartir une force normale entre les éléments superficiels d'un joint rectangulaire. Deux cas peuvent se présenter.
1* Si le joint CD a une longueur supérieure au triple de la distance HD de la force Q à l'arête la plus voisine, la pression moyenne sera
égale à - ^^.-^ (l'autre dimension du joint étant supposée égale à
l'unité de longueur), et la pression maximum, double de la pression moyenne, s'exercera sur l'arête projetée en D. Le joint tend & s'ou* ?rir du côté opposé.
2'' Si le joint CD a une longueur moindre que le triple de MD,
toute la surface du joint est comprimée, et la pression R par unité de
Pig. 237. surface au point défini par son abscisse x ,
comptée à partir du point I , milieu du joint, est '^ donnée par l'équation (§ 39) :
3xxIM
;xIM\
ïD* ;
La pression maximum, qui a lieu au point D, se trouvera en faisant x = ID :
275. La solution du problème qui consiste à répartir sur un plan de joint une pression totale oblique à ce plan, a donné lieu récemment à une autre hypothèse, proposée dès 1 856 par M. LeRlanc, aujourd'hui ingénieur en chef des ponts et chaussées.
L'usage est adopté généralement de décomposer la pression to« taie MN en deux composantes : l'une tangentielle NQ, qui est équilibrée par le frottement, l'autre normale MQ, que l'on répartit seule. M. Le Rlanc procède autrement.
Soit S la poussée totale MN , a l'angle qu'elle fait avec la normale au joint. Il prend pour valeur de la pression normale à répartir
g le quotient , au lieu du produit Sco8a = MQ.
Pour justifier cette manière de procéder, imaginons qu'un corps AB, ayant un poids de S kilogrammes, soit posé sur un massif terminé
à un plan indéfini EF, faisant l'angle a avec l'horizon EH, et qu'il s'y tienne en équilibre, grâce à r intervention du frottement.
Le poids S du corps est équilibré par la réaction — S du massif. Or il est admissible que le corps comprime seulement le prisme
CONDITIONS
directement situé au-dessous de lui, c'est-à-dire le prisme reDfermé sur la figure entre les arêtes verticales AG et BD ; la section droite de ce prisme est CD. Pour avoir la plus grande pression de la madère formant support, il convient de diviser le poids total S par Taire de cette section CD, ou par Û cos a , en appelant û l'aire de
la base AB, ce qui donne pour pression moyenne r- = .^£21*1.^
conformément à la nouvelle règle.
En pratique, l'angle a est toujours assez petit; il doit toujours être au-dessous de l'angle du frottement pour que l'équilibre ait lieu; dans un ouvrage bien construit, on le rend le plus petit possible. La règle ordinaire et la nouvelle règle conduisent en définitive à des valeurs peu différentes des pressions locales, et la faiblesse des limites de résistance adoptées est telle, qu'il n'y a aucun inconvénient à suivre celle des deux règles qui donne les plus basses évaluations. Aussi continuerons-nous à employer l'ancienne règle dans le courant de ce livre.
276. En résumé, dès qu'on se donne les points de passage des réactions mutuelles en trois plans de joint quelconques, la construction de la courbe des pressions fait connaître toutes les autres réactions mutuelles. Cette courbe une fois constniite, il faut et il suffit pour l'équilibre :
1* Qu'elle soit comprise dans l'intérieur de la voûte et de ses pieds-droits ;
2* Qu'elle coupe les joints réels sous des angles plus grands que le complément de l'angle de frottement de pierre sur pierre;
S"* Que la pression par unité de surface, sur les arêtes les plus voisines de la courbe des pressions, n'excède pas la limite pratique de résistance.
Le tracé ^e la courbe des pressions indique en outre les régions où les joints tendent à s'ouvrir, soit vers l'intrados, soit vers l'extrados.
Enfin cette méthode permet de /corriger, par voie de tâtonnements, les formes d'une voûte, de manière à lui donner le plus de légèreté
possible sans nuire à sa stabilité. Il suffit pour cela de réduire les épaisseurs de manière que dans chaque section la charge par unité de surface soit voisine de la limite adoptée pour la résistance pratique des matériaux.
La courbe des pressions étant entièrement définie quand on en prend arbitrairement trois points, est donnée par une équation diférentielle du troisième ordre, dont l'intégrale générale contient ti'ois constantes arbitraires. La théorie des voûtes serait complète si Ton trouvait une méthode pour la détermination rationnelle de ces trois constantes. La recherche de la déformation de la voûte conduirait certainement au résultat demandé ; mais cette partie du problème des voûtes n'est pas encore résolue.
POLYGO»E DES CENTRES DE PRESSION
277. Le polygone des pressions a ses sommets successifs sur les directions des forces extérieures appliquées aux éléments individuels de la voûte ; il y aurait donc erreur à confondre ce polygone avec le polygone des centres de pression des plans de joint; le centre de pression dans un joint quelconque est le point de passage de la réaction mutuelle des deux voussoirs voisins. Le polygone des centimes de pression qu'on obtient en joignant les centres de pression successifs a ses sommets sur les lignes de joint, à la rencontre des côtés du polygone des pressions.
Soit MiNN'M' un voussoir, BF la force extérieure qui y est appliquée,
A le centre de pression du joint MN, et BC la grandeur et la direction de la poussée qui s* exerce en ce point dans le sens AC.
Composons la poussée BG avec la force BF. La résultante BE sera, en grandeur et en direction, la réaction exercée dans le plan de joint M'N', et le point H, où elle coupe la ligne M'N', sera le centre de pression de ce joint. La droite AH représentera un côté du polygone des centres de
Fig. 239.
EMPLOI DES PLANS
pression, tandis que les droites AB et BH sont deux côtés successifs dtf polygone des pressions.
11 peut arriver qu'à la limite cette droite AH prenne une direction différente des positions-limites des droites AB, BH.
278. Mais si les forces extérieures qui agissent sur la voûte sont toutes parallèles, ce qui a lieu presque tonjours, on peut rendre identiques la courbe de» centres de pression et la courbe des pressions, en décomposant la voûte par une infinité de plans parallèles à la direction (les forces, et jouant le rôle de plans de joint fictifs. Cherchons dans cette hypothèse l'équation de la courbe des centres de pression; nous
prendrons pour axe des abscisses la direction RP de la poussée à la clef, et [)0ur axe des ordonnées la droite RA, parallèle aux forces. Soit 0=PRA Tangle des axes ; soit OT la direction de la résultante des forces parallèles qui agissent sur la portion de voûte limitée an plan de joint fictif CD, mené parallèlement à OT et à RA.
Si P est la poussée à la clef, et T la résultante des forces extérieures, en composant P et T, on aura pour résultante la réaction mutuelle H des deux portions de voûte qui se touchent suivant le plan CD : M sera un point de la courbe des centres de pression ; nous poserons
Fig 440.
RL = X et LM = Y,
X et Y étant les coordonnées de ce point.
Appelons x Tabscisse RG d'un plan de joint fictif EF, et z la dimension £F de ce joint; appelons p la force, constante ou variable, qui agit sur la voûte, rapportée à l'unité de surface de la section transversale; pj2da?sin8 sera la force qui agit sur l'élément EFFE', et nous aurons à la fois
T = \ prdxsinO et TxOR = ^ pzxdxsinO.
OR
V pzdx sin 0
et par suite
Îpxxdx sin 0 \ pzdx sin 0
Le coefficient angulaire de la direction OM est égal à
LM T i f* , . ft
Donc
A f nx \ 1 \ P^i^îwfa sin •X
= p \ pxàxtnn^ — pi pzxdx sin 6.
Telle est Téquation de la courbe des centres de pression. Or je dis que la droite OM est tangente à cette courbe au point H. En effet, le coefficient angulaire de la tangente à la courbe en ce point est
^; et l'équation précédente donne, en différentiant par rapport à
la limite X,
dY lf« , .^A LM
Donc la tangente à la courbe des centres de pression au point H se confond avec la direction OM de la réaction des deux portions de
PART;\GC DES SURCHARGES
voûte séparées par le joint fictif CD, c'est-à-dire avec la tangente à la courbe des pressions, de sorte que les deux courbes n'en font plus qu'une.
Cette coïncidence n'a plus lieu si les plans de séparation CD, suivant lesquels on décompose la voûte, ne sont pas menés parallèle* ment aux forces extérieures T. Comme dans la plupart des cas les forces extérieures sont des forces verticales , on simplifie ie tracé de la courbe des pressions en décomposant la voûte en éléments par des plans verticaux.
Lorsqu'on la décompose par les plans de joint réels MN, M'N', on admet que chaque voussoir supporte la portion de surcharge qui s'élève verticalement au-dessus de sa surface d'extrados ; ainsi le voussoir MNN'M' est supposé porter la charge MMT'P. Si Â est le centre
de pression du joint MN, et AC la direction de la poussée qui s'exerce sur ce joint, il faudra corn* poser la force AG avec la somme F des poids du voussoir et de sa surcharge, laquelle somme est appliquée au point 6^ centre de gravité de l'aire totale PFM'N'NM. Il peut donc arriver, comme le montre la figure, que la force G^F coupe la direction de la poussée AC, en un point B qui soit extérieur au voussoir, de sorte qu'en achevant le parallélogramme BFEC, la diagonale BE, qui représente en grandem* et en direction la poussée sur la face de joint M'N', ne rencontre ce joint qu'en un point H situé sur son propre prolongement. Dans ce cas, il serait inexact de sub« stituer la courbe des centres de pression à la courbe des pressions. La substitution est sans inconvénient, comme on l'a vu, lorsque chaque voussoir et sa surcharge sont compris entre les mêmes verticales.
Cette introduction de plans de joints fictifs verticaux, au lieu des plans de joint réels qui sont en général normaux à l'intrados, a pour principal avantage de simplifier les équations de l'équilibre des voûtes. Elle a été adoptée par M. Carvalho, dans une étude sur la stabilité des voûtes insérée en i853 dans les Annales des ponts et
JOINT DE RUPTURE
chaussées. Après avoir construit la courbe des centres de pression, en supposant la voûte et sa surcharge en maçonnerie partagée par des plans parallèles à la direction des forces extérieures, on mène les joints réels de la voûte proprement dite, de manière que l'angle de la courbe avec ces joints réels soit an moins égal au complément de l'angle du frottement, condition qui sera rempUe le plus souvent lorsque les joints réels seront normaux à l'intrados. Il y a sans doute dans une telle marche quelque chose d'arbitraire, mais la décomposition de la surcharge en maçonnerie par des plans verticaux soulève la même objection.
JOltn DB RUPTURE*
279. La courbe des pressions une fois tracée, l'inspection de la courbe suffit pour faûre reconnaître les régions de la voûte qui sont soumises aux charges les plus grandes. Ces régions varient avec les hypothèses faites sur les points de la courbe qui ont été pris arbitrairement pour la construire. Si l'on suppose, comme cela a lieu ordinairement, la voûte symétrique et symétriquement chargée par rapport au plan vertical passant par la clef, la poussée à la clef sera horizontale, et la courbe des pressions joindra par un trait continu le point de passage A à la clef, au point de passage 13 aux naissances; on pourra, sans modifier le point de départ A de la courbe, mais en déplaçant convenablement le point B, l'amener à toucher l'intrados en un certain point G. Ce point de contact G de l'intrados et de la courbe des pressions détermine le Joint de rupture de la voûte correspondant à la position attribuée au point d'application A de la poussée à la clef. On voit que la tangente à l'intrados au joint de rupture G, la poussée à la clef, et la résultante des forces extérieures qui agissent sur la portion de voûte comprise entre le joint de rupture et la clef, concourent en un même point. Si Ton déplace ensuite le point A, on obtiendra sur l'intrados pour chaque position successive de A un point G particulier ; les limites des positions de ces
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points détermineront sur l'intrados un arc de rupturey qui indique la région de la voûte où les pressions locales ont leur plus grande intensité.
La considération du joint de rupture est devenue la base de la théorie des voûtes de Dupuit. L'auteur appelle point-charnière le point de l'intrados autour duquel la demi-voûte pivote, lorsque la clef s'abaisse pendant le décintrement. Le point-charnière se déplace à mesure que le cintre, en descendant, prive la voûte de ses appuis; le point-charnière définitif est le joint de rupture des autres théories. Il importe que le décintrement soit opéré avec lenteur, pour éviter les effets de l'inertie de la voûte, qui pourrait dépasser d'abord sa position définitive d'équilibre. Se fondant sur ces circonstances initiales, qui ont évidemment une grande influence sur l'état d'équilibre réalisé, Dupuit admet que la courbe des pressions effectives passe tangentiellement à l'intrados au joint de rupture (ou aux naissances, s'il s'agit d'une voûte incomplète^ autrement dit, d'une voûte en are de cercle) ; à la clef il admet au contraire que la pression est répartie sur toute la surface, ce qui le conduit à faire partir la courbe du tiers supérieur du joint. Dupuit conseille même de relever ce point de passage quand les culées sont peu résistantes, pour se placer dans l'hypothèse la plus défavorable.
Nous avons fait voir (§ 3i] que l'hypothèse d'une pression totale portant sur une arête était tout à fait inadmissible. La propriété du point-charnière de Dupuit ne peut donc être considérée que comme une propriété-limite^ sans réalité objective : Ja courbe des pressions tend à se rapprocher de l'intrados au joint de rupture, mais il est impossible qu'elle l'atteigne. La distance de l'intrados à laquelle elle reste en cette région est inconnue, et la solution de Dupuit est, comme toutes les autres, entachée d'arbitraire.
Lorsque l'intrados est une courbe continue, si l'on fait varier l'intensité de la poussée à la clef, sans modifier son point d'application, la courbe des pressions est tangente à l'intrados au joint de rupture lorsque la poussée à la clef est minimum ; car si on la réduit un tant soit peu, l'équilibre est détruit, et la courbe des pressions sort de l'épaisseur de la voûte. De même, si l'extrados est une courbe
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continue, à la plus grande intensité de la poussée correspond une courbe des pressions tangente à l'extrados. On peut consulter sur ces propriétés une déûaonstration analytique donnée par M. H. Résal dans les Comptes rendus de t Académie des sciences ^ 29 janvier 1877.
Nous insistons sur cette condition d'un intrados ou d^un extrados continu, parce qu'on peut très-bien concevoir des voûtes stables où il n'y ait ni surface d'intrados» ni surface d'extrados; il suffit, en fTet, pour qu'il y ait possibilité de l'équilibre, qu'il y ait des corps en contact, se pressant par des surfaces de joint. Cette remarque permet de reconnaître le danger qu'il y a à chercher exclusivementles conditions de la stabilité des voûtes dans l'étude des formes de ces surfaces, dont l'existence est purement conventionnelle.
COMPLÉMENT DE LA MÉTHODE DE M. MÉRY. — MÉTHODE
DE M. A. DURAND-GLAYB.
280. La courbe des pressions d'une voûte donnée n'est pas complètement déterminée, et, pour la tracer, on prend arbitrairement trois points de passage, ou bien deux points de passage, et la direction de la tangente a la courbe en l'ifn de ces points. L'indétermination ne disparaîtrait que si l'on pouvait compléter le calcul, comme pour les poutres droites, en tenant compte de la déformation subie par le système matériel, et de la fixité, réelle ou supposée, des surfaces d'appui extérieures. Mais cette suite du calcul serait extrêmement laborieuse, et en pratique elle ne mériterait pas grande confiance, les lois de la déformation des maçonneries étant encore inconnues, et assurément très-complexes. On a donc cherché à tourner la difiiculte plutôt qu'à la résoudre. La méthode que nous allons exposer, d'après M. Alfred Durand-Claye, ingénieur des ponts et chaussées, nous paraît atteindre ce but de la manière la plus heureuse ( 1 ).
Supposons, pour plus de simplicité, que la poussée à la clef soit
(1) Annales des ponts et chaussées, 1867, n« 142, t. I^ p. 63.— On peut consuller aussi aor le même lojet un mémoire de M. Drouets, 1865, n« 103, t. \, p. 179.
Fig. Ui,
horizontale, ce qui a lieu quand la voûte est symétrique, symétriquement chargée, et que les circonstances de pose n'entraînent aucune dissymétrie entre les deux moitiés dont elle se compose. Considérons (fîg. a^s) un fragment quelconque de voûte compris entre le plan de la clef c^d^^ et un plan de joint cd. La résultante des actions mutuelles qui s'excercent de Co en do est normale à la droite r» d^ par hypothèse, et est appliquée sur cette droite en un certain point corn» pris entre les points Co et do. De même la résultante des actions mutuelles qui s'exercent de e end coupe le joint cd en un certain point de la droite cd. Soit a ce point. La poussée à la clef et la réaction
du joint cd résultent de l'hypothèse faite sur la position de ces deux points. Tandis que la réaction du joint cd passe constamment au point a, faisons parcourir au point d'application de la poussée à la clef toute l'étendue du joint Corfo» et pour chaque position construisons la grandeur correspondante de la poussée à la clef, et la grandeur et la direction de la réaction du joint. Faisons cette opération pour les positions extrêmes c^ et rfo- Nous aurons, pour la position rf^, à décomposer, suivant les directions ¥do et Fa, le poids de la voûte FF' appliqué en F, et pour la position Coy à décomposer le même poids, G6', transporté au point G, suivant les directions GCo et Ga; nous trouvons ainsi une force F'P pour la poussée correspondante au point do, une force G'Q pour la poussée correspondante à c^, et les forces FP, GQ, pour les réactions exercées au point a dans ces deux hypothèses. Après avoir opéré de même pour un certain nombre de points pris sur le point Co do , portons, à partir de ces points, perpendiculairement au plan de la clef, des ordonnées d^ A, , c^ B, , respectivement égales, à une échelle arbitraire, aux forces correspondantes FT et G'Q; nous obtiendrons par là un arc de courbe A,B« dont
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les ordonnées représenteront les seules valeurs admissibles de la poussée à la clef, quand la réaction du joint cd passe au point a. Nous pouvons de même prendre, à la même échelle, sur la perpendiculaire à cd^ des longueurs oÂ^ ^B^) respectivement égales aux composantes normales des réactions FP, GQ; ces longueurs et les longueurs intermédiaires seront les valeurs successives de la réaction normale au point a, lorsque le point d'application de la poussée à la clef occupe toutes les positions possibles sur le point Corf^.
Nous pouvons répéter toutes ces opérations sur tout autre point du joint cd\ à chaque position correspondra une courbe A« B, des valeurs de la poussée à la clef, et une série d'ordonnées portées sur la normale à la surface du joint au point a, donnant chacune la valeur de la réaction normale correspondante. Imaginons qu'on ait opéré ainsi pour tous les points du joint cd ; nous obtiendrons en définitive à la clef une infinité d'arcs de courbe, qui seront tous compris entre les deux courbes extrêmes a, p^ et y, 8,, correspondantes l'une au point c, l'autre au point rf; et pour le joint crf, une infinité d'ordonnées, comprises entre deux séries d'ordonnées-limites, dessinant les deux arcs-limites a^y,, p. 8.. La première condition d'équilibre de la voûte exige que les résultantes des réactions subies par le fragment de voûte cdd^Co^ sur ces faces cd^c^d^y percent les joints crf, c^rfo» suivant lesquels ces réactions s'exercent; nous pouvons donc exprimer cette condition en disant que F extrémité de la droite qui représente^ à t échelle^ à partir d un point du joint c^do, la poussée horizontale à la clef^ tombe dans t intérieur du contour fermé a.p^S.y,, et que [extrémité de la droite qui représente^ à la même échelle^ à partir dun point du joint cd, la composante nor^ maie de la réaction totale subie par ce jointe est comprise dans t intérieur du contour fermé oL^P^Bi^i. Remarquons qu'il y a correspondance entre les deux quadrilatères a^Sy : le sommet a. correspond au sommet a., le côté a,p, au côté «.p^, le côté a.y, au côté a^y^.
281. Faisons usage de la troisième condition, celle qui est relative à la limite des pressions locales (§ aaS). Nous avons vu (S 66) » . «> comment cette condition, pouvait se traduire géométriquement lors-
que la surface d'appui est rectangulaire. Au point 0, milieu du Fig. t43. joint cd^ prenons à l'échelle, sur la perpen-
diculaire Oa> , une longueur Oco égale à la force qui , répartie uniformément sur la surface rectangulaire de ce joint, donne une pression de R kilogrammes par unité de surface, égale à la limite pratique de la résistance des pierres. Aux points m\ n\ tiers du joint, prenons deux longueurs m'm, n'n, égales à la moitié de Oco. Joignons par des droites les points c/n, cm, et prolongeons-les par les arcs d'hyperbole tno», Ma>, tangents à ces droites en m et en n. Le contour cmtond donnen pour chaque point de passage de la résultante la valeur-limite admissible pour cette force estimée perpendiculairement au joint.
Appliquons cette construction sur notre épure au joint cd^ et à la clef Cod»; nous obtiendrons les deux courbes-limites Co^od.^ et ctad.
Fig. 244.
^ \ ^ rr'i 2S^ •
En vertu de la première condition d'équilibre, la composante normale au jointes/, doit aboutir dans Tintérieur du polygone a,^^SjV<; en vertu de la troisième, elle doit aboutir en dedans du trait continu ccod ; donc, en vertu des deux conditions prises ensemble, elle doit aboutir en un point intérieur au polygone "S^'pV^', commun aux aires des deux polygones pris séparément. Cette limitation de la pression normale à cd entraîne une limitation correspondante de
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la poussée en c^ d^ ; car la connaissance de la réaction normale en un point du joint cd permet de définir en grandeur et en position la poussée à la clef (i). Fsdsant usage successivement, par exemple» des pressions normales qui correspondent aux points p',x'» ^'»'®'\ on en déduira les positions p, ^, o* et ^w^, des extrémités des poussées horizontales qui leur sont conjuguées; les points pet ^ appartiendront au côté a.y,, qui, comme nous l'avons observé, correspond à la courbe a,Yj ; et de même o* et ^ seront situés sur le côté p,8„ qui correspond à la courbe ^,8,. Les courbes po-, ^/(/^ pourront être tracées par points en suivant une marche analogue et correspondront point pour point aux courbes o-p'^eè^'^'. La poussée à la clef, ainsi limitée au contour p^^tt^x^ et limitée d'ailleurs au contour d^ta^Co par la troisième condition, aboutira en définitive dans l'intérieur de la partie pqsr commune à ces deux contours. De cette limitation de la poussée à la clef résulte une nouvelle limitation de la réaction normale au joint cd\ car aux points p, 9, 5, r, correspondent les points P, Q, S, R, et aux courbes pr^ gs, les courbes PR, QS; de sorte que l'ensemble des deux conditions dont nous avons tenu compte se traduit géométriquement de la manière suivante : t( faut^ pour que C équilibre du fragment de voûte soit possible^ que les extrémités des droites représentatives de la poussée et de la réaction normate soient respectivement comprises daîis tintérieur des contours conjugués pqsr, PQSR.
282. Nous n'avons pas fait intervenir jusqu ici la seconde condi-
(1) Voici comment on peut^ en général, déterminer géométriquement la poussée à la clef qui correspond à une composante normale donnée p'n. En un point quelconque, 0,
prenons sur la verticale une longueur 00' éga*e au poids Fig. 245. ^e la yQûte cdd^CQ, estimé à l'échelle; traçons au point 0'
une horizontale indéfinie O'X; menons par le point 0 une perpendiculaire OY au joint cd, et prenons sur cette droite une longueur OP égale à la valeur donnée p'n de la composante normale. Au point P, élevons PR perpendiculaire à OP; cette droite coupe en R la droite O'X, et Joignant OR, on aura en O'R la poussée horizontale à la clef, et en OR la réaction du joint cd. On mènera ensuite une parallèle à RO par le poiut n; elle coupera la verticale FF' en un point qui sera à la hauteur du point conjugué sur le point Co'/q.
lion, celle qui est relative à Fangle du frottement, ou au glissement de la voûte sur les plans de joint. En général elle est remplie dans
Fig. 246.
la pratique, lorsque les plans de joint sont dirigés normalement à l'intrados : mais on peut aussi l'introduire dans la méthode de M. Durand-Claye. Il suffit en effet, pour en tenir compte, d'exclure toute direction de la réaction du joint qui ferait avec la normale un angle supérieur à l'angle du frottement; un exemple montrera comment on doit opérer. Aux points c et d, menons sur la droite cd des normales cN, dN', et faisons de part et d'autre de ces normales des angles Ne/, Ne/', N'd^, N'd/"'', égaux à Fangle du frottement. Si le point d'application de la réaction est en c, on voit sur la figure que la seconde condition sera remplie quelle que soit la position de la poussée àla clef; car les directions extrêmes Fc, Gc, sont toutes deux comprises dans Tangle fcf*. Il n'en est pas de même pour le point d : la réaction Fd y est bien encore comprise dans l'angle /"d/^, mais la réaction Gd serait extérieure à cet angle. Si donc on construit la courbe y.S, qui correspond au point d, il faudra l'arrêter au point m, à la hauteur de la plus basse poussée ml, qui, composée en I, avec le poids de la voûte, donne pour résultante une réaction Id faisant avec la normale Tangle f d\' égal à l'angle du frottement.
Par le point G menons la droite Gft, parallèle à df. Le point k donnera la limite à partir de laquelle la poussée horizontale appliquée en c„ cesse d'être admissible. Construisons la courbe A,B, correspondante au point k ; la portion utile de la droite p«8« sera
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limitée au point B„ et l'aire a.v^S^p., se réduira en définitive à Taire a,Y. m B, p., dont le côté mB. est une droite parallèle à doC^. En effet, les ordonnées de cette ligne sont les poussées qui, composées avec le poids constant appliqué suivant la droite GF, donnent une résultante parallèle à la direction Gk. Les valeurs de ces poussées sont donc constantes, et sont représentées par la portion de droite mB, parallèle à Codo.
Le contour aj^Sj^S, subit une réduction semblable, et une droite m^B.en retranchant Fangle o^. L'introduction de la seconde condition peut donc se traduire graphiquement par le retranchement de certaines surfaces, et rentre par suite dans les procédés généraux de la méthode.
283. Ces préliminaires posés, on voit que la vérification de la stabiUté d'une voûte revient à constater l'existence de l'aire commune
Fig. 24T.
à toutes les aires r «flp, qui correspondent chacune à l'équilibre d'un cours quelconque de voussoirs. Si une telle aire existe, l'équilibre sera possible dans les conditions où il a été défini ; si elle n'existe pas, l'instabilité delà voûte, au point de vue des mêmes conditions, sera par cela même constatée. L'aire-limite peut être plus ou moins étendue ; elle peut se réduire à un point; alors l'équilibre n'est possible que d'une seule manière, et la voûte est dans l'état l'équilibre strict. L'aire-limite peut avoir la forme d'un triangle ; plus généralement, elle aura la forme d'un quadrilatère pqif, terminé latérale-
ment aux deux côtés du contour doCt)oC«. Le quadrilatère p 94 r étant disposé comme dans la figure 247» les valeurs et positions extrêmes delà poussée à la clef sont définies par les sommets p^ 9, r» «, et, en faisant usage de ces quatre poussées successives, on pourra construire les courbes de pression limites admissibles dans la voûte, savoir p'p", q'q'\ 5 Y', fV"; la première, p'/?" , correspond à l'effort-limite à {'extrados à la clef, et à Y extrados en un certain joint ; la seconde q'q[^ à Teffort-limite à Y intrados à la clef, et à Y extrados en un certûn joint ; la troisième s's'\ à reffort-limite à Y intrados à la clef et en un certain joint ; la quatrième enfin, r'r'\ à Teffort-limite à Y extradas à la clef, et à Y intrados en un certain joint.
28A. La méthode de M. Alfred Durand-Claye se résume dans la série des opérations suivantes :
a i"" Détermination des poids des diverses portions de voûte avec leurs surcharges ; détermination des verticales contenant leurs centres de gravité respectifs ;
« 2* Tracé des courbes a^, yS, ou ay, p8, limitant les poussées et pressions compatibles avec l'équilibre, quelle que soit la résistance à admettre pour les matériaux ;
« 5** Tracé des courbes ccorf, limitant les pressions compatibles avec la résistance propre des matériaux ;
« 4° Superposition des deux séries de courbes précédentes, et détermination des aires rspq au sommet de la voûte ;
« 5° Superposition de ces aires et recherche de la surface commune, surface qui comprendra les extrémités des lignes représentatives de toutes les poussées admissibles ;
«6** Tracé des courbes de pression limites, qui correspondent aux sommets de la surface commune et détermination des parties aibles de la voûte. »
Cette dernière partie des opérations n'est pas indispensable, car les constructions préparatoires renseignent sur les principaux résultats qu'on déduirait du tracé effectif des courbes de pression.
La méthode se prête à une définition précise des points faibles, à la recherche de l'équilibre et de la stabilité des piles et culées ; à
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la détermination du coefficiefit de stabilité d'une voûte (i) ; enfin, M. Durand-Glaye en a donné, dans les Annales des ponts et chaus- 5/(^, année 1868, n"" 176, page 109, une extension intéressante à la recherche des tonditions de stabilité des arcs métalliques, ou des voûtes où Ton aurait à tenir compte de kt résistance des mortiers à l'extension. ^
Le-ltavail de M^ Durand-Glaye sur les voûtes a été le point de départ de certaines recherches, parmi lesquelles nous citerons une étude de M. Gesare Ceradini, dans le Journal des sciences naturelles et économiques de Païenne, 1876, volume IX. On y trouve résolu en partie le problème de M. Durand-Glaye, mais pour une voûte non symétrique.
MÉTHODE DE M. LE COLONEL PEÂUGELLIER POUR VÉRIFIER LA STABILITÉ DES VOUTES EN BERCEAU.
(Mémorial de rofilcier do génie, 1875, n» 24.)
285. Gette méthode est analogue à celle de M. Alfred Durand- Claye (2) .
M. Peaucellier laisse d'abord de côté les conditions relatives à la limite de résistance des matériaux, et s'occupe de traduire graphiquement les conditions statiques de l'équilibre de la voûte, considérée comme formée de matériaux solides invariables. Il admet que la poussée à la clef est horizontale : le point d'appUcation M de la poussée peut varier de position dans toute l'étendue du joint à la clef J^/q (fig. 248). Quant à sa grandeur P, elle est inconnue, et le but de la méthode est d'en déterminer les limites admissibles.
(1) Le coefllcient de stabilité m détermine en faisant varier la pression-limite R par unité de surface. A chaque valeur de R correspond un contour c^rfif^, qui est d'autant moins aigu que la limite R est plus basse; raire-limite rspq se resserre donc de plus en plus à mesure que R diminue. Déterminons la valeur R' de R, qui réduit l'airelimite à un seul point. Nous aurons la plus grande valeur des pressions locales qui
corresponde à la stabilité; le rapport—, dont Tinverse mesure en quelque «orîe la
hardiesse de Touvrage, est ce que M. Durand-Claye appelle le coefficient de stabiltié,
(2) Voir dans les Annales des ponts et chaussées, mai 1876, la note n» 7b, qui contient la comparaison de ces deux méthodes.
Fig. 248.
1* Condition relative au glissement.
Soit HA le joint des naissances, ou tout autre joint intermédiaire entre les naissances et la clef. Prenons arbitrairement le point ll|iour
point de passage de la poussée P ; la direction de la poussée sera rhorizontaleMP. Soit R la résultante des forces qui agissent sur la portion de voûte comprise entre les joints J^j^ et H A. La réaction mutuelle développée dans le plan HA sera la résultante des forces P et R. Or, au point de vue du glissement de la portion RhjJ^ sur le plan HA, les limites de P correspondent à des réactions mutuelles faisant avec la normale au joint, dans un sens ou dans l'autre, des angles égaux à Tangle f du frottement de pierre sur pierre. Pour trouver ces limites, menons par le point 0 deux droites OS, OS', qui fassent avec le joint l'angle 90° — y. Tune en dessous de la normale N, l'autre en dessus de la normale N'; puis, prenant sur OR une quantité Or proportionnelle à la force R, on achèvera les parallélogrammes Orsp^ Ors'p\ dont les diagonales ont les directions OS, OS'. Les côtés 0/>, Op\ seront les limites cherchées de P. En effet, si P augmentait un peu à partir de la valeur Op', la résultante de P avec R serait dirigée en dehors de l'angle du frottement, et ne serait plus équilibrée par la résistance au frottement de la pierre : la voûte ne serait donc pas en équilibre, et le morceau RhjJ^ remonterait le long du plan de joint HA. De même, si P décroissait un peu à partir de la valeur 0/?, la résultante de P et de R passerait dans l'angle SOR, et la voûte glisserait sur le plan du joint HA dans le sens descendant. Remarquons que ces limites Op, 0/?, qui correspondent au joint HA, ne dépendent pas de la position arbitraire attribuée à la poussée sur le joint Jj,^, car la construction ne fait intervenir que les directions P et S, sans qu'on ait tenu compte de leur position effective. Portons donc en M, perpendiculairement au joint Jj^,, deux longueurs Ug = 0/?, My' = Op\ et
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menons par les points g et g' des parallèles au joint. Nous formons ainù un rectangle mn n'm', au dedans duquel on est certain que t'extrémité de la droite représentative de la poussée à la clef doit tomber pour qu'il n'y a pas glissement sur le joint Eh.
Celte construction doit être répétée sur tous les joints, pour qu'on soit sâr d'avoir pour P les limites les plus étroites possible. M. Peaucellier abrège notablement ces essais successifs au moyen d'une construction auxiliaire.
Déâgnons par
les forces qui fissent sur chaque voussoir à partir de la clef, y compris la part de surcharge qu'on attribue à chacnn d'eux. Ces voussoirs seront représentés eux-mômes par les lettres V,. V„... V..
Gela étant, si nous composons /, et /,, nous aurons une résultante que nous appellerons R,, et qui sollicite l'ensemble des voussoirs V, et V,. Composant de même R, avec /, , on aura la résultante R, qui sollicite les voussoirs V, , V, , V, , et ainsi de suite, jusqu'à la résultante B„ qui est formée des forces /■,, /,, ^, et qui s'applique à l'ensemble des voussoirs V, V,. On forme ainsi
une série de résultantes
R,. R|,..- Rx dont la première R, ne diffère pas de la force /,. Pour avoir en grandeur ces résultantes R,, R,, on aura recours à la construc-
r-i- î«. tion du polygone des forces. A
partir d'un point 0 quelconque, menons des droites
respectivement parallèles aux for-
et proportionnelles à ces forces.
On obtiendra une résultante quel- '^ « ' 7 conque B, en joignant les points
0 et 6. Chaque point 6 coirespond d'ailleurs & un joint de la voûte,
à celui qui sépare le voussoir V^ du voussoir V^. Par le point 6 nous pourrons donc mener deux droites (6a), (66), dont les directions fassent avec la normale à ce joint des angles égaux à 7 dans les deux sens. Ces droites coupent en a et & l'horizontale menée par le point 0; le triangle (60a) a donc ses côtés respectivement parallèles aux forces R^, P et S, qui se font équilibre, et comme R^ = (06), il en résulte (Oa) = P ; (Oa) est donc la limite supérieure de la poussée qui prévient le glissement du haut de la voûte le long du joint n*6. On prouverait de même que (OU) est la limite supérieure de la poussée qui ne provoque pas le glissement de la voûte sur le même joint. Répétons la même construction pour chaque sommet : nous obtiendrons sur l'épure une courbe-enveloppe des droites telles que {6a) , et il sera facile de déterminer d'après le tracé de cette courbe et en tenant compte de sa position par rapport à ses tangentes, quelle est la plus grande valeur (Oa) de la limite inférieure cherchée. Les droites telle que {6b) enveloppent aussi une courbe; mais elles restent généralement au-dessus, de sorte que la moindre valeur de la limite inférieure de la poussée correspond à la droite particulière (/A'j, et non à la courbe-enveloppe de toutes ces droites prises ensemble. Dans tous les cas, le tracé de l'épure donne les limites (Oa) et {Ob'}, entre lesqiielles la condition relative au frottement impose à la poussée P d'être comprise. Ce sont ces limites qui serviront par conséquent à tracer les droites m?i, mV.
2° Condition relative au passage des réactions mutuel/es dans k plan de joint.
Soit HA le joint des naissances. La réaction mutuelle S traversera
le plan de joint, si la poussée P reste comprise entre les limites qui amènent la résultante des forces P et R à passer par les points H et h.
Ayant donc joint les pointsOA,OH,ache-
Fig. 250.
\yk^
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vons les parallélogrammes Orsp^ Qrs'p\ qui ont pour diagonales les droites Ofc, OH. Si Or représente la force donnée R, Qp et Op' seront les limites de la force P correspondantes au point de passage M, pris arbitrairement sur le joint de la clef. Ces valeurs-limites se modifient quand on déplace le point M. Soit P la valeur de la poussée appliquée à M qui donne lieu à une résultante S passant par le point h. Menons l'horizontale AK. Prenons pour centre des moments le point h^ et appliquons le théorème des moments aux forces en équilibre S, R, P; il viendra
PxMK = RxA/, •
quantité qui reste constante quelle que soit la position du point M sur la clef. Le produit P x MK étant constant, la courbe représentative des valeurs de P est une hyperbole équilatère qui a pour asymptotes la clef KJ^ et l'horizontale AK prolongée. La portion utile de cette hyperpole est l'arc jp'n' compris entre^les limites du joint à la clef.
En opérant de même pour le point H, on obtiendra pour courbe des limites supérieures de P une hyperbole rnl*v!' représentée par Téquation
PxMR'=RxHF,
■t et ayant pour asymptotes les droites K'J^ et HK' prolongée en KV.
Ces deux hyperpoles, que Ton traçait aussi dans la méthode de
M. Durand-Glaye, dessinent un contour qui doit comprendre Textré-
^ité de toute poussée P.
M. Peaucellier exécute cette construction pour le joint des naissances seulement. On pourrait la répéter pour un certain nombre de plans de joints intermédiaires ; on obtiendrait, en superposant toutes les opérations, un contour-résidu définissant les poussées qui ne font pas sortir de la voûte les réactions mutuelles de deux joints consécutifs. Mais cette manière d'opérer entraînerait une suite de constructions qu'on peut abréger, grâce à la remarque suivante.
Soit J; un joint quelconque (fig. 25 1), et mn l'hyperbole dont les
Fig. 251.
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ordonnées MM' représentent, en chaque point M du joint à la cleff ^i^, la
valeur deP qui, composée avec R, donne une résultante passant par le point / LaforceRestla résultante des forces extérieures appliquées à la portion de voûte J^,/^/J.Parlepointy, menons une tangedte jO à l'intrados, jusqu'à la rencontre en 0 avec la force R, et menons par le point 0 une horizontale OMM'. Le point M ainsi obtenu sera le point d'application, et MM' sera la grandeur, de la poussée P qui donne une réaction mutuelle tangente à T intrados en j. Le point M' appartiendi-a donc à l'hyperbole infmiment voisine que l'on construirait en prenant pour joint final le joint fï infiniment voisin. C'est un point de l'enveloppe des hyperboles successives correspondantes aux divers points de l'intrados. Si nous construisons cette enveloppe, nous aurons une courbe qui pourra tenir lieu de l'ensemble des hyperboles qu'on aurait tracées. La question est ainsi ramenée à construire la courbe-lieu des points M', c'est-à-dire la courbe des poussées telles, que la résultante des forces P et R touche l'intrados, au point où se termine la portion de la voûtéNi laquelle s'applique la force R. Voici comment M. Peaucellier résout ce problème au moyen d'une courbe auxiliaire.
P étant la poussée cherchée MM', prenons les moments par rapport au joint ; ; nous aurons
PxMK = Rxjf/-=M,
M désignant le moment de la force R par rapport au joint j\
Cette équation doit encore satisfaite pour le point ;', avec la même valeur de P et la même position du point M sur le joint JJ^. Donc on aura, en diiférentiant,
Pxd(MK) = dM.
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Faisons jJL = y ; la différentielle de MK est égale à RK', ou à dy. Donc
dy'
On pourrait trouver F, par conséquent, en construisant la courbe de M en fonction de y, et en lui menant des tangentes. Mais il est préférable de construire, en la rapportant aux axes j^^ j^z^ la courbe dont les ordonnées z satisfont à l'équation z* = aM«
On portera pour cela sur chaque ordonnée Kl, à la hauteur du point ; de l'intrados, une longueur M = z égale à la racine carrée de sM, ou du produit ^Vixjfi construction facile à faire avec la règle et le compas. On obtiendra ainsi une courbe /^L Or
p _ dM _ tdz
~~ dy"^ dy '
de sorte que F est la sous-normale RN de cette courbe auxiliaire. Il n'y a plus qu'à porter la longueur KN en MM', à la hauteur du point 0 où la tangente à l'intrados rencontre la direction de la résultante R. On tracera en détinitive une courbe ts, limitant les poussées qui rendent les réactions correspondantes tangentes à l'intrados.
La même construction se fera sur le point J, et donnera lieu au tracé d'une autre courbe i^ (fig. s 5 2), donnant en chaque point une limite supérieure de F, et correspondante au contact des réactions mutuelles avec l'extrados.
En général, cette substitution de la courbe-enveloppe aux hyperboles enveloppantes n'est pas permise quand il s'agit de déterminer des limites ; elle n'est admissible en effet que dans la région où elle ne diminue pas la limite inférieure cherchée, et dans celle où elle n'augmente pas la limite supérieure. Mais l'écart entre l'enveloppe et les enveloppantes n'est nulle part assez considérable, dans l'étendue utile de l'épure, pour qu'il y ait un inconvénient pratique à adopter cette simplification.
En définitive on a à construire six lignes, savohr, les deux lignes
droites gh^ ijh\ qui correspondent au glissement delà voûte vers le Fig. i52. bas et vers le haut sur un plan de joint
en particulier; les deux hyperboles/^, />Y, qui correspondent à la résultante passant par la naissance à Tintrados pour Tune, et par la naissance à l'extra- -J5;— dos pour l'autre; enfin les deux courbes ts^ ts\ qui correspondent aux résultantes tangentes, Tune à l'intrados, l'autre à l'extrados. L'aire commune aux trois contours compris entre ces couples de limites est dans la figure l'aire ha^tgfy^ ; elle timite les valeurs admissibles pour la poussée. S'il n'y a pas d'aire-résidu, les lignes formant les limites supé* rieures restant au-dessous des lignes dessinant les limites inférieures, Téquilibre de la voûte est certainement impossible. i"* Résistance-limite des matériaux.
Jusqu'à présent nous avons raisonné sur la voûte comme si elle étdt formée de solides géométriques. La limite de résistance de la matière oblige à modifier les résultats obtenus. M. Durand-Glaye traduit cette nouvelle condition par un tracé qui découpe dans le contour-limite la région où doit se trouver l'extrémité de la poussée. Mais il est obligé d'en faire autant pour un certain nombre de joints, et toute limitation opérée sur un joint donne lieu à une nouvelle altération du tracé à la clef. M. Peaucellier ne traite pas le problème des pressions locales avec autant de rigueur et de précision que M. Durand-Glaye; il se contente d'éloigner les réactions mutuelles des arêtes où il les faisait d'abord passer, et de ramener la pression
locale sur l'arête la plus voisine , à une valeurconvenable. Pour le joint à la clef, il trace sur l'épure l'amorce de la construction de M. Durand- Glaye. Si Ton appelle Sla pression parunité
Fig. 253.
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de surface sur Tarète la plus chargée, H la composante normale de la réaction mutuelle, et y^ la distance du point de passage de H à la même arête, on aura entre ces quantités Téquation
qui est vraie tant que iq ne dépasse pas le tiers de la longueur du voussoir. La limite S étant donnée, H est proportionnel à t;, ce qui conduit à tracer les deux droites-limites J^v, j^u^ à partir de l'extrados et de l'intrados à la clef. Ces droites enlèvent une portion du contour limite, et le réduisent à la figure AY/'^A'". La région moyenne du joint, celle où les droites devraient se transformer en hyperboles, est assez éloignée, en général, pour n'avoir pas d'influencesur ce tracé. Pour tout autre joint J/, M. Peaucellier opère différemment. Soit OR la résultante des forces données qui agissent de J^7^ à J; ; MO la direction d'une poussée P, qui; composée avec R,|donne une résultante OF passant par le point y. Si OR est la résultante des forces données, on n'aura qu'à mener par le point R l'horizontale RF, pour avoir la poussée P = FR, et la résultante OF de OR et de P. Cela posé, on écartera la résultante OF du point y, en augmentant FR d'une quantité FF, que l'on déterminera de manière à réduire la pression au point y à la limite S convenable. Soit ;/ = tj, FF' = AP. Prolongeons le joint jy jusqu'en N à la rencontre de RF. Le triangle yTN, coupé par la transversale O/F", donne l'équation
FFxN/xQ;_
F'Nxi/'xOF""*'
OU bien
APx(N;- + iï)xOj
(FN + AP) X ij X OF
Observons que t; et AP sont très-petits par rapport aux quantités FN et N/. On aura approximativement, en les effaçant, et en résolvant par rapport à AP,
An FN OF
AP=,x^X^:
SA
Telle est la quantité dont il faut augmenter les valeurs de la poussée à la clef, pour chaque joint, de manière à écarter convenablement la réaction mutuelle de Yintrados. A V extrados^ il faudrût de même altérer les poussées à la clef, mais en les diminuant de quantités qu'on évaluerait par une relation tout à fsdt semblable. On tiendra donc compte de la limite de résistance des matériaux en altérant point par point les tracés des lignes construites d'après les autres conditions de l'équilibre (i).
(1) On trouvera dans le Bulletin de la société mathématique de France^ t IV Juin 1876, des méthodes géométriques données par M. Giuseppe Jung, de Milan^ pour le tracé de la truisième courbe (courbe des poussées maxima et minima) de M. Peaucellier. Ces méthodes dérivent des principes de la statique graphique.
MÉTHODE PRATIQUE DE LA COURBE DES PRESSIONS
MÉTHODE PRATIQUE POUR LA YÉRIFIGATION DE LA STARIUTÉ b UNE VOUTE DONNÉE, SYMÉTRIQUE ET SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉE.
286. La surface d'un joint réel est entièrement comprimée lorsque le centre de pression est situé dans le tiers central de l'épaisseur de ce joint. On admet en général que la poussée à la clef et la réaction dans le plan des naissances sont appliquées en des points pris dans le tiers central de l'épaisseur de la voûte aux nsdssances et à la clef, ce qui revient à supposer que les surfaces de ces joints sont partout comprimées.
Les principales hypothèses que l'on peut faire sans modifier cette première supposition sont au nombre de quatre et donnent quatre courbes de pressions à construire :
La première passe par le tiers supérieur du joint à la clef et le Fig. 254. tiers supérieur du joint des naissances;
La seconde, par le tiers supérieur du joint à la clef et le tiers inférieur du joint des naissances ;
La troisième, par le tiers inférieur du joint à la clef et le tiers supérieur du joint des naissances ;
La quatrième, par le tiers inférieur du joint à la clef et le tiers inférieur du joint des naissances ;
Et à chacune de ces hypothèses, qui paraissent également admissibles , correspond une distribution d'efforts qu'on peut déterminer complètement.
Les constructeurs se bornent ordinairement à examiner un seul cas ; ils prennent pour point de passage, dans le joint de la clef, le tiers supérieur de F épaisseur de la voûte, et pour point de passage dans le joint des naissances , le milieu de ce joint ; le plan des naissances subit alors en tous ses points une compression égale.
287. Nous supposerons qu'on ait adopté cette méthode simplifiée. La voûte proposée est symétrique par rapport à la clef ; elle a un profil déterminé ABGDE. Cette voûte supporte une certaine charge,
SSi RECHERCHE DES CENTRES DE GRAVITÉ
que l'on peut évaluer, et qui peut être représentée par une surface BGFG ; il suiGt, pour opérer cette transformation, d'estimer les charges en volume de ta maçooDerie composant la voûte.
On prendra ensuite le tiers supérieur R du joint BA à la clef, et le milieu S du joint aax naissances pour poin t de passage de la courbe des pressions.
** *\ ^ Parlageons le profil AEDFG
de la voûte en un certain nombre de parties, en quatre parties, par exemple, par des verticales P, 0, . P, Q, ) EQ, , et subatituons aux courbes AE et GF les cordes inscrites AP,, P, P,, P,E, GQ,, Q,Q,, Q,Q,, Q, F. On substitue
ainsi des trapèzes aux figuresmixtilignes AP, Q, G,, sansaltéi'er
sensiblement les surfaces et la position des centres de gravité de ces figures.
Il s'agit dès lors de chercher : i* les centres de gravité des trapèzes; 2' les surfaces de ces trapèzes, que l'on peut représenter par des lignes droites en faisant choix d'une échelle pour cette évaluation.
i' Pour obtenir le centre de gravité du trapèze AP,Q,G menons une diagonale Q, A ; prenons-en le milieu 1 ; joignons ce point aux extrémités P, et 6 de l'autre diagonale; prenons sur les lignes de jonction les points M et N, au tiers de leur longuem' à partir du point I. Joignons MN ; celte droite rencontre en 0 la première diagonale QjA; puis prenons sur MN une distance MH = NO, et le point H sera le centre de gravité cherché.
En effet, les points H et N sont les centres de gravité des deux ' triangles AP,Q, , AGQ, , qui réunis foiment le trapèse AP,Q,G; donc le centre de gravité du trapèze est sur la ligne MN; il y est d'ailleurs situé en un point H te), que l'on ait l'égalité
surf. AGQ, X NH = Euri. AP,Q, x HH.
ET ÉVALUATION DES SURFACES
Mais les triangles AP^Q^ , AGQ, , ayant même base AQ^ , sont entre eux comme lem*s hauteurs, lesquelles sont proportionnelles aux segments de la diagonale P^G déterminés par l'autre diagonale; or MO et NO sont respectivement égaux' aux tiers de ces segments, et par suite on a la proportion
8iirf^_A^Pj^ _ MO surf. AGQ, ""NO*
En rapprochant ces deux relations, et observant que
MO + NO =MH + NH = MN,
on en déduit l'égalité
MH=NO.
Fig. 256.
2» -L'aire du trapèze AP^Q^G peut s'obtenir, soit en multipliant la den^-somme des bases AG -{- Q, P, par la distance des bases, soit en prenant le produit de l'une AQ^ des diagonales par la projection de Tautre sur une perpendiculaire à la première. Comme on cherche à représenter les poids pai* des lignes droites, on réduira tous ces rectangles à une même dimension arbitraire, et l'autre dimension sera proportionnelle à la surface.
Soit, par exemple, ab la longueur de l'une des diagonales, et bc
la longueur de la projection de l'autre sur une perpendiculaire à la première.
Le quadrilatère aura pour surface le produit abxbCi c'est-à-dire qu'il sera équivalent au carré construit sur l'ordonnée bd de la demi -circonférence décrite sur ac comme diamètre. Si l'on veut réduire tous les rectangles analogues à une dimension commune be, il suffit de joindre de, et d'élever au point d une perpendiculaire df sur de. La dimension bf représentera l'aire du quadrilatère, et par suite le poids de maçonnerie correspondant à cette aire.
s» EMPLOI D'UN POLYGONE
288. On pourra représenter de cette façon les poids qui a sar la demi-voûte par des droites finies, verticales, passant par let centres de gravité de chaque surface partielle. On cherchera al<»» la résultante de tous ces poids. Le théorème des moments permet de calculer la posîtioa de cette résultante; mais on peut la trouvor exclusivement au moyen de constructions graphiques.
Soient T,, T,, T,, T^ 1^ positions de quatre forces données, qu'il s'agit de composer.
Considérons la force T, comme appliquée en un point déterminé H, de sa direction, et appliquons en ce poiot une force quelconque U, faisant un certain angle avec T,. Le parallélogramme construit sur les forces T, et U donnera la résultante V, de ces deux forces : prolongeons la direction de cette résultante jusqu'au point H,, où elle reocontre la direction de la force T,î composons V, et T,, ce qui nous donnera la direction et l'intensité de la résultante V, ; transportons de même le point d'application de la force V, en H, sur la direction de T, ; composons V, et T,, ce qui nous donnera V„ que nous composerons en Hj avec T, pour avoir V». Cette construction peut être prolongée aussi loin qu'on voudra; on parviendra toujours à déterminer une force V, lulle, que le système formé par toutes les forces T,, T,, T,, T„ par la force U et la force — y^, soit en équilibre. Car — V^ est égale et contraire à la résultante V^ de toutes les autres forces. Donc )a résultante des forces U et — V^ est égale et contraire k la résultante des forces T,, T,, T,, T,, et si l'on prolonge les directions de U et V,, ces deux droites se couperont en un point 0^, qui appartiendra à la direction de la résultante cherchée.
On prouverait de même que le point de rencontre, 0, , de U et V, ap-
FUNICULAIRE
partient à la résultaDte des forces T, et T., et que le point 0, où se rencontrent le3 directions de U etV,, est un point de la résultante des forces T,, T,, T,. Cette construction revient à considérer l'équilibre d'un polrgone funiculaire UH, H,H,H, ( — ^VJ sollidté par des forces T,, T,, T,, T,, et par deux forces U et ^V,, appliquées suiTant les directions des cdtés extrêmes. La construction du polygone auxiliaire de Varignon simplifiera le tracé du polygone funiculaire.
289. Une fois tous ces travaux préparatoires effectués, on mènera par la point R une horizontale indéfinie RX, qui sera la direc- P, ^ 'tion attribuée à la poussée à
la clef; on vient de déterminer en grandeur et en position la résultante OZ des forces extérieures appliquées à la demi^voAte. Les deux droites RX, OZ, se coupent en un point K; on joindra KS, et prenant sur KZ une langueur KL, égale à OZ, on achèvera le rectangle KLMN, dont RM est la diagonale. Le cdlé RN représentera la poussée à la clef, et la diagonale RM, la réaction sur le plan des Ucùssances. On achèvera ensuite la construction, en composant la force RN avec la force H,T„ appliquée au premier élément; puis la résultante avec la force H,T,, appliquée au second, ce qui revient à composer la poussée RN avec la résultante des forces T, et T,, dont le point d'application 0^ est connu par le tracé du polygone funiculaire. On passera ensuite au troiâëme élément P, Q, Q, E, et, pour avoir la réaction dans le plan EQa, il suffira de même de composer la poussée RN avec la résultante des forces T, , T,, T, , laquelle est appliquée an point 0,.
Lorsque le polygone des pressions est ainsi tracé dans la voûte, on peat vérifier si les trois conditions de l'équilibre stable sont satisfaites; il laut, comme nous l'avons tu, que la courbe soit entièrement contenue dans l'épaisseur de la voûte proprement dite, c'està-dire qu'elle ne sorte pas de la surface ABCDE ; il faut do plus que
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les joints réels fassent avec la courbe des angles au moins égam au complément de l'angle du frottement des matériaux entrant dans la composition de l'ouvrage ; il faut enfin que la pression sur le joint réel, au point le plus chargé, soit inférieure à la limite de résistance pratique.
Dans ces deux dernières vérifications, on fait usage des joints réels, ' et non des joints fictifs qu'on avait d'abord considérés. Cette méthode simplifiée n'est pas entièrement satisfaisante; car la courbe des pressions différerait légèrement de celle qu'on a construite en employant les joints fictifs, si l'on décomposait la voûte par ses plans de joints réels. Mais l'arbitraire subsisterait encore si l'on employait la décomposition réelle de la voûte proprement dite ; car il faudrait toujours admettre dans la surcharge une certaine décomf^osition, pour laquelle on manque absolument de données positive^
On partage ordinairement cette surcharge par des plans verticaux, j^jjg en se fondant sur ce que les disjonctions
des maçonneries des tympans semblent se faire, en général, suivant des lignes à peu près verticales. Ce fait n'est pas asseï bien constaté pour qu'on puisse voir dans ce mode de partage autre chose qu'une hypoiiièse arbitraire, et il n'y a par conséquent aucun inconvénient à étendre cette hypothèse à la voûte elle-même.
290. La courbe des pressions peut se prolonger dans le pied-droit, tout aussi bien que dans la voûte. On décompose pour cela le pieddroit en assises horizontales.
Le pied-droit qui reçoit la poussée d'une voûte unique est appelé culée. Le pied-droit qui reçoit les poussées de deux voûtes juxtaposées est appelé pile. En général, une pile est adjacente à deux voûtes égales et également chargées.
Pour l'équilibre d'un pied-droit, culée ou pile, il faut que la résultante des actions exercées par la voûte, ou par les deux voûtes adjacentes, passe dans l'intérieur de la base du pied-droit. Dans une pile, la résultante des actions qui s'exercent sur la maçonnerie é^ant sensiblement verticale, cette condition est toujours remplie. Le
LIMITE DR LÉPAISSEUR DXN PIED-DHOIT.
Pig. 260.
calcul suivant indique l'épaissenr minimum à donner à une culée pour qu'il en soit ainsi malgré Tobliquité de Faction de la voûte. Soit ABCD le profil de la culée, que nous supposons rectangulaire ;
la dimension de la culée perpendiculcdre à la figure est égale à l'unité de longueur ; soit M le point d'application de la résultante des actions d.c la voûte sur le pied-droit; posons AB=ar, AD=H.
Soit P la poussée à la clef, Q le poids de la demi-voûte qui repose sur DG ; P et Q seront les composantes de la réaction de la voûte et du pieddroit au point M. Désignons la quantité connue 55r>; :.-N^^\v55i^v<55^^ jjq par la lettre «, appelons p le poids de l'unité
de volume de la maçonnerie du pied-droit, et soit R le poids du pieddroit. Il faudra pour que la résultante des forces P, Q et R passe dans la base AB, qu'en prenant les moments de ces forces par rapport au point A, on ait l'inégalité
Mais
PH<Q(j;-a) + R|
R = pHx,
puisque le pied-droit a une longueur égale à l'unité. Donc la condition posée équivaut à celle-d :
3u encore
PH + Qa < tta; + I pHa^,
Le premier membre de l'inégalité se décompose en deux facteurs, savoir ,
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Le second facteur étant toujours positif, il faut que le premier le soit également, ce qui donne l'inégalité
pH
Et si Ton fait H infini, cette inégalité donne pour limite de l'épaisseur X du pied-droit,
Vf-
La limite inférieure de l'épaisseur d'une culée ne croit donc pas indéfiniment à mesure que la hauteur augmente.
On peut toujours faire usage de cette inégalité pour déterminer une limite inférieure de l'épaisseur à donner à une culée; mais il faudra appliquer ensuite la méthode de la courbe des pressions pour s'assurer que la charge de la matière au point A n'excède pas la limite de la résistance des matériaux.
Il est quelquefois nécessaire de s'assurer de la stabilité du pîeddroit relativement à la poussée des terres qui agissent sur sa face AD.
Les méthodes exposées à la fin de ce livre permettent de résoudre cette partie du problème.
RÈGLES SUIVIES PAR M. KLEITZ
291. M. Kleitz formule ainsi qu'il suit des règles pratiques pour l'étude d'un projet de voûte :
1° A la clef, le joint ne s'ouvrant généralement pas, bien que la clef tasse au décintrement, on prendra le tiers supérieur du joint pour y faire passer la courbe des pressions ;
2*» Aux naissances d'un arc de cercle, ou au joint de rupture incliné à 30° d'un plein cintre, le joint s'ouvre à l'extérieur. On prendra donc le point de passage de la réaction mutuelle près de l'intrados (c'est ridée de Dupuit, corrigée d'une manière pratique), savoir :
Au quart du joint pour les petites voûtes;
Au cinquième pour les grandes ;
&• Au delà du joint de rupture, M. Kleitz considère la voûte comme
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faisant partie de la culée ; il en calcule la stabilité comme s'il s'agissait d'un massif monolithique, mais il adopte une autre poussée à la clef pour ce calcul, en abaissant son point de passage à la moitié du joint, et en relevant le plus possible, au contraire, le point de passage sur le joint de rupture; de cette manière, on obtient une valeur évidemment trop grande du moment de renversement;
4* S'il s agit de deux arches contiguës, M. Kleitz associe la plus grande poussée d'un côté avec la moindre poussée de l'autre, et vice versât de manière à placer la pile dans les conditions les plus défavorables.
INDICATION DE QUELQUES OUVRAGES SUR LES VOUTES
292. Pour compléter autant que possible l'historique du problème de l'équilibre des voûtes, nous citerons les travaux suivants, tous dérivés de la théorie de M. Méry et de la considération de la courbe de pression.
M. Yvon Villarceau s'est proposé de trouver une forme de voûte telle, que la courbe des pressions y coupe à angle droit tous les joints au milieu de leur longueur. S'il en était ainsi, chaque surface de joint serait également pressée en tousses points, et on pourrait réaliser, moyennant une variation convenable des épaisseurs, la voûte d'égale résistance. Mais on reconnaît aisément que le problème est impossible si on laisse les plans de joint s'étendre jusqu'à la surface de l'intrados, de sorte qu'il faut refouiller chaque joint d'une certaine quantité, à partir de la douelle, pour ramener la pression mutuelle des voussoirs à passer par le centre de gravité de la surface portante. Les formes trouvées par M. Yvon Villarceau n'ont pas pénétré dans la pratique. Gela ne doit pas surprendre ; les voûtes sont connues de toute antiquité, et leurs formes habituelles, consacrées par un long usage, ne pourraient être abandonnées que pour un perfectionnement bien réel. Or, l'égale résistance des voûtes de M. Yvon Villarceau n'existe que grâce à une pure hypothèse, à savoir, que la courbe coupant à angle droit les plans de joint en leurs centres sera la vraie courbe des pressions dans la voûte effectivement construite. Une inûnité d'autres courbes de pression sont également possibles ; il est donc très-pro-
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bable, il est même à peu près certain, si l'on tient compte de ce qui se passe au décintrement, que la voûte construite ne sera pas dans es conditions prévues, et se comportera comme les voûtes construites d'après les anciennes méthodes.
M. le docteur Scheffler, de Brunswick, a appliqué à la théorie de» voûtes son principe de la moindre résistance. Sans méconnaître le mérite des déductions qu'il en a su tirer, nous ne pouvons voir dans ce prétendu principe, qu'une hypothèse propre à achever de déterminer tous les problèmes de construction dont la solution est encore inconnue. On a comparé ce principe an théorème de la tnaindre action; il y a, suivant nous, une différence essentielle entre les deux propositions. Le théorème de la moindre action est un résultat analytique parfaitement démontré : étant données les équations d'un problème de dynamique, complètement déterminé parle nombre d'équations nécessaire, on introduit dans la question une indétermination conventionnelle, en effaçant toutes les équations autres que l'équation des forces vives (supposée intégrable à priori). Cela posé, on reconnaît que toutes les équations effacées peuvent se déduire de l'équation conservée, moyennant une condition unique de minimum,
8S \ mvds = 0. Le théorème de la moindre action ainsi présenté a
une signification analytique précise , étrangère à toutes les considérations métaphysiques sur lesquelles Maupertuis avait essayé de l'établir. Appliquée aux problèmes de l'élasticité des corps solides, la même marche conduit à un théorème formulé dès 1858 par M. le général Menabrea, et qu'on énonce en ces termes : Quand un système de points matériels^ rattachés les uns aux autres par des liens rectiliones élastiques 9 est déformé par faction de forces extérieures (équilibrées par les forces intérieures et les tensions des liens) , le travail total développé par la résistance de ces liens est un minimum ( i ) . On reconnait la généralisation du théorème d'Euler sur le minimum de
(1) Comptes rendus, vol. XLVI, 1858. — On peut consulter, sur la démonstration d« ce théorème une note de M. Valentino Cerruti, dans les Atti delC Academia dei Lincei, 6 juin 1875.
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cds
wdans là déformation des pièces élastiques (§ 210). Ici, la loi de la
Jp
déformation étant connue, on peut chercher les fonctions que le phénomène rend minimum, et on pourrait en trouver une infinité, dont chacune ferait l'objet d'un théorème. Mais poser de prime abord, en terrain inconnu, le principe de moindre résistance, c'est invoquer une hypothèse qui ne s'appuie sur aucun fait constaté, mais seulement sur cette idée vague que « la nature agit toujours par les moyens les plus simples et les plus économiques ». Maupertuis disait avec raison, en 17àh : « Nous ne connaissons pas assez quel est le but de « la nature, et nous pouvons] nous mépi^ndre sur la quantité que a nous devons regarder comme sa dépense dans la production de « ses effets. »
M. Drouets, dans son mémoire inséré en 1865 aux Annales des ponts et chaussées^ est tombé dans l'erreur, signalée par Maupertuis. « La nature, dit-il, ne développe les forces moléculaires que dans la mesure nécessaire à l'équilibre, j) Ainsi le système de forces qui devrait se réaliser serait toujours celui qui donnerait les moindres réactions, résultat démenti par de nombreux exemples. Dupuit a montré, dans son ouvrage sur les voûtes, la gratuité de cette hypothèse. Les anciens philosophes disaient : Natura horrct vacuum; à ce principe M. Drouets substitue le suivant : Natura horret inutile* u L'uu n'est pas plus vrai que l'autre. La nature n'a aucune des passions qu'on lui suppose, elle est soumise à des lois inflexibles et invariables, et tout ce qui arrive en est une conséquence nécessaire.
On ne peut s'empêcher de reconnaître combien il est facile de
s'égarer dans cette voie où l'on prend pour guide l'imagination au lieu du raisonf^ement. Les uns disent : La nature résiste avec la moindre pouss e, ce qui donne la pression la plus grande sur les joints ; les autres disent : La nature résiste avec la moindre pression par centimètre carré. Pourquoi ne pas dire aussi que la nature, qui a le choix des courbes de pression, réalise celle qui se rapproche le plus de la ligne droite, par l'horreur qu'elle a des voies détournées? » (Dupuit, Traité de [équilibre des voûtes^ Paris, 1870, chap. V, p. 132.)
EMPLOI DUN POLYGONE
Kg. «57.
288. On pourra représenter de cette façon les poids qui agisaefll sur la demi-voûte par des droites finies, verticales, passant par te centres de gravité de chaque surface partielle* On cherchera alm la résultante de tous ces poids. Le théorème des momeots pennet de calculer la position de cette résultante ; mais on peut la trooiv exclusivement au moyen de constructions graphiques.
Soient Tf, T,, T,, T^ les positions de quatre forces données, ^'il s'agit de composer.
Considérons la force T^ comme appliquée en un point déterminé H, de sa direction, et ^pliquons en ce point une force quel*
conque U, faisant un certain angle avec T^. Le parallélogramme construit sur les forces Tj et U donnera la résultante V, de ces deux forces : prolongeons la direction de cette résultante jusqu'au point H,, où elle rencontre la direction de la force T, ; composons V^ et T,t ce qui nous donnera la direction et l'intensité de la résultante V, ; transportons de même le point d'application de la force V, en H, sur la direction de T, ; composons V, et T,, ce qui nous donnera V„ que nous composerons en H^ avec T^ pour avoir V^, Cette construction peut être prolongée aussi loin qu'on voudra; on parviendra toujours à déterminer une force V^ iclle, que le système formé par toutes les forces T,, T,, T,, T^, par la force M et la force — V^, soit en équilibre. Car — V^ est égale et contraire à la résultante V^ de toutes les autres forces. Donc la résultante des forces U et — V^ est égale et contraire à la résultante des forces T^, T,, T3, T^, et si l'on prolonge les directions de U et V^, ces deux droites se couperont en un point 0^, qui appartiendra à la direction de la résultante cherchée.
On prouverait de même que le point de rencontre, 0,, de U et V, ap-
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paztieiit à la résultaDte des forces T, et T,, et que le point 0, où se rencontreot les directions de U etV,, est un point de la résultante des forces T„ T,, T,. Cette construction revient à considérer l'équilibre d'un polygone funiculaire UH, H, H, H, (—V,) sollicité par des forces T„ T„ T,, T^, et par deux forces U et — V^, appliquées suiiant * les directions des côtés extrêmes. La construction du polygone auxiliaire de Varignon simplifiera le tracé du polygone funiculaire,
289. Une fois tous ces travaux préparatoires effectués, on mènera par la point R une horizontale indéfinie RX, qui sera la direcp^ jB, ' tion attribuée k la poussée k
la clef; on vient de déterminer en grandeur et en position la résultante OZ des forces extérieures appliquées à la demi-voAte. Les deux droites RX, OZ, se coupent en un point K; on joindra KS, et prenant sur EZ une longueur KL, égale à OZ, on achèvera le rectangle KLMN, dont KM est la diagonale. Le cAt6 KN représentera la poussée à la clef, et la diagonale RM, la réaction sur le plan des naissances. On achèvera ensuite la construction, en composant la force RN avec la force H,T,, appliquée au premier élément; puis la résultante avec la force H,T,, appliquée au second, ce qui revient à composer la poussée KN avec la résultante des forces T, et T,, dont le point d'application 0, est connu par le tracé du polygone funiculùre. On passera ensuite au troisième élément P, Q, Q, E, et, pour avoir la réaction dans le plan EQ„ U suffira de même de composer la poussée RN avec la résultante des forces T, , T,, T, , laquelle est appliquée au point 0,.
Lorsque le polygone des pressions est ùnsi tracé dans la voûte, on pent vérifier si les trois conditions de l'équilibre stable sont satisfûtes; il faut, comme nous l'avons vn, que la courbe soit entièrement contenue dans l'épiusseur de la voûte proprement dite, c'està-dire qu'elle ne sorte pas de ta surface ABCDE ; U faut de plus que
pH
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les joints réels fassent avec la courbe des angles an moins égan u complément de l'angle du frottement des matériaux «itnmi dans la composition de l'ouvrage ; il faut enfin que la pression sur le joinl ;réel, au point le plus chargé, soit inférieure à la limite de résistance pratique.
Dans ces deux dernières vérifications, on fait usage des joints réeb, et non des joints fictifs qu'on avait d'atxnrd considérés. Cette méthode simplifiée n'est pas entièrement satisfûsante; car la courbe des pressions différerait légèrement de celle qu'on a construite en employant les joints fictifs, si l'on décompoteit la voûte par ses plans de joints réels. Mais l'arbitraire sijbsisterait encore si Ton employait la décomposition réelle de la voûte proprement dite ; car il faudrait toujours admettre dans la surcharge une certaine décoi|pO|sition, pour laquelle on manque absolument de données positives^
On partage ordinairement cette surcharge par des plans verticaux, ^. ^^^ en se fondant sur ce que les disjonctions
des maçonneries des tympans semblent se faire, en général, suivant des lignes à peu près verticales. Ce fait n'est pas assex bien constaté pour qu'on puisse voir dans ce mode de partage autre chose qu'une hypoiliùse arbitraire, et il n'y a par conséquent aucun inconvénient à étendre cette hypothèse à là voûte elle-uième.
290. La courbe des pressions peut se prolonger dans le pied-droit, tout aussi bien que dans la voûte. On décompose pour cela le pieddroit en assises horizontales.
Le pied-droit qui reçoit la poussée d'une voûte unique est appelé culée. Le pied-droit qui reçoit les poussées de deux voûtes juxtaposées est appelé pile. En général, une pile est adjacente à deux voûtes égales et également chargées.
Pour l'équilibre d'un pied-droit, culée ou pile, il faut que la résultante des actions exercées par la voûte, ou par les deux voûtes adjacentes, passe dans 1 intérieur de la base du pied-droit. Dans une pile, la résultante des actions qui s'exercent sur la maçonnerie é^ant sensiblement verticale, cette condition est toujours remplie. Le
LIMITE DE I;ËPA1SSEUR DTN PIED-DUOIT.
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calcul suivant indique l'épaissenr niinimuni à donner à une culée pour qu'il en soit ainsi malgré l'obliquité de l'action de !a voûte. Soit ABCD le profil de la culée, que nous supposons rectangulaire ;
la dimension de la culée perpendiculaire à la figure est égale à l'unité de longueur ; soit M le point d'application de la résultante des actions de la voûte sur le pied-droit; posons AB=j:, AD=H.
Soit P la poussée à la clef, Q le poids de la demi-voûte qui repose sur DG ; P et Q seront les composantes de la réaction de la voûte et du pieddroit au point M. Désignons la quantité connue 5ç£. -.■:ri7^XNVxso,sxv;<N>î"\Nx« j^jQ p^j. j^ lettre a, appelons p le poids de l'unité
de volume de la maçonnerie du pied-droit, et soit R le poids du pieddroit. Il faudra pour que la résultante des forces P, Q et R passe dans la base AB, qu'en prenant les moments de ces forces par rapport au point A, on ait Tinégalité
Mais
PH<Q(x-a) + Rs-
R = pllx ,
puisque le pied-droit a une longueur égale à l'unité. Donc la condition posée équivaut à celle-ci :
3u encore
PH + Qa < Qx + ^ pHa*,
Le premier membre de l'inégalité se décompose en deux facteurs, savoir ,
hà-VÂ'
'^]x{--yv^^^^]>'-
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Le second facteur étant toujours positif, il faut que le premier le soit également, ce qui donne l'inégalité
^ 2(PI! -h Qa)
^^ pH ^ \ pHl^^ pE
Et si Ton fait H infini, cette inégalité donne pour limite de l'épaisseur X du pied-droit,
La limite inférieure de l'épaisseur d'une culée ne croit donc pas indéfiniment à mesure que la hauteur augmente.
On peut toujours faire usage de cette inégalité pour déterminer une limite inférieure de l'épaisseur à donner à une culée ; mais il faudra appliquer ensuite la méthode de la courbe des pressions pour s'assurer que la charge de la matière au point A n'excède pas h limite de la résistance des matériaux.
Il est quelquefois nécessaire de s'assurer de la stabilité du pieddroit relativement à la poussée des terres qui a^ssent sur sa face AD.
Les méthodes exposées à la fin de ce livre permettent de résoudre cette partie du problème.
RÈGLES SUIVIES PAR M. KLEITZ
291. M. Kleitz formule ainsi qu'il suit des règles pratiques pour l'étude d'un projet de voûte :
l*" A la clef, le joint ne s'ouvrant généralement pas, bien que la clef tasse au décintrement, on prendra le tiers supérieur du joint pour y faire passer la courbe des pressions ;
2° Aux naissances d'un arc de cercle, ou au joint de rupture incliné à 30° d'un plein cintre, le joint s'ouvre à l'extérieur. On prendra donc le point de passage de la réaction mutuelle près de l'intrados (c'est ridée de Dupuit, corrigée d'une manière pratique), savoir :
Au quart du joint pour les petites voûtes;
Au cinquième pour les grandes;
3*» Au delà du joint de rupture, M. Kleitz considèi*e la voûte comnie
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faisant partie de la culée ; il en calcule la stabilité comme s'il s'agissait d'un massif monolithique, mais il adopte une autre poussée à la elef pour ce calcul, en abaissant son point de passage à la moitié du joint, et en relevant le plus possible, au contraire, le point de passage sur le joint de rupture; de cette manière, on obtient une valeur évidemment trop grande du moment de renversement;
A* S'il s* agit de deux arches contiguês, M. Rleitz associe la plus grande poussée d'un côté avec la moindre poussée de l'autre, et vice versai de manière à placer la pile dans les conditions les plus défavorables.
INDICATION DE QUELQUES OUVRAGES SUR LES VOUTES
292. Pour compléter autant que possible l'historique du problème de l'équilibre des voûtes, nous citerons les travaux suivants, tous dérivés de la théorie de M. Méry et de la considération de la courbe de pression.
M. Yvon Villarceau s'est proposé de trouver une forme de voûte telle, que la courbe des pressions y coupe à angle droit tous les joints au milieu de leur longueur. S* il en était ainsi, chaque surface de joint serait également pressée en tous ses points, et on pourrait réaliser, moyennant une variation convenable des épaisseurs, la voûte d'égale résistance. Msds on reconnaît aisément que le problème est impossible si on laisse les plans de joint s'étendre jusqu'à la surface de l'intrados, de sorte qu'il faut refouilier chaque joint d'une certaine quantité, à partir de la douelle, pour ramener la pression mutuelle des voussoirs à passer par le centre de gravité de la surface portante. Les formes trouvées par M. Yvon Villarceau n'ont pas pénétré dans la pratique. Gela ne doit pas surprendre; les voûtes sont connues de toute antiquité, et leurs formes habituelles, consacrées par un long usage, ne pourraient être abandonnées que pour un perfectionnement bien réel. Or, l'égale résistance des voûtes de M. Yvon Villarceau n'existe que grâce à une pure hypothèse, à savoir, que la courbe coupant à angle droit les plans de joint en leurs centres sera la vraie courbe des pressions dans la voûte effectivement construite» Une infinité d'autres courbes de pression sont également possibles ; il est donc trës-pro-
THÉORIE
bable, il est même à peu près certain, si Von tient compte de ce ([m se passe au décintrement, que la voûte construite ne sera pas dûn es conditions prévues, et se comportera comme les voûtes constraites d'après les anciennes méthodes.
M. le docteur Scheffler, de Brunswick, a appliqué à la théorie des voûtes son principe de la moindre résistance. Sans méconnaître le mérite des déductions qu'il en a su tirer, nous ne pouvons voir dans ce prétendu principe, qu'une hypothèse propre à achever de déterminer tous les problèmes de construction dont la solution est encore inconnue. On a comparé ce principe au théorème de la moindn action; il y a, suivant nous, une différence essentielle entre les deux propositions. Le théorème de la moindre action est un résultat analytique parfaitement démontré : étant données les équations d'un problème de dynamique, complètement déterminé par le nombre d'équations nécessaire, on introduit dans la question une indétermhMr tion conventionnelle, en effaçant toutes les équations autres que l'équation des forces vives (supposée intégrable à priori). Gela posé, on reconnaît que toutes les équations effacées peuvent se déduire & l'équation conservée, moyennant une condition unique de minimum,
82 \ mvds = 0. Le théorème de la moindre action ainsi présenté a
une signification analytique précise , étrangère à toutes les considérations métaphysiques sur lesquelles Maupertuis avait essayé de rétablir. Appliquée aux problèmes de l'élasticité des corps solides, la même marche conduit à un théorème formulé dès 1858 par M. le général Menabrea, et qu'on énonce en ces termes : Quand un système de points matériels^ rattachés les uns aux autres par des liens rectilioMs élastiques^ est déformé par faction de forces extérieures (équilibrées par les forces intérieures et les tensions des liens), le travail total développé par la résistance de ces liens est un minimum (i). On reconnaît la généralisation du théorème d'Euler sur le minimum de
(1) Comptes rendus, yoL XLVI, 1858. — On peut consulter, sur la démonstration de ce théorème une note de M. Valentino Cerruti, dans les Atti deir Academia dei Uneei, 6 juin 1875.
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i-^dans la déformation des pièces élastique (§ 210). Ici, la loi de la
déformation étant connue, on peut chercher les fonctions que le phénomène rend minimum, et on pourrait en trouver une infinité, dont chacune ferait l'objet d'un théorème. Mais poser de prime abord, en terrain inconuu, le principe de moindre résistance, c'est invoquer ane hypothèse qui ne s'appuie sur aucun fait constaté, mais seulement sur cette idée vague que « la nature agit toujours par les moyens les plus simples et les plus économiques y>. Maupertuis disait avec raison, en ilàh : « Nous ne connaissons pas assez quel est le but de « la nature, et nous pouvons] nous méprendre sur la quantité que « nous devons regarder comme sa dépense dans la production de « ses effets. »
M. Drouets, dans son mémoire inséré en 1865 aux Annales des ponts et chaussées, est tombé dans l'erreur signalée par Maupertuis. « La nature, dit-il, ne développe les forces moléculaires que dans la mesure nécessaire à l'équilibre. }> Ainsi le système de forces qui devrait se réaliser serait toujours celui qui donnerait les moindres réactions, résultat démenti par de nombreux exemples. Dupuit a montré, dans son ouvrage sur les voûtes, la gratuité de cette hypothèse. Les anciens philosophes disaient : Natura horret vacuum; à ce principe M. Drouets substitue le suivant : Natura hoiret inutile. « L'un n'est pas plus vrai que l'autre. La nature n'a aucune des passions qu'on lui suppose, elle est soumise à des lois inflexibles et invariables, et tout ce qui arrive en est une conséquence nécessaire.
On ne peut s'empêcher de reconnaître combien il est facile de
s'égarer dans cette voie où l'on prend pour guide l'imagination au lieu du raison î^ement. Les uns disent : La nature résiste avec la moindre pouss e, ce qui donne la pression la plus grande sur les joints ; les autres disent : La nature résiste avec la moindre pression par centimètre carré. Pourquoi ne pas dire aussi que la nature, qui a je choix des courbes de pression, réalise celle qui se rapproche le plus de la ligne droite, par l'hoiTOur qu'elle a des voies détournées? » (Dupuit, Traité de l'équilibre des voûtes^ Paris, 1870, chap. V, p. 132.)
EN BERCEAU
203. L'intrados des voûtes en berceau peut être Eu plein cintre^ En arc de cercle^ En el&pse^ En anse de panier.
Enfin, dans certains cas assez rares, en ogive. Les problèmes qui se .présentent le plus fréquemment dans la pratique de l'ingénieur sont relatifs au tracé des voûtes et à la détermination des épiûsseurs qui peuvent en assurer la stabilité.
Les voûtes étant un genre de construction fort anciennement connu, on a depuis longtemps des formules qui résolvent ces problèmes d'une manière usuelle. Nous les passerons sommairement en revue.
VOUTES EN PLEIN CINTRE
29A. L'intrados est en plein cintre, lorsqu'il dessine une demi-circonférence. Le rayon ou le diamètre du cercle est donné; les inconnues principales à déterminer sout l'épaisseur à la clef, et l'épaisseur du pied-droit.
L'épaisseur à la clef, d'après Perronnet, est exprimable par une fonction linéaire du rayon du plein cintre; la formule de Perronnet, traduite en mesures métriques, est à peu près la suivante :
r est, en mètres, le rayon du plein cintre. e est, en mètres, l'épsdsseur à la clef.
Cette formule est incomplète ; c^r elle ne contient pas de terme variable avec la surface de la voûte, élément dont on ne peut pas négliger l'influence. On trouve dans les ouvrages de Sganzin une table des voûtes en plein cintre, pour des surcharges à peu près définies, celles qui conviennent aux ponts pour route; on suppose les reins de la voûte remplis jusqu'au niveau de l'extrados à la clef»
TABLE DE SGANZIN POUR LES PLEINS CIiNTHES.
et par-dessus une voie charretière, formée d'un pavage de 0",40 d'épaisseur. Voici cette table.
Pleine cintres (i).
Diamètre 1 de l'arche. 1
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mètres.
mètres.
mètres.
mètres.
l.Oi
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295. Les ponts en dessus pour chemins de fer sont dans d'autres conditions, et ces tables ne peuvent suffire. Le remblai qui pèse sur la voûte peut être très-élevé. et s'il y a peu de hauteur entre la voie et l'extrados, on cherche, en général, à introduire entre ces deux niveaux un matelas de terrassement assez épais pour amortir^ pendant le passage des trains, les ébranlements qui seraient nuisibles à la conservation des maçonneries. Pour les voûtes très-chargées, remploi de la courbe des pressions parait donc indispensable.
296. On se servait, il y a quelques années, en Allemagne et en Russie, des formules suivantes, où entre la hauteur de la surcharge en terre au-dessus de l'extrados. Ces formules s'appliquent aux pldns cintres et aux voûtes en ellipse ou en anse de panier.
Soit D l'ouverture libre, ou portée de la voûte;
FORMULES USUELLES
/, la flèche ou montée, égale à - ' dans les voûtes en plein
cintre
e, l'épaisseur à la clef;
H, la hauteur du pied-droit, entre la fondation et les naissances;
R, la hauteur de l'a surcharge de terre aunlessus de l'extrados à la clef;
r, le rayon de l'intrados, égal à /ou à -dans les pleins cintres,
égal, dans les ellipses, au rayon de courbui%au sommet; Y, l'épaisseur de la culée ou pied-droit. On calculera e et Y, qui sont les inconnues, par les formules :
Lorsque la voûte est en plein cintre, Y devient égal à
L'extrados des voûtes en plein cintre peut se tracer comme fl suit :
Soient ARC le plein cintre, AB le plan de naissance, AE la hauteur Fie. m. des pieds-droits.
La formule donne l'épaisseur CD à la clef» et l'épaisseur EF de la culée.
Par le centre 0 de l'intrados, menons une "b droite OH faisant avec l'horizon un angle de 30"; à partir du point G où cette droite rencontre l'intrados, prenons GH = DCxa. Puis faisons passer par le point D un arc de cercle ayant son centre L sur la verticale GO, et passant par le point H. Prolongeons cet arc par une tangente en H jusqu'à la rencontre de la
TRACÉ DE L'EXTRADOS
verticale FK, qui représente la face postérieure de la culée. La ligne DHK sera Textrados.
On a aussi les formules
surf. HGCD = i (l,317cr + 0,806e»),
nr. ^ . surf. HGCD
et are HD == -^ H ,
qui simplifient le métré de la voûte.
La solution qu'on vient d'indiquer conduit à donner à la voûte une épaisseur croissante de la clef aux naissances, et au pied-droit une épaisseur constante. Tous les constructeurs ne sont pas d'accord sur ce sujet; les uns veulent que la voûte reçoive partout la même épaisseur, comme l'archivolte d'une arcade; d'autres font varier l'épaisseur du pied-droit aux diverses assises, en donnant à la maçonnerie des retraites successives de la base au sommet. La théorie est trop imparfaite pour décider laquelle est la meilleure de toutes ces solutions.
Les formules précédentes donnent des épaisseurs très-fortes ; l'usage des constructeurs français n'est pas aujourd'hui de surcharger ainsi les voûtes, en augmentant inutilement leur poids propre.
297. On peut se proposer de tracer l'extrados d'une voûte dont l'intrados est donné, de manière qu'ily ait coïncidence exacte entre les courbes des pressions que l'on obtiçnten considérant successivement la voûte avec ou sans sa surcharge. S'il en est ainsi, l'addition de la surcharge n'aura d'autre effet que d'augmenter dans chaque section les pressions dans un même rapport, et la déformation de la voûte n'en sera pas sensiblement modifiée. On résout facilement ce problème quand on admet le partage de la voûte par des plans verticaux; il suffit en effet de prendre pour extrados une ligne qui divise dans un même rapport les portions de verticales comprises entre la courbe d'intrados et la ligne limitative de la surcharge, supposée ramenée au même poids spécifique que les matériaux de la voûte. On peut passer alors de la voûte chargée à la voûte sans surcharge par une simple réduction du poids spécifique attribué aux matériaux. La poussée à la clef et toutes les pressions subissent une réduction proportionnelle.
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VOUTES EN ABC DE CERCLE
298. On donne en général aux voûtes en arc de cercle une flèche qui varie du huitième au douzième de l'ouverture; le plus souvent elle est du dixième.
Les formules que nous avons données pour le plein cintre s'appliquent aux arcs de cercle. Le rayon r de Tare se déduit de l'ouverture D et de la montée /.
On a en effet
d'où Ton tire
Si l'arc est surbaissé au dixième,
'=(à-ï)-îi''-
fOUTES EN ELUPSE 00 EN ANSE DE FANIEB.
299. Soient encore / la montée, D l'ouverture ; si l'on appelle j: et y les coordonnées d'un point quelconque de l'ellipse, rapportée à son centre et à ses axes, on aura entre x et y la relation
qm permet de construire la courbe par points.
En général on prend / égal au tiers de D, et alors on peut se servir de la table qui suit pour déterminer l'épaisseur à la clef et répaisseur des pieds-droits, les conditions de charge de la voûte étant les mêmes que celles qui ont été indiquées $ 994.
iO
Pour appliquer les formules générales données dans le § 296, il faudrait prendre pour r la valeur du rayon de courbure de l'ellipse à la clef, c'est-à-dire
et lorsque l'ellipse est surbaissée au tiers ,
Les courbes en anse de panier sont des imitations d'ellipse au moyen d'une série d'arcs de cercle qui se raccordent l'un à l'autre. Le calcul de leurs dimensions se fait au moyen des mêmes formules et des mêmes tables.
ÉQUILIBRE DES VOUTES SUR CINTRES
301. Les cintres se composent de fermes en charpente eutretoisées les unes avec les autres, et dont l'objet est de soutenir les voussoirs i mesure qu'on en fait la pose. Une fois fermée, la voûte peut être décintrée ; on a remarqué toutefois que les tassements des maçonneries sont moindres quand la voûte est restée sur cintre assez de temps pour que les mortiers aient pu se solidifier.
Le tracé du cintre se fait suivant une courbe parallèle à l'intrados, laissant entre elle et la voûte un intervalle égal à l'épaisseur des couchis. La courbure s'obtient au moyen de pièces sciées et rapportées que Ton appelle veaux. L'ossature de chaque ferme est formée d'une série de triangles en charpente, dont le système ne puisse subir d'autres déformations que celles qui résultent de l'élasticité propre des bois.
Les efforts exercés par les voussoirs sur le cintre sont équilibrés par les réactions des appuis sur lesquels le cintre repose; ces réactions sont verticales ou obliques, suivant le système de la charpente. Si elles sont obliques, leurs composantes horizontales sont empruntées aux pieds-droits de la voûte, et par suite le cintre exerce sur la maçonnerie du pied-droit une poussée,qui peut, dans certains cas, en compromettre la stabilité.
Les cintres retroussés que Perronet a employés pour la construction des ponts de Neuilly (1768-1772), de Mantes (1765), etc., sont composés de quatre contours polygonaux à angles très-ouverts, inscrits le second dans le premier, le troisième dans le second, le quatrième dans le troisième, les milieux des côtés du polygone circonscrit correspondant aux sommets du polygone qui y est inscrit Les quatre contours sont reliés les uns aux autres par des moises pendantes^ placées normalement à Thitrados de la voûte, à tous les
VOUTES SUR CINTRES
sommets de ces divers contours. Un cintre ainsi construit a beaucoup d'élasticité» possède peu de raideur» subit par conséquent de grandes déformations pendant la pose, enfin exerce une poussée sur les pieds- droits; il était même nécessaire d'en charger la clef^pour qu'elle ne se soulevât pas à mesure de la pose des voussoirs successifs au-dessus des retombées des naissances. L'espacement des fermes était fixé par Perronet à 6 pieds de roi (i"'.949).
Dans son mémoire sur les cintres (LXY et suiv.)» Perronet observe que le plus grand effort auquel un cintre ait à résister correspond au cas où tous les voussoirs, excepté la clef, sont posés. La pose de la clef décharge virtuellement la charpente, en permettant à la voûte de se soutenir sans appui étranger. Perronet admet qu'à partir des naissances jusqu'au joint incliné de 3o degrés sur l'horizon, les voussoirs n'exercent aucune pression sur les couchis. Les autres voussoirs pèsent sur le cintre, mais non pas de tout leur poids. D'après Couplet, la fraction de ce poids qui pèse sur les couchis, dans une voûte en plein cintre, est environ les deux tiers du poids total. Perronet propose, en conséquence, de calculer la charge d'un cintre, dans les voûtes idemi-circulaires, en prenant les deux tiers du poids de l'arc central de voûte dont l'angle au centre est de i so degrés, ce qui revient à prendre environ les quatre neuvièmes du poids total de la voûte.
En général on donne aujourd'hui aux cintres le plus de raideur possible en en formant l'ossature de triangles à peu près équilatéraux.
On ne doit pas oublier que le décintrement d'une voûte peut entraîner le renversement de la pile qui lui sert d'appui, si la pile n'a pas les dimensions nécessaires pour servir de culée à la voûte prise isolément, ou si la voûte voisine n'est pas encore construite. Posée sur un cintre sans poussée, la voûte n'exercerait aucun effort horizontal sur la pile.
TABLES ET RENSEIGNEMENTS DIVERS SUR LES TOUTES EN BERCEAU
I. Formules empiriques pour calculer les dimensions des voûtes en
maçonnerie.
Unité de longueur, le mètre.
D ouverture d'une arche,
/ montée ou flèche,
e épaisseur k la clef,
Y épaisseur du pied-droit faisant culée,
H hauteur du pied-droit,
S hauteur de la surcharge de terre au-dessus de la base du pied-droit»
FORMULES DE M. LÊYEILLÉ.
tf = 0«.33+^D.
(Cette formule ne tient pas compte de la hantenr S.)
Plein cintre. Y = (0-».30 + 0,162 D) \/ -^ — ^T\
Ars de cercle. Y s (0".33 + 0,212 D)
TABLES DIVERSES
IL Poids du mètre cube des matériaux.
Granits et porphyres 2,600 k 2,800 kilog.
Pierres volcaniques; basalte, lave dure. • . . 9,800 à 3,i00
Pierres calcaires dures 2,650 à 2,800
Calcaires tendres 2,400
Briques 1,000 k i,400
Mortier de chaux et sable 1,800 k 2,100
Mortier de ciment 1,650 k 1,700
Plâtre gâche humide 1,570 k 1,600
Plâtre gâché sec 1,400
Sable 1,400 k 1,800
Grès 2,400
Pour la charge-limite à faire supporter aux maçonneries, voir la table donnée § 28.
Table des plus grandes charges auxquelles la maçonnerie SOIT soumise dans certains édifices ( Rondelet) •
kilog. par cent, carré.
Saint-Pierre, k Rome, piliers 16,3539
Saint-Paul, k Londres, piliers. . • ••..... 19,3498
Église des Invalides, à Paris, piliers. 14,7826
Église Sainte-Geneviève, k Paris, piliers 29,4290
Saint-Paul Hors des Murs, k Rome, colonnes 19,7609
Église Saint-Méry, k Paris, piliers 29,4234
Église Saint-Serge, à Angers, colonnes du chœur. . . 44,3
fiU TABLES DIVERSES.
111. Charge qui produit técrtuement des matériaux par centtmitn cane
de lection.
TiUu àa Gcnla]!. — BtiiituM du corps.
OBSERVATIONS
Fifrrea volcaniques.
BasaltR de SaèJe
Baialted'Auverfine
Lave du Véauve, dlle Piperno. . .
Lave grise des envlroni de Rame.
Tuf de Rome
Granll d'Aberdeen bleu
Granil vert des Visges
Granit gris de Bretagne
Granit de Kormandie, Gatiiioa. . .
GTaolt gris des Vosges
Grès.
Gré* trèe-dur
Gréa Marie
Créa bigarré de« Vo!>ges
Pierrei culcairei.
llarbrflnolT.de Flandrfl
Marbre blanc veiné
Marbra rouge du Devonshire. . . .
Calcaire de Porilatid
Pierre de Caaerle, frég Naplea. . .
Pierre noire de St-Fortunat (Ljon) Liais de Bagueui, près Paris. . .
Trarertino de Rome
Rocbe deChâlIllon, pris Paria. . .
Roche douce de Cliailllon
Rociis d'Areuell, pris Paris. . . .
Pierre deSaillancourt, I" qualité .
Brlqofl dure très-cuite
Brique rouge
Brique rouge pâle
MorNers.
Mortier de diaui et de aable di
Mortier de elment de lulleau. . .
Mortier de pouiiolanet de Haplct
et de Rome mêlées
Mortier avec chaux émlnenimenl
hydraulique
r icmec a propr» bue (g ïsj.
lit de 11 DUtiln coDildMa dont le pciilt atait
CHAPITRE II
302. Une voûte en berceau est biaise lorsque les plans des tète?; de la voûte sont obliques aux génératrices rectilignes du berceau.
L'intrados d'une voûte biaise est donc une portion de surface cylindrique comprise, d'une part, entre les deux génératrices rectilignes des naissances, d'autre part, entre les courbes d'intersection de la surface cylindrique avec les plans verticaux, généralement parallèles entre eux, qui contiennent les têtes. Chacune de ces courbes d'intersection s'appelle courbe de tète réelle^ par opposition aux courbes de tête fictives^ que l'on considère dans le tracé de l'appareil hélicoïdal.
Vangle du biais est l'angle du plan de tête avec un plan mené perpendiculairement aux génératrices rectilignes de l'intrados. Cet angle est le complément de l'angle formé par une quelconque des génératrices avec le plan de tête. Quand la voûte est droite, l'angle du biais est nul.
AYANT DES TÊTES IDENTIQUES
303. Coupons les deux voûtes, auxquelles nous supposons une même longueur, par une série de plans parallèles aux plans des têtes, équidistants et infiniment rapprochés. La portion de voûte biaise comprise entre deux plans infiniment voisins peut être con«
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fondue avec la portion élémentaire qui lui correspond dans la voûte droite. Le biais perd en eiTet toute influence sur une voûte infiniment mince, car l'altération qu il faut faire subir à une voûte droite infiniment mince pour la rendre biaise est une altération infiniment petite d'un ordre supérieur au premier (i). On est ainsi conduit à regarder une voûte biaise comme le résultat de la liaison d'un nombre infini de voûtes droites infiniment minces, échelonnées les unes à côté des autres.
De là résulte que Tépaisseur à la clef d'une voûte biaise, et les autres dimensions de la voûte et de ses pieds-droits, se détennineront comme s'il s'agissait de la voûte droite ayant pour profil transversal l'élévation de la tête de la voûte biaise ; car les dimensions de la voûte droite, assurant l'équilibre et la résistance de chaque élément de voûte, assurent également l'équilibre de la voûte biaise, où les mêmes éléments se retrouvent différemment juxtaposés.
Une expérience, due à M. de la Gournerie, et répétée par lui bien des fois, au congrès de Nantes, en 1876, à la Société d'encouragement et au Conservatoire des arts et métiers, a complètement justifié cette assimilation des voûtes biaises aux voûtes droites. Une petite voûte biaise à 45°i ^n plein cintre, est formée de la juxtaposition de voussoirs creux, en zinc, avec faces enduites de couleur pour augmenter le coeflicient du frottement. Les culées qui portent cette voûte consistent en tasseaux verticaux, indépendants, qu'on peut faire descendre à volonté suivant la verticale. Quand on abaisse un tasseau, les
(1) CeUc remarque rend fort douteuse Tcxactitude du principe sur lequel les partisans de la poussée au vide font reposer toute leur théorie des voûtes biaises : ce principe consiste à atlmettre que dans une vodte en bei'ceau^ droite ou biaise, la pltn grande contraction s* opère, et, par suite, les poussées mutuelles sont dirigées, dans. le plan des sections de plus grande courbure de Vintrados, c'est-à-dire dans des plans de section droite. Or, si l'on considère une voûte infiniment mince, on peut évidemment^ sans rien changer aux poussées^ altérer d'une infinité de manières la surface de rintrados et l'orientation des sections de plus grande courbure, en faisant passer des surfaces cylindriques quelconques par la ligne qui sert de courbe d'intrados à la Toûte dans son plan moyen. On peut d'ailleurs, sans modifier sensiblement Téquilibre de la voûte, détruire la continuité de la surface de l'intrados; la section droite perd alors toute signification, et les lignes de courbure peuvent être profondément altérée», sans qu'il en résulte rien de fâcheux pour la stabilité du massif.
BIAISES
voussoirs qu'il porte directement tombent, et une brèche s'accuse dans la voûte. La brèche s'arrête à un lit de voussoirs, qui, étant amai-» gris vers l'intrados dans les deux sens, font plate-bande pour résister à la poussée des voussoirs situés plus haut dans la voûte. On continue è abaisser des tasseaux vers le milieu de chaque culée ; à chaque fois la brèche s'étend plus avant, mais toujours dans des directions parallèles aux plans de tête. Quelquefois on arrive à enlever ainsi toute la partie intermédiaire de la voûte, de manière à isoler complètement une tête de l'autre. Lorsqu'on enlève l'appui d'un solide, le déplacement de ce solide accuse la direction dans laquelle l'appui était appelé à fournir une résistance, c'est-à-dire la direction de la poussée. L'expérience montre donc bien que dans la voûte en équilibre, la poussée mutuelle est partout parallèle aux têtes, ce qui justifie l'assimilation de la voûte biaise à une série de voûtes droites de même ouverture, échelonnées suivant le biais.
SOA. Mais ici se manifeste entre les deux sortes de voûtes une différence importante.
Dans une voûte droite uniforméo^ent chargée dans le sens de sa longueur, la liaison des voûtes élémentaires ne crée aucune incompatibilité entre les déformations naturelles de chaque voûte élémentaire prise isolément. Ces déformations se produisent de la même manière dans chaque plan parallèle aux têtes, et les molécules des voussoirs en se déplaçant ne sortent pas du plan parallèle aux tètes qui les contenait au moment de la pose.
Dans les voûtes biaises, T échelonnement des voûtes élémentaires introduit des liaisons entre des molécules différemment situées sur le profil commun à toutes les voûtes. Les déformations de l'élément de voûte sont donc gênées par les liaisons avec les éléments voisins, et les molécules des voussoirs peuvent être amenées, par suite de cette solidarité, à sortir du plan parallèle aux têtes qui les contenait primitivement.
On considère ordinairement les déformations de l'intrados des voûtes droites comme s'elfectuant par une série de rotations trèspetites des éléments plans de la douelle autour de parallèles aux génératrices droites du berceau. Dans les voûtes biaises, on peut
admettre de même» faute d'une meilleure théorie,
Fig. 262.
j^ que les déformations de T intrados s'opèrent par E ^.-^^ rotation des éléments plans de la douelle autour de parallèles aux génératrices rectilignes de Tintrados, parce que ce mode de déformation des sur» faces cylindriques est celui de tous qui fait subir les moindres efforts à la matière (i). Mais ces éléments plans sont des parallélogrammes, dont les petits côtés, primitivement situés dans les plans de tête, décrivent dans la rotation autour du grand côté des éléments de surface conique. Les têtes, après une semblable déformation, ne sont donc plus contenues dans leurs plans primitifs, et la projection horizontale delà voûte déformée ne coïncide pas rigoureusement avec la projection de la voûte posée sur cintre.
L'intrados, avant la déformation, se projette suivant un parallé* logramme ABCD ; AD, BC sont les traces des plans de tête ; AB, CD les projections des naissances. Soient E et F les clefs des courbes de tête. Les tassements qui s'opéreront dans la voûte, par rotation autour des génératrices rectilignes ou de droites parallèles à ces génératrices, pourront, par exemple, amener en projection les arcs AE, GF, adjacents aux angles obtus du parallélogramme, dans l'intérieur de cette figure, et les arcs BF, DE, adjacents aux angles aigus, en dehors. C'est à cette tendance latérale, qui s'exerce de dedans en dehors sur les têtes dans la région voisine des angles aigus, qu'on peut donner le nom de jmussée au vide (a).
La poussée au vide ainsi définie est un résultat nécessaire de la orme extérieure de la voûte; on ne doit pas la confondre avec cer-
. (1) CeUe explication ne doit être acceptée qu'avec relier ve. Elle est en effet fondée aur l'assimilaUon, très-peu satisfaisante, de la dérormailon <le la voûte à la déformation de l'intrados, considéré comme une surface élasUqup.
(7) l.a poussée au vide des ronstractears timorés est tout autre chose; c'est la poussée (entièrement Active) de la voûie réduite à sa secUon droite. Imaginant que les voûtes biaises sont sollicitées ainsi par des forces obliques aux lêies, ces constructeurs craignent la chute des angles aigu?, et multiplient les tirants en fer dans cette région pour empêcher une disjonction qui ne tend pas à se produire.
POUSSÉE AU VIDE
laines tendances au renversement produites par des défauts de l'appareil. Lorsque l'appareil satisfait aux conditions de l'équilibre individuel de chaque voûte infiniment mince, les effets de la poussée au vide sont dus à l'élasticité des matériaux, et par conséquent ils sont du même ordre de grandeur que les tassements des voûtes; ils sont donc infiniment petits, et par suite négligeables, pour une voûte construite avec soin, et l'on n'a pas à s'en préoccuper (i).
Le problème des voûtes biaises est ramené, pas ces considérations, au problème des voûtes droites ; puisqu'on n'a pas de données rationnelles sur les déformations élastiques des voûtes droites, il serait impossible de chercher par le calcul les déformations des voûtes biaises, cette question offrant un degré de plus de complication.
APPAREIL DES VOUTES BIAISES
305. Nous ne nous arrêterons pas à l'ancienne solution connue sous le nom de biais passée qui s'appliquait à des arches de faible longueur, et qui leur donnait pour intrados une surface réglée particulière, dite corne de vache. Cette solution n'est plus employée.
Lorsque le biais est très- faible, de o» à lo" par exemple, on peut n'en tenir aucun compte, et appareiller la voûte comme si elle était
(I) Voir dans les Annales des ponts et chaussées, 185G, un article de M. Le Blanc, sur les conditions d'équilibre des arches biaises. — M. Le Blanc a construit depuis, sur la ligne de Rennes à itedon^ plusieurs ponts biais pour lesquels il n'a pas eu recours aux armatures en fer; on n'y constate aucune tendance au renversement ou à Técartement des angles aigus des culée.<; cette tendance devrait pourtant se manifester, quelque soin qu'on ait apporté à la coni^truction des voûtes, si la théorie do la poussée au vide était exacte dans le sens où onl'cntendcommuncment. Ce n'est donc pas sans raison que M. Le Blanc a pu dire qu'tV n*y a pas de poussée au viWtf, niant ainsi formellement le principe contestable qui sert d'axiome à cette théorie. Nous ajouterons qu'on trouve près de Nancy, à ta rencontre du chemin de fer de Paris à Strasbourg et du canal de la Marne aa Rhin, un pont d'un biais très-prononcé, construit par arceaux Hait en pierre de taille, reliés par île petites voûtes transversales en béton, et sans Intervention d'armatnres. M. Zeiller est l'auteur de cet ouvrage très-hardi, que la théorie ordinaire de la poussée au vide condamnerait d'une manière absolue.
SCO
droite. Les voussoirs dessinent sur l'intrados les joints continus sui* vaut les génératrices rectilignes du cylindre, et les joints discontinus smvant les arcs de section droite. Des voussoirs spéciaux forment les tètes.
Pour un biais quelconque, on peut toujours ramener Tappareil à Fig. SG3. celui des voûtes droites, soit en ajoutant à
la projection ABGD de la voûte deux triangles AD6, GBH, qui augmentent la longueur du berceau, soit en conservant les plans de tète AD, BG, mais en augmentant la portée de la voûte, par l'addition des triangles ABK, GDI à l'espace qu'elle recouvre. Gette dernière solution ne pourrait convenir aux voûtes d'une certaine longueur, si l'on cherchait à l'appliquer à cette longueur entière. Mais elle devient parfaitement admissible, si l'on
décompose la longueur donnée en un certain nombre de parties égales, et si l'on substitue dans chaque intervalle la voûte droite MNPQ à la portion correspondante RQSN de la voûte biaise. On appareillera comme voûtes droites ces arceaux échelonnés.
La simplicité des appareils qui conservent à la voûte biaise son intrados a fait renoncer à cet artifice de construction, auquel on pouvait reprocher d'augmenter démesurément la surface du parement vu des pierres.
Fig. Jfi;.
lV-_
APPAREIL ORTHOGONAL (l).
306. Une voûte dont la projection horizontale est le parallélogramme ABGD est coupée par une série de plans infiniment voisins,
(1) Voy. Annales de» pont» et chauetée»^ 1839» article de M. Lefort.
mn, m^n^ , m^n^,.. . , parallèles aux plans des tètes. Nous nous propo* PU. 265. serons de déterminer le tracé d'un appareil tel,
que, considéré dans un anneau quelconque m^n^njn^ , cet appareil soit celui d'une voûte droite. Il faut et il suiBt pour cela : i* que les Joints discontinus dessinent sur l'intrados des courbes parallëlçs à la courbe de tête ; 20 que les éléments des joints continus coupent à angle droit les joints discontinus ; 5* que les faces des voussoirs entre deux plans m^n^^ mjfi^y consécutifs, soient normales à l'intrados. Donc, x"" les joints continus dessinés sur l'intrados ne sont autre chose que les trajectoires orthogonales des courbes parallèles aux têtes ;
9* Les joints discontinus sont des arcs de ces dernières courbes ; 3* Les faces des voussoirs sont des surfaces réglées engendrées par une droite qui se meut normalement à l'intrados en suivant le pourtour de la douelle de chaque voussoir (i). Le parement vu des voussoirs de tête fait seul exception à ce mode de génération.
ÉPURE DE l'appareil ORTHOGONAL.
307. Pour que la projection d'un anple droit sur un plan soit un angle droit, il faut et il suffit que l'un des côtés de l'angle soit parallèle au plan. Dans l'appareil orthogonal, les courbes de tête et
(1) Rigoureusement, il faudrait dire que les surfaces des Joints continus doivent être engendrées par une droite parallèle aux plans de tête, et perpendiculaire à la courbe de joint continu; car c'est ainsi qu'on définirait les plans de joints des voussoirs de la voûte droite infiniment mince substituée aux divers éléments de la voûte biaise. Mais on verra plus loin que la surface ainsi obtenue est tangente, tout le long d'un joint continu, à la surface engendrée par une droite mobile qui suit ce joint en restant normale à rintrados. On peut donc sans inconvénient substituer la seeonde surface à la première.
les sections parallèles à ces courbes sont rencontrées à angle droit par les courbes des joints continus. Il y a donc intérêt à prendre pour plan vertical de projection un plan parallèle aux tètes, car la projection sur ce plan des joints continus coupera à angle droit le^ projections des courbes parallèles aux tètes, ou des joins discontinus.
Soit c*\i!d! (pi. III) la projection verticale de la courbe de tète; cà est la trace horizontale ^u plan qui contient la tète; aCy bd sont, dans le plan horizontal, les génératrices des naissances.
On obtiendra la projection verticale e'\il^f d'une courbe quelconque parallèle à la tète, intersection du cylindre d*intrados par un plan vertical ef parallèle à crf, en faisant glisser de la quantité ce\ parallèlement à la ligne de terre, la courbe c'ix'cf . Les projections verticales des joints continus sont donc les trajectoires orthogonales des positions successives de la courbe cycT, donnée de grandeur et d'orientation, quand elle glisse le long de la ligne de terre xy.
La courbe d^d est en général une ellipse dont les axes sont connus; soit a le demi-axe suivant xy. et b le demi-axe perpendiculaire à cette direction; appelons m l'abscisse variable du centre ff de l'ellipse, x l'abscisse d'un point quelconque de l'ellipse, ces abscisses étant comptées à partir d'un point fixe pris sur la ligne de terre xy\ soit enfin y l'ordonnée du point de l'ellipse qui correi^pond à l'abscisse x\ l'équation générale de l'ellipse dans une quelconque de ses positions sera
Différentiant cette équation sans faire varier ;w, et éliminant ensuite m entre l'équation précédente et l'équation difl'érentielle qui s'en déduit, il vient pour équation commune à toutes les ellipses
6« W dx» "^ V ""
L'équation différentielle des trajectoires orthogonales s'obtient en
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remarquant qu'au point d'intersection d'une ellipse et d'une trajectoire, les deux courbes ont le même x et le même y, mais que le coefficient différentiel de l'une est égal à l'inverse du coefficient différentiel de l'autre changé de signe. Il suffit donc de changer
^ en — -T- dans l'équation précédente pour avoir l'équation cherchée :
L'intégration s'opère aisément et donne pour équation générale des trajectoires orthogonales
2x = C+ .yï^=]^*+l6 lognép. If^^.
, Dans cette équation, G est une constante arbitraire.
Toutes les courbes X'[aW représentées par cette dernière équation se composent de deux branches symétriques par rapport à la verticale qui leur est tangente à toutes deux en leur point le plus élevé, jx'. Elles ont un rebroussement en ce point, et ont pour asymptote commune la ligne de terre xtj. Elles sont toutes égales entre elles. L'équation donne Tune ou l'autre branche de la courbe suivant qu'on prend le radical positivement ou négativement.
Lorsque a = b, la tête de la voûte est une demi-circonférence; dans ce cas, la trajectoire orthogonale est une des développantes de la chaînette; c'est la courbe appelée tractrice^ dans laquelle la longueur de la tangente à la courbe, comprise entre le point de contact et la droite fixe xy, est constante. Cette longueur est en effet représentée, dans une courbe quelconque, par la fonction
y s/dx* H- dy« dy '
et l'équation différentielle des trajectoires orthogonales montre que
APl>AREIL
cette fonction se réduit à
quantité constante et égale à a lorsque a = b.
Après avoir tracé par points une de ces courbes, en faisant abstraction de la constante arbitraire, laquelle influe sur leur position et non sur leur grandeur, on pourra en découper un patron, et se servir de ce patron pour tracer sur Tépure toutes les projections verticales des joints continus.
La table qui suit donne les valeurs absolues du rapport -^
pour certaines valeurs particulières du rapport y, abstraction faite
de la constante.
Pour tracer la courbe en vraie grandeur à Taide de cette table, il
A* suflit de prendre b pour unité des hauteurs, et — pour unité des
bases.
. ax ± — =0,000
308. Les projections verticales une fois obtenues, on peut en déduire par des constructions graphiques les projections horizontales. Il suffit pour cela de déterminer les intersections du cylindre d'intrados avec les cylindres projetants conduits par les courbes tracées sur le plan vertical. Les projections horizontales sont aussi la reproduction d'une seule et même courbe, 'kif^^of^ qui a un centre, et par suite une inflexion, au point (x où elle rencontre la projection de la génératrice culminante de l'intrados, et qui a pour asymptotes les deux projections des naissances.
11 est nécessaire aussi de construire le développement du cylindre
ORTHOGONAL. 555
d'intrados et d'y tracer les joints continus ; les courbes de tètes se transforment en courbes sinusoïdales, rfMG, ôM,A, et les transformées des joints continus, AMn, sont les trajectoires orthogonales des positions successives de ces courbes lorsqu'elles glissent parallèlement aux génératrices droites du cylindre. Elles ont un centre et une inflexion sur la ligne médiane du développement de l'intrados, et sont asymptotes aux deux arêtes droites extrêmes de l'intrados développé.
Les joints discontinus se projettent horizontalement suivant des droites parallèles à la projection des têtes; verticalement, suivant des arcs appartenant aux diverses positions successives de la courbe ^[x'/' ; ils se transforment sur le développement en arcs de courbes
sinusoïdales.
309. Pour faire l'épure de l'appareil orthogonal, on commencera
par tracer la courbe de tête, et par construire le patron des projections verticales des joints continus. On en déduira le patron des
projections horizontales des mêmes joints, et ensuite, le patron des transformées de ces mêmes joints sur le développement. Alors on opérera la division des têtes en parties correspondantes aux différents voussoirs. Ce partage exige un certain tâtonnement, pour que les points de division sur les têtes se trouvent deux à deux, autant que possible, sur une même ligne de joint continu. Quand on est parvenu à assurer approximativement cette corrélation des deux partages, on trace les joints continus sur le plan vertical, sur le plan horizontal et sur le développement, en altérant un peu le tracé là où cela est nécessaire pour retomber rigoureusement sur les points de division préalablement fixés. Les joints discontinus seront ensuite tracés dans lestroisparties de l'épure, en se servant des courbes de tête pour patrons de ce nouveau tracé. Le tracé du développement de l'intrados donne la mesure exacte des dimensions des voussoirs, et fournit les panneaux de douelle de chacun d'eux.
310. Les faces de joint des voussoirs sont engendrées, avons-nous dit, par une droite mobile qui se déplace normalement à l'intrados en suivant les lignes de joints continus et de joints discontinus.
Il serait plus conforme à l'esprit du problème d'employer pour gêné-
ratrice des surfaces de joints continus une droite parallèle aux plans de tête et normale aux joints continus. Au point {m^w!) de l'intrados menons un plan tangent; ce plan sera parallèle aux génératrices du cylindre et contiendra de plus la tangente {mp^ m'p') à la courbe {ef^ é)^\f) qui passe par ce point sur la surface. II aura donc pour traces les droites/?/ sur le plan horizontal, et Iz* sur le plan vertical. La normale à l'intrados a pour projections mw, m'w', droites respectivement perpendiculaires aux traces du plan tangent, et elle a pour trace horizontale le point q. La droite normale à la courbe (e/i «'(*,'/*), menée dans le plan de cette courbe, a pour projections mp^ w!n\ et sa trace est le point r. Par le point (m,m') enfin, menons une tangente à la courbe de joint continu. Elle aura pour projection verticale la droite 7v!q\ et pour projection horizontale la droite mv, qui joint le point m à l'intersection v des traces horizontales du plan tangent/?/?' et du plan projetant m'q'q. Ces trois droites ont w!q' pour projection verticale commune ; elles sont donc dans un même plan, et par suite la surface engendrée par la normale au cylindre est tangente en m à la surface engendrée par la normale à l'ellipse menée parallèlement au plan de tête. La substitution de Tune de ces surfaces à l'autre est donc sans inconvénient au point de vue de la résistance. Les surfaces engendrées par une normale à l'intrados dont le pied suit les joints continus coupent les plans de tête suivant des courbes qui limitent le parement vu des Voussoirs de tête. Nous appellerons ces courbes joints de tête ou de parement. On les construira pour découper les panneaux de taille do ces voussoirs. Généralement elles auront une courbure assez faible pour qu'on puisse y substituer des lignes droites.
De la démonstration qui précède résulte que, dans t appareil
orthogonal^ le joint de parement rencontre la courbe de tête à angle droit. On peut le démontrer directement : le plan tangent P à la surface de joint continu,en un point M pris sur la tête, contient à la fois la tangente T menée à la trajectoire orthogonale, et la normale N élevée par le
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point M sur le plan tangent à l'intrados. Ces deux droites sont, par leur définition même^perpendiculaires à la courbe de tête au point M, et par suite le plan qui les contient est normal à cette courbe. Or le plan P contient aussi la tangente T au joint de parement J, qui est j^acé sur la surface de joint continu ; donc la courbe de tête est perpendiculaire au joint de parement qui passe par son pied dans ce plan.
311. L'épure de l'appareil orthogonal fournit les panneaux de douelle de chaque voussoir, et les panneaux de tête. On donnera facilement à l'aide d'une cerce la courbure de l'intrados aux panneaux de douelle; mais pour tailler les voussoirs de tête, il est nécessaire de déterminer, soit graphiquement, soit par le calcul, les angles formés par les joints de parement et les joints continus qui y font suite.
Le calcul de ces angles se fait très-simplement, en observant que j,,^ ,ç- le joint de tête MJ et le joint con-
tinu MJ' (fig. 266) tombant normalement sur la courbe de tête, l'angle qu'ils forment mesure l'angle dièdre compris entre le plan de tête et le u''^^:;f^ — '^"b^ ^^ plan langent à l'intrados au point M.
Menons par le point M (fig. 267) la générairice Ma de Fintrados; par le même point, une droite Mo horizontale dans le plan de tête, et enfin une droite Me tangente à la courbe de tête. iNous formons ainsi un angle trièdre, ayant pour sommet le point M,et pour faces les angles plans aMô, ôMc, cSla; l'angle àtILb est constant et égal au complément de l'angle du biais, que nous désignerons par p ; l'angle ôMc est l'angle formé par la tangente à la courbe de tête avec T horizontale; c'est un angle variable d'un point à l'autre de la courbe de tête,et donné par la formule générale
le pétant tiré de l'équation de l'ellipse AMB« rapportée à son
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centre 0 et à ses axes OB, OY. L'angle dièdre Mé est droit : car il est formé par la rencontre du plan vertical 6Mc, qui n'est autre que le plan de tèle, avec le plan aMd qui contient deux horizontales Ha et Mb. La question est donc ramenée à trouver l'angle dièdre Me, opposé à la face aUb^ connaissant la face a}llb=QO'' — p^ et la face AMc=<j;, et sachant que le dièdre compris entre ces deux faces est droit. La trigonométrie sphérique fait coonaltre l'angle dièdre Mc=(i> au moyen de la formule
cet p " sin4»
Dans toute la région comprise entre la clef et la naissance du côté de Tangle aigu de la culée, l'angle (o donné par cette formule est l'angle aigu du plan tangent à l'intrados avec le plan de tête ; dans la portion comprise entre la clef et la naissance du côté de l'angle £dgu, l'angle cherché est obtus, et l'on doit prendre tgiù négativement dans la formule ; ce qui revient à prendre ^ positivement, et à substituer aux valeurs trouvées pour w, comprises entre o* et 90% les valeurs supplémentaires 180* — w.
Dans une voflte droite P=o, et la formule donne constamment ci> = ()o''; le plan tangent à T intrados est partout perpendiculaire au plan de tête.
Dans une voûte biaise, ,8 n'est pas nul ; w est égal à go* pour tj; = o, c'est-à-dire à la clef. Puis w décroît à mesure que ^ augmente, et a pour limite l'angle 90" — fi, complément du biais, pour 41 = 90% c'est-à-dire aux points de la courbe de tête où la tangente est verticale. Le plan tangent à l'intrados fait do!)c avec le plan de tête un angle égal à 90* — P du côté de l'angle aigu des culées, et à 90*+^ du côté de l'angle obtus. Ce sont les limites extrêmes de cet angle.
L* appareil orthogonal est une solution entièrement rationnelle du problème des voûtes biaises, et s'il n'est pas universellement adopté par les constructeurs, c'est qu'il présente quelques difficultés de détail, savoir : la difficulté du tracé, qui se complique d'altérations et de balancements pour établir une correspondance entre les divisions des deux têtes ; la variété des voussoirs, qui sont tous différents les uns
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des autres, et dont la taille exige des panneaux spéciaux ; enfin le rapprochement des joints continus vers les naissances, d'où résulte la nécessité d'interrompre une ou plusieurs lignes de joint, pour substituer, par exemple, à trois cours de voussoirs deux cours,ou même un seul.
APPAREIL ORTHOGONAL GONTERGENT*
312. Cet appareil s'emploie pour raccorder une voûte biûse avec Pip. îes^ une voûte droite de même berceau. 11
consiste à prendre pour lignes de joints continus les trajectoires orthogonales, >7?/^^l=^-j non pas des sections faites parallèlement aux tètes, mais des sections faites dans l'intrados par des plans conduits par une verticale fixe 0, prise à une certaine distance de la voûte. On donne à ces divers plans toutes les orientations intermédiaires entre celle de la tète biaise et celle de la section droite. L'épure de la division de l'intrados se fait par tâtonnement au moyen du développement du cylindre d'intrados.
On peut aussi passer d'un appareil biais à un autre, ou à un appareil droit, en interrompant d'une manière brusque les deux appareils contigus par une chaîne de voussoirs particuliers, formant une harpe de raccordement; ces voussoirs présentent dans leur forme une brisure, et chaque partie est taillée à la demande de l'appareil auquel elle fait suite.
APPAREIL HÉLICOÏDAL
313. L'appareil hélicoïdal, imaginé par les constructeurs anglais, est en réalité une imitation suflQsamment approximative de l'appareil orthogonal. Dans ce nouvel appareil, les joints continus et les
joints disco)itinus sont des arcs d'hélice se coupant à angle droit. Pour les tracer sur le cintre de la voûte, il suffit de tendre un cordeau d*un pointa l'autre du même joint. L'appareil hélicoïdal n'exige d'ailleurs la construction d'une épure que pour la taille des voussoirs de tète. Tout le reste de la voûte, sauf les sommiers des naissances, s'exécute soit en briques, soit en petits matériaux, soit enfin en voussoirs à faces gauches rigoureusement taillées, mais tous égaux l'un à l'autre si l'intrados a pour section droite une circonférence. Rigoureusement les surfaces des joints soit continus, soit discontinus, doivent être des surfaces héUcoîdaks à plan directeur^ engendrées par une droite normale à l'intrados dont le pied suit les arcs d'hélice qui limitent la douelle de chaque voussoir. Mais en employant de petits matériaux taillés en prismes rectangulaires, on substitue sans aucun inconvénient des surfaces planes à ces surfaces hélicoïdales.
L'épure se construit au moyen du développement de l'intrados. Les courbes de tête s'y transforment en courbes sinusoïdales; on remplace ces courbes, qui correspondent aux têtes réelles, par deux droites joignant leurs extrémités, qui correspondent aux têtes fictives. Enroulées sur le cylindre, ces droites y dessinent des hélices parallèlement auxquelles seront tracés les joints discontinus sur l'intrados. Sur le développement, les joints discontinus sont transformés en droites parallèles aux têtes fictives; les joints continus, par des droites perpendiculaires aux joints discontinus, qui donnent sur l'intrados une série d'hélices parallèles. Les projections des deux systèmes d'hélices, joints continus et joints discontinus, sur tout plan parallèle au cylindre, sont des courbes sinusoïdales; pour chacun de ces deux systèmes, toutes les projections des hélices sur un même plan sont la reproduction d'une seule et même courbe, dont on peur tracer une fois pour toutes le patron.
On prend pour plans de projection: i* le plan horizontal, qui esi parallèle au cylindre; a* un plan vertical parallèle au cylindre ; .V un plan vertical perpendiculaire au cylindre, où l'intrados se projette suivant sa section droite; 4' un plan vertical parallèle à la tète, qui donne l'élévation de l'ouvrage (Planche IV). Ces projections et le
hélicoïdal.
développemeot de l'intrados donnent tous les éléments nécessaires à la taille des voussoire.
TRACÉ DES JOINTS DE TÊTE
11A. Il ne sera question , dans ce qui suit, que du cas où Vintrados a pour section droite une portion de circonférence.
Les surfaces des joints continus sont engendrées par une droite qm suit les hélices de joints continus en restant toujours normale à rintrados. Cette droite, constamment parallèle à un plan perpendiculaire au cylindre d*intrados» engendre un hélicoîde gauche à plan directeur; tout cylindre concentrique à Tintrados coupe Thélicoîde suivant une hélice qui a même pas que l'hélice de joint continu tracée sur le cylindre d'intrados. Il s'agit de construire l'intersection de rhélicoïde avec le plan de tète pour en déduire les panneaux du parement vu.
Appelons H le pas commun à toutes les hélices que l'on peut obtenir en coupant les hélicoïdes des joints continus par un cylindre de même axe que l'intrados; appelons R le rayon de l'un de ces cylindres.
Nous prendrons pour axe des z l'axe du cylindre , pour plan des xy Fig. 269. un plan normal à cet axe ; la surface du
y cylindre de rayon R coupera ce plan des xy
suivant le cercle représenté en coordonnées rectangulaires par l'équation
L'hélice d'intersection de l'hélicoïde avec le cylindre précédent est définie par le point M où elle perce le plan xy. Posons MOx = a, et appelons 9 l'angle total que doit décrire le plan POz, conduit par l'axe du cylindre et par un point quelconque P de l'hélice, pour ramener le point mobile P à coïncider avec le point M, après lui avoir fiiit suivre toutes
f^a^i CONVERGENCE DBS TANGENTES
les spires de rhélice ; z étant Tordonnée du point P parallèlement à Taxe Oz , Téquation de l'hélice sur la surface du cylindre sera
y et X étant les deux autres coordonnées du point P, on a d'ailleurs fS) y = xtg(6-h«).
Les deux équations (s) et (3) prises simultanément représentent la surface de Thélicoïde, car elles conviennent à tous les points de Tone quelconque des génératrices droites de cette surface. L'élimination de 6 entre ces deux équations conduit donc à l'équation de Thélicoîde:
W _ + «=:arctg|.
II s'agit de chercher l'intersection de la surface (4) avec le pUn de tête j/OS, dont l'équation est
W z=xig?,
3 étant l'angle du biais.
Les équations (4) et (5) prises ensemble représentent cette intersection: en y joignant l'équation (i) de la surface cylindrique, on obtient un point (x, y, z), commun aux trois surfaces; proposonsnous de mener en ce point une tangente à la courbe (4) et (5).
On obtient en différentiant (4) et (5) les équations suivantes :
2n __ xdy — ydx __ _ ydx — xdy
( cfz = dx tg p ,
d'où l'on tire par la division
(7) y^î^ = _Ç(x« + y.)tg{L
AUX JOINTS DE TÈTE
DoDc au point (or, y, z)^ pour lequel T équation (i) est satisfaite, la fonction
ydx — xdy dx •
qui représente l'ordonnée à l'origine de la tangente à la courbe (4) et (5) , est égale à
quantité indépendante de Tangle a, et qui, par suite, convient à toutes les positions de rhélicoïde autour de Taxe OZ, ou à toutes les surfaces des joints continus.
Donc, les tangentes aux courbes dintersection des surfaces des joints continus avec les plans de tête, menées aux points où ces courbes dintersection sont rencontrées par une surface cylindrique concentrique à [intrados, concourent en un même point, situé sur la verticale passant par le sommet de tête, au-dessous de taxe de t intrados.
Ce théorème a été découvert sur les chantiers de construction par le tracé même de T épure.
L'expression
peut se transformer en
R tg 9 tg p,
en appelant (p l'angle constant des hélices avec les génératrices du cylindre de rayon R; en effet
(]} \\ est remarqaable qu'on troDTe ane expression semblable à Rtg^tg^ en traitant iD autre problème relatif à rhélicoïde gaache à plan directeur : celui où Von cherctw
315. Si Ton passe d'uD cylindre de rayon R à un cylindre de rayon R' pour obtenir une autre série de points des joints de tète, la distance au point 0 du point de rencontre commun à toutes les
la projection sur le plan directeur de la courbe de contact de la surface avec un cylindre circonscrit.
Soient
IX = mz\ V = nz f
les équations d'une direction donnée, parallèlement à laquelle on doit mener un cylindre tangent à la surface. En général^ si ¥{x, y^z) = 0 repréiente réquation d'une surface, les équations de la courbe de contact avec le cylindre circonscrit mené parallèlement à celte direcliou, sont
f/F </F (Jï
(/x dy dz
Lorsqu'il s'agit de rbélicoide gaucho à plan directeur, la fonction F a pour expression
F= -rr- +a-arctg^,
et par suite la seconde équation de la courbe de contact est
2t. (xî -f yî) — h (m.y — nx) = 0.
Cette équation ne contenant pa» z est IMquation de la projection sur le plan directeur de la courbe de contact cherchée; elle représente une circonférence qui passe par l'origine des coordonnées, et dont le centre est situé sur une droite ny + mx = 0, perpendiculaire à la projectionjwy — nx = O^de la direction donnée sur le plan des xy. U diamètre de cette circonférence est égal à
ou &
Rcot «ptgY,
en appelant Y l'angle de la direction donnée avec Taxe OZ derhéliroîde, et 9 Tançls constant formé par riu'lice directrice tracée ?ur le cylindre de rayon K avec les génératrices de ce mémo cylindre. Ces deux théorèmes se démontrent géomêtriquenjcnt avec uwe grande facijilé.
HÉLICOIDAL.
tangentes varie dans le rapport de R* à R'* ; cette remarque fournît un moyen de construire les courbes de joints sur la têle.en y substituant des tangentes successives.
Faisant d'abord Régal au rayon de la section droite de Tintrados, Fig. i7o. on prendra sur la projection paral-
lèle ii la tète, au-^dessousdu centre, une quantité 01 = Rtgçptgp. Si M est un point de division de la courbe de tête, la droite IM sera tangente au joint de tête en M.
Coupons le plan de tête par un cylindre concentrique à l'intrados, qui donnera sur ce plan une ellipse A'B'C semblable à l'ellipse de tête ABC ; le rayon IV de ce nouveau cylindre sera égal au demi petit axe OB' de cette ellipse. La tangente IM prolongée rencontrera cette ellipse en un point M', que l'on pourra sans erreur sensible regarder comme appartenant à l'intersection de la surface du joint. Pour mener une nouvelle tangente à l'intersection en M', il suffit de déterminer le point de concours r des tangentes qui correspondent au rayon R'. Pour cela, prenons OD = R = OB; joignons ID, et élevons sur cette droite au point D la perpendiculaire DE, qui rencontre en E l'axe OB prolongé. Prenons ensuite OD' = OB' ; joignons ED' et élevons une perpendiculaire DT sur ED' au point D'. Cette droite rencontrera la direction 01 en un point V qui sera le point cherché.
En effet, les triangles rectangles EDI, EDT, où les droites OD, OD' sont abaissées perpendiculairement des sommets de l'angle droit sur l'hypoténuse, donnent les égalités
ÔïT =0Ex01, ÔF' = OE X 01';
ilonc
ÔF
ôd;
Ou pourra pousser aussi loin qu'il est nécessaire la constmction précédente, et tracer une ligne polygonale trës-voisiae de la d'intersection que l'on se propose de déterminer.
HECBBBGUE DE L'aKGLE SOCS LEQUEL SE KENCOnTREin' LE lOIKT DE ISTE
ET LE jcmrr de douelle.
316. Soit M un point de division de la courbe de tète; HP, la tangente au joint de tète, laquelle, prolongée, va couper la verticale passant par la clef en un point I connu de position ; MT U tangente
à l'hélice du joint continu qui aboutit au point H; enfin H6 la génératrice rectiligne du cylindre d'intrados. 11 s'agit de déterminer l'angle PMT.
Les plans PHT, TMG, GMP forment un angle trîëdre dans lequd on déterminera les faces THG , GHP,et le dièdre MG sous lequel elles se coupent. La face PMT, opposée à ce dièdre, se déduira, soit des formules de la trigonométrie spbérique, soit de la construcUon graphique de l'angle solide.
HÉLICOÏDAL
L'angle TM6 est l'angle constant, f^^e û>nt les joints continus avec les génératrices rectilignes du cylindre d'intrados.
Le dièdre 6M est dcmnèsur le plan vertical perpendiculaire à Fintrados, par l'angle des traces des plans PM6, GMT» perpendioulaires à ce plan de projection, c'est-à-dire par l'angle /)'mY, compris entre le prolongement de la droite intl et la tangente rrit à la circonférence d'intrados.
L'angle 6MP est facile à construire •graphiquement^ou à calculer. Si l'on appelle x l'abscisse et y l'ordonnée du point m\ prises dans le cercle à!Vc\ et rapportées au centre o* de ce cercle, p la distance oY = RtgftgP, et enfin 6 T angle 6MP cherché, on aura
^ on a;tgp xtgl '
Dans cette équation, 6 doit être aîgu pour une moitié de la tète, et obtus pour l'autre moitié. Le signe de x donne le signe à tg 0, en prenant le radical avec le signe -f- •
Pour x = Oy 6 = go*. Cest ce qui a lieu à la clef de voûte.
L'abscisse a; croissant d'une manière continue de o à R, du côté de l'angle obtus de la voûte, y décroît de R à o , et par suite B va en décroissant d'une manière continue de go* à la valeur O' correspondante à X = R 9 valeur donnée par l'équadon
^ Rtg? •
Du cûté de Tangle aigu, 0 va en augmentant à mesure que les valeurs absolues des absàsses négatives s'accroissent, et a pour limite i8o*— V.
Si l'on considère deux points de division M ei M' symétriques par rapport à la clef, les angles TM6, TW& seront les mêmes pour ces deux points ; mais le dièdre M6 sera remplacé par le dièdre supplémentaire M'6', et l'angle 9, par le soj^lément de cet angle, •8o*— «.
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La convergence des tangentes aux joints de parement en un pciint situé au-dessous du centre de la courbe de tête, rend les joints de plus en plus obliques dans les parements vus des voussoirs à mesure qu'on s'éloigne de la clef. Aussi l'appareil hélicoïdal est-il plus satisfaisant, comme aspect, pour les arcs de cercle que pour les pleins cintres.
INTRADOS DE RÉVOLUTION
317. Dans les voûtes dont l'intrados est une surface de révolution engendrée par un arc de cercle ou d'ellipse, ou par toute autre courbe concave vers le bas, tournant autour d'un axe vertical fixe tracé dans son plan, les fotnts continus sur l'intrados dessinent les parallèles de la surface de révolution, et les joints discontinus, des a7Ts de méridiens. Contrairement à ce qui a lieu pour une voûte en berceau, il n'est pas nécessaire pour l'équilibre que la voûte soit fermée. Dès qu'une assise quelconque est entièrement montée, on peut arrêter la pose à cette assise sans compromettre la stabilité de la portion posée.
Considérons une portion de voûte de révolution KLAD, comprise entre le lit des naissances LK et un lit quelconque de joint continu. L'anneau ABCD, formé par la dernière assise posée, forme un système matériel dont le poids est tenu en équilibre par les composantes
verticales des actions exercées sur cet anneau par les assises inlérïeures. les composantes horizontales de ces mêmes actions, concourant au centre de l'anneau, exercent sur lui une compression uniforme.
Appelons ta l'ùre de la secUon ABGD, obtenue en coupant l'anneau par un plan méridien ; p ]a distance du centre de gravité G' de cette section à
l'axe OZ de la voûte ; p le poids de l'unité de volume de la maçonlierie dont l'anneau est composé.
Le volume de l'anneau sera wx a np, d'après le théorème de Guidin, et son poids, par conséquent, aicpu^. Soit F la réaction mutuelle de l'anneau et de l'assise sur laquelle il repose, rapportée à f unité de longueur prise sur la circonférence moyenne M du joint;
p' le rayon de cette circonférence moyenne ; a, l'angle formé par la réaction F avec \ le plan horizontal.
La somme des composantes verticales ^ des forces F est donc égale à
FxSîcp'xsio",
"* de sorte qu'on a l'équation d'équilibre Snpuip = Sicp'F Bin a;
Kk. ît:.
Psias = up X -,.
Les composantes horizontales des forces F exercent sur l'anneau ' une pression normale représentée par le produit Fcosa, pour l'unité de longueur prise sur la circonférence snp'. D'après un théorème connu, la résultante de ces actions normales exercées sur une demi-^
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circonférence est normale au diamètre qui ferme cette demi-cireonférence, et égaie à
F ces a X 2p'.
Si donc on appelle K la pression par unité de surface dans la section Cl) de l'anneau, on aura
Rfa) X 2 = F C06 a X 8pV
et par suitet
„ _ F ces tt X p'
1^ — • ^^"^m^mm^^mt^i^ ^
tû
Cette équation est tout à fait semblable à celle qui détermine la pression moyenne dans une enveloppe de chaudière cylindrique, comprimée sur toute sa surface par une force normale F cos a, rapportée à Tunité de longueur du cylindre (§ 248].
Partageons la voûte en fragments égaux, infiniment petits, par des plans méridiens faisant entre eux un angle ^e. Deux plans consécutifs Om, Om' isolent, dans la portion de voûte comprise entre les naissances et l'assise inférieure de l'anneau central, un fragment de voûte en berceau de longueur variable, mais partout infiniment petite ; la poussée appliquée au voussoir le plus élevé de ce berceau a pour valeur F X p' X d6, et fait avec l'horizon l'angle a. Composant cette poussée avec le poids du fragment de voûte, appliqué en son centre de gravité, on a la pression développée sur un arc infinimeni petit du lit des naissances.
Ne connaissant à priori ni la force F ni Tangle a, on a pris arbitrairement le point M où cette force s'applique; prenons de même le point I, où passe la réaction de la voûte sur les naissances. Ces deux points achèvent de déterminer toutes les inconnues du problème. Nous supposerons qu'on prenne le point I au milieu du joint LK, comme on a pris le point M au milieu du joint BG.
La composante verticale de la force Fp'rf9 se détermine au moyen de l'équation
F8ina = fupx ^,
qui donne ,
Représentons cette force par la droite verticale MV.
La composante horizontale MN de la mûme force est encore inconnue*
Prenons pour axe des z Taxe vertical OZ de la surface de révolution qui forme l'intrados, et pour axe des x, une droite OX, menée par une origine arbitraire 0, perpendiculairement à OZ, et dans Tun des plans méridiens qui limitent latéralement l'élément de voûte. Désignons sommurement par z la portion £F de l'ordonnée correspondante à une abscisse quelconque x=OH , portion comprise entre Tintrados et Textrados de la voûte, ou enire Tune de ces deux surfaces et la surface d'un joint.
La distance MP du point M à l'axe de révolution, ou l'abscisse du point M, est ce que tout à l'heure nous avons appelé p'.
Le centre de gravité 6 de l'élément de voûte compris, d'une part, entre les joints BG et KL, et de l'autre entre le plan de la figure et le plan méridien voisin, a pour abscisse, x,, la quantité donnée par l'équation
I pxzdxâb
OÙ p est le poids spécifique de la maçonnerie de la voûte, et où les intégrations sont étendues à tous les éléments du contour profilé en BCKL
Le poids de l'élément BGS.L est appliqué verticalement à ce point G, et est égal à ^pxzdxdfi. Représentons-le par la force 6U.
Les forces MV, 6U, connues toutes deux, sont parallèlles, et oni pour résultante une force ST égale à leur somme ; cette force ST, dé* composée suivant les deux directions SM, SI, donne à la fois la. composante horizontale de la force Fp'dQ, et la réaction de l'élément de voûte sur le lit des naissances.
Toutes les forces que nous avons considérées ont pour facteur
^'^' VOUTES
commun de, dont on peut faire abstraction dans la composition de ces forces; on composera la force MV = pci)p, verticale et appliquée • en M, avec la force GU =^pxzdx^ verticale et appliquée en G; la" résultante ST, verticale aussi, sera connue de grandeur et de posi-l tion. En la décomposant suivant les directions SM et SI, la compo-f santé suivant SM sera égale à Fcosaxp', c'est-à-dire à Kto. Li' construction donne donc le produit Ko, et fait connaître par suite' la limite K de la compression dans l'anneau.
Connaissant les deux composantes de la force T, on pourra en déduire la force F en grandeur et en direction, et tracer ensuite la courbe des pressions dans le profil compris entre les joints BC et £L, en ayant toujours soin de prendre pour poids des éléments de voûte, les poids qui correspondent à la section donnée par le profil, multipliés par leur distance à taxe OZ, altération par laquelle on tient compte des variations de la longueur de la voûte profilée en BGLK.
En résumé, dans une voûte de révolution, le dernier anneau posé est soumis à un effort différent de ceux qui se développent dans le reste de la voûte; il fait voûte à lui seul contre la poussée horizontale de cette partie; dans celle-ci, les pressions se répartissent comme dans une voûte en berceau, sauf l'introduction d*un facteur dans l'expression des poids des éléments du profil. Ce partage de la voûte est d'ailleurs hypothétique, et on peut en imaginer d'autres^ par exemple, on peut regarder la voûte comme formée d'anneaux successifs subissant chacun une compression. Le docteur H. Schaeffler a développé cette solution (i).
Lorsque la voûte est entièrement fermée, la clef remplit les fonctions de l'anneau central. Elle est comprimée sur toute sa surface. On peut aussi isoler par la pensée une calotte quelconque, qui résistera à la poussée de tout le reste de la voûte. Mais il est impossible d'admettre que la courbe des pressions parte directement de l'axe OZ, car il en résulterait qu'une pression finie serait appliquée sur une arête et non sur une surface, ce qui reviendrait à faire subir à la matière une pression infinie.
(1} Traité de la réiistance des matériaux par la théorie de la moindre résittance.
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La fonnule
\ px^zdx
donne la position de la verticale qui passe par le centre de gravité G de r onglet compris entre deux plans méridiens faisant entre eux un angle dièdre infiniment petit; p est le poids de l'unité de volume de la matière de Tonglet à la distance x de Taxe de révolution» La formule
\pxzdx
\ pzdx
donnerait de même la position de la verticale qui passe par le centré de gravité de la section méridienne de l'onglet, en attribuant à Téléiiicnt de section ce même poids p par unité de surface, prise à la distance x de l'axe de révolution.
£n multipliant ces deux équations membre à membre, il vient
XjX, — -ç
\ px^zdx
\ pzdx
Or, divisons les deux termes de la fraction par l'accélération 7 due à la pesanteur; le quotient
- \ pxHdx
sera le moment a inertie de la section méridienne par rapport à Taxe OZ, et
i^pzdx
FRETTES
sera la masse de cette section ; le quotient est donc égal au carré r* du rayon de giratùm de cette aire matérielle par rapport à Taxe OZ» ec Ton a
«jx, = r\
On voit que, x^ étant nécessairement plus petit que r, x^ est supérieur à r.
On voit aussi que x^ est la distance à Taxe OZ du cenûre de percmsion de Taire matérielle par rapport à cet axe, c'est-à-dire du point unique où une impulsion perpendiculaire à la surface peut être appliquée sans qu'il en résulte aucune pression sur l'axe. On sait
en effet (§ Gs) que le centre de percussion est à la distance —d'un
axe parallèle à OZ mené par le centre de gravité, k étant le rayon de giration autour de ce dernier axe ; on a donc
et par suite (§ 49)
XjX, = x', -h A' = r\
FRETTES MËTALLTQUES.
319. On peut se proposer d'équilibrer la ^poussée horizontale d'une voûte de révolution en entourant les naissances de la voûte d'un cercle métallique. Le calcul indique les limites des dimensions à donner à cette armature. On considérera la frette comme
recevant de dedans en dehors une pression normale qui sera égale
p' à F cos a X *T/ par unité de longueur de la frette, o" étant son rayon.
En effet, la composante horizontale Fp' cos aefO n'est pas altérée dans
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toute rétendue de chaque onglet élémentaire, puisque les forces qui agissent sur cet onglet îjont toutes verticales; mais elle se trouve, aux naissances, répartie sur une longueur plus grande que dans le lit de joint BG ; le rapport des poussées par unité de longueur est donc égal au rapport de f à p'. Si Ton appelle w' la section de la frette, et K' la tension développée dans cette section par unité de surface, on aura Téquation :
8w'K' = F CCS « X |r, X 2p",
ou bien, en réduisant,
co'K' = F ces a X p' = wK.
Pour appliquer cette équation, il faut chercher le maximum du produit F cos a X p\ dont les deux facteurs sont variables avec les dimensions attribuées à l'anneau central.
On devra, pour cela, décomposer successivement la voûte en deux parties : l'une intérieure, que l'on regardera comme l'anneau central, l'autre entourant la première, que Ton partagera en éléments pour appliquer à Tun quelconque d'entre eux la méthode de la courbe des pressions. A chaque hypothèse correspondront des valeurs définies pour F x cos a et pour p', et par suite, une valeur du produit Ff' cos a ; on pourra donc construire une courbe représentative de ce produit, et le tracé de cette courbe indiquera la valeur maximum cherchée.
Les voûtes de révolution, et particulièrement les voûtes sphéricpies, sont employées pour couvrir les bassins circulaires, pour former les différents étages à l'intérieur d'une tour ronde; elles forment les coupoles de l'architecture byzantine. Elles ont pour caractère fondamental de donner peu de poussée sur les naissances» et de permettre l'emploi de cintres très-légers.
VOUTES
RÉPARTITION DES PRESSIONS DANS UNE VOOTE SPHÉRIQUE D'ÉPAISSEUR UNIFORME TRÈS-PETITE»
Soient
R = OA le rayon moyen de la voùte^ c Tépaisseur nniforme CD.
Considérons Taniieau engendre' par la rotation autour de OZ de l'élément GDD'C Cet anneau est soumis aux forces suivantes : 1* Son poids. — Soit P le poids de Tanneau rapporté à l*nnité de longueur mesurée sur la circonférence décrite autour de OZ par le centre de isravité G de la section transversale CDD'C; Il étant le poids spécifique des matériaux et(«> la section CDD'C, on aura
P = Ilo).
2* Les réactions exercées par les anneaux supérieurs sur le joint CD; on peut supposer la résultante appliquée au milieu A du joint, et décomposer cette force en deux composantes , l'une horizontale N, et l'autre verticale V; ces forces seront rapportées à l'unité de longueur mesurée âur la circonférence décrite par le point A. 3" Les réactions exercées par les anneaux in- I férieurs sur le joint C'D\ réactions dont la ré-
sultante passe en 6 au milieu de ce joint, et s'y décompose de incmc en ilciix f(»rccs, V et N', qui diffèrent de V et de N de quantité? infiniment petites.
Désignons par p le rayon a A, par p' le rayon gG, et par p" le rayon ^B, des parallèles décrits par les trois points A, G, B; on aura, pour l'équilibre des composantes verticales,
V X 27rp -h P X 2itp'= V'X 27:p";
ou bien, en rcmpla(;aiit P par IIo), en supp/imant le facteur 2^:^ et en observant que Vp"— Vp est la diirorentielle du produit Vp,
(/ ( Vp) = riwp' = ITwp ;
nous confondons p' avec p, qui e:i diffère d'une quantité insensible.
f>oijr roqnillliro des composantes horizontales, coupons l'anneau par un plan conduit par l'axe. OZ, et .soit K la pression moyenne développée dans les deux sections ta par les composantes N rt N'. 11 viendra
ou bien
2Kw=N'x2p"-Nx2p, Ku)= f/(Np).
Knfln, considérons la portion d'anneau comprise entre deux plans méridiens faisant entre eux un angle infiniment petit ci?, et écrivons l'équation des moments des forces appliquées h cet élément, en prenant pour axe des moments la tangente au parallèle décrit par le point B.
Ces forces sont les poussées Npd?, Vprf^, N'p"^/'r, V'p'V/9, le poids PpV/?, entin les pressions K(o exercées sur les deux sections latérales. H est facile de reconnaitre que le poids Vp'th aina un moment infiniment petit iUi quatrième ordre, car PoV/ç es déjà un infiniment petit du troisième ordre, qu'il faudra encore multiplier par la dis-
tance infiniment petite de la droite GP aa point B. De même, les preaaions latérales Kfa>» qui sont du second ordre^ et qui doivent être projetées sur le plan de la figure seront multipliées par le cosinus d'un angle infiniment peu dlfléreot de l'angle droit' c'est-i-dire par un facteur infiniment petit; ensuite^ il faudra les multiplier par la distance de leur projection au point B, qui est encore infiniment petite. Donc tontes ces forces donnent des moments négligeables, et il ne reste plus dans T^uatlon des moments que les forces dues aux réactions mutuelles dans les Joints; on obtient ainsi l'équation
Nprf? X wB = Vpcfç X Bîw, ou encore
(3) V=:NX;5^=Ntange,
ce qui revient à dire que la réaction totale est normale au joint. Les trois équations (1) (3), et (3) résolvent le problème. Remplaçons-y
p par R sin 6, fa> par Kec/6.
Elles prennent la forme
c/(Vsine) = neRsinOde, c/(Nsin6j=:Kec/e, V = Ntange.
La première donne, en intégrant.
V sin 6 = DRe (co86o — cosO), on V
\ sine /'
% étant l*angle correspondant au Joint supérieur on s'arrête la voûte. La troisième fait connaître N :
fcosfin — cos6) cosO N=Vcote = nRe' ^ . ,' ^ ;
6in>6 et la seconde définit K :
c/(Nsin6)_rf(Vco8
g^=nR Ip"""» -.^'^"""1 =nR (c.6- "" Vr')-
^/6L sine J \ sln«0 /
On remarquera que N = 0 pour e = Oq et pour e = 90^. La composante verticale V
est nulle pour ^ = %; si la voûte est fermée, elle est nulle pour 0= O; car la vraie
I — cosO valeur do — —r — est léro pour 0 = 0. sine *^
K varie entre IIR cosO^ pour 0 = 6^, lorsque % n'est pas nul, et — nRcosOo pour les naissances.
Dans cette hypothèse, l'anneau Inférieur résiste donc à l'extension produite par la poussée des anneaux supérieurs; ce qui justifierait l'emploi des frettes métalliques pour maintenir la partie inférieure de la voûte.
Si la voûte est fermée, la valenr de K au sonunet s'obtient en faisant e=0 etOo^O
dans la formule ; la vraie valeur que l'on obtient est 7 DR. On a, en effet, en faisant 60 = 0.
/ i__co9e\ /
;=i:R cose TTT — =TtRI cosO —
Ie« limites de 6 sont alors :
K = - fIR pour le sommet,
K =— nR pour le plan des naissances.
APPLICATION A LA VOUTE TERRESTRE (l).
321. Proposons-nous de calculer la pression R par unité de surface dans une voûte sphérique ayant une épaisseur uniforme e, trèspetite, et dont tous les points sont également attirés par le centre de la surface.
On peut assimiler cette voûte à une enveloppe sphérique soumise à une pression qui s'exercerait de dehors en dedans, et qui serait égale à l'attraction du centre de la sphère sur les éléments de la voûte (§ 2o8). Appelons/? l'attraction rapportée à l'unité de surface prise sur la surface sphérique moyenne dont nous représenterons le rayon par a. Nous aurons Téquation
Nous appliquerons cette formule à la voûte terrestre, supposée rigoureusement sphérique, et détachée de son noyau intérieur. Nous admettrons, pour simplifier le problème, que la pesanteur s'exerce d'une manière égale en tous les points de sa surface. La température s' accroissant à Tintérieur de la terre d'un degré centigrade pour 3o mètres de profondeur, on ne peut attribuer à la croûte solide du glol)e terrestre une épaisseur supérieure k l\h kilomètres, car il en résulte déjà pour les points situés à l'intérieur de Técorce une température de plus de i5oo degrés, suffisante pour maintenir à l'état liquide les matériaux dont elle est composée. Le rayon moyen de la voûte peut en définitive être pris égal à 6,54i,ooo mètres.
La densité moyenne du globe terrestre a été trouvée égale à 5,62 :
(1) Cette question a été traitée avec beaucoup plus de détails par Lamé dans loa §$ 88 et 80 de la Théorie mathématique de Vé/asticité,
mais la densité des corps à la surface de la terre étant beaucoup moindre, il est probable que la densité des couches successives croit de la surface au centre; cependant, sur l'étendue des 45 premiers kilomètres, les variations de la densité moyenne ne sont sans doute pas très-rapides, et nous pouvons prendre le nombre s pour densité moyenne de Técorce.
L'attraction exercée par la terre sur un point situé dans l'épaisseur du globe est proportionnelle à la distance de ce point au centre lorsqu'on suppose la densité constante. Mais le calcul direct montre que la diminution d'attraction est insensible pour des points appartenant à l'écorce solide, parce que le rapport des rayons de la surface interne et de la surface externe est très-peu différent de Tunité.
Nous calculerons donc Tattraclion p par unité de surface, en prenant le poids d'une colonne de 45iOoo mètres de hauteur, d'un mètre carré de base, pesant 2000 kilogrammes par mètre cube; il en résulte que p est égal à 90,000,000 de kilogrammes.
Donc R = 6,341,000,000 kilogrammes par mètre carré, ce qui équivaut à 634, 100 kilogrammes par centimètre carré (1).
Une telle pression est trois cents fois plus forte que celle qui suffit pour produire l'écrasement du basalte le plus résistant. La croûte terrestre n'est donc en équilibre qu'à la condition de reposer sur le noyau liquide formant la masse centrale du globe : elle est comme une voûte posée sur cintre. Si par un retrait de la masse liquide, ou par une diminution de la pression intérieure que cette
(I) Le résultat n*esl pas sensiblement modifié quand on adopte une autre épaisseurs, pourvo qu'elle soit toujours très-petite par rapport au rayon ci, condition sans laquelle (in ne pourrait plus appliquer la formule. On aura, en ellet, en laissant e arbitraire,
p = <? X 2000 ; et par suite
ce qui donne— kilogrammes {.ar centimètre carré. Les petites variations de TépaiEscure modifient très-peu la pression moyenne R. Ainsi e = 40000 mètres donnerait
masse exerce sur rintrados de la vo&te, la croûte se trouvait abandonnée à elle-même, une rupture s'y produirait, et le tassemeut du cintre serait immédiatement suivi d'une dislocation, puis d'un tassement égal dans la voûte. Sous l'influence des énormes pressons qu elle subit, l'enveloppe solide du noyau incandescent se comporte, au moins dans son ensemble, comme une enveloppe sans raideur, et par suite le noyau liquide, soumis comme TOcéan aux actions attractives du soleil et delalune, doit aussi communiquer incessamment ses propres déformations à l'enveloppe flexible dont il est entouré (i).
RÉPARTITION DES PRESSIONS DANS L'INTÉRIEUR DE LA CROUTE TEBRESTKE
I" Hypothèse sur la variation de densité des couches successives qui composent
le globe.
322. Nous développerons seulement l'hypothèse due àLegendre, et adoptée par Laplaoe dans le tome V de la Mécanique céleste.
Un point matériel extérieur à une couche sphérique homogène est attiré par cette couche comme si toute la masse était concentrée en son centre de figure. Un point inti'rieur à la couche n'est pas attiré. De cette loi très-simpte résulte qu'une sphère massive de rayon R, formée de couches concentriques de rayon x et de densité p, exerce sur un point extérieur de masse égale à l'unité, placé à la distance a du centre, une attraction égale k
dx
et sur un point de masse 1^ pris dans l'intérieur de la sphère à la distance r du centre, une attraction
(1) AT.fyJpx^dx
Le coefficient /représente l'aitraction de deux points de masse égale à l'unité, placri à Tunité de distance run do l'autre. Le nombre (p est l'accélcratlun due i l'attraction du globe, pour an point matériel placé à la distance r du centre, toutes les fois que
(I) Une théorie récente admet que le globe terrestre est entièrement refroidi delà surface au centre, et nie Texistence actuelle du noyau en fusion. On peut consulter sur ce sujet une conférence sur les volcans, par M. C Vogt, professeur à l'Université de Genève (Association fran<;ai£e pour le développement des sciences, congrès de Lyon, 21 août 1873).
r < R. L'équalion de l'hydrostatique (Uydr., $ 16, ( âge 25), lie à celte accélération 9 la variation dp des pressions subies par les dilTérentes coucbes successiTCs; on a en effet
(2) (ip= — p:^dt\
en mettant le signe — devant le second membre, parce que la pression p croit à mesure que le rayon r diminue.
L'hypothèse de Legendre et de Laplace consiste à établir entre p et p la relation
(3) ^=2Kp.
K étant une constante; ou bien, sous forme intégrale,
p' étant la densité de la matière formant Tintérleur du globe, soumise à une pression nulle.
De l'équation (2) on tire
et substituant à dp Ih valeur tirée de Téquation (3),
»Kprfp _ «/p
9 — — — Àh. — .
pdr dr
D*où résulte, pour déterminer p en fonction de r, l'équation
2ic/ Posonp, pour abréger -~ = n* quantité constante; il viendra
(5) >**</p= — n*{/r\ ^x^dx;
Il convient alors de changer de variable et de poser
[0 Pi = »'?.
On en déduit
L'équation (S) se transforme donc en celle-ci, (7 ) r f/p, — p4 dr + n* dr \ pa:* djc = 0,
ou bien
'-^* — Pj -1- n* Y 9^*dx = 0.
DifTérentions cette dernière équation, c'est-à-dire changeons-y r en r + dr, et cherehons la variation correspondante de pi. Il vient, en divisant par dr,
ou bien
ou encore, en supprimant le facteur r,
L'intégrale de cette équation est, avec deux constantes arbitraires A et B,
Pi = A sin nr-\-B cos nr,
t\, par suite,
A sin f2r+ B cos nr
La densité p ne peut être inflnie pour r = 0; donc B = 0, et il vient simplement
A sin nr
La densité moyenne du globe, po, s'obtiendra en divisant la somme des masses par le volume total, ce qui donne
4;t\ prVr \ A sin nrxf'rfr
La densité moyenne po est connue par Teipérience de Cavendlsh, qui lui attribuait la valeur 5,48. On a adopté généralement la valeur un peu plus forte 5,50.
Cette hypothèse a depuis été modiflée par M. Roche, qui exprime -J-- par la somme de
deux termes, proportionnels l'on à p, l'autre au carré de p. Cette nouvelle hypothèse conduit à une variation de densité entre une couche quelconque et le centre du globe, proportionnelle au carré du rayon de la couche. Soit p' la densité au centre du globe; la densité à la distance r sera donnée par la formule
et on aura
pour la densité au centre 10,5,
pour la densité à la surface 2,1,
la densité moyenne étant supposée de. . . . 5,5.
Cette théorie JustiAerait le poids spécifique de 2000 kilog. par mètre cube^ que nous avons adopté pour la croûte solide extérieure.
2* Répartition des pressions dans Vintérieur de la croûte, en tenant compte du poids
des couches dont elle se compose,
323. Nous coDtinaerons à supposer les couches sphériques, et sollicitées seulement par l'attraction du globe, sans tenir compte de l'aplatissemenr^ ni du mouvement de rotation et des forces centrifuges qu'il faudrait introduire pour compléter le problème.
Les formules du § 253 sont alors applicables, sauf que chaque couche sphérique subit l'action extérieure de son poids outre les pressions des couches Toisines.
Soit q le poids spécifique des matériaux composant la croûte» supposé constant dans l'épaisseur des 45 kilomètres. Nous aurons toujours pour une couche en particulier les ^nations
(3) Wr= — ffkfr-..
Mais l'équation (1) doTiendra^ en tenant compte du poids, ( 1 ) R X 2iwrfr =P X Ttr* — (/> + dp) (r + dr)*—q x lirhir =s — izdipr*) — itqr^r,
ou bien
1 d(pr») qr
2 rdr 2 Des équations (2) et (3) on tire
(4 ) R = -7T— , A étant une constante ;
«t l'on a, par conséquent, pour déterminer p en fonction de r, l'équation
2rdr "^ 2 ■^r«+*»'" *
ou bien
Intégrant, il Tient
ou
C qr , 2A
Appelons r^ et r^ le rayon interne et le rayon externe de la croûte, po ^^ Pi l0> pressions correspondantes ; il viendra^ pour déterminer A^ les équations
C . (m— l)r,"»-» qr
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d'où Ton déduit
de sorte que, moyennant une pression intérieure p^ suffisamment grande^ la talear numérique de A peut être rendue aussi petite qu'on voudra, malgré la grandeur do
terme - q{r^^ — rj), qui, au facteur 4it près^ représente le poids de la croûte.
On voit aussi que la pression R est à peu près la même en tous les pointa, à cause de la petitesse de l'épaisseur r^ — Tq par rapport au rayon moyen ' . La croûte terrestre se comporte en un mot comme une enveloppe de chaudière d'épaisseur extrêmement petite, où les tensions sont à peu près également réparties.
VOUTES QUELCONQUES
32A. La méthode pour déterminer les couditions de stabilité d'une voûte quelconque consiste à décomposer cette voûte en parties qui puissent être considérées comme des voûtes en berceau. Pour les voûtes en arc de cloître^ par exemple, on cherchera la poussée des quatre berceaux tronqués qui viennent s'appuyer sur les quatre faces de la clef de voûte. Les plans verticaux conduits par les arêtes opèrent la décomposition convenable. Dans les voûtes d arêtes^ ou intersection de deux berceaux de même montée, on peut couper les deux berceaux par deux séries de plans verticaux, parallèles aux berceaux, et infiniment rapprochés. On admettra ensuite que les poussées exercées simultanément par deux fragments aboutissant à un même point de Tarête, ont une résultante dirigée dans le plan vertical de cette arête, et que cette résultante ne doit point sortir de Tépaisseur de la maçonnerie. Cette considération conduit à nourrir les arêtes au moyen de nervures saillantes, et à les exécuter avec des matériaux de choix d*après l'appareil des voûtes en berceau. Le reste de la construction peut se faire avec des matériaux plus légers, et forme comme une série de petites voûtes d'une portée variable, jetées d'une arête à l'autre.
CONTRE-FORTS
Le pilier qui supporte la retombée d'une arête unique reçoit une poussée horizontale dirigée dans le plan de cette arête. Un pilier supportant deux arêtes appartertant à deux voûtes d* arêtes égales en prolongement l'une l'autre, en reçoit deux poussées horizontales, dont la résultante est perpendiculaire à l'axe commun des deux voûtes. Si une série de voûtes d'arêtes à base carrée se retourne à angle droit, pour entourer une cour quadrangulaire, par exemple, les deux piliers d'angle sont soumis chacun à l'action d'une poussée unique dirigée dans le plan vertical conduit suivant l'arête diagonale du carré situé dans l'angle.
Les contre-forts des cathédrales du moyen âge sont destinés à équilibrer la poussée des voûtes d'arêtes situées à l'intérieur de ces édifices. L'arc en maçonnerie qui rattache le contre-fort au vaisseau principal aboutit en général au pilier qui supporte la voûte, k la hauteur des naissances. La réaction de la voûte se décompose en deux forces : l'une, verticale, est supportée directement par le pilier; l'autre, horizontale, égale à la poussée de la voûte à la clef, est transmise à l'arc-boutant. Cette poussée se compose avec le poids de l'arc pour produire la force qui agit sur le contre-fort lui-même. La poussée horizontale des voûtes est ainsi transportée du pilier de la nef sur un pilier extérieur, à une moindre hauteur au-dessus du sol.
Les escaliers vis à jour sont de véritables voûtes où chaque marche forme un voussoir particulier, qui s'engage d'un côté dans le mur d'une tour ronde, et qui repose par un angle rentrant sur la marche immédiatement inférieure. Le mur de la tour remplit l'office d'une frette qui serrerait les marches vers le centre vide; les marches sont donc sollicitées par cette pression dans le sens horizontal, et comme les voussoirs d'une voûte en berceau, ils s'appuient latéralement sur deux culées, le palier inférieur et le palier supérieur. Les efforts développés dans la matière ne dépendent plus seulement du poids des voussoirs et des surcharges ; ils dépendent principalement des drconstances de la pose des marches et des maçonneries qui les entourent; la détermination de ces efforts échappe en conséquence au calcul.
Les principaux problèmes relatifs aux voûtes d'arêtes, aux escaliers,
POUSSÉE DES TERRES. — STABILITÉ DES REVÊTEMENTS
325. Nous avons déjà reconnu (§ 266) qu'il se développe dans les terres deux genres de résistance au déplacement relatif des molé^ cules, le frottement et la cohésion.
Le frottement est indépendant de l'étendue des surfaces frottantes, indépendant, entre certaines limites, de la vitesse relative, et proportionnel à la composante normale de la pression mutuelle dès que le glissement commence. Le rapport du frottement à la pression est pour chaque nature de terre un certain nombre f;kct nombre, considéré comme une tangente trigonométrique, correspond un angle qu'on appelle [angle de frottement. C'est la limite supérieure de langle que peut former avec l'horizon le talus naturel de la terre fraîchement remuée.
La cohésion est proportionnelle à l'étendue des surfaces de contact et indépendante de la pression mutuelle. On l'évalue par un coefficient y, qui représente un certain nombre de kilogrammes par mètre carré.
Nous nous proposons de déterminer, dans ce chapitre, Teffort auquel un mur de revêtement qui coupe le talus naturel d'un massif de terre peut être appelé à résister, et de déterminer par suite les dimensions à donner à ce mur.
DES TERRES
La théorie que nous allons exposer est celle de Coulomb (i), complétée par Poncelet (a) et résumée par Bélanger dans ses cours et dans ses derniers ouvrages (5).
3'2(5. Cherchons d'abord à déterminer expérimentalement ces deux coefficients ^ et y. Pour cela nous traiterons les problèmes suivants, qui sont empruntés aux leçons de Navier sur la résistance des matériaux.
Nous supposerons qu'un massif de terre soit profilé suivant le Pjp 2-^ contour BAC ; la face AB appartient à un
plan horizontal indéfini. La face AC est un plan dont l'inclinaison est inconnue. On demande de déterminer la limite jusqu'à laquelle cette inclinaison peut être raidie sans compromettre l'équilibre du massif.
La hauteur verticale CD est donnée , et égale à h ; n est le poids de l'unité de volume de terre; / et Y sont les deux coefficients du frottement et de la cohésion; a est r angle inconnu de la face AC avec la verticale AD. Par l'horizontale projetée en*C, menons un plan quelconque CB, fsdsant. avec la verticale CD un angle ^; ce plan sépare, dans le massif de terre, un prisme triangulaire dont la base est ABC, et dont le poids P par unité de longueur est égal à
(1) P=|M*(igp-tg«).
Ce prisme est en équilibre sous Faction de son poids et des réactions développées dans le plan CB ; décomposons le poids P en deux composantes, l'une, N, normale, l'autre, F, parallèle à CB; la limite du frottement dans le plan CB sera le produit /N , et la cohé-
(1) Académie des sciences, Mémoires des savants étrangers, 177^
(?) Mémoriat de Vofficier du génie, I8f0.
(3) Dynamique des systèmes matériels (appendice), 18C6.
sion dans ce même plan sera égale à la surface CB multipliée par le coefficient y ; on la représentera par l'expression -*— §• ^ condition d'équilibre est donc :
ou bien, en remplaçant F par Pcos^, N par Psin^, et enfin P par sa valeur donnée par l'équation (i),
i n/i«(tgp-tg«) cosp = î/nA*(tg p-tga)5in p+ ^.
. Cette inégalité donne, en isolant le terme en tg a dans le premier
membre, et en divisant par - IIA*,
(cos p -/8in p) tg « = tg p (C08 p - /sin p) - g j^.
Le facteur cos p— /sin p est nécessairement positif. En effet /est la tangente de l'angle 7 du frottement; cos^ — /"sin^ a le même signe de cos p cos (p — sin p sin y ou que cos (P + y) , c'est-à-dire le signe +, si la somme p + ? ^^ moindre que go"". Or on ne peut donner à la variable p de valeurs supérieures au complément de l'angle 7 ; car pour des valeurs au-dessous de cette limite, l'équilibre du prisme sur le plan CB serait assuré par le frottement seul, et le glissement ne serait plus possible.
On peut donc diviser l'inégalité par cos p— /sin p sans en changer le sens, et il vient
(2) *««>*«?-£ C08'P(i-/tgP)'
Cette relation nous montre qu'une quantité constante^ tg a, doit être égale ou supérieure à une certaine fonction de la variable ?♦ pour toutes les valeurs de p comprises entre a et 90* — f . La plus
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petite valeur admissible pour a est donc celle qui rend tg a égal au uiaximum du second membre pris par rapport à la variable p. Cherchons ce maximum. Pour cela, posons ( i )
l-/tgp = «»
ou bien
La fonction à rendre maximum devient alors
4 — x 1 /« + (i^g|* f ap X
en appelant a la quantité constante — . Opérons les réductions, il viendra la fonction
Le maximum de cette expression correspond au minimum de la
somme (i + ^f)^ H — -^-^ des ternies variables, et, comme lepro-
duit des deux parties de cette dernière somme est constant et égal à ( I + «/) X ( 1 + /*) , le minimum correspond à la valeur de x pour laquelle les deux parties sont égales, c'est-à-dire à la valeur
Vi + q/-
Substituant cette valeur de x dans la relation (s), il vient pour le minimum de tg a
(1} M. Bresse, Ritistance des matériaux, 2* édition, p. 406*
Si le plan AC a cette inclinaison, on dira que le massif AGB esta la limite de stabilité correspondante à sa hauteur h.
Cette valeur tg a est une fonction de h. Il existe une certaine valeur de h pour laquelle a = o , alors la terre peut se tenir à pic ; pour une valeur moindre de h, tg a serait négatif; mais ce résultat n'est pas ad- Fig. 27r.. missible, car si la terre était profilée suivant l'an-
gle aigu BAC, un prisme CAB pourrait se détacher sans glisser sur la face CB, et la cohésion qui le retiendrait serait une sorte de cohésion normale à la surface CB, et non une cohésion tangcntielle^ comme le suppose l'analyse du proc blême. Les lois de cette cohésion sont différentes
de celles que nous avons prévues, et les formules ne sont plus applicables.
Pour A = 00, Téquation (3) devient simplement tga=: -7. L'inclinaison-limite est alors celle du talus naturel. La cohésion, qui est proportionnelle à la longueur CB, disparaît devant le frottement, qui est proportionnel à la surface CBA. La cohésion peut donc êtxe négligée devant le frottement lorsque la hauteur h devient suffisamment grande.
L'angle a peut varier entre o et gô* — cp; il est nul pour la valeur particulière de h qui annule le second membre de l'équation (3), c'est-à-dire pour
Telle est la plus grande hauteur sur laquelle les terres puissent se tenir à pic.
Au moyen de ces formules, on a déterminé, par une série d'observations portant sur les hauteurs A, les valeurs des coefficients /et y.
Pour les terres, le coefficient / varie de 0.60 (sable fin et sec) à 1.43 (sol le plus dense), et est en moyenne voisin de l'unité; l'angle y varie dans les mêmes circonstances de 3i'' à 55% et est en moyenne voisin de 45".
Le coefficient y est plus difficile à connaîlre avec précision : d'après
INFLUENCE DES INTEMPÉRIES- -^^t
les observations de Navier sur la hauteur-limite que peuvent conserver des terres coupées à pic, on peut admettre que, pour une terre franche peu cohérente, le coefficient y est égal à i48 kilogr. par mètre carré; pour la même terre, /= 1.07; pour une terre très-forte, y = 662 kilogr. par mètre carré, et /= i.43.
Le poids des terres par mètre cube varie de 1 400 kil. à 1 goo kil.
327. Navier observe aussi que, lorsqu'un massif de terre est exposé à Taîr et qu'il subit tous les changements de température, les alternatives de sécheresse et d'humidité, les gelées, les pluies , sa surface extérieure tend à prendre avec le temps les inclinaisons qu'elle aurait
prises si la cohésion n'eût pas existé. Les parties voisines de la surface sont retenues par la cohésion seule, et comme la cohésion est variable avec les intempéries , ces parties se détachent au moment où la cohésion a sa plus faible valeur. Petit h pelit, le massif revient à la forme d'équilibre qu'il aurait reçue si la cohésion n'était pas intervenue d'une manière accidentelle.
La cohésion étant mal connue, on la négligera dans les problèmes sur la poussée des terres, et l'on n'y admettra que le frottement. La cohésion n'est considérée, à ce point de vue, que comme produisant un surcroit de stabilité, sur lequel il ne serait pas prudent de compter d'une manière absolue.
828. Problème. ; — Un massif de terre d'une nature déterminée et terminé à un plan horizontal AC, peut se tenir à pic sur une hauteur A' = AB. On demande de tracer la courbe BM du profil inférieur au point B, de manière que le massif soit en tous les points de ce profil à la limite de stabilité.
Considérons un point M du profil cherché. Abaissons la perpendiculaire MD sur AG ; soient DM = y et AD = a? , et proposons-nous de chercher la relation entre x et y.
Par le point M menons une droite I ME telle, que Taire retranchée au profil MBA soit égale à l'aire ajoutée. Menons en outre un plan quelconque MC ; relativement au glisse-
ment du massif sur ce plan, tout se passera comme si le profil ABH était remplacé par le profil rectiligne ME.
Appelant donc a l'angle DME, nous pourrons poser, comme dans te paragraphe précédent,
équation qui est celle de la courbe cherchée dans un système parti* culier de coordonnées, y et a.
11 s'agit de revenir de ces coordonnées particulières, a et y, aux coordonnées ordinaires, x et y.
On y parvient de la manière suivante.
L'aire du triangle DME est égale à - y'tanga.
Prenons sur la courbe un point M' infîniment voisin ; à ce point correspondra un accroissement de Taire de la courbe cherchée égal à la surface DD'M'AI, ou à ydx; donc
ydx = d f g î^Mg «j = y tgody + ^2/»d(tSft),
OU bien
(fx = tgady + jt/d(tga).
Mai^ l'équation de condition nous donne pour tga une fonction connue de y. Posons, pour abréger,
tga = (p(y).
On en déduit
d(tg a) = (?'{y)dy,
et par suite, l'équation diflérentielle de la courbe cherchée CGt
àx = ^(y)dy + - y^'(y)dy.
Oette équation peut s'intégrer par une seule quadrature.
PRISME DE PLUS GRANDE POUSSÉE
Nous avons en efîet, en appelant C une constante arbitraire ,
Posons
= c + \ ^{y)dy +A y?'(y)dy.
?(yWy = *(y);
nous aurons, en intégrant par parties ,
Donc enfin
est l'équation du lieu. La constante C se déterniine en observant qno X = o donne x = h\
Nous ne nous arrêterons pas à développer cette solution, qui n'oflre aucune diiQculté : le radical carré qui entre dans la fonction ? (y) ^6 portant que sur un polynôme du second degré, les intégrations sont possibles.
DÉTERMINATION DU PRISME DS PLUS GRANDE POUSSÉE
Fig. tn.
329. Soit ABCDEF le profil d'un massif de terre, appuyé par la
face AB sur un mur de revêtement.
On demande de déterminer l'effort maximum auquel le mur puisse être appelé à résister.
Par l'arête projetée eu A menons arbitrairement un plan AX.
qui isole dans le massif un prisme A6CDEX , et cherchons les conditions d'équilibre de ce prisme, en supposant qu'il soit sur le point de glisser sur les faces AB. AX, à
Jî
PRISME
la façon d'un coin qui s'avancerait pour séparer le mur et le massif de terre FXAH.
Les forces qui agissent sur ce système sont la pesanteur et les réactions du mur et du plan AX. Menons par le point A une horizontale AH ; appelons % l'angle variable du plan AX avec cette horizontale, et p l'angle du coin BAX.
Les réactions du mur et du plan AX se réduisent chacune, puisque la cohésion est supposée nulle, à une composante normale et à une force de frottement ; et comme on suppose que le glissement est sur le point de se produire, le frottement est proportionnel à la pression normale.
Soit N la réaction normale du plan AX ; le frottement sera égal à N/, et sera dirigé de bas en haut, dans le sens contraire au mouvement supposé.
Appelons de même Q la réaction normale du plan AB ; fQ sera le frottement développé sur ce plan , et il sera dirigé aussi de bas en haut. Le coefficient f du frottement des terres sur le mur peut être différent du coefficient / relatif au glissement de terre sur terre.
Soit enfm P le poids du prisme ABGDEX, rapporté, comme les autres forces IN et Q, à l'unité de longueur.
Il y aura équilibre entre les forces P, Q , N , /N , /Q ; on pourra donc déterminer les forces inconnues N et Q au moyen de deux équations, par exemple des équations des projections des forces sur deux axes rectangulaires , Tun parallèle à AX , l'autre perpendiculaire.
N Les deux forces N et /W se composent en une seule, égale à ,
en appelant cp l'angle dont la tangente est /, et cette résultante fait avec la force N un angle égale à (p. De môme, si l'on compose Q et
/'Q , on aura pour résultante ime force ;, faisant avec la normale
' '^ COS(p
à AB un angle égal à (p'.
Par là on ramène le problème à l'équilibre de trois forces dont les directions sont connues et dont les positions restent d'ailleurs indéterminées.
DE PLUS GRANDE POUSSEE
Par un point G de la force P. menons une droite GI telle, qu'elle
Tasse avec AB un angle GIB = 90* — f ' ; puis menons une droite GK
*■'" ^^' telle qu'elle fasse avec AX un angle
GKX = 90^ — f. Ces droites prolongées
X seront les directions des réactions to-
Q N taies T et . On obtiendra
COSf COSf
donc ces réactions totales en décomposant la force P suivant les direc- H lions GK , G! , au moyen du parallélogramme GLMS.
L'inconnue de la question est Q; le côté GL du parallélogramme
étant proportionnel à --^, et la diagonale GM à P» le triangle GLM donne la proportion
COS 07 _
8in GML sinMLG'
L'angle MLG est égal au supplément de l'angle LGS. Abaissons du point G une perpendiculaire GT sur AX. L'angle TGV est le supplément de l'angle BAX ; on a donc
TGV = 180« — p.
et par suite
IGK = LGS = TGV-KGT — IGV = TGV — © — ©'=180«-.p — 9— f.
Donc enfin
sin MLG = sin (180" — p — 9 — <p*) = sîn fp + ç + f %
On a d'ûUeurs
GML=:MGS = TGM -TGK = « — 9,
et par conséquent
0 _p sinfg — y) COS9' 8in(p + 9 + 9')*
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équation qui fait connaître Q , valeur de la poussée normale , oa
' 7, valeur de la poussée oblique exercée par les terres sur le
mur.
P et p sont des fonctions de l'angle a ; on pourra donc , en donnant successivement à a diverses valeurs, calculer les v^eurs correspondantes de ; , et déterminer le maximum de cette réaction.
' COSç
C'est celle recherche que Poncelet a ramenée à de simples opérations géométriques.
BECHERCBË DU UAXIUUU DE Li BÉACTIOEI DU HOR.
330. Il s'agit de déterminer l'angle a de manière que la force ainfa — ?)
COS <f' '
sin (? + ? + <?')
soit un maximum, P étant une fonction connue de a, proportionnelle à l'aire du prisme AXEDCBA, et ^ étant l'angle qui, ajouté à m, donne l'angle constant BAH de la face interne du mur avec l'horizontale AH. Prolongeons intléfiniment Je côté EF du profil où l'on suppose placé le point X ; sur ce côté prenons un poiii t K tel, que le triangle KAL soit équivalent à l'aire du profil EUCRLE, supprimée par le prolongement de la direction ¥E. De cette manière, le triangle KA\ est équivaletM à l'aire AXIlDCBA, à laquelle le poids P est propor- Uonnel.
DE LA RÉACTION DU MUR. ">9T
Menons ensuite par le point A deux droites AM, AO, telles que l'angle MAH soit égal à ^ , et que l'angle OAL soit égal à f + ? • ^^ en résulte que l'angle MAX sera égal à a — f , et l'angle OAX
Du point A, abaissons la perpendiculaire AR surKX; le triangle KAX a pour mesure - x AR x KX ; et le poids du prisme de terre séparé par le plan AX a pour valeur
5^ X AR X KX.
Le problème est donc ramené à déterminer le point X de manière à rendre maximum l'expression
— X AK X Ka X "^ — 75 — ; -~" « (
2 sm (? + 9 + ç')
(*) ^ xARxKXx^ ,a . ^ . ^,,.
Menons par le point X une parallèle XX' à AM. L'angle XAM sera égal à AXX' . Le triangle AXX' a donc pour angles, au point X, a — ç, et au point A, p -|- cp + vp'. Le rapport des sinus est égal au rappoit des côtés opposés; donc
sin(a~9) AX'
sini? + 9.|-9')"'XX''
Menons de même une droite KK' parallèle à AM. Les deux droites OM, OA, étant coupées par trois droites parallèles » KK', XX\ AM, on a les proportions :
KX _ OM
•^* îTx "" ÔT •
OA
Le premier facteur ne dépend pas de la position du point X sur le
côté EF ; le second facteur seul est variable, et les opérations que
nous venons de faire ont ramené les diverses variables à être toutes
des longueurs comptées sur une même droite OA.
OM L'expression AR x t?? est égale au double de la surface du
triangle OAM, divisée par le côté AM ; c'est donc la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur la direction AM, ou enfin c'est le produit du côté OA par le sinus de l'angle compris OAM, qui est égal à
(P + ? + ?') + (« — 9) ou à p + « + 9'. L'expression à rendre maximum est donc simplement
OA8in(p+« + fOx52^^;H-
Faisons
0X' = «, variable, OA = a, constante, OK'sskj constante.
Ces trois quantités sont des longueurs comptées sur la droite OA k partir du point 0.
KT sera égal à x^k et AX' à a— a:.
Il s'agit donc de rendre maximum la fonction
(x— A)(a — x) . . ak
DE LA RÉACTION DU MUR
Le maximum cherché répood au minimum de la partie négative, lx-\ L qui est seule variable, et comme le produit des deux
termes dont cette partie se compose est constant, son minimum cor*
respond à l'égalité des deux termes, ou à â; = ^âk* La quantité cher« chée OX' est donc la moyenne proportionnelle entre OA et OR', et si Ton fait passer par les points A et K' une circonférence de cercle de rayon quelconque, on résoudra le problème en menant par le point 0 une tangente, 01, à cette circonféreuce, et en prenant sur OA une longueur OX' = OT. On achèvera la solution en menant par le point X' ainsi déterminé une parallèle X'X à AM jusqu'à la rencontre X du côté EF. La droite AX sera le profil du plan demandé. La solution n'est admissible qu'autant que le point X tombe entre les points E et F, où se termine ce côté sur le contom* effectif du massif de ten-e.
La pression totale du mur sur le massif, ou la pression totale du massif sur le mur, sera donnée par l'expression
-§-- = 5 X OAsin (p + a + ©') x {a -{- k^^s/âk) = |xOA8in(p + « + (p')x (V'â — v^Â)* = ^ X sin (P + a + <p') X a (y^— v'^)*
Or
et l'on a enfin
a— v^ = OA— OX' = AX',
331. Si le point 0 était très-éloigné, les constructions graphiques seraient peu commodes ; alors on aurait recours au calcul. Dans le triangle AOL on connaît le côté AL, l'angle CAL = <p + (p', et l'angle OLA que nous désignerons par la lettre 0. On peut en déduire :
sin 0
OA=ALx CL = AL X
sin (6 + <p + (pV
sin (y +?T «in (8 -h ç + (?')•
CAS PARTICULIERS
l^lsùs
0K'=0Kxg^={0L-KL)X5j^,
expression où Ton peut introduire, à la place de OA et de OL, leur^ valeurs en fonctions de AL ; les quantités KL, LM sont connues sur l'épure. On aura donc OK' par le calcul ; ensuite on déterminera te point X' par l'équation
AX' = OA — v^OA X OK'.
332. Si l'on joint KX', on peut remarquer qu'on a la proportion
OK OX
Donc les droites KX' et AX sont parallèles, et Ton peut déterminer le point X en menant par le point A une parallèle à la droite KX', ao lieu de mener par le point X' une parallèle à la droite AM. On en conclut aussi l'égalité
S]r = OKxOM.
333. Si le point X, obtenu par ces constructions, ne tombe pas entre les points E et F, le plan cherché ne rencontre pas le profil entre les points E et F; et Ton devra recommencer la construction en se seiTant d'un autre côté, ED ou FI, suivant que le point X tombe à gauche du point E ou à droite du point F.
CAS PARTICULIERS
Si le point M est infiniment éloigné, le point 0 restant à distance
finie, la quantité OM devient infiniment grande, et, par suite,
OA OK' = OK X TrTf est nul. Dans ce cas, le point K' coïncide avec le
OM
point 0, et la poussée , est égale à
^ sin OAM X 0À%
Ce cas se présente lorsqu'un mur AB est destiné à soutenir un ^^^' ^^' massif de terres de hauteur indé-
finie, terminé latéralement par un plan à Tinclinaison du talus naturel.
Le plan AX qui donne la poussée maximum se confond avec le plan AM lui-même , et le prisme de poussée maximum se change en une tranche à faces parallèles, indéfinie dans le sens parallèle à son talus.
Enfin, il peut arriver telle disposition de la figure que le point 0 tombe du côté opposé à celui où nous l'avons supposé d'abord ; cela a lieu lorsque Tangle ? + ?' est assez grand pour que la. droite LM soit inclinée en sens contraire de la droite AO. La consUuction n'est pas modifiée par ce renversement de la figure.
OBSERVATION SUR LE MAXIMUM
BEMABQUE SUR LA REGHERCDE DU MAXIMUM.
335. Nous avons vu (§ 553) que, si le point X ne tombait pas sur le côté EF entre les points E et F, 11 fallait en conclure que le point cherché n'appartenait pas à ce côté, et qu'alors on devait recommencer les constructions en se servant d'un autre côté, soit FI, soit ED,. . . Il est possible (fig. 283) que la construction faite sur le côté EF donne un pointX situé sur le prolongement deEF vers la gauche, et que la construction faite sur le côté adjacent, ED, donne un point X' situé sur le prolongement de DE vers la droite. Dans ce cas particuliw, le plan AE serait le plan cherché. En effet le point X situé sur le prolongement de FE correspond au prisme de poussée maximum parmi les prismes de teire terminés à un plan mobile Âx, lorsque le point X se déplace le long de la direction indéfinie FE; le prisme terminé au plan AE donne donc une poussée plus grande que tout autre prisme terminé à un plan Ao: qui couperait FE entre les poinls E et F. On prouverait de même que le prisme terminé au plan AE donne une poussée plus grande que tout autre prisme terminé à uo plan kx' qui couperait ED entre E et D. Donc enfin AE est le plan cherché.
Pour traiter autrement ce cas particulier, construisons ( fig. s84)
une courbe représentant par ses ordonnées les valeurs successives de
la poussée
et dont les ab-
la figure suivante :
cosy
scisses soient proportionnelles aux angles a; la courbe présenterait uo cert^dn nombre d'arcs qui ne se raccorderaient pas tangentiellement les uns aux autres , comme l'indique
THÉORÈME DE FRANÇAIS
Kg. «84.
Si la ligne représentative des valeurs de — ^ a la forme rFE'DC. . • ,
le^maximum de la poussée a lieu évidemment pour a = Oe, c'està-dire pour le plan AE (fig. 2S3) ; c'est un maximum arithmétique, et non pas un maximum analytique correspondant à la plus grande ordonnée des courbes FE' ou E'D, indéfiniment prolongées en dehors des intervalles fe^ ed^ les seuls où elles soient admissibles.
TnÉORÈME DE FRANÇAIS (ANCIENNE THÉORIE).
336. Avant Poncelet, on supposait que la réaction du mur était
normale, ce qui revenait à faire ç' = o. Si Ton admet de plus que le profil des terres se réduise à une droite horizontale indéfinie, on arrive à un théorème intéressant, démontré pour la première fois par Prony en 1802, pour le cas où la face AB du mur est verticale, et étendu en 1820 par Français au cas où elle est inclinée.
Le point K, le point B et le point L se confondent en un seul point ; menons AM, qui fait avec AH, ou avec MB, l'angle <p; puis AO, qui fait avec BÂ un angle égal à f , puisque <p' est supposé nul. Par le point B menons BK' parallèle à ÂM ; puis prenons un point X' tel que
Ôï* soit égal à OK'xOA; menons enfin X'X parallèle à AM, et nous aurons le point X où aboutit le [)Ian AO qui limite le prisme
COi
RKCIIËRCIIE DE LA. REPARTITION
âe plus grande poussée. Nous savoDs(§ 359) que OX* =: OB x OM. Mais dans le triangle OAM, l'angle OAB étant égal k l'angle Mi oo a ' ÔÂ* = OBxOM. Donc OX = OA, et comme BX' et AX sont aoasi parallèles, OB = OX'.
On peut ajouter que AX est la bisseclnce de l'angle BAM. En effet, dans le triangle OAX, l'angle OXA est égal & OAX, parce que les cdtés opposés OX, OA sont égaux. Mais OXA = XAH, à cause du parallélisme des droites BM, AH. Donc OAX=XÂH; et retranchant de part et d'autre OAB = MAH = f, il vient BAX = XAH.
RECHERCHE DE LA RËPARTlTiON DES POUSSÉES.
337. La méthode générale pour résoudre cette seconde partie delà question consiste à décomposer la hauteur AB du mur, en parties suffisamment petites, AA,, A,A,, A,A,,... égales ou inégales; puisi chercher la poussée correspondante & la hauteur AB; à chercher ensuite la poussée correspondante à la hauteur A,B ; la différence de ces deux poussées sera la poussée afférente à l'élément AA, ; de même, après avoir déterminé la poussée correspondante à la hauteur A,B, la différence entre cette poussée et la poussée exercée sur A,B, sera la poussée subie par l'élément A, A,. Oo conçoit donc qu'oB puisse parvenir par cette méthode à partager la poussée totale qui s'exerce sur AB en parties appliquées séparément aux éléments succes^fs, AA,, A,A,,....
Cette méthode se simplifie lorsque le profil des terres se réduit à une droite indéfinie, BU.
DES POUSSÉES
Soit BM le profil, et BÂX le prisme de poussée maximum pour toute la hauteur ÂB. Si Ton répète les constructions sur une hauteur moindre, A ^B, on trouvera pour résultat une droite A ^ X, parallèle à AX, et l'épure se réduit ainsi successivement, quelle que soit la hauteur BA pour laquelle on Tait d*abord construite, sans cesser d'être semblable à elle-même. Le point B est le centre de similitude de toutes ces figures. Soit donc z la distance du point B à un point quelconque A„ de la droite BA ; la poussée qui s'exerce sur la hauteur BA tout entière a pour expression
^ sin OAM X ÂX*;
pour une autre hauteur BA„ =: z, la poussée sera représentée, en vertu de la similitude, par l'expression
5 sin OAM X ^" X ^,
ou bien par l'expression Az', en désignant par A le produit des facteurs constants
5smOAMx(^^-jj-).
La poussée qui s*exercesur une hauteur BA'n* infiniment peu différente de BA, est donc égale à A (z + </^)% et par suite la poussée particulière supportée par l'élément A„ A„', ou par dz^ est égale à la différentielle ^kzdz. On trouvera donc le centre de poussée des terres sur une hauteur donnée BP = a du mur, en composant toutes les poussées parallèles ^kzdz entre les limites B etP; l'équation des moments donne l'ordonnée z^ du centre de poussée :
«j X \ %kzdz = \ 2Az»£fz,
ou bien
«j X Aa* = j Aa*,
RECHERCHE DE LA RÉPARTITION DES POUSSÉES
OU enfin
Le centre de poussée est donc dans ce cas situé aux deux tiers de la hauteur BP à partir du haut.
Pour la paroi entière, le centre de poussée serait au tiers de AD i partir du point A.
Ce résultat est exactement celui qu'on trouverait pour un liquide pressant la paroi BA. Seulement dans le cas d'un massif de terre, la poussée fait avec la paroi un angle égal à 90** — f', tandis que la poussée d'un liquide ferait avec la paroi un angle droit.
338. Dans les travaux publics, il arrive généralement que la masse de terre à soutenir est profilée suivant une ligne droite ; on connaît alors immédiatement, par le théorème précédent, le point de passage de la résultante de la poussée sur une hauteur quelconque de mur. Dans les travaux du génie militaire ,aucontraire, les murs de revêtement soutiennent presque toujours des surcharges de terre qui compliquent beaucoup la recherche du centre de poussée, parce que les figures successives que l'on obtient en relevant le point A le long de AB, ne sont plus alors semblables à elles-mêmes. On doit suivre dans ce cas la méthode générale, et répéter la construction de l'épure pour un certain nombre de points A, pris à égale distance sur la paroi AB.
Dans tous les cas, on peut parvenir à connaître les poussées Fif? 287 exercées sur des éléments plus ou moins grands de
cette paroi, et, par suite , on peut consti-uire la
courbe des pressions dans le mur, pour vérifier si les conditions de la stabilité sont remplies. Il suffit pour cela de composer, à partir du haut du mur, la première poussée élémentaire avec le poids de la portion ^ de maçonnerie à laquelle elle est appliquée ; de composer ensuite la résultante avec la seconde poussée et le poids de la seconde portion, et ainsi de suite jusqu'à la base du mur. La stabilité du mur est assurée si la courbe des pressions ne sort pas de l'épaisseur de la maçonnerie , si elle ne
DE LA POUSSÉE
339. M. Ardant a décrit dans an mémoire sur la poussée des terres
[Mémorial du génie ^ 1848) une expérience qui met en évidence
l'influence du frottement des terres et du mur de soutènement.
Sur une table horizontale PQ, on pose horizontalement l'arête G
''^' ^^- d'un prisme triangulaire en bois, profilé
~- en CAB et qui remplacera le mur. L'angle
BAC est droit; on place ce prisme de
, A ^^ telle manière que la médiane CI soit
\ W'^^^^^^ I verticale, et on a construit le triangle
j:/I):^ii^^^Ji2;i sous la condition que l'angle ICA soit j.o. égal à 35*, angle du talus naturel du
sable siliceux sec. Le côté AC est appuyé latéralement au massif QGAH, qui fait corps avec la table. Dans cette position, le prisme, ayant son centre de gravité sur CI, est dans un équilibre instable, et le moindre ébranlement suffit pour qu il se renverse en tournant de droite à gauche autour de l'arête C.
La face AB est recouverte d'une petite couche de gomme, saupoudrée de sable; cette précaution a pour but de rendre l'angle y' du frottement des terres sur le mur, égal à l'angle f du frottement des terres sur elles-mêmes (i).
(1) Latéralement, le prisme de bols et le massif de sable sont limités par deux piliers fixes, et pour empêcher les pertes de sable à travers les Interstices, sans nuire à la liberté que doit conserver le prisme de tourner autour de Taréte C, on remplit les joints avec du tolndoux.
COURBE DES CENTRES DE PRESSION
On verse alors du sable derrière la face AB jusqu'au niveau BM ; el Ton constate que lorsque le mur est ainsi chargé^ son équilibre devient stable.
Ce phénomène s'explique en observant que la poussée du sablo sur le mur passe en un point compris entre les points A et I ; si elle était normale à la face AB, comme le supposaient les anciens auteurs, Coulomb, de Prony, Français, elle tendrait à faire tourner le prisme autour du point C, et le prisme se renverserait à gauclie; mais elie fait avec la face AB un angle égal à 90' — y, c'est-à-dire qu'elle est parallèle à la médiane CI, ou qu'enfin elle est verticali:^ Elle passe donc à droite du point C, et empêche le prisme de basculer i)0ur se coucher sur sa face CI».
CONSTUUCTION DE LA COrRHE DES CENTRES DE PRESSION DANS UN MOB
SOUIENAMT DES TERRES.
340. Nous supposerons que la face AB du mur soit verticale, et pjg JK9. que le massif de terre se termine à une droite
indéfinie BM. Le profil du mur ABB^A' est donné, et on propose d'y tracer la courbe des centimes de pression.
Comptons les ordonnées BC = z k partir au point B, dans le sens BA.
Nous allons exprimer Téquilibre d'une tranche infiniment mince CDD'C du mur, con)prise entre deux plans horizoulaux infiniment voisins, définis par les abscisses z et z + dz.
La poussée totale sur la longueur BC est représentée par l'expn >sion A;;', et par suite la poussée totale sur tC est égale à ^kzdz. Elle fait un angle ^' avec la normale à la face AB; elle a donc iH)ur composante horizontale
%kzdz X cos ?',
COURBE DES CENTRES DE PRESSION
et pour composante verticale, dirigée de haut en bas »
^Azdz sin 9'.
La face CD reçoit la pression des assises supérieures ; soit I (Fig. 2 (^o) le point de passage de cette pression, F sa composante horizontale, f sa cotiposante verticale^ soit y la distance IC, ordonnée de la courbe des. centres de pression ; soit enfin u la longueur CD, ordonnée de la face VA! du mur.
L'élément CDD'C est sollicité par les forces suivantes :
Vlg. 190.
S jds
!• Sur la face CC, la
poussée des terres que nous
avons déjà évaluée, et qui
.s'applique au milieu E de
l'intervalle CC ;
a** La réaction des parties vtAsdsêhif^ supérieures à CD ; elle se décompose en deux forces, F et P, appliquées au point I;
3* La réaction des parties inférieures à CD'; elle s'applique en un point r, défini par son ordonnée y + cfy, et se décompose en deux forces ,
F = F + dF, F=P + dP;
les forces F et F sont dirigées en sens contraire de F et P.
4* Enfin, le poids de l'élément, que nous représenterons par Itudz^ Jï étant le poids de T unité de volume de la maçonnerie ; cette force est appliquée au centre de gravité de l'aire GDiyG', ou à la moitié de la distance CD = u.
L'équilibre est exprimé par les trois équations suivantes:
Composantes verticales :
dP = ïl'udz 4> %^zdz sin f' ;
Composantes horizontales :
dF =: 2Xxdx COB ^ \
COURBE
Moments par rapport au point E :
(P + dP) (y + dy) - Py - F ^ -(F + dF) Ç - n' ^' «fa=0, ou,en réduisant ,
(3) yd? + P<iy — Fcte — I U'u'^dz = 0.
De l'équation (2) on tire
F =. Ar* CCS 9',
sans constante, parce que z =: 0 doit donner F = 0. L'équation (1) donne aussi P au moyen d'une quadrature :
p = r (H'tt + 9,Az sin ^')dz = Xz* sin 9' + D' \ udz.
L'équation (5) va nous donner y, c'est à-dire l'ordonnée du centre de pression. Observons que ydP + Prfy est la différentielle de P^ ; il vient donc,en intégrant ,
ou, remplaçant F par sa valeur Az* cos(p\ et effectuant l'intégration ,
Py = 1 A2»cos 9' + 1 H' r u^dz.
L'équation de la courbe des centres de pression est donc
- A** ces 9 + 5 H' \ u^dz
Az* sin 9 + n' \ udz
Les quadratures sont faciles à faire lorsque la forme du mur est donnée ; car ti est alors connu en fonction de z.
DES CENTRES DE PRESSION
Si au lieu de teiffesy le mur soutient une charge d'eau, on doit
Taire cp' = o ; en même temps , A = -^ , n étant le poids de l'unité
de volume d'eau. L'équation de la courbe des centres de pression devient dans ce cas :
* Jo
u^dz
udz
3 Al. Supposons, par exemple, que le mur soit à faces parallèles. Alors «^ sera constant, et l'équation de la courbe des centres de pression sera
î'=6ffïï+2^*
équation d'une parabole KL, qui part du milieu K de la base supé- Fig. 191 rieure du mur. Pour que les conditions de stabi-
lité soient satisfaites, il est nécessaire que y soit partout moindre que u ; si donc on fait z = h^ hauteur totale du mur, il faut qu'on ait
ce qui donne
ou bien
Cette condition n'est pas suffisante, mus elle est nécessaire. Si l'on fait n = i ooo kil., et n' = a 5oo kiL, ce qui convient è l'eau et à la maçoiinerie, on a pour condition de stabilité du mur
EQUILIBRE D UN MUR
OU
3ik2. Supposons encore qu'on donne à la face VA! un fruit extérieur, et que u^ étant la base BB", la largeur u varie suivant la loi représentée par l'équation
u = «0 + nZf n étant un nombre constant; on aura
L'équation de la courbe sera alors
équation d'une hyperbole qui part du point (3 = 0, y=i^uA^ ou du milieu K de la base supérieure BB'.
ÉQUILIBRE d'un MUR VERTICAL SOUTENANT UN MASSIF DE TKftBE PROFILÉ
SUIVANT LE TALUS NATUREL
3A3. Nous supposerons f = f'.
Soit AB la face interne du mur, que nous supposerons verticale-, BM, le talus indéfini des terres;
AM, une droite faisant l'angle MAH = f avec l'hociientale AH; La droite AM sera parallèle à BM.
SOUTENANT UN MASSIF Djg TERRE.
La construction d« Poncelet consiste à faire Tangle OAB = 'p -f ç', Fig. m, c'est-à-dire = 2<p. Or si nous abais-
sons AI perpendiculairement à BM, î Fangle lAB = y. Doublant cet angle, on aura la droite OA , et la poussée
oblique sera donnée par la for-
^ mule
cosç
--^ = insinOAMxÂÔ*,
ces 9 2 '
ou bien, puisque AB = AO, et que OAM = 90« + <p,
08 en^^éduit :
-^»|ncos<px AB*; 008 9 2
l^-rw
Q:^^ HAB* X cos»9 = j Hx AI*.
La composante normale Q = EL de la poussée est donc égale à la poussée totale qui sèmit exercée sur la paroi AI par un liquide dont le poids spécifique serait n, si la verticale avait la direction AI. Les deux poussées totales ont d'ailleurs une seule et même direction ; car l'une EK passe au point E, tiers de la hauteur AB, et fait avec la normale EL un angle LEK = 7; l'autre est la normale à AI, et passe par le tiers F de cette longueur AL Donc elle coïncide avec la
direction de la poussée cherchée EK =
COSf
I -. TZt
Prenant sur l'horizontale EL une longueur égale à - IIx AI , il
suffira de mener la verticale LK par le point L, jusqu'à la rencontre de EK, normale à AI; la longueur EK ainsi déterminée représentera
la poussée totale — ^.
'^ COSf
Faisons AB = H.
La largeur \D = u du mur doit être telle que le mur ne bascule
ÉQUILIBRE DUN MUR
pas sous cette poussée autour de son arête extérieure D. n' étant le poids du mètre cube des matériaux du mur» le moment
du poids du mur, par rapport à l'arête D, est D'mH X -.
La poussée EK = — ^ = - IIH* cos ç a une composante verticale - nH' cosf , dont le bras de levier est u; cette composante tend
à appliquer le mur sur sa base AD ; son moment s'ajoute donc au moment du poids. L'autre composante est horizontale; elle a pour
valeur - IlH* cos' y, et pour bras de levier =-. Elle tend à renverser
le mur.
L'équilibre exige qu'on ait l'inégalité
n'wHx^+ 5nH*cos9sin9X u > -nH*cos*9X-.
Si A AU
La limite inférieure de u est la valeur qui rend les deux membres égaux, c'est-à-dire qui satisfait à l'équation - . '
M* + jp H ces 9 sin 9 X u — -=> H* cos* 9 = 0. On trouve pour cette limite, en prenant la racine positive.
M = -^Hcos9sin9+ y ^^ÏF** ^^^'? ^''^'ï') + 3ÏP '** '^^s* ? n / sin9 , 4 / sin* 9 , n'\
Cette valeur est la limite inférieure de l'épdsseur nécessaire; si on l'adoptait, la courbe des pressions passerait au point D, et il y aurait écrasement en ce point. Il convient donc de grossir cette limite en la multipliant par un certain coefficient de stabilité, qu'on prendra.
par exemple, égal à ~.
ÉPAISSEUR DES MURS DE REVÊTEMENT AVEC SURCHARGE DE TERRE
3AA. Poncelet a donné, ^s son Mémoire sur la stabilité des revêtements^ une table qui fait connaître l'épaisseur d'un mur destiné à soutenir une charge de terre. Nous reproduisons ici cette table, dont les constructeurs ont fréquemment à se servir. Soit H la hauteur du mur, supposé vertical sur ses deux faces ;
h la hauteur de la surcharge au-dessus du niveau du sommet
du mur; n' le poids de l'unité de volume de la maçonnerie du mur; n le poids de l'unité de volume de terres; / le coefficient du frottement de terre sur terre ou la tangente
de l'angle <p; on admet que l'angle (f' est égal à l'angle f; b la bermCi ou la distance laissée libre entre l'arête extérieure du mûr à son sommet et le pied du talus de la surcharge.
ng. 293.
L'épaisseur du mur u sera donnée par le tableau suivant :
MURS DE RÉSERVOIRS
3A5. On trouve dans cette table les valeurs convenables du rapport
T|, en fonction du rapport cj et des autres éléments, —, f et h\ si les
valeurs de ces rapports ne sont pas comprises paimi les données de la table, on aura recours aux interpolations. La formule suivante ,
u = 0,845{H+A)y^xtang(45--|),
donne approximativement les mêmes valeurs que la table; â Ton cal-
cule la valeur de u par cette fonnole en fÎBÛsant f = tfi^ et =- = i ,5o, on trouve u = o,s85 (H 4* h). Lorsqu'il n'y a pas de surcharge, on prend ordinairement ti = •= H. Pour les murs de quai à la mer, il est
prudent de faire u = o,4o H.
Poncelet a aussi donné dans son mémoire des tables qui abrègent le calcul de la poussée totale, — ^, •
n£MARQUE SUR LES MURS OE RÉSERVOIRS.
fijt 1*4.
3A6. Soit ABB'A' le profil transversal d'un mur de réservoir, soutenant les eaux sur sa face verticale ÂB. L'autre face B'A' présente une certaine inclinaison.
Prenons sur rhorixoDtale dn point A une longueur AE = AG. La
poussée de l'eau sera appliquée au point H au tiers de la hauteur AC, et elle sera représentée par h poid?
du triangle d*eau EAC, ou -nA'i en
appelant n le po'ds du mètre cube d'eau , et A la hauteur AG»
Le poids du mur peut être supposé
MURS DE RESliUVOiHS.
apf lîqué au centre de gravité G du trapèze ABB'A', et il est égal à
— Hx (6+6') ♦ 6 et 6' étant les bases, A A' et BB', du profil, H sa hauteur.
et n' le poids du mètre cube de maçonnerie.
Si la résultante R des forces F et P vient couper la base en un point f, voisin du milieu de AA', la pression sera répartie à peu près également sur la fondation du mur.
Le fruit donné au mur sur la face A' B' rapproche , à égalité de
surface transversale, le centre G de la face BA, et l'éloigné de l'arête
A' ; cette inclinaison contribue donc à égaliser les pressions dans le
plan de la base.
Si au contraire la face inclinée du mur était celle sur laquelle
s'exerce la poussée de l'eau , le fniît , à égalité de surface , rapprocherait de l'arête A' le point de passage, I, de la résultante des forces F et P, et par suite la répartition des pressions sur la base AA' serait très- inégale, et il pourrut y avoir écrasement des matériaux aa point A'.
347. Lorsqu'un mur de réservoir reçoit la poussée de l'eau sur l'une de ses faces, on détermine ordinairement les sections transversales de ce mur de manière que chacune résiste à la poussée individuelle qu'elle reçoit ; alors le mur résiste, pour ainsi dire, à la façon d'uD barrage à aiguilles. Lorsque la vallée qu'on se propose de fermer par un mur est très-étranglée à Taval, on peut adopter une autre solution, et donner à ce mur, en plan, la forme d'une voûte, dont les sections horizontales résistent individuellement à la poussée de l'eau ; le mor résiste alors à la manière d'un barrage à poutrelles. Dans certaioa cas , cette seconde solution peut êtie plus économique que la première.
DUTEE DES TERRES.
DCTËB DES TEBRES.
3Û8. Poncelet a donné le nom as butée dft terrei à la résistance qa'un mur de revêtement éprouverait, s'il cédait à la poussée du massif qu'il supporte, de ia part des terres qui sout situées au pied de ce mur, sur sa face extérieure.
Le mur ABB'A', par exemple, reçoit la poussée deS terres profilées en GDE, et bute contre les terres FK, qui s'élèvent sur la hauteur A'K de la face extérieure du mur.
Poncelet a appliqué à la butée des terres les principes qui lui ^'< *^' ont servi à résoudre le pi-obième de la
poussée; il a admis que lorsque le mur se déplace latéralement sous l'action de la poussée du massif CDE, un prisme AXK des terres butantes tend à remonter le long du plan A'L ; et il a cherché l'inclinaison à attribuer à ce plan pour que la résistance correspondante, opposée au diiplacement du mur, soit la plus petite possible. Ce minimum une fois détermmé peut servir à calculer la réduction d'épùsseur qu il convient de donner h ta maçonnerie pour tenir compte du surcroît de stabilité fourni par ta présencs des terres enFK.
Cette théorie ingénieuse repose sur une hypothèse que l'observation ne vérifie pas Lorsqu'un mur cède à la poussée des terres, on remarque que le massif de terre se disjoint & peu près suivant un plan incliné passant par t' arête A la plus basse, ce qui est d'accord avec les suppositions qui servent de base à la théorie de la poussée. Mais on ne remarque pas que les terres butantes se séparent pour remonter le long d'un plan incliné passant par l'arête A' du mur; tantdt elles se compriment, tantét elles glissent sans se diviser, tantôt elles maintiennent immobile le pied da mur, et
contribuent lÛDsi à le faire basculer autour de Tai-ète A'. Il serait donc bien difficile de traiter la question de la butée dans toute ai généralité, et il est plus sûr de ne pas chercher dans la butée une raison de réduire les dimensions du mur. La présence des terres butantes augmentera la stabilité du revêtement, calculé pour résister à la poussée des terres qu'il soutient.
Distribution des pressions autour d'un point
Fig. i«7. Par le point 0, ou plutôt ptr la drtlte projetée sur la
figure en ce point, menons deux plans ipetangulaires OX, OY; leur interfectioii projetée en 0 est parallèle à la di
B Ni
. v^ menslon indéfinie du massif; coupons ce massif par un
y^ plan AB, mené, parallèlement à cette intersection, i oof
distance infiniment petite du point 0, et écrivons leséqaa-
tions d'équilibre du système prismatique compris aous le*
0^— T^^A "x trois faces AB, BO, OA.
L Les forces qui agissent sur ce système sont les pretstow
I ' totales du milieu enrlronnant, et la force extérieure appli-
quée directement aux molécules comprises sous ces trois plans; mais les preuiooi sont proportionnelles aux surfaces sur lesquelles elles s'exercent, tandis que la ferre extérieure est proportionnelle au Tolume dp prisme, lequel est inflnin^nt petit par rapport aux surfaces, quand on fait décroître indéfiniment les dlnensions AO et OB. Oau nos équations d'équilibre, nous n'avons donc pas à tenir compte de la force extérieorr. (Cf. Hydraulique, § 5.)
La pression totale qui s'exerce sur une face quelconque OA n'est pas nécessairement normale à cette face; mais elle est décomposable en deux forces, l'une N^ normale, l'antre T tangenticlle, chacune de ces composantes représentant la force rapportée à l'unité de surface (ou à l'unité de longueur mesurée dans le plan de la figure, en admettant que le prisme ait perpendiculairement à ce plan une longueur égale à l'unité). De même, sur la face OB, nous aurons, par unité de surface, une force Dormale 9| et une force tangenUelle T. Cette force tangentielle est égale À celle qui agit sur la
(1) Théorie de M. Maarice Ury, ingénieur des ponts et chaussées (Comptes rendus ie VActiimkim science*^ il Juin 1869). — Voir sar le même snjet dans les AnimUs des fonts et ckëustèes, aooée 1171^ un article de M. Considère, et année 1873, nn article de M. Flamant, résumuil les recherches de Raaliine. On peut consulter sur la question nn trarail de M. Gesare Geradiui, intitulé : Esfmétimie éh mentare delU ieoria deW equilibrio delU terre prwe di cœione. ;£xtrait du PoUteenko^ rM. XXIIL)
DANS UN BIASSIF INDÉFINI
face OA, en vcrta ^u principe lnili<|aé dans la note de la page 202; car les deux faces OA et OB forment entre elles on angle droit.
Sur la IJice oblique AB, bous aurons une composante normale N^ et une tangentielte T. qiie:Bous pouvons déterminer en fonction de Nj, N, et T, en employant les éqnatloM d'éqiillibre des frtrcen projetées ser les axes OX et OY.
Soit BAX = a; la force T fait avec l'axe OX un angie égal à a, et avec Tangle OY '
an angle fa— r); & force N'^ normale à T', fait afec les mêmes axes des angles
— ( a) et«.
Seit AB = a ; fiO^s anrons
^ OA=:lkc<fe(ic~a),
0B=5:(IC«(«— jjj
et les équations des projections lies forces devieélJent, parallél^aiant à l'axe OX, *
Nj X acosf a — ^j H- T X acqs(i: — a)+ N'acosl -p.— «) + T'û «»« = 0, et parallèlement à Taxe OY,
Nj'X 0 C08(«: — a) + T X acosU — |j + N'a tosa + T'a cosia — ÎJ =0;
oa bien, en supprimant le facteur a et en réduitant,
N, ilna— X cosa — N'.sina + T'co8a = 0, - V. ^«Ritt — NiCOSa-f'-fTcosa 4- T'8lna = 0,
«q nations qvTùn peot résbûdr» par rapport à N' et T^ Il Tient
N'= Ni co8*a 4- Ns sin'ot — 2T cosa sin a, (I) T'=(Ni — N,)slnacosa + T (c08*a - sln«a).
De ces relations on tire le» conséquences suivantes :
1* On peut toujours trouver deux directions rectangulaires suivant lesquelles Tefitort tangenriPl T' soit nul.
Il suffit en effet de poser
ou bien
ce qui donne
(Ni — N,; Bina cosa 4- T (cos* a — sin'a; = 0,
7 (Ni — N,) 8in2a + T C082a = 0,
2T (2) taiig2a= —
A cette valeur de tanR2a correspondent deux arcs compris entre zéro et 2tc, et dlfléniat entre eux de la demi-circonférence; ce qui fait pour a deux VHleurt» comprises
SÊim léro et ic, et différant de ;^ .
En chaque point du massif passent deux éléments rectangulaires le long desquels les
pressions sont normales. Les courbes, ou plutôt les surCaces^ le long desqadles cette
propriété a lieu sont appelées isostatiques ou orthopiésiques^ Le long de ces ^Haces,
le massif a la principale propriété des fluides en repos, de déTelom>er àm pressieos
normales aux éléments sur lesquels elles s'exercent. «
T' 2« En chaque point, le rapport rr, change avec Tangle a, et sa Taleur absolue passe
p.ir un maximum, qui ne peut-être supérieur, dans un massif en équilibre, à la Taleur f= tang 9 du coefficient du frottement des terres, car la résistance aa glissement ne croit pas au delà de la limite /^. On se placera donc dans la condition la plus défsTOrable à la stabilité du massif, en supposant que ce rapport atteigne eàvalear absdiie la limite f. ' ^
Pour chercher les directions suivant lesquelles 1=7 * sa plus grande valeur^ nous pouvons supposer que les axes OX, OY ont été dirigés au point 0 suivant les lignes pour lesquelles le frottement est nul, et faire T=:0 dans les équations (i); accentuant les lettres N^ et N, pour distinguer leur noavelle signification, il^vient
(3) N'= N'i oos«a + N', sin««,
T' = ^(N'i-N'j)8in2s
et Ton a à déterminer la valeur de a.qui rend maximum le rapport
I = i(N\-N-,)8ln2a ^^ N' N'iCOs'eM-NïSin'a*
Abstraction faite du facteur constant N'i^N'i, on peut mettre ce rapport sous Is forme
N'icota+N'jtanga' de sorte que le maximum cherché correspond au minimum du dénominateur
N'iCOla 4- N', tang a;
on obtiendra la valeur de a en égalant à zéro la dérivée de cette fonction, ce qui donne
co8*a sm*oi
ou bien
(5) tanga = ±y|î.
De la relation (5) on tire
C08»tt= ,.. /.,, , 8ln*a =
2\/Ssîr;
Sin2a =
Substituant dans (4] et faisant-- =d=/*, il vient
^' '~ WIT' '^'ô'T='
DANS UN MASSIF INDÉFINI
Les deux directions définies par ces valeurs particulières de l'angle a («ont symétriques par rapport aux lignes isoslatiques. Ce sont les directions des lignes de glitsement du massif.
Pour les détcnniaer daDS le cas général où les axes ne sont pas dirigés suivant leà lignée orthopiésiques, on remarquera qu'il suffit d'ajouter Tangle dont la tangente est
égale ^ \/ j^ à Tangle donné par l'équation (2), qui déûnK ces dernières lignes.
L'équation (6), qui suppose les axes dirigés d'une manière particulière, se transforme dans le cas général en y mettant pour N'| et N', les valeurs des pressions normales suivant les mêmes directions.
Or, on peut écrire les équations (1] sous la forme
N' = i (Ni 4- N,) 4- ^^2-^^* cos îa — T sin 2a, T'= i (Ni — N,) sin 2a + T cos 2a,
1 + C0s2a ... 1 —cos 2a en remplaçant co8*a par et sln« a par .
De l'équation (2) on tire
sln 2a = ± C0S2a=qp:
V^4T«+(Ni-N,)«'
V/4T« + iNi - Nj)« Donc
^ ^ \/4T»+(Ni-N,)« v/4T + (Ni — N,)«'
les signes se correspondant ; ou bien
* ' V4T»+{Nt-NJ« '
Telles sont les valeurs des pressions normales suivant les deux lignes orthopiésiques. Leur différence
N'i — N', est égaleà V^4T« -j- (Nj - N,)«, et leur moyenne propoptlonnelle
V^nTn^ = 2 >/;Ni + N,)»-4T«-(N,-N,)«.
Substituant ces valeurs dans l'équation (6)^ il vient entre les trois forces Ni, N, et T l'équation de condition
i-N,« V 4NiN,-4'n
qui eiprime qa*en chaque point passent deux courbes le long âesquellet le massif eit sur le point de glisser.
Si l'on pose /"= tang 9, l'équation (7) devient
4T« + (Ni - N,)« - (Ni + N,^« sln«9 = 0.
Variation des pressions d'un point à Vautre du massif
Fig. SS8.
vie ûT ôy
Prenons deux axes, l'un OX horitontal, Taotre OY vertical, et exprimons, comme on le fait en hydrostatique, l'équilibre du prisme reetangulalre Indeflni projeté en ABCI), sooa Faction de aon poids lldxdy, et des pressions tangentiella et normales qui agissent tar ses quatre faces.
Les composantes parallèles à OX cous donneront, en supposant que les pressions sa retrooTenl sur deux faces opposées, changées de signe et aogmen-
tées de leur différentielle partielle relative à la ooor-
X donnée qui varie,
OU bien ea léduisaat W Les composantes parallèles à OY donnent de même
k - (Ni + ^ dyj^ e/x + j^T -(t + ^ rfxjj Tldy - dxdy =0. équation qui se réduit à
rfN, rfT . „ „
L'équation des moments ne nous apprendrait qu'une chose que nous savons déji, savoir que les composantes tangentielles T sont les mêmes sur les deux faces reetangulaires.
Ces deux équations (U) et (10), Jointes à l'équation de condition (S), définissent anslytiquement les trois fonctions Ni, N« et T.
La fonction T s'exprime facilement à l'aide des deux autres; car si l'on multlplto l'équation (9) par dy, Téquation (10) par i/x, et qu'on ajoute, on obtient la relalloa générale
rfT + nrfx+ ^dz^ ^rfy = 0; dy dx
cTT (t Ilcfx étant des difTérentleller exactes, il est nécessaire que la fonction
dy dx
soit an: si ii tégrab'.e, ce qui fournit la nouvelle condliion
cf»Ni
dy^ "" rfj» •
DANS UN MASSIF INDÉFINI
Nous ne suittods pas M. Lévy dans l'intégration des trois éqaationfl (8), (9) et (16), et nous donnerons seulement les principaax résultats auxquels conduit son aualjse.
Les surfiees de gUssement, dont la théorie de Poncelet faisait des surfaces planes^ sont en général des surfaces courbes. Elles sont planes cependant dans te cas paiticulier où le massif se termine à un tains indéfini, incliné à rhoriaon d'un angle f égal à celui du llrottement. Dans ce cas, les deux théories sont d*aeeord.
SI le massif se termine à un plan incliné faisant avec l'horizon un angle co moindre que 9, on obtient, pour un point quelconque situé à une profondeur yerticale h audcMOus de la surCace libre, les Talenrs suivantes des forces Ni, N, et T :
„ nHC08*Cd _ ' C08*9
^ nAslncdCOSo) ^
cos*o
le fact^r R étant donné par l'équation
R = cos2c» + sln«9 — 2 C0S9 ^èin (9 + ^) aln (9 — »].
La poussée totale, -^, exercée sur la paroi verticale d'un mur de hauteur H par un
CO
massif dont le profil supérieur est incliné au talns-limlte, a la taleur
-=- =-IIH>C069, COS9 2 ^
comme llndiquerait la théorie de Poncelet. M. de Saint- Venant a reconnu un autre cas où U y a accord complet entre les deux
théories : c'est celui où la paroi du mur est inclinée ters le dehors d'un angle e = - » î ,
et où le massif est arasé horixontalement au niveau du couronnement du mur. La poussée totale a pour valeur
CO89 2 cos'c
351. Signalons aussi le mémoire de M. Curie, comnuindant du génie, sur la poussée des terres. M. Curie adopte les bases des théories de Coulomb et de Poncelet, mais au lieu de chercher le maximum de la poussée totale. Il cherche le maximum du moment de cette poussée par rapport à Taréte inférieure du mur autour de laquelle le renversement tend i s'opérer. Cette méthode peut conduire à une certaine augmentation «le l'épaisseur des murs de soutènement. Quelle que soit la méthode suivie, les formes et les dimensions de murs adoptées par Vauban, et sanctionnées depuis par deux siècles de pratique, peuvent servir de guides et fournissent à l'art de l'Ingénieur de précieux renbeignemeots (1).
(1) La dépense de construction des mon n'est pas proportionnelle i leur épaisseur, car an prix do cube de ta maçonnerie s'ajoate le prix des ragréments et des rejointoiements, sans compter le prix du cordon et dn parapet. Gonclnons de là avec Dnpnit {Traité de l'équilibre des voûte», p. 8) qa'il n'y a pas intérêt i réduire an minimnm strict l'épaisseor d'an mnr de soutènement, et qu'on peut se donner à bon marché, en suirant les exemples connus, une sérieuse garantie de stabilité.
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ÉQUILIBRE DE CERTAINS SYSTÈMES ARTICULÉS
362. La plupart des systèmes que nous nous proposons d'étudier dans ce livre peuvent être rangés dans la classe des systèmes arti'culés où Ton suppose le frottement nul.
La charpente Polonceau, dont nous nous sommes déjà occupés (§ i3i), rentre dans cette classe.
Ce qui caractérise la liaison articulée de deux corps, c'est la possibilité pour chacun de tourner sans éprouver de résistance autour d'un axe ou d'un point appartenant à l'autre. En général, l'articulation est fictive, et l'on substitue par la pensée aux assemblages rigides des différentes pièces d'un système, des liaisons articulées qui permettraient aux angles de ces pièces entre elles de varier sans développer aucune résistance. Si l'équilibre individuel des pièces est assuré avec cette condition, il le sera à plus forte raison lorsqu'on imposera au système les liaisons réelles, qui sont plus étroites que les liaisons imaginées par le calcul (i).
Nous nous occuperons spécialement .dans cette partie du cours des ponts à poutre droite.
(1) H fkat tOQtefois qoe l'ajiutage des pièces entre elles ii*alt pas créé de tensions étrtngAres à la résistance de l'ensemble : aatrement les efforts locaux ponrraieiit, par soUe de ce vice de eonstmction^ surpasser les eflbrts calculés.
TREILLIS SIMPLE
353. Supposons une pontre droite formée d'un certain nombre de triangles égaux entre eux , et reposant sur deux appuis de niveau AeiB.
Fig. SOI'.
Les côtés des triangles AG, G6, GA, GH, sont articulés aux
sommets A , G , G, On suspend des poids donnés à ces soounets,
et on demande la répartition des pressions dans toutes les pièces da système.
Supposons, par exemple, qu'un poids P soit suspendu au sommet H.
L'ensemble du système reposant sur deux appuis A et B, on peut déterminer par la statique les réactions verticales de ces appuis; soient p et p' les réactions de A et de B.
Considérons l'équilibre du sommet A, ijue l'on suppose articulé Il est soumis à trois forces : les pressions ou tensions inconnues dd tiges AG, AG, qui sont dirigées suivant leurs longueurs, et la réaction/? de l'appui, qui est connue de grandeur et de position. On aura donc les tensions cherchées en décomposant la force p suivant les directions AG et GA* Cette construction montre que la tige A6 est
SIMPLE
comprimée, et que sa compression est -^ ; et que la tige AG est éieudue, et que sa tension est /?tgo[.
La compression -^ s'exerce au point 6 dans le sens .A6 , et
le point G est en équilibre sous Taclion des forces appliquées aux trois côtés GA , GG , GH ; Tune de ces forces étant connue , on la décomposera suivant les deux autres directions, et l'on aura ainsi la compression développée suivant GH, et l'extension développée suivant GG.
On connaîtra donc la traction exercée au point G par la tige GC ; on connaît déjà la traction qui s'exerce dans la tige AG ; ces deax forces ont une résultante qu'on peut déterminer de grandeur et de position, et qui, décomposée suivant les directions GB et GD, donnera les valeurs de la tension de la seconde tige et de la compression de la première. On ira ainsi de proche en proche, et la con* struction des parallélogrammes suffira pour trouver toutes les forces qui correspondent au poids P.
S'il y avait plusieurs poids suspendus à divers sommets, on pourndt opérer de la même mamère, en prenant pour point de départ la réaction totale p sur l'appui , correspondant à l'ensemble des poids donnés ; on pourrait aussi prendre séparément chaque poids, calcula la distribution des pressions correspondantes, et additionner algébriquement tous les résultats.
36&. Lorsque les poids sont égaux, ou lorsqu'ils sont répartis suivant une loi régulière, on peut traiter le problème par le calcul et trouver des formules qui donnent directement reifort développé dans ime tige quelconque.
Supposons, par exemple, qu'il n'y ait qu'un poids appliqué au sommet supérieur H'^ky conformément aux indications de la figuie suivante ;
Fig. lOi.
6*^0 THKILLÏS
Appelons A^ la tension développée dans la tige supérieure liorizontale comprise entre les sommets N •a: et N* (a: + 1) ;
B« , la compression développée dans la tige inférieure horizontale comprise entre les sommets N • (a:) et N • (a: + 1) ;
C,, Teffortde compression développé dans la tige inclinée N* {x^x)\
E;,., l'eflort d'extension développé dans la tige inclinée en seDS contraire [N°a:, N^(.r+i)].
Ces eflbrts sont pris positivement dans le cas où ils sont dirigés comme nons venons de le supposer, et négativement dans le cas contraire.
Nous aurons les équations suivantes:
Fig. 30Î.
Pour Téquilibre d'un sommet inférieur quelconque N* (ar)(F1g. 3o«). sauf les deux sommets extrêmes N • i et N •n, ceux-ci étant exclus à cause de la présence des forces /) et // ,
i<x<n ( B,— BjB»j — (C, + E»-i) sin a=rO, composantes horizontales, l E«.^ = C«, composantes verticales.
Cm
Pour l'équilibre d'un sommet supérieur quelconque (Fig. 3o3), sauf le sommet k, où s'applique la force P ,
x<k, x>k i A.-1 — A, + (C. + EJsina = 0,
Ey = Car •
SIMPLE. 63i
Dans l'application de cette formate au cas de or = i , il faudra convenir que A« sera considéré comme nul ; de même, A«.| = o pour x = n — 1.
Enfin 9 aux points (i) et (n) du longeron inférieur et au point (fi) du longeron supérieur, on aura les relations :
Pig. «04.
/Ck
le)
B| = Ci sina, p = C| 008 a.
B„-j+E»-iSina = 0, p' + E«-i ces a = 0.
A»-i + (Ci + E») sîn a - A» = 0, (C» — Ei)C08a — P = 0.
Si Ton écrit toutes ces équations les unes à la suite des autres, pour toutes les valeurs des indices x^ on aura tout ce. qui est nécessaire pour la détermination des inconnues. On obtient sdnsi le tableau smvant t
TREILLIS
Sommets inférieurs,
p = Cj cos a B| = G| sin a
Ei = C,
B, — B4 — 2C,8Îna=0
B, — B, — 2C,8ina = 0
Efc_i = Cfc
Bk— Bk-j— îCkSina
«•jL 4. 4 (Ei = C»+i
|Bfc+,-B*-2C»+,sina = 0
Sommets supérieurs,
Ve 4 f El = Cj
(A, — 2CiSin« = 0
Al — A, + 2C,8ina = 0
A, — A, + 2C,8În« = 0
"'{"-^H B^.-B»^-2C«_. 8iD«=0
»«— 1 *»fl— t
N'Cn)
p' + E«-i cos a = 0 B«_, + En., sina = 0
(Ci — E»)C08a — P=0
A».i-Afc+iC*+Efc)8Îna=|
E*+i = Cfc+i
Ai— A»+, + 2CH^8ina=0
l An-t
C-i A«-i+2C»_iSina
Il résulte de ce tableau que, jusqu'au sommet supérieur N "* A, les compressions G des barres qui montent de gauche à droite sont positives, égales entre elles, et égales aux tensions des barres qui descendent de droite à gauche.
Au delà du sommet supérieur [k) , les compressions G deviennent négatives, et les tensions E aussi; ce qui indique que les barres (A, A; + 1), (&+ >r ^+ s), sont comprimées, tandis que les autres
SIMPLE
sont étendues ; et la tension des unes est égale à la compresâon des autres.
Les différences B,— B,, B,— B,, sont donc constantes jusqu'à
B* — B*«i; elles sont égales à aCjSina; de sorte que B^, B,
Bk forment une progression arithmétique, dont le premier terme est GjSina=;?tga, et la raison, aGjSina=aj9tga: on a donc
B« = i) tg « + 2p tgd X (ac— i) = (2x + 1)1) tga,
pour toute valeur entière de x de x = i k x=kB On a de même
Ai~"^i = Aj — Aj| = A4 — A, = = Aj-^ — A»-, = 2Ci 8in « ^ 2p tga.
ce qui donne une progression arithmétique pour les forces A^, A... Afc_i; par suite
Aa, = 2C|8in« + («— l)x2j)tga = 2ptg«XiB
pour toutes valeurs de x de â:=i kx=zk — i.
Les valeurs successives de B jusqu'à B» sont donc proportionnelles aux nombres impairs, et les valeurs de A, jusqu'à Ak_| , aux nombres pairs : la distribution des efforts dans les différentes parties des longerons est représentée sur la figure suivante :
Pig. 305.
Ç^i)(U^Vpigaiki
W pigtL I2i 9ptga ta» liptffa (4) ^ptga {U^t)pxga aci(U-l)ptg«
Pour l'autre partie de la poutre, on aurait une distribution analogue, dans laquelle figurersdt la portion p' du poids P qui porte sur la seconde culée.
TREILLIS SIMPLE
11 est à remarquer qu'une compression égale à
(2Âc-l)ptga
est développée dans la section k du longeron supérieur où se réunissent les deux régions de la poutre.
Exemple d'un treillis composé de sept triangles, et chargé au second sommet supérieur :
CompreMioni
Frg. 306.
Exttnilons
On traitendt par une méthode semblable le problème dans lequel le poids P serait suspendu à un sommet inférieur.
Le viaduc de Grumiin, en Angleterre, est construit dans ce système de treillis à grandes mailles.
. La distribution des efforts est ici complètement définie, sans qu*OD ait recours à d'autre hypothèse que celle de la libre articulation en tous les sommets.
Pour ti'ouver la déformation de la poutre, on n'aurait qu'à calculer successivement les extensions des pièces étendues, et les compressions des pièces comprimées, puis à construire la série des triangles juxtaposés qui composent la poutre en se servant pour cette construction des nouvelles longueurs de leurs côtés.
Si au lieu d'un poids unique suspendu à l'un des sommets des triangles successifs, il y en avait plusieurs répartis entre divers som« mets, on pourrait traiter chaque poids isolément, et additionnel ensuite algébriquement les efforts correspondants dans chaque barre. On pourrait aussi traiter la question directement pour Tensemble des poids, en partant d'une culée, et en faisant à chaque sommet la décomposition des forces suivant les côtés aboutissant à ce sommet
DANS LES SYSTÈMES ARTIGOLÉS
355. Nous supposerons que le système articulé dont il s'agit soit formé de triangles juxtaposés, de sorte qu'il ne soit soumis à d'autres déformations que celles qui proviennent de l'élasticité des pièces. On obtient ainsi les systèmes matériels appelés par les Anglais Frames ou Frameworks^ par les Allemands Fachwerke^ et par les Italiens Travature reticolari; nous l'appellerons, à l'exemple de ces derniers, travées réticulées. Nous supposerons en outre que des forces extérieures données sont appliquées aux sommets de ce système articulé, et que les réactions des appuis, appliquées en deux autres sommets déterminés, les tiennent en équilibre. Un tel système présente, au point de vue du calcul, un avantage important : les tensions et les pressions des différentes pièces sous l'action de forces extérieures données sont déterminées par les simples lois de la statique, indépendamment de toute hypothèse sur le jeu des forces élastiques. A cet avantage correspond un inconvénient pratique : la stabilité de l'ensemble est entièrement compromise si une pièce quelconque vient à être coupée.
La première recherche à faire consiste à déterminer les réactions des appuis. Supposons, pour fixer les idées, que les forces qui agissent sur la travée réticulée soient verticales, et que les réactions
Fig. 307.
Fig. 308.
doivent l'être aussi ; c'est ce qui a lieu le plus souvent dans les applications. Une construction graphique très-simple peut conduire à la détermination de ces réactions inconnues.
Imaginons un polygone funiculaire tenant en équilibre les poids donnés (i), (2), (3), (4) et (5). Pour tracer un tel polygone funiculaire, on commencera par construire le polygone auxilisdre de Yarignon, en portant sur une verticale indétinie des segments successifs, mn= (1), np = (9) pq={i)j , et en joignant les pmnts
m, n, p^ q à un même point 0. Les droites Om, On, Qp, ,
seront parallèles aux côtés successifs du polygone funiculadre, et seront proportionnelles aux tensions de ces côtés. On construira donc le polygone funiculaire en menant les droites
CD, DE, E*\ FG, GH, HK
respectivement parallèles aux droites
Om, On, 0/?, Og, Or, 0*,
et se coupant sur les directions successives des lignes représentatives des poids (1), (2), ,(5).
Cela posé, les tensions des côtés extrêmes CD, HK font équilibre à l'ensemble des poids intermédiaires, et par suite, ces côtés prolongés se coupent en un point L qui appartient à la verticale passant par le centre de gravité du poids total P, somme des poids donnés. Projetons le point L en I sur la droite qui joint les deux appuis A et & Les réactions X et Y seront déterminées par la double condition que leur somme soit égale au poids P, qui est représenté sur l'épure par la droite ms^ et que leur rapport soit l'inverse du rapport des segments adjacents AI , IB. Par le point m menons une droite quelconque, sur laquelle nous porterons bout à bout mu = BI et ut=lk. Joignons ts^ et menons uz parallèle à cette droite; nous aurons
_ ^ mz mu IB mz + zs=ms = P, et — = —- = --;
zs ut lA
DANS UNE TRAVÉE RÉTICULÉE
donc enfla,
X = mz et Y = r*.
Dans le cas général où les forces données (i), (a), , seraient
quelconques, on pourrait toujours se servir d'un polygone funiculaire pour les composer; mais les réactions des appuis n'étant pas nécessairement verticales, le problème revient à décomposer une force donnée en deux composantes passant par deux points donnés, ce qui peut se faire généralement d'une infiuité de manières. Il faut donc qu'on se donne uuq condition de plus pour achever de déterminer la question, par exemple la direction suivant laquelle agit l'une des deux réactions inconnues.
356. Nous supposerons, dans ce qui suit, que cette première partie du problème ait été résolue, de sorte que nous n'ayons plus à nous occuper que de la recherche des tensions des barres sous l'action de forces toutes connues, appliquées aux sommets du réseau. Là encore les constructions graphiques conduisent très-aisément à la solu* tion, par l'usage d'une figure réciproque. Des exemples feront comprendre cette méthode.
Kig. 309
Fig. 3tO.
Soit d abord un triangle ABC, sollicité par des forces (i), (2), (3), appliquées respectivement à ses sonunets. Pour l'équilibre, il faut et il suffit que les trois forces (1), (2) et (3) concourent en un même point 0, et que chacune soit égale et opposée à ia résultante des deux
autres. Par un point M du plan menons MN égale et parallèle à la force (i), puis par le point N, NP égaïe et parallèle à la force («), enfin par le point P, une droite égale et parallèle à la force (5). Cette dernière droite PM devra fermer le triangle MNP, qui est le polygone de composition des trois forces en équilibre (i) » (a) et (3).
Pour trouver les tensions des côtés du triangle ABC par le point M, intersection des forces (i) et (3) dans le polygone auxiliaire, menons une droite ML parallèle au côté AG qui joint les points d'application de ces deux forces sur la figure principale. De même par le point N, intersection de forces (i) et (a) de la figure auxiliaire, menons NL, parallèle au côté AB qui joint les points d'application A et B des forces (i) et (2) sur la figure principale. Ces deux droites NL, ML se coupent en un point L , et Ton peut regarder la droite HN comme la résultante des deux composantes NL, LM. Ce triangle NLM est donc semblable à celui que l'on formerait au point A en décomposant la force (1) suivant les directions AG, AB, et par conséquent les longueurs ML, LN représentent respectivement les valeurs des tel* sions des deux côtés 4 et 5 de la figure. Par la même raison, la droite LP représente la tension du côté 6, et doit être parallèle à ce côté.
La recherche des tensions s'effectue donc très-simplement en codstiTiisant la figure auxiliaire MNPL , et cette figure est réciproque de la figure donnée ABCO : aux sommets
points de concours des quatre groupes de trois droites
correspondent respectivement dans la ligure auxiliaire les triangles
MNL, NPL, PML, MNP,
dont les trois côtés représentent les forces qui sont appliquées aux sommets correspondants et s'y font équilibre. On serait arrivé an même résulut en décomposant les forces ( 1 ) , (2) et (3) , aux points A,
DANS UNE TRAVÉE RÉTICULÉE
B, G, suivant les côtés contigus du triangle ABC, par la règle du parallélogramme.
867. Prenons pour second exemple un quadrilatère articulé ABGD , formé par deux triangles ABD, BDG construits, sur une base commune BD, et sollicité, en ses sommets, par des forces données (i), (a), (5) et (4).
Fig. ail.
Fig. 312.
Il faut d'abord s'assurer que les quatre forces se font équilibre. Pour cela, composons les forces (i) et (a) au point 0 où elles se rencontrent; les forces (3) et (4) au point 0' où leurs direction se coupent II faudra et il suffira, pour l'équilibre, que la résultante des forces (i) et (2) , et celles des forces (3) et (4) » soient égales et agissent en sens contraires suivant la direction 0(y. Si donc on donne les directions des quatre forces, et la grandeur de l'une d'elles, les grandeurs des trois autres seront déterminées par une construction géométrique, sauf le cas où les points 0 et (y coïncideraient, car alors la direction des résultantes ne serait pas définie, et il faudrait donner la grandeur de deux des forces au lieu d'une seule.
Pour former la figure réciproque du quadrilatère donné, menons MN égale et parallèle à la force (a), PQ égale et parallèle à la force (3), QH égale et parallèle à la force (4)* Le polygone se fermera de luimême en M, puisqu'il y a équilibre entre les quatre forces. Parles points M et N , extrémités du côté 1 , menons des parallèles ML au cAté AD, et NL au côté AB de la figure principale ; ces droites, qui se coupent en un point L, déterminent des longueurs dont Tune, ML,
représente la tension du côté parallèle AD, et Tautre la tension du côté AB. En définitive, au sommet A, où s'équilibrent trois forces (i), (5) et (6) , correspond dans la figure auxiliaire un triangle MNL, dont les côtés sont proportionnels à ces trois forces.
De même, menons par P et Q des parallèles PK, QK, aux côtés BC , CD, de la figure principale ; cela revient à décomposer la force PQ = (3) , appliquée au sommet G, en deux composantes PK, QR, tensions des côtés 8 et g, qui tiennent en équilibre la force (3).
La force (2) est équilibrée par les tensions des côtés 6 et 8, et par la tension de la diagonale BD, qui porte le n"" 7 sur la figure prindpale. La force (4) est tenue en équilibre par les tensions des côtés 5 et g, et de la même diagonale 7. Sur la figure auxiliaire, ces forces sont représentées respectivement par les côtés NP,QM;les teasionsdes côtés adjacents, déjà trouvées, sont représentées par les droites NI, PK, pour les côtés 6 et 8, et par les droites ML et QK, pour les côtés 5 et g. La tension de la diagonale 7 complète l'équilibre, et par conséquent, elle est représentée sur l'épure par la droite KL qui ferme à la fois les deux quadiîlatères PKLN , QKLM ; de sorte que la droite KL est nécessairement parallèle à la droite BD. Ces deux quadrilatères correspondent respectivement aux deux nœuds B et D de la figure principale, où se réunissent quatre forces en équilibre : savoir, une force extérieure et les tensions de trois liens concourants.
La diagonale MP du quadrilatère auxiliaire représente en grandeur et en direction la résultante des forces (i)et (2), comme aussi celle des forces (3) et (4) . Cette droite PM doit donc être parallèle à la droite OCX, suivant laquelle agissent ces deux résultantes.
35S. Revenons à la travée réticulée dont nous nous sommes occupés tout à l'heure.
Répétons le polygone des forces (1), (a), (3), (4) et (5), qui ici se réduit à une droite, et partageons cette droite de manière que mz soit la réaction (7) du point A , et js^ la réaction (6) du point B. Par le point m, extrémité commune au segment mz et à la force ( 1 ) , menons une parallèle au côté 8 du polygone articulé qui joint les mômes forces. Par l'autre côté z, menons une parallèle au côté (g). Le triangle auxUiaire zmti correspondra aux trois droites concourantes (7),
DANS UNE TRAVÉE RÉTICULÉE
(8) et (9) de la figure principale, et les côtés ma et a* de ce triangle seront les tensions et pressions des côtés qui aboutissent au point A, car elles ont pour résultante la force (7) =mz = X. Il est facile de
Fig. 8i3.
Fig. 314.
voir que la force (8) est une pression et la force (9) une tension. L'équilibre du nœud G est établi par les actions simultanées des trois côtés 9, 10 et 1 1 qui s'y rencontrent. Connaissant la force (9) =az, il n'y aura donc qu'à mener par le point a une parallèle au côté 10, et par le point z une parallèle au côté 1 1. Les droites z^, ap, seront les forces développées dans les côtés 11 et 10. • Le nœud D est en équilibre sous l'action des cinq forces (1), (8), ( 1 0) , ( 1 2) et ( 1 3), dont les trois premières sont connues. Pour déterminer les deux autres, menons par le point p une parallèle Py au côté 12, et par le point 0, commun aux forces (1) et (2) sur l'épure auxiliaire, une parallèle au côté i3. Ces deux droites se couperont en Y et détermineront un pentagone /waPyS, qui correspond aux cinq
rayons émanant du point D, et qui exprime l'équilibre des cinq
TRAVÉES RÉTICULÉES
forces concourantes agissant suivant ces rayons. On passera ensuite à l'équilibre du point E sous l'action des tensions des quatre liens ii, 12, i4et i5; de ces tensions, deux (ii) et(i2) sont déjà connues. On déterminera les deux autres en menant par y une parallèle ye au côté 14^ et par z une parallèle ze au côté i5; le quadrilatère z^t correspondra aux quatre forces concourantes (n)» (12^), (i4) et (i5), et ses côtés seront proportionnels aux tensions des côtés correspondants de la travée réticulée. On continuera ainsi en prenant successivement les sommets du polygone, de manière à n'avoir jamais i déterminer plus de deux tensions inconnues à chaque construction d'un nouveau polygone partiel auxiliaire. L'ordre de succession des côtés successifs de chacun de ces polygones doit être l'ordre même dans lequel les forces correspondantes se succèdent quan^ on fait le tour de leur point commun d'application.
Les lignes de la figure auxiliaire, recevant les numéros respectifs des côtés correspondants de la travée réticulée, donneront parleurs longueurs les valeurs des tensions ou des pressions de ces mêmes côtés.
11 reste à distinguer les barres comprimées des barres étendues. La règle pour cela consiste à définir le sens dans lequel le polygone qui correspond à chaque nœud doit être parcouru, pour que la résultante des tensions fasse équilibre à la force extérieure qui agit en ce point. Gela fait, les sens dans lesquels agissent les tensions sont complètement déterminés, et il suffit d'imaginer qu'on les transporte parallèlement à elles-mêmes sur les lignes correspondantes de la figure principale, pour juger immédiatement si ces lignes se trouvent étendues ou comprimées. Cette recherche se fera en parlant d'un des points d'appui, auquel cas le polygone des forces correspondant est un triangle, et en allant de proche en proche, comme pour la construction même de la figure réciproque.
A^UUïRiîlS A TREILLIS PROPREMENT DITES. 6t3
POUTRES A TREILLIS PROPREMENT DITES
^9. La théorie des poutres à treillis peut se ramener aux principes que nous avons employés pour les treillis simples. Mais la marche suivante, indiquée*dans les Annales des ponts et chaussées^ année 1864, parait plus simple et plus rapide. Les hypothèses sont du reste identiques dans les deux méthodes, et les résultats pratiques sont tout à fait les mômes. Nous nous bornerons donc à développer la seconde.
ÉQUATIONS GÉNÉRALES
360. Une poutre droite, à treillis, repose horizontalement sur deux appuis fixes^. On connaît la hauteur, le poids et la portée de la poutre, et il s'agit de déterminer les conditions de l'équilibre intérieur de cette pièce.
Dans une poutre pleine, les pressions et les tensions du métal ' varient d*une manière continue d'un point à l'autre de la portée Cette continuité n'existe plus dans les treillis ; les efforts développé dans les tables horizontales y subissent des variations brusques d'un côté à Tautre des points où s'attachent les barres composant la jonction des deux tables. L'expérience démontre cependant que ces variations sont généralement assez petites pour qu'on puisse regarder comme continus les efforts auxquels est soumise la matière dans des
fiii HYPOTHÈSES SUR LA DISTRIBUTION
constructions de cette nature (}). Aussi appliquerons-nous à la recherche (le ces efTorts le calcul infinitésimal et non le calcul aux différences finies, dont l'emploi senùt plus rigoureusement justifié dana la solution du problème proposé. De même on trûte babitueUemeiU par le calcul différentiel la question de l'équilibre des poots suspendus, où la discontinuité des efforts est peut-être encore plas fi'appante.
Quel que soit le détail de la poutre à treillis que nous avons à rig. in. étudier, nous y trouveroas ton-
"I r '"' jours une tààle supérieure A, une ,
' '~ ^''v^^>\/^"^* '**'* inférieure B, et un treiWt in- ^Xpl^^bvX termédiaire E réunissant ces deux
\/|M/K^^ Coupons la poutre par deuiplans \^^\D\/\,/ verticaux MN, M'W, conduits pe^ ] 0 ; penâiculairementàl'axedelaam-
"' '" suiiction-, nous regarderons ces
plans comme inSniment rapprochés; l'un passe en deçà, l'autre au del& des points G et D où le treillis s'attache aux deux taUes, et au milieu des intervalles compris entre ces points et les points d'insertion des barres voisines. Après avoir isolé le système solide compris entre ces deux plans, il faut, pour rétablir l'équilibre, introduire dans chaque partie coupée une force équivalente aux actions moléculaires qui s'y exerfaient avant la coupure.
Admettons, pour fixer les idées, que la table supérieure * soit comprimée et la table inférieure B distendue. La suite du calcul rectifierait d'ailleurs cette supposition si elle était cootriûre à la vérité. Soit X l'abscisse du plan MN comptée le long de la poutre à partir d'une origine quelconque, de l'une des extrémités de la poutre par exemple -, x + dx sera l'abscisse du plan M'N'. Soit encore F la force de compression à appliquer à la table supérieure dans le plan MN, et
(I) Si lu flTorts De varient pu d'une mantère cootlaue, on peut admettre dn a qu'ils varient d'une manière endoelle d'un point à l'autre d'une mâme pièce, ce crée une lorle de couUnuiie sulDaïuite poar qu'au applique le ealcnL
DES EFFORTS DANS UNE POUTRE A TREILLIS
F la force d'extension à appliquer dans le même plan à la table inférieure J^es jprœs à appliquer aux deux tables dans le plan voisin M'N seronrftirigées en sens contraires de F et de F, et seront respective-
ment égules k¥+ -f-dx^ F + -r- cho, en vertu de la continuité que
> nous avons admise. '^
Nous sommes conduit à -faire ici une première hypothèse, celle de la répartition uniforme des pressions et des tensions, entre toutes les barres du treillis aux points où elles sont renconti'ées par un même plan vertical, ce qui revient à substituer une pression et une tension moyennes aux pressions et tensions différentes de chaque barre prise en particulier. Soit n le nombre des barres montantes^ ou des barres descendantes^ rencontrées par une même verticale, le système montant et le système desceoMt Comprenant un nombre égal de barres; ' soit a l'angle constant qu'elles font avec la verticale, les unes dans un sens, les autres en sens contraire. D'après notre hypothèse, il suffira de considérer deux fdtces cet ff\ dirigées,la première suivant chacune des barres du système montant, la seconde suivant chacune des barres du systèmeràescendant. Il est facile de prévoif , et le calcul nous démontrerait au besoin, que si l'une est une force de compression, l'autre est une force d'extension. Ces forces cp et ç' se retrouveront dans les barres du treillis à la rencontre du plan M' N', dirigées en sens contraire et augmentées de leurs différentielles (i).
Nous désignerons par p le poids de la poutre par unité de longueur^y compris la surcharge, de sorte que pdx sera le poids total de l'élément limité par les plans MN, M'N'.
Enfin H représentera la distance des forces horizontales F et F ; si les actions moléculaires étaient uniformément réparties sur la section des tables, la quantité H serait la distance des centres de gravité dt ces sections.
(I) Notre analyse ne suppose pas nécessairement qne les forces 9 et 9' sont les mêmes daiM tontes les barres d'un même système à la rencontre d'une même verticale. Il suffit, poor qu'elle soit admissible, que la résultante de tontes les forces 9 et 9' appll* qnées aux divers points d'une section verticale, eonpe cette verticale i une même hantenr dans toute section.
6i0 KQUATIONS
361. Nous allons écrire les équations d'équilibre des forces qui a^ sent sur l'élément considéré ; ^^es équations, sont aii nom&B dt trois, puisque les forces peuvent ètrç supposées contenues dans le plan longitudinal moyen de la ferme. Le problème consiste à troVv^ Jes i valeurs des quatre forces F, F, cp, ff. en fonction de l'abscisse x, el .1 Ton voit sur-le-champ qu'au point de vu^ analytique ce problème est indéterminé, puisque la statique ne fournit que trois équations entre quatre inconnues. L'équilibre intérieur de la poutre est donc possible d'une infinité de manières, et ce sont les diverses circonstances de la pose et de l'ajustage des pièces qui achèvent dans I chaque cas particulier de déterminer le problème. Une nouvelle hypothèse est donc nécessaire pour compléter la solution, et nous choisirons celle qui la simplifie davmntag(^
Prenons les composantes horizontales des forces agissant sur l'élément de ferme; nous aurons l'équation
qui se réduit à
\dx dxj dx dx ~ '
Cette équation nous montre qu'indépendamment de toute hypothèse nouvelle, la fonction w((p — ç')sina + F — F est constante dans toute retendue de la poutre. Cette force horizontale se retronve donc tout entière à Textrémité de la poutre, et doit y être équilibrée par la composante horizontale de la réaction de ia culée ; mais nous admettons que la poutre pose sur ses appuis sans y exercer de poussée latérale, et par suite la fonction n (cp — «p') sina -f F — F, ^k à zéro sur la culée, est nulle en tous points de la portée.
On satisfait très-simplement à cette condition en posant F = F, ce qui entraîne en même temps ç = ç' ; et c'est cette hypothèse que nous adopterons pour acheter la détermination des inconnues. Oo voit qu'elle consiste àadmettreque, dans les poutres à treillis comme
i^ans les poutres pleines, la compression d'une des tables est égale à l'extension de la table opposée ; il en résulte l'égalité des pressions et des tensions dans les deux systèmes de barres du treillis. Nous . n'avons plus alors que deux inconnues F et ^ ^ et les équations des composantes verticales et des moments nous en font connaître les valeurs.
1* Équation des composantes verticales (i) :
^9C08a = p{2x + Sn(9 + -A^} cosa,
laquelle se réduit à l'équation suivante :
(i) 2ng2co8« + p = 0.
t"" Équation des moments, pris par rapport à un point quelconque, le point D, par exemple.
La somme des moments des forces appliquées aux deux tables
par rapport à ce pomt est égale à — -r- ^ X H. Nous donnons le
signe — à ce moment, parce que la force qui / entre seule tend à faire tourner de droite à gauche son point d'application autour du centre des moments.
Le poids pdx^ dont la direction passe par le point D, a un moment nul.
Les an forces f, appliquées en difiërents points du plan MN, ou une résultante verticale, montante, et égale à ancpcosa. Les sn
forces ((f + -J dx] , appliquées en dififérents points du plan M'N',
ont une résultante verticale , mais descendante , et égale à
an [^ + -r dx] cosa. La somme des moments de ces deux forces
(1) Nous négligeons, suivant Tusage adopté par les conatracteori, la portion de rëtittance à TeHort tranchant développée par les tables.
ÉQUATIONS
par rapport au point D est positive, et égale à Texpression
« m dç dx
2n<p ces a daf + 2n -3^ ces a x -rj-t
ax M
qui se réduit à son premier terme en effaçant le lerme infiniment petit du second ordre.
L'équation des moments est donc en définitive:
dF
L'équation (1) donne la loi de variations des forces f , et montre que (f est une fonction linéaire de l'abscisse x; l'équation (i) exprime la loi de variation des forces F, et montre que F est une fonetioD entière du second degré de cette même variable x. Ces deux équations peuvent d'ailleurs s'interpréter autrement : le produit HF est en efifat le moment fléchissant dÔ la poutre dans le plan MN, et «nç cos« est \ effort tranchant dans ce même plan. Désignant par M le moment de rupture et par A l'effort tranchant, les équations (1) et (2) se transforment dans les deux suivantes :
dA + p<2x = 0, dM = Ac2z,
lesquelles sont les équations générales applicables à toutes les poutres droites (§io3)|tandis(que les équations (1) et (a) ne conviennent qu'aux poutres à treillis.
L'intégration des équations (1) et (2) est facile, et introduit deux constantes arbitraires qu'il faut déterminer dans chaque, cas particulier.
L'intégrale de l'équation (1) est
^ """*** 2/1 CCS «»
la constante arbitraire f ^ est la valeur de la force f pour â; = 0. S donc on prend pour origine des abscisses l'aplomb de la culée, f, est la force développée dans une barre aboutissant à la culée, et la somme sncpoCosa des composantes verticales des forces f, est
D^ÉQUILIBRE, ' ^>i9
égale à la réaction de la culée, ou à - />/, / étant la portée de la poutre ; donc
in cos a*
et
2n cos a
Cette équation nous apprend que f est nul au milieu de la portée, et change de signe d'un côté à l'autre de ce point ; les barres d'une même inclinaison sont donc comprimées dans une des moitiés de la poutre et étendues dans l'autre moitié.
En substituant dans l'équation (2) cette valeur de ç, on parvient à l'intégrale suivante :
HF=|px(/-x).
La constante arbitraire introduite par l'intégration est nulle ici, parce que la poutre est simplement posée sur la culée à partir de laquelle on compte les abscisses. On reconnaît sur-le-champ que F est nul pour ar = o et pour 3; =/, c'est-à-du-e sur les culées, et qu'il est maximum pour a:= / — x, c'est-à-dire au milieu de la portée.
Nous avons ainsi trouvé les formules générales qui donnent ç) et F,
et reconnu que <f varie proportionnellement aux ordonnées, x^
d'une ligne droite, tandis que F varie proportionnellement aux ordonnées, a: (/ — a:), d'une parabole à axe vertical : résultats utiles en ce qu'ils permettent de construire une épure qui indique en chaque point la valeur des forces auxquelles la matière de la poutre doit être en mesure de résister.
S62. Avant de pousser plus loin la discussion des équations (1) et (2) , nous observerons que le calcul aux différences finies ne nous aurait pas conduit à d'autres résultats que ceux que nous venons de formuler. Pour ce calcul, dx devrait être remplacé par une quantité
EMPLOI DU CALCUL
constante A or, finie et égale à la distance horizontale de deux barres consécutives. L'équation (i) deviendrait dans cette nouvelle hypothèse :
2n(À9 ces a -f pAx =0, d'où Ton tirerait, comme de l'équation différentielle.
^ 2w ces a Va / •
en observant toutefois que, dans celte équation, x ne doit recevoir que des valeurs discontinues, o, A:r, sAo:, 5Ax,... dont la différence Boit constante et égale à Ix. L'équation (2), où l'on conserverait le terme du second ordre en A:r, deviendrait
HàF = 2n(p cos oAx + nA9 cos oAx,
ou bien, en remplaçant f et A<p par leurs valeurs en x et Aa;«
HAF = p(^-a:)Ax-ipAx*.
Cette équation peut s'écrire sous la forme
HAF=^Aa; — ip[(Â? + 2xAa; + a^)-a;«l
OU bien encore sous celle-ci
HAF = ^Ax-|p[(x + Ax)«-x«] = ^'Ax-lpA(x«);
et, par suite, en passant aux sommes,
HF = ^x-ipx«==ipx(/-a),
sans constante,,puisque F est nul pour a: = o. C'est la môme équation que tout à l'heure.
AUX DIFFÉRENCES FINIES
.Les valeurs de F varient donc d'une manière discontinue, et sont représentées en réalité par les ordonnées des sommets d'un contour polygonal inscrit dans la parabole à laquelle conduit l'hypothèse de la continuité. De même les valeurs exactes de cp sont proportionnelles aux ordonnées de points tous situés sur la droite dont nous avons indiqué plus haut l'équation.
Évidemment il n'y a dans la pratique aucun inconvénient à substituer des lignes continues à ces contours polygonaux composés ordinairement d'un grand nombre d'éléments tous très-petits.
La théorie des ponts suspendus offre l'exemple d'une substitution analogue.
DISCUSSION ET APPLICATION DBS FORMULES
363. Le problème qu'il s'agit de résoudre consiste à déterminer le minimum des sections nécessaires pour qu'en aucun point de la poutre le métal ne subisse, par unité de surface, un effort supérieur à une limite donnée.
L'analyse nous permet de fixer d'une manière générale la valeur de l'angle a qui correspond au moindre poids du treillis.
En un point quelconque de la portée, la section d'une barre doit
être proportionnelle à l'effort f que cette barre supporte ; le poids
du métal contenu dans le treillis entre les plans MN et M'N' est donc
dx proportionnel au produit y x -: — , dans lequel ç représente, à un
facteur constant près, la section de la barre, et -: — est la longueu)
^ sm 0? °
de cette barre comprise entre les deux plans. Si l'on substitue dans
cette expression la valeur de f en fonction de x^ il vient
f U- (i— x)dx = -^(J-x)dx,
8n CCS a sm a \2 / n sm 2a \2 / *
et le seul élément que l'on soit maître d'altérer dans cette fonction
POIDS MINIMUM DU TREILLIS
est le diviseur sin 2a. Le minimum du poids du treillh correspond donc au maximum de ce diviseur, c'est-à-dire au cas où l'angle a est égal à 4S'*9 et où les deux systèmes de barres se coupent orthogonalement.
36A. Les sections des barres du treillis, déterminées en fonction delà force<p, décrottrontàpartirde la culée jusqu'au milieu du pont. On peut pour arriver à ce résultat, faire varier soit la largeur de la barre, soH son épaisseur, soit enfin ses deux dimensions à la fois. A s'en rapporter aveuglément au calcul que nous avons présenté, la section des barres au milieu de la portée pourrait être réduite à zéro : résultat paradoxal, qui s'explique en observant que notre calcul a supposé une répartition uniforme de la surcharge, ce qui n'est jamais réalisé dans la pratique, sauf en certaines circonstances exceptionnelles. Lorsque la surcharge n'occupe qu'une partie de la longueur du pont, les réactions des culées sont généralement inégales, et le point où l'eflort tranchant est nul n'est plus au milieu de la portée. Nous avons fait voir (§ £5)9 que dans ce cas l'eiTort tranchant au milieu a pour limite supérîeure, en valeur absolue, le quart de sa plus grande valeur à l'aplomb de la culée, et nous avons montré coaunent ou pouvait tracer la parabole-limite des valeurs maximum de l'effort tranchant en chaque point de la portée. Le tracé de cette parabole
permet de calculer les sections des barres du treillis de manière qu'en aucun point l'effort subi parle métal ne dépasse une limite fixée d'avance ; et il est d'usage, pour simplifier la fabrication, de partager les barres du treillis en groupes contenant chacun un nombre ^ peu près égal de barres d'un même modèle.
365. La courbe des valeurs du moment de rupture M est définie de même par les équations
Tracé de la paralwle-limite des efforts trauchants.
Fig. 316.
dX + pdx =s: 0 ,
dM =^ Xdx ,
SECTION DES TABLES
d'où l'on tire, en éliminant A : ;t-i= — p.
L'intégrale de cette équation e8tM = A^x px* , sans ajouter
d'autre constante que Ao» <^^ Ist poutre n'étant pas encastrée, on doit avoir à la fois M = o et x = o. La quantité A« est la réaction de la culée.
Nous ayons déjà reconnu (§ 85) qu'il est inutile pour la recherche des maxima du moment M de supposer la charge incomplètement répartie sur la poutre ; car l'hypothèse qui donne en tout point le maximum de M correspond à une surcharge complète. 1^. Nous n'aurons donc qu'à déduire différentes valeurs de F de l'équation
Abstraction faite des variatiens peu sensibles du facteur H, F varie
proportionnellement aux ordonnées de la parabole ^ = a: (/—a:). La
conped'ane valeur de F est d'autant moindre que le facteur H est
table borixontale •. ji «r • j i .• a» ^ > ^
dédoubi/ie. plus grand. Mais dans la pratique ce facteur nest Rg. 317. jamais arbitraire, et quelquefois il est loin d'atteindre
H|p=gpx(/-x).
] la hauteur entière de la ferme. C'est ce qui arrive quand
"ni
> on est forcé de dédoubler les paquets de tôles à l assembler , le calcul leur assignant une épaisseur ^ u > totale qui rendrait les rivures impraticables. Enfin la hauteur de la poutre , d'où se déduit le bras de levier H, est limitée par d'autres circonstances encore; elle
varie dans les grands ponts du huitième au douzième de la
portée (i) ; elle ne doit pas excéder une certaine proportion, les -
ju les ^, de la largeur du pont, pour que la poutre ait sur les culées
une assiette suffisante (2); elle est commandée en certaines circon-
(1) Ce rapport, comme on le verra (§ 369)t a une grande Influence sur la raideur de la poutre.
(2) Cette proportion est celle qne les anciens architectes recommandaient pour la
SECTION SUR LA GULËE
Stances par Tobligation de maintenir à des niveaux définis le dessous des fermes, le plan des rails ou de la voie, et en même temps le dessus des fermes pour assurer un contreventement au pont sans ;êner le passage des véhicules et des chargeiQjpnts. Au centre de la portée, on a "*
HF = 1 pZ«,
et, par suite ,
On en déduit la section maximum de la table. Du centre aux deuxlfr culées, cette section est graduellement réduite par la suppression d'un certain nombre de feuilles. Les nécessités de la fabrication entraînent toujours dans les environs des dÉKes un excès notable de matière. -
366. Enfin, dans la portion de la poutre qui repose sur la culée, et qui ordinairement est formée d'une partie pleine arrêtant le treillis, il est nécessaire, pour prévenir l'écrasement de cette partie sous la réaction de la culée, de donner à la paroi une section horizontale proportionnelle à cette réaction.
coupe des poutres en chsrpente. Soit a la hauteur d'une poutre, b sa largeur; la Fig. 'ais. résistance de la poutre à la flexion dans le plan vertical est proportionnelle au produit 0*6 (§ 96); et comme la poutre est supposée extraite d'un arbre ayant la forme d'un cylindre à base circulaire^ dont le rayon R peut être regardé comme donné, on a aussi
Le problème de la meilleure coupe revient donc à déterminer a et d, de manière que aV> soit maximum lorsque la somme a* + 6* est constante. H faut pour
eela que 7 == ^. Les fracUoDi ; et - sont des réduites de la fraction continue
qui représente le développement de yt.
COMI'ARAISON AVEC LES POUTRES PLEINES. 655
DE MÊMES DIMENSIONS
367. A ne considérer que superficiellement les poutres à treillis, on est tenté de croire qu'à égalité de portée, un tel système doit conduire à une réduction du poids des poutres. Il y a avantage, en effet, à éloigner de l'axe neutre les fibres résistantes qui composent une poutre, et à les concentrer dans deux bandes séparées l'une de l'autre par le plus grand iatervalle possible : telle est la considération qui , a pu conduire à évider la région voisine de l'axe neutre, et à transformer en treillis la paroi pleine. Ce raisonnement est démenti et par l'expérience et par la théorie. L'expérience démontre que les poutres à treillis sont un système assez lourd, et que les économies de métal qu'on veut y faire sont toujours, au delà d'une certaine limite, préjudiciables à la durée de l'ouvrage. La théorie met en évidence le rôle que joue dans la résistance de la ferme la paroi, pleine ou évidée, qui rattache l'une à l'autre les deux tables d'une poutre métallique.
Cette paroi est l'organe par lequel s'opère la transmission des tensions et des pressions d'une région à l'autre de la pièce, et elle & besoin d'être nourrie en vue de ce travail indispensable à l'équilibre moléculaire de la construction.
Nous avons vu que l'effort tranchant A, en un point quelconque de la ferme défini par l'abscisse x^ est la dérivée par rapport à a? du moment de rupture M dans la section correspondante à cette même abscisse. Dans une poutre à treillis, l'effort A s'exerce obliquement Bur *in barres auxquelles on peut faire supporter une pression ou une tension-limite de R kilogrammes par millimètre quarré de section ; le minimum de la section droite d'une barre est donc donné par la
fraction =7, et le volume du treillis, pour un élément de
ancosaxR ^
'ontjueur dx^ est égal à
A est ^ %k^x
2n cos a X R sin a R sin 2a»
SECTION SUR LA GULËE
Stances par Tobligation de maintenir à des niveaux définis le dessous des fermes, le plan des rails ou de la voie, et en même temps le dessus des fermes pour assurer un contreventement au pont sans ;èner le passage des véhicules et des chargea|^nts« Au centre de la portée, on a
et, par suite,
HF = i pZ«,
On en déduit la section maximum de la table. Du centre aux ^teux^r'' culées, cette section est graduellement réduite par la suppression d'un certain nombre de feuilles. Les nécessités de la fabrication entraînent toujours dans les environs des dites un excès notable de matière. *
366. Enfin, dans la portion de la poutre qui repose sur la culée, et qui ordinairement est formée d'une partie pleine arrêtant le treillis, il est nécessaire, pour prévenir l'écrasement de celte partie sous la réaction de la culée, de donner à la paroi une section horizontale proportionnelle à cette réaction.
coupe des poutres en chsrpente. Soit a la hauteur d'une poutre, b sa largeur; la Fig. «s 18. résistance dé la poutre à la flexion dans le plan vertical est proportionnelle au produit a*6 (§ 96); et comme la poutre est supposée extraite d'un arbre ayant la forme d'un cylindre à base circulaire^ dont le rayon R peut être regardé comme donné, on a aussi
Le problème de la meilleure coupe revient donc à déterminer a et 6, de manière que a^b soit maximum lorsque la somme a* + 6* est constante. H faut pour
eela que 7 = ^. Les fracUoDi ;r et - sont des réduites de la fraction conUnae 6 2 5
DE MÊMES DIMENSIONS
567. A ne considérer que superficiellement les poutres à treillis, on est tenté de croire qu'à égalité de portée, un tel système doit conduire à une réduction du poids des poutres. Il y a avantage, en effet, à éloigner de l'axe neutre les fibres résistantes qui composent une poutre, et à les concentrer dans deux bandes séparées l'une de l'autre par le plus grand îatervalle possible : telle est la considération qui V a pu conduire à évider la région voisine de l'axe neutre, et à transformer en treillis la paroi pleine. Ce raisonnement est démenti et par l'expérience et par la théorie. L'expérience démontre que les poutres à treillis sont un système assez lourd, et que les économies de métal qu'on veut y faire sont toujours, au delà d'une certaine limite, préjudiciables à la durée de l'ouvrage. La théorie met en évidence le rôle que joue dans la résistance de la ferme la paroi, pleine ou évidée, qui rattache l'une à l'autre les deux tables d'une poutre métallique.
Cette paroi est l'organe par lequel s'opère la transmission des tensions et des pressions d'une région à l'autre de la pièce, et elle & besoin d'être nourrie en vue de ce travail indispensable à l'é^hilibre moléculaire de la construction.
Nous avons vu que l'effort tranchant A, en un point quelconque de la feime défini par l'abscisse x^ est la dérivée par rapport kx dix moment de rupture M dans la section correspondante à cette même abscisse. Dans une poutre à treillis, l'effort A s'exerce obliquement Bur fin barres auxquelles on peut faire supporter une pression ou une tension-limite de R kilogrammes par millimètre quarré de section ; le minimum de la section droite d'une barre est donc donné par la
fraction =7, et le volume du treillis, pour un élément de
2ncosaxR ^
'on^ueur dx^ est égal à
A dx ^ SiX^x
2/icosaxR ^ sina ^ * Rsinîa*
expression qui, dans le cas le plus favorable, celui où a =45*, se
- . 2Kdx réduit à .
Dans une poutre pleine de même dimension que la poutre à treillis et chargée de la même manière, Teffort tranchant est équilibré par Ja résistance de la paroi pleine au cisaillement ; désignons par R' la limite de résistance du métal par millimètre quarré, La section nécessaire pour la paroi pleine sera donc représentée par -j, et le volume dû' métal employé par la paroi sur une longueur dx eem
-^, Or on peut admettre que R = R' ; on adopte en effet le plus
souvent une limite de 5 kilogrammes pour les tensions et pressions dans le treillis, et cette limite est aussi celle de la résistance pratique du fer au cisaillement. Dans cette hypothèse, le volume de la paroi évidée est donc double du volume de la paroi pleine.
En pratique, le résultat de la comparaison est quelquefois différent. Il peut arriver en effet que le calcul assigne à la paroi pleine d'une poutre une épaisseur si petite qu'elle soit inadmissible dans la construction ; on ne peut pas, par exemple, mettre moins d'une.tôle pour l'âme d'une poutre. La poutre pleine aurait alors un grand excès de résistance à l'effort tranchant, et elle serait moins économique qu'un treillis, qui, concentrant la matière sur un petit nombre de lignes, la ferait travailler partout dans des conditions meilleures. Le treillis assurerait du moins une économie sur le poids; cette économie pourrait être rachetée d'ailleurs par une plus grande dépense dans le travail du montage. Le treillis, dans toute autre circonstance, est plus lourd que la poutre pleine.
Outre ce premier excès de matière, dont la nécessité est mathématiquement démontrée, le treillis conduit encore à un autre excès, dû à la discontinuité des attaches. Chaque barre doit être rivée séparément aux tables, et chacun de ces assemblages doit être en état de résister individuellement à toute action qu'il aurait à subir. La continuité de la paroi pleine, outre qu'elle répartit uniformément la rivure de l'âme aux tables, crée entre les diverses parties de la poutre une
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solidarité qui les soulage Tune par l'autre. Dans les trçillis, au contndre, la rivure des barres demande l'emploi de grandes feuilles de tôle, ou de cornières de dimensions exceptionnelles ; d'où résulte un excès de poids et un excès de dépense.
Malgré cette infériorité économique du treillis, on ne renoncera pas à ce mode de construction pour s'en tenir exclusivement aux ponts à poutres pleines. L'élégance d'un treillis bien dessiné et l'aspect repoussant d'une paroi pleine ramèneront toujours un grand nombre de constructeurs à préférer le système le plus satisfaisant à Tœil au système dont le bon marché est le seul mérite*
FLEXION DE Lk POUTBE A TREILUS.
368, Soit toujours F la pression ou tension totale qui s'exerce dans les deux bandes horizontales de la poutre ; soit co la section de ces bandes, dans le plan défini par l'abscisse x^ et E, le coefficient d'élasticité du métal. L'élément de longueur dx^ pris, avant la flexion, sur la
bande comprimée, devient après la compression dx (i — ^)fet
l'élément étendu acquiert la longueur dx ( i + tt- ) • Si donc on désigne par p le rayon de courbure de l'axe moyen de la poutre, lequel
axe est à une distance commune — des deux bandes • on aura la
proportion
d'où l'on déduit
F Le rapport — est, dans la section considérée, la charge moyenne
de la matière par unité de surface; l'épure de la distribution des tôles donne eu, et fait connaître par suite autant de valeurs qu'on voudra de ce rapport.
Après avoir partagé la poutre en éléments suffisamment petits, on calculera pour chacun une valeur moyenne du rayon de courbure p qui lui appartiendra après la flexion. L'axe neutre sera ensuite tracé au moyen d'une série d'arcs de cercles se raccordant comme dans les anses de panier.
Si une poutre est construite de manière que, sous l'action des plus grandes surcharges qu'elle puisse subir, le métal ne supporte en aucun point des bandes une pression ou une tension supérieure à une limite K déterminée, il est facile de fixer une limite du rapport de la flèche à l'ouverture, pourvu que l'on connaisse le rapport de la hauteur H de la poutre à la portée.
Posons en effet H = 6 /, 6 étant le rapport donné.
F Puisque - est en tous pomts inférieur à la limite K, on aura eo
tous points
DES POUTRES A TREILLIS
L'application de cette formule conduit à dresser le tableau suivant, dans lequel on a supposé £ = 169000,000,000 kilog. par mètre carré, comme il convient de le faire lorsqu'il s'agit d'un grand ouvrage (SS «7 et 28).
EAPPon 0
de la luwteiir
i la portée.
CHAB6B MAXnnni PAR MILLIMiTHZ QlIABaË DE SECTION SES BANDES.
4 kilogrammes.
5 kilogrammes.
6 kilogrammes.
7 kilogrammes.
7 kilogr. 1/i.
Limite du rapport de la flèche à Pouverture.
OOOOSO
COURANT
869. Étant donnée la portée I d'un pont métallique à treillis que Ton se propose de construire, on détermine arbitrairement, ou d'après les conditions particulières auxquelles l'ouvi'age doit être soumis, la hauteur H qu'il convient d'attribuer à la poutre. Pour calculer ensuite les dimensions qu'il faut donner à ses diverses parties, il est nécessaire de connaître le poids p par mètre courant que le pont doit supporter, et ce poids se compose de deux portions: l'une, p\ est le poids propre de la ferme, l'autre, p", est la surcharge, qui est
DÉTERMINATION Â PRIORI
supposée connue d'après la destination du pont et d'après sa portée.
Longtemps on s'est contenté de prendre arbitrairement le poids/?' sauf à vérifier ensuite, par le métré du projet, que le poids effectif était au plus égal au poids supposé. C'est une méthode de fausse position qui est de mise dans la plupart des questions de travaux publics.
II est cependant possible d'affranchir le calcul de cette hypothèse, qui, lors même qu'elle ne forcerait pas à recommencer sur nouveaux frais les opérations dans le cas où le poids présumé serait trop faible, conduit généralement, dans le cas contraire, à un poids trop fort; car le projet est dressé de manière que sous le poids />'+//' par mètre courant, le métal subisse un effort maximum donné : les sec-
tiens sont donc trop grandes si p' a été pris trop grand.
Il est par suite utile de chercher, d'après les calculs précédents, à déterminer p' sans lui attribuer primitivement de valeur
arbitraire.
370. Prenons pour unités le mètre pour les longueurs et le kilogramme pour les forces. Nous supposerons connue la limite R de la charge par mètre carré pour le fer dans les bandes, la limite R' de la charge dans les treillis, et la limite R" de la pression par mètre carré dans la section horizontale des parties reposant sur les appuis.
Appelons tuf- le poids du mètre cube du métal dont se compose
la poutre. Le volume de la poutre sera par conséquent en mètres
»7 cubes égal à ^ .
La poutre se décompose comme il suit :
1 "" Les bandes ou tables ; a* Le treillis;
S'' Les appuis sur les culées ;
4° Les accessoires, tels que les contreventements , les pièces de ponts, les longerons, s'il y en a ; 5" Les rivures et couvre-joints.
Les trois premières parties peuvent se calculer avec une grande approximation.
i"" La section des tables, au milieu 4e la portée est donnée par
r expression -n7o-« où H' est un bras de levier un peu moindre que H«
De chaque côté du milieu de la portée, cette section se réduit graduellement et peut même devenir très-petite sur les appuis ; si elle se réduisait à zéro d'après la loi parabolique, la section moyenne serait exactement les deux tiers du maximum ; la moyenne étant
comprise entre les ^ et le tout, on peut avec vrûsemblance supposer
3 3 vP
qu'elle est les j du maximum ; ce qui donne ^ ^rs P^^^ ^^ 'S^*
tion moyenne d'une table applicable à toute la longueur du pont, et en tout, pour les deux bandes, un volume égal à
s"" Nous supposons le treillis tracé à 45'' sur la verticale ; n étant le nombre des barres de l'un des systèmes, la force qui agit individuellement sur une barre aboutissant à la culée est
La section d'une barre à l'aplomb de la culée est donc égale à
nR' v^
Au milieu de la portée, cette section peut être réduite au quart de la valeur sur la culée, ou à
nR'^'
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La demi-somme des deux, =^ est applicable en moyenne à tonte
wR'va
barre, de sorte que le volume du treillis est représenté par l'expression s
Il est facile de voir en effet que /^ï x s n est la longuenr totale des barres de Tun et de Tautre système, mises bout à bout.
Car on peut observer que si W représente la hauteur du treilUs, il y a n barres d'un même système dans une longueur de poutre égale
'ni kW; ce qui fait -^, pour .la longueur entière de la portée ; la longueur d'une barre complète est d'ailleurs H^'v^; de sorte que la longueur totale des barres d'un même système est ^j^ x H" va = nifi^
Pour les deux systèmes, elle est double, ou égale à ly/Z x sn.
30 La section horizontale nécessaire sur les culées est -57-, ei
comme elle s'applique à une hauteur H" du treillis et à deux appuis,
elle donne un volume total ^^sr^-.
Nous avons donc exprimé les trois premiers termes du volume de la poutre, savoir :
4* Les accessoires de la poutre contenus dans la quatrième classe ont un poids qui peut être défini d'avance, et qui constitue, pour ûnsi dire, sa surcharge permanente ; on tiendra compte de cette partie en ajoutant cette surcharge permanente à la surcharge acci-
dentelle : c'est la somme de ces deux sm'charges qne noos représenterons par jt>".
5* La cinquième partie représente des accessoires dont le poids total est à peu près proportionnel au poids propre de la poutre ; on en tiendra donc un compte suffisamment exact en multipliant par un facteur constant la somme des trois premières parties. Nous représenterons ce coefficient par i + K ; dans les applications, on pourra faire varier K de o,3o à o,4o.
On aura donc en définitive l'équation :
Remplaçant j9 par ;?' -}- p'\ et supprimant le £Bu:teur commun /, il vient pour p' :
«r VÎ6ÎffR"*"5R^'^F;^*"*"'^^
Une fois p' déterminé, on en déduit le poids total p'ide la ferme, y compris les accessoires tels que couvre-joints et rivures, mais non compris les pièces de ponts, longerons et contreventements , dont le poids rapporté au mètre courant est supposé entrer dans la valeur de p'\
Si Ton voulait calculer le poids propre p' d'une poutre pleine, il
suffirait de remplacer par -^ le coefficient, ^, du terme correspondant
au volume du treillis (§ 367).
M. Bresse, en introduisant cette formule dans la seconde édition de son Cours de mécanique appliquée^ en a modifié légèrement les
coefficients. Il a de plus supprimé le terme ^ qui correspond à la
résistance des parties portant sur les appuis, parce que le poids de ces parties ne charge pas la poutre. Ce terme a du reste peu d'importance ; mais qu'on l'admette ou qu'on le supprime, il importe de
LIMITES
ne pas négliger le calcul des dimensions nécessaires pour prévenir l'écrasement de la poutre sur les culées.
371. Pour la discussion de la formule, nous supposerons que p" est égal à 4 000 kilogrammes, que K est égal à o.3o, ce qui correspond à s3 p. 100 sur le poids total du pont, en rîvures et en accessoires ; le poids <2^ du mètre cube de fer est pris égal à 7 800 kilo-
^grammes; enfin, soit R = R' = R''=6oooooo, et H' = H"=H.
•Dans la réalité. H' et H'' sont toujours un peu moindres que H; prendre H pour H' revient donc à admettre pour limite de la pression et de la tension dans les longerons une charge un peu supérieure à 6 kilogrammes par millimètre carré. De même on peut confondre H avec H" en altérant légèrement la limite R''. Posons pour abréger
^ = ÂB-^i^ + «'
nous aurons la formule simplifiée
tl V
OU, en introduisant les valeurs numériques de jd"", R, K et «s^,
V varie avec la portée / et avec le rapport ^ 5^^ ^st le surbaisse-
ment de l^ poutre. Si on laisse j constant, Y s'évanouit pour /=o;
alors p'= 0. Les diverses courbes dont les ordonnées représentent, pour une même valeur du surbaissement, le poids y en fonction de la portée /, passent donc toutes par l'origine. On voit de plus qu'elles
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ont une asymptote verticale pour la valeur de / qui rend V égal à
H 591,716. Soit m le surbaissement y, on aura
^=(îlï+l+->.
et par suite, la valeur de / qui rend p' infini est égale à
On trouve par cette formule :
Pour w = i l' = 262-,98,
Ce sont les limites extrêmes des portées des ponts à treillis pour un surbaissement donné.
La formule indique encore, pour une portée déterminée, le surbaissement qui rend p' minimum. Le minimum de p' correspond au minimum de Y, lequel correspond, lorsque / reste constant, au mi-
nimum de la somme — r — h ^t ouk
surbaissement compris entre t et ^. Il est indépendant de la portée.
Cette haute valeur de surbsdssement n'est pas admissible en général dans la pratique.
Pour m = o. 1 82 , la valeur infinie de p' correspond à / = 32 2". 5o,
limite théorique absolue de la portée des poutres droites à treillis, dans les conditions où nous les avons supposées.
L'épure de la planche V donne le poids par mètre courant de simple voie d'une poutre à treillis pour chemin de fer, pour trois
surbaissements usuels, ?, — et — , les portées variant de zéro à
100 mètres. Les courbes ne sont proprement applicables qu'aux portées supérieures à 3o mètres, parce qu'au-dessous, le poids ;>' doit être augmenté : cette augmentation revient du reste à multiplier les ordonnées des courbes par un facteur proportionnel à la nouvelle valeur de p'\
Le tableau suivant indique sous une autre forme les poids par mètre courant des poutres à treillis de 3o, 5o, 70 et 100 mètres pour les divers surbaissements adoptés.
SmunSEMElIT
PORTÉE
30 mètres.
p' = 480 kilog.
p' = 607 kllogr.
p'= 706 kilogr.
50 mètres.
p' = 939 kilogr.
p'= 1126 kilogr.
p' = 1388 kilogr.
70 mètres.
p'=14Sl kilogr.
p'=l779kllogr.
p'=2169kilogr.
140 mètres.
;>'=24S0 kilogr.
p'sSlSSUIogr.
p'=4000kUogr.
372. Remarques. Dans un pont pour chemin de fer, dès que la portée dépasse 3o mètres, la surcharge accidentelle p^ est constante, tandis que le poids propre jd,, surcharge permanente comprise, s'accroît à mesure que / augmente. Il arrive, dans les trèsgrandes portées, que p^ surpasse p^ : les efforts-limites R, R', R' sont atteints dans le métal pour la charge />,+j9^; les efforts
maximum développés dans le métal lorsqu'il n'y a aucune surcharge, seront donc respectivement égaux à
-^xR, — ^xR', — ^xR", Pi+Pa Pi + Pi Pi +P2
et ces efforts s'exercent d'une manière permanente, car ils proviennent uniquement du poids propre du pont. Il est donc nécessaire, pour que la durée de la construction soit assurée, que ces efforts réduits soient inférieurs à la limite de la résistance constante du métal (S 29,1°) ; on peut admettre que cette limite est, pour le fer, égale à 4 kilogrammes. Il faut donc s'assurer, après avoir fait tous
les calculs, que les produits par — ^ — des limites R, R', R'^ sont
inférieurs à à kilogrammes. Jusqu'à 100 mètres de portée, p^ ne
dépasse guère p, , et — ^ — est au plus égal à - : cette condition
est donc en général satisfaite; mais au delà de 100 mètres, il n'en est plus toujours de même, d'autant plus que pour des portées aussi
grandes, le rapport j est nécessau:ement assez petit, ce qui augmente
la valeur de/?,.
373. Notre formule donne des poids moindres que ceux que l'on adopte habituellemeùt : un tel résultat était facile à prévoir. Pour établir cette équation, nous avons supposé que le métal subissait en tout point un effort voisin du maximum : nous avons dû, par conséquent, obtenir le poids minimum correspondant aux limites de charge.
On remarquera, en même temps, que la formule peut donner des poids p' aussi grands qu'on voudra; il suffit pom* cela de réduire les limites R, R', R'". Le poids p' croît à mesure que ces limites diminuent, et la formule a toujours l'avantage de faire connaître le poids propre qui correspond aux limites données, et la décomposition précise de ce poids en quatre parties : bandes horizontales, paroi verticale, parties portant sur les appuis, et enfin accessoires.
RECHERCHE DU POIDS PROPRE d'uNE POOTRE A TREILLIS
DE n TRAVÉES.
37 A. ProposoDs-nous de résoudre le même problème pour une poutre dé plusieurs travées.
La portée totale L de la poutre se partage en deux travées de rive de longueur égale à Z', et n — 9 travées centrales, de longueur /, de sorte qu'on a
Nous supposerons, dans ce qui suit, que la poutre est équilibrée (S 1 97) * <^ ^i suppose que la longueur l soit environ les ^ de la
longueur /; de plus, nous calculerons le poids propre en supposant une charge uniformément répartie dans toute l'étendue de la portée. Appelons p' le poids propre par mètre courant, p" le poids de la surcharge ; la charge totale p sera égale à p' + p'\
i"" Volume des bandes. Les moments fléchissants sur les appuis seront, d'après notre hypothèse, tous égaux à — />/*; les moments
fléchissants au milieu des travées centrales seront -7 0/'; ils seront
nuls au cinquième et aux quatre cinquièmes de chaque portée. La
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en conservant à H' et R la signification qu'ils avaient dans le problème précédent. 11 faut y ajouter le volume de la bande en dehors des points d'inflexion. Or le moment fléchissant varie dans Tun de ces deux tronçons de o
à ^; il est, en moyenne, égal à 2-, pour ** une longueur égale à ^ 5 ^® volume cor-
respondant est donc
ce qui fait pour les deux tronçons pareils
le volume total de la bande est ainsi évalué à
4 ^ 24 P^ ^ 5 ^ ^ ^ ^ 24 ^ 5 _ 17 pi*
e( poiu* les deux bandes à
Comme le calcul que nous faisons n'a pas une exactitude bien rigoureuse, il n'y a pas dlnconvénient à augmenter un peu ce poids; nous ajouterons donc une unité au numérateur du coefficient, ce qui
donnera — r-, fraction réductible à 7-. Le volume des deux bandes- 240 40
dans une travée centrale, sera donc pour nous :
3 pi* 40 H'R'
Faisons le même calcul pour une travée de rive. Le moment flé- Fig. 3io. chissant sur la pile où a lieu l'encastrement
est ^ pP ; le point d'inflexion est au quart de la portée /'• Enfin, le moment fléchissant maximum est -^ TpP (S gS) . Le volume d une bande sera
et pour les deux bandes
ou, en forçant le numérateur de i5 unités,
1 yV^ 8 H'R*
Le volume total des bandes de la poutra sera donc égal au double de ô uTd 1 pour ^^ ^^^^ travées extrêmes, et à n -^ a fois le voluma
7~ uTîTi pou^ 1^3 travées centrales ; ce qui fait, en définitive s Z|0 il it
20 Volume du treillis. — Le volume du treillis pour les travées centrales est le même que pour une travée libre : il est donc exprimable par
Pour une travée de rive, l'effort tranchant varie de -^pP sur la cu-
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lée ^^pP sm- la pUe ; le poids du treillis est donc sensiblement proportionnel à
quantité qu'il convient de grossir un peu pour tenir compte de l'iné-
galité de distribution des charges: nous prendrons' donc — au lieu
de ^» ®^ '® volume du treillis sera représenté par
fo P''
Le volume total du treillis sera, en tenant compte du nombre de travées,
3 jfi , 5n— 10 „
3* Volume des parties qui portent sur les appuis. — Les sections horizontales des parties portant directement sur les appuis sont calculées de manière à y assurer une pression de R" kilogrammes par unité de surface, sous une charge égale à la réaction de l'appui. Or la somme des réactions de tous les appuis est égale au poids total de la poutre, ou à p X L ; la somme des sections est
donc STT» et le volume correspondant est^p^, . R R
La somme de ces trois volumes, multipliée par le coefficient i -|- R,
donne le volume total de la poutre, savoir,*- ; et on a Té-
quatiôn
P'L 4 ^ 40 . 5^ + T^^ LHM,.
Remplaçons p par p' + p", et résolvons par rapport à p'; il viendra une équation de la même forme que celle que nous avons obtenue pour les poutres d'une seule travée :
P' = rx — T^ .
la quantité V représentant la fonction suivante :
4 LH'R "^ LR' "*■ R'' '
Cette formule est plus complexe que celle des poutres à une seule travée, et comme elle ne' donne pas des résultats entièrement rigoureux, il est préférable en pratique d'employer la formule la plus simple, en prenant pour portée commune des travées successives la n'^"^ partie de la portée totale L.
COMPARAISON 09 DIVERS PROJETS DE PONfS DESTINÉS A FRANCHIR
LE MÊME DÉROUCHÉ.
375. Dans les calculs de l'établissement d'une poutre posée sur plus de deux appuis, on pourra donc, au lieu d'adopter un poids propre arbitrairement choisi, comme on le fait généralement, demander à la formule une valeur approximative du poids propre, comme s'il s'agissait d'une travée libre de même ouverture. Cette formule est surtout utile pour comparer les divers projets qu'on peut dresser pour un même passage.
Par exemple, un chemin de fer à deux voies doit franchir une rivière de 200 mètres de débouché total. On peut opérer ce passage, soit avec cinq travées de 4o mètres, soit avec quatre de 5o, soit avec trois de 66,66. On demande quelle est la plus économique de ces trois combinaisons. On suppose connu le prix f du kilogramme de
COMPARAISON DES DIVERSES SOLUTIONS
fer, pose et autres frais compris, et le prix F de construction d'une pile en rivière.
On calculera d*abord le poids par mètre courant des ponts à deux voies de 4o mètres, de 5o mètres et de 66",66 de portée; la surcharge à admettre est de 8000 kilogrammes, en confondant eo^ semble toutes les fermes.
La poutre de 4o mètres pourra avoir 6 mètres de hauteur, ce qui fait un surbaissement d'un huitième. La poutre de 5o mètres, avec la même hauteur de 5 mètres, sera surbaissée au dixième; enfin, la poutre de 66*^.66 aura une hauteur de 5"".5o, le douzième environ de sa portée.
Nous ferons ici
On trouvera les résultats suivants :
Poidi Poidi total
par mètre conrant. pour 100 mètret.
Portées de 40 mètres. .... 1,744 kil. . . • 348,800 klL
de 50 mètres S,7iSt . . . 542,400
de 66^66 4,968 . . . 993,600
Le prix de Touvrage, réduit à la partie métallique et aux piles en rivières, éléments qui seuls varient d'une solution à l'autre, sera donc
Dans le premier projet 348 800 x/+ 4F.
Dans le second 542400 x/+ 3 F.
Dans le troisième 993 600 x / + 2 F.
Boit, par exemple, f = o'.8o et F = 4o 000, on trouvera :
Pour le premier projet une dépense de. . . . 439040 fr.
Pour le second 553920
Pour le troisième 874880
Les données immédiates sont
La portée /,
La hauteur H, généralement comprise entre ^ et — ,
La surcharge p" par mètre courant de poutre, y compris le poids propre de la voie et du tablier.
Elle est égale à la surcharge par mètre courant de simple voie, si
les deux voies sont portées par deux fermes seulement, à la moitié si
elles le sont par quatre. Enfin, pour les ponts à trois fermes, on peut
supposer que p" se partage approximativement entre les trois fermes
de la manière suivante :
Pour chaque travée de rive, les - de la surcharge par mètre con-
rant de simple voie;
Pour la travée commune aux deux tabliers, les 7 de la même sur-
charge.
Cette répartition suppose que les pièces de pont, continues d'an tablier à l'autre, sont chargées uniformément.
En ce qui concerne la surcharge accidentelle, on la suppose habituellement, en France, de 4 000 kilogrammes au plus par mètre courant de simple voie, lorsque la portée excède 3o mètres; audessous de 3o mètres, la surcharge augmente à mesure que la portée diminue, de manière à devenir, pour les petits ponts de 4 mètres, égale à 8 000 kilogrammes.
Nous ferons ici p" = 2 000 kilogrammes, ce qui suppose deux fermes pour chaque voie, et une portée supérieure à 3o mètres.
D'UNE POUTRE A TREILLIS
On prend arbitrairement la longueur 6 de Tappui sur la culée; on prend aussi arbitrairement le nombre an de barres de treillis à la rencontre d'une même verticale. Ce nombre comprend n barres montantes et n barres descendantes. La suite du calcul fait voir si le nombre adopté conduit pour les barres à des sections admis* sibles (i).
Prenons pour limites des efforts :
6 kilogrammes par millimètre carré dans les bandes, 5 id. id. dans le treillis,
et 3 Vt id. id, sur les appuis.
On calculera p' au moyen de la formule du § Syo, en confondant H' et H'' avec H, et en donnant à K ime valeur de o,4o.
Les calculs à faire ensuite se réduisent à remplir le tableau suivant. Nous y avons inscrit les chiffres qui correspondent à une poutre de 6o mètres de portée, dont le poids propre a été trouvé, à l'aide de la formule, égal à io45 kilogrammes par mètre courant.
(I) Dans le calcal qui sait, nous ayons supposé que les réactions des appuis s'exercent à Taplomb même de la culée. On peut aussi, et cela semble préférable, prendre oim portée flcUve égale à / + ^t ce qui revient à supposer que les réacUons s'exercent au milieu des parties qui portent directement sur les appuis^
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Bandes horizontales au centre de la portée
Nous ayons troavé une section de 4^675 millimètres quarrés, colonne (8) ; on pourra la composer comme il suit :
mill. qn.
4 tôles de 1000 mîllim. de largeur sur 10 d*épaisseur 40000
2 cornières de 100 mîU. de branche et de 16 mill. d'épaiss. moyenne. 5 888
Section totale. . . 45888
On obtient sdnsi une section qui excède légèrement le minimum cherché. Des quatre tôles qui forment la section, une seule se prolonge dans toute l'étendue de la poutre ; la seconde, la troisième, la quatrième seront interrompues de manière à suivre sur l'épure le contour de la parabole des moments. On prolonge d'ailleurs chaque feuille nouvelle en dehors de ce contour de la quantité nécessaire pour couvrir et compenser les joints des feuilles précédemment posées. Tous les autres joints doivent être compensés par des couvrejoints spédaux.
Les trous de rivets affaiblissant les sections soumises à Textension, on compense quelquefois cet affaiblissement en donnant aux tôles qui doivent former ces sections un léger surcroît d'épaisseur-, ici l'on prendrait, par exemple, pour former la semelle inférieure de la poutre des tôles de 1 1 millimètres.
378. TreiUis. — Les limites des sections des barres du ti-eillis, colonnes 1 1^ et i a, sont
A Taplomb de la culée. 2576 millim. qu. '
Au milieu de la portée 644
De ces deux limites, la seconde est trop petite pour être admis-
ÉTABLISSEMENT D'UN TREILLIS
sible en pratique, et Ton ne s'inquiétera pas de la serrer de près. Il est convenable d'ailleurs d'arrondir par excès la première. Nous prendi*ons en définitive une section de
200 mill. X 15 mill. = 3000, à Taplomb de la culée, et de
200 mill. X 7 Vs = ^^00, au centre de la portée.
Il résultera de ces augmentations de section un accroissement du poids calculé du treillis.
Les barres seront partagées en un certain nombre de groupes, 4 par exemple, comprenant 4 grandeurs de sections.
On pourrait faire varier les deux dimensions des barres, épaissear et largeur; l'intervalle des barres d'axe en axe restant le même, le centre de la portée serait plus évidé que les extrémités.
I es cinq barres montantes et les cinq barres descendantes sont réparties à distances égales entre les deux cornières des tables. La distance verticale d'axe en axe de deux barres consécutives d'oD même système s'obtiendra donc en divisant par 5 la hauteur comprise entre les deux bandes, et comme le treillis est à 4^*9 le (fuotient indiquera aussi leur distance horizontale; divisant 6o mètres par cette distance, on aura le nombre de barres complètes d*un même système ; les barres plus courtes qui se logent dans les angles do treillis se réunissent deux par deux pour former une baLire complète.
La plus grande section est de 200 x ift
La plus petite «00x7*/,
.Les deux sections intermédiaires auront, par exemple, Tune. 200 x il L'autre 200x40
379. Parties partant sur les appuis. — Sur la culée, on doit trouver une section minimum de 26,100 millimètres quarrés, colonne i5. La longueur de la poutre sur son appui étant 750 milli-' mètres, colonne i5, on pourra y placer
RIVURES
* Billlm. qn,
2 tôles de 730 x 10 en prolongement de la paroi verticale
de la poutre, fournissant une section de 14600
2 tôles transversales de 300 x 10. ... 6 000
80 X 80 4 cornières de — r^ — , aux angles des tôles portant sur
les appuis 6 560
Total 27160
CALCUL DE L'ÉTABLISSEMErrr DES RIYURES.
380. Le rivet qui réunit deux feuilles de tôle peut être considéré, soit comme une broche que ces tôles, tirées en sens divers, tendent à , cisailler, soit comme un lien qui, serrant les tôles ensemble, produit un frottement qui ne leur permet pas de glisser Tune sur l'autre. Bien que, dans cette dernière hypothèse, la tension des fibres du rivet soit supérieure à la limite de la résistance du fer (i), la rivure n'est convenable que si un serrage énergique des tôles est efiectivement prodoit.
Deux feuilles de tôle, réunies ensemble par un rivet bien posé, ne commencent à glisser l'une sur l'autre que lorsque TeiTort exercé sur elles excède le produit de 1 5 kilogrammes par le nombre de millimètres carrés contenus dans la section du rivet. En général on établit les calculs de la rivure en adoptant pour limite de l'eflbrt auquel
(1) Le rivet^ au moment où II va être posé, a une température qui peut varier de 1000 à 1 100 degrés centigrades (couleur cerise], mais il perd en quelques instants cette haute température^ et quand la pose a lieu, on peut admettre que sa température n'est
plus que de 700 degrés (rouge sombre). Le fer se dilate^ pour 400 degrés^ de ---- de ses
dimensions linéaires; le rivet refroidi est donc dans les mêmes conditions qu'une tige .qui
aurait reçu un accroissement de longueur de —, ce qui correspondrait à une tension de
175 kilogrammes par millimètre carré, si la proportionnalité des allongements aux forces élait encore vraie pour cette haute valeur de rallongement relaUf. D'ailleurs les tftles s'cchauflfeot un peu aussi autour du rivet mis à chaud, et leur épaisseur augmente en conséquence, ce qui soulage d'autant le retrait du rivet. En réalité^ la tension du rivet est beaucoup moindre; mais la limite d'élasticité est dépassée, et le rivet se trouve placé dans des conditions de résistance toutes particulières.
elle doit résister unB charge de 5 kilogrammes par millimètre <^rré, ou le tiers de la charge qui produit le glissement. Cette limite de 5 kilogrammes convient également à l'hypothèse du cisaillement simple, de sorte que Ton peut admettre comme règle générale, toute théorie à part, qu'un rivet convenablement posé possède une résistance de 5 kilogrammes par millimètre carré de section.
Sans entrer dans ie détail de l'application de cette règle à divers cas particuliers, nous examinerons seulement la question suivante, qui se présente d'elle-même, lorsqu'on a à calculer les rivures d'une ferme métallique à treillis.
581. Mivure des cornières qui réunissent le treillis avec les lotigérons. — Deux méthodes peuvent être suivies pour détermina le nombre de rivets à poser sur une longueur donnée pour rattacher au longeron les cornières embrassant le treillis. L'une de ces méthodes consiste à remarquer qu'aux points d'insertion de deux barres qui se croisent, les cornières sont sollicitées par deux forces, l'une 2.?V« montante, l'autre descendante, toutes deux inclinées à 45'' sur la verticale; leur résultante est sensiblement horizontale, et tend à faire glisser la cornière sur le longeron. Les rivets doivent équilibrer cette tendance. Soit f la force qui agit dans une barre, en un point
donné de la portée; fXy/î sera la valeur de la résultante qui tend à produire le glissement ; le nombre de rivets à placer sur les cornières dans l'intervalle de deux barres consécutives doit donc être calculé de manière que la somme des aires' de ces rivets en miUi-
mètres carrés, multipliée par 5 kilogrammes, reproduise la force f ^%,
d'où résulte que la somme des aires doit être égale à ^^ .
On attribuera à <p pour ce calcul la valeur maximum que cette force puisse avoir, c'est-à-dire ©^ = ^r^ — > ou, puisque le treillis
ni /"q
est supposé à 45'', , . La somme des aires des rivets traversant la *^*^ an
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cornière à la jonction avec le longeron, pour un intervalle compris
entre deux barres parallèles consécutives, est donc égale à -^
millimètres carrés.
382. L'autre méthode s'applique aux ponts à treillis et aux ponts à poutre pleine. Elle résulte d'une interprétation de l'équation fondamentale (SS io3 et 56 1)
dM = Xdx.
Cette équation indique que reSbrt tranchant A, en un point quelconque de la poutre, est égal à la variation -j- du moment fléchissant en ce point rapportée à l'unité de longueur.
Or si l'on désigne par h la distance verticale comprise entre les cornières qui réunissent l'âme du double T aux deux semelles, et par / la force qui tend à faire glisser )a cornière le long de la semelle, rapportée à l'unité de longueur, on aura-^ =àf; car le mo-
ment hf du couple (/", — /") est ce qui s'ajoute par unité de longueur au moment M au point considéré. Donc A = A/, et par suile
f= j. Il suflit donc, pour calculer le nombre de rivets à placer par
mètre courant de cornière, de diviser l'effort tranchant parla distance verticale entre les cornières hautes et basses de la poutre, puis de diviser par 5 le résultat, et de chercher combien il faut de rivets d'un diamètre donné pour produire une section équivalente à ce quotient.
A La somme des aires des rivets par unité de longueur est tt- millimètres carrés.
Ces deux méthodes donnent le même résultat; en effet, la première
formule, — , s'applique à l'intervalle de deux barres consécutives, ion '^^ ^
ou à la longueur - , et par suite, rapportée à l'unité de longueur,
elle se réduit à
68i COMPARAISON DES DIVERS TYPES
\OnJ __ pi - iOh
expression identique à 7^, lorsqu'on attribue à A sa valeur maxi-
pi œum ^,
EXAMEN DES DIVERS TYPES DE POUTRES DROITES
383 . Les ponts à poutre droite n*exercent pas de poussée horizontale sur leurs appuis, du moins dans les températures moyennes ; les variations de température donnent lieu à des poussées qui restent toujours très-faibles, pourvu qu'on interpose entre la poutre et ses appuis des rouleaux ou des glissières laissant toute liberté à la dilatation du métal. On fixe seulement les poutres sur i*un de leurs appuis voisins du centre de leur longueur totale. Pour donner la même liberté à la voie, il suffit, à l'entrée et à la sortie du pont, de fendre en long chaque rail sur une petite longueur, et de laisser l'une des moitiés glisser le long de l'autre en suivant le mouvement général du tablier métallique.
Le montage des ponts à poutre droite peut se faire d'une inGnité de manières.
On peut construire le pont directement en place, en élevant d'abord un échafaudage analogue aux cintres des ponts en maçonnerie.
On peut construire les poutres à plat sur échafaudage, à côté de leur place défiDitive ; il ne reste plus alors qu'à les lever.
On peut les construire à plat sur chantier, les lever, et les ame* ner en place, soit en les roulant sur le remblai, soit en les faisant flotter.
On peut encore construire une poutre continue, et la pousser sur ses appuis au fur et à mesure de son avancement, et ^ème il est possible de faire servir la poutre à la construction de ses appuis successifs. C'est ce qu'on a fait au pont de Fribourg : la poutre continue était poussée jusqu'à ce qu'elle eût, sur le dernier appui posé, une saillie égale à la longueur d*une travée ; elle était raidie par des haubans, et servait d'appontement pour descendre les éléments de la colonne métallique qui devait former l'appui suivant
La forme de poutre droite laisse aux cours d'eau le plus grand débouché possible.
C'est la forme qui convient le mieux aux passages des fleuves pour lesquels les fondations sont difficiles ; les piles en rivières ne sont jamais sollicitées au renversement, ce qui convient particulièrement aux fondations tubulaires. Les eflets des tassements, s'il s'en produit, sont plus faciles à réparer que dans tout autre système.
Pour les petites portées, la poutre droite est de toutes les formes celle qui demande le moins d'épaisseur pour les tabliers. Aussi estelle employée de préférence à toute autre à la rencontre des voies qui se croisent, lorsqu'on n'a pas la liberté d'écarter leurs différents niveaux.
Enfin la poutie droite 'est entièrement indifférente au biais des ouvrages.
38A. Les ponts à poutre droite se prêtent à une multitude de dispositions particulières.
On peut placer le tablier i
1* Au bas des fermes;
8* A mi-hauteur des fermes;
S"" Au haut des fermes.
1* Quand le tablier est en bas des fermes, il est soutenu par des pièces transversales appelées pièces de pont- Si la ferme n'a quune
POSITION
faible hauteur, elle forme garde-corps de chaque côté du tablier; mais cette disposition n'est admissible que pour les hauteurs libres trèslimitées. Au delà d'une certaine hauteur, la poutre doit être contreventée par le haut, ce qui suppose une hauteur totale assez grande pour qu'on puisse entretoiser les deux fermes conjuguées par-dessus la voie.
Quelques constructeurs attachent les pièces de pont au-dessous de la semelle inférieure des fermes. Cette méthode est peu rationnelle, car il est avantageux de donner à la ferme toute la hauteur disponible.
Les ponts pour chemin de fer ont en général deux voies. Tantôt on les réunit sur un tablier unique, en les plaçant toutes deux sur les mêmes pièces de pont. La pièce de pont a dans ce cas une longueur de 7 à 8 mètres, et une hauteur de 0^,70 au minimum. Cette grande longueur donne de l'élasticité à la pièce de pont. La disposition que nous décrivons présente en outre plusieurs avantages. D'abord elle permet de prolonger en ligne droite les deux voies aux abords des ponts; elle conduit de plus à une économie de métal. Un pont de chemin de fer est rarement soumis dans l'exploitation à une surcharge totale sur les deux voies à la fois. En général, une seule voie est chargée intégralement, l'autre restant vide. La surcharge se .répartit alors inégalement entre les deux fermes qui supportent le tablier, et la totalité du métal contribue toujours à supporter ce poids additionnel. Il n'en est pas de même pour un pont à deux tabliers indépendants, le passage d'un train sur une voie n'utilisant en rien l'élasticité de l'autre voie. Par cette raison, on pourrait sans danger réduire d'un tiers environ les surcharges admises pour une voie unique, quand on les applique aux tabliers à double voie. Il est vrai que, par contre, les pièces de ponts sont plus longues que pour une simple voie, et sont aussi plus lourdes. Dn autre avantage des ponts qui ont deux voies sur un même tablier, c'est qu'ils ont une grande largeur transversale, ce qui permet d'augmenter leur hauteur en proportion.
Les ponts à tabliers indépendants ont des pièces de pont de ^""fib environ de portée. L'entre- voie est plus grande sur le pont qu'aux
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abords, et par suite les voies doivent s'éca|*ter pour entrer chacune sur le tablier qu'on lui destine, puis se rapprocher après qu'elles en sont sorties, ce qui fait deux courbes à inflexion. Ce système demande un peu plus de métal que le système à tablier unique ; mais il a l'avantage de faciliter l'entretien du pont, et de permettre l'ajournement de la construction d'une moitié de l'ouvrage.
La disposition mixte qui consiste à avoir trois fermes, dont Tin-
termédiaire soutient à la fois les deux tabliers , a les inconvénients des ponts à deux tabliers séparés, en ce qui concerne la déviation des voies aux abords ; elle est moins économique que le système à tablier unique ; elle ne donne ni la possibilité d'ajourner une partie de la construction , ni aucune facilité pour l'entretien. EnGn elle ne parait présenter aucun avantage.
2* La position de la voie à mi-hauteur des feimes permet d'entretoiser les fermes par-dessous le tablier ; le haut des fermes s'élève en garde-corps au-dessus des rails. Telle est la coupe du pont de Langon , sur la Garonne. On pense qu'elle a pour effet de réduire, lors du passage des trains, la communication des vibrations dans le métal des fermes.
3*" Lorsque la voie est en haut des fermes, on peut, ou bien supprimer les pièces de pont , et faire porter directement chaque rail sur une ferme ; les accotements doivent alors être en encorbellement sur les fermes extérieures *, on les soutient par des bras qui aboutissent au garde-corps ;
Ou bien donner aux fermes un espacement un peu différent de celui des rails , et poser les voies sur de petites poutrelles en fer à double T, prolongées de manière à comprendre aussi la largeur de l'accotement. On obtient par là plus d'élasticité dans le tablier, en perdant, il est vrai, un peu de hauteur pour les fermes.
Enfin lorsque, par une raison quelconque, on ne peut employer que deux fermes pour soutenir. les deux voies, ce qui a lieu, par exemple , quand les fermes doivent reposer sur deux colonnes métalliques, on les réunit par en haut au moyen d'une véritable pièce de pont.
Dans tous les cas, on n'est jamais embarrassé pour les entretoise-
HAUTEUR DE LA POUTRE DROITE
385. Dans certains ponts à poutre droite, la hauteur de la poutre n'est pas la même en tous les points de la portée; elle est maximum au milieu, et elle se réduit à quelques centimètres sur les appuis. On en voit un exemple remarquable dans le pont construit à Athlone, sur le Shannon, pour le passage de la ligne de Dublin à Galway. Mais cette disposition est loin d'être entièrement satisfaisante, et Ton peut y faire plusieurs objections.
La forme extérieure parabolique^ qu'on a l'habitude de donner aux pièces de fonte, telles que balanciers de machine à vapeur, bielles, jambes de force, etc., n'est pas aussi convenable dans les constructions en tôle, ainsi que nous l'avons déjà fait observer (g 1 44) ; en effet, il est préférable, quand on emploie le fer laminé, d'obtenir Tégalité de résistance en faisant varier, d'une section à Fautre, l'épaisseur ou le nombre des tôles assemblées. La hauteur de h section est un des éléments principaux de la résistance; généralement, plus elle est grande, plus elle permet d'économiser de matière, et ce principe s'applique à toutes les sections de la poutre, à celles qui sont voisines des culées comme à celles qui sont au centre de la portée. Il y a donc un avantage assuré à donner partout à la poutre toute la hauteur qu'elle peut avoir, sauf à réduire les épaisseurs en proportion des efforts que chaque point des diverses sections doit subir.
La forme parabolique pour le dessus des poutres droites a de plus le double inconvénient de restreindre à une faible longueur la région où il est possible d'entretoiser les fermes par le haut, et d'exiger que les fermes soient coupées sur tous les appuis ( i ) . Au point de vue de
(1) La forme qae nous avons indiquée § 237 évite cet inconvénient.
DE LA POUTRE
Téconomie , elle est donc très-inférieure à la forme de poutre droite continue à plusieurs travées.
La poutre tubulaire qui franchit le détroit de Menai n'a pas en tous points la même hauteur. L'arête supérieure de cette poutre dessine une parabole dont le sommet se trouve au-dessus de l'appui central. La hauteur excède à peine 7 mètres aux deux bouts du pont» et dépasse 9 mètres au milieu. Cette altération n'a eu d'autre objet que de donner au pont un aspect un peu plus satisfaisant.
En définitive, la forme la plus convenable pour une poutre droite est celle qui donne à la poutre une hauteur uniforme. Cette hauteur varie généralement du huitième au douzième de la portée; en moyenne on peut prendre le dixième. Dans les cas où Ton est gêné par des conditions particulières, on descend au-dessous du rapport du douzième, mais alors les flèches prises par la poutre tendent à devenir de plus en plus grandes.
La hauteur ne doit pas excéder une fois et demie environ la largeur du pont (§ 365) , de sorte que les ponts à un seul tablier pour les deux voies, dont la largeur hors œuvre atteint 9 mètres, permettent de donner aux poutres une hauteur de 1 3 à i4 mètres, tandis que les ponts à tabliers indépendants , qui n'ont quelquefois que 6 mètres de large, reçoivent des hauteurs de 9 mètres au maximum.
Enfin, si la voie est au bas des fermes, il faut compter de o",6o à o",8o pour l'épaisseur du tablier, et si on limite à i'",70 la hauteur libre de la poutre en garde-corps, on voit que le maximum de la portée qu'on peut franchir sans contreventement supériem* serait, avec la proportion du dixième, égal à
(0.80 + i .70) X 10 ou à 25 mètres.
Au delà il faudrait un contreventement supérieur, lequel devrait être situé à 4'"95o environ au-dessus du plan des rails; ajoutant o'",3o pour épaisseur de ce contreventement, on a pour hauteur totale, au minimum,
ce qui correspond à une portée inoyenne de 5,6ox 1 o, ou de 56 mètres.
POUTRES PLEINES
Ces limites n*ont rien d'absolu, puisque l'épaisseur du tablier, celle du contreventement et le rapport de la hauteur à la portée, sont des éléments très-variables d*un pont à l'autre. Elles montrent pourtant que les portées comprises entre ii5 ejt 5o mètres sont peu pommodes pour la construction de ponts avec voie au bas des fermes.
POUTRES PLEINES ET TREILLIS DES DIVERS SYSTÈMES
38(5. Les ponts à poutre droite sont à poutre pleine ou à treillis.
Nous avons déjà comparé ces deux systèmes au point de vue de l'économie du métal (§ 667) . Nous avons reconnu qu'à égalité de résistance, la poutre pleine est, en général, plus économique que le treillis.
Le vrai défaut de la poutre pleine, pour les grands ouvrages, est l'aspect même de l'ouvrage.
Le treillis peut être à mailles serrées ou à mailles lâches ; il peut être à barres plates ou à barres de forme plus étudiée ; il peut être simple ou double.
L'avantage qu'on trouve à serrer les mailles d'un treillis est de réduire le poids des barres prises individuellement. On est quelquefois amené, quand la maille est lâche, à donner aux barres un poids supérieur à la limite du poids de métal qu'on peut manier au laminoir. On est alors forcé de diviser la barre dans le sens de la longueur, ce qui revient à augmenter le nombre total des baiTes. 11 y a aussi moins de discontinuité dans la transmission des efforts quand le treillis est serré que quand les barres sont très-écartées. Par contre la raideur des pièces augmente avec leurs dimensions, lesquelles sont d'autant plus grandes que le nombre des barres est plus petit.
DISGUSSIOM d'une OBJECTION CONTRE LES POUTRES A TREILLIS
A BARRES PLATES
387. Les barres qui constituent un treillis simple ont en général un assez faible équarrissage ; parmi ces barres, les unes sont étendues, les
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comprimées; aussi certains ingénieurs regardent-ils ces der^ barres comme placées dans des conditions trës-déiavorablefi itance,et proposent-ils de les remplacer par des cornières, . fers à T, par des rails Barlow, présentant des dimensions s plus grandes dans tous les sens, ou bien de proscrire d'une s absolue les treillis simples, Laitice^ pour y substituer les doubles, Bracedy où les barres comprimées sont elles-mêmes ;es à treillis, offrant de la résistance aux flexions latérales, contester l'efficacité de ces moyens, qui ajoutent assurément deur de la poutre, il est aisé de reconnaître que l'objection X ponts à treillis simple n'a pas toute la valeur qu'on peut ité de lui attribuer.
elons ici (§ i ig) que, E désignant le coefficient d'élasticité de ère qui compose une pièce comprimée par ses abouts, I le s moment d'inertie de la section transversale de la pièce par ;à toute droite menée dans son plan par son centre de gravité, enfin la longueur libre de la pièce, le calcul indique pour vala force ^ qui produit une flexion, l'expressiou
quelle te est le rapport de la circonférence au diamètre, et K er quelconque, de sorte que la moindre valeur de f eorreela moindre valeur de K, ou à K égal à l'unité ; la pièce M . donc pas sous l'action d'une force
EI
posé, soient b la largeur et a l'épaisseur d'une barre de treillis soit la longueur libre ; on aura
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-' est la pression moyenne par unité de section dans la barre. Si Ton
adopte pour limite de cette pression 5 kilogrammes par millimètre
qùarré, Te maximum de -^ sera 5 ooo ooo, et remplaçant ir et E
par \w^. valeurs 3.î4 et 2 x 10^^, on voit qu'il suffitt pour que la flexion ne tende pas à se produire, que Ton ait
ou, en effectuant les opérations ^
: Cette inégalité donne une limite inférieure de la moindre dimeO'* sion de la barre comprimée en fonction de la longuem* L. Reste à savoir €Ç que c'est que la longueur L. Si les deux systèmes de barrer n'étaient pas rivés l'un à l'autre à cliaque intersection commune, L serait la longueur de la portion de labarrequi reste libœ enti-e deux montants verticaux consécutifs ; en appelant L' la distance horizontale entre ces montants, le treillis étant supposé à ^b\ on aurait
L =^h' v^ = L X i.4i • En général les montants verticaux sont égalemeutespacés dans la longueur de la ferme et tombent à l'aplomb des pièces dç pont, quand il y en a ; de sorte que L' est au plus égii à 2°'.5o; doric L est au plus égal à S^'.Ssâ.
Le calcul conduirait donc pour a aune limite inférieure de o'^^oâQ, épaîssem* évidemment exagérée.
Ce résultat est inadmissible pour une barre plate, mais nous y avons été conduits par une pure hypothèse, car larivure d'une bâfre comprimée avec toutes les barres qu'elle rencontre influe évidemment sur la résistance de cette barre à la flexion latérale, et réduit la longueur libre L à une faible fraction du maximum que nous avons adopté dans le calcul ; si L est seulement réduit au quart de sa va* leur, la limite inférieure de a tombe immédiatement à o^.oiô. Pour que cette réduction soit possible, il sufiit qu'un certain nombre de
CONTRE LES TREILLIS SIMPLES
points équidistants restent fixes dans la barre, sans même qu'ils soient appelés à exercer un effort appréciable (§ 121).
D'ailleurs les barres du treillis ne sont pas assimilables à des pièces dont les deux extrémités sont libres de fûre un angle quelconque avec la droite qui les joint Tune à l'autre, et suivant laquelle s'exerce Tefforc de compression. Elles sont comme encastrées par leur rivure avec les pièces qui les rattachent aux bandes horizontales et à la paroi verticale à l'aplomb de la culée ; les montants verticaux oiaintiennent encore ces barres en divers points de leur longueur; de sorte que l'application du calcul est attaquable à ce nouveau point de vue, et doit conduire à des résultats trop élevés.
Enfin les deux systèmes de barres, rivés l'un à l'autre, forment en réalité un système unique, et ce qui se passe dans l'un d'eux a sur l'autre une influence nécessaire. Admettons pour un instant une flexion dans les barres comprimées ; cette flexion ne peut se produire qu'en entraînant une flexion pareille dans les barres étendues ; or la flexion des barres étendues ne peut avoir lieu sans une augmentation du degré d'extension de ces barres, car nous devons admettre que les montants verticaux de la poutre s'opposent à toute variation de hauteur de la ferme (1). Ainsi le résultat nécessaire d'une flexion latérale du treillis, c'est l'augmentation des tensions dans toutes les barres du système étendu. Mais il y a toujours dans chaque section transversale de la poutre tendance vers l'équilibre entre Teffort tranchant, les tensions des barres étendues et les compressions des barres comprimées ; si donc les tensions augmentent, comme l'effort tranchant reste toujours le même, et que d'ailleurs les directions des
(1) Les monlanti verticaux sont aartoat trèi-uUles pour les ponts où la rôle est au bas des fermes. Les constracteura qui donnent de la raideur aux barres du treillis suppriment du même coup les montants Terticaux ; mais alors la répartition des efforts extérienra entre les dJ?erses barres de treillis n*est plus assurée d'une manière ausfi égale; car la charge ne se transmet du tablier aux fermes qu'aux points d'attache de chaque pièce de pont; elle s'exerce donc d^abord sur les barres de treillis qui aboutissent au droit des pièces de pont^ et se transmet fort indirectement aux barres intermédiaires; il n'en est plus de même si la paroi évidée est renforcée par des montants ?erticaux^ rattachant pour ainsi dire chaque pièce de pont à toutes les barres issues des inter- Tilles compris entre les pièces Yolsines.
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forces ne subissent aucun changement appréciable, il faut bien que les compressions diminuent, c'est-à-dire que la flexion latérale diminue elle-même. La flexion, si elle est possible, est ainsi essentiellement limitée, puisque, dès qu'elle commence, l'excès de tension qui se développe dans les barres étendues vient soulager les barres comprimées, et prévient, par suite, l'augmentation de la flexion.
L'objection faite aux barres plates ne tient pas compte, en résumé, de la solidarité des deux systèmes de barres du treillis: la rivure des barres qui se croisent suflirait pour la combattre. L'expérience, da reste, prouve que, dans les conditions ordinaires, les déviations lar térales du treillis, s'il y en a, sont renfermées dans des limites extrêmement étroites. Les treillis sont souvent composés de barres qui s'infléchissent pour passer de part et d'autre de la feuille qui les rattache aux tables horizontales. Ce tracé est peu favorable, puisque la compression des barres d'un système tend à les courber davantage, tandis que l'extension des barres de l'autre système tend à les redresser ; mais le seul inconvénient qui en résulte pour la stabilité du pont, est la nécessité où l'on se trouve de i-enforcer les rivets qui unissent les deux systèmes. La résistance de la ferme n'en reçoit ancune espèce d'atteinte. Nous pensons donc que la substitution des fers à T, de cornières, ou de rails Barlow aux barres plates d'un treillis lattice, n*est pas indispensable. Le treillis double, autre solution destinée à prévenir la flexion des barres, présente aussi un inconvénient assez grave, celui de la complication des assemblages. Uo treillis simple, raidi par des montants verticaux qu'on utilise d'ailleurs pour le coutreventement et l'entretoisemeut des fermes, et qui a r avantage de répartir avec une grande uniformité les efforts entre toutes les barres, est peut-être encore la solution la plus satisfais santé du problème des *ponts à grande portée, toutes les fois qu'on ne se résigne pas à l'emploi plus économique des ponts à poutre pleine.
Dans tous les cas, ce qu'il faut, c est ne pas demander aux barres un travail exagéré. Les ponts, comme on en voit, où la barre du treillis supporte plus de 6 kilogrammes par millimètre carré, et où
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elle est fixée par un seul rivet aux cornières des tables horizontales, sont exposés à des avaria qu'il était facile de prévoir d'avancé. Ajoutons que le ferraillement observé dans certains ponts à treillis, près des culées et près des piles, doit être attribué, non au système de treillis pris en lui-même, mais à l'oubli du calcul préalable d'un point essentiel, la résistance à l'écrasement dans les sections horizontales des parties portant directement sur les appuis ($ 370)* Dans plusieurs ouvrages insuffisamment étudiés, il a fallu compléter après coup, par l'addition d'armatures en fonte, l'ossature de la poutre sur ses appuis. L'avantage même des constructions en fer résulte de ce que tout peut y être calculé de telle sorte, qu'on arrive à proportionner partout la quantité de matière aux efforts que cette matièie aura à subir. Le système ainsi composé est voisin de l'équilibre strict ; il faut donc que tous les points y soient irsàiés avec un soin égal; autrement une insuffisance en un point particulier se trahit sur-le-champ par une déformation ou par un accident plus grave. Les économies sont admissibles quand elles sont réalisées par un emploi plus intelligent de la matière, mais non quand elles résultent de suppressions ou de réductions arbitraires dans des pièces qui toutes ont leur utilité.
S88. Lorsqu'on n'emploie pas les barres plates, on se sert pour les treillis de fers à T, ou de rails Barlow, ou enfin de barres en Û ; ce dernier type se rencontre en Autriche sur le réseau de la compagnie des chemins de fer de l'État. Les barres des deux systèmes sont rivées à la jonction des semelles plates qui s'appliquent l'une contre Tautre, et la partie cylindrique de l'Û leur donne de la raideur dans tous les sens. L'aspect des ponts construits dans ce système est très-satisfaisant, grâce aux jeux d'ombre et de lumière produits par les saillies des parties courbes du treillis. La poutre n'a pas de montants verticaux, puisqu'ils seraient inutiles pour la raidir. Daos la plupart des ponts construits sur ce réseau, les barres du treillis sont inclinées à 45* sur la verticale au centre de la portée, et se redressent graduellement jusqu'à 85* près des appuis. La maille n'est carrée qu'au milieu de la poutre, et forme une suite de losanges de plus en plus aigus, à mesure qu'on approche des deux bouts de la
DEDOUBLEMENT DE LÀ PAROI
travée. Cette disposition est critiquable, aussi bien que celle qui consiste à faire varier la hauteur d'une poutre d'un point à Tautre de sa longueur; car, le minimum du poids du treillis correspondant à une inclinaison de ii5* dans toute section, la variation de Taugle des barres avec la verticale ne saurait être économique. Elle peut conduire, il est vrai, à adopter dans tout le pont un même modèle de barres ; mais, outre qu'elle donne un excès de poids, elle nuit à l'aspect de la poutre. De loin, Y œil cherche dans ces treillis une surface cylindrique découpée diagonalement en carrés égaux, qui se présenteraient en vraie grandeur au centre de la poutre, et en raccourci vers les extrémités.
Les fers spéciaux se prêtent plus diflicilèment que les fers plats aux variations des sections. Ils ont aussi l'inconvénient de toutes les formes exceptionnelles : la fabrication en est plus difficile, le prix dé revient plus élevé, la pose plus délicate.
889. Le treillis, comme nous l'avons vu, peut être double ou simple; le treillis double est le système qui assure aux fermes la plus grande rigidité. L'âme de la ferme est dédoublée, et ses deux parois parallèles sont entretoisées l'une avec l'autre, barre comprimée à barre comprimée, par une série d'éléments qui en découpent Tintervalleen triangles à peu près équilatéraux. Ce système a été appliqué au pont de Drogheda, sur la Boyne, en Irlande, et à un grand nombre d'autres ouvrages.
Un système mixte de treillis double consiste à entretoiser les Fig. 321. deux âmes en treillis plat d'une même
ferme, par un double T vertical, placé à l'aplomb des pièces de pont suc* cessives.
Le seul inconvénient de ces divers systèmes est la complication des tracés et les sujétions du montage.
Les ponts à poutre pleine peuvent aussi recevoir une âme double. On est quelquefois conduit à ce dédoublement par rinsufiisance de la hauteur libre de la poutre. 11 faut alors séparer en deux la table supérieure. Cette solution a été adoptée pour le pont du Taglia-
PLEINE OU EN TREILLIS
mento, sur le chemio de fer qui rattache la ligne de X^^nne à Trieste : Pig. 323. à la ligne de Venise à* Vérone* On n'ayait là ; qu'ui^e
faible hauteur disponible entre le plan des rails^^t le niveau des hautes eaux. Le rail est noyé entre deux poutres jumellest dont les parois verticales se réunissent en bas & une semelle commune. Des cloisons placées de distance en distance entretoisent «^ deu< parois. On ne s'est résigné à cette disposition peu
n»^#fi
commode, qu'à cause de l'insuffisance de la hauteur des firmes.
ÈQUIL1BA£ D£S POUTRES AHÉBIGAIMES.
390. Les divers systèmes des poutres américaibes sont classés en sept catégories principales dans le rapport de missiop de M. Ma* lézieux aux États-Unis (1870).
• Le premier type est celui du treillis simple, formé par la juxti4>o- ^tion des triangles égaux; nous avons donné (%% 353 etsuiv.) la théorie de la répartition des pressions et des tensions dans un tel système«
Les six autres types, ont un caractère commun : celui cTéviter quune même pièce soit appelée successivement à travailler à t extension^ puis à la compression. Les ingénieurs américains paraissent attacher une grande importance à cette condition; nous en avons iious-mème signalé plusieurs fois l'utilité (§ 900). Il ne faut pourtant rien exagérer. Au point de vue théorique, il n'y a pas de différence appréciable entre une réduction d'qffort de 6 kilogrammes à 2 par millimètre carré, la pièce travûllànt dans le même sens, et une variation de s kilogrammes à la traction à 3 kilogrammes à la compression. Tout ce qu'on peut raisonnablement exiger, c'est que les pièces appelées à travailler dans les deux sens soient soumises à un moindre effort que les autres ; telle est la règle qu'on suit dans les machines à vapr^ur pour les tiges des pistons, qui peuvent développer sans inconvénient des poussées et des trkctions alternatives. Observons d'ailleurs que la loi de (ionti-
nuité étant toujours sensiblement suivie dans un ouvrage bien construitf les pièces qui travaillent alternativement à l'extension et à la compression sont situées dans les régions voisines des points où les efforts changent de signe en passant par zéro ; il en résulte que les nécessités de la construction appellent forcément dans ces régions un certain excès de matière^ et que les pièces se trouvent ainsi naturellement nourries à la demande du travail alternatif quon leur impose.
L'adoption de la règle américaine conduit, dans certains cas, i des systèmes dont les organes ne travaillent pas tous à la fois : pour une position donnée des cliarges» une partie des pièces est réduite à l'état parasite, et ne contribue en rien à les éqifilibrer. Une telle pièce passe subitement de l'effort total à zéro, variation qui n'est pas sans inconvénient pour la conservation de la pièce et de ses assemblages.
391 • Les six classes que nous avons annoncées sont : 1"* Le système Fink, ou poutre à poinçons, analogue à l'arbalétrier de la charpente Polonceau ;
Flg. tu.
Tablier npèrknr (1)eck bridge).
2* Le système BoUmann ;
Fig. 815.
TablUr inférieur (throngh bridge).
5^ Le système Howe ou Jones*;
Fig. 326.
W" Le système Murphy Whipple ;
Fig. S%7.
f>-îv^rs<cr^;
t^_;Nii'-^__\jL'_
d"" Le système Lioville:
FIg. 3t8.
6* le système Posl.
Daos ces diagrammes, les traits simples indiquent les pièces étendues, les traits doubles les pièces comprimées, les traits ponctués les pièces qui ne supportent aucun effort dans l'hypothèse d'une répartition égale de ses surcharges, mais qui peuvent être appelées à développer des efforts lorsque la surcharge se déplace.
Dans le dernier système, l'inclinaison des barres comprimées change de sens à partir du milieu de la travée.
6dj$ ÉQUILIBRE
Si Ton examine attentivement les quatre derniers systèmes, Qii«voit qu'ils appartiennent tous à un seul et même type, identique comme théorie à celui des poutres américaines en charpente de Howe, étudiées dans le chapitre suivant L'identité est complète pour le système n** 3 (Howe ou Jones). Le système p** A n'en difi^e que par l'échange des compressions et des extensions, et les formules de l'équilibre intérieur restent les mêmes. Le système Linville n'est que le système Murphy Whîpple doublé^ de la inènae manière qu'on peut doubler le système de Howe (§§ 397 et 4i4)» Rien n'empêcherait de le tripler, seulement on ne sait plus au juste, quand on superpose ainsi plusieurs systèmes simples, comment les chaînes se répartissent entre chacun des systèmes simples réunis dans le système total. Le système Post, enfin, est le système Linville modifié par l'inclinaison des poteaux verticaux : les procédés de calcul de cette poutre seraient encore les mêmes, sauf à tenir compte de cette inclinaison. Ces quatre types ne donnent donc pas lieu à une théorie nouvelle, et il nous suffit d'étudier les systèmes 1 et 2.
SYSTÈME FINK
392. Nous prendrons pour exemple une poutre à 8 entre-boulons, dont nous ne représenterons qu'une moitié sur la figure.
Soient P„ P,, P^.... P, les poids qui pèsent sur le tablier aux points 9, 5,..., 8 où viennent aboutir les poinçons. Lea tensions des deux tendeurs qui soutiennent le pied d'un mèmie poinçon sont égales, car elles équilibrent le poids de ce poinçon, grossi, s'il y a lieu, des composantes verticales des tensions qui s'exercent à son sommet. Les deux composantes sont égales, parce qu'elles font des angles égaux avec la résultante*
On aura donc 2T,cosa= p^,
2T, cos P = P, + (T, + Tv) COS a,
îT^COSarr Pp
2T5 COS Y = P, + (T, + TJ cos p + (T^ + T.) cos«, 2Te cos a = P„
2T7 cos p = P- + Je + Tg) cos 3.
2Tg cos a = Pg,
De ces équations, on tire
' 2cos0c'
*"" 2cosa'
*'-"2cosp v»"^"^~;' •~"2cos?V ' 2 y
La compression du longeron supérieur est :
delkS TjSina + TjSinp + TjSinY,
au point 3 TjSinP + TjSinY,
de 3 a 5 TjSin^ + T-sinY + T4sina,
au point 5 TjSiriY,
et ainsi de suite.
Les compressions des poinçons sont :
au point 2 P,,
en d'autres termes, ce sont les valeurs des premiers membres des équations d'équilibre posées ci-dessus.
Appliquons ces formules à une poutre à 8 entre-boulons» les poin çons étant chargés chacun d'un poids égal à l'unité. Les com pressions des poinçons et les tensions des tiges obliques sont in scrites sur la figure suivante. Le double trait indique une pièce com primée; le trait simple une pièce étendue.
Compressions dans le longeron supérieur :
î^+tangp + 2langT,
de i à 3 ....
au point 3 tang^ + âtangy,
de 3 à 5 langp + 2tangY + ^^^,
au point 5 Slangy.
Le système Fink se prête, par un simple renversement, à la solution inverse, qui amène le tablier à la partie inférieure; les barres obliques travaillent alors à la compression, à la façon des arbalétriers, et les veiticales à l'extension.
Pig. 33t.
Enfin rien n'empêche de placer le tablier en bas du système te que nous l'avons décrit d'abord, et de multiplier le nombredes entreboulons.
SYSTÈME BOLLMANN.
39S. Le système Bollmann a une certaine analogie avec les Bowstringsde BruneL Les tensions développées dans l'ouvrage, reportées
toutes aux points A et B, sont équilibrés parriDtermédiaired'une pièce comprimée AB. Seulement chaque point G du tablier est soutenu in-
Fig. 333.
dividuellement par le système des deux tendeurs AG, BG, qui viennent s'y réunir.
T et T étant les tensions de chacun de ces tendeurs, et P le poids qui pèse en G sur le tablier, on aura
sin(a + P)' sin(« + p)'
en appelant a et p les angles des tendeurs avec la verticale. La compression Q de la pièce supérieure sera égale à
rx ^ '^ ^f - a PsînasînS Q = T sina= T'sin?= — r— ^ — -gf .
^ "^ sin (a H- P)
Il y a un certain intérêt à rendre vertical le tassement subi par le point C, par suite des allongements des tendeurs. Cette considération conduit à la détermination du rapport des sections des pièces
AG, GB
L'allongement x de la première barre sous la tension T sera donné par la formule
PA sin p; „ Eci»x ,, .. TxAC 8in(*+P)co8«
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L'autre barre CB s'allonge de même de
Ecd' X C08 p sin (a + ^)
Ces allongements étant très-petits, et le point G restant sur la
verticale CD, les nouvelles positions des tendeurs seront des droites C'A, CB, qui feront avec la verticale des angles sensiblement égaux à a et ^. Abaissant CM, CN, perpendiculaires sur les directions AC, CB, on aura en CM, CN les allongements des tiges, et par suite
CM
CN
ce CCS a ce ces?
Psin^x A
Ëw X cosût X sin (* -f P) '
P sin g X A E«>»'xco8Px8in(a +
Divisons Tune par l'autre ces deux équations, il vient, pour dé-
terminer — , l'équation
cosa
sin 0 ci>' ces 3
ou bien
CCS P ta ces a sm a
tocos*a8ina = w'cos'Psin?.
DIAGRAMME D£ GLAPEYRON.
39Â. Clapeyron rendait compte de la distribution des efforts dans une poutie à treillis, en considérant successivement les deux diagrammes suivants, représentant chacun un système articulé propre
à soutenir un poids.
SI Ton superpose les deux diagrammes, on obtient le treillis ordinaire, où les barres obliques sont, les unes comprimées, les iiutres étendues, et où les efforts des barres verticales intermédiaires, égales
DES POUTRES ÂMEJftlCAINES.
Pig. 335.
Barres obliques comprimées.
Barrfs TOrti cales éteodiies.
z: Compreuioii.
H Extension.
Barres obliques éteodoes.
Barres Terticales comprimées.
au sîgoe près, disparaisse» t dans la somme, ce qui permet de supprimer ces barres, en ne conservant que celles des culées. La figure rend compte aussi des accroissements d'efforts dans les longerons horizontaux, de la culée au milieu de la poutre.
APPAREIL DE M. DUPUY POUR MESURER LES EFFOITS DES BARRES d'uN TBEILLIS.
«)95. Cet appareil est décrit dans le catalogue des objets exposés à Vienne en 1873, par le Ministère des Travaux Publics. Soit MN une barre de treillis.
Une fausse éqûerre ABD, articulée en B, a ses branches percées de Pig. 33«. deux trous, l'un 'en A, l'autre en C. On
X fixe, à l'aide de deux goujons passant
par les trous A et G, la fausse équerre sur la baiTe de treillis prise dans l'état naturel de manière que Tanglq B soit droit. On mesure la distance AG. L'extrémité D de l'une des branches taillée en pointe, se meut le long d'un arc gradué EE' qui fait corps avec l'autre branche, et a son centre eti B, de manière que la pointe soit au zéro de. la graduation quand l'angle Best droit et quand la barre est dans l'état naturel. Si la barre MN s'allonge,
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l'angle augmente d'une quantité qu'on peut évaluer au moyen de l'échelle EE'. Soit AB = c, BG =a, AC = *, dans l'état naturel de la pièce. Nous aurons
et après la déformation,
6'« = a« + c« + 2ac8in ^=za* + c*-\-%acx j,
en appelant £ l'espace parcouru par le point D sur l'arc EE', et X le rayon BD.
Donc.
et l'allongement
)lac X r-
,, , \ ac i
On peut en effet confondre b' avec b au dénominateur sans erreur appréciable.
L'allongement relatif, — 7 — » est donc égal à ttX ^t o** ^
ac e
et la tension R de la barre est, par unité de surface,
On remarquera que l'allongement b' — b est égal au produit de j^ par la fraction -j , qui représente la distance BI du sommet de l'angle droit à l'hypoténuse.
DE M. DUPUY
Dans rappareil de M. Dupuy, c était égal à i mètre, et a à o-.o5. Le rayon BD était de i mètre.
Avec ces données on avait, pour une barre en fer,
Rapportée au millimètre carré de section, la tension s'exprime par des nombres un million de fois plus petits, et par conséquent,
e étant toujours exprimé en mètres. Si Ton évalue e en millimètres, le nombre e devient looo fois plus grand, et pour que R ne change pas de valeur, il faut diviser par looo son coefficient; d'où résulte la formule pratique
RkU. par mill. qa. _ 0,99756,
ou encore
l^kll. pêr.Bin. qa. ^= g ^
en simpliGant la formule, eu égard à l'incertitude qui règne sur la véritable valeur du coefficient d'élasticité E.
Cette méthode a été appliquée à une poutre d'essai de i s mètres de portée et de i'°,so de hauteur. Elle a montré dans les barres des efforts moindres que les efforts calculés : quelques-uns sont réduits à moitié. D'autres, au centre de la portée, se trouvent changés de signe. Plusieurs ouvrages ont donné lieu à des observations analogues.
Ces résultats peuvent être attribués à la raideur des assemblages, à la portion d'effort tranchant équilibrée par la résistance des bandes horizontales, et enffn à des circonstances spéciales à l'ajustage des poutres soumises aux essais. Il ne serait pas prudent de les généraliser avant que l'expérience ait prononcé sur un très-grand nombre de poutres analogues. Dans tous les cas, ces essais semblent prouver que les treillis calculés par la méthode consacrée ont un certain
excès de solidité, ce qui n'est pas un défaut bien regrettable.
Nous tcroiis obseiver toutefois :
\' Que la méthode donne la moyenne des tensions développées de À en G, et non la tension en un point parliculier de la barre-,
a' Qu'elle conduit à la détermination de R par le produit de deux nombres, l'un ti'i:3-petit e, l'autre trèa-grandet mat connu E, de sorte que le résultat peut être entaché d'une erreur relative considérable.
AI'PAHEIL Ub a. GH. ilMiEt.
3{H{. L'appareil de M. Gh, Manet sert, comme l'appareil de M. Dupuy, à mesui'er directement les allongements ou raccourcissements des barres soumises à des elTorts de traction et de compression, ainsi que les intensités de ces efforts.
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Une boîte A porte en son centre une aiguille G, mobile autour du pivot 0; son extrémité parcourt un limbe gradué, en refoulant à droite et à gauche deux bras, dont l'un, D, est seul représenté sur la ligure; ces bras sont destinés à conserver sur l'appareil l'indication de l'eflort maximum d'extension ou de raccourcissement subi par la barre dans les mouvements oscillatoires. L'aiguille G est commandée par un levier coudé G, muni d'engrenage, qu'un ressort à boudin H tend toujours à ramener au contact de la tige E dont il va être question tout à l'heure. La boîte est attachée solidement en un point B de la barre soumise aux expériences. Le levier est actionné par une tige métallique E, d'un mètre de longueur, dont l'extrémité supérieure glisse à frottement doux dans la garniture de la boîte, et dont l'extrémité inférieure taraudée s'engage dans un écrou F, également fixé invariablement en un point de la barre B.
L'appareil étant ainsi disposé, on amène l'aiguille au zéro de l'arc gradué, en tournant la vis si cela est nécessaire ; le zéro correspond à l'état naturel de la barre. Gela posé, si la barre s'allonge entre les deux points A et F, l'aiguille se déplace vers la droite, et son extrémité parcourt un arc quarante fois plus grand que l'allongement qu'il s'agit de mesurer. Si la barre se contracte, c'est au contraire vers la gauche que se fait le déplacement de l'aiguille. Les bras mobiles D/ repousses à droite et à gauche par l'aiguille, laissent sur l'appareil la trace des maxima des tensions et des compressions.
Si la barre essayée est en fer, et qu'on admette pour coefficient d'élasticité 2x10^^ kilogrammes par mètre carré, un allongement
de f — ] de millimètre par mètre correspond à 1 kilogramme par
millimètre carré de section, et est accusé sur l'arc gradué par un déplacement linéaire de 2 millimètres.
l»OUTHi:S
POUTRES AMÉRICAINES DU SYSTÈME DE HOWE
397. Les poutres américaines du système de Howe sont composées comme il suit :
Deux longerons, l'un supérieur AA', l'autre inférieur BB';
Des boulons équidistants MN, M'N\ qui tendent à rapprocher les deux longeron», et dont on peut régler à volonté le serrage ;
Des croisillons EF, E'F' dans chaque entre-boulon; ils butent
contredescoussinetsE, E', F, F\ traversés par des boulons; les croisillons s'opposent au rapprochement des longerons. L'intervalle de deux boulons consécutifs, MN , M'iY, est appelé panneau ou entrehoulon. Les poids qui sollicitent la ferme peuvent être supposés
concentrés sur les boulons MN, M'N'
Tel est le système réduit à ses parties essentielles; mais on peut former une poutre américaine à doubles croisillons ou à triples croisillons, comme les figures ci-dessous le représentent. Ces systèmes
Fig. 339.
AMÉRICAINES
sont dérivés du système à croisillons simples, que nous nous bornerons à étudier avec quelque détail.
398. Supposons une poutre américaine chargée de poids et posée sur deux ou sur plus de deux appuis de niveau. Coupons cette poutre par deux plans .verticaux, perpendiculairement à l'axe de la pièce, et menés par les milieux de deux entre-boulons consécutifs ; puis introduisons dans les sections rencontrées par ces plans sécants des. forces égales aux actions moléculaires supprimées par la coupure.
Appelons H^^ la force de compression du longeron supérieur dans Tentre-boulon n*» k ;
Fa, la force d'extension dans le longeron inférieur dans ce même entre-boulon ;
Vk% la force de compression de la barre qui monte de gauche à droite dans Tentre-boulon n** k ;
Qjt la force de compression de la barre qui descend de gauche à droite dans ce même entre-boulon.
Les mêmes lettres avec l'indice k — i désigneront les forces analogues dans l'entre-boulon n° {k — 1) , à gauche de Tentre-boulon n' k.
La force ^u représente la tension du boulon AB qui sépare les
Fig. 340.
entre-boulons n" [k — i) et n** Z: ; nous lui donnons l'indice de l'entreboulon situé à sa droiie.
Appelons encore :
a l'angle constant formé par les barres des croisillons avec la verticale;
;?, le poids supporté par la poutre par unité de longueur ; nous le
EQUILIBRE INTÉRIEUR
supposerons constant. Si p était variable, il faudrait au moins qu*il fût constant dans tout l'intervalle compris entre les milieux de deux entre-boulons successifs, et Ton devrait lui donner Tindice du boulon qui partage en deux la longueur à laquelle le poids p se rapporte; cette hypothèse revient à supposer les charges concentrées sur les boulons ;
û, la longueur constante (Vun entre-boulon quelconque ;
A, la hauteur de la pouiri, mesurée verticalement entre les lignes d*axe des deux longerons.
Nous pourrons écrire les conditions d'équilibre, qui sont au nombre de trois :
Équation des composantes horizontales :
H4_, — F»-, -t- Pk-i sin a + Qfc_, sin a = lU — F» + P| sin a + Q» sin «.
Équation des composantes verticales :
P»_i CCS a -f- Qi CCS a =r pa -f Qt_, ces a -f P* CCS «.
Équation des moments par rapport à un point quelconque, par rapport au point B, par exemple:
(Ht-i— IhA-f-(Pk-, — ÛO^sina = 0.
399. Ces trois équations ne comprennent pas R^t ; pour déterminer cette force, il faut supposer le boulon coupé, et poser les équations d'équilibre des forces qui agissent sur l'un des points A ou 6 pris isolément. Pour n'avoir pas à distinguer plusieurs cas, suivant que le poids pa de l'entre-boulon est appliqué tout entier en haut des fermes, en A, ou tout entier concentré au point B, ou enfin partagé entre les deux longerons, nous supposerons qu'on connaît d'avance la décomposition du poids p entre les deux longerons, et nous appellerons p' la portion de ce poids qui s'applique au longeron supérieur, et p" la portion qui s'applique au longeron inférieur. Le complément
de réLude des pressions se fera donc au moyen de Tune ou l'autre des équations
(P*-i + Q*)cosa = R» + p'a, (Q*_, = PO CCS a + p'a = Ri ,
qui r(3nirent Tune dans l'autre en vertu de la seconde équation posée plus haut, puisque ji + P' = P*
AOO. Laissant de côté pour le moment la recherche de la tension Rj-, nous avons trois équations pour lier entre elles les quatre forces II,,, Qji, P^, F^, de Tentre-boulon n** /*, avec les quatre forces H*_i, Oa_,, P;;_,, Fa_i, de Tentre-boulon précédent. Si l'on suppose connu ce second groupe de forces, il faudra, pour achever de déterminer les quatre forces du premier groupe, attribuer une valeur arbitaire à Tune d'entre elles. L'indéterminalion du problème est facileà expliquer, en observant qu'on est maître, en serrant plus ou moins les écrous, de donner aux boulons telles tensions R^ qu'on veut; de là résulte une nouvelle série d'équations qui, jointe aux trois premières, achèverait de déterminer les quatre inconnues. Nous sommes donc maîtres de faire une hypothèse sur le règlement des pressions dans les barres, et celle que nous ferons consistera à admettre que la compression de la barre qui descend de droite à gauche dans le croisillon est nulle pour chaque entre-boulon ; nous poserons en conséquence
Qi-, = o et Q* = 0.
Nous nous plaçons ainsi dans le cas-limite où les barres qui descendent de gauche à droite reposent sur les coussinets sans y exercer aucun effort. Les équations se simplifient dans cette hypothèse et deviennent :
{{) IU-.H»_,-{Fi.-F, ,) + (P,— Pfc_,)sina = 0,
(2) [Pi — Pu ,) cos a 4- ;)a = 0,
(3) Ha-Hi., = Pa jsina.
L'équation (2) donne la loi de variation des forces P d'un entre boulon à l'autre ; l'équation (5) donne la loi de variation de la force H, ou de la compression dans le longeron supérieur ; enfin si l'on remplace
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dans Téquation (i) la différence H^^ — H^t.i par sa valeur fournie par Téquation (3), on a l'équation :
(4) • F\-bV,-P4sinac = 0,
qui indique la loi de variatiou des forces F.
On remarque sur-le-champ :
1* Que la différence V,, — ?k-i est négative et constante; nous supposons ici que p est constant dans toute Tétendue où nous considérons la poutre ; la valeur générale de la quantité variable P est donc donnée par les termes d'une progression arithmétique dont la
pa
raison est — ;
cosa
2*» Que la différence U^ — Hjt_, est égale à P*_iSina; les différences des valeurs successives de la variable H sont donc les termes successifs de la progression arithmétique P sina, et par suite la valeur générale de H est donnée par la formule de la sommation des termes de cette progression ;
3*» Que la différence F;t — Fic-i est donnée par la fonction P^sina, laquelle représente aussi le terme général de la même progression arithmétique, avancé d'un rang.
Ces remarques permettent d'écrire les expressions générales de la valeur des inconnues
(5) p, = p,--££-(A-i), ^ ' « 1 cosa ' '
(6) l!,= U, + (A-i)P,sina-i^i:=-i|^^l^;;tga.
(7) F* = F, + ik - i)P, sin a - fclll p ig a.
Les constantes P,, Hj, F^ qui jusqu'ici sont arbitraires, doivent être déterminées de manière à satisfaire aux conditions de l'équilibre extérieur de la pièce sur ses appuis.
âOl. Achevons la solution pour une poutre à travée unique ayant
une portée / divisée en n entre-boulons, égaux chacun k -.
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Le poids pa étant supposé appliqué à deux demi-entre-boulons successifs, nous admettrons que les deux demi-entre-boulons voisins des culées ne supportent aucune charge, ou que leur charge est directement supportée par les culées. Le poids total qui pèse sur la poutre est donc seulement pa (n — i), et par suite les réactions des
culées sont égales à ^ ^ ^K La réaction de la culée de gauche
s'exerce sur la poutre par l'intermédiaire de la barre montante du croisillon n*" i, de sorte que l'on a pour l'équilibre :
OU bien
_ pa(n~ ij
Substituons cette valeur dans l'équation (5), en y fusant k= i, puis éliminons P« , il viendra
^*^ ^'- 2cosa -
Pa doit toujours rester positif, car les barres inclinées n'étant que posées sur les coussinets, ne peuvent exercer sur eux qu'une pression, et non une tension. La formule (8) ne doit donc être employée que jusqu'à la plus grande valeur de k qui donne pour Pi^ un résultat positif.
Deux cas sont à distinguer ici, suivant que n est pair ou impair.
Si n est psdr et égal à an', la plus grande valeur qu'on puisse assigner à A; est n', et l'on a
_ pa n — i *""cosa 2 *
p =.P^!Lzl
• COSa 2 '
• p _ pg w—s
» "" CCS « 2 *
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Au delfi du boulon du milieu de la portée, P deviendrait négatif, ce qui est impossible; il faut admettre alors qu'il y a interversion entre les rôles des barres des croisillons, ce qui du reste est d'accord avec ia symétrie de la poutre et de la charge par rapport au plan vertical qui divise la portée en deux parties égales : ce sont donc les barres montcintes qui doivent reposer sans pression sur les coussinets dans toute la seconde moitié de la travée.
Si n est impair et égal à an' -j- 1 9 1^ plus grande valeur qu'on puisse attribur à k est n\ et Ton a
* COSa 2 •
ces a
Le terme suivant, P/^.,, serait nul, et les termes au delà serûent négatifs; ce qui démontre que dans les poutres à un nombre impair d'entre-boulons, les deux barres du croisillon central ne portent rien, et qu'il y a renvei sèment dans les rôles des deux barres d'un côté à l'autre de ce croisillon central.
On remar([uera aussi que les pressions P^^, P„'_, . P„'_ ». ..P, , soijt proportionnelles aux nombres impairs successifs, lorsque n est pair, et aux nombres naturels si n est impair.
402. Les formules (6) et (7) font connaître les valeurs générales (le H et de F dès qu'on a assigné les valeurs convenables aux constantes H^ et F,. Dans le cas spécial dont nous nous occupons, on remarquera que lli doit être nul puisque le longeron supérieur ne vient buter sur aucun point qui puisse y développer une pression, et que la force Fj doit tenir en équilibre la composante horizontale P,sin a de la barre inclinée du premier croisillon ; cette condition est nécessaire pour que la poutre rei)Ose verticalement sur sa culée sans exercer sur elle de poussée latérale. Donc F^ = P,sina. Introduisant ces valeurs particulières dans les équations (6) et (7), il vient
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H. = patg.(<!L±ll(*-i)-*l*fi').
On observera, d'après ces relations,. que F^ = H^^., , de sorte que les deux séries de valeurs de H et de F sont coniposées des mêmes nombres; mais cette relation doit être modifiée à partir du milieu de la portée, comme nous le reconnaîtrons plus bas.
âOS. La solution que nous venons de donner est complète pour toute poutre américaine à croisillons simples, reposant sur deux appuis de niveau, lorsque les poids égaux qu elle porto sont concentrés sur les boulons. Nous y ajouterons cependant une remarque qui nous semble conduire à une méthode plus élégante et plus rapide pour le calcul des coefficients de pa tg en dans les valeurs de H^ et de F^.
Ces coefficients sont coniposés de deux termes : le premier est lo terme général dune progression arithmétique; le second est, au signe près, le terme sommatoire de la progression arithmétique des nombres naturels de i à k — i ou à L Les deux termes pris ensemble forment, comme nous allons le voir, une série récurrente, dontréchelle de relation est facile à déterminer.
Plus généralement, soient deux progressions arithmétiques :
(a) m, m-\-t, vi + Zi, , m-\-(l—i)t, ,
et proposons-nous de trouver la loi de formation de la série {u) obtenue en ajoutant le /"• terme de la progression (a) à la somme des /premiers termes de la progression {b}; si Ton appelle Ui le /•"• terme de cette nouvelle série, on voit que la difl'érence ui — m,_, de deux termes consécutifs de la série (w) est égale au /"*• terme de la série [b) augmenté de la diflerence constante des termes de la série {a). Donc les différences secondes des termes de la série (?/) sont constantes et égales à la différence constante de la série {b) ; donc enfin les différences troisièmes sont constamment nulles, et Ton a ])ar conséquent entre quatre termes consécutifs
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Telle est la loi au moyen de laquelle on déduira chaque terme de la série {u) d&s termes précédents.
Il résulte de là que les termes de la série {u) sont les coefficients numériques de la lettre ordonnatrice x dans la série qui l'on obtient en divisant un polynôme du second degré en x parle polynôme i — 3a? +3^:* — a:*, qui n'est autre chose que le cube du binôme i — x.
En effet, on a identiquement :
(U| + ti,x + tt,x« + u^a* + + w,x»-> + )
— 3Uj
X -+- u, — 3tt, + 3m
Le produit n'aque trois termes, car lescoe(ricientsw^—3w,+3f/,—ti,, M,-^3w^ + 3w, — w, , etc., des puissances de x supérieures à la seconde sont tous nuls en vertu de la relation générale entre quatre termes consécutifs de la série (w). .
^1» ^1» *^8 peuvent être exprimés en fonction des arguments des séries {a) et (i), et le polynôme du second degré que Ton obtieiii pour produit est égal à l'expression
M = (m +/) + (^— 2m + 0 -/)x + (m — Ox«.
Si donc on divise ce polynôme par i — 5x+5x* — a:', en les ordonnant Tun et Tautre par rapport aux puissances ascendantes de x^ les coeflicients numériques de x dans les termes successifs du quotient seront les valeurs des termes u^^ t/,, t/,.... de la série cherchée.
404. Pour revenir de ces généralités à la recherche spéciale des coefficients de paiga dans les expressions de H et de F, nous remarquerons que, dans ce cas particulier, les séries (a) et (A) deviennent :
là) 0, - I, -2, -3,
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de sorte qu'on a
Donc
et la division de ce polynôme par i — 5x-{- 3x' — x* donnera les valeurs numériques des coefficients dcpatga dans l'expression de H; pour en déduire les valeurs des coefficients applicables à F, il faut avancer d'un rang dans la série (i).
(1} On peut encore transformer cetlc méthode en décompoMut en fi actions siuiplei la fraction rationnelle
Oo a en effet idenUquement, A, B, G étant des constantes ,
A + Ba:+Ca?»__A-fB + C B + 2C. C
de sorte que les eoefliclents de x dans le quoUent sent respectttemeut égani aux soromsB des coefficients des dételoppements des fractions
et
multipliées respectivement par les constantes
A + B + C, - (B + 2C) et C.
En efléctuant les divisions, on trouve les trois suites indéfln|es
! — . = 1 + 3x + 6a;' + irx* + l&a:* + îia:» +.
— = 1 + 2x H- 3x« -f 4x» 4- 5a;* + Ci» +
EMPLOI
A05. Par exemple, si l'on demande de calculer les forces F et H pour une poutre de 12 entre-boulons, on devra, pour uouver les coefficients de joatga, diviser :
-J^-*^^' par i-3x^3x«-x».
ce qui donne pour résultat :
= l (0 ■+ Hx + 20x« + 27x' + 32x^ 4- 35x» + 36x« -h ).
Il ne faut pas oublier o comme premier terme indépendant de x dans le quotient. Les valeurs successives de H sont donc :
1" onlro-boulon 2* 3' 4« 5« 6*
0, -j- /)«tga, -^paig», -^paig'^f ypatga, y pa tg
Les coefncIenU de x sont, dans la première, les nombres triangulaires ; dans la seconde les nombres naturels; dans In troisième, ils sont tous égaux à l'unité : ngus retroaToos ainsi les trois premières lignes du triangle arithmétique de Pasealy triangle qu'on peut prolonger une fols pour toutes aussi loin qu'on veut, et qui servira pour détemUoer d'avance les valeurs de F et de H dans un entre-boulon quelconque, sans calculer kin valeurs dans les entre-boulons précédents ; dans l'exemple que nous proposons cl-dei> SOS, on a
SI l'on demande le coefliclent du cinquième terme du développement en série de !.i fraction
(1 - xr
on voit tout de suite que le coefUcient est tp qui est vérifié par le calcul direct.
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et les valeurs successives de F :
H , 20 , 27 , 32 , 35 , 36 * y patga, ypalga, -^paigci, -j paiga, ypatga, y patgœ.
AOO. Si l'on continuait la division, on retrouverait dans un ordre inverse les coefficients déjà obtenus.
Pour démontrer ce théorème, reprenons la série (w), et cherclions les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'elle soit symétrique, ce qui peut avoir lieu de deux manières : i* ou bien, à partir d'un de ses termes t/(, tous les termes suivants sont respectivement les mêmes que les précédents pris dans l'ordre rétrograde-, 2* ou bien deux termes consécutifs w,.., Mi ont la même valeur, et les termes qui suivent le terme w« sont égaux aux termes qui précèdent le terme m^^j,
i" Dans le premier cas, on aura Mh.j= W|.„ M|^,= w,_„ et ainsi de suite; or on a toujours entre les quatre termes consécutifs 2/,^,, '^1» Wi_i, î/i_,, l'équation
d'où Ton tire, en remplaçant u,^j par t/(^,qui lui est supposé égal ,
4m^.j = 3ui + wt_,.
Réciproquement si cette condition est remplie, on voit que t«,^, sera égal à Wui» et par suite ti,^, à m^,, u^^, à w,^.,, etc., et que la série aura la propriété d'être symétrique par rapport au terme «i.
Or il est facile de reconnaître qu'on a les équations
z/^, = m + {/-3)< + (/-2y+ e li^^yiii^.
Il s'agit donc de savoir s'il existe une valeur entière de /qui satisfasse à l'équation de condition que nous venons de poser.
SYMÉTRIE
Le résultat des substitutions dans cette équation est, en définitive ,
C'est la condition nécessaire et sufTisante cherchée.
On voit qu'elle se réduit à ce que le nombre — ^4^ soit un en.
tier impair.
Dans le cas spécial qui nous occupe B est toujours égal à — i. Il faut donc et il suffit que le nombre 2(^4- /) soit impair, ou que t-f-/ soit égal à un impair divisé par 2 ; or c'est ce qui arrive toujours
loi-sque n est pair, car / = — ■ — et /= o.
Lorsque n est pair, la série formée par les coefficients depatgti dans les valeurs de H et F est donc symétrique par rapport à l'un de
ses termes, le f - + 1 ) pou^ la série des coefficients de H et le
pour la série des coefficients de F.
2* L'autre genre de symétrie a lieu lorsque deux termes consécutifs Wi_„ W| sont égaux dans la série (w) ; ce qui suffit pour que tt4_,= W/h» t/^,==t/^+j, et ainsi de suite.
Pour que cette condition soit remplie, il faut et il suffit que réquation / + /+9(/ — i) = o, obtenue en retranchant la valeur de f/^i de la valeur de Ui, fournisse pour / une valeur entière; 0 étant égala — i,il suffit pour cela que / + /soit entier, ou, puisque /=o, que n + 1 Soit divisible par 2, ou enfin que n soit impair; dans ce
— ! — j eti — -^—j
pour les coefficients de II, et les termes ( ) et ( — i^)
pour les coefficients de F.
Si Ion poussait la division du trinôme du second degré par le polynôme
1— Sx+Sx'-x*
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au delà des termes qui correspondent à la moitié de la portée , le calcul donnerait donc dans tous les cas les coefficients déjà obtenus» que n spit pair ou impair; et il y a un coefficient central si n est pair, tandis qu'il n'y en a pas si n est impair.
De là une remarque importante sur les forces H et F
i"" Quand n est pair, le coefficient central, qui donne la plus grande
valeur de H, est le f - + H coefficient du quotient commençant par le terme o, et ce coefficient s'applique à la portion de longeron qui suit le f-j éntre-boulon ; or la symétrie de la poutre et de son chargement exige que les deux forces H et H soient égales. Cette
apparente contradiction s'explique en remarquant que le boulon central de la poutre la partage en deux moitiés où les actions des croisillons sont renversées l'une par rapport à l'autre; de sorte que la valeur de la compression déduite du calcul des coefficients n*est pas la valeur de la compression dans la partie de longeron comprise
dans Tentre-boulon nM - + M • Elle est seulemept la pression totale
développée dans la section du longeron située au milieu de la poutre, par l'arc-boutement des deux barres, Tune montante, l'autre descendante, des deux entre-boulons contigus. La série des coefficients donne donc, par son terme central, la pression qui s'applique à une longueur infiniment petite du longeron, au milieu de la portée; c'est pour ainsi dire Isl poussée à la ckfde la poutre.
Pour le longeron inférieur, le calcul donne, par le (-] terme
de la série, des valeurs égales pour les forces F^^ et F^ . Au delà de
Fentre-boulon n* ( - -|- 1 j , on aura toujours entre les forces F et H
la relation F^i= H*, applicable toutes les fois que k surpasse - , parce
qu'alors les croisillons travaillent à l'inverse de l'effort qu'ils exerçaient dans la première moitié de la poutre.
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9* Quand n est impair, nous ayons vu que les deux barres qui se croisent dans Tentre-boulon central n'exercent aucun effort sur les coussinets, et qu'en même temps la série des coelS(Ments servant à calculer H et F n'a pas de terme central. On trouvera les mêmes va-
leurs pour le ( — -ï— j et pour le ( — -^— ) terme des coefficients
de H; mais ces deux valeurs égales correspondent Tune et l'autre à l'entre-boulon central. Là encore, à cause du renversement du travail des croisiUons, il faut admettre que les forces H^ Met H^ déduites
du calcul des coefficients s'appliquent à un seul et même entre-boulon, celui du milieu, dans lequel la portion du longeron supérieur
qui y est comprise arc-boute les forces égales P^_^ et Q^ . , ♦ de soite
"T" ""F" que la valeur assignée par ce calcul pour H^, n'est pas la valeur
J entre-boulon, mais bien pour le précédent.
De même que le calcul des coefficients donne deux forces égales à
^n+t P^"^ ^® longeron supérieur dans l'entre-boulon central, il assi-
1" gne deux forces égales à ¥^_^ pour le longeron inférieur dans les trois
"T" entre-boulons du centre
408. Deux exemples éclairciront ces remarques. Posons pour abréger
patga = n et -.2i-=n',
^ ^ ces a '
et proposons-nous de déterminer les efforts auxquels sont soumises les pièces de charpente dans un pont américain de is entre-boulous égaux à a.
n étant pair, nous disposerons le calcul comme il suit.
SU
4n' an' 2n' in'
P et Q = 0 Valeurs de Q.
in 2n sn 4n sn
Entre booloB central.
i09. Pour déterminer les tensions des boulons ou les valeurs de B, il faut distinguer deux cas.
On a toujours
Rk = (P*.i + Qk) ces a — p'a.
Si donc n est pair, on donnera à ^ la valeur - + » » POur avoir la tension du boulon central, et Ton aura en ce point
NL^MËRIQUES. ^^
donc
^ÎL^. = po — P'a = a(p— pT = p" o.
Mais partout ailleurs, Tune des deux quantités p4_, et Q» est supposée nulle; on a, par exemple, dans la moitié de gauche de la poutre,
Au terme négaût—p'a près, R*est égal au poids total de *
entre-boulons, ouàlammtié, pa X ,du poids total de la pou*
tre, moins le poids total de A — 9 entre-boalons.
Lorsque n est impair, il n'y a pas de boulon exceptionnel au milieu de la portée, et la formule précédente s'applique sur toute une moitié de la poutre.
La recherche des valeurs de R se fait donc sans aucune ambiguïté au moyen de la formule la plus générale qui donne B en fonction de P et Q.
m 0. Pour les valeurs de P, au contraire, nous avons vu qu*il y avait deux cas à distinguer, n pair et n impair, et que, dans les deux cas, après le milieu de la pièce, le calcul donne les valeurs de Q au lieu de celles de P. La marche du calcul est affranchie de cette distinction et reprend toute sa généralité, si Ton convient de regarder une valeur négative de P, prise positivement, comme indiquant la valeur convenable de Q dans le même entre-boulon. Cette convention est d'ailleurs conforme au jeu ordinaire des signes + et — dans les formules ; le changement de signe de P, ne pouvant s'interpréter par la substitution d'une tension à une pression, s'interprète par la substitution d'un système de barres à l'autre dans chaque croisillon.
Grftce à cette interprétation, on n'a qu'à considérer, dans une poutre américaine uniformément chargée et posée sur deux appuis, qu'une 8euleetmèmeprogi*ession arithmétique des valeurs deP, Pp P.* Pi< • • P»;
CHANGEMENT DE SIGNE DE P
si n est pair, il n'y a pas de terme du milieu, et aucune valeur de P n'est nulle; si n est impair, il y a un terme du milieu, lequel est nécessairement nul et correspond à Tentre- boulon central, où les deux barres des croisillon3 n'exercent ni l'une pi l'autre d'efforts sui* les coussinets.
Pour éviter toute erreur en passant des valeurs de P aux valeurs de F et de H, il est bon de partager tout d'abord la poutre en deux parties, l'une où les valeurs de P sont positives, l'autre où elles sont négatives et correspondent aux barres renversées. On place ensuite dans chacune de ces portions les valeurs successives de F et de H, à partir de l'appui qui termine la portion considérée, en marchant vers le centre de la poutre.
411. Jusqu'à présent, nous n* avons pas eu besoin de déterminer le moment flechissant.de la pièce en un point donné. Cette notion est, sinon nécessaire, du moins utile pour le calcul des poutresaméricaines continues de plusieurs travées. Elle s'introduit d'ailleurs sans aucune difficulté.
Nous avons posé plus haut l'équation générale des moments
(H»_i - Uk)h + (P».i — Qk]h sin a = 0.
Nous avons admis ensuite que Tune des deux forces P et Q était nulle dans un même entre -boulon, et nous avons supprimé la seconde; mais nous avons reconnu qu'une valeur négative de P, prise positivement, indiquait la valeur de la compression dans la barre du système Q, la compression dans les barres du système P étant nulle alors. Enfin, nous avons vu que lorsque P^ est positif, on a F*.i =H|i, tandis que Fk+i=Ek quand P;^ est négatif^ ou quand le travail dans les barres est renversé.
Dans l'une ou l'autre de ces hypothèses, les forces Tk±:\ eifl^ forment un couple qu'on met en évidence en coupant la poutre par un plan parallèle à la barre inclinée qui subit une compression dans l'entre-boulon. Le moment de ce couple H* x h est le moment fléchissant de la section de la poutre suivant ce plan incliné.
L'équation précédente démontre que la variation du miornent
MOMENT FLÉCHISSANT
fléchissant, quand on passe d'un entre-boulon au suivant, est égale à P;t_i X fcsina.
Là où il y a renversement des barres, le moment fléchissant est maximum, et le plan de la section peut être mené verticalement, comme s'il s'agissait d'une poutre pleine ou d'une poutre à treillis.
A12. La considération des moments de rupture dans les poutres américaines permet d*appliquer aux poutres posées sur plus de deux appuis les méthodes de calcul employées pour les poutres droites continues. Il faut seulement que les travées successives se composent chacune d'un nombre entier d'entre-boulons égaux entre eux et également chargés dans une môme travée. Dans ces conditions, le théorème des trois moments est immédiatement applicable aux poutres américaines. On pourra, au moyen de ce théorème, déterminer les moments fléchissants sur les appuis, et ensuite les réactions partielles ou efforts tranchants exercés par les appuis dans chaque travée.
Cette théorie étant bien connue, nous nous bornerons à en donner un exemple numérique.
Soit (fig. 345) une poutre composée de trois travées : la première a trois entre-boulons, la seconde en a quatre, et la troisième deux. Chacun des boulons de la première porte un poids de trois tonnes, chacun des boulons de la seconde, un poids de deux tonnes, et Ip boulon unique de la troisième un poids de quatre tonnes.
Les appuis intermédiaires sont supposés sans épaisseur, et tous les entre-boulons sont supposés égaux.
Si l'on désigne par M,, M, les moments sur les appuis, on aura, dans ce cas particulier,
OU bien
7M, + 2Ms= 18.75, M, + 3M, = 7.
Les formules connues donnent, en résumé, les résultats suivants, Fangle a' étant supposé égal à 45 degrés :
tonnes*
Moment sur la i** pile : 8.824 x la hauteur de la poutre. Moment sur la 8* pile: i.598 x la hauteur de la poutre.
RéactioM totales des appuie.
tonnMb
Réaction de la r* culée sur la 1"* travée 2.259 1** culée.
— de la i" pile sur la i'^ travée 3.741 \ .^ .,
— de la i-* pile sur la 2* travée 3.158 ] ^ '
— de la 2* pile sur la 8' travée 2.848 j ^ .,
— de la 2« pile sur la 3« travée 2.796 j ^ ^ *
— de la 2* culée sur la 3* travée 1.204 8* culée. .
Poid* total de la poutre. . .
On en déduit pour les pressions dans les différentes barres les nombres inscrits dans la figure ci-dessous.
Ceux qui sont inscrits sur les barres inclinées doivent être tous divisés par cosa, ou multipliés par 1.4 1*
fif. 143.
XMXK
.-l,tt 0,03 1,09 l,t5
Ceux des longerons horizontaux doivent être multipliés par tango, c'est-à-dire par l'unité.
Les nombres positifs indiquent une compression, les nombres négafifs une extension.
Cet exemple suffit pour montrer comment on peut traiter la question de l'établissement d'une poutre américaine reposant sur plusieurs appuis.
DE PLUSIEURS TRAVÉES
A13« Dans tons ces calculs, nous avons toujours admis que la tension donnée au boulon était déterminée de telle sorte, que, des deux barres d'un même croisillon , une seule au plus exerçât un effort. On peut se demander à quoi sert de placer deux barres dans chaque entre^boulon , pnisque le travail d'une seule peut suflSre. Pour se rendre compte de Tutilité des deux barres, il faut considérer, non plus le cas où la poutre est uniformément chargée, mais le cas où une surchai^ exceptionnelle est appliquée à certains boulons sans Fêtre à tous. Il se passe alors un fait analogue à celui que nous avons observé pour la résistance d'une poutre & l'effort tranchant» lorsque la surcharge n'est pas étendue uniformément d'un bout à l'autre de la portée (8 85).
Pour traiter cette question , supposons que le boulon n* / d'une poutre d'une seule travée , formée de n entre-boulons égaux , sup« porte un poids donné, V, par rapport auquel le poids de la poutre soit négligeable. Les équations (i), (2) et (3) se modifieront comme il suit : l'équation (3) perdra le terme pa , pour toute valeur de k inférieure à /ou supérieure à /; et pour k=t^ pa devra être remplacé par V. Donc les P sont constants pour les (/ — 1) premiers entre-boulons, et restent également constants dans les / entreboulons suivants. Le poids V se partage entre les deux culées en
deux parties, qui sont représentées par — pour la culée
/V de droite et — pour la culée de gauche : il résulte de là que
la valeur de Pest, pour les (/— i) premiers entre-boulons, égale
à ^ "^ ^ , et qu'elle est égale à pour les (n — /+ «)
n cosa ^ ° ncosa^
entre-boulons qui suivent. Le renversement du travail des barres a
lieu ici en passant de l' entre-boulon îT (/ — i) à l'entre-boulon n* /;
ce qui montre l'utilité des deux pièces dans l'intervalle compris entre
le boulon n* / et le milieu de la travée.
P étant constant sur toute une partie de la poutre , les H et, par
suite , les F sont dans toute cette partie représentés par les termes
d'une progression arithmétique.
Par exemple, soil une poutre de dix entre-boulons à laquelle
Fig.
/ Yv-io\
un poids de 10 tonnes est seul appliqué sur le boulon n* 4; on trouvera par le calcul la distribution d'efforts notée sur la
fig. 344, aux facteurs tga et ttt- près; (aitga) tonnes est la près-
sion qui se trouve développée dans le longeron supérieur pour la portion infiniment petite comprise entre les deux barres renversées qui aboutissent à cette région de la poutre.
Cette méthode de calcul pourrait être employée dans tous les cas; en effet, le problème général consiste toujours à chercher les pressions et les tensions dues à un certain nombre de poids donnés, suspendus à des boulons déterminés. Gela étant, il suffit de calculer successivement les pressions produites en chaque point de la construction par chacun de ces poids pris séparément, et de faire la somme algébrique de ces pressions partielles, pour obtenir la pression résultante due à l'ensemble de ces poids. On retrouverait ainsi les formules que nous avons posées pour le cas de poids égaux et également répartis; c'est enfin la seule marche à suivre lorsque la répartition des charges est irrégulière,
h I /i . Le système des ponts américains , que nous venons de décrire et d'analyser, présente au point de vue pratique des inconvénients nombreux. D'abord, les ponts américains sont, comme tous les ponts en charpente, d'une durée restreinte ou d'un entretien très-dispendieux. De plus ce ne sont pas des constructions qu'on puisse abandonner à elles-mêmes; elles exigent un règlement fréquemment renouvelé, et assez délicat à faire. L'opération du règlement d'un pont américain a quelque chose d'analogue à celle de l'accord d'un piano : elle consiste à tendre certains boulons et à en détendre d'au-
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très. Pour se diriger dans ces tâtonnements, on doit amener les barres renversées, sur chaque moitié des portées, à affleurer leurs coussinets sans y exercer d'effort; c'est le règlement qui convient pour la charge totale également répartie. Comme les pressions dans la poutre varient suivant la position des surcharges, il faut qu'au moment où une charge mobile, un train, par exemple, entre sur le pont , un travail partioilier s'opère dans toute la charpente pour réaliser les conditions de l'équilibre intérieur incessamment altérées; certaines barres qui n'avaient pas de pressions à exercer sont appelées à en exercer d'assez fortes tout à coup» et si l'affleurement de ces barres sur leurs coussinets n'est pas convenablement assuré, il en résulte des chocs qui peuvent compromettre la résistance de l'ouvrage. xMais d'autres circonstances interviennent aussi pour modifier Tétat intérieur de la ferme : nous voulons parler des changements de la température; les variations du thermomètre se font sentir sur les boulons, sans exercer les mômes actions sur les barres des croisillons ; dans une poutre de grande hauteur, par exemple» un refroidissement subit de la température de l'air peut provoquer dans les boulons une tension assez grande pour que la rupture s*ensuive , à moins que le gardien du pont n'ait pris la précaution de desserrer les écrous en temps utile. Dans certains pays cet effet serait à craindre. On y remédie, d'une manière incomplète, en multipliant le nombre des boulons, et en substituant le système double ou triple au système simple pour les poutres d'une hauteur exceptionnelle. Le calcul de l'établissement et du règlement de ces poutres à doubles ou à triples croisillons se déduit du calcul des poutres à croisillons simples en supei-posant les résultats du calcul successif de chaque cours de croisillons, après avoir partagé la charge entre eux d'une manière à peu près égale. Il ne présente d'ailleurs pas la même régularité que le calcul des poutres simples , parce que les barres qui aboutissent sur les appuis n'ont pas toutes , dans les croisillons doubles ou triples, la même inclinaison (fig. ôl\h).
13t APPRÉCIATION DU SYSTÈME DES FERMES AMÉRICAINES.
Fig. 345.
Le systëme de Howe n'est donc un système convenable que pour les échafaudages à grande portée, parce qu'il se prête à de grandes dimensions, et que le règlement même dont il est susceptible rend possible la correction des tassements qui se produisent souvent dam les constructions provisoires.
VIBRATIONS DES POUTRES
A15. Le problème des mouvements oscillatoires des poutres élastiques se résout en introduisant les forces d'inertie des molécules mobiles dans les équations d'équilibre, où nous n'avons fait entrer jusqu'ici que les réactions moléculaires et les forces extérieures. Les équations que l'on obtient de cette manière sont des équations aux dérivées partielles ; les réactions moléculaires intérieures contiennent la seconde dérivée de l'ordonnée par rapport à l'abscisse, et les forces d'inertie s'expriment au moyen des dérivées de l'ordonnée par rapport au temps. L'intégration d'une équation aux dérivées partielles n'est pas toujours possible en termes finis ; elle s'effectue le plus souvent au moyen de séries d'un nombre indéfini de termes, et renfermant un nombre infini de constantes arbitraires. Lorsque l'on obtient sous forme finie l'intégrale générale d'une équation aux dérivées partielles, cette intégrale contient des fonctions arbitraires que l'on doit déterminer ensuite, ce qui constitue presque toujours un problème assez difficile.
Nous commencerons par traiter une question simple , celle des vibrations longitudinales d'une tige pesante verticale soumise à l'action d'un poids donné. Déjà nous avons résolu (§ 16) un pro-
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VIBRATIONS
blême analogue, mais dans lequel nous négligions la masse de la tige pour ne tenir compte que de âon- élasticité. Nous allons reprendre le problème, çans négliger la masse de la tige ^ puis nous achèverons la solution dans un cas particulier.
Al 6. Une tige verticale AB, de longueur /, de section a>, pesant p
unités de poids par unité de volume, est suspendue invariablement
Fi 346 ^^ point A ; à l'extrémité B elle porte un poids donné P;
4 on demande l'équation du mouvement vibratoire pour un
point quelconque de la tige, c'est-à-dire l'abscisse d'un
point défini dans l'état naturel par son abscisse x au
bout d'un temps quelconque /•
La dimension / et le poids p sont pris dans l'état naturel de la tige. On donne également la section co delà tige, que l'on suppose constante
Prenons un point quelconque M sur la tige AB, à une distance x du point A, dans l'état naturel.
Le point défini par cette distance se trouvera déplacé, par suite du mouvement vibratoire, d'une quantité u, dans un sens ou dans l'autre, le long de la tige AB. La variable u sera une fonction de x et de / , qui définira le mouvement de tout point désigné par son abscisse x. Dn élément dx infiniment petit, MM', pris sur la tige dans Tétat naturel , acquiert un certain accroissement de longueur par suite du déplacement de ses deux extrémités. L'extrémité M, qui avait l'abscisse a:, acquiert l'abscisse aî + w, et l'extrémité M', qui avait l'abscisse x + dx^ acquiert, en vertu de la loi de continuité, l'abscisse
x + dx + M+^dx.
Sa longueur actuelle est donc
Son accroissement de longueur est ^ dx, et enfin, ^ est son allongement relatif.
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Multiplions cet alloDgement relatif par le produit Eco de la
section par le coefficient d'élasticité : le produit, Eco -7- , mesurera
la force élastique correspondante à l'extension de l'élément considéré (§ 12). G* est la tension de la tige au point M. Elle est variable d'un point à l'autre de la tige AB, proportionnellement à la
dérivée partielle ^.
Reprenons l'élément MM', dont la longueur est dx dans l'état naturel ; il est en équilibre, pendant le mouvement, sous l'action de son poids, des tensions développées dans les sections M et M', enfin de la force d'inertie. En exprimant l'équilibre de ces diverses forces, nous aurons l'équation demandée.
Le poids de l'élément e^iptùdx.
La masse de l'élément est égal à son poids, ptùdx^ divisé par
l'accélération g due à la pesanteur, OMk^dx\ et l'accélération de
l'élément dans le mouvement vibratoire est — ,~| Sou simple-
(Cu ment -1--. y car la variable x^ qui définit la position des sections de
la tige dans l'état naturel, est indépendante du temps* La force d'inertie a donc pour mesure
^» *^ . flfr
9 dp'^'
La tension développée dans la section M est mesurée par l'exprea-
du sion E(o^ ;elle tendàdéplacerl'élémentde bas en haut,siron suppose
qu'il se soit déplacé de haut en bas en s' allongeant. Dans la section M',
fin
on retrouvera une tension en sens contraire, égale à Eco -7- augmentée
• (tx
de sa différentielle partielle relative à x, ou de ^ (^w^ j dx, de sorte
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Fig. 347.
que la différence de ces deux tensions est égale à cette différentielle
partielle; elle tend à abaisser l'élément MIT; en d'autres termes elle agit dans le même sens que le poids de l'élément, lorsqu'on suppose que l'élément s'est abaissé, par suite de son mouvement, au-dessous de sa position primitive.
En résumé, l'équation du mouvement vibratoire est celle-ci :
fiàix
Le premier terme représente le poids de l'élément, le second, la différence des tensions développées sur ses deux faces, le troisième la force d'inertie.
L'équation précédente se simplifie par la suppression du facteur
commun iùix\ divisant par ^, il vient, toutes réductions faites,
/il 7. Pour intégrer cette équation, il convient de changer de variable.
Cherchons d'abord une solution particulière de l'équation, celle
qui correspondrait à l'équilibre de la tige; on aurait alors T-r=o,
dt
et l'équation (i) deviendrait une simple équation différentielle, ne renfermant pas trace de la variable t. Intégrons cette équation différentielle
ou bien
d:une tige pesante. 737
La première intégration nous donne
G étant une constante arbitraire. Multiplions par E<o : il vient
Ew ^ = CEw — j>wx.
du Or Ect) ^ est la tension de la tige dans la section dont l'abscisse
est X. Cherchons quelle est, dans l'état d'équilibre, la tension dans la section H. Cette section supporte le poids P, et le poids de la portion MB de la tige (fig. 346) ; elle est donc égale à P + jD<D (/ — x) = P4-/X1)/ — ptùx^ résultat qui s'accorde avec l'équation précédente en prenant pour la constante arbitraire G la valeur
p P + pW
^= Eu, •
En définitive, on a dans l'état d'équilibre l'équation
Ew -^ = P H- ptùl — peu»,
et, en intégrant de nouveau,
E(UU = P2 + JHûlx — 7 p«ax*,
ou bien
Nous n'ajoutons pas de nouvelle constante, parce qu'on doit avoir 11=: o pour a;=o, puisque le point A reste fixe. A18. L'équation (2) est une solution particuliëre deréquation(i),
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indépendante du temps t. Elle permet de transformer cette équation ; en effet, posons d'une manière générale
z étant une nouvelle variable fonction de x et de t; nous aurons, en prenant les secondes dérivées par rapporta x et à ^»
(Pu _ p dh dx» "" E "^ dx«»
dhi _d*z
dp "^ dp'
PuiSf substituant dans Téquation (i), la variole u s'élimine, et l'équation (i) devient
^ ^ dp'" p' dx*'
Posons, pour abréger, -^ = a*, et nous aurons ramené l'éaua-
P tion (i) à la forme
équation bien connue des analystes sous le nom d'éçtiation des cordes vibi'antes.
A19 . Cette équation a été intégrée, au siècle dernier, par d'Alembert, le créateur de l'analyse des équations aux dérivées partielles. Voici la méthode fort ingénieuse qu'il a suivie pour résoudi-e le problème.
D'Âlembert observe que l'équation (S) sera satisfaite pour toute fonction z des variables a; et / qui aura^ avec une autre fonction v des mêmes variables, une relation telle, queles dQuz expressions
vdx + a^zdt^ zdx + vdt,
soient à la fois des différentielles exactes.
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En effet, s'il en est ainsi, on aura à la fois
et
do dt
d(aH) ~ dx
dx'
dz dt"
dv
Prenons la dérivée de la première équation par rapport à x^ la dérivée de la seconde par rapport à / ; nous trouverons
cPî) , d^z
dtdx di«'
di^ ~ dxdt*
Et comme j-j est identiquement égal à ^rr- » il en résulte
rf'z rf'z
que -i-y est égal à a* -r-,, et que l'équation (5) est vérifiée.
Le problème est donc ramené à trouver des fonctions, z et t;, de x et de / telles, que vdx + a*zdt et zdx + vdt soient des différentielles exactes ; ces mêmes fonctions rendront donc aussi différentielles exactes la somme
{vdx + a^zdt) + a{zdx + rcW) = (r + az)dx + a{v + az)dt = (t> + oz) (dx + adf)^
et en même temps la différence
ivdx+a*zdt)'^a{zdx+vdt) = {v—'az)dX'~a{v^az)dt=[V'—az) (dx-^adt).
Nous pouvons poser, en appelant M et N des fonctions indéterminées de X et de /,
(r + az) (dx + adt) = dM, (»— ai) (dx— adO = <*N.
Uîus d!r d: a(// est la différentielle de x dz at. Pour que les équations précédentes soient satisfaites, il faut et il suffit que v + az soit une fonction quelconque de a: + a/ , et
que V — az soit une fonction quelconque Aex — at\ la solution consiste donc à poser
^ et ^ étant des fonctions arbitraires quelconques. Entre ces deux équations « nous pouvons éliminer la fonction auxiliaire v , puis diviser par sa, et changer les fonctions arbitraires $ et W en d'autres fonctions arbitraires ^ et {^ ; nous aurons en déflnitive l'équation
(6) 2; = 9(x 4- al) + ^{x — ai)
pour l'intégrale générale de l'équation (5).
DÉTERMINATION DES FONCTIONS ARBrrRAlRES DANS LE PROBLÈME DES VIBRATIONS DE LA TIGE PESANTE LORSQUE LE POIDS AtolTIONNEL P EST ÉGAL A ZÉRO.
A 20. Revenons à la solution générale du problème de la tige vibrante
(6 bis) r = 9(x 4- at) + +(x— aO,
ou bien, en remplaçant z par sa valeur en fonction de m.
Nous allons déterminer les fonctions (p et t^, d'après les conditions initiales du mouvement, supposées données.
Dans ces équations, x ne peut recevoir que les valeurs comprises entre a? = oet a: =1, tandis que t peut être supposé variable de o à -f- c».
On donne, pour < = 0, la valeur de u en fonction de a? , et la valeur de la vitesse — de chaque point à ce même instant.
On sait de plus que le point A est fixe ; de sorte que pour x = 0, on doit avoir u = o et — =0, quel que soit (•
Pour simplifier la question, nous supposons que P est nul; ce qui
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revient à chercher la vibration de la tige sous l'action de son propre poids seul.
Dans cette hypothèse , on aura j- = o pour x = l. Ea effet , la
Cm)
tension de la tige au point B est égale à Ew — ; c'est la réaction
égale et contraire au poids P; elle est donc nulle si P = o. On a ainsi les équations de condition suivantes :
u = F(x) I pour ^ = 0, les fonctioDs F et/ étant supposées données gj- =/(x) I pour toute valeur de x de 0 à /.
du __ I pour X = 0, quel que soit t.
du
— = 0 pour X = /, quel que soit t.
Faisons t =.o dans l'équation (7) , après avoir supprimé le terme — , que nous supposons nul ; il viendra pour t = 0
Puis prenons la dérivée de (7) par rapport à ^ et faisons t = o; il viendra , en supprimant toujours le terme contenant P,
Les équations (8) et (9) donnent les fonctions <p {x) et ^ {x) entre les limites x = o et x = I.
En eflet , on tire de la seconde, en intégrant,
et la première donne
On en déduit
9[x) = I F(x) ^ ^ (2/x - X') + ^ Ç f{x) dx,
La quadrature J /* (x) dât; introduira une constante arbitraire G ; et l'on peut poser d'une manière générale
^f[x)dx=C'\'^f[x)dx.
Nous verrons plus loin que cette quantité G n'influe pas sur le résultat final , et qu'on peut par suite lui attribuer telle valeur qu'on voudra, o, par exemple.
Les fonctions F (x) et f {x) étant données pour toutes les valeurs de X comprises entre les limites a? = o et 05 = I, les équations (10) font connaître de même les valeurs des fonctions (p et <}» pour toutes valeurs de leur variable immédiate comprises entre les mêmes limites.
Si on fait j? = 0, dans l'équation (7) et dans l'équation qif on en déduit par la dérivation par rapport à ( , c'êst-à-dire dans les équations suivantes
u = ^ (2/x — X*) 4- ?(a; + at) + ^'(x - a/), (il) { ,
on doit avoir, quel que soit (, en vertu des équations de condition,
^^^^ ( 0 = ?'(aO — f(-a/).
La première des équations (12) nous apprend que, quelle que soit la variable 2^, on a
de sorte que si l'on connaît l'une des fonctions, ç), dans un certain intervalle, on peut en déduire l'autre fonction ^ dans l'intervalle compris entre les mêmes limites changées de signe. On connaît f et ^
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quand leurs variables sont comprises entre o et / : on déduira donc de la première équation (12) les valeurs de ^ et deç dans l'intervalle a? =0 et rc = — /; en définitive, on connaîtra <p et 4^ pour toutes valeurs de la variable comprises entre les limites — / et -{- /.
La seconde équation (is) rentre dans la première et ne nous apprend rien de nouveau.
Ayons égard maintenant à la condition ^ =0 pour x=/, quel que
soit t. Nous avons , en général,
{i3) ^ = |(^-«)4-^{x + aO + *'{x-a<).
Faisant x = /,' il viendra
(14) 9'(/ + afl + 4/(/-crf) = 0,
quel que soit L
L'équation (i4)est une équation différentielle dans laquelle f est la seule variable indépendante. Intégrons cette équation, nous aurons
(16) 9(/ + a<)-'K/-aO=C',
G étant ime nouvelle constante arbitraire. Si nous faisons tz^z 04 il vient
Or nous avons d^à trouvé Donc
(16) C'=l£y(x)rfx + §.
de l^orte que la constante C s'exprime en fonction de la constante G. il vient alors pour l'équation (iS)
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équation vraie pour toutes valeurs de /.
La première des équations (la) et Téquation (17) sont donc vraies pour toutes valeurs de leur variable. Ueniplaçons dans (12) ai par at — /; nous aurons
Les équations (17) et (18) permettent d'éliminer la fonction ^:
(19) f(l + ai) + •(-./ + al) - 1 £/(x) dx + ^,
ou bien, en remplaçant ( — i+at) par une nouvelle variablelC,
(20) f(K + %l) + 9{« = J £/(x) (te + ^.
L'équation (20) nous donne donc cp {^+^1) au moyen de 7 (Ç) ; nous connaissons déjà cp (Ç) pour toutes valeurs de Ç comprises entre — / et + '; nous en déduirons les valeurs de cp pour des valeurs de ^ comprises entre I et 3 {, puis entre 3 { et 5 1, et ainsi de suite indéfiniment; en d'autres termes on pourra toujours trouver les valeurs de <p (x+a/) , pour toutes valeurs de x comprises entre x=o et j;=/, et pour toutes valeurs du temps L
La fonction ^{x — at) se déterminera de la même manière; mais on peut aussi appliquer la première des équations (12), et observer qu'on a, en vertu de cette équation ,
0 = 9(— a; + ai) + ^x-^af).
Donc
«Kx — aO = — ?(a; + a/),
ce qui permet d'écrire l'équation (7) sous la forme
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La détermination de ? pour toutes valeurs de sa variable achève donc toute la solution.
La constante G disparaissant dans la différence des fonctions
f (« + at) — ©(— x + at),
on peut, comme nous l'avons dit, la supposer égale à î).
L'équation (20) montre que le mouvement est périodique. En effet, remplaçons
ç par ; + «/; il viendra
f K + 4/) + f{K + «/) = 5 ^M dx+^,
et, en retranchant Téquation (so),
de sorte que la fonction (f (Q est péiîodique, et que la période est égale à ^L 11 en est de même de la fonction ^ ; et par suite, la tige se retrouvera identiquement dans la môme position, avec les mêmes vitesses pour les mêmes points, à deux époques pour lesquelles a; -f a/ différera de A/, c'est-à-dire au bout d'un temps égal
à — ; c'est la durée d'une allée et d'une venue complète, le long de la
tige, d'un mobile qui serait animé dans un sens et dans l'autre de
la vitesse moyenne -•
Nous avons supposé P = o. Si nous voulions conserver P dans le calcul, les équations deviendraient beaucoup plus compliquées. Nous renvoyons pour le développement de la solution dans ce cas général au Cours de mécanique appliquée de M. Bresse , 2* édition ^ chapi tre TI, S ^^9» ps^es 354 et suivantes.
^4Q VIBBATIGNS TRANSVERSALES
VIBBATIONS TRANSVERSALES d'uNE POUTRE DROITE POSÉE
421. Nous admettrons que la poutre AB, posée sur les appuis de
niveau A et B, a une section constante, et quelle est chargée
Fi«- 348. uniformément de p unités de poids par
A M M' u unité de longueur. On donne la dis-
^ Il ■ "A
tance I = AB des deux appuis. On suppose enfin la poutre animée d'un mouvement vibratoire transversai, dont on demande la loi.
Les équations cherchées s*obtiendront en introduisant les forces d'inertie dans les équations de l'équilibre intérieur de la pièce.
Prenons sur la poutre un point M à une distance x du point A, €t considérons un second point M' infiniment voisin du point M, et défini pai'son abscisse x-\-dx. Le poids de l'élément, surcharge
comprise, esipâx^ et sa masse est par conséquent ^dlo;.
Soit [X le moment des forces élastiques dans la section M ; le mopj^ 3^g ment des mêmes forces en M sera égal à
kK
^^%àx.
V *^ & '^J et devra être pris avec un signe contrdre.
Représentons de même par une lettre A la résistance à l'effort tranchant dans la section M; nous trouverons en M' une ré-
fàx
flistance à l'effort tranchant égale à
* . dA ,
et dirigée en sens opposé.
D'UNE POUTRE SOUS UNE CHARGE FIXE
L'élément MM' reçoit des déplacements normaux à AB, et nous supposerons que toutes ses molécules suivent les verticales qui les contenaient dans l'état primitif. Rigoureusement, ces déplacements verticaux ne sont admissibles que pour les molécules de la fibre neutre. Les molécules situées en dehors de cette fibre subissent, par suite de la flexion, un mouvement de bascule autour de Taxe horizontal mené dans chaque section par son centre de gravité ; il y aurait donc lieu d'introduire dans le calcul le couple d'inertie développé par ce déplacement angulaire. Pour plus de simplicité, nous suivi'ons la marche adoptée par M. Phillips dans ses mémoires sur les poutres vibrantes, et nous ferons abstraction de ce couple, qui est du reste très-faible toutes les fois que la hauteur de la poutre est petite par rapport à sa portée, ou que le poids propre de la poutre est petit par rapport à la surcharge.
Dans ces conditions, les forces d'inertie se réduisent à une force unique verticale et ayant pour expression
elle est dirigée de bas en haut si l'élément de poutre descend avec une vitesse croissante.
Rappelons que nous comptons les y positivement au-dessus de AB, et négativement au-dessous.
Nous pouvons poser les équations du mouvement vibratoire; elles se réduiront à deux; l'une est celle des composantes verticales, l'autre, celle des moments.
Équation des composantes verticales.
ou, en réduisant et en supprimant le facteur commun {£9,
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Équation des moments par rapport au point it application
du poids pdx.
, + »x*!H.(» + g„.)xf-(. + *^)=..
Réduisons, supprimons le terme infiniment pedt du second ordre
et divisons par dx : il vient
équation rigoureusement vraie dans l'état d'équilibre , et approximativement vraie dans Tétat de mouvement, puisque nous avons négligé le couple d'inertie provenant du mouvement de rotation des sections transversales autour de rborizontale menée par le centre de gravité.
Or nous savons que le moment [a des forces élastiques est représenté par la fonction
On a donc, en en prenant la dérivée par rapport à x,
^ — El ^ — A
et, en prenant encore la dérivée de A par rapport à x^
rfA Substituons cette expression de — dans l'équation (i) ; nous aurons
(tx
l'équation finale
Elle contient la dérivée parUelle du quatrième ordre de y par rap-
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port à a;, et la dérivée partielle du second ordre de y par rapport ii I. Elle présente donc pour Tint^ration un plus grand degré de dilFiculté que réquation des cordes vibrantes, et il est eflectivement impossible d'en obtenir l'intégrale générale sous forme finie (i).
422. Cherchons-en une solution particulière, qui corresponde à l'équilibre, ou au repos de la poutre ; cela revient à supprimer le terme
-Y\ , le seul où entre la variable U Alors l'équation (5) devient une ai
simple équation différentielle du quatrième ordre ,
qu'il est facile d'intégrer. On trouvera successivement, en appelant G et r/ des constantes arbitraires,
Elg.=-px+C
Maïs El T^ est égal au moment fléchissant au point de la poutre défini par son abscisse a? , et ce moment est exprimé par la fonction
On identifiera donc les deux expressions en faisant
Continuons à intégrer, nous aurons d'abord
='(ï-*«")=-gp^+îp*^'
et dans cette équation la constante tg a se déterminera en obser-
(H V. Poisson, Jwrmi de VÉcole polytechnique, t. Vi (an xiii).
INTÉGRATION DE L'ÉQUATION
vant que
^ = 0 pour x = g^ Donc
enfin, la dernière intégration nous donnera
Nous obtenons ainsi , comme solution particulière de Téqua-
tion (3), Téquation
ou
qui n'est autre chose que Téquation de la poutre déformée, quand elle demeure en équilibre.
423, Nous pourrons représenter la solution complète de Téquation (3) par la formule
dans laquelle le premier terme représente la portion statique du déplacement y y et le second z, la portion oscillatoire du même déplacement, variable à la fois avec x et avec /.
On en déduit, en prenant les dérivées par rapport à j: et à /,
La substitution de ces valeurs dans Téquation (3) conduit à
l'équation
OU bien, après toute réduction, et après avoir posé ^ — = «*, à l'équation simplifiée
INTÉGRATION DE l' ÉQUATION DES POUTRES VIBRANTES SOUS FORME d'[NTÉGRALE PARTIELLE.
â2â. Poisson a donné, dans un Mémoire en date du 19 juillet 1819, l'intégrale de Téquation proposée. Laplace avait fait connaître l'intégrale de l'équation
qui est relative à la distribution de la chaleur, dans un solide homogène, suivant une seule dimension.
DilTérentions Téquation (1) par rapport à /; il viendra
Comparant à l'équation (4) proposée, on reconnaît qu'il y a identité si l'on pose
r=:9 et c* = — a*.
Cette dernière relation fournit pour c deux valeurs,
INTÉGRATION DE L'ÉQUATION
L'équation (a) a été intégrée par Laplace, d'abord sous forme de série, puis sous forme d'une intégrale partielle représentant la somme das termes de cette série. Nous nous bornerons à donner la solution et à la vérifier.
L'intégrale générale de l'équation {a) est, en désignant par /une fonction arbitraire,
ic)
Dans cette équation, l'intégration porte sur la variable m, qui passe par toutes les valeurs réelles de l'infini négatif à l'infini positif; les variables xeit sont traitées comme des constantes dans Tintégration.
Pour vérifier ce résultat, diflérentions l'équation (c) deux fois par rapport à x, puis une fois par rapport à L II viendra
S = J^^ ^""V (^ + 2u v^c7) du,
Sous cette dernière forme, l'intégrale se prête à l'intégration par parties. On a, en effet, en laissant de côté les limites,
y-»*' wcf^^ X Z' (r X 2m v^ =— 1 ^"«V (^ + 2m \/7t)
+ ^ y~"V (^ + 2w \/^0 2 v^ du.
Prenons ensuite le résultat obtenu entre les limites — ^y^ei -{- <^; le terme en dehors du signe \, contenant en facteur e-"', est nul aux deux limites; le second terme se réduit à
J— GO
en faisant sortir du signe \ le facteur \ct^ qu on doit regarder comme une constante.
Multipliant par V/t» ^^ ^ donc
c'est-à-dire l'équation (a).
La solution contenue dans l'équation {c) ne renferme qu'une fonction arbitraire. Elle donne néanmoins Tintégrale générale de l'équation proposée, c'est-à-dire, elle satisfait à l'équation (i) et à toutes celles qu'on peut en déduire par des dérivations prises par rapport aux deux variables. La présence de la fonction arbitraire sous le
signe \ semble ainsi donner à la solution un plus haut degré de généralité.
Pour passer de l'équation (a) à l'équation donnée (4), il suffit de remplacer <f par z, et de faire usage successivement des deux déterminations de la constante c; il viendra, en réunissant les deux valeurs correspondantes, et en désignant par / et F deux fonctions arbitraires,
= \ ^~ "VU + T^u^aHyf'^i) du
+ Ç"^^ c-«'F (x + 2m v^- aH s/^) du,
J-UO
Pour dévelopi)er la valeur de z en série, on développera les fonctions / et F suivant la série de Taylor (supposée applicable aux fonctions données); puis on formera les intégrales indiquées, qui sont toutes de la forme
e-^'^u^du.
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et qui entrent comme coefficients dans ces séries. Le résultat final ne contiendra plus aucune trace de la variable auxiliaire u.
Intégration sous forme de série.
â2S. L'intégrale générale de cette équation aux dérivées partielles peut renfermer une infinité de termes de différentes formes.
On pourrait d'abord y introduire une fonction entière de j:, du 4* degré, dont la 4* dérivée serait constante; puis une fonction entière de/ du 2* degré, dont la a*** dérivée serait également constante: il faudrait que le produit de la première constante par a*, ajouté à la seconde constante, fût identiquement nul, ce qui permet d'exprimer Tune des constantes au moyen de l'autre.
On peut y joindre une infinité de termes de la forme Tsiniîij-, T étant une fonction du temps, et m un coefficient constant. En effet, si Ton considère un de ces termes en particulier, on a pour sa 4* dérivée relativement à x
Tm* sin mx,
et pour la seconde dérivée relativement à i ,
-TTT sm mx.
dv
(le terme satisfait donc à Téquation (5), pourvu qu'on ait
équation différentielle linéaire du 2* ordre, qu'on sait intégrer. On PU déduit
T = Cmsin7n*a*/ + C'„» ces ??i*a«/,
en appelant C^, et G'„, deux constantes arbitraires. Le terme considéré prend la forme
(Cm sin ni^a^t + C'^ cos iri^aH) sin mx ;
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hans cette expression C,„ et C'^ désignent des constantes arbitraires, et m un nombre qui sera assujetti plus loin à certaines conditions. Nous supprimerons dans la solution générale les fonctions entières de X et de t. Pour la fonction entière de ^ elle ne peut subsister dans la solution, par la raison qu'à partir d'une certaine valeur de la variable t, qui grandit seule indéfiniment, cette fonction prendrait des valeurs de plus en plus grandes, et- par suite il serait impossible que la poutre restât indéfiniment posée sur ses appuis. Quant à la fonction entière de x, elle est englobée dans le polynôme du quatrième degré en x qui complète la valeur de z^ et qui donne la valeur générale de y, puisque la suppression de tous les termes fonctions de t dans la valeur de y doit ramener l'expression de y à celle qui convient à l'équilibre. Nous poserons donc simplement
(6) « = 2 (Cm sin m^aH + Cm cos rri^aH) sin mx,
et ce sera l'équation du déplacement oscillatoii-e de la poutre autour de sa position moyenne ou de sa position d'équilibre,
426. Passons à l'examen des conditions particulières du problème.
Aux points A et B, c'est-à-dire pour a; = o et pour j; = /, la poutre ne subit aucun déplacement ; donc y = o en ces points ; de plus le
moment fléchissant y est nul, donc-r-i = o» ^^ ^^^^ ?"^^ ^^^ ^^^^ ^'
Ke polynôme du quatrième degré, x (x* — 2 te* + /'j, et sa seconde
dérivée par rapport à j?, 1 2 a?* — 1 2 /x, s'annulent à la fois pour x = o
et X = l. Il suflit donc de faire en sorte que, quel que soit ^ on ait,
d*z pour a? = 0 et x = /,;; = 0 et -r^ = 0.
Pour x = o, tous les terme?^ de la valeur de z s'annulent, puisqu'ils contiennent en facteur sinma?; il en est de même de tous les
termes de la valeur de^.
d^z Faisons donc x = l dans les expressions générales de z et de -v-^;
il vient
2 (Cm sin m*aH + Cm cos m^aU) sin ml = 0,
et
2 m'(C« sin m^aH + Cm cos m^aH) sin ml = m,
équations qui doivent être identiques, quel que soit t. I! faut et il suffit pour cela que dans chaque terme, sin ml soit nul, ou que ml soit un multiple de la demi-circonférence. Soit donc ml = A^t, k étant un entier positif quelconque , au moins égal à l'unité; on aura, pour
déterminer m, la relation m=i -j-.
La solution se trouve donc préparée et s'exprime par l'équation
où k doit recevoir toutes les valeurs entières et positives de 1 à oo, et où Ci et ÇIu représentent des constantes arbitraires en nombre infini, qui restent à déterminer.
Pour y parvenir, il faut employer les équations relatives à l'état initial de la poutre. Supposons qu'on donne pour / = o les valeurs
dey et de-^ en chaque point, c'est-à-dire pour toute valeur dex
comprise entre o et J; soient Y{x) et f{x) les deux fonctions qui représentent ces valeurs : faisant /=o dans la formule (7) , il viendra
k=co
(9) /W=-2?-2, ^'Cjksm-y-.
Ces équations (8) et (9) permettent de déterminer les inconnues Ci et C'fc. Prenons pour exemple la dernière équation. La fonction /(x) est connue pour toute valeur de la variable comprise entre o et /; elle ne devient pas infinie dans cet intervalle, et elle s'annule aux deux limites. Dans de telles conditions, et sans même exiger que la
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fonclîoT) f (x) soit continue, on peut la développer en une série de sinus ou de cosinus d'arcs proportionnels à la variable* Posons en effet
(iO) /(x) = AiSiny + Aj|Sin — + A3Sin-2-+... + AmSin-j- + ...,
et proposons-nous de trouver le coefficient A« du terme général. Nous multiplierons pour cela la série (lo) par ^và—j—dx^ et nous intégrerons entre les limites o et /; il viendra
1!) V J[x) sm -j- dx = Aj \ sm -^ sin — j-^ + + A« \ sm* -j- dx + .,
Or toutes les intégrales défmies du second membre, sauf celle qui se trouve multipliée par A^, sont identiquement nulles. En effet, on a en général
81D -y- sm -j- = 5 I 008 ^ r-^— — COS ^ . J;
multipliant par dx et formant l'intégrale indéfinie, nous amons pour résultat
s 7 t:^^^' T^ 37 — ; — r sm i — . ' ,
expression qui, prise entre les limites o et /, se réduit à zéro, X(mU$ les fois que m est différent de n.
Lorsqu'au contraire m = n, l'intégrale définie obtenue par ce procédé prendrait la forme -, ce qui ne nous apprend rien; mais la qoar drature à effectuer devient alors
sm* -y dx^
et cette fonction a pour intégrale générale
si Ton y fait a? = 0, a? = /, et qu'on retranche, il vient pour résultat final - . Donc
tnicx . l
En définitive, réc[uation (i i) se réduit simplement à la relation
f{x) sm -j- dx = A,» X 5,
et par suite
{i2) A^ = ?£yix)8inïî^da:.
La fonction /"(x) étant donnée numériquement de a? = o à J5 = /, on pourra calculer par des quadratures, pour les valeurs entières successives de tw, les valeurs correspondantes des intégrales définies, et par suite les valeurs de A»,; la fonction f{x) se trouvera ainsi développée en série de sinus d'arcs proportionnels à la variable x.
Remplaçons f{x) par ce développement en série dans Téquation» (il). Nous devrons avoir identiquement
/(x).- AiSin-j- 4- A,sm-j- + A,sm -j- + + A«sm — p +
2 r • 'Oî f ' x/ X • T^ j . • 27ÇX r ' , . . 2rjc , , = j sm Y V /(x) sm y (fx + sm —r- \ /(x) sm -j-àx + .....
Jk=oo
. kizx
+ 8in -p \ /(x)sm-pdx+...J =:-^2rf A:«CkSm-^
= -75- C^sin -T-H- 4Cj| sm-y- + + 7n'C«sm— y-4- J
et par suite, les Constantes G^ G,,..., C,»,... s'expriment par les relations
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C.= ^£/lx)sinî^dx
et en général C^ = jjf^^ ^M sin -y-dx. Le développement de la fonction
nx
en série de sinus d'arcs multiples de -y, s'effectuerait de même, et
conduirait à la déterminaàion des constantes C*. Pour abréger, désignons par F (a;) cette nouvelle fonction, donnée entre les limites jc=o, â? = /, et s' annulant à ces limites; on trouvera la formule générale
(13) C^ = l^V{x]sin^dx.
S62. En résumé, l'équation du mouvement prend la forme suiyante:
. il ^ i . /Aret\ . /AVo».\r' . . hoc ,
Les termes qui contiennent le temps, dans cette équation, sont tous périodiques. Prenons en particulier les premiers termes des deux séries, c'est-à-dire ceux qui correspondent à A = i ; si nous considérons deux époques séparées par un intervalle égal à 8, la valeur dey
se retrouvera identiquement la même si -yj- 6 est égal à 27c, c'est-àdire, si 6 est égal à
FORMULE PLUS COMPLÈTE
ou enfin à
en remplaçant a par sa valeur; c'est la durée de la période. Tous les autres termes ont des périodes égales à des parties aliquotes de 6, de sorte que la superposition de tous ces mouvements périodiques est elle-même un mouvement périodique.
A27. M. Bresse a complété cette analyse en y introduisant le couple d'inertie produit par Toscillaiion angulaire des sections transversales autour de Thorizontale menée dans leurs plans par leurs centres de gravité. Il suffit, pour tenir compte de cet effet, d'ajouter à l'équation (5) le terme
dxMf^'
dans lequel 6' remplace le carré du rayon de giration de la section transversale par rapport à l'horizontale menée par son centre de gravité, multipliée par le rapport du poids propre de la poutre au poids total, surcharge comprise.
Pour évaluer, en effet, ce couple d'inertie, observons que, si I est le moment d'inertie d'un corps tournant autour d'un axe fixe avec la vitesse angulaire w, le couple des forces d'inertie est représenté
parle produit — I •^. Ici, le rapport — représente l'angle que
fait l'axe neutre avec l'horizon, ou l'angle égal du plan de la section transversale avec sa position primitive. La vitesse angulaire de la section autour de l'horizontale de son centre de gravité est donc
dt \dx)
et l'acélération angulaire
dw __ d*y dt^lxdi}'
Si l'on désigne par r le rayon de giration de la section par rapport à l'horizontale menée par le centre de gravité, et par p' le poids propre de la poutre par unité de longueur, le moment des forces
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d'inertie de la longueur dx de la poutre sera
P'dx , c/y
g ^^ dxdi^'
On n'a pas à tenir compte ici de la surchagre qui ne participe pas au mouvement de bascule dont il s'agit.
Ce couple doit être introduit dans l'équation (2) des moments (de la page 746) , ce qui donnera
<^i* L , p' 9 d*v dx •^ g dxdt*'
le couple ne change rien d'ailleurs à l'équation (1) des forces :
y d*y , g dk ,
Éliminant A entre ces deux équations, il vient
dl* ^ p dx\dx g ^ dxdt*J "" "'
OU bien, en remplaçant [jl par El ^,
dV gE\ d^y p- d^y __ dt* "^ p c/x* p dx^dt* ■" '
OU bien encore
en appelant 6* la quantité — r*.
Ce terme additionnel n'augmente pas la difficulté de l'intégration, et l'on arrive au résultat définitif
CHARGE MOBILE
Chaque terme de la série est encore périodique ; mais la durée de période varie pour chacun d'eux, et les rapports de ces durées ne sont pas exprimés par des nombres entiers. Aussi il y a superposition d'un nombre indéfini de mouvements périodiques, mais on ne peut pas affirmer que le mouvement résultant de cette superposition soit lui-même périodique.
VIBRATIONS TRANSVERSALES d'uNE POUTRE DROITE POSÉE SUR DEUX 4PPUIS DE NIVEAU ET PARCOURUE PAR UNE CHARGE ROULANTE.
â28. Le problème traité dans le paragraphe précédent suppose que la charge de la poutre est fixe par rapport à la poutre pendant la durée du mouvement oscillatoire. Ce n'est pas ainsi que les choses se passent dans la pratique. Un pont métallique à poutre droite est en équilibre sous l'action de son propre poids ; une charge mobile, un train, par exemple, envahit le tablier du pont. L'équilibre intérieur est rompu par cette addition de charge, et Tinertie de la poutre ne lui permet pas de réaliser à chaque instant l'équilibre correspondant à la distribution particulière de la surcharge à ce même instant. Il se produit donc des mouvements oscillatoires, dans lesquels les forces d'inertie des molécules de la poutre et des molécules de la surcharge interviennent pour compléter l'équilibre, qui n'existerait pas si l'on n'y faisait entrer que les forces élastiques.
Les premières recherches sur cette matière ont été faites en Angleterre; une commission nommée par le Parlement, en 1847, a traité la question à un point de vue expérimental, en faisant passer à différentes vitesses des charges roulantes sur des barres métalliques posées sur deux appuis. Le rapport de cette commission a été déposé en 1849. Une première étude analytique du problème a été faite à cette occasion par M. Stokes, professeur à l'Université de Cambridge. Pour simplifier Je problème, M. Stokes supposait la charge roulante concentrée en un seul point de la portée, et il n'examinait que deux cas extrêmes, celui d'une charge roulante assez petite pour
que sa masse fût négligeable comparativeipent à celle de la poutre, et celui où, au contraire, la masse de la poutre était assez petite . pour être négligeable par rapport à celle de la surcharge.
Le travail de M. Stokes a été publié dans les Transactions of the Cambridge philosophical Society^ année 1 849. On trouve dans les Annales des ponts et chaussées^ année i85i, un résumé du rapport de la commission , et MM. Molinos et Prosnier en ont aussi présenté une analyse sommaire dans leur grand Traité des ponts métalliques. M. Stokes avait indiqué dans ses recherches Tusage qu'on peut laire, pour l'étude expérimentale d'un problème aussi compliqué, des principes de la similitude mécanique. Plus récemment, M. Phillips, l'auteur de très-remarqualjles travaux analytiques sur l'élasticité et la mécanique vibratoire (1), a généralisé cette application de la similitude (s), et posé les lois de la véritable réduction d'échelle à faii-e subir aux divers éléments du problème, pour qu'on puisse conclure avec sûreté d'une expérience faite en petit à une expérience en grand. La similitude mécanique dont il s'agit ici n'est pas
(1) Annales des mines, 1856.— Théorie des ressorts, ilnna/e^ des mines, 1852.— Spiral réglant, Annales des mines, 18G1.
(2) Comptes rendus de r Académie des sciences, 3 décembre 186G. Voici la conclusion du trayail de M. Phillips :
« Soit un système composé d'une poutre prismatique, reposant Fur un nombre quelconque de points d'appui* formant ainsi un certain nombre de travées, et supportant un certain nombre de mobiles, de poids quelconques relativement les uns aux autres, mais tous animés de la même vitesse.
% Un autre système sera comparable avec celui-ci :
PVS/ i"* Pourvu que ---- soit le même dç part et d'autre, P désignant le poids d'un mobUe
ou de son homologue, /la longueur d'une travée ou de son homologue, V la Yitesse du mobile, E le coefficient d'élasticité, et 1 le moment d'inertie de la section transversale; 2"* Que le rapport des poids moijiles entre eux soit le même de part et d'autre;
P P Pi
3" Que ~ soit le même de part et d'autre, ainsi que--, ou rr^. en désignant par Pi et Pi I j I j
P« les poids de la poutre seule et de cette poutre avec la charge uniformément répartie, soit pour une travée, soit pour la totalité;
4" Que le rapport des longueurs des diverses travées soit le même de part et d'autre;
5^ Que les divers mobiles soient toujours placés de part et d'autre en des points homologues des travées homologues.
* « Ces conditions étant remplies, il arrivera que z, ou l'ordonnée comptée à partir de la position d'équilibre sous la charge uniformément réparUe, sera, de part et d'autre,
pour les point homologues, proportionnelle à — .
SIMILITUDE
complète ; elle a des lois plus compliquées que la vraie similitude dont Newton a autrefois posé le principe ; cela tient à ce que les forces qui s'introduisent dans les équations des poutres vibrantes se partagent en deux classes : les forces extérieures, telles que les poids et les réactions des appuis, qui peuvent être augmeiitées ou diminuées dans un rapport arbitraire, et les forces élastiques, dont les expressions contiennent des facteurs dépendants des déformations des pièces, et dont le coefficient d'altération est par suite lié avec le rapport d'amplification des dimensions linéaires. Les conditions de similitude étaient donc plus difficiles à démêler dans l'analyse d'un tel problème qu'elles ne le sont pour les questions ordinaires de la mécanique rationnelle. ^
Le mémoire de M. Phillips conduit à déterminer les rapports de réduction dont il faut aifecter les dimensions linéaires, les masses, les forces, le temps, de telle sorte qu'on peut aujourd'hui faire en petit une expérience reproduisant avec exactitude toutes les circonstances qu'on aurait pu observer dans une expérience à grande échelle. Ce résultat est d'autant plus précieux que, pris dans toute sa généralité, le problème des vibrations des poutres sous l'action dé charges roulantes surpasse les forces de l'analyse. Au lieu de chercher à intégrer des équations qui se présentent en général sous une forme extrêmement rebelle, on pourra chercher expérimentalement les lois du problème ramené à une échelle assez petite pour que l'expérience soit facile et peu coûteuse; puis on appliquera la méthode de la similitude, et Ton saura comment il faut généraliser les résultats obtenus pour les appliquer à une échelle aussi grande qu'on voudra ( i ) .
(1) Voir aussi Comptes vendus de l'Académie des sciences. Il janvier 1869. Mémoire de M. Phiilip» Sur VéquiUbre des solides élastiques semblables. Pour (aire en peUt les expériences sur la résistance des poutres, il est assez diincile, en praUque, de faire varier les forces dans le rapport convenai^le, d'autant p!ùs que le poids du modèle est une force déterminée, qu'on ne peut modiner arbitrairement pour la ramener à la grandeur que demande l'expérience. M. Piiillips évite ceUe diOiculté en attachant la poutre, placée verticalement, à un arbre sufllsammeiit éloigné, auquel il imprime une vitesse angulaire arbitraire. « En faisant ainsi Intervenir la force centrifuge, on peut faire en sorte que « pour le modèle la force agissant sur toute la masse, et rapportée à Tunité de masse, « soit très-supérieure à la pesanteur, et soit égale à la valeur qu'on veut lui donner. •
La commission anglaise de 1847 ^^ possédait pas cette notion, et les récherches de M. Slokes faisaient plutôt pressentir l'existence d'une loi générale qu'elles ne formulaient cette loi d'une manière précise. Aussi les conclusions prises à cette époque étaient elles de nature à inspirer, au sujet de la stabilité des ponts métalliques, des craintes que les travaux plus récents, et mieux encore les expériences journalières de l'exploitation des chemins de fer, n'ont pas justifiées. Dans toutes les expériences de la comniission, on a atteint sans difficulté les vitesses assez grandes pour produire la rupture des poutreà soumises aux observations. On sait très-bien aujourd'hui que, lorsque les poutres d'un pont métallique sont suflisamment raides, le passage des trains à grande vitesse ne peut y produire aucun effet fâcheux, et que les excès de pression et de ten ion développées par les charges mobiles sont d'autant plus petits que la portée et la hauteur de la poutre sont plus grandes.
429. Le problème des poutres vibrantes sous l'action d'une charge mobile se met en équation en appliquant les principes qui servent au cas où la charge est fixe. Mais les équations que Ton obtient sont plus compliquées. On suppose qu'une charge, dont le poids est connu, s'avance sur la poutre avec une vitesse constante donnée ; cette charge peut d'ailleurs être supposée concentrée en un seul point (hypothèse de M. Stokes et de M. Phillips), ou répartie uniformément sur une portion de poutre aboutissant à un appui, à la façon d'un train qui s'avance sur le tablier d'un pont (hypothèse faite par M. Renaudot, dans un mémoire inséré en 1861 aux Annales des ponts et chaussées). Les équations aux dérivées partielles obtenues dans les deux cas ne peuvent s'intégrer sous forme finie. On peut les intégrer par les séries, soit en employant le développement en sinus des multiples d'un arc proportionnel à l'abscisse, soit en employant le développement suivant les puissances mêmes de Tabscisse- La première méthode est celle que nous avons suivie pour le cas d'une charge fixe; mais si on l'adoptait pour les charges mobiles, on ne pourrait pas déterminer les constantes arbitraires, ni compléter la solution, par le procédé dont nous avons fait usage. Aussi la seconde méthode est-elle préférable, d'autant plus que.
RÉSUMÉ DU TRAVAIL DE M. PHILLIPS
dans l'espèce, elle conduit à des séries d'une convergence assez rapide.
Sans entreprendre de développer tous ces calculs, nous nous bornerons à citer les résultats principaux obtenus par M. Phillips et par M. Renaudot, sauf à traiter le problème dans un cas particulier trèssimple, étudié pour la première fois par M. Bresse, et que nous emprunterons au tome II de son Cours de mécanique appliquée.
RÉSULTATS PRINCIPAUX DU TRAVAIL DE M. PHILLIPS
â30. Soient / la portée d'une poutre droite reposant sur deux
appuis ;
/?, le poids par unité de longueur de cette poutre;
y, l'accélération de la pesanteur;
Q, le poids de la charge roulante concentrée en un seul point;
V, la vitesse de cette charge, supposée uniforme;
E, le coefficient d'élasticité de la matière de la poutre;
I, le moment d'inertie de la section par rapport à l'horizontale menée dans son plan par son centre de gravité.
Si la poutre est simplement posée sur deux appuis, le moment iléchissant est maximum dans la section du milieu, et a pour valeur
expression qui se réduit à
5i^^* + jQ/ pour V = 0,
c est-à-dire pour le cas où la charge accidentelle, Q, au lieu de se déplacer, resterait immobile au milieu de la portée. Le terme correspondant à la charge uniformément répartie se
HYPOTHÈSE DE M. RENAUDOT. 7G
0/ V trouve multiplié par un coefficient, i + ^r^ X - , qui doit peu dif-
férer de l'unité pour que les formules soient applicables; le terme
- Q/, qui correspond au poids additionnel isolé, se trouve multiplié
par un autre facteur, un peu différent du premier, mais voisin aussi
de Tunité. Si la poutre était encastrée sur ses appuis, on trouverait
de même qu'il faut multiplier dans chaque expression des moments
maxima, les termes relatifs à la charge propre et au poids additionnel
par des facteurs différents, légèrement supérieurs à l'unité, et de
0/ V la forme i + rn — X a, le nombre a variant, suivant les cas,
' LI «y
de g a - (i).
UYPOTHÈSE OE M. «ENAUOOT.
Annales des pdntset chaussées, 1861, 4* sem.» 1. 1, p. 145 et suiv.
â31. Soit AGB une poutre à section uniforme reposant en A et B
Pig 3^j, sur deux appuis de niveau.
y Soient
AB = / la portée ; /?, le poids par unité de longueur de la poutre, y compris sa charge permanente ; y, le poids par unité de longueur de la charge mobile.
Mous supposons que cette charge s'avance dans le sens AB avec une vitesse v constante; on comptera le temps à partir de l'instant où la tête de la charge mobile atteint l'extrémité A de la poutre. An bout du temps ^ la charge a atteint un point I, et occupe sur la poutre une longueur Al = vt. En môme temps la poutre a fléchi.
(I) Nous donnons ici tes coefllcients de correction que M. Bresse a introduits dans son cours : ce sont ceux qu'avaient proposés M. Phillips, avec quelques petites allêrations.
Elle dessine à l'instant t la figure ACB, et à Tinstant suivant t -{-dt une autre forme ACB, infiniment voisine.
Prenons pour axe des x Taxe neutre AB de la poutre dans son état naturel, et pour axe des y la verticale montante de la culée A. Désignons par A la réaction verticale de cet appui à Tinstant /.
Les forces qui agissent sur la poutre sont :
1* Le poids propre, réparti uniformément de A en B;
2"" Le poids de la surcharge, réparti uniformément de A en I ;
3** Les forces d'inertie de la poutre;
4"* Les forces d'inerties de la surcharge mobile ;
5** Les réactions des appuis.
Nous devons exprimer qu ih y a, en chaque point et à chaque instant, équilibre entre ces diverses forces et les forces élastiques développées par la flexion. Nous écrirons donc Téquation des moments fléchissants; ce qui exige que l'on considère successivement deux tronçons dans la poutre, l'un AI occupé par la surchai'ge; l'autre IB qui ne la contient pas encore.
Prenons un point H dans le premier tronçon. L'équation des moments fléchissants nous donnera en ce point
[X étant la somme de tous les moments des forces appliquées à la poutre du point A au point H.
Passons en revue les forces déjà énumérées, pour prendre les moments par rapport à H de celles qui sont appliquées à gauche de ce point.
1** Poids propre, x étant la distance AH, le poids propre de la poutre est égal, pour cette longueur, kpx^ et son moment par rapport au point H est — 7/>^'.
2*^ Poids de la surcharge. On trouvera de môme qx*.
3° Forces dUnertie de la poutre. Nous admettrons, comme au § 42 1 9 que les molécules de la poutre se meuvent suivant la]|verti-
cale. Appelons x' et tj les coordonnées d'un point .quelconque pris entre .A et H; le poids d'une longueur djd de poutre est pdx'\ la
Qiasse^ — , et la force d'inertie verticale a pour expression
pdx'. â}y
Tdi}'
Pour avoir son moment, il faut multiplier cette force par sa distance, X — x\ au point H, ce qui donne
(^e produit doit être pris avec le signe — , car les facteurs dx' et
dW X — x' étant positifs, le produit a le signe de-iY • ^r, à une accélération positive, c'est-à-dire dirigée de bas en haut, correspond une force d'inertie négative, qui agit dans le sens du poids propre, et qui tend à diminuer la courbm*e de la pièce au point H ; son moment est donc négatif. On aura pour la somme des moments des forces d'inertie de la poutre
'2ËÎ^'(x-x').
g dP
4** Forces cTinertie de la charge mobile. Le mouvement de la charge mobile est la résultante de deux mouvements distincts : l'un est le mouvement uniforme de cette charge sur la poutre rigide ; l'autre résulte de la déformation de la poutre. Pendant le temps dt^ le premier mouvement amène le point M de la charge en M' sur la courbe fixe ACB; le second mouvement transporte verticalement le point M' en un point M^, appartenant à la courbe délormée ACB. Dans le premier mouvement, la vitesse est uniforme, et égale à t; ; la force d'inertie se réduit à sa composante centrifuge, et si l'on désigne par qdxf le poids de l'élément concentré au point M, la force d'inertie correspondante est verticale, dirigée vers le bas, et égale à
qdx' u* 9 P
p étant le rayon de courbure de la courl)e ACB au point M. On devra donc prendre cette expressioni«avec le signe — .
L'autre mouvement s'opère suivant la verticale, et la force d'inertie correspondante a pour expression
g d(^' La somme de ces deux forces est donc
OU bien, en remplaçant -par sa valeur approximative -r^.
Multiplions par x — .r' et intégrons de o h x; noas aurons pour la somme des moments par rapport au point H
5° Réaction de t appui A. Le moment est positif et égal à kx. En résumé, on trouve pour l'équation des moments fléchissants applicable à toute la région occupée par la charge :
g Jo dt^
\ous ferons disparaître les varial)les x et y en différentiant deux fois par rapport à x. La réaction A est indépendante de x, car elle ne dépend que de la longueur Al parcourue par la surcharge, c'està-dire du temps /.
La variables* entre à la fois dans la limite supérieure des intégrales indiquées, et, comme paramètre constant, dans la fonction à intégrer. Dans ce cas, la diiïérentiation exige qu'on fasse usage de la formule
générale
du i^ (h(x\Xj . , ,, du dx J„ dx . \ » . jr'
H étant Tintégrale \ y [pi, u)dx.
Ici nous aurons prur la première intégrale.
donc
et, par suite,
Donc
(/a dhf'
-j- = i et ? 6, a-j -7- —0.
dx '^ ' dx
^=.\''Il£dx'.
dx Jo dt^
On aurait de même pour la seconde intégraiet
d Ç- d'y' , ,, , , C* dhf , ,
La première dérivation donne donc
rfx» ^ ^' 5^ Jo <i/* y Jo (/x'*
La seconde dérivation donne ensuite, les intégrales se réduisant chacune à leur dernier élément,
équation qui se ramène à la forme en posant
et
Cette éc^uation (i) s'applique à toutes les valeurs de x comprises entre zéro et vt^ c est-à-dire au tronçon AI.
L'équation du tronçon IB se déduira de celle du tronçon Al en comptant les abscisses x^ à partirde B dans le sens de BA, et en appliquant la même formule, sauf à y faire y = o, puisque la surcharge ne s'étend ])as de ce côté. On aura donc
A,= 0 et KÎ = 5Î2,
ce qui donne
(2) dTT + S'+l^.dTï-O-
Si l'on voulait ramener cette équation aux coordonnées y et x, il suffirait d'y remplacer x^ par / — x*
Pour intégrer les équations (i) et (u), on commence par les débairasser, au moyen de solutions particulières, du terme tout connu y. Puis on complète cette solution particulière en y ajoutant une variable, qu'on développe en série, en tenant compte des conditions de fixité des points A et B et de raccordement des deux tronçons. Nous renverrons au Mémoire de M. Renaudot pour le développement de la solution et des conséquences pratiques qu'on en déduit.
La tension maximum développée dans le métal par suite du mouvement de la charge est égale au produit de la tension statique produite par cette charge, multipliée par le facteur
1 TtV*
6 Ely *
En discutant les valeurs de ce facteur pour un grand nombre de ponts métalliques pour chemins de fer, M. Renaudot est arrivé à formuler les règles suivantes :
1° L'influence de la vitesse des trains sur l'augmentation des tensions statiques est en général insignifiante ;
2° Pour une valeur donnée, le rapport des [tensions statiques aux tensions dynamiques est d'autant plus près de l'unité que la portée est plus grande ;
2* Pour de grandes vitesses et de faibles portées, l'influence de la vitesse sur l'accroissement des tensions statiques n'est pas négligeable, mais elle est peu à redouter au point de vue de la stabilité.
M. Renaudot estime qu'un ouvrage est dans de bonnes conditions de résistance, si le facteur par lequel les tensions statiques sont multipliées n'excède pas K9 ce qui donne au plus
6 Kïg "" 3'
ou bien, pour^la limite à partir de laquelle la vitesse devient dangereuse,
PROBLÈME DU TRAIN INDÉFINI
432. Soit AB une pouti*e de longueur 2<i, posée sur deux appuis de ^'K- 350. niveau, et pesant p unités de poids
par unité de longueur ; on la suppose parcourue uniforméaient par un train indéfini^ pesant y unités de
M m; poids par unité de longueur, et l'on
demande la position d'équilibre de la poutre sous l'action de cette surcharge, qui, pour être mobile, n'en est pas moins ici une surcharge permanente. La question est bien simplifiée par cette hypothèse, analogue à celle qu'on emploie en hydraulique pour rendre facilement accessibles les problèmes de l'écoulement des eaux. Le régime permanent est une sorte d'intermédiaire entre l'équilibre et le mouvement, et toutes les fois qu'il est constaté, on peut introduire
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dans les équations des simplifications notables. Le temps n'y intervient plus.
Soit AC'B la poutre dans Tétat de déformation oii Ton suppose réqoîlibre réalisé. Prenons pour origine le point C« milieu de la portée ; ex est Taxe des x ; nous prendrons pour l'axe des y une verticale GY élevée au point G.
Considérons dans Tétat naturel un élément MM', lequel occope après la déformation la position M, M\. Cet élément est en équilibre sous l'action des forces moléculaires développées dans les sections M^ , M\ , du poids de l'élément, du poids de la surcharge, et enfm de la force centrifuge développée par le déplacement de l'élément de surcharge avec une vitesse Y, le long de la courbe M.MV
Appelons |jl le moment des forces élastiques en M^ (ou en M), et A reflbrt tranchant ; p le rayon de conii>ure de fat courbe ACB ao point M,; la normale à la courbe est sensiblement verticale ; la ferre centrifuge, rapportée à l'unité de masse, est donc une force verticale,
tendant vers le bas, et égale à — .
P Nous aurons pour équations d'équilibre :
Équation des composantes verticales.
A-pdx-çdx-i:x2^-(A-,-§dx)=0,
Équation des moments .
«ta *•
La première équatÎMi donne
dK ( ^ j^V'îX
PARCOURUE PAR UN TRAIN INDÉFINI. rn
Ifads on a trè»aereBbkimeiit
donc
équation qu'on peut intégrer, et qui donne
Si Ton fait j?=o, c'est-à-dire si l'on prend l'effort tranchant au point G', on aura ^ == o ; on doit d'ailleurs avoir Â = o ; donc la constante A» est nulle.
Nous avons par conséquent
et par suite
dix = - (p + g)a:(îx - ^ ^ dx, ou bien
Le moment d'élasticité est nul au point B, pour â?=GB = a; on a aussi en ce point y=o : donc
et enfin il vient
(i) [- = |(P + ^)(a'-^')-^y = Elg
pour équation différentielle de la courbe chei*ct)ée.
ÉQUILIBRE DE LA POUTRE
Pour intégrer l'équation (i), M. Bresse change de variable, et pose les relations suivantes :
EIy = (p + g)aV . V«g EIU« L'équatîon (i) est ramenée à la forme
et se réduit à la suivante :
On intègre cette équation en en cherchant d'abord une solution particulière, que l'on complète ensuite par l'addition d*une nouvelle variable z : cela revient à changer encore de variable.
Nous poserons à cet effet
On en déduit pour déterminer z l'équation
qui donne
« = A sîn Ux' + B cos Ux',
Aet B étant deux constantes arbitraires, qu'il est facile de détermineren
dy ^
observant que ^ =o pour x = o, et que y=o pour x = a. On
dx
trouve
U*cosU'
PARCOURUE PAR UN TRAIN INDÉFINI
et l'équation (i) a enfin pour intégrale
fi) ^-^V ^ J- (a.-x«) - ^ ('^ - l)
' ' iP + 9)a' 2U» ^"^ * ' U« \ cos U 7 •
Le maximum du moment fléchissant a lieu pour x = o; il a pour valeur :
ll = i(p4.ç)a.x-^(j^-l).
C'est le produit du moment fléchissant statique , - {p + ç)a* par
le facteur — f — L-. — 1\ qui représente l'efiet de la vitesse V de la charge.
Ce facteur devient infini pour U = — ; ce qui indique que la poutre serait en danger de rupture si Ton avait
V«g _ Elit»
expression que nous interpréterons tout à l'heure. En faisant
U = j, on trouve M = ^ (p + g)a* x 1 ,343 ;
dans ces conditions de vitesse , le moment fléchissant augmente , par l'effiet du mouvement , d'un tiers environ de sa valeur.
A33. L'équation (i) nous montre que l'efiet de la charge roulante équivaut , au point de vue du moment fléchissant, à l'efiet de deux
forces égales à — ^ , qui agiraient aux points A et B, suivant la droite
AB, de manière à comprimer la poutre (§ 119). Le problème est donc
ramené à celui d'une pièce comprimée par ses abouts. La plus petite
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force de compression qui mette la pièce en dauger de rupture est donnée par la formule
égalité que nous venons déjà d'obtenir d'une antre manière. Pour obtenir une limite des valeurs non dangereuses de la vitesse V, il faut tenir compte à la fois du poids permanent 2 {p + y )«, et de la
force de compression — ^. 51. Bresse admet qu'on peut prendre
avec sécurité pour limite des valeurs non dangereuses, le résultat fourni par l'équation
— 2. =r 7Tr-5, qui correspond a U = j,
ce qui revient à abaisser la première limite au quart de sa valeur; on trouve alors, comme nous l'avons vu tout à Theure, un moment maxinmm supérieur d'un tiers à ce qu'il serait dans le cas du repos de la charge.
Le moment fléchissant maximum , correspondant à l'état statique, a pour expression
et la charge maximum correspondante de la matière est donnée par r équation
11 y faut faire v égal à la moitié de la hauteur H de la poutre, que nous supposons symétrique ; nous aurons donc
I fP + <?)«' H H (p + yig»
DES VITESSES DANGEREUSES
Mais supposons que la vitesse V atteigne sa plus grande limite admis» sible, donnée par la formule
V*(y ^ Eli^ g ~~ 16a''
Remplaçons dans cette équation y par sa valeur tirée de Téquation précédente; il viendra
Donc enfin
= 8^Vk
Pour le fer, on a généralement
M. Bresse remplace ^^-^^ par le nombre -r, valeur qui est généralement an-dessous de la réalité; on a alors pour limite supérieure deV
V= 47,56 X \fïgn.
Pour H =o"',5a, la limite dangereuse de V serait une vitesse de 55 mètres par seconde ;
pour H = i ,00 V = 78-, pour H = 2,00 V=il(r, Pour H =3-, V=:13fi-.
Or la vitesse d'un train n'excède ^ère s8 mètres par seconde, ce qui correspondrait à un parcours de loo kilomètres dans une heure. Cette vitesse très-considérable ne serait dangereuse que pour les poutres d'une épaisseur très-petite.
h^k. Le montage d'une poutre droite avec contre-flèche permet de réduire, on de supprimer» ou enfin de faire changer de sens
OBSERVATIONS
Taction de la force centrifuge. Mais il est rare que les poutres droites arquées primitivement vers le haut conservent bien long-: temps leur (lèche de montage.
Si, au lieu d'un irain indéfini, roulant avec une vitesse uniforme sur la poutre, on veut tenir compte des dimensions finies du train, le régime n'est plus permanent, et le problème reprend toute sa complication. Il y a déformation de la poutre pendant le passage du train, et les forces d'inertie de la poutre elle-même sont nécessaires à l'équilibre. Néanmoins, ces forces ne sont pas bien grandes en général, et Ton peut admettre que la déformation s'opère de manière à réaliser à chaque instant la situation d'équilibre qui con* vient à la position de la surcharge à cet' instant ; une fois le train passé, la poutre entre dans une série de vibrations autour de Sca forme d'équilibre, jusqu'à ce que les frottements et la résistance de Tair l'aient ramenée au repos. L'amplitude initiale de la vibration dépend des eflorts exercés par le train pendant son passage; mais il s'en faut qu'en pratique, le mouvement s'opère suivant les trajectoires contmues que suppose la théorie. Les chocs jouent là un rôle qui peut modifier sensiblement les résultats des calculs. Comme on n'a pas jusqu'ici de données bien positives sur l'intensité et la fréquence de ce genre d'efforts, il est impossible de déterminer par le calcul, sans observation directe, l'amplitude des vibrations.
Cette recherche d'ailleurs serait peut-être sans résultats pour la question qui intéresse le plus le constructeur, à savoir,la durée de la construction. Il ne s'agit pas tant de chercher l'effet mécanique du passage des charges en mouvement, et de calculer les excès d'effort qui peuvent se développer par suite de ce passage, que d'apprécier l'altération moléculaire produite pai* les trépidations du métal. Les calculs de flèches partent toujours d'un coefllcient d'élasticité constant, tandis que ce coefficient d'élasticité varie vraisemblablement à la suite de l'ébranlement des molécules. Ainsi il n'est pas rare de voir une pièce, un arbre tournant par exemple, présentant à l'origine toutes les conditions de résistance, se briser après un travail prolongé, sans avoir jamais subi d' eflorts exceptionnels • Peut-être un certain temps de repos est-il nécessah*e pour qu'une poutre mé-
SUR LES VIBRATIONS DES POUTRES
talliques, ébranlée par le passage d'une charge, reprenne son état moléculaire normal. La perturbation produite par le passage d'une charge mobile doit surtout être nuisible aux régions des poutres continues à plusieurs travées où il y a renversement des efforts suivant la position de la surcharge (§ 200).
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